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Introduccion

En esta tesis construiremos y estudiaremos un modelo de poblaciones
que utiliza ecuaciones en diferencias, con el cual intentaremos predecir el
comportamiento de dos especies que estan en interacciéon con un recurso. La
finalidad de estos modelos es entender ciertos sistemas bioldgicos, pero para
este trabajo nos enfocaremos tinicamente en el desarrollo matematico.

El trabajo se origind en una estancia de investigacion en el Departamento
de Mateméticas y Estadistica en la Universidad de New Brunswick bajo la
tutela del Dr. James Watmough con ayuda de Ali Beykzadeh. La estancia se
realizé gracias al apoyo de la beca Mitacs Globalink.

En el primer capitulo daremos un repaso de ecuaciones diferenciales, las
cuales nos ayudardn a comprender como se formulan los sistemas en tiem-
po continuo. En el capitulo 2 veremos las ecuaciones en diferencias que son
la version a tiempo discreto de las ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones
en diferencias son mas sencillas de trabajar computacionalmente por lo que
para algunas demostraciones usaremos la ayuda de la computadora. En esta
parte estudiaremos la construccion e implementacién de los modelos clasicos
de ecuaciones en diferencias. En el capitulo 3 juntaremos algunos de los mo-
delos vistos en el capitulo 2, para crear nuestro modelo de dos depredadores
y un recurso. Es muy dificil representar todos los factores involucrados en
un sistema en la vida real, por lo que en nuestro sistema tendremos un total
de 9 parametros, que representan la interaccién entre cada uno de los invo-
lucrados en el sistema. Tendremos que encontrar cuales son los casos mas
interesantes, enfocandonos en los valores de los parametros para los cuales
tenemos coexistencia, puntos de equilibrio estables o inestables, ciclos limite
y caos entre otras cosas.

Programaremos en Matlab todas nuestras simulaciones interesantes para
poder ver graficamente el comportamiento del sistema; también nos ayudard
para verificar que el sistema se comporta como lo predicen los céalculos.
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Capitulo 1

Modelos poblacionales con
ecuaciones diferenciales

Antes de pasar a las ecuaciones en diferencias, en este capitulo daremos
un breve repaso de los modelos de ecuaciones diferenciales que aparecen en
la modelacion de interacciones de especies. Una ecuacion diferencial es una
relacién entre una funcién del tiempo y sus derivadas, usando las derivadas
para describir como una cantidad cambia.

Si la ecuacién diferencial describe algiin fenémeno fisico ésta es cominmente
llamada modelo. El objetivo de los modelos no es dar una copia exacta del
fenémeno que se estd intentando entender, sino representar las caracteristicas
mas importantes del fenémeno.

1.1. Modelo de Malthus

Uno de los modelos matematicos mas simples de crecimiento de poblacién
fue propuesto por Sir Thomas Malthus en el siglo XVIII. Su trabajo fue muy
influyente en economia, demografia, evolucién, entre otras [25].

Sea p(t) el tamano de la poblacién de una especie dada al tiempo t; si usa-

mos como hipdtesis que no hay limitaciones en espacio y recursos, que la
tasa de cambio de la poblacion p es proporcional inicamente al tamano de

11



12CAPITULO 1. MODELOS POBLACIONALES CON ECUACIONES DIFERENCIALES

la poblacién en ese tiempo, entonces podemos definir la ecuacién [12]

Dy, (1.1)

dt
donde la constante de proporcionalidad r es llamada tasa de crecimiento.
Suponemos que 7 # 0 y que la condicién inicial en ty es,

p(to) = po- (1.2)

Esta es una ecuacion de primer orden ya que contiene sélo primeras deri-
vadas y es una ecuacion diferencial ordinaria ya que hay una sola variable
independiente, por lo tanto no contiene derivadas parciales. La ecuacion es
llamada ley de crecimiento de poblacién de Malthus [I1]; sirve para modelar
algunas poblaciones de algas o bacterias en periodos cortos.

Resolviendo la ecuacién se obtiene

p(t) = poe™. (1.3)

1.2. Ecuacién Logistica Continua

La solucion al modelo de Malthus para r > 0 predice que la poblacion
tiende a infinito con el tiempo, lo cual no es realista, ademas cuando la
poblacion es muy grande hay competencia entre los individuos por espacio
y comida, por lo que la poblacién crece cada vez mas despacio y llega a un
maximo. Esta idea fue propuesta en 1838 por Pierre-Francois Verhulst en
[21].

En la ecuacion de Malthus tenemos que reemplazar a r por una funcion
de la poblacién, f(p), de tal manera que el modelo quede como:

% = f(p)p (1.4)

con f(p) positiva, decreciente y f =0 cuando p es la poblacién maxima, que
llamamos k. La eleccién usual es f(p) = r(1 - p/k), con lo que la ecuacién

queda de la forma
dp p)
Y 1.
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que es conocida como la ecuacion logistica con velocidad de crecimiento r
y capacidad de carga k.

Antes de dar la solucion exacta a la ecuacién logistica vemos como se com-
porta cualitativamente. Para esto tenemos que saber donde dp/dt es positiva,
negativa o igual a cero [4]. Graficando a la funcién f(p)p = dp/dt obtenemos
la figura [I.T], en la cual se pueden observar las raices de la funcién en p=0y
p = k. Para cualesquiera de estos dos valores tenemos que % =7 (1 - %) p=0,
por lo que las funciones p(t) =0 y p(t) = k resuelven la ecuacién diferencial
logistica igualada a cero; estas dos soluciones son llamadas puntos de equili-
brio, lo que nos dice que si la poblacién inicial es cero se mantiene en cero y
si la poblacién inicial es igual a la capacidad de carga, entonces la poblacion
no crecera ni disminuira, se mantendra constante igual a k.

f(p)
P

Figura 1.1: La interseccién entre el eje x y la grafica de la ecuacién logistica
nos da los puntos de equilibrio p=0y p = k.

Para 0 < pg < k£ tenemos que % > 0, por otro lado cuando pg < 0 0 pg > k

tenemos que % < 0 como se puede observar en la figura Si tomamos
po > k entonces % < 0 lo que nos dice que la poblacién esta disminuyendo

tendiendo al punto de equilibrio k. Si pg < 0, tendriamos una poblacion ini-
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cial negativa lo cual no tiene sentido biologico pero si matematico, entonces
% = f(p)p <0, lo que nos dice que la poblacién negativa estd disminuyendo
y tiende a —oo, alejandose del punto de equilibrio 0, lo que nos dice que es

inestable y el punto de equilibrio k£ es estable.

Haciendo el siguiente procedimiento obtenemos la solucién analitica [3].
Empezamos con

dp p
X _or(1-% 1.6
T r1-Dyp, (1.6
separando las variables nos queda de la forma
1 d
P (1.7)

p(l-p/kydt "

Integrando ambos lados con respecto a t y haciendo un cambio de variables

resulta p
)
= [ rdt.
[ p(1-p/k)

Haciendo fracciones parciales para la parte izquierda de la ecuacién obtene-
mos

1 A B
Sul e 1.8
p(L-p/k) p 1-p/k 1-8)
donde A=1y B=1/k, por lo que al sustituir e integrar nos queda
In(p) +In(1 - %) = rt+er (1.9)

Utilizando las propiedades de logaritmo llegamos a

1-p/k

ahora podemos despejar p de nuestra ecuacién

ln( P )zrt+cl; (1.10)

. —pp/k =exp(rt +¢1),

p =coexp(rt)(1-plk),
p(1+ coexp(rt)/k) = caexp(rt),

MO~ 5 oo @)
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Esta es la solucién analitica a la ecuacion logistica; la constante ¢y estd de-
terminada por las condiciones iniciales (véase la figura[1.2])

pl

1004

804"
604
404 'J

20+

Figura 1.2: Plano fase de la ecuacién logistica con k = 100 [5].

1.3. Modelos de dos poblaciones

Para un modelo en el que interactian dos especies es necesario definir
una ecuacion diferencial para cada una de ellas. En este caso hablaremos
del modelo “depredador-presa”, también llamado Lotka-Volterra [22] 23].
Tomamos a z(t) como la presa y a y(t) como el depredador. Suponemos que
la presa tiene suficiente comida y espacio, por lo que su crecimiento no esté
limitado, entonces podemos decir que la presa crecera de acuerdo a una ley
Malthusiana de la forma, fl—f = ax para a > 0; suponiendo que la presa sélo
muere a causa del depredador, podemos ver a bxry como la interaccion de las
dos especies, que resulta en decesos para la presa, por lo que la ecuacién nos

queda de siguiente manera

du_ ax —bx
dt v
Por otro lado el depredador, en ausencia de presa, muere siguiendo una ley

. d . s . .,
Malthusiana Z: = —cy e incrementa su poblacién con la interaccion con la
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presa dzy, por lo que la ecuacion que describe la poblacion del depredador

esta dada por
dy
— = —cy +dzy.
di Y Y

Para un ejemplo concreto podemos suponer que la presa son conejos, los cua-
les se reproducen rapidamente y los depredadores son zorros que necesitan
alimentarse de conejos para sobrevivir.

El modelo depredador-presa puede ser visto como el sistema de ecuaciones
diferenciales.

dx dy
_ _ -7 _ —0). 1.12
o x(a-by), o y(dx - ¢) ( )

Para analizar el sistema lo primero que tenemos que hacer es encontrar los

puntos de equilibrio del sistema ([1.12]) haciendo
z(a-by)=0 Yy y(dx -c) =0. (1.13)

Los puntos de equilibrio son (0,0) y (¢/d,a/b) y la matriz jacobiana del

sistema ([1.12]) es
P e by —bx
\ yd dx-c)’

Analizaremos primero el origen. Los valores propios del jacobiano evaluado
en el punto (0,0) son A\; =a y Ay = —c.

Como a y ¢ son mayores a 0, entonces el punto de equilibrio tiene un va-
lor propio positivo y uno negativo por lo que es un punto silla.

Para el otro punto de equilibrio obtenemos que el jacobiano evaluado en

(c/d,alb) es /
0 =bc/d
Ty = (ad/b 0 )

Sus valores propios son las raices de
det(Jioy—IX)=0 o  N+ac=0,

lo cual nos dice que A = +iy/ac, por lo tanto el punto de equilibrio (¢/d, a/b) es
un centro ya que los valores propios tienen parte real igual a cero. Tomando
los valores a =1, b=.05, c=1y d=0.5 podemos representar algunas érbitas
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en el plano fase para diferentes valores iniciales. En la figura[1.3|se observan
soluciones periddicas alrededor del punto de equilibrio no trivial.

Figura 1.3: El asterisco rojo representa el punto de equilibrio.

Graficando las dos poblaciones contra el tiempo, podemos observar el
desfasamiento en el tiempo de las dos especies. Tenemos que la presa x(t)
alcanza un maximo primero y poco después el depredador y(t) también llega
a un maximo. Para este caso las dos graficas tienen aproximadamente la
misma forma, con maximos y minimos iguales, debido a que las ecuaciones
tiene las mismas constantes, véase la figura [4].
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Figura 1.4: Las poblaciones x(t) y y(t) contra el tiempo.



Capitulo 2

Introduccion a modelos
discretos

En este capitulo daremos un repaso de modelos discretos, estudiaremos
como se formulan y analizan con el fin de poder manipularlos para después
construir un modelo que sera el tema principal de esta tesis.

2.1. Modelos lineales

Denotamos como z( la poblacién inicial, como z; la poblacién al tiempo
t; es decir la poblacién de la siguiente generacion, como x5 a la poblacién de
la segunda generacion y asi sucesivamente, por lo tanto podemos describir el
tamano de la poblaciéon como una sucesién x,. Un ejemplo muy comun para
poblaciones es sélo fijarse en los nacimientos y en las muertes; el crecimiento
de la poblacién en un intervalo de tiempo arbitrario de t, a t,,1 estda dado
por 41 — x,. Supongamos que las muertes y los nacimientos son constantes
m y n respectivamente, entonces podemos hacer

Tpy1 — T = (n—m)zy, (2.1)
y despejando obtenemos

Tpp1 =Tp+ (m=—m)z, = (1 +n-m)z,.

Podemos ver a 1+n—m como cualquier otra constante, entonces 1+n-m = c,

19



20 CAPITULO 2. INTRODUCCION A MODELOS DISCRETOS

con lo cual obtenemos una ecuacion lineal en diferencias de la forma.
Tpal = CLp. (2.2)

Esta es la version discreta del modelo de Malthus. Para resolver la ecua-
cion utilizando que n = 0,1,2,3..., donde tenemos como condicién inicial
x1 = cxg; usando la siguiente iteracion y sustituyéndola en la primera obte-
Nnemos Ty = €T = CCTo = C2Tg, Ty = €Ty = C2xo; haciendo esto repetidamente
obtenemos que la solucién es z, = c"zy. De aqui podemos deducir que si
lc| < 1, entonces ¢ - 0 cuando n - oo por lo que x, - 0, por otro lado si
lc| > 1 entonces x,, - oo si n — co.

Especificamente si 0 < ¢ < 1, z,, decrece monotonamente a cero, si —1 <c<0
entonces x, también decrece cero pero oscilando entre valores positivos y
negativos, si ¢>-10 ¢< 1, z, tiende a —oo 0 a oo respectivamente.

Algo que se tiene que resaltar es que los valores negativos para x, no tie-
nen sentido en poblaciones ya que no puede haber poblaciones negativas [1].
Podemos describir el modelo como

cT,, para T, >0
Tp+l1 =
0 para Tp <0.

De una forma general podemos decir que todas las ecuaciones en diferencias
son de la forma [I]

Tns1 = f(20). (2.3)

2.2. Ecuacioén logistica discreta

Modelos de poblacién mas reales tienen en cuenta que la poblacion alcanza
un limite, a este limite lo llamaremos capacidad de carga y 1o denotamos por
K,

Tps1 = T + xpr(1 - ﬁ) (2.4)

K
Esta es la ecuacion logistica en diferencias. Describe poblaciones con tasa de
crecimiento r(1 - z,/K) la cual disminuye a cero a medida que la poblacién
crece. Observe que si x,, > K entonces tendremos que .1 < .

Otro modelo que también puede ser llamado logistico es

Tpt1 = T exp(r(l - ?n)), (25)
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donde la tasa de crecimiento tiende a cero cuando x, - co. Si suponemos
que x,, es una fraccién de la poblacion maxima, entonces 0 < x,, < 1, de esta

forma K = 1. La ecuacién logistica en diferencias queda de la forma [10]

Tpp1 = T + 12, (1 — 2 (2.6)

2.3. Solucién grafica a ecuaciones en diferen-
cias

El diagrama de telarana o también llamado diagrama web, es un grafico
que se puede utilizar para visualizar las iteraciones sucesivas de una funcién.
Los segmentos del diagrama conectan los puntos (z, f(z)), (f(x), f(f(x))),
(f(f(x)), f(f((2)))),.... El diagrama de telarana puede ser aplicado a cual-
quier ecuacién en diferencias de la forma x,,; = f(z,) utilizando la curva de
reproduccién y = f(x) y la identidad y = z. Este proceso nos da una idea del
comportamiento de un ecuaciones en diferencias que representa una tnica
poblacion, sin importar qué tan complicada sea la solucién analitica de ésta.

Ejemplo 1. Considere el modelo lineal utilizado anteriormente, z,., =
T, .

Empezamos dibujando la curva de reproduccién y = rx, marcamos xy y con
una linea recta vertical vamos de xy al punto (xg, f(z¢)), con una linea ho-
rizontal vamos a la identidad (y = x) en el punto (f(xg), f(x0)), después
vamos verticalmente a la curva de reproduccién en el punto (x1, f(x1)) v asi
sucesivamente, véase la figura [2.1]
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Figura 2.1: Origen inestable para r > 1 y origen estable para r < 1.

TTn

Ejemplo 2. Veamos la solucién gréfica para la ecuacion x,.1 = -2, la
n

. dy _ rA .
Sacando su derivada 3 = Gy S ha-

TTn
Tn+A”

cemos x = 0, entonces y = /A, lo cual nos dice que debemos de distinguir
los casos cuando r < A, la curva de reproduccién esta por debajo de y = x
y el caso cuando r > A para el cual la linea y = x intersecta a la curva de
reproduccion.

curva de reproduccion es y =

Xo

Figura 2.2: Origen inestable para r > A y origen estable para r < A.

Para r > A tenemos que las iteraciones se alejan del punto fijo x = 0 y para
r < A podemos observar que las iteraciones se acercan al punto fijo z = 0,

véase la figura [, 8, 18].
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2.4. Analisis de los puntos fijos

Como pudimos observar anteriormente en las graficas, las iteraciones tien-
den a acercarse a un punto en la linea y = x o a alejarse.

Definicién. Un punto fijo del sistema dindmico discreto x,,1 = f(x,) es
un punto e tal que zo = f(To).

Para poder describir el comportamiento de las soluciones cerca del punto
fijo utilizaremos la linealizacion. Si tenemos un punto fijo z., de la ecuacién
en diferencias x,,1 = f(x,) entonces tenemos que T = f(Zo) y podemos
hacer el cambio de variable u,, =z, — T con (n=1,2,3...). Asi podemos re-
presentar a u,, como la desviacién del punto fijo. Si sustituimos x,;1 = U, +Teo
y la expresion anterior en la ecuacion general obtenemos,

Too + Ups1 = [(Too + Up), (2.7)

desarrollando el lado derecho usando la serie de Taylor,

f"(cn)
2!

Too +Uns1 = [(Too) + [(Too )y + u?. (2.8)

Si w, es pequena podemos despreciar los términos de orden cuadrético o
"

superior, ya que si hacemos h(u) = %u%, entonces h(u) es pequeno com-

parado con u, en el sentido |h(u) /u| — 0 cuando u — 0. Asi obtenemos la

ecuacion,

Unp+1 = f,(xoo>un§ (2'9)

podemos tomar a f’(x.) como una constante igual a A y obtenemos una
ecuacion lineal.

Ups1 = AUy, (2.10)

la cual es la misma que en la seccién (2.1). En este caso f'(2« ) puede tomar
cualquier valor dependiendo de la funcién f, por lo tanto no tenemos ninguna
restriccion para A. El comportamiento de la desviacién u,, y la consecuente
estabilidad del punto fijo ., estan dados por:

Si |A| :|f’(xoo)‘ <1, entonces ., es estable.

Si || =|f'(%s)| > 1, entonces 2o, es inestable.
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Teorema 1. Si todas las soluciones de la linealizacion (un.1 = f/(Zoo)ty)
en el punto fijo ., tienden a cero cuando n — oo, entonces ‘f’(xoo)‘ <1 por lo
que las soluciones de la ecuacién original (z,,1 = f(x,)) tienden al equilibrio
Teo, para xy suficientemente cercano a x.. Entonces x. es asintéticamnte
estable.

Teorema 2. (Doblamiento de Periodo) Supongamos que f: R xR - R
es una funcién continua y satisface para (z.,7o) lo siguiente,

f(Te03;70) = Too, ['(Zeo;m0) = -1,
Si

o2 f 1,.02f

. 10%f
oy (FeeiT0) # 0 7l 92

(Zoo;70)]? + 5%(1700; ro) # 0,

entonces una bifurcacién de doblamiento de periodo aparece en (2o, 70).

Ejemplo. Para la ecuacion logistica
Tps1 = Tp +12,(1 = 2)

si buscamos los puntos fijos tenemos que resolver la ecuacién x = z+rz(1-1x)
obteniendo z = 0 y x = 1. Usando f(z) = (1 + )z, — 22 y derivando con
respecto de x obtenemos f’(z) = (1 +r) - 2rz. Al evaluar f en las rafces
f(0) = 1+ el punto fijo z = 0 es asintéticamente estable si|l+7] < 1 o
-2 < r <0, pero esto no se puede ya que r > 0. Por lo tanto = 0 es un
punto fijo inestable. Haciendo lo mismo en el otro punto fijo obtenemos que
f'(1)=1-r,z=1esestablesi|l-7|<100<7r<2lo cual si puede ocurrir

.
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R y=rx(1-x)

Figura 2.3: Origen estable para r = .85.

2.5. Caos y doblamiento de periodo
Consideremos la ecuacién logistica, la cual nos da un modelo no lineal

Tps1 = 1T, (1 = x,), x, € [0,1].

Buscando los puntos fijos encontramos
x=rx(l-x) < tW=0 y 2®=1-1/r,

usando la linealizacién propuesta en la seccién (2.2), sacamos la derivada de
f(xz,) vy tenemos f'(x,) =r - 2rxz,. Si evaluamos la derivada en los puntos
fijos obtenemos

FO=r oy fA-1r=2-r

Para r de tal forma que 0 < r < 1, obtenemos que sélo hay un punto fijo
(M =0, ya que el otro punto fijo () = 1-1/r serfa negativo. Como 0 <7 <1
entonces ‘ I’ (O)| < 1 lo que nos dice que este punto fijo es asintéticamente
estable, véase figura

Para el caso cuando r = 1, tenemos que x = 0 es el tnico punto fijo. Co-
mo sabemos que x € [0,1] y f(x,) =z, - 22 entonces todas las iteraciones de
f(x,) tienden a 0 cada vez mas lentamente, véase figura
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Figura 2.4: Origen estable para r = 1.

Usando r > 1, tenemos dos puntos fijos en el intervalo [0, 1], el primero
es (1) = 0; evaluando la derivada en este punto tenemos |f/(0)| =[r| > 1,
por lo tanto (1) es inestable. El otro punto fijo es z(3) = 1 - 1/r. Busca-
mos donde es estable este punto fijo evaluando la derivada en ese punto,
|f/(1-1/r)| =|2 = 7| <1 entonces z(*) es estable si 1 <r < 3, véase figura 2.5

y=rx(1-x)

Figura 2.5: Origen inestable para r = 2.1.

Si tomamos a r = 3 entonces () = 0y 2(® = 1-1/r = 2/3. Como
f'(2/3) = -1 podemos aplicar el teorema (2) y decir que hay una bifurcacién
de doblamiento de periodo en (2.
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Viendo el caso cuando 3 < r < 4 tenemos que la derivada de f evaluada en el
punto fijo no trivial (2 es menor que -1, por lo que el punto fijo es inestable.
Tomando a r = 3.2 podemos observar que el diagrama de telarana oscila entre
dos valores sobre la recta y = x; esta oscilacion entre dos puntos se conoce
como 2 - ciclo. Para determinar el origen del 2 — ciclo tenemos que la érbita
oscila entre dos puntos, los cuales llamaremos z, y x_, de tal forma que

f(@y) =a- Y f(a) =,

o equivalentemente f(f(zy)) =z, y f(f(z_)) = z_. Esto implica que =, y =_
son puntos fijos de la segunda iteracién f(fx,) = f?(x,). Para encontrar los
puntos fijos de la segunda iteracién hacemos = = f(f(x)), lo cual resulta en
una ecuacion cubica,

1=r*(1—rz+r2®) - r’z(1l-rz +ra?)

0=r3z% 2322 + (¥ + 1) +1-12

Utilizando que las raices de la ecuacion logistica también son raices de su
segunda iteracion, entonces podemos dividir entre (x — o) y obtenemos

r3xd = 2r3x2 + (r3+r?)xl —r2  (rPz? - (P +rt)r+r?+r)(z-1+1/r)

r—-1+1/r l-z+1/r
=3t - (P +r))z+ri+r=0.

Dividiendo entre r obtenemos la ecuacién cuadratica
r?z? —(r+r)r+(1+7) =0,
y utilizando la féormula general para ecuaciones de segundo orden obtenemos
las raices L1
Ti=—+—x—/(r+1)(r-3
=gt g Ve Dr=3),
que son los puntos fijos de la segunda iteracion.

Para r = 3, las raices son z, = 2/3 por lo que ain no tenemos un 2 — ciclo,
véase figura 2.6
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y=rx(1-x)

Figura 2.6: Para r = 3 atin no tenemos la presencia de un 2 — ciclo.

Para la grafica de f2(z) tenemos cuatro puntos de equilibrio, dos que se
repelen que también estan en la grafica de f y dos puntos de periodo dos,

ver figura [1].

La derivada de f2(x) en los puntos fijos de la segunda iteracion esta dada
por

F(as) = (F(f(z2))) (2.11)
= [ (f(2)) [ (22) (2.12)
= f'(z=) f'(x2) (2.13)
=(r=2rz,)(r-2rz_) (2.14)
=r? = 2r¥(x_+xy) +4rir_x, (2.15)
2214 1)r) +4r2(%(r+ 1) (2.16)
=1 +2r+4 (2.17)

! . . .
Cuando tenemos r =3, f2'(xz,) =1y los puntos u y v coinciden, si hacemos
mas grande a 7 se puede observar que los puntos u y v se empiezan a separar
haciendo visible el 2 - ciclo, véase figura [2.8]
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Figura 2.7: La grafica negra es x = y, la grafica azul es f(z) y la gréfica
naranja es la f2(x)

y=x

0.2+ y y=rx(1-x)

Yo 0.5 1%

Figura 2.8: Presencia de un 2 - ciclo para cuando r es un poco mayor que 3.

Los puntos fijos x, y x_ son atractores si |f2'(a:i)| <1. Como f(z,)=-1

si —r2+2r+4 = -1, es decir, si r = 1 +/6 entonces los puntos fijos del 2 - ciclo
existen v son estables para 3 <7 < 1 +/6.

Para cuando r = 1 +v/6 tenemos que f(x.) = -1 por lo que aplicando el
teorema (2) podemos observar que hay una bifurcacién de doblamiento de
periodo. Una vez que 7 > 1 +v/6 los puntos de equilibrio del 2 - ciclo cam-
bian de estabilidad y aparece un 4 — ciclo con cuatro puntos fijos estables.
Haciendo el mismo procedimiento obtenemos que cuando r ~ 3.54 aparece
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un 8 — ciclo, para r ~ 3.5644 tenemos un 16 — ciclo y podemos notar que cada
vez las bifurcaciones aparecen mas rapido.

Para r ~ 3.5699 el comportamiento de f"(z. ) se vuelve cadtico ya que pa-
ra valores muy cercanos de r tenemos nimeros muy diferentes de puntos fijos.

34
r

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacién para el mapeo Logistico [26].

Los puntos 7 = 1, 7 = 3 y r = 1 +/6 son llamados puntos de bifurcacién. Un
punto de bifurcacion es un valor del parametro para el cual hay un cambio en
la dindmica del sistema. Para r < 1 hay un solo punto fijo estable y cuando
r > 1 el punto fijo estable se vuelve inestable y aparece otro punto fijo que es
estable. En r=1 la derivada es 1; a esta bifurcacién se le llama transcritica.
Para r = 3, r = 1 +/6, 3.54, .... donde la derivada es -1, la bifurcacién es
llamada doblamiento de periodo, como en el teorema (2), véase figura

[9].



2.6. MODELOS DE DOS POBLACIONES 31

2.6. Modelos de dos poblaciones

Ahora analicemos modelos con dos poblaciones.
Tns1 = f(Tn,Yn), Yns1 = (T, Yn)-

Un equilibrio para el sistema anterior es la solucién al nuevo sistema

x = f(z,y), y=g(x,y).

Una idea sencilla para imaginar el punto de equilibro es pensar a x = f(z,y)
y ay = g(z,y) como curvas en el plano (x,y); el punto de equilibrio es en-
tonces la interseccion de las dos curvas.

El comportamiento de las soluciones cerca del equilibrio se puede estudiar casi
de la misma manera que en la seccién (2.3) pero ahora para dos ecuaciones en
lugar de una. Si (Zw, Yoo ) €s un punto fijo de las ecuaciones 1 = f(Zn, Yn)
Y Yns1 = 9(Zn, yn), entonces podemos hacer cambios de variables tales que,
Up =Ty — Too ¥ Un = Yn — Yoo, donde el punto (uy,,v,) representa la desviacién
del equilibrio. Si sustituimos en las ecuaciones anteriores

Uns1 = [ (Too + Upy Yoo + V) = Too = [(Too + Uny Yoo + V) = [(Too,s Yoo )

Un+1 = g(xoo + U,y Yoo +Un) T Yoo = g(xoo + Un, Yoo +Un) _g(xooayOO)‘

De la misma manera que en la seccién (2.3) escribimos la serie de Taylor de
las funciones f y g; despreciando los términos cuadraticos y superiores, se
obtiene el sistema lineal

Up+1 = fg;(l’oo,yoo)un + fy(xoovyOO)Una

Up+1 = gx(-roo7 yOO)un + gy(a70<>> yoo)'Un-

Esta es la linealizacion del sistema en el punto (e, Yeo) [1.

Teorema 3. Si todas las soluciones de la linealizacién del sistema en el
punto fijo (Zeo, T ) tienden a cero cuando n — oo, entonces todas las solucio-
nes del sistema original con xg y yo suficientemente cerca de (o, Yoo ) tienden
al punto de equilibrio [I].
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El sistema ya linealizado
Uy, = A" Ug y v, = ANy,

es estable para|A| < 1 ya que si|\| < 1 entonces A" - 0 para n — oo.
La linealizacion anterior la podemos observar de la siguiente manera.

e

[ fe(Too,Yoo)  fy(Toos Yoo)
Al o) = (gx(:coo,yoo) gy(xoo,yoo))'

Todas las soluciones del sistema linealizado se acercan a cero si todas las
raices de la ecuacién caracteristica satisfacen |\| < 1 y la ecuacién carac-
teristica la podemos ver como,

donde

det(A(Teo, Yoo ) = AI) =0,

)

A2 =17 A(Z oo, Yoo )N + det A(T oo, Yoo ) = 0

con

de tal manera que obtenemos

Teorema 4. Si todas las raices de la ecuacién anterior satisfacen que
|A| < 1, entonces todas las soluciones del sistema original con condiciones ini-
ciales suficientemente cercanas al equilibrio se acercan al equilibriofl].

Para generalizar este resultado tenemos que la ecuacion caracteristica de
un sistema de n ecuaciones diferentes evaluadas en el punto de equilibrio,
es una ecuacion de grado n. Tenemos condiciones bajo las cuales todos los
valores propios de la ecuacién caracteristica son en valor absoluto menores
que uno.
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Podemos estudiar la estabilidad de una matriz 2x2 utilizando el criterio de
Jury el cual nos dice lo siguiente.

Proposicién. Los valores propios para una matriz J de 2x2 son |A| < 1 si
solosi  [tr(J)| <det J+1<2.

Demostracion.
Supongamos que ‘)\172‘ < 1. Podemos ver al polinomio caracteristico de J como
p(A) = A2 —tr(J)A+det J =0y podemos ver la desigualdad de la proposicién
como

—(1+detJ)<tr(J)<1l+detJ<2.

Supongamos que la primera desigualdad no pasa, entonces tr(J)+det J+1 <0,
por otro lado p(-1) = tr(J)+det J+1 < 0, pero tenemos que p(A\) — oo cuando
A — —oo, entonces existe una A* tal que A\* < -1 lo cual es una contradic-
cién. Ahora supongamos que no se cumple la segunda desigualdad, entonces
1 —tr(J) +det J <0, por otro lado p(1) =1 —tr(J) +det J <0, pero tenemos
que p(A) = oo cuando A — oo, entonces existe una A* > 1 y otra vez tenemos
una contradiccion. Por ultimo supongamos que la ultima desigualdad no se
cumple, entonces tenemos que det.J > 1 y sabemos que det J = A\; * \y por
lo que una de las dos raices deberia de ser mayor a 1, lo cual nos da una
contradiccién, por lo tanto la desigualdad de la proposicion se cumple.

Ahora supongamos que las desigualdades de la proposicién se cumplen. Tene-
mos que demostrar que |A| < 1. Procederemos por contradiccién suponiendo
que

M|>21 o N2 1

Si las raices son complejas entonces son complejos conjugados y por lo tanto
det J = A\ A2 =|A2?[ > 1 lo cual da una contradiccién con la tercera desigual-
dad 1+det J < 2, entonces podemos suponer que las raices son nimeros reales.

Caso 1: \y > 1y Ay > 1 entonces detJ > 1 lo cual contradice la tercera
desigualdad.

Caso 2: Ay > 1y Ay <1 tenemos que p(\) - oo para A - o0 y A\ — —oo,
por lo que si usamos el teorema del valor intermedio podemos deducir que
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p(1) <0y p(l)=1-tr(J)+detJ lo cual contradice la segunda desigualdad,
véase figura [2.10]

f(x)= x> tr(J)x+det())

Figura 2.10: No se cumple f(1) > 0.

Caso 3: Ay < -1y Ay < -1 entonces det J > 1 lo cual contradice la tercera
desigualdad.

Caso 4: A\; < =1y Ag > -1 tenemos que p(\) - oo para A > o0 y A - —oo,
por lo que si usamos el teorema del valor intermedio podemos deducir que
p(-1) <0y p(-1) = 1+tr(J)+det J lo cual contradice la tercera desigualdad,

véase figura [2.11] m

f(x)=x> tr{J)x+det(J)

4

f(-1)<0 2

Figura 2.11: No se cumple que f(-1) <0.
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Para un sistema de tres ecuaciones en diferencias como el que nosotros
trabajaremos tenemos las siguientes condiciones de Jury [, 2].
Para

N+ AN +BA+C =0
se satisface que|\| < 1 si

1+A+B+C>0 1-A+B-C>0

3+A-B-3C>0 1+AC-B-C?>0.

2.7. Algunos modelos discretos de competen-
cia

El modelo de Beverton-Holt se derivé en el contexto de la pesca. Es
un modelo a tiempo discreto que estd dado por la siguiente ecuacién en
diferencias|14]:

X
il = ——— 2.18
Tnel 1+ax, ( )

donde r representa la tasa de aumento de poblacién por generacion y a es

una constante que representa el deceso de la poblacion de la forma a = %,

con K representando la capacidad de carga (el limite de la poblacién), véase
figura [2.12]
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r=1.18 /
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Figura 2.12: La poblacion crece hasta alcanzar su capacidad de carga K = 1.

Para r > 0 tenemos que las soluciones al modelo Beverthon-Holt tienden
monotonamente al punto de equilibrio z = % También podemos ver a este
modelo como una ecuacién andloga a la ecuacién logistica.

El modelo Ricker [15, 20] mencionado anteriormente en la seccién 2.1 tam-
bién es una ecuacién analoga a la ecuaciéon logistica y esta descrito por la
ecuacion :
x
Tpi1 = Tpexp(r(l-=2)). (2.19)
K
El modelo Leslie-Gower [19] modela la interaccién entre un parésito y el
huésped, también visto como dos poblaciones en competencia que esta basado

en las ideas de Beverthon-Holt y la ecuacion logistica, esta dado por las
siguientes ecuaciones :

Ty

Tn+l = 9
1+a1x, + by,
ToXny

(2.20)

Y1 = 1+ aswy + boyy



2.7. ALGUNOS MODELOS DISCRETOS DE COMPETENCIA 37

En este modelo tenemos que todos los coeficientes son positivos, entonces
podemos reescalar a x y y de tal forma que a; = by = 1, donde b; y as son
coeficientes de competicion definidos por la interaccion entre las dos especies.
Los términos asy, vy bix, sirven para disminuir el reclutamiento de cada
especie para la siguiente generacién debido a la presencia de la otra especie.
Sin pérdida de generalidad podemos considerar el sistema

Ty T2Zp

Tp+1 = Yn+1 =

1+a, + by, 1+ ap®y + Ypn

El modelo LPA es un modelo que sirve para estudiar el ciclo de vida del
gusano de harina; este ciclo consiste en tres etapas L larva, P pupa y A
adulto, cada uno con una duracién aproximadamente de dos semanas. Si en
ninguna de las etapas hay canibalismo el modelo LPA queda de la forma [16],

Ln+1 = bAna
Pot = (1= pi2) Lo, (2.21)
An+1 = (]- - ILLP)PH + (1 - MA)Any

donde , up y 4 son las tasas de mortalidad por generacion de larvas, pupas
y adultos respectivamente, aunque podemos considerar que pup =0 ya que las
pupas casi nunca mueren y b representa la tasa de produccion de larvas por
adulto en cada generacion.

Si suponemos que existe el canibalismo de adultos hacia huevos, larvas y
pupas y de larvas hacia huevos y larvas y que este canibalismo es proporcional
al tamano de la poblaciéon que es comida, podemos utilizar el modelo de
Ricker para modificar el LPA quedando de la manera,

Ly = bAne_CEA*An_CEL*Ln7
Pot = (1= 1) Lo, (2.22)
An+1 = Pne_CPA*An + (1 - MA)A’M

donde cga,cer,cpa son coeficientes de canibalismo de adultos hacia huevos,
larvas hacia huevos y adultos hacia pupas respectivamente. Las fracciones
e-ceA*An v e=ceL*Ln gon las probabilidades de que los huevos se conviertan en
larvas a pesar de la presencia de los adultos y las larvas respectivamente y
e~cPa*4An eg ]a probabilidad de supervivencia de las pupas en presencia de los
adultos [1].
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Capitulo 3

El modelo

Combinando algunos de los modelos descritos en el capitulo 2, creare-
mos un modelo para el cual estén en interaccién dos especies y un recurso.
Haremos el analisis de este modelo para entender y predecir sus posibles
comportamientos.

3.1. Definicion del modelo

Empezamos con un sistema de tres ecuaciones en diferencias donde N y
P representan a dos consumidores en competencia y R representa al recurso.

Nt+1 = f(Nt7 Pt7 Rt)7
P :g(NtvptaRt)v (3'1)
Rt+1 = h(Nta Pt; Rt)

Tomaremos a las funciones de la forma

f(Nt, P, Rt) = Nyriexp (_—(ath; aQPt)) ) (3'2)
t
rol?
N, P.R) =P . 3.3
g( ty 4%, t) tblRt+Pz€+b2Nt ( )

En ausencia de consumidores, suponemos que el recurso se comporta como el
_ 3Ry

modelo Beverthon-Holt, de modo que h(0,0, R;) = Ry Esperamos que la

poblacién del recurso disminuya debido a la presencia de los consumidores,

39
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por lo tanto h debe tener la forma h(N;, Py, R;) = (ﬁt—;i)H(Cth+CQPt), donde
H es la fraccion del recurso que esta siendo eliminada por el consumo de los

depredadores. La forma en la que tomaremos a h es

T3 1

h(N;, P, ,R)) =R '
(Ni, Py, Ry) t1+Rt1+cth+02Pt

(3.4)

N y P no pueden sobrevivir sin R, pero R puede seguir creciendo sin que N
y P existan, por otro lado N y P sélo pueden morir por causas naturales,
por la interaccion con el otro consumidor y por la falta del recurso.

Estamos suponiendo que la poblacion N obedece una ley de Ricker y la po-
blacién P se comporta como el modelo de Beverton-Holt. Podriamos suponer
que los organismos obedecen la misma ley, pero para un caso mateméaticamen-
te mas interesante consideramos consumidores que interaccionan de manera
diferente con el recurso.

Los términos r1, 79 y 73 representan la tasa de crecimiento poblacional de N,
Py R respectivamente.

En la ecuacion (3.2)) para f tenemos que a; representa el deceso de la po-
blacién N causado por muerte natural y as, es el deceso producido por la
presencia de P.

En la ecuacion en el denominador de g aparecen las contribuciones
de las 3 especies al descenso en la poblacion del depredador P. En el contex-
to bioldgico es razonable tomar b; = 0 debido a que la presencia del recurso
no afecta negativamente al depredador.

Para la ecuacién (3.4)) para h tenemos que ¢; y ¢y son los coeficientes de de-
ceso de la poblacién R, causados por la presencia de Ny y P, respectivamente.

Supondremos que todos los parametros son positivos, ya que si fueran nega-
tivos significaria que las especies se estdan ayudando entre si.
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3.2. Puntos fijos

Sea (N, P, R) un punto fijo, entonces empezamos fijindonos en N,

—(&1N + CLQP) )7

N =r;Nexp( I

despejando obtenemos

Nryexp(Y 2Bl g

entonces

’ _(G1N+(IQP) 1
N = 0 _ ") = —,
6 exp( 7 ) -

Ahora fijémonos en P:
r

P:T’QP(bP%w),
™R

despejando obtenemos

)
Pz 0
entonces
P=0 6 —Poo=1 = P+bN+(b-r)R=0.
by + =5~
Por 1ltimo nos fijamos en R:
R 1

=T ,
31+R1+61N+02P
despejando obtenemos

T3 1

R _
(1+R1+01N+02P

1) =0,

entonces

R

0 6 (1+R)(1+c1N +coP) =rs.

41

(3.5)

(3.6)
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Para que un punto sea punto fijo del sistema deben cumplirse tres conjuntos
de condiciones:

N 0 é f(NtaPtaRt): N;
P=0 6 g(Ny,P,R)=P,
R 0 é h(Nt,Pt,Rt):R.

Pareceria que el origen es un punto fijo pero no lo es. El motivo es que las
funciones f y g no estan definidas cuando N = P = R =0 por lo que el punto
FEooo = (0,0,0) es un punto en el que no esta definido el sistema.

Los puntos para los cuales el sistema estd definido y se cumplen estas
condiciones son:

1. Ego1 = (0,0, Roo1), donde Rpo; = r3 — 1; el punto debe estar en el cua-
drante positivo por lo cual r3 > 1. En este punto sélo existe el recurso

(R).

2. ElOl = (N10707R10)7 donde (ZlNlo—ln(’l“l)Rlo =0 y (R+1)(1+01N10) =
r3 ; el punto debe estar en el octante positivo entonces vy > 1y r3 > 1,
véase figura . En este punto existen el consumidor uno (V) y el
recurso (R).

3. E011 = (0, P()l, R()l), donde P01+(b1—T2)R01 =0 y (1+R01)(1+CQP01) =
r3; el punto debe estar en el octante positivo por lo tanto se debe
cumplir by < r9 y r3 > 1, véase figura (3.2l En este punto existen el
consumidor dos (P) y el recurso (R) .
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Figura 3.2: Grafica de existencia para el punto de equilibrio Ey;;.
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4. El punto fijo donde coexisten las tres especies, E* = (N*, P*, R*); tiene
que ser solucion a

f(N*, P*,R*) = N*,
g(N*, P*,R*) = P~,
h(N*,P* R*) = R*.

3.3. Estabilidad

Para obtener la estabilidad de los puntos de equilibrio tenemos que evaluar
el jacobiano en cada uno de ellos y con esto podremos deducir si es estable o
inestable. El jacobiano tiene la forma.

@11 a2 Q13

J=1a ax as
a31 dagzz G33

Las derivadas de la funcién (3.2)) son:

a af(NtaPtaRt) e ( ath+@2Pt) Clﬂ’the ( ath+@2Pt)
1 ON 1EXP R, R, P R,
_ (9f(Nt,Pt,Rt) _ CLQTth ath+a2pt
Q12 = P == R, exp(— R, )7
af(NtaptaRt) 1Ny a1 Ny + aspy
a3 = 5% = Iz (a1 Ny + as Py) exp(—T).

Las derivadas de la funcién (3.3)) son:

o L O9WNCPLR) b RP
ON (b1Ri + Py + by Ny )2’

vy 2 D9WNL PR roRi(biRy 4 BN,
oP (b1Ri + Py + by Ny )2’

o = ag(Nt,Pt,Rt) _ TQPt(blRt-FPt-l‘bQNt)—b1T2Pth
23 aR (blRt + Pt + bQNt)z
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Las derivadas de la funcién (3.4]) son:

01 = Oh(Ny, P, Ry) _ r3 Ry —C
ON 1+ Ry (1+ ¢ Ny +caPy)?’

gy = Oh(Ny, Py, Ry) _ r3 Ry —Cy
OP 1+ Ry (1+ ¢ Ny +coPy)?

o _OMNuPR) 1y 1
8 OR T (1+R)21+c¢ N, + P,

Estabilidad del punto Eyy; (Ijnicamente estd presente el recurso R.)
Este punto satisface la condicion de equilibrio Rgg; =73 -1y Noo1r = Poor =0,
por lo tanto r3 > 1 para que el punto exista. Evaluando el jacobiano en el
punto de equilibrio Eyy; se obtiene:

™ 0 0
T2
JOOl = 0 b1 0
cir3Roo1  —carsRoo1 T3
| 1+Roo1 1+Roo1 (1+Roo1)?
1 0 0
= 0 Tg/bl 0
cirg(ra=1)  —corg(rz—1) ra
| 1+(r3-1) 1+(r3-1) (1+(r3-1))2

La ecuacion caracteristica en el punto Fgy es

7”1—)\ 0 0
det 0 7"2/[)1—)\ 0 :(7“1—)\)(7“2/171—1)(1/7‘3—>\)20.
01(1—7”3) 02(1—7”3) 1/7"3—)\

Los valores propios de la matriz anterior son Ay =71, Ay =72/by vy A3 =1/rs.
Entonces Fgg; es estable si ry <1, by >ry y r3>1. Como Eyy existe si
rs > 1 entonces la tercera condicién se satisface cuando Eyg; existe. Si b; =0
entonces no se pueden cumplir estas condiciones y el punto es inestable.

Utilizado algunos valores para los cuales se cumplen las condiciones anterio-
res como: 71 =.2, 79 =3,1r3=50,a1=8,a2=5,b;=5,by=6, ¢, =16y ¢y =4,
tenemos que el punto Fyg; existe ya que cumple la tinica condicién de r3 > 1,
el punto Fqp; no existe ya que se quiebra la condicion de r; > 1, el punto Eoiy
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tampoco existe ya que se quiebra la condiciéon de b; < ry. Los pardmetros
utilizados anteriormente cumplen con las condiciones de estabilidad por lo
tanto el equilibrio es estable, véase figura (3.3

50 -
40

30 -
20

10 4

Figura 3.3: Los asteriscos verdes representan condiciones iniciales y el aste-
risco rojo representa el punto fijo.

Estabilidad del punto Fy; (El consumidor N y el recurso R).
Para este punto de equilibrio utilizaremos N = Nyg; y R = Rio1
El punto Fig; existe cuando vy >1 y r3> 1y se satisfacen las ecuaciones
alN - ln(rl)R = 0,
(1 +R)(1 +C1N) =73,

que pueden ser reescritas como

In(r)R In(r)R

N=—"— 1+R)(1+c¢y————) =rj,
ar y ( )1+ a ) =73
0 como N
a r
- -Inn y 1+3R=1+01N.
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Sustituyendo en el Jacobiano obtenemos que Jyg; =

[ —a1 N r1 N —a1 N —asr1 N —a1 N r N —a1 N\
riexp(=%~) - U exp(=E) "= exp(=%) (N ) exp(=%)
0 roR(b1 RbaN) 0
(b1 Rb2N)? y
rsR —C1 rsR —C2 T3 1
i 1+R (1+c1 N)? 1+R (1+c1N)? (1+R)? 1+e1 N
[ —aaN (In(r1))? |
1- 111(7’1) R a1
_ roR
J101 - 0 b1R+b2N 0
—Rc1 —Reo 1
1+ N 1+ N 1+R ]

Sustituyendo el valor de N la ecuacién caracteristica en el punto Ejg9; queda
de la forma:

- —azIn(r1) (In(r1))? ]
1-1In(r) -\ — Ta
roR
det 0 paaner ~A 0 [0,
at
—Rc1 (1+R) —Rc2(1+R) 1 )\
| r3 r3 1+R A

Calculando los valores propios tenemos que uno es
aira
Ay =
! albl + bg ln(rl)

y los otros dos se pueden ver como las A que cumplen

1-In(ry) - A (o0
det =0,

—Re1(1+R) 1y
r3 1+R

Este determinante tiene la forma A2 + A\ + B =0, con

A:-(u-hmm»+1+;w), .

B-(1 —lﬂ(rl))l jR . cl(ln(rl()l);?)R(l + R).
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La condicién de estabilidad para el primer valor propio es

a7z

A =
! (Zlbl + bg hl(?“l)

< 1,

1
:>7'2<b1+b2 n(rl).
aq

Para los otros dos valores propios podemos utilizar las condiciones de
Jury para una matriz de 2 x 2:

1-B>0,
1+A+B>0,
1+A+B>0,

donde el punto fijo es estable si se cumplen las siguientes desigualdades:

1-B>0 = R>-In(r)(2=8

)

1+A+B>0 = 2>

(1+R)?
1+2R "’
1 1
RSy
N In(r)R(1+ R)
4+2R

r3 >

1+R
)

3

-(1+R)2

1-A+B = 2(1+

Podemos utilizar las ecuaciones que condicionan la existencia del punto pa-
ra parametrizar la curva del punto fijo en el plano r3-R como (1 + R)(1 +
01%%) =rg, para wu > 0. Tomando las mismas A y B que tomamos

anteriormente las condiciones de Jury se convierten en
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1-B>0
—u(1+u) ¢l
= —————+u<rz=(1+u)[1l+—1In(r))u
In(ry) ay
= h +ﬂln(r1)u

<1+
1+u In(ry)  aq

In(ry)ciu

=  u(ln(r))-(1+w)) <ln(r)(1+u)(1+ )

(In(r1))%c1u . In(ry) . ln(rl)q.

= —(1l+u)<

aq Uu ay
1+A+B>0
1 1 In(ry)2ucy) (1 +u
- 1—(1—1n(7“1)+1+u)+(1—ln(r1))1+u+( (1)%7}3)( ) 50

1 . (In(r1))2ucy

>0
l+u a;+cln(r)u

= In(r) -In(r)

1 c1In(ry)u
= — >0
l+u  a;+ciln(r)u
- u o, a In(ry)u 0

l+u ap+ceIn(r)u
Esta desigualdad es verdad cuando el punto fijo existe.

1-A+B>0.

= 1+ (1—111(7’1) + 1 Jlru) + (1—ln(r1))1 Jlru N (1n(T1)2CZi13)(1 +u) S0

= 2-In(n)+(2-1In(n)) 7 1 . a(lli(cill)n)xju 0
(2-In(r))(2+u)  (In(r1))2uc,

= 1+u +a1+clln(r1)u>0

= (2_ln(r1))(2+u)(q%zﬁ)+u)+ln(rl)u(1+u) 50

= 2(2-1In(r))

+((2—1H(7”1)) +4—ln(r1))u+4u2>0

ay
¢ In(ry)

c1In(ry)

Tenemos que una de las condiciones de estabilidad se cumple automaética-
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mente y las otras las podemos utilizar para encontrar regiones en las que el
punto de equilibrio es estable o inestable. Dado que las condiciones no son
muy especificas no podemos determinar en general la estabilidad del punto
de equilibrio F1¢;, pero si para valores particulares de ry, ro, r3, a1, as, by,
b, ¢1 ¥ co. Utilizando los valores 1 = 4.3, 19 =1, r3 =30, a; =8, ay =5, by = 2,
by =6, c1 = 1.5y ¢ = 4, tenemos que Fig; = (1.5,0,8.2) tiene los valores
propios A; = 0.997, Ay = 0.997 y A3 = 0.323 por lo que el punto es estable,
véase figura [3.4]

35 ¥ T T T T

2.5 /

157}

05 |

0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.4: Las condiciones iniciales son el asterisco verde con Ny = 3.5,
Py=9, Ry =5y el punto de equilibrio Fjy;; es el asterisco rojo.

Por otro lado, para los valores r; = 5.4, ro =1, r3 = 30, a; = 8, as = 5,
by =2, by =6, ¢y = 1.6, co = 4 y utilizando las mismas condiciones iniciales
que en la simulacién anterior, obtenemos que el punto de equilibrio Fg; =
(1.58,0,7.49) tiene los valores propios A; = 1.088, Ao = 1.088 y A3 = 0.306 por
lo que es inestable, ver figura [3.5|
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0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.5: El asterisco verde es la condicién inicial y el asterisco rojo es el
punto de equilibrio Fig;.

Estabilidad del punto FEy;; (El consumidor P y el recurso R.)
Para este punto de equilibrio tomaremos P = P11 v R = Ro11.

El punto Eyi; existe si by <7y y r3> 1y se cumplen las condiciones

P+(b1—’l“2)R=0,
(1+R)(1+CQP):T3.

Esto puede ser rearreglado para obtener P/R = ry — by, y sustituyendo
obtenemos (1 + R) (1 +co(re — bl)R) =73.
También usando la primera condicion tenemos que by R + P = Rry y usando

la segunda 235 = 1 + ¢ P.
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Sustituyendo en el jacobiano

JOll =

7“16(_(12%)

—-robo RP
(b1 R+P)?

r3R —C1
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0

biroR?
(b1 R+P)2

rsR —Cc2

0

ro P2
(b1 R+Po11 )2

rsR 1

| (1+R) (1+c2P)?

(1+R) (1+caP)2

(1+R)? (1+c2P) |

r P
rie(-®2x) 0 0
_ by P by P2
- roR ro roR?
-c1R(1+R) —ca2R(1+R) 1
| r3 r3 1+Ro11 |

La ecuacién caracteristica en el punto Fyi1 es

[y exp(-ax(ra = b1)) = A 0 0 ]
det ba(r2=b1) by (r2=b1)?
T2 2 T2
—c1Ro11(1+Ro11) —c2Ro11(1+Ro11) 1
L T3 3 1+Ro11
b 1 ro—b1)?, —cR(1+R
=(7”1€Xp(—a2(7’2—bl))—)\)((—1—)\)(—_)\)+(( 2 1) )( 2 ( )))
9 1+ R 9 T3

—a2 ’lg—b]
A]_ - Tl(z ( )7

los otros dos se pueden ver como las raices del polinomio

b (ra-b )2
é _ )\ 2T21
det =0,
~2R(1+R) 1
— TR A

que tiene la forma A2 + A\ + B =0, tomando como A y B

A=-(Py )
9 1+R
bl + (7’2-[)1)202R(1+R)

" r(1+R)

Trars
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Las condiciones de estabilidad para el primer valor propio son
re 220 <1 = ay(ry—by) > In(ry),
usando las condiciones de Jury para la matriz de 2 x 2

1-B>0,
1+A+B>0,
1+A+B>0,

podemos deducir si la estabilidad de los valores propios:

1-72)(1+R)?
L1-B>0 = glp<p-1 =i <

4R , 1 (1+R)*
2.1+A+B>0 = 2> TR Ton <T3

3.1-A+B>0 = %%+(J%QU%)>1—%
(1-2)(1+R)

— 2 <.
2+ (1) (1+2) 3

1+R

Podemos utilizar las ecuaciones que condicionan la existencia del punto pa-
ra parametrizar la curva del punto fijo en el plano r3-Rp; como r3 = (1 +
u) (1 +co(rg — bl)u), Ro11 =u, para wu>0. Tomando las mismos A y B que
tomamos anteriormente las condiciones de Jury se convierten en

by N cou(ry — by)?
7"2(1+U) 7’2(1+C2(7’2—b1)U)
ARV AR
ro] 1+u ro J\ 1+ ca(ry —by)u
bl 1 bl CQU(TQ - b1)2

1+A+B>0 = 1-—- + +
ro  l+u  ro(l+u) r2(1+02(r2—b1)u)

_ 2
S (i) o ) eulemb)
T9 1+u T9 (1+CQ(7’2—61)U)

1-B>0 = <1

>0
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Tenemos que esta condicion siempre se cumple, ya que para que el punto
Ey11 exista se tiene que b; <72 y que v > 0. Entonces 1 - ff—; >0y 1- ﬁ > 0.

— 2
1-A+B>0 = 1+ﬁ 1 by N cou(ry — by)

+ > 0.
T2 I+u T2(1+U) 7’2(14—02(7“2—[)1)’&)

Esta desigualdad siempre se cumple, ya que para este punto Fp;; tenemos
que b, < ry v todas las demas constantes son positivas.

Podemos deducir la estabilidad de este punto fijo (0, P, R) tnicamente utili-
zando las constantes del primer valor propio y la primera condicién de Jury.
Con esto podemos encontrar valores particulares de los pardmetros rq, ra, 73,
ai, asz, by, ba, 1 vy co para los cuales es estable o inestable el punto Ejpq;.

Para los parametros r; = 1.5, 79 = 2, r3 =150, a; = 1, ay =5, by = .1, by = .2,
c1 =1y cy =1y las condiciones iniciales Ny = 0.1, Py =8 y Ry = 7, tenemos
que Ejg1 = (0,15.43,8.12) con los valores propios A; = 0.944, Ay = 0.944 y
Az = 0.0001, como Aj 23 <1 el punto de equilibrio es asintoticamente estable
como ilustra en la figura [3.6

Por otro lado, usando los pardametros r; = 5, ro = 6, r3 = 20, a; = .05,
as = .2, by = .1, by =5, ¢ =.5y ¢y =.7, tenemos el punto de equilibrio
Eo11 = (0,9.5,1.6) tiene como sus valores propios a A; = 0.925, Ay = 0.925 y
A3 = 1.536, lo que nos dice que este punto de equilibrio tiene un valor propio
repetido (A; = A2) el cual es menor a uno y Az > 1 por lo que el punto de
equilibrio es inestable. Utilizando las condiciones iniciales Ny = .01, Py =8 y
Ry =7, obtenemos la simulacion que se muestra en la figura
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28

Figura 3.6: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el asterisco rojo
es el punto de equilibrio Ey1, el cual es estable.

Figura 3.7: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y punto de equili-
brio Eyi;1 es el asterisco rojo, el cual es inestable.
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El punto fijo de coexistencia F;i;
Para este punto de equilibrio utilizaremos N = Nyj1, P= P11 v R = Riq1.

Este punto satisface las condiciones

b2N+P+(bl—’f‘2)R=0,
a1N + asP —1In(r1)R =0,
(1+R)(1+ 1N +oP) =1s3.

Despejando a N y P en términos de R obtenemos las siguientes igualdades.

CLQ(T’Q—bl) —hl(’f’l) al(bl —7"2) +b2 111(

asby — a; agby — ay

N =( )R, P=( ")r

Definimos a U y V' de la siguiente manera

az(r2 —b1) —In(r1)

asby — ay

al(bl - 7”2) + b2 ln(rl))

asby — a;

U=( ), V=(

por lo que podemos sustituir de la forma

N=UR 'y P=VR (3.8)

Sabemos que N, P y R por lo que U >0y V >0 para que el punto de equili-
brio exista .
Haciendo la sustitucion en la tercera ecuacién obtenemos

(1 + R)(l + (ClU + CQV)R) =T73.
Si evaluamos el jacobiano en el punto (Nii1, P11, Ri11) v calculamos sus
vectores propios tendremos algo de la forma

(J17171—)\I)=O = )\3+A)\2+B)\+C=0

Las condiciones de Jury para matrices de 3 x 3 son:
s 1+A+B+C>0
s 1-A+B-C>0
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s 3+A-B-3C>0
» 1+AB-B-C?>0.

Si todas las condiciones se cumplen entonces tenemos que el punto de equi-
librio es estable.

Para los valores 1 = 4, ro = 2, r3 =13, a1 = 15, as = 9, by = .7, by = 16,
c1 =4y ¢y =2 las condiciones iniciales Ny = 5, Py = 8 y Ry = 9 tenemos
que el punto Fi1; = (0.334,0.086,4.178) y los valores propios son A; = 0.871,
Ay = 0.871 y A3 = 1.082 por lo que el punto de equilibrio es inestable, véase
figura [3.8

10 - /

Figura 3.8: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio E71; es el asterisco rojo.
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Utilizando lo valores ry = 3, ro = 2.3, r3 = 50, a; = 1.3, as = .6, by = 1.1,
by =.9, c; = 1.1, co = .1 y las mismas condiciones iniciales que la simulacién
anterior tenemos que el punto de equilibrio Ej1; = (3.81,5.75,7.66) tiene

valores propios Ay = 0.93, Ay = 0.93 y A3 = 0.86 por lo que es estable, ver
figura [3.9|

10 - || \.\
| \
| '\I |
9 'l Il
I|| gl || ll .
o 8 | I|I I|I | f |
l II| l'l |‘ I [l
7~ l\\ | A [N 'f'Jﬁé
\\ .'”'f/ ‘I
J

Figura 3.9: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio E71; es el asterisco rojo.

3.4. Coexistencia de puntos de equilibrio

Usando los parametros ry =2, ro =6, r3 =20, ay =5, as =2, by = .1, by = 5,
c1 =2, cg = .7 y las condiciones iniciales Ny =.8, Py =1y Ry =8, tenemos la
existencia de dos puntos de equilibrio. El punto Eyi; = (0,9.5,1.6) tiene de
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valores propios a Ay = 0.925, Ay = 0.925 y A3 = 0.00001 como A; 2 3 < 1 entonces
Eo11 es estable. El otro punto equilibrio Eyg; = (0.871,0,6.289) tiene como
valor propios a A\; = 0.675, Ay =0.675 y A3 = 7.564 como A3 > 1 entonces Fjg;
es inestable, véase figura [3.10}

Figura 3.10: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio Ey11 y Ejo1 son los asteriscos rojos.

Utilizado los mismos pardametros que en la simulacién de la figura [3.7] te-
nemos que se cumplen las condiciones de existencia para los puntos de equili-
brio E1o1, Eo11 v Eoo1- El punto de equilibrio F1g; = (21.8336,0,0.6783) tiene
a A =1.2016, Ay = 1.2016 y A3 = 0.0373 como \; > 1 entonces el punto de equi-
librio es inestable. El segundo punto de equilibrio Fgi; = (0,9.5103,1.6119)
tiene como valores propios a A; = 0.9251, A\ = 0.9251 y A3 = 1.5364 tenemos
que A3 > 1 por lo que el punto de equilibrio es inestable. El punto de equilibrio
Eoo1 = (0,0,19) también es inestable debido a que r5 > by. El punto de equi-
librio E117 no existe porque A < 0. Usando las condiciones iniciales Ny = .01,
Py =8y Ry =7 tenemos la simulacién que se muestra en la figura3.11]
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x 10 ”

Figura 3.11: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio Ey11, Fio1 v Foor son los asteriscos rojos.

Para estos valores de los parametros se observa que la poblacion P tiende
a cero rapidamente, por lo que podemos despreciar esa ecuacion en nuestro
sistema y trabajar inicamente en el plano N — R. Para la simulacién de color
azul tenemos condiciones iniciales (0.01,7) y para la de color rojo tenemos
(0.0196,7.0025). Las dos condiciones iniciales estdn muy cercanas como se
puede observar en la figura y las dos simulaciones estan en la misma
regién pero pasan por puntos distintos lo cual sugiere un comportamiento
caotico. Para verificarlo graficamos el tiempo contra N y el tiempo contra R.
Observamos en la figura [3.13] que las soluciones se separan rapidamente en
las graficas de las primeras 100 iteraciones lo que nos dice que el sistema es
muy sensible a condiciones iniciales.
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120

Figura 3.12: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio F1¢; es el asterisco negro (100 iteraciones).

120 12

100 9 10

80

Figura 3.13: Las dos poblaciones de N y R contra el tiempo

Esto nos vuelve a sugerir que el sistema es cadtico pero para demostrarlo
es necesario calcular los exponentes de Lyapunov. Esto se hizo utilizando el
algoritmo descrito en el apéndice A y por medio del cédigo [7]. Verificamos
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que el algoritmo funcionara calculando los exponentes de Lyapunov del ma-
peo de Hénon con 50,000 iteraciones y obtuvimos los mismos valores de los
exponentes que los registrados en la literatura, los cuales son A\; = 0.04189
v Ay = —1.6229; como el mapeo tiene un exponente de Lyapunov positivo
entonces el mapeo de Hénon es cadtico.

Lo aplicamos entonces a la version bidimensional de nuestro sistema:

—Cbth
Ry

T3 Rt 1

Ry = , 3.9
)7 i+l 1+Rt1+Cth ( )

Nigp=1r1Ng exp(

con el Jacobiano

riexp(Z4) - N oy (zalNy 1N (g V) exp(~u)

R R?
J =
T3R —C1 T3R 1
(1+R) (14+c1N)? (1+R)? (14c1N)

Utilizando el algoritmo de [7] obtenemos que en 1,000 iteraciones, los
exponentes de Lyapunov son A\; = 0.2262 y A\ = —0.5511, lo que sugiere que el
sistema es cadtico. Sin embargo, debido a que los exponentes de Lyapunov se
definen como un limite cuando el tiempo tiende a infinito, decidimos correrlo
hasta 100,000 iteraciones y obtuvimos A\; = —0.0301 y Ay = —0.0373, por lo
tanto el sistema no es cadtico. Lo que parecia ser un sistema con caos en 1,000
iteraciones, en 100,000 iteraciones el sistema tiene exponentes de Lyapunov
negativos y por lo tanto no es caotico, ver figura |3.14}
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Figura 3.14: Antes de 10,000 iteraciones parece haber caos, pero después el

exponente se vuelve negativo.

Llamaremos N; vy Ny a las componentes en N de la primera y segunda
simulacion respectivamente, de la misma manera R; y Ry las componentes en
R. Graficando a cada una contra el tiempo, podemos observar que después de
3,000 iteraciones las graficas de N7 y Ny se comportan de la misma manera,
lo mismo pasa con las graficas de R; y R, lo que nos dice que las dos
simulaciones ya estan muy cerca después de la iteracion 3,000, ver figuras

B-19 y 3.16]
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Figura 3.15: N7 y N, contra el tiempo.
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Figura 3.16: R; Y R, contra el tiempo.

Esto nos sugiere que las soluciones tienden a una érbita periédica. Grafi-
camos puntos posteriores a la iteracion 3,000 en el plano N — P para observar
su comportamiento, ver figura |3.17]
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Figura 3.17: Comportamiento en el plano N — R posterior a las 3,000 itera-
ciones

El sistema tiende a érbita peridédica como se muestra en [3.17, En caso de
que encontraramos una érbita de periodo 3 podriamos concluir que es cadtico
utilizando [24].

Debido a que encontramos la existencia de una orbita de periodo 4, in-
tentamos encontrar caos modificando ligeramente las variables r{, r3, a1 y ¢;
del sistema (13.9)).

3.4.1. Caos

Basté cambiar 1 de 5 a 4.9, por lo que tenemos los parametros ry = 4.9,
ro = 2, r3 = 20, a; = 0.05, ay = 0.2, by = 0.1, by =5, ¢ = 0.5y ¢ = 0.7
los puntos de equilibrio Eyo1, Fo11 v Foor existen, estan dados por Ejg; =
(21.749,0,0.684) y Ep11 = (0,5.7074,3.0039) y son inestables. El punto de
equilibrio Egp; = (0,0,19) también es inestable y el punto de equilibrio Ey1q
no existe. Con las condiciones iniciales Ny = 0.01, Py =8 y Ry = 15 tenemos
la simulacion ilustrada en la figura [3.18|
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Figura 3.18: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio Ey11, Fio1 v Foo1 son los asteriscos rojos.

De la misma manera la poblacion P tiende a cero, por lo que trabajaremos
unicamente en el plano N — R. Considerando dos condiciones iniciales muy
cercanas tenemos el plano fase N — R que se muestra en la figura [3.19 Para
la simulacién de color azul tenemos condiciones iniciales (0.01,15) y para
la de color rojo tenemos (0.0196,15.0025). El comportamiento observado en
la figura [3.20] nos sugiere nuevamente caos, debido a que el sistema es muy
sensible a condiciones iniciales.
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Figura 3.19: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio F1¢; es el asterisco negro (100 iteraciones).
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Figura 3.20: Poblaciones de N y R contra el tiempo.

De la misma manera que en la simulacién anterior usamos el codigo des-
crito en [7] con 100,000 iteraciones para obtener los exponentes de Lyapunov
los cuales son A\ = 0.2033 y Ay = -0.5175, A\; > 0 y por lo tanto nuestro siste-
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ma ahora si pareciera que es cadtico, ver figura [3.21

- El mayor exponente de Lyapunov
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Capitulo 4

Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis era plantear y estudiar un modelo a
tiempo discreto en el cual estuvieran involucrados dos consumidores en com-
petencia y un recurso. Para concluir resumiremos los aspectos mas relevantes
anteriormente tratados.

Durante esta tesis trabajamos con modelos de poblaciones. En el primer
capitulo explicamos los modelos méas comunes para ecuaciones diferenciales y
en el segundo capitulo desarrollamos los modelos en ecuaciones en diferencias.

Combinando y modificando modelos previamente planteados logramos
crear el modelo principal que se estudia en el capitulo tres. Al tener tres
especies involucradas hay una mayor variedad de comportamientos.

Por medio de las técnicas utilizadas, como por ejemplo linealizacién, con-
diciones de Jury, simulaciéon numérica, entre otras, pudimos encontrar re-
giones para los valores de los pardmetros donde el sistema se comporta de
maneras especificas. En particular encontramos valores para los cuales el sis-
tema parece presentar caos.

A continuacién exponemos algunos de los casos mas interesantes sobre el
comportamiento del modelo planteado en el capitulo 3.

= Si el punto Eyg; es estable se cumple 75 < by y 71 < 1 por lo que las
condiciones de existencia de Fig; v Eg11 no se cumplen, por lo tanto
E101 y EOll no existen.

= Por otro lado, si Ey11 0 Eg; existen, entonces Fy, es inestable.
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Si as * by > a1 necesitamos que se cumplan las siguientes desigualdades
para que el punto F11; exista

b 111(7“1) >aq (7’2 - bl) Yy
In(rl) < —ag(by —ry).

Por otro lado si as * by < a; necesitamos que se cumplan las desigual-
dades

baIn(rl) <ai(re —by) Yy
ln(rl) > — ag(bl - 7’2).

Si usamos los siguientes valores de las variables: 1y =4.9,r9 =2, r3 =7,
a1 =1,a3=0.2,by=5,by=5, c; =2y cy =3 tenemos la existencia del
punto de equilibrio F1g; pero como b; > ry entonces Fy;1 no existe.

Para los valores ry = .2,r5 =10, r3 =7, a1 =1, as = 0.2, by =5, by = 5,
c1 =2y ¢y =3 existe el punto Ey;; pero como 1y < 1 entonces Ejg; no
existe.

Utilizando los parametros r; = 3, r9 = 2.3, r3 = 50, a1 = 1.3, ay = 0.6,
by =1.1, b5 =0.9, ¢; = 1.1, ¢ = 0.1 tenemos que el punto de equilibrio
FE111 existe y es estable, por lo tanto éste es un punto de coexistencia
para N, Py R.

Para los parametros 1 = 5, 1o = 6, 3 = 20, a; = .05, ay = .2, by = .1,
by =5, c1 = .5y ¢y =.7 tenemos la existencia de un ciclo limite de
periodo 4 en el plano N - P.

Para los valores r; = 4.9, r3 =20, a; = 0.05 y ¢; = 0.5 tenemos aparente-

mente la existencia de caos para el sistema

—(lth
Ry

T’3Rt 1
1+ Rt 1+ Cth.

Nt+1 = Tth eXp( ) Yy Rt+1 =

Basandonos en lo realizado en esta tesis, proponemos para trabajos futuros
encontrar de ser posible el rango de parametros para el cual el sistema de
tres ecuaciones tiene caos, adimensionalizar el sistema de tres ecuaciones y
estudiar sus aplicaciones en la biologia.



Apéndice A
Caodigos

Estos son algunos de los cédigos utilizados para hacer las simulaciones y
las graficas expuestas en esta tesis; el lenguaje de programacién que utiliza-
mos es Matlab 2016.

Coédigo que resuelve el modelo de tres poblaciones.

function r=second(iterations,rl,r2,r3,al,a2,bl,b2,cl,c2,x1,y1,z1)

M=zeros(iterations,3); Y%creamos una matriz de iteraciones x 3
x(1)=x1;y(1)=y1;z(1)=z1; Ypoblacion inicial
M(1,1)=x1; M(1,2)=y1; M(1,3)=z1;

for i=2:iterations
x(1)=ri*x(i-1)*exp(-(al*x(i-1)+a2*y(i-1))/z(i-1));
y(1)=(r2*y(i-1)*z(i-1))/(b1*z(i-1)+y(i-1)+b2*x (i-1));
z(1)=((r3*z(i-1))/(1+z(i-1)))*(1/ (L+cl*x (i-1) +c2*y (i-1)));

M>i,1)=x(1);

M(1,2)=y(1);

M(i,3)=z(i);

% guardamos todas las poblaciones en un vector de iteraciones x 3
end
r=M;
end

Cédigo para calcular los valores propios de la linealizaciéon en el punto
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Eor:

function elOl=eigenvalues101(rl,r2,r3,al,a2,bl,b2,cl,c2)

hCondiciones de existencia del punto 101
%Si el punto existe primera columna => M101=1y si no existe=> M101=0
if r1>1 && r3>1

P=0;

E101=1;

% Raices de R (c1*1n(r1))/al*R"2 + (c1*1n(rl))/al+1)R 1-r3 = 0
R1=[(cl*log(r1l))/al (cil*log(rl))/al+l 1-r3];
R2=roots(R1);
for i=1:2;

if R2(i,1)>0;

R=R2(i,1);

end

end

%Raices de N (al*c1*N)/(In(r1))*R"2 + (c1+(al*N)/1In(r1))R 1-r3 =0

N1=[(al*cl1)/log(rl), cl+al/log(rl), 1-r3];
N2=roots(N1);
for i=1:2;
if N2(i,1)>0;
N=N2(i,1);
end
end

%Calculamos los valores propios de la linealizacién
r= jacobian(N,P,R,r1,r2,r3,al,a2,bl,b2,cl,c2);
z=eig(r);

lambdal01l=abs(z)

y101=zeros(3,1);
for i=1:3
if abs(z(i,1))<1;
y101(i,1)=1;
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elseif abs(z(i,1))>=1;

y101(i,1)=0;
end
end
%Estable = 1 & Inestable=0
W101=0;
if y101==[1; 1; 1];
wW101=1;
end

%creamos un vector con toda la informacién sobre este punto
Z=cell(1,5);
Z{1, 1}=E101;
z{1, 2}=N; z{1, 3}=P; Z{1, 4}=R;
Z{1, 5}=W101;

%en caso de no existir todos los outputs seradn cero

elseif ric=1 || r3<=1 || ci<k=1
E101=0;
Z=cell(1,5);
Z{1, 1}=E101;
Z{1, 2}=0; z{1, 3}=0; Z{1, 4}=0;
Z{1, 5}=0;
end
el01=Z;
end

Cédigo para calcular los valores propios en la linealizaciéon del punto de
equilibrio Fy1:

function elll= eigenvalues111(rl,r2,r3,al,a2,bl,b2,cl,c2)

A=(a2*(r2-b1)-log(rl))/(a2*b2-al);
B=(al*(bl-r2)+b2*log(rl))/(a2*b2-al);

%Condiciones de existencia para el punto E111
%Primer columna Existe=1 o No-existe=0
if A>0 && B>0
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%#Calculamos las raices de R
Ri=[c1*A+c2*B, cl*A+c2xB+1, 1-r3];
R2=roots(R1);

El111=1;

%Tomamos la raiz positiva
for i=1:2
if R2(i,1)>0;
R=R2(i,1);
end
end

%Una vez calculado R podemos calcular N y P
N=Ax*R;
P=B*R;

%Valores propios en la linealizacién

r= jacobian(N,P,R,r1,r2,r3,al,a2,bl,b2,cl,c2);
z=eig(r);

lambdas=[abs(z(1)),abs(z(2)) ,abs(z(3))]

%Checamos cada uno de los valores propios
ylili=zeros(3,1);
for i=1:3;
if abs(z(i,1))<1;
y111(i,1)=1;
elseif abs(z(i,1))>=1;
y111(i,1)=0;
end
end

vi11=[N,P,R];
%Ultima columna Estable= 1 && Inestable=0
W111=0;
if yi11==[1; 1; 1];
Wil1i=1;
end
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%Imprimimos toda la informacién del punto de equilibrio
Z=cell(1,5);

Z{1, 1}=E111;
Z{1, 2}=N; z{1, 3}=P; Z{1, 4}=R;
Z{1, 5}=Wi11;

%en caso de que el punto no exista
elseif A>=0 || B>=0
E111=0;
Z=cell(1,5);
Z{1, 1}=E111; Zz{1, 2}=0; Z{1, 3}=0; Z{1, 4}=0; Z{1, 5}=0;

end

elll=Z;

A Ypodemos ver los valores de A y B
B

end

Cédigo para mover dos variables y poder encontrar donde el punto de
equilibrio F11; es estable o inestable:

Jmover dos pardmetros y ver si el punto fijo 111 cambia de estabilidad
heigenvalues111(2.5,2,2.5,1,.1,.7,.9,1.1,.1) cambia a2

%al entre 1 y 2

%r2 entre 2 y 2.5

clc
clear all
close all

hpardmetros a mover y de donde a donde se estan moviendo
format long
a2=.1:.1:.7;
al=2:.1:2.5;

% creamos una matriz para meter todos cdlculos de los diferentes valores
% variando dos parametros
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e=cell(length(a2)*length(al),5);

hcreamos dos for para varias dos pardmetros
for i=1:length(a2)

for j=1:length(al)
e(length(al)*(i-1)+j,:)=eigenvalues111(2.7,a1(j),2.7,1,a2(i),.7,.9,1.1,.1)

end
end

%Acomodamos los valores
N=cell2mat(e(:,2));
P=cell2mat(e(:,3));
R=cell2mat(e(:,4));
es=cell2mat(e(:,5));

c=zeros(length(a2)*length(al),3);

c(:,3)=es;

scatter3(N,P,R,[],c)

title(’Black is Unstable and Blue is Stable’)
xlabel(°N’)

ylabel(’P’)

zlabel(’R’)
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Exponente de Lyapunov

Los exponentes caracteristicos de Lyapunov o también llamados LCE (por
sus siglas en inglés), son medidas cuantitativas de la sensibilidad de la res-
puesta de un sistema dinamico a pequenas perturbaciones en las condiciones
iniciales. Para que tengamos la presencia de una érbita cadtica, necesitamos
que al menos un LCE sea positivo, esto implica divergencia exponencial de
las orbitas cercanas, mientras que en el caso de las d6rbitas regulares todos
los LCE son menores a cero.

A continuacién se describe el algoritmo que se us6 para calcular el mayor
exponente de Lyapunov[6].

Lo primero que tenemos que hacer es calcular el Jacobiano del sistema.

1.

Elegimos una condicion y dejamos que nuestro mapeo itere unas 100
veces. Esto lo hacemos para despreciar a los transitorios.

Escogemos un angulo ¢ arbitrario que define la direccién (cos ¢, sin ¢).

Calculamos el siguiente punto del mapeo y calculamos el error trans-
formado usando el mapeo diferencial E(z,y) = J(x,y) - (cos ¢, sin ¢).

El error crecera por d = HE (z,y) H y agregamos un log d a un acumulado.

Normalizamos el vector de direccién a un vector unitario (E’(z,y) =
E(x,y)/d) y ahora regresamos al punto 3 usando nuestro nuevo error.

El resultado es el acumulado dividido entre el ntimero de iteraciones.

7
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