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Apéndices 70
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Introducción

En esta tesis construiremos y estudiaremos un modelo de poblaciones
que utiliza ecuaciones en diferencias, con el cual intentaremos predecir el
comportamiento de dos especies que están en interacción con un recurso. La
finalidad de estos modelos es entender ciertos sistemas biológicos, pero para
este trabajo nos enfocaremos únicamente en el desarrollo matemático.

El trabajo se originó en una estancia de investigación en el Departamento
de Matemáticas y Estad́ıstica en la Universidad de New Brunswick bajo la
tutela del Dr. James Watmough con ayuda de Ali Beykzadeh. La estancia se
realizó gracias al apoyo de la beca Mitacs Globalink.

En el primer caṕıtulo daremos un repaso de ecuaciones diferenciales, las
cuales nos ayudarán a comprender cómo se formulan los sistemas en tiem-
po continuo. En el caṕıtulo 2 veremos las ecuaciones en diferencias que son
la versión a tiempo discreto de las ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones
en diferencias son más sencillas de trabajar computacionalmente por lo que
para algunas demostraciones usaremos la ayuda de la computadora. En esta
parte estudiaremos la construcción e implementación de los modelos clásicos
de ecuaciones en diferencias. En el caṕıtulo 3 juntaremos algunos de los mo-
delos vistos en el caṕıtulo 2, para crear nuestro modelo de dos depredadores
y un recurso. Es muy dif́ıcil representar todos los factores involucrados en
un sistema en la vida real, por lo que en nuestro sistema tendremos un total
de 9 parámetros, que representan la interacción entre cada uno de los invo-
lucrados en el sistema. Tendremos que encontrar cuáles son los casos más
interesantes, enfocándonos en los valores de los parámetros para los cuales
tenemos coexistencia, puntos de equilibrio estables o inestables, ciclos ĺımite
y caos entre otras cosas.

Programaremos en Matlab todas nuestras simulaciones interesantes para
poder ver gráficamente el comportamiento del sistema; también nos ayudará
para verificar que el sistema se comporta como lo predicen los cálculos.

9
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Caṕıtulo 1

Modelos poblacionales con
ecuaciones diferenciales

Antes de pasar a las ecuaciones en diferencias, en este caṕıtulo daremos
un breve repaso de los modelos de ecuaciones diferenciales que aparecen en
la modelación de interacciones de especies. Una ecuación diferencial es una
relación entre una función del tiempo y sus derivadas, usando las derivadas
para describir cómo una cantidad cambia.

Si la ecuación diferencial describe algún fenómeno f́ısico ésta es comúnmente
llamada modelo. El objetivo de los modelos no es dar una copia exacta del
fenómeno que se está intentando entender, sino representar las caracteŕısticas
más importantes del fenómeno.

1.1. Modelo de Malthus

Uno de los modelos matemáticos más simples de crecimiento de población
fue propuesto por Sir Thomas Malthus en el siglo XVIII. Su trabajo fue muy
influyente en economı́a, demograf́ıa, evolución, entre otras [25].

Sea p(t) el tamaño de la población de una especie dada al tiempo t; si usa-
mos como hipótesis que no hay limitaciones en espacio y recursos, que la
tasa de cambio de la población p es proporcional únicamente al tamaño de

11
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la población en ese tiempo, entonces podemos definir la ecuación [12]

dp

dt
= rp, (1.1)

donde la constante de proporcionalidad r es llamada tasa de crecimiento.
Suponemos que r ≠ 0 y que la condición inicial en t0 es,

p(t0) = p0. (1.2)

Esta es una ecuación de primer orden ya que contiene sólo primeras deri-
vadas y es una ecuación diferencial ordinaria ya que hay una sola variable
independiente, por lo tanto no contiene derivadas parciales. La ecuación es
llamada ley de crecimiento de población de Malthus [11]; sirve para modelar
algunas poblaciones de algas o bacterias en periodos cortos.

Resolviendo la ecuación se obtiene

p(t) = p0e
rt. (1.3)

1.2. Ecuación Loǵıstica Continua

La solución al modelo de Malthus para r > 0 predice que la población
tiende a infinito con el tiempo, lo cual no es realista, además cuando la
población es muy grande hay competencia entre los individuos por espacio
y comida, por lo que la población crece cada vez más despacio y llega a un
máximo. Esta idea fue propuesta en 1838 por Pierre-François Verhulst en
[21].

En la ecuación de Malthus tenemos que reemplazar a r por una función
de la población, f(p), de tal manera que el modelo quede como:

dp

dt
= f(p)p (1.4)

con f(p) positiva, decreciente y f = 0 cuando p es la población máxima, que
llamamos k. La elección usual es f(p) = r(1 − p/k), con lo que la ecuación
queda de la forma

dp

dt
= r (1 −

p

k
)p, (1.5)
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que es conocida como la ecuación loǵıstica con velocidad de crecimiento r
y capacidad de carga k.

Antes de dar la solución exacta a la ecuación loǵıstica vemos cómo se com-
porta cualitativamente. Para esto tenemos que saber donde dp/dt es positiva,
negativa o igual a cero [4]. Graficando a la función f(p)p = dp/dt obtenemos
la figura 1.1, en la cual se pueden observar las ráıces de la función en p = 0 y
p = k. Para cualesquiera de estos dos valores tenemos que dp

dt = r (1 − p
k
)p = 0,

por lo que las funciones p(t) = 0 y p(t) = k resuelven la ecuación diferencial
loǵıstica igualada a cero; estas dos soluciones son llamadas puntos de equili-
brio, lo que nos dice que si la población inicial es cero se mantiene en cero y
si la población inicial es igual a la capacidad de carga, entonces la población
no crecerá ni disminuirá, se mantendrá constante igual a k.

Figura 1.1: La intersección entre el eje x y la gráfica de la ecuación loǵıstica
nos da los puntos de equilibrio p = 0 y p = k.

Para 0 < p0 < k tenemos que dp
dt > 0, por otro lado cuando p0 < 0 o p0 > k

tenemos que dp
dt < 0 como se puede observar en la figura 1.1. Si tomamos

p0 > k entonces dp
dt ≤ 0 lo que nos dice que la población está disminuyendo

tendiendo al punto de equilibrio k. Si p0 < 0, tendŕıamos una población ini-
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cial negativa lo cual no tiene sentido biológico pero śı matemático, entonces
dp
dt = f(p)p < 0, lo que nos dice que la población negativa está disminuyendo
y tiende a −∞, alejándose del punto de equilibrio 0, lo que nos dice que es
inestable y el punto de equilibrio k es estable.

Haciendo el siguiente procedimiento obtenemos la solución anaĺıtica [3].
Empezamos con

dp

dt
= r(1 −

p

k
)p, (1.6)

separando las variables nos queda de la forma

1

p(1 − p/k)

dp

dt
= r. (1.7)

Integrando ambos lados con respecto a t y haciendo un cambio de variables
resulta

∫
dp

p(1 − p/k)
= ∫ rdt.

Haciendo fracciones parciales para la parte izquierda de la ecuación obtene-
mos

1

p(1 − p/k)
=
A

p
+

B

1 − p/k
, (1.8)

donde A = 1 y B = 1/k, por lo que al sustituir e integrar nos queda

ln(p) + ln(1 −
p

k
) = rt + c1. (1.9)

Utilizando las propiedades de logaritmo llegamos a

ln(
p

1 − p/k
) = rt + c1; (1.10)

ahora podemos despejar p de nuestra ecuación

p

1 − p/k
= exp(rt + c1),

p = c2 exp(rt)(1 − p/k),

p(1 + c2 exp(rt)/k) = c2 exp(rt),

p(t) =
c2 exp(rt)

1 + c2 exp(rt)/k
. (1.11)
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Esta es la solución anaĺıtica a la ecuación loǵıstica; la constante c2 está de-
terminada por las condiciones iniciales (véase la figura 1.2.)

Figura 1.2: Plano fase de la ecuación loǵıstica con k = 100 [5].

1.3. Modelos de dos poblaciones

Para un modelo en el que interactúan dos especies es necesario definir
una ecuación diferencial para cada una de ellas. En este caso hablaremos
del modelo “depredador-presa”, también llamado Lotka-Volterra [22, 23].
Tomamos a x(t) como la presa y a y(t) como el depredador. Suponemos que
la presa tiene suficiente comida y espacio, por lo que su crecimiento no está
limitado, entonces podemos decir que la presa crecerá de acuerdo a una ley
Malthusiana de la forma, dx

dt = ax para a > 0; suponiendo que la presa sólo
muere a causa del depredador, podemos ver a bxy como la interacción de las
dos especies, que resulta en decesos para la presa, por lo que la ecuación nos
queda de siguiente manera

dx

dt
= ax − bxy.

Por otro lado el depredador, en ausencia de presa, muere siguiendo una ley
Malthusiana dy

dt = −cy e incrementa su población con la interacción con la
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presa dxy, por lo que la ecuación que describe la población del depredador
está dada por

dy

dt
= −cy + dxy.

Para un ejemplo concreto podemos suponer que la presa son conejos, los cua-
les se reproducen rápidamente y los depredadores son zorros que necesitan
alimentarse de conejos para sobrevivir.

El modelo depredador-presa puede ser visto como el sistema de ecuaciones
diferenciales.

dx

dt
= x(a − by),

dy

dt
= y(dx − c). (1.12)

Para analizar el sistema lo primero que tenemos que hacer es encontrar los
puntos de equilibrio del sistema (1.12) haciendo

x(a − by) = 0 y y(dx − c) = 0. (1.13)

Los puntos de equilibrio son (0,0) y (c/d, a/b) y la matriz jacobiana del
sistema (1.12) es

J = (
a − by −bx
yd dx − c

) .

Analizaremos primero el origen. Los valores propios del jacobiano evaluado
en el punto (0,0) son λ1 = a y λ2 = −c.

Como a y c son mayores a 0, entonces el punto de equilibrio tiene un va-
lor propio positivo y uno negativo por lo que es un punto silla.

Para el otro punto de equilibrio obtenemos que el jacobiano evaluado en
(c/d, a/b) es

J(∗,∗) = (
0 −bc/d

ad/b 0
) .

Sus valores propios son las ráıces de

det(J(∗,∗) − Iλ) = 0 o λ2 + ac = 0,

lo cual nos dice que λ = ±i
√
ac, por lo tanto el punto de equilibrio (c/d, a/b) es

un centro ya que los valores propios tienen parte real igual a cero. Tomando
los valores a = 1, b = .05, c = 1 y d = 0.5 podemos representar algunas órbitas
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en el plano fase para diferentes valores iniciales. En la figura 1.3 se observan
soluciones periódicas alrededor del punto de equilibrio no trivial.

Figura 1.3: El asterisco rojo representa el punto de equilibrio.

Graficando las dos poblaciones contra el tiempo, podemos observar el
desfasamiento en el tiempo de las dos especies. Tenemos que la presa x(t)
alcanza un máximo primero y poco después el depredador y(t) también llega
a un máximo. Para este caso las dos gráficas tienen aproximadamente la
misma forma, con máximos y mı́nimos iguales, debido a que las ecuaciones
tiene las mismas constantes, véase la figura 1.4, [4].
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Figura 1.4: Las poblaciones x(t) y y(t) contra el tiempo.



Caṕıtulo 2

Introducción a modelos
discretos

En este caṕıtulo daremos un repaso de modelos discretos, estudiaremos
cómo se formulan y analizan con el fin de poder manipularlos para después
construir un modelo que será el tema principal de esta tesis.

2.1. Modelos lineales

Denotamos como x0 la población inicial, como x1 la población al tiempo
t1 es decir la población de la siguiente generación, como x2 a la población de
la segunda generación y aśı sucesivamente, por lo tanto podemos describir el
tamaño de la población como una sucesión xn. Un ejemplo muy común para
poblaciones es sólo fijarse en los nacimientos y en las muertes; el crecimiento
de la población en un intervalo de tiempo arbitrario de tn a tn+1 está dado
por xn+1 −xn. Supongamos que las muertes y los nacimientos son constantes
m y n respectivamente, entonces podemos hacer

xn+1 − xn = (n −m)xn (2.1)

y despejando obtenemos

xn+1 = xn + (n −m)xn = (1 + n −m)xn.

Podemos ver a 1+n−m como cualquier otra constante, entonces 1+n−m = c,

19
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con lo cual obtenemos una ecuación lineal en diferencias de la forma.

xn+1 = cxn. (2.2)

Esta es la versión discreta del modelo de Malthus. Para resolver la ecua-
ción utilizando que n = 0,1,2,3..., donde tenemos como condición inicial
x1 = cx0; usando la siguiente iteración y sustituyéndola en la primera obte-
nemos x2 = cx1 = ccx0 = c2x0, x3 = cx2 = c3x0; haciendo esto repetidamente
obtenemos que la solución es xn = cnx0. De aqúı podemos deducir que si
∣c∣ < 1, entonces cn → 0 cuando n → ∞ por lo que xn → 0, por otro lado si
∣c∣ > 1 entonces xn →∞ si n→∞.

Espećıficamente si 0 ≤ c < 1, xn decrece monótonamente a cero, si −1 ≤ c < 0
entonces xn también decrece cero pero oscilando entre valores positivos y
negativos, si c > −1 o c < 1, xn tiende a −∞ o a ∞ respectivamente.
Algo que se tiene que resaltar es que los valores negativos para xn no tie-
nen sentido en poblaciones ya que no puede haber poblaciones negativas [1].
Podemos describir el modelo como

xn+1 =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

cxn para xn > 0

0 para xn ≤ 0.

De una forma general podemos decir que todas las ecuaciones en diferencias
son de la forma [1]

xn+1 = f(xn). (2.3)

2.2. Ecuación loǵıstica discreta

Modelos de población más reales tienen en cuenta que la población alcanza
un ĺımite, a este ĺımite lo llamaremos capacidad de carga y lo denotamos por
K,

xn+1 = xn + xnr(1 −
xn
K

). (2.4)

Esta es la ecuación loǵıstica en diferencias. Describe poblaciones con tasa de
crecimiento r(1 − xn/K) la cual disminuye a cero a medida que la población
crece. Observe que si xn >K entonces tendremos que xn+1 < xn.

Otro modelo que también puede ser llamado loǵıstico es

xn+1 = xn exp(r(1 −
xn
K

)), (2.5)
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donde la tasa de crecimiento tiende a cero cuando xn → ∞. Si suponemos
que xn es una fracción de la población máxima, entonces 0 ≤ xn ≤ 1, de esta
forma K = 1. La ecuación loǵıstica en diferencias queda de la forma [10]

xn+1 = xn + rxn(1 − xn) (2.6)

2.3. Solución gráfica a ecuaciones en diferen-

cias

El diagrama de telaraña o también llamado diagrama web, es un gráfico
que se puede utilizar para visualizar las iteraciones sucesivas de una función.
Los segmentos del diagrama conectan los puntos (x, f(x)), (f(x), f(f(x))),
(f(f(x)), f(f((x)))),.... El diagrama de telaraña puede ser aplicado a cual-
quier ecuación en diferencias de la forma xn+1 = f(xn) utilizando la curva de
reproducción y = f(x) y la identidad y = x. Este proceso nos da una idea del
comportamiento de un ecuaciones en diferencias que representa una única
población, sin importar qué tan complicada sea la solución anaĺıtica de ésta.

Ejemplo 1. Considere el modelo lineal utilizado anteriormente, xn+1 =
rxn .

Empezamos dibujando la curva de reproducción y = rx, marcamos x0 y con
una ĺınea recta vertical vamos de x0 al punto (x0, f(x0)), con una ĺınea ho-
rizontal vamos a la identidad (y = x) en el punto (f(x0), f(x0)), después
vamos verticalmente a la curva de reproducción en el punto (x1, f(x1)) y aśı
sucesivamente, véase la figura 2.1.
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Figura 2.1: Origen inestable para r > 1 y origen estable para r < 1.

Ejemplo 2. Veamos la solución gráfica para la ecuación xn+1 =
rxn

xn+A
, la

curva de reproducción es y = rxn

xn+A
. Sacando su derivada dy

dx = rA
(x+A)2 , si ha-

cemos x = 0, entonces y = r/A, lo cual nos dice que debemos de distinguir
los casos cuando r < A, la curva de reproducción está por debajo de y = x
y el caso cuando r > A para el cual la ĺınea y = x intersecta a la curva de
reproducción.

Figura 2.2: Origen inestable para r > A y origen estable para r < A.

Para r > A tenemos que las iteraciones se alejan del punto fijo x = 0 y para
r < A podemos observar que las iteraciones se acercan al punto fijo x = 0,
véase la figura 2.2, [1, 8, 18].
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2.4. Análisis de los puntos fijos

Como pudimos observar anteriormente en las gráficas, las iteraciones tien-
den a acercarse a un punto en la ĺınea y = x o a alejarse.

Definición. Un punto fijo del sistema dinámico discreto xn+1 = f(xn) es
un punto x∞ tal que x∞ = f(x∞).

Para poder describir el comportamiento de las soluciones cerca del punto
fijo utilizaremos la linealización. Si tenemos un punto fijo x∞ de la ecuación
en diferencias xn+1 = f(xn) entonces tenemos que x∞ = f(x∞) y podemos
hacer el cambio de variable un = xn − x∞ con (n = 1,2,3...). Aśı podemos re-
presentar a un como la desviación del punto fijo. Si sustituimos xn+1 = un+x∞
y la expresión anterior en la ecuación general obtenemos,

x∞ + un+1 = f(x∞ + un), (2.7)

desarrollando el lado derecho usando la serie de Taylor,

x∞ + un+1 = f(x∞) + f ′(x∞)un +
f ′′(cn)

2!
u2n. (2.8)

Si un es pequeña podemos despreciar los términos de orden cuadrático o
superior, ya que si hacemos h(u) = f ′′(cn)

2! u2n, entonces h(u) es pequeño com-

parado con u, en el sentido ∣h(u)/u∣ → 0 cuando u → 0. Aśı obtenemos la
ecuación,

un+1 = f
′(x∞)un; (2.9)

podemos tomar a f ′(x∞) como una constante igual a λ y obtenemos una
ecuación lineal.

un+1 = λun (2.10)

la cual es la misma que en la sección (2.1). En este caso f ′(x∞) puede tomar
cualquier valor dependiendo de la función f , por lo tanto no tenemos ninguna
restricción para λ. El comportamiento de la desviación un y la consecuente
estabilidad del punto fijo x∞ están dados por:

Si ∣λ∣ = ∣f ′(x∞)∣ < 1, entonces x∞ es estable.

Si ∣λ∣ = ∣f ′(x∞)∣ > 1, entonces x∞ es inestable.
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Teorema 1. Si todas las soluciones de la linealización (un+1 = f ′(x∞)un)
en el punto fijo x∞ tienden a cero cuando n→∞, entonces ∣f ′(x∞)∣ < 1 por lo
que las soluciones de la ecuación original (xn+1 = f(xn)) tienden al equilibrio
x∞, para x0 suficientemente cercano a x∞. Entonces x∞ es asintóticamnte
estable.

Teorema 2. (Doblamiento de Periodo) Supongamos que f ∶ R ×R → R
es una función continua y satisface para (x∞, r0) lo siguiente,

f(x∞; r0) = x∞, f ′(x∞; r0) = −1,

si

∂2f

∂x∂r
(x∞; r0) ≠ 0 y

1

2
[
∂2f

∂x2
(x∞; r0)]

2 +
1

3

∂3f

∂x3
(x∞; r0) ≠ 0,

entonces una bifurcación de doblamiento de periodo aparece en (x∞, r0).

Ejemplo. Para la ecuación loǵıstica

xn+1 = xn + rxn(1 − xn)

si buscamos los puntos fijos tenemos que resolver la ecuación x = x+rx(1−x)
obteniendo x = 0 y x = 1. Usando f(x) = (1 + r)xn − x2n y derivando con
respecto de x obtenemos f ′(x) = (1 + r) − 2rx. Al evaluar f en las ráıces
f ′(0) = 1 + r el punto fijo x = 0 es asintóticamente estable si ∣1 + r∣ < 1 o
−2 < r < 0, pero esto no se puede ya que r > 0. Por lo tanto x = 0 es un
punto fijo inestable. Haciendo lo mismo en el otro punto fijo obtenemos que
f ′(1) = 1 − r, x = 1 es estable si ∣1 − r∣ < 1 o 0 < r < 2 lo cual śı puede ocurrir
[1].
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Figura 2.3: Origen estable para r = .85.

2.5. Caos y doblamiento de periodo

Consideremos la ecuación loǵıstica, la cual nos da un modelo no lineal

xn+1 = rxn(1 − xn), xn ∈ [0,1].

Buscando los puntos fijos encontramos

x = rx(1 − x) ⇔ x(1) = 0 y x(2) = 1 − 1/r,

usando la linealización propuesta en la sección (2.2), sacamos la derivada de
f(xn) y tenemos f ′(xn) = r − 2rxn. Si evaluamos la derivada en los puntos
fijos obtenemos

f ′(0) = r y f(1 − 1/r) = 2 − r.

Para r de tal forma que 0 < r < 1, obtenemos que sólo hay un punto fijo
x(1) = 0, ya que el otro punto fijo x(2) = 1−1/r seŕıa negativo. Como 0 < r < 1
entonces ∣f ′(0)∣ < 1 lo que nos dice que este punto fijo es asintóticamente
estable, véase figura 2.3

Para el caso cuando r = 1, tenemos que x = 0 es el único punto fijo. Co-
mo sabemos que x ∈ [0,1] y f(xn) = xn −x2n entonces todas las iteraciones de
f(xn) tienden a 0 cada vez más lentamente, véase figura 2.4.
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Figura 2.4: Origen estable para r = 1.

Usando r > 1, tenemos dos puntos fijos en el intervalo [0,1], el primero
es x(1) = 0; evaluando la derivada en este punto tenemos ∣f ′(0)∣ = ∣r∣ > 1,
por lo tanto x(1) es inestable. El otro punto fijo es x(2) = 1 − 1/r. Busca-
mos dónde es estable este punto fijo evaluando la derivada en ese punto,
∣f ′(1 − 1/r)∣ =∣2 − r∣ < 1 entonces x(2) es estable si 1 < r < 3, véase figura 2.5.

Figura 2.5: Origen inestable para r = 2.1.

Si tomamos a r = 3 entonces x(1) = 0 y x(2) = 1 − 1/r = 2/3. Como
f ′(2/3) = −1 podemos aplicar el teorema (2) y decir que hay una bifurcación
de doblamiento de periodo en x(2).
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Viendo el caso cuando 3 < r < 4 tenemos que la derivada de f evaluada en el
punto fijo no trivial x(2) es menor que -1, por lo que el punto fijo es inestable.
Tomando a r = 3.2 podemos observar que el diagrama de telaraña oscila entre
dos valores sobre la recta y = x; esta oscilación entre dos puntos se conoce
como 2 − ciclo. Para determinar el origen del 2 − ciclo tenemos que la órbita
oscila entre dos puntos, los cuales llamaremos x+ y x−, de tal forma que

f(x+) = x− y f(x−) = x+

o equivalentemente f(f(x+)) = x+ y f(f(x−)) = x−. Esto implica que x+ y x−
son puntos fijos de la segunda iteración f(fxn) = f 2(xn). Para encontrar los
puntos fijos de la segunda iteración hacemos x = f(f(x)), lo cual resulta en
una ecuación cúbica,

1 = r2(1 − rx + rx2) − r2x(1 − rx + rx2)

0 = r3x3 − 2r3x2 + (r3 + r2)x + 1 − r2.

Utilizando que las ráıces de la ecuación loǵıstica también son ráıces de su
segunda iteración, entonces podemos dividir entre (x − x∞) y obtenemos

r3x3 − 2r3x2 + (r3 + r2)x1 − r2

x − 1 + 1/r
=

(r3x2 − (r3 + r2)x + r2 + r)(x − 1 + 1/r)

1 − x + 1/r

= r3x2 − (r3 + r2)x + r2 + r = 0.

Dividiendo entre r obtenemos la ecuación cuadrática

r2x2 − (r2 + r)x + (1 + r) = 0,

y utilizando la fórmula general para ecuaciones de segundo orden obtenemos
las ráıces

x± =
1

2
+

1

2r
±

1

2r

√
(r + 1)(r − 3),

que son los puntos fijos de la segunda iteración.

Para r = 3, las ráıces son x± = 2/3 por lo que aún no tenemos un 2 − ciclo,
véase figura 2.6.
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Figura 2.6: Para r = 3 aún no tenemos la presencia de un 2 − ciclo.

Para la gráfica de f 2(x) tenemos cuatro puntos de equilibrio, dos que se
repelen que también están en la gráfica de f y dos puntos de periodo dos,
ver figura 2.7, [17].

La derivada de f 2(x) en los puntos fijos de la segunda iteración está dada
por

f 2′(x±) = (f(f(x±)))
′ (2.11)

= f ′(f(x±))f
′(x±) (2.12)

= f ′(x∓)f
′(x±) (2.13)

= (r − 2rx+)(r − 2rx−) (2.14)

= r2 − 2r2(x− + x+) + 4r2x−x+ (2.15)

= r2 − 2r2(1 + 1/r) + 4r2(
1

r2
(r + 1)) (2.16)

= −r2 + 2r + 4 (2.17)

Cuando tenemos r = 3, f 2′(x±) = 1 y los puntos u y v coinciden, si hacemos
más grande a r se puede observar que los puntos u y v se empiezan a separar
haciendo visible el 2 − ciclo, véase figura 2.8.
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Figura 2.7: La gráfica negra es x = y, la gráfica azul es f(x) y la gráfica
naranja es la f 2(x)

Figura 2.8: Presencia de un 2− ciclo para cuando r es un poco mayor que 3.

Los puntos fijos x+ y x− son atractores si ∣f 2′(x±)∣ < 1. Como f 2′(x±) = −1

si −r2+2r+4 = −1, es decir, si r = 1+
√

6 entonces los puntos fijos del 2− ciclo
existen y son estables para 3 < r < 1 +

√
6.

Para cuando r = 1 +
√

6 tenemos que f(x±) = −1 por lo que aplicando el
teorema (2) podemos observar que hay una bifurcación de doblamiento de
periodo. Una vez que r > 1 +

√
6 los puntos de equilibrio del 2 − ciclo cam-

bian de estabilidad y aparece un 4 − ciclo con cuatro puntos fijos estables.
Haciendo el mismo procedimiento obtenemos que cuando r ≃ 3.54 aparece
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un 8− ciclo, para r ≃ 3.5644 tenemos un 16− ciclo y podemos notar que cada
vez las bifurcaciones aparecen más rápido.
Para r ≃ 3.5699 el comportamiento de fn(x∞) se vuelve caótico ya que pa-
ra valores muy cercanos de r tenemos números muy diferentes de puntos fijos.

Figura 2.9: Diagrama de bifurcación para el mapeo Loǵıstico [26].

Los puntos r = 1, r = 3 y r = 1+
√

6 son llamados puntos de bifurcación. Un
punto de bifurcación es un valor del parámetro para el cual hay un cambio en
la dinámica del sistema. Para r < 1 hay un solo punto fijo estable y cuando
r > 1 el punto fijo estable se vuelve inestable y aparece otro punto fijo que es
estable. En r=1 la derivada es 1; a esta bifurcación se le llama transcŕıtica.
Para r = 3, r = 1 +

√
6, 3.54, .... donde la derivada es -1, la bifurcación es

llamada doblamiento de periodo, como en el teorema (2), véase figura 2.9,
[9].
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2.6. Modelos de dos poblaciones

Ahora analicemos modelos con dos poblaciones.

xn+1 = f(xn, yn), yn+1 = g(xn, yn).

Un equilibrio para el sistema anterior es la solución al nuevo sistema

x = f(x, y), y = g(x, y).

Una idea sencilla para imaginar el punto de equilibro es pensar a x = f(x, y)
y a y = g(x, y) como curvas en el plano (x, y); el punto de equilibrio es en-
tonces la intersección de las dos curvas.

El comportamiento de las soluciones cerca del equilibrio se puede estudiar casi
de la misma manera que en la sección (2.3) pero ahora para dos ecuaciones en
lugar de una. Si (x∞, y∞) es un punto fijo de las ecuaciones xn+1 = f(xn, yn)
y yn+1 = g(xn, yn), entonces podemos hacer cambios de variables tales que,
un = xn − x∞ y vn = yn − y∞, donde el punto (un, vn) representa la desviación
del equilibrio. Si sustituimos en las ecuaciones anteriores

un+1 = f(x∞ + un, y∞ + vn) − x∞ = f(x∞ + un, y∞ + vn) − f(x∞, y∞)

vn+1 = g(x∞ + un, y∞ + vn) − y∞ = g(x∞ + un, y∞ + vn) − g(x∞, y∞).

De la misma manera que en la sección (2.3) escribimos la serie de Taylor de
las funciones f y g; despreciando los términos cuadráticos y superiores, se
obtiene el sistema lineal

un+1 = fx(x∞, y∞)un + fy(x∞, y∞)vn,

vn+1 = gx(x∞, y∞)un + gy(x∞, y∞)vn.

Esta es la linealización del sistema en el punto (x∞, y∞) [1].

Teorema 3. Si todas las soluciones de la linealización del sistema en el
punto fijo (x∞, x∞) tienden a cero cuando n→∞, entonces todas las solucio-
nes del sistema original con x0 y y0 suficientemente cerca de (x∞, y∞) tienden
al punto de equilibrio [1].
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El sistema ya linealizado

un = λ
nu0 y vn = λ

nv0,

es estable para ∣λ∣ < 1 ya que si ∣λ∣ < 1 entonces λn → 0 para n→∞.
La linealización anterior la podemos observar de la siguiente manera.

A(x∞, y∞)(
u
v
) = λ(

u
v
) ,

donde

A(x∞, x∞) = (
fx(x∞, y∞) fy(x∞, y∞)

gx(x∞, y∞) gy(x∞, y∞)
) .

Todas las soluciones del sistema linealizado se acercan a cero si todas las
ráıces de la ecuación caracteŕıstica satisfacen ∣λ∣ < 1 y la ecuación carac-
teŕıstica la podemos ver como,

det(A(x∞, y∞) − λI) = 0,

con

I = (
1 0
0 1

)

de tal manera que obtenemos

λ2 − trA(x∞, y∞)λ + detA(x∞, y∞) = 0

Teorema 4. Si todas las ráıces de la ecuación anterior satisfacen que
∣λ∣ < 1, entonces todas las soluciones del sistema original con condiciones ini-
ciales suficientemente cercanas al equilibrio se acercan al equilibrio[1].

Para generalizar este resultado tenemos que la ecuación caracteŕıstica de
un sistema de n ecuaciones diferentes evaluadas en el punto de equilibrio,
es una ecuación de grado n. Tenemos condiciones bajo las cuales todos los
valores propios de la ecuación caracteŕıstica son en valor absoluto menores
que uno.
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Podemos estudiar la estabilidad de una matriz 2x2 utilizando el criterio de
Jury el cual nos dice lo siguiente.

Proposición. Los valores propios para una matriz J de 2x2 son ∣λ∣ < 1 si
solo si ∣tr(J)∣ < detJ + 1 < 2.

Demostración.
Supongamos que ∣λ1,2∣ < 1. Podemos ver al polinomio caracteŕıstico de J como
p(λ) = λ2 − tr(J)λ+detJ = 0 y podemos ver la desigualdad de la proposición
como

−(1 + detJ) < tr(J) < 1 + detJ < 2.

Supongamos que la primera desigualdad no pasa, entonces tr(J)+detJ+1 ≤ 0,
por otro lado p(−1) = tr(J)+detJ+1 ≤ 0, pero tenemos que p(λ) → ∞ cuando
λ → −∞, entonces existe una λ∗ tal que λ∗ ≤ −1 lo cual es una contradic-
ción. Ahora supongamos que no se cumple la segunda desigualdad, entonces
1 − tr(J) + detJ ≤ 0, por otro lado p(1) = 1 − tr(J) + detJ ≤ 0, pero tenemos
que p(λ) → ∞ cuando λ→∞, entonces existe una λ∗ > 1 y otra vez tenemos
una contradicción. Por último supongamos que la ultima desigualdad no se
cumple, entonces tenemos que detJ > 1 y sabemos que detJ = λ1 ∗ λ2 por
lo que una de las dos ráıces debeŕıa de ser mayor a 1, lo cual nos da una
contradicción, por lo tanto la desigualdad de la proposición se cumple.

Ahora supongamos que las desigualdades de la proposición se cumplen. Tene-
mos que demostrar que ∣λ∣ < 1. Procederemos por contradicción suponiendo
que

∣λ1∣ ≥ 1 o ∣λ2∣ ≥ 1.

Si las ráıces son complejas entonces son complejos conjugados y por lo tanto
detJ = λ1λ2 = ∣λ2∣ ≥ 1 lo cual da una contradicción con la tercera desigual-
dad 1+detJ < 2, entonces podemos suponer que las ráıces son números reales.

Caso 1: λ1 ≥ 1 y λ2 ≥ 1 entonces detJ ≥ 1 lo cual contradice la tercera
desigualdad.

Caso 2: λ1 ≥ 1 y λ2 < 1 tenemos que p(λ) → ∞ para λ → ∞ y λ → −∞,
por lo que si usamos el teorema del valor intermedio podemos deducir que
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p(1) ≤ 0 y p(1) = 1 − tr(J) + detJ lo cual contradice la segunda desigualdad,
véase figura 2.10.

Figura 2.10: No se cumple f(1) ≥ 0.

Caso 3: λ1 ≤ −1 y λ2 ≤ −1 entonces detJ ≥ 1 lo cual contradice la tercera
desigualdad.

Caso 4: λ1 ≤ −1 y λ2 ≥ −1 tenemos que p(λ) → ∞ para λ → ∞ y λ → −∞,
por lo que si usamos el teorema del valor intermedio podemos deducir que
p(−1) ≤ 0 y p(−1) = 1+tr(J)+detJ lo cual contradice la tercera desigualdad,
véase figura 2.11. ∎

Figura 2.11: No se cumple que f(−1) < 0.
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Para un sistema de tres ecuaciones en diferencias como el que nosotros
trabajaremos tenemos las siguientes condiciones de Jury [1, 2].
Para

λ3 +Aλ2 +Bλ +C = 0

se satisface que ∣λ∣ < 1 si

1 +A +B +C > 0 1 −A +B −C > 0

3 +A −B − 3C > 0 1 +AC −B −C2 > 0.

2.7. Algunos modelos discretos de competen-

cia

El modelo de Beverton-Holt se derivó en el contexto de la pesca. Es
un modelo a tiempo discreto que está dado por la siguiente ecuación en
diferencias[14]:

xn+1 =
rxn

1 + axn
(2.18)

donde r representa la tasa de aumento de población por generación y a es
una constante que representa el deceso de la población de la forma a = r−1

K ,
con K representando la capacidad de carga (el ĺımite de la población), véase
figura 2.12.
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Figura 2.12: La población crece hasta alcanzar su capacidad de carga K = 1.

Para r > 0 tenemos que las soluciones al modelo Beverthon-Holt tienden
monótonamente al punto de equilibrio x = r−1

a . También podemos ver a este
modelo como una ecuación análoga a la ecuación loǵıstica.

El modelo Ricker [15, 20] mencionado anteriormente en la sección 2.1 tam-
bién es una ecuación análoga a la ecuación loǵıstica y está descrito por la
ecuación :

xn+1 = xn exp(r(1 −
xn
K

)). (2.19)

El modelo Leslie-Gower [19] modela la interacción entre un parásito y el
huésped, también visto como dos poblaciones en competencia que está basado
en las ideas de Beverthon-Holt y la ecuación loǵıstica, está dado por las
siguientes ecuaciones :

xn+1 =
r1xn

1 + a1xn + b1yn
,

yn+1 =
r2xn

1 + a2xn + b2yn
.

(2.20)
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En este modelo tenemos que todos los coeficientes son positivos, entonces
podemos reescalar a x y y de tal forma que a1 = b2 = 1, donde b1 y a2 son
coeficientes de competición definidos por la interacción entre las dos especies.
Los términos a2yn y b1xn sirven para disminuir el reclutamiento de cada
especie para la siguiente generación debido a la presencia de la otra especie.
Sin pérdida de generalidad podemos considerar el sistema

xn+1 =
r1xn

1 + xn + b1yn
, yn+1 =

r2xn
1 + a2xn + yn

.

El modelo LPA es un modelo que sirve para estudiar el ciclo de vida del
gusano de harina; este ciclo consiste en tres etapas L larva, P pupa y A
adulto, cada uno con una duración aproximadamente de dos semanas. Si en
ninguna de las etapas hay canibalismo el modelo LPA queda de la forma [16],

Ln+1 = bAn,

Pn+1 = (1 − µL)Ln,

An+1 = (1 − µP )Pn + (1 − µA)An,

(2.21)

donde µl, µP y µA son las tasas de mortalidad por generación de larvas, pupas
y adultos respectivamente, aunque podemos considerar que µP = 0 ya que las
pupas casi nunca mueren y b representa la tasa de producción de larvas por
adulto en cada generación.
Si suponemos que existe el canibalismo de adultos hacia huevos, larvas y
pupas y de larvas hacia huevos y larvas y que este canibalismo es proporcional
al tamaño de la población que es comida, podemos utilizar el modelo de
Ricker para modificar el LPA quedando de la manera,

Ln+1 = bAne
−cEA∗An−cEL∗Ln ,

Pn+1 = (1 − µL)Ln,

An+1 = Pne
−cPA∗An + (1 − µA)An,

(2.22)

donde cEA, cEL, cPA son coeficientes de canibalismo de adultos hacia huevos,
larvas hacia huevos y adultos hacia pupas respectivamente. Las fracciones
e−cEA∗An y e−cEL∗Ln son las probabilidades de que los huevos se conviertan en
larvas a pesar de la presencia de los adultos y las larvas respectivamente y
e−cPA∗An es la probabilidad de supervivencia de las pupas en presencia de los
adultos [1].
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Caṕıtulo 3

El modelo

Combinando algunos de los modelos descritos en el caṕıtulo 2, creare-
mos un modelo para el cual estén en interacción dos especies y un recurso.
Haremos el análisis de este modelo para entender y predecir sus posibles
comportamientos.

3.1. Definición del modelo

Empezamos con un sistema de tres ecuaciones en diferencias donde N y
P representan a dos consumidores en competencia y R representa al recurso.

Nt+1 = f(Nt, Pt,Rt),

Pt+1 = g(Nt, Pt,Rt),

Rt+1 = h(Nt, Pt,Rt)

(3.1)

Tomaremos a las funciones de la forma

f(Nt, Pt,Rt) = Ntr1 exp(−
(a1Nt + a2Pt)

Rt

) , (3.2)

g(Nt, Pt,Rt) = Pt
r2Rt

b1Rt + Pt + b2Nt

. (3.3)

En ausencia de consumidores, suponemos que el recurso se comporta como el
modelo Beverthon-Holt, de modo que h(0,0,Rt) =

r3Rt

(1+Rt)
. Esperamos que la

población del recurso disminuya debido a la presencia de los consumidores,

39
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por lo tanto h debe tener la forma h(Nt, Pt,Rt) =
Rtr3
(1+Rt)

H(c1Nt+c2Pt), donde
H es la fracción del recurso que está siendo eliminada por el consumo de los
depredadores. La forma en la que tomaremos a h es

h(Nt, Pt,Rt) = Rt
r3

1 +Rt

1

1 + c1Nt + c2Pt

. (3.4)

N y P no pueden sobrevivir sin R, pero R puede seguir creciendo sin que N
y P existan, por otro lado N y P sólo pueden morir por causas naturales,
por la interacción con el otro consumidor y por la falta del recurso.

Estamos suponiendo que la población N obedece una ley de Ricker y la po-
blación P se comporta como el modelo de Beverton-Holt. Podŕıamos suponer
que los organismos obedecen la misma ley, pero para un caso matemáticamen-
te más interesante consideramos consumidores que interaccionan de manera
diferente con el recurso.

Los términos r1, r2 y r3 representan la tasa de crecimiento poblacional de N ,
P y R respectivamente.

En la ecuación (3.2) para f tenemos que a1 representa el deceso de la po-
blación N causado por muerte natural y a2 es el deceso producido por la
presencia de P .

En la ecuación (3.3) en el denominador de g aparecen las contribuciones
de las 3 especies al descenso en la población del depredador P . En el contex-
to biológico es razonable tomar b1 = 0 debido a que la presencia del recurso
no afecta negativamente al depredador.

Para la ecuación (3.4) para h tenemos que c1 y c2 son los coeficientes de de-
ceso de la población Rt causados por la presencia de Nt y Pt respectivamente.

Supondremos que todos los parámetros son positivos, ya que si fueran nega-
tivos significaŕıa que las especies se están ayudando entre śı.
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3.2. Puntos fijos

Sea (N,P,R) un punto fijo, entonces empezamos fijándonos en N,

N = r1N exp(
−(a1N + a2P )

R
),

despejando obtenemos

N(r1 exp(
−(a1N + a2P )

R
− 1)) = 0,

entonces

N = 0 ó exp(
−(a1N + a2P )

R
) =

1

r1
. (3.5)

Ahora fijémonos en P :

P = r2P (
r2

b1
P+b2N

R

),

despejando obtenemos

P (
r2

b1 +
P+b2N

R

− 1) = 0,

entonces

P = 0 ó
r2

b1 +
P+b2N

R

= 1 ⇒ P + b2N + (b1 − r2)R = 0. (3.6)

Por último nos fijamos en R:

R = r3
R

1 +R

1

1 + c1N + c2P
;

despejando obtenemos

R(
r3

1 +R

1

1 + c1N + c2P
− 1) = 0,

entonces

R = 0 ó (1 +R)(1 + c1N + c2P ) = r3. (3.7)
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Para que un punto sea punto fijo del sistema deben cumplirse tres conjuntos
de condiciones:

N = 0 ó f(Nt, Pt,Rt)= N,

P = 0 ó g(Nt, Pt,Rt) = P,

R = 0 ó h(Nt, Pt,Rt)= R.

Pareceŕıa que el origen es un punto fijo pero no lo es. El motivo es que las
funciones f y g no están definidas cuando N = P = R = 0 por lo que el punto
E000 = (0,0,0) es un punto en el que no está definido el sistema.

Los puntos para los cuales el sistema está definido y se cumplen estas
condiciones son:

1. E001 = (0,0,R001), donde R001 = r3 − 1; el punto debe estar en el cua-
drante positivo por lo cual r3 > 1. En este punto sólo existe el recurso
(R).

2. E101 = (N10,0,R10), donde a1N10−ln(r1)R10 = 0 y (R+1)(1+c1N10) =

r3 ; el punto debe estar en el octante positivo entonces r1 > 1 y r3 > 1,
véase figura 3.1. En este punto existen el consumidor uno (N) y el
recurso (R).

3. E011 = (0, P01,R01), donde P01+(b1−r2)R01 = 0 y (1+R01)(1+c2P01) =

r3; el punto debe estar en el octante positivo por lo tanto se debe
cumplir b1 < r2 y r3 > 1, véase figura 3.2. En este punto existen el
consumidor dos (P ) y el recurso (R) .
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Figura 3.1: Gráfica de existencia para el punto de equilibrio E101.

Figura 3.2: Gráfica de existencia para el punto de equilibrio E011.
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4. El punto fijo donde coexisten las tres especies, E∗ = (N∗, P ∗,R∗); tiene
que ser solución a

f(N∗, P ∗,R∗) = N∗,

g(N∗, P ∗,R∗) = P ∗,

h(N∗, P ∗,R∗) = R∗.

3.3. Estabilidad

Para obtener la estabilidad de los puntos de equilibrio tenemos que evaluar
el jacobiano en cada uno de ellos y con esto podremos deducir si es estable o
inestable. El jacobiano tiene la forma.

J =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Las derivadas de la función (3.2) son:

a11 =
∂f(Nt, Pt,Rt)

∂N
= r1 exp(−

a1Nt + a2Pt

Rt

) −
a1r1Nt

Rt

exp(−
a1Nt + a2Pt

Rt

),

a12 =
∂f(Nt, Pt,Rt)

∂P
= −

a2r1Nt

Rt

exp(−
a1Nt + a2pt

Rt

),

a13 =
∂f(Nt, Pt,Rt)

∂R
=
r1Nt

R2
t

(a1Nt + a2Pt) exp(−
a1Nt + a2pt

Rt

).

Las derivadas de la función (3.3) son:

a21 =
∂g(Nt, Pt,Rt)

∂N
=

r2b2RtPt

(b1Rt + Pt + b2Nt)
2
,

a22 =
∂g(Nt, Pt,Rt)

∂P
=
r2Rt(b1Rt + b2Nt)

(b1Rt + Pt + b2Nt)
2
,

a23 =
∂g(Nt, Pt,Rt)

∂R
=
r2Pt(b1Rt + Pt + b2Nt) − b1r2PtRt

(b1Rt + Pt + b2Nt)
2

.
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Las derivadas de la función (3.4) son:

a31 =
∂h(Nt, Pt,Rt)

∂N
=
r3Rt

1 +Rt

−c1
(1 + c1Nt + c2Pt)

2
,

a32 =
∂h(Nt, Pt,Rt)

∂P
=
r3Rt

1 +Rt

−c2
(1 + c1Nt + c2Pt)

2
,

a33 =
∂h(Nt, Pt,Rt)

∂R
=

r3
(1 +Rt)

2

1

1 + c1Nt + c2Pt

.

Estabilidad del punto E001 (Únicamente está presente el recurso R.)
Este punto satisface la condición de equilibrio R001 = r3 − 1 y N001 = P001 = 0,
por lo tanto r3 > 1 para que el punto exista. Evaluando el jacobiano en el
punto de equilibrio E001 se obtiene:

J001 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 0 0
0 r2

b1
0

c1r3R001

1+R001

−c2r3R001

1+R001

r3
(1+R001)

2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 0 0
0 r2/b1 0

c1r3(r3−1)
1+(r3−1)

−c2r3(r3−1)
1+(r3−1)

r3
(1+(r3−1))2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

La ecuación caracteŕıstica en el punto E001 es

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 − λ 0 0
0 r2/b1 − λ 0

c1(1 − r3) c2(1 − r3) 1/r3 − λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (r1 − λ)(r2/b1 − 1)(1/r3 − λ) = 0.

Los valores propios de la matriz anterior son λ1 = r1, λ2 = r2/b1 y λ3 = 1/r3.
Entonces E001 es estable si r1 < 1, b1 > r2 y r3 > 1. Como E001 existe si
r3 > 1 entonces la tercera condición se satisface cuando E001 existe. Si b1 = 0
entonces no se pueden cumplir estas condiciones y el punto es inestable.
Utilizado algunos valores para los cuales se cumplen las condiciones anterio-
res como: r1 = .2, r2 = 3, r3 = 50, a1 = 8, a2 = 5, b1 = 5, b2 = 6, c1 = 1.6 y c2 = 4,
tenemos que el punto E001 existe ya que cumple la única condición de r3 > 1,
el punto E101 no existe ya que se quiebra la condición de r1 > 1, el punto E011



46 CAPÍTULO 3. EL MODELO

tampoco existe ya que se quiebra la condición de b1 < r2. Los parámetros
utilizados anteriormente cumplen con las condiciones de estabilidad por lo
tanto el equilibrio es estable, véase figura 3.3.

Figura 3.3: Los asteriscos verdes representan condiciones iniciales y el aste-
risco rojo representa el punto fijo.

Estabilidad del punto E101 (El consumidor N y el recurso R).
Para este punto de equilibrio utilizaremos N = N101 y R = R101

El punto E101 existe cuando r1 > 1 y r3 > 1 y se satisfacen las ecuaciones

a1N − ln(r1)R = 0,

(1 +R)(1 + c1N) = r3,

que pueden ser reescritas como

N =
ln(r1)R

a1
y (1 +R)(1 + c1

ln(r1)R

a1
) = r3,

o como
a1N

R
= ln r1 y

r3
1 +R

= 1 + c1N.
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Sustituyendo en el Jacobiano obtenemos que J101 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 exp(−a1NR ) − a1r1N
R exp(−a1NR ) −a2r1N

R exp(−a1NR ) r1N
R2 (a1N) exp(−a1NR )

0 r2R(b1Rb2N)
(b1Rb2N)2

0

r3R
1+R

−c1
(1+c1N)2

r3R
1+R

−c2
(1+c1N)2

r3
(1+R)2

1
1+c1N

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

J101 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 − ln(r1)
−a2N
R

(ln(r1))
2

a1

0 r2R
b1R+b2N

0

−Rc1
1+c1N

−Rc2
1+c1N

1
1+R

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Sustituyendo el valor de N la ecuación caracteŕıstica en el punto E101 queda
de la forma:

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 − ln(r1) − λ
−a2 ln(r1)

a1

(ln(r1))
2

a1

0 r2R

b1R+
b2 ln(r1)R

a1

− λ 0

−Rc1(1+R)
r3

−Rc2(1+R)
r3

1
1+R − λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0.

Calculando los valores propios tenemos que uno es

λ1 =
a1r2

a1b1 + b2 ln(r1)

y los otros dos se pueden ver como las λ que cumplen

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 − ln(r1) − λ
(ln(r1))

2

a1

−Rc1(1+R)
r3

1
1+R − λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0,

Este determinante tiene la forma λ2 +Aλ +B = 0, con

A = −((1 − ln(r1)) +
1

1 +R10

) , y

B = (1 − ln(r1))
1

1 +R
+
c1(ln(r1))2R(1 +R)

a1r3
.
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La condición de estabilidad para el primer valor propio es

λ1 =
a1r2

a1b1 + b2 ln(r1)
< 1,

⇒ r2 < b1 + b2
ln(r1)

a1
.

Para los otros dos valores propios podemos utilizar las condiciones de
Jury para una matriz de 2 × 2:

1 −B > 0,

1 +A +B > 0,

1 +A +B > 0,

donde el punto fijo es estable si se cumplen las siguientes desigualdades:

1 −B > 0 ⇒ R > − ln(r1)(
r3 −R

1 +R
)

r3 > −
R(1 +R)

ln(r1)
+R,

1 +A +B > 0 ⇒ 2 >
1 +R

r3
+

1

1 +R

r3 >
(1 +R)2

1 + 2R
,

1 −A +B ⇒ 2(1 +
1

1 +R
) > ln(r1)(

1

1 +R
+

1 +R

r3
)

r3 >
ln(r1)R(1 +R)

4 + 2R
− (1 +R)2.

Podemos utilizar las ecuaciones que condicionan la existencia del punto pa-
ra parametrizar la curva del punto fijo en el plano r3-R como (1 + R)(1 +

c1
ln(r1)R

a1
) = r3, para u > 0. Tomando las mismas A y B que tomamos

anteriormente las condiciones de Jury se convierten en
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1 −B > 0

⇒
−u(1 + u)

ln(r1)
+ u < r3 = (1 + u)(1 +

c1
a1

ln(r1)u)

⇒
u

1 + u
< 1 +

u

ln(r1)
+
c1
a1

ln(r1)u

⇒ u(ln(r1) − (1 + u)) < ln(r1)(1 + u)(1 +
ln(r1)c1u

a1
)

⇒ −(1 + u) <
(ln(r1))2c1u

a1
+

ln(r1)

u
+

ln(r1)c1
a1

.

1 +A +B > 0

⇒ 1 − (1 − ln(r1) +
1

1 + u
) + (1 − ln(r1))

1

1 + u
+

(ln(r1)2uc1)(1 + u)

a1r3
> 0

⇒ ln(r1) − ln(r1)
1

1 + u
+

(ln(r1))2uc1
a1 + c1 ln(r1)u

> 0

⇒ 1 −
1

1 + u
+

c1 ln(r1)u

a1 + c1 ln(r1)u
> 0

⇒
u

1 + u
+

c1 ln(r1)u

a1 + c1 ln(r1)u
> 0.

Esta desigualdad es verdad cuando el punto fijo existe.

1 −A +B > 0.

⇒ 1 + (1 − ln(r1) +
1

1 + u
) + (1 − ln(r1))

1

1 + u
+

(ln(r1)2uc1)(1 + u)

a1r3
> 0

⇒ 2 − ln(r1) + (2 − ln(r1))
1

1 + u
+

(ln(r1))2uc1
a1 + c1 ln(r1)u

> 0

⇒
(2 − ln(r1))(2 + u)

1 + u
+

(ln(r1))2uc1
a1 + c1 ln(r1)u

> 0

⇒ (2 − ln(r1))(2 + u)(
a1

c1 ln(r1)
+ u) + ln(r1)u(1 + u) > 0

⇒ 2(2 − ln(r1))
a1

c1 ln(r1)
+ ((2 − ln(r1))

a1
c1 ln(r1)

+ 4 − ln(r1))u + 4u2 > 0

Tenemos que una de las condiciones de estabilidad se cumple automática-
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mente y las otras las podemos utilizar para encontrar regiones en las que el
punto de equilibrio es estable o inestable. Dado que las condiciones no son
muy espećıficas no podemos determinar en general la estabilidad del punto
de equilibrio E101, pero śı para valores particulares de r1, r2, r3, a1, a2, b1,
b2, c1 y c2. Utilizando los valores r1 = 4.3, r2 = 1, r3 = 30, a1 = 8, a2 = 5, b1 = 2,
b2 = 6, c1 = 1.5 y c2 = 4, tenemos que E101 = (1.5,0,8.2) tiene los valores
propios λ1 = 0.997, λ2 = 0.997 y λ3 = 0.323 por lo que el punto es estable,
véase figura 3.4.

Figura 3.4: Las condiciones iniciales son el asterisco verde con N0 = 3.5,
P0 = 9, R0 = 5 y el punto de equilibrio E011 es el asterisco rojo.

Por otro lado, para los valores r1 = 5.4, r2 = 1, r3 = 30, a1 = 8, a2 = 5,
b1 = 2, b2 = 6, c1 = 1.6, c2 = 4 y utilizando las mismas condiciones iniciales
que en la simulación anterior, obtenemos que el punto de equilibrio E101 =

(1.58,0,7.49) tiene los valores propios λ1 = 1.088, λ2 = 1.088 y λ3 = 0.306 por
lo que es inestable, ver figura 3.5.
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Figura 3.5: El asterisco verde es la condición inicial y el asterisco rojo es el
punto de equilibrio E101.

Estabilidad del punto E011 (El consumidor P y el recurso R.)
Para este punto de equilibrio tomaremos P = P011 y R = R011.

El punto E011 existe si b1 < r2 y r3 > 1 y se cumplen las condiciones

P + (b1 − r2)R = 0,

(1 +R)(1 + c2P ) = r3.

Esto puede ser rearreglado para obtener P /R = r2 − b1, y sustituyendo
obtenemos (1 +R) (1 + c2(r2 − b1)R) = r3.
También usando la primera condición tenemos que b1R + P = Rr2 y usando
la segunda r3

1+R = 1 + c2P.
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Sustituyendo en el jacobiano

J011 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1e
(−a2

P
N
) 0 0

−r2b2RP
(b1R+P )2

b1r2R
2

(b1R+P )2
r2P

2

(b1R+P011)
2

r3R
(1+R)

−c1
(1+c2P )2

r3R
(1+R)

−c2
(1+c2P )2

r3R
(1+R)2

1
(1+c2P )

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1e
(−a2

P
R
) 0 0

b2P
r2R

b1
r2

P 2

r2R2

−c1R(1+R)
r3

−c2R(1+R)
r3

1
1+R011

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

La ecuación caracteŕıstica en el punto E011 es

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 exp(−a2(r2 − b1)) − λ 0 0

b2(r2−b1)
r2

b1
r2
− λ (r2−b1)

2

r2

−c1R011(1+R011)

r3

−c2R011(1+R011)

r3
1

1+R011
− λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (r1 exp(−a2(r2−b1))−λ)((
b1
r2
−λ)(

1

1 +R
−λ)+(

(r2 − b1)2

r2
)(
−c2R(1 +R)

r3
)).

Un valor propio es
λ1 = r1e

−a2(r2−b1),

los otros dos se pueden ver como las ráıces del polinomio

det

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b1
r2
− λ (r2−b1)

2

r2

−c2R(1+R)
r3

1
1+R − λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0,

que tiene la forma λ2 +Aλ +B = 0, tomando como A y B

A = −(
b1
r2
+

1

1 +R
),

B =
b1

r2(1 +R)
+

(r2 − b1)2c2R(1 +R)

r2r3
.
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Las condiciones de estabilidad para el primer valor propio son

r1e
−a2(r2−b1) < 1, ⇒ a2(r2 − b1) > ln(r1),

usando las condiciones de Jury para la matriz de 2 × 2

1 −B > 0,

1 +A +B > 0,

1 +A +B > 0,

podemos deducir si la estabilidad de los valores propios:

1. 1 −B > 0 ⇒ −Rr3
(1+R)2 <

r2
b1
− 1 ⇒

(1−
r2
b1
)(1+R)2

R < r3

2. 1 +A +B > 0 ⇒ 2 > 1+R
r3

+ 1
1+R ⇒

(1+R)2

1+2R < r3

3. 1 −A +B > 0 ⇒ 2r3
1+R + r3

(1+R)2 (1
b1
r2
) > 1 − b1

r2

⇒
(1−

b1
r2
)(1+R)

2+( 1
1+R )(1+

b1
r2
)

< r3.

Podemos utilizar las ecuaciones que condicionan la existencia del punto pa-
ra parametrizar la curva del punto fijo en el plano r3-R011 como r3 = (1 +
u) (1 + c2(r2 − b1)u), R011 = u, para u > 0. Tomando las mismos A y B que
tomamos anteriormente las condiciones de Jury se convierten en

1 −B > 0 ⇒
b1

r2(1 + u)
+

c2u(r2 − b1)2

r2 (1 + c2(r2 − b1)u)
< 1

⇒ (
b1
r2

)
1

1 + u
+ (1 −

b1
r2

)(
c2(r2 − b1)u

1 + c2(r2 − b1)u
) < 1

1 +A +B > 0 ⇒ 1 −
b1
r2
−

1

1 + u
+

b1
r2(1 + u)

+
c2u(r2 − b1)2

r2 (1 + c2(r2 − b1)u)
> 0

⇒ (1 −
b1
r2

)(1 −
1

1 + u
) +

c2u(r2 − b1)2

r2 (1 + c2(r2 − b1)u)
> 0.
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Tenemos que esta condición siempre se cumple, ya que para que el punto
E011 exista se tiene que b1 < r2 y que u > 0. Entonces 1 − b1

r2
> 0 y 1 − 1

1+u > 0.

1 −A +B > 0 ⇒ 1 +
b1
r2
+

1

1 + u
+

b1
r2(1 + u)

+
c2u(r2 − b1)2

r2 (1 + c2(r2 − b1)u)
> 0.

Esta desigualdad siempre se cumple, ya que para este punto E011 tenemos
que b1 < r2 y todas las demás constantes son positivas.
Podemos deducir la estabilidad de este punto fijo (0, P,R) únicamente utili-
zando las constantes del primer valor propio y la primera condición de Jury.
Con esto podemos encontrar valores particulares de los parámetros r1, r2, r3,
a1, a2, b1, b2, c1 y c2 para los cuales es estable o inestable el punto E011.

Para los parámetros r1 = 1.5, r2 = 2, r3 = 150, a1 = 1, a2 = 5, b1 = .1, b2 = .2,
c1 = 1 y c2 = 1 y las condiciones iniciales N0 = 0.1, P0 = 8 y R0 = 7, tenemos
que E101 = (0,15.43,8.12) con los valores propios λ1 = 0.944, λ2 = 0.944 y
λ3 = 0.0001, como λ1,2,3 < 1 el punto de equilibrio es asintoticamente estable
como ilustra en la figura 3.6

Por otro lado, usando los parámetros r1 = 5, r2 = 6, r3 = 20, a1 = .05,
a2 = .2, b1 = .1, b2 = 5, c1 = .5 y c2 = .7, tenemos el punto de equilibrio
E011 = (0,9.5,1.6) tiene como sus valores propios a λ1 = 0.925, λ2 = 0.925 y
λ3 = 1.536, lo que nos dice que este punto de equilibrio tiene un valor propio
repetido (λ1 = λ2) el cual es menor a uno y λ3 > 1 por lo que el punto de
equilibrio es inestable. Utilizando las condiciones iniciales N0 = .01, P0 = 8 y
R0 = 7, obtenemos la simulación que se muestra en la figura 3.7
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Figura 3.6: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el asterisco rojo
es el punto de equilibrio E011, el cual es estable.

Figura 3.7: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y punto de equili-
brio E011 es el asterisco rojo, el cual es inestable.



56 CAPÍTULO 3. EL MODELO

El punto fijo de coexistencia E111 .
Para este punto de equilibrio utilizaremos N = N111, P = P111 y R = R111.

Este punto satisface las condiciones

b2N + P + (b1 − r2)R = 0,

a1N + a2P − ln(r1)R = 0,

(1 +R)(1 + c1N + c2P ) = r3.

Despejando a N y P en términos de R obtenemos las siguientes igualdades.

N = (
a2(r2 − b1) − ln(r1)

a2b2 − a1
)R, P = (

a1(b1 − r2) + b2 ln(r1)

a2b2 − a1
)R.

Definimos a U y V de la siguiente manera

U = (
a2(r2 − b1) − ln(r1)

a2b2 − a1
), V = (

a1(b1 − r2) + b2 ln(r1)

a2b2 − a1
),

por lo que podemos sustituir de la forma

N = UR y P = V R. (3.8)

Sabemos que N, P y R por lo que U > 0 y V > 0 para que el punto de equili-
brio exista .
Haciendo la sustitución en la tercera ecuación obtenemos

(1 +R)(1 + (c1U + c2V )R) = r3.

Si evaluamos el jacobiano en el punto (N111, P111,R111) y calculamos sus
vectores propios tendremos algo de la forma

(J1,1,1 − λI) = 0 ⇒ λ3 +Aλ2 +Bλ +C = 0

Las condiciones de Jury para matrices de 3 × 3 son:

1 +A +B +C > 0

1 −A +B −C > 0
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3 +A −B − 3C > 0

1 +AB −B −C2 > 0.

Si todas las condiciones se cumplen entonces tenemos que el punto de equi-
librio es estable.

Para los valores r1 = 4, r2 = 2, r3 = 13, a1 = 15, a2 = 9, b1 = .7, b2 = 16,
c1 = 4 y c2 = 2 las condiciones iniciales N0 = 5, P0 = 8 y R0 = 9 tenemos
que el punto E111 = (0.334,0.086,4.178) y los valores propios son λ1 = 0.871,
λ2 = 0.871 y λ3 = 1.082 por lo que el punto de equilibrio es inestable, véase
figura 3.8.

Figura 3.8: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio E111 es el asterisco rojo.
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Utilizando lo valores r1 = 3, r2 = 2.3, r3 = 50, a1 = 1.3, a2 = .6, b1 = 1.1,
b2 = .9, c1 = 1.1, c2 = .1 y las mismas condiciones iniciales que la simulación
anterior tenemos que el punto de equilibrio E111 = (3.81,5.75,7.66) tiene
valores propios λ1 = 0.93, λ2 = 0.93 y λ3 = 0.86 por lo que es estable, ver
figura 3.9.

Figura 3.9: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio E111 es el asterisco rojo.

3.4. Coexistencia de puntos de equilibrio

Usando los parámetros r1 = 2, r2 = 6, r3 = 20, a1 = 5, a2 = 2, b1 = .1, b2 = 5,
c1 = 2, c2 = .7 y las condiciones iniciales N0 = .8, P0 = 1 y R0 = 8 , tenemos la
existencia de dos puntos de equilibrio. El punto E011 = (0,9.5,1.6) tiene de
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valores propios a λ1 = 0.925, λ2 = 0.925 y λ3 = 0.00001 como λ1,2,3 < 1 entonces
E011 es estable. El otro punto equilibrio E101 = (0.871,0,6.289) tiene como
valor propios a λ1 = 0.675, λ2 = 0.675 y λ3 = 7.564 como λ3 > 1 entonces E101

es inestable, véase figura 3.10.

Figura 3.10: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio E011 y E101 son los asteriscos rojos.

Utilizado los mismos parámetros que en la simulación de la figura 3.7, te-
nemos que se cumplen las condiciones de existencia para los puntos de equili-
brio E101, E011 y E001. El punto de equilibrio E101 = (21.8336,0,0.6783) tiene
a λ1 = 1.2016, λ2 = 1.2016 y λ3 = 0.0373 como λ1 > 1 entonces el punto de equi-
librio es inestable. El segundo punto de equilibrio E011 = (0,9.5103,1.6119)
tiene como valores propios a λ1 = 0.9251, λ2 = 0.9251 y λ3 = 1.5364 tenemos
que λ3 > 1 por lo que el punto de equilibrio es inestable. El punto de equilibrio
E001 = (0,0,19) también es inestable debido a que r2 > b1. El punto de equi-
librio E111 no existe porque A < 0. Usando las condiciones iniciales N0 = .01,
P0 = 8 y R0 = 7 tenemos la simulación que se muestra en la figura3.11.
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Figura 3.11: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio E011, E101 y E001 son los asteriscos rojos.

Para estos valores de los parámetros se observa que la población P tiende
a cero rápidamente, por lo que podemos despreciar esa ecuación en nuestro
sistema y trabajar únicamente en el plano N −R. Para la simulación de color
azul tenemos condiciones iniciales (0.01,7) y para la de color rojo tenemos
(0.0196,7.0025). Las dos condiciones iniciales están muy cercanas como se
puede observar en la figura 3.12 y las dos simulaciones están en la misma
región pero pasan por puntos distintos lo cual sugiere un comportamiento
caótico. Para verificarlo graficamos el tiempo contra N y el tiempo contra R.
Observamos en la figura 3.13 que las soluciones se separan rápidamente en
las gráficas de las primeras 100 iteraciones lo que nos dice que el sistema es
muy sensible a condiciones iniciales.
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Figura 3.12: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio E101 es el asterisco negro (100 iteraciones).

Figura 3.13: Las dos poblaciones de N y R contra el tiempo

Esto nos vuelve a sugerir que el sistema es caótico pero para demostrarlo
es necesario calcular los exponentes de Lyapunov. Esto se hizo utilizando el
algoritmo descrito en el apéndice A y por medio del código [7]. Verificamos
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que el algoritmo funcionara calculando los exponentes de Lyapunov del ma-
peo de Hénon con 50,000 iteraciones y obtuvimos los mismos valores de los
exponentes que los registrados en la literatura, los cuales son λ1 = 0.04189
y λ2 = −1.6229; como el mapeo tiene un exponente de Lyapunov positivo
entonces el mapeo de Hénon es caótico.

Lo aplicamos entonces a la versión bidimensional de nuestro sistema:

Nt+1 = r1Nt exp(
−a1Nt

Rt

), Rt+1 =
r3Rt

1 +Rt

1

1 + c1Nt

, (3.9)

con el Jacobiano

J =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1 exp(−a1NR ) − r1Na1
R exp(−a1NR ) r1N

R2 (a1N) exp(−a1NR )

r3R
(1+R)

−c1
(1+c1N)2

r3R
(1+R)2

1
(1+c1N)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Utilizando el algoritmo de [7] obtenemos que en 1,000 iteraciones, los
exponentes de Lyapunov son λ1 = 0.2262 y λ2 = −0.5511, lo que sugiere que el
sistema es caótico. Sin embargo, debido a que los exponentes de Lyapunov se
definen como un ĺımite cuando el tiempo tiende a infinito, decidimos correrlo
hasta 100,000 iteraciones y obtuvimos λ1 = −0.0301 y λ2 = −0.0373, por lo
tanto el sistema no es caótico. Lo que parećıa ser un sistema con caos en 1,000
iteraciones, en 100,000 iteraciones el sistema tiene exponentes de Lyapunov
negativos y por lo tanto no es caótico, ver figura 3.14.
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Figura 3.14: Antes de 10,000 iteraciones parece haber caos, pero después el
exponente se vuelve negativo.

Llamaremos N1 y N2 a las componentes en N de la primera y segunda
simulación respectivamente, de la misma manera R1 y R2 las componentes en
R. Graficando a cada una contra el tiempo, podemos observar que después de
3,000 iteraciones las gráficas de N1 y N2 se comportan de la misma manera,
lo mismo pasa con las gráficas de R1 y R2, lo que nos dice que las dos
simulaciones ya están muy cerca después de la iteración 3,000, ver figuras
3.15 y 3.16.



64 CAPÍTULO 3. EL MODELO

Figura 3.15: N1 y N2 contra el tiempo.

Figura 3.16: R1 Y R2 contra el tiempo.

Esto nos sugiere que las soluciones tienden a una órbita periódica. Grafi-
camos puntos posteriores a la iteración 3,000 en el plano N −P para observar
su comportamiento, ver figura 3.17.
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Figura 3.17: Comportamiento en el plano N −R posterior a las 3,000 itera-
ciones

El sistema tiende a órbita periódica como se muestra en 3.17. En caso de
que encontráramos una órbita de periodo 3 podŕıamos concluir que es caótico
utilizando [24].

Debido a que encontramos la existencia de una órbita de periodo 4, in-
tentamos encontrar caos modificando ligeramente las variables r1, r3, a1 y c1
del sistema (3.9).

3.4.1. Caos

Bastó cambiar r1 de 5 a 4.9, por lo que tenemos los parámetros r1 = 4.9,
r2 = 2, r3 = 20, a1 = 0.05, a2 = 0.2, b1 = 0.1, b2 = 5, c1 = 0.5 y c2 = 0.7
los puntos de equilibrio E101, E011 y E001 existen, están dados por E101 =

(21.749,0,0.684) y E011 = (0,5.7074,3.0039) y son inestables. El punto de
equilibrio E001 = (0,0,19) también es inestable y el punto de equilibrio E111

no existe. Con las condiciones iniciales N0 = 0.01, P0 = 8 y R0 = 15 tenemos
la simulación ilustrada en la figura 3.18.
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Figura 3.18: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y los puntos de
equilibrio E011, E101 y E001 son los asteriscos rojos.

De la misma manera la población P tiende a cero, por lo que trabajaremos
únicamente en el plano N −R. Considerando dos condiciones iniciales muy
cercanas tenemos el plano fase N −R que se muestra en la figura 3.19. Para
la simulación de color azul tenemos condiciones iniciales (0.01,15) y para
la de color rojo tenemos (0.0196,15.0025). El comportamiento observado en
la figura 3.20 nos sugiere nuevamente caos, debido a que el sistema es muy
sensible a condiciones iniciales.
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Figura 3.19: Las condiciones iniciales son el asterisco verde y el punto de
equilibrio E101 es el asterisco negro (100 iteraciones).

Figura 3.20: Poblaciones de N y R contra el tiempo.

De la misma manera que en la simulación anterior usamos el código des-
crito en [7] con 100,000 iteraciones para obtener los exponentes de Lyapunov
los cuales son λ1 = 0.2033 y λ2 = −0.5175, λ1 > 0 y por lo tanto nuestro siste-
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ma ahora śı pareciera que es caótico, ver figura 3.21.

Figura 3.21: En 100,000 iteraciones el exponente de Lyapunov tiende a un
valor positivo.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis era plantear y estudiar un modelo a
tiempo discreto en el cual estuvieran involucrados dos consumidores en com-
petencia y un recurso. Para concluir resumiremos los aspectos más relevantes
anteriormente tratados.

Durante esta tesis trabajamos con modelos de poblaciones. En el primer
caṕıtulo explicamos los modelos más comunes para ecuaciones diferenciales y
en el segundo caṕıtulo desarrollamos los modelos en ecuaciones en diferencias.

Combinando y modificando modelos previamente planteados logramos
crear el modelo principal que se estudia en el caṕıtulo tres. Al tener tres
especies involucradas hay una mayor variedad de comportamientos.

Por medio de las técnicas utilizadas, como por ejemplo linealización, con-
diciones de Jury, simulación numérica, entre otras, pudimos encontrar re-
giones para los valores de los parámetros donde el sistema se comporta de
maneras espećıficas. En particular encontramos valores para los cuales el sis-
tema parece presentar caos.

A continuación exponemos algunos de los casos más interesantes sobre el
comportamiento del modelo planteado en el caṕıtulo 3.

Si el punto E001 es estable se cumple r2 < b1 y r1 < 1 por lo que las
condiciones de existencia de E101 y E011 no se cumplen, por lo tanto
E101 y E011 no existen.

Por otro lado, si E011 o E101 existen, entonces E001 es inestable.
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Si a2 ∗ b2 > a1 necesitamos que se cumplan las siguientes desigualdades
para que el punto E111 exista

b2 ln(r1) >a1(r2 − b1) y

ln(r1) < − a2(b1 − r2).

Por otro lado si a2 ∗ b2 < a1 necesitamos que se cumplan las desigual-
dades

b2 ln(r1) <a1(r2 − b1) y

ln(r1) > − a2(b1 − r2).

Si usamos los siguientes valores de las variables: r1 = 4.9,r2 = 2, r3 = 7,
a1 = 1, a2 = 0.2, b1 = 5, b2 = 5, c1 = 2 y c2 = 3 tenemos la existencia del
punto de equilibrio E101 pero como b1 > r2 entonces E011 no existe.

Para los valores r1 = .2,r2 = 10, r3 = 7, a1 = 1, a2 = 0.2, b1 = 5, b2 = 5,
c1 = 2 y c2 = 3 existe el punto E011 pero como r1 < 1 entonces E101 no
existe.

Utilizando los parámetros r1 = 3, r2 = 2.3, r3 = 50, a1 = 1.3, a2 = 0.6,
b1 = 1.1, b2 = 0.9, c1 = 1.1, c2 = 0.1 tenemos que el punto de equilibrio
E111 existe y es estable, por lo tanto éste es un punto de coexistencia
para N , P y R.

Para los parámetros r1 = 5, r2 = 6, r3 = 20, a1 = .05, a2 = .2, b1 = .1,
b2 = 5, c1 = .5 y c2 = .7 tenemos la existencia de un ciclo ĺımite de
periodo 4 en el plano N − P .

Para los valores r1 = 4.9, r3 = 20, a1 = 0.05 y c1 = 0.5 tenemos aparente-
mente la existencia de caos para el sistema

Nt+1 = r1Nt exp(
−a1Nt

Rt

) y Rt+1 =
r3Rt

1 +Rt

1

1 + c1Nt

.

Basándonos en lo realizado en esta tesis, proponemos para trabajos futuros
encontrar de ser posible el rango de parámetros para el cual el sistema de
tres ecuaciones tiene caos, adimensionalizar el sistema de tres ecuaciones y
estudiar sus aplicaciones en la bioloǵıa.



Apéndice A

Códigos

Estos son algunos de los códigos utilizados para hacer las simulaciones y
las gráficas expuestas en esta tesis; el lenguaje de programación que utiliza-
mos es Matlab 2016.

Código que resuelve el modelo de tres poblaciones.

function r=second(iterations,r1,r2,r3,a1,a2,b1,b2,c1,c2,x1,y1,z1)

M=zeros(iterations,3); %creamos una matriz de iteraciones x 3

x(1)=x1;y(1)=y1;z(1)=z1; %poblacion inicial

M(1,1)=x1; M(1,2)=y1; M(1,3)=z1;

for i=2:iterations

x(i)=r1*x(i-1)*exp(-(a1*x(i-1)+a2*y(i-1))/z(i-1));

y(i)=(r2*y(i-1)*z(i-1))/(b1*z(i-1)+y(i-1)+b2*x(i-1));

z(i)=((r3*z(i-1))/(1+z(i-1)))*(1/(1+c1*x(i-1)+c2*y(i-1)));

M(i,1)=x(i);

M(i,2)=y(i);

M(i,3)=z(i);

% guardamos todas las poblaciones en un vector de iteraciones x 3

end

r=M;

end

Código para calcular los valores propios de la linealización en el punto
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E101:

function e101=eigenvalues101(r1,r2,r3,a1,a2,b1,b2,c1,c2)

%Condiciones de existencia del punto 101

%Si el punto existe primera columna => M101=1y si no existe=> M101=0

if r1>1 && r3>1

P=0;

E101=1;

% Raı́ces de R (c1*ln(r1))/a1*R^2 + (c1*ln(r1))/a1+1)R 1-r3 = 0

R1=[(c1*log(r1))/a1 (c1*log(r1))/a1+1 1-r3];

R2=roots(R1);

for i=1:2;

if R2(i,1)>0;

R=R2(i,1);

end

end

%Raı́ces de N (a1*c1*N)/(ln(r1))*R^2 + (c1+(a1*N)/ln(r1))R 1-r3 = 0

N1=[(a1*c1)/log(r1), c1+a1/log(r1), 1-r3];

N2=roots(N1);

for i=1:2;

if N2(i,1)>0;

N=N2(i,1);

end

end

%Calculamos los valores propios de la linealización

r= jacobian(N,P,R,r1,r2,r3,a1,a2,b1,b2,c1,c2);

z=eig(r);

lambda101=abs(z)

y101=zeros(3,1);

for i=1:3

if abs(z(i,1))<1;

y101(i,1)=1;
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elseif abs(z(i,1))>=1;

y101(i,1)=0;

end

end

%Estable = 1 & Inestable=0

W101=0;

if y101==[1; 1; 1];

W101=1;

end

%creamos un vector con toda la información sobre este punto

Z=cell(1,5);

Z{1, 1}=E101;

Z{1, 2}=N; Z{1, 3}=P; Z{1, 4}=R;

Z{1, 5}=W101;

%en caso de no existir todos los outputs serán cero

elseif r1<=1 || r3<=1 || c1<=1

E101=0;

Z=cell(1,5);

Z{1, 1}=E101;

Z{1, 2}=0; Z{1, 3}=0; Z{1, 4}=0;

Z{1, 5}=0;

end

e101=Z;

end

Código para calcular los valores propios en la linealización del punto de
equilibrio E111:

function e111= eigenvalues111(r1,r2,r3,a1,a2,b1,b2,c1,c2)

A=(a2*(r2-b1)-log(r1))/(a2*b2-a1);

B=(a1*(b1-r2)+b2*log(r1))/(a2*b2-a1);

%Condiciones de existencia para el punto E111

%Primer columna Existe=1 o No-existe=0

if A>0 && B>0



74 APÉNDICE A. CÓDIGOS

%Calculamos las raı́ces de R

R1=[c1*A+c2*B, c1*A+c2*B+1, 1-r3];

R2=roots(R1);

E111=1;

%Tomamos la raı́z positiva

for i=1:2

if R2(i,1)>0;

R=R2(i,1);

end

end

%Una vez calculado R podemos calcular N y P

N=A*R;

P=B*R;

%Valores propios en la linealización

r= jacobian(N,P,R,r1,r2,r3,a1,a2,b1,b2,c1,c2);

z=eig(r);

lambdas=[abs(z(1)),abs(z(2)),abs(z(3))]

%Checamos cada uno de los valores propios

y111=zeros(3,1);

for i=1:3;

if abs(z(i,1))<1;

y111(i,1)=1;

elseif abs(z(i,1))>=1;

y111(i,1)=0;

end

end

v111=[N,P,R];

%Ultima columna Estable= 1 && Inestable=0

W111=0;

if y111==[1; 1; 1];

W111=1;

end
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%Imprimimos toda la información del punto de equilibrio

Z=cell(1,5);

Z{1, 1}=E111;

Z{1, 2}=N; Z{1, 3}=P; Z{1, 4}=R;

Z{1, 5}=W111;

%en caso de que el punto no exista

elseif A>=0 || B>=0

E111=0;

Z=cell(1,5);

Z{1, 1}=E111; Z{1, 2}=0; Z{1, 3}=0; Z{1, 4}=0; Z{1, 5}=0;

end

e111=Z;

A %podemos ver los valores de A y B

B

end

Código para mover dos variables y poder encontrar donde el punto de
equilibrio E111 es estable o inestable:

%mover dos parámetros y ver si el punto fijo 111 cambia de estabilidad

%eigenvalues111(2.5,2,2.5,1,.1,.7,.9,1.1,.1) cambia a2

%a1 entre 1 y 2

%r2 entre 2 y 2.5

clc

clear all

close all

%parámetros a mover y de donde a donde se están moviendo

format long

a2=.1:.1:.7;

a1=2:.1:2.5;

% creamos una matriz para meter todos cálculos de los diferentes valores

% variando dos parámetros
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e=cell(length(a2)*length(a1),5);

%creamos dos for para varias dos parámetros

for i=1:length(a2)

for j=1:length(a1)

e(length(a1)*(i-1)+j,:)=eigenvalues111(2.7,a1(j),2.7,1,a2(i),.7,.9,1.1,.1)

end

end

%Acomodamos los valores

N=cell2mat(e(:,2));

P=cell2mat(e(:,3));

R=cell2mat(e(:,4));

es=cell2mat(e(:,5));

c=zeros(length(a2)*length(a1),3);

c(:,3)=es;

scatter3(N,P,R,[],c)

title(’Black is Unstable and Blue is Stable’)

xlabel(’N’)

ylabel(’P’)

zlabel(’R’)



Apéndice B

Exponente de Lyapunov

Los exponentes caracteŕısticos de Lyapunov o también llamados LCE (por
sus siglas en inglés), son medidas cuantitativas de la sensibilidad de la res-
puesta de un sistema dinámico a pequeñas perturbaciones en las condiciones
iniciales. Para que tengamos la presencia de una órbita caótica, necesitamos
que al menos un LCE sea positivo, esto implica divergencia exponencial de
las órbitas cercanas, mientras que en el caso de las órbitas regulares todos
los LCE son menores a cero.

A continuación se describe el algoritmo que se usó para calcular el mayor
exponente de Lyapunov[6].

Lo primero que tenemos que hacer es calcular el Jacobiano del sistema.

1. Elegimos una condición y dejamos que nuestro mapeo itere unas 100
veces. Esto lo hacemos para despreciar a los transitorios.

2. Escogemos un ángulo φ arbitrario que define la dirección (cosφ, sinφ).

3. Calculamos el siguiente punto del mapeo y calculamos el error trans-
formado usando el mapeo diferencial E(x, y) = J(x, y) ⋅ (cosφ, sinφ)t.

4. El error crecerá por d =∥E(x, y)∥ y agregamos un log d a un acumulado.

5. Normalizamos el vector de dirección a un vector unitario (E′(x, y) =

E(x, y)/d) y ahora regresamos al punto 3 usando nuestro nuevo error.

6. El resultado es el acumulado dividido entre el número de iteraciones.
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