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Resumen

En el presente trabajo de tesis investigamos las posibles configuraciones de
equilibrio para Cristales Ĺıquidos (CL), en particular para la fase colestérica con-
finada entre placas paralelas con anclaje débil sometida a un campo eléctrico ex-
terno perpendicular a ellas. Al minimizar la densidad de enerǵıa de Frank-Oseen
(FO), densidad que determina el estado de deformación de la fase colestérica
la cual se desarrolla a lo largo del eje Z, obtenemos configuraciones de mı́nima
enerǵıa las cuales corresponden a configuraciones de equilibrio. Proponemos una
metodoloǵıa para solucionar las ecuaciones diferenciales producto de minimizar la
densidad de enerǵıa de FO. Tanto las condiciones planares de anclaje débil como
la simetŕıa del campo eléctrico externo aplicado a las placas paralelas, permite
escribir las ecuaciones diferenciales correspondientes como un sistema de ecua-
ciones integrales acopladas. Sobre las placas definimos condiciones planares que
establecen una dirección unitaria n0 espećıfica que obliga a la dirección local del
alineamiento promedio de las moléculas de la fase N∗ (representada por un vec-
tor unitario n), a alinearse con ella en las fronteras, es decir, sobre las placas
paralelas. Existen dos opciones, o bien estas direcciones se alinean de manera
paralela o perpendicular, o bien forman un ángulo entre ellas representado por
n · n0 = cos γ; la primera opción se representa como condiciones fijas a la frontera
(o anclaje fuerte ) y la segunda como condiciones variables (o anclaje débil). Es
posible hacer una aproximación al ĺımite de anclaje fuerte mediante anclaje débil
cuando la razón entre la enerǵıa de superficie y la enerǵıa de bulto w∗ →∞, bajo
esta condición investigamos como se desarrolla la fase N∗ al variar la intensidad
del campo eléctrico externo y esperamos que debido a la aproximación al ĺımite
de anclaje fuerte γ v kπ, con k entero.

Concluimos en esta breve investigación que es necesario imponer condiciones
de frontera fuertes de manera externa, pues por debajo del campo eléctrico cŕıtico
y para anclaje débil encontramos configuraciones cónicas-focales; por arriba del
campo cŕıtico y para anclaje fuerte obtenemos configuraciones colestéricas (N∗)
que se desenrrollan en nemáticas (N).
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Introducción

En los últimos años las aplicaciones de los Cristales Ĺıquidos han ido en au-
mento, como por ejemplo en dispositivos de visualización, el más común de ellos
las pantallas LCD (Liquid Cristal Display). Los cristales ĺıquidos se utilizan para
modular la luz incidente debido a los efectos electro-ópticos que ocurren dentro
de las muestras de cristal ĺıquido, las cuales funcionan a bajos voltajes (∼ µV ) lo
que minimiza el consumo de enerǵıa de ciertos dispositivos electrónicos. Es posible
la modulación de la luz incidente sobre las muestras también por la anisotroṕıa
que presentan los cristales ĺıquidos, las propiedades anisotrópicas se deben a la
forma de las moléculas alargadas y sus enlaces qúımicos ŕıgidos de algunos de
ellos, además de su orden de largo alcance entre las orientaciones promedio de las
moléculas, que mediante la aplicación de un campo eléctrico externo la orientación
promedio de las moléculas cambia a causa de la anisotroṕıa dieléctrica del medio
mesofásico, esta reorientación debida a la influencia de un campo eléctrico ex-
terno se vuelve visible a causa de esta anisotroṕıa óptica que presenta el material
[1]. En la actualidad debido a sus propiedades electró-opticas existen tecnoloǵıas
basadas en una clase particular de cristales ĺıquidos conocidos como Colestéricos
(N∗) o Nemáticos quirales, quirales pues su imagen especular no coincide con su
imagen real, estos son utilizados en rejillas de difracción intercambiables, lentes
con transparencia controlada por voltaje, dispositivos de direccionamiento de ha-
ces (beam-steering) etc. La comprensión de las estructuras orientacionales en los
cristales ĺıquidos colestéricos y las transiciones que ocurren por perturbaciones
externas ya sea mecánicas, eléctricas o magnéticas, son de importancia teórica
y práctica. Cuando un campo externo interactúa con un medio dieléctricamen-
te anisotrópico este puede modificar los puntos de transición de fase, cambiar los
parámetros de orden o inducir una nueva simetŕıa, es decir, influye en la estructura
y las propiedades termodimámicas del medio, tales fenómenos deben distinguirse
de los efectos del campo relacionados con la reorientación promedio de las molécu-
las que se acompaña de cambios fuertes en las propiedades ópticas de los cristales
ĺıquidos [2].

Poco después del descubrimiento de los cristales ĺıquidos y de establecer teoŕıas
de la elasticidad para describir el comportamiento orientacional de estas sustancias
orgánicas, se desarrollo un trabajo intenso sobre los efectos que sufren los cristales
ĺıquidos mediante la aplicación de campos externos. Las primeras investigaciones
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INTRODUCCIÓN

sobre las interacciones entre campos eléctricos y magnéticos con cristales ĺıqui-
dos colestéricos mostraron que para campos suficientemente fuertes el paso de la
hélice, es decir, el giro de la dirección promedio de las moléculas de una capa a
otra formando una espiral ascendente hasta regresar a la misma dirección tam-
bién conocido como el pitch (p) se desenrrolla provocando una transición de la
fase colestérica a la nemática (Ch-N) [3, 4, 5]. Posteriormente las variaciones pro-
nosticadas entre el pitch y el campo aplicado se observaron experimentalmente.
[6, 7, 8]

En trabajos sobre los parámetros de control de la configuración colestérica se
enfatiza que tales parámetros de la transición Ch-N no depende de la temperatura,
sino de un campo de origen mecánico, eléctrico o magnético. El radio de confina-
miento w = d/p (donde d es el espesor de la muestra) es el principal parámetro
de control que caracteriza la acción mecánica de las dos superficies que limitan
la muestra mientras que los campo externos actúan como parámetros de control
adicionales. [9]

Las investigaciones realizadas muestran que tanto la anisotroṕıa dieléctrica del
medio (positiva o negativa) como el radio de confinamiento influyen de manera
importante en la configuración de la fase colestérica confinada entre placas para-
lelas ya que bajo la influencia de un campo eléctrico (paralelo al eje helicoidal)
y el giro a causa de la quiralidad (que es inversamente proporcional a p) se ha
observado el desarrollo de diferentes texturas [10, 11, 12]. Las muestras de cristal
ĺıquido sometidas a condiciones fijas o variables en la frontera sobre las placas
que confinan las muestras de cristal ĺıquido juegan un papel importante en el
desarrollo de las configuraciones de los sistemas mesafásicos, ya que además de
observarse contracciones o dilataciones en el pitch de la fase colestérica a con-
secuencia de la aplicación externa de campos, eléctricos principalmente, dan pie
a una serie de diferentes estructuras y transiciones de fase no solo la transición
Ch-N. [13, 14, 15, 16]

El objetivo del trabajo de tesis aqúı presentado es encontrar como vaŕıa la
dirección local promedio de alineación de la fase colestérica confinada entre pla-
cas paralelas sometidas a condiciones de frontera mediante una aproximación de
anclaje débil al ĺımite de anclaje fuerte, bajo la aplicación de un campo eléctrico
externo perpendicular a las placas, desde la prespectiva de su espacio fase, para
ello este trabajo consta de 5 caṕıtulos y una sección donde exponemos las conclu-
siones de esta investigación. En el caṕıtulo 1 presentamos una breve introducción
histórica sobre el descubrimiento de las fases mesomórficas o cristales ĺıquidos,
además de una descripción básica de las propiedades para algunas de las mesofa-
ses más comunes: Nemática (N), Colestérica o nemática quiral (N∗) y Esméctica
(S). Posteriormente establecemos una relación matemática para la fase nemática
y colestérica, mediante la densidad de enerǵıa Frank-Oseen (FO) la cual describe
la deformación elástica que sufre la dirección promedio molecular a una tempera-
tura constante, es decir, trabajaremos con una descripción isotérmica del medio.
También presentamos una interpretación geométrica de las constantes elásticas
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INTRODUCCIÓN

de Frank [17]. La fase N∗ será de principal interés en este trabajo. En el caṕıtulo
2 presentamos una breve introducción al cálculo de variaciones para medios con-
tinuos. La descripción del estado de deformación lo determinamos en el caṕıtulo
anterior mediante la densidad de enerǵıa de FO la cual determina el estado de
deformación elástica, esta densidad de enerǵıa corresponde a configuraciones de
equilibrio, buscamos minimizar la densidad de enerǵıa de FO con la herramienta
del cálculo de variaciones, ya que las configuraciones de equilibrio ocurren jus-
tamente cuando la densidad de FO es mı́nima, este proceso implica utilizar las
ecuaciones de Euler-Lagrange (EL) aplicadas a medios continuos. La descripción
de los estados de equilibrio necesitan establecer las condiciones de frontera, para
ello analizamos el caso de condiciones de extremos fijos (Anclaje fuerte) y también
las condiciones de extremos variables (Anclaje débil). Las descripciones del estado
de deformación de la fase colestérica corresponde a la teoŕıa continua estática de
cristales ĺıquidos [18].

En el caṕıtulo 3 analizamos los efectos de campos externos sobre las mues-
tras de cristales ĺıquidos. Estos campos tratan de alinear las muestras iniciando
aśı una competencia entre la dirección promedio de las moléculas en la frontera y
la dirección del campo aplicado, de esta manera es necesario encontrar la orienta-
ción promedio de las moléculas ahora en presencia de campos externos (eléctricos
o magnéticos), lo que da como resultado un término adicional de superficie a la
densidad de enerǵıa libre total de FO. Analizamos la transición de Fredericksz
la cual ocurre en la fase nemática, ella establece el campo magnético adimensio-
nal cŕıtico o umbral en el que la dirección promedio de las moléculas sufre una
reorientación, también discutimos sobre la longitud de coherencia la cual mide la
distancia en la que el director n comienza a variar en presencia del campo hasta
que este se alinea con el campo [19]. Para este trabajo analizamos los efectos de
un campo eléctrico paralelo al eje helicoidal de la fase colestérica.

Para el caṕıtulo 4 proponemos una forma vectorial para la dirección local del
alineamiento promedio de las moléculas, n (campo director unitario) que depende
expĺıcitamente de la coordenada z (paralela al eje de la hélice χ) y perpendicular
a las placas paralelas que confinan la fase N∗ donde existe la configuración de la
fase. La densidad de enerǵıa total depende expĺıcitamente de este campo direc-
tor, dando como resultado una forma funcional escalar. Mediante las ecuaciones
de equilibrio que resultan del proceso de minimización, encontramos constantes
de equilibrio (análogas a las constantes de movimiento en la mecánica clásica) y
la simetŕıa del campo eléctrico externo perpendicular a las placas nos permiten
construir un sistema de ecuaciones integrales de equilibrio, el cual escibimos en
términos de sus parámetros adimensionales. Sobre las placas paralelas impone-
mos una dirección de tendencia n0, paralela a las placas, en la dirección X, es
decir condiciones planares sobre la muestra. Como consecuencia de aproximar el
anclaje débil al fuerte se establecen condiciones aproximadamente fijas sobre las
fronteras, estas condiciones a su vez permiten modificar el sistema de ecuaciones
que imponen peŕıodos caracterizados por números enteros n, mφ para el ángulo
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INTRODUCCIÓN

de inclinación θ y φ respectivamente a lo largo del eje Z. Proponemos una estra-
tegia para resolver el sistema resultante con un radio de confinamiento fijo w y
las constantes elásticas de Frank para la fase N, 5CB. Al final de este caṕıtulo
desarrollamos el cálculo para encontrar el campo umbral adimensional de la fase
colestérica, similar al cálculo para encontrar el campo umbral de la transición de
Fredericksz.

En el caṕıtulo 5 exponemos los resultados obtenidos utilizando la metodoloǵıa
descrita en el caṕıtulo anterior, las soluciones del sistema de ecuaciones integrales
se resuelven mediante el método de Newton-Raphson (NR). Una vez obtenida una
solución del sistema para un valor del campo eléctrico dado, variamos la intensi-
dad del campo provocando un reajuste en los parámetros el cual es necesario para
que en el sistema sigan cumpliéndose las condiciones de frontera, por medio de
este proceso encontramos un conjunto de soluciones particulares, a continuación
graficamos la variación de los parámetros contra el campo eléctrico externo adi-
mensional correspondiente a cada solución del sistema de ecuaciones. Construimos
la función del ángulo de inclinación θ = θ(ξ), esta función depende de la variable
ξ donde se desarrolla la textura colestérica a lo largo de Z, de esta manera es
posible observar la variación de las amplitudes de oscilación a causa de las varia-
ciones de la intensidad del campo eléctrico adimensional aplicado a lo largo de la
muestra. Observamos que a pesar de tener una aproximación al anclaje fuerte los
soluciones se configuran para anclaje débil, calculamos el valor del campo umbral
ζ0, y observamos que para valores superiores a dicho campo las curvas del espacio
fase adquieren el anclaje fuerte esperado.

Finalmente discutimos los resultados obtenidos. Concluimos con una discusión
sobre las limitaciones que encontramos a lo largo de este trabajo, sus posibles
extensiones y perspectivas para futuras investigaciones.
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Caṕıtulo 1

Mesofases

1.1. Introducción a los Cristales Ĺıquidos

Cuando observamos la naturaleza es común que identifiquemos tres estados de
agregación de la materia o fases, a saber, sólido, ĺıquido y gaseoso, algunos com-
puestos como el agua presentan todos estos estados a diferentes temperaturas.
Sabemos que el agua se encuentra en estado sólido cuando la temperatura esta
bajo los 0oC, de forma ĺıquida entre 0oC y 100oC, y gaseosa cuando la tempera-
tura pasa de los 100oC. Sin embargo existen materiales que no se ajustan a esta
clasificación. Una sustancia se llama isotrópica cuando sus propiedades f́ısicas no
dependen de la dirección en la que son estudiadas, pues ciertas magnitudes vecto-
riales medibles dan resultados idénticos independientemente de la dirección elegida
para dicha medida. El agua a temperatura ambiente es un ejemplo de un ĺıquido
isotrópico, sin embargo algunas sustancias orgánicas como los CL presentan an-
isotroṕıa pues sus propiedades f́ısicas son diferentes para diferentes direcciones,
estas sustancia son en realidad de otra clase, a esta clase de fases se les conoce
como mesofases o fases mesomórficas, o simplemente como fases intermedias. Esta
clasificación le permite más libertades a la materia en el sentido de que los CL, a
la vez ĺıquido puede fluir como fluido o fluido viscoso, y al mismo tiempo posee
caracteŕısticas de un cristal sólido, es decir, propiedades ópticas como birrefrin-
gencia etc. Por lo tanto al exhibir ambas caracteŕısticas tanto de ĺıquido como de
sólido el nombre Cristal Ĺıquido representa claramente su naturaleza, no obstante
las controversias generadas por este nombre.

1.2. El Descubrimiento de los Cristales Ĺıquidos

El descubrimiento de los CL se atribuye principalmente al botánico Austriáco
F. Reinitzer [20] quien en 1888 experimentó y reportó las propiedades insólitas
de ciertas sustancia que hoy conocemos como cristales ĺıquidos. Reinitzer [18],
quien trabajaba con ésteres de colestérico (5-colester-3-il benzoato) o también co-

1



CAPÍTULO 1. MESOFASES

nocido como Benzoato de Colesteril, el cual es sólido a temperatura ambiente,
observó que exist́ıan dos puntos de fusión para dicha sustancia, el primero apa-
rećıa a una temperatura de 145.50C el material llegado a esta temperatura, pasaba
de ser un sólido a un ĺıquido opaco, y el segundo punto de fusión a un tempe-
ratura de 178.5oC, en este caso el ĺıquido antes opaco se convert́ıa en un ĺıquido
claro. Lo que Reinitzer encontró en el primer punto de fusión, el ĺıquido apaco,
es lo que ahora conocemos como CL Colestéricos, en ocaciones también llamados
CL Nemáticos quirales (N∗). También observó un comportamiento inusual en el
cambio de colores que se iban presentando en la sustancia conforme se variaba la
temperatura; el color azul aparareció llegando al primer punto de fusión, a conti-
nuación a un color azul-violeta brilloso cuando la temperatura hizo que el ĺıquido
opaco se cristalizará. Reinitzer envió muestras de su trabajo al F́ısico alemán F.
Lehmann, quien observó propiedades ópticas semejantes a las de los cristales, a su
vez estas sustancia teńıan la propiedad de fluir a la que acuño el término “flowing
cystals”, es decir cristales que fluyen, posteriormente en 1900 Lehmann establece
el término general Cristal Ĺıquido, término utilizado actualmente.

Sin percatarse por completo estos cient́ıficos estaban frente a un nuevo descu-
brimiento, un nuevo estado de sustancia, las cuales poséıan fluidez, como cualquier
ĺıquido ordinario, y a su vez propiedades de un sólido cristalino. Los resultados
publicados por Reinitzer y Lehmann interesaron a otros cient́ıficos quienes se su-
maron a este nuevo descubrimiento. A principios del siglo XX, cient́ıficos como
Vorländer de Halle (Alemania), preparó una centena de nuevos cristales ĺıquidos;
J. Friedel (Francia), propuso una primera clasificación de los CL; S. Oseen junto
con J. Zocher, holándes y checo respectivamente, fundaron una teoŕıa de elasti-
ciadad; y por parte de la antigua URSS en los años 30’s V. K. Frederiks y V. N.
Tsvetkov por primera vez realizaron investigaciones sobre las propiedades ópticas
y eléctricas de los CL [20].

1.3. Descripción básica de los Cristales Ĺıquidos

La mayor parte de los CL son sustancias orgánicas, estas sustancias pueden, de
cierta manera, forzarse a exhibir fases de cristal ĺıquido o bien variando la tempe-
ratura o bien variando la concentración en un solvente, a los primeros se les conoce
como CL termotrópicos; a los segundos, CL liotrópicos. Los materiales que ba-
jo condiciones apropiadas dan lugar a esta clase de mesofases se le conoce como
materiales mesogénicos [18]. En este trabajo de tesis trataremos básicamente
una descripción isotérmica, es decir, a una temperatura fija, en otras palabras,
trabajaremos con CL termotrópicos, entendemos también por termotrópico los
CL cuyas transiciones entre estados intermedios se deben únicamente a procesos
térmicos. Por otra parte los compuestos de CL que pasan por una o varias me-
sofases antes de convertirse en un ĺıquido isotrópico ordinario depende también
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CAPÍTULO 1. MESOFASES

Figura 1.3.1: Representación esquemática de las moléculas alargadas (calacmı́ti-
cas) y su composición orgánica que yace a lo largo de la molécula.

de factores como la estructura molecular, densidad o campos electromagnéticos
aplicados externamente [18].

En un cristal ĺıquido por regla general las moléculas son altamente anisotrópi-
cas en su forma geométrica, esta condición junto con la ŕıgidez de sus enlaces
permite que la sustancia exhiba estas fases intermedias, además de presentarse
como moléculas ŕıgidas de forma alargada (moléculas calacmı́ticas) o como un
disco (moléculas discóticas) [20].

La mayoŕıa de los CL termotrópicos están constituidos por moleculas alar-
gadas en forma de barra, veáse la figura (1.3.1). La justificación a este modelo
molecular proviene de la interacción entre los átomos neutros de las moléculas lo
que provoca desplazamientos de las nubes electrónicas, en concecuencia aparecen
campos eléctricos que forman dipolos eléctricos resultado del dezplazamiento de
las nubes de electrones de los átomos, ésta formación de dipolos conduce a que
las partes del átomos con cargas opuestas se atraigan mútuamente y por lo tanto
la totalidad del átomo también se atrae con otros átomos [20].

En el caso de las moléculas alargadas los átomos se sitúan a lo largo de un
linea determinada como se puede ver en la figura (1.3.1), o bien permanecen en un
plano para las moléculas en forma de disco, como se muestra en la figura (1.3.2)

Una vez justificado el modelo de molécula alargada con enlaces qúımicos ŕıgi-
dos, es necesaria una clasificación de los CL, ya que a pesar de que existen sus-
tancias que comparten un estado, o una mesofase, existen caracteŕısticas que
distinguen entre śı a los diferentes CL que se presentan en la naturaleza. Los
CL que presentan sus moléculas de forma alargada, de acuerdo a la clasificación
realizada por Friedel, se pueden clasificar en tres grupos o mesofases: Némati-
cos, Colestéricos y Esmécticos [21], cabe mencionar aqúı que nuestro interés
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Figura 1.3.2: Representación esquemática de las moléculas en forma de discos
(discóticas) y su composición orgánica que yace dentro del plano de la molécula.

será principalmente en CL termotrópicos en su fase Colestérica, ya que el desarrolo
porterior estará centrado en ésta mesofase en particular. A continuación haremos
una breve descripción de estos tres grupos.

Fase Nemática: Los ejes individuales de las moléculas que constituyen la
sustancia, tienden a alinearse, espontáneamente, paralelas unas con otras a lo lar-
go de una dirección preferencial (salvo fluctuaciones térmicas) como se ve en la
figura (1.3.3), en la mayoŕıa de los nemáticos esta dirección se conoce como eje
anisotrópico. La fase nemática posee un alto grado de orden orientacional aunque
no de orden traslacional, además de no existir una correlación de largo alcance
entre los centro de masa de las moléculas, que le permite trasladarse libremente
mientras permanezcan alineadas en promedio, paralelas una con otra, esta carac-
teŕıstica le da la posibilidad al nemático de fluir como un ĺıquido. También existe
una simetŕıa rotacional alrededor del eje anisotrópico o director, entonces la fase
nemática es uniaxial. Este eje uniaxial usualmente no tiene polaridad, aunque
podŕıa tenerla.

Es conveniente introducir un vector unitario n, llamado el director, para des-
cribir la dirección local del alineamiento promedio de las moléculas, al no existir
polaridad en el eje anisotrópico en dichas moléculas implica que n y −n son
indistingibles, es decir no tiene relevancia f́ısica el cambió de signo.

Fase Colestérica: Debido a su estructura, la fase colestérica se conoce tam-
bién como fase nemática quiral, (esto significa que su imagen especular no puede
hacerse coincidir con la imagen real) aunque al igual que las moléculas en el
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CAPÍTULO 1. MESOFASES

Figura 1.3.3: Arreglo molecular de la fase nemática, las moléculas se alinean en
promedio con el vector director n.

nemático, para la fase colestérica se consideran modelos de moléculas en forma
de barra o disco. La fase colestérica puede describirse como una fase formada por
una gran cantidad de capas nemáticas apiladas, sin embargo en la fase colestérica
el director n de estas capas realizan un giro a cierto ángulo de una capa a la otra
alrededor del eje χ normal al director. La quiralidad de la molécula nos indica si
la fase es de giro izquierdo o derecho, esta enerǵıa de giro es pequeña comparada
con la enerǵıa total de alineamiento paralelo de las moléculas [22]. Este arreglo
helicoidal exhibe propiedades ópticas como reflexión selectiva de luz polarizada
circularmente y un alto poder rotativo. Las primeras investigaciones sobre CL se
realizaron con ésteres de la colesterina que presentaban las caracteristicas arriba
descritas, de alĺı el nombre de fase colestérica. Una representación esquemática de
esta fase puede verse en la figura (1.3.4)

Fase Esméctica: Son estructuras estratificadas que tienen una distancia en-
tre capas consecutivas bien definidas además de que sus moléculas poseen orden
posicional. Para cada tipo de estratificación los arreglos moleculares varian. Por
ejemplo en la fase esméctica A las moléculas están ordenadas verticalmente en
cada una de las capas. La atracción entre capas es relativamente débil comparada
con las fuerzas de atracción que ejercen las moléculas vecinas, de alĺı la capacidad
que tienen estas capas para deslizarse una respecto a la otra con facilidad. Por
otro lado la fase esméctica C tienen una cierto grado de inclinación respecto a la
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Figura 1.3.4: Arreglo molecular para la fase colestérica, el director n realiza un
giro de una capa a la otra alrederor del eje χ.

normal del plano de la capa. Existen otras variantes de la fase esméctica como la
fase esméctica la C∗ o la fase esméctica Hexática por mencionar algunas [22].

En la fase Hexática las moléculas estan distribuidas en una red triangular; la
fase C∗ surge de agregar actividad óptica a las moléculas de la fase esméctica C
provocando que las moléculas giren alrededor del eje normal a la capa obteniendo
una configuración helicoidal. Una representación esquemática de esta fase puede
verse en la figura (1.3.5)

1.4. Densidad de Enerǵıa Libre

La anisitroṕıa presente en los cristales ĺıquidos dota a estos de propiedades
elásticas, eléctricas, magnéticas y ópticas. Las aplicaciones de estos materiales
principalmente se basan en dichas propiedades y en como reaccionan a perturba-
ciones externas. Las propiedades pueden clasificarse en escalares: como los paráme-
tros de transición termodinámicos (es decir, a las posibles transiciones de fase), y
no escalares como los coeficientes dieléctricos, diamagnéticos, viscosos, ópticos y
elásticos. En esta sección nos centraremos en las propiedades elásticas, mientras
que en caṕıtulos posteriores a propiedades no escalares, como dieléctricas etc.

Cuando intentamos deformar la alineación de n, generamos una reacción, una
fuerza restitutiva de naturaleza elástica, las constantes de proporcionalidad de
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Figura 1.3.5: Arreglo molecular para: fase esméctica A ( derecha), fase Esméctica
C (izquierda)

los esfuerzos de deformación y restitución se conocen como constantes elásticas
[22]. En el siguiente desarrollo vamos a considerar un medio débilmente deforma-
do, deformaciones fácilmente observadas ópticamente que tiene una enerǵıa libre
asociada como veremos a continuación.

Podemos describir el estado de deformación de la fase nemática o colestérica,
a una temperatura fija T mediante el director n. Es natural asociarle a la enerǵıa
libre1 una dependencia de deformación involucrando expĺıcitamente el gradiente
del director es decir, ∇n, que en componentes se escribe como ∂ni

∂xj
o de manera

simplificada ni,j [17]. Será necesario también suponer una distorsión pequeña, es
decir:

(1.4.1) |ni,j| �
1

a
,

donde a es el tamaño t́ıpico de la molécula, esta condición presenta varias ventajas,
podemos definir una orientación n(r) tangente a cada punto r, de tal manera
que sea posible hacer una descripción continua del medio mesofásico [17]. En
cualquier punto r las simetŕıas que presenta la orientación del director n, deberán
hacerse presentes en la densidad de enerǵıa libre, que denotaremos por f(r), la
cual también debe depender expĺıcitamente de sus derivadas∇n, esta enerǵıa libre
es invariante bajo cualquier cambio de orientación tanto de n como de ∇n. Aśı la
densidad de enerǵıa libre ya sea de la fase nemática o colestérica tiene que ser
invariante bajo cualquier operación que preserve la orientación local de n. Dicha
condición también revela una invarianza bajo la operación n → −n, operación

1La enerǵıa libre que asociamos a las deformaciones es la enerǵıa libre de Helmholtz (F ),
pues estamos considerando sitemas isotérmicos a volumen constante. Esta enerǵıa cumple dF =
−SdT + PdV [23]
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común tanto en nemáticos como en colestéricos, cabe hacer la observación de
que esta operación de simetŕıa no es una trasnformación espacial que transporte
materia, tampoco es una inversión central, sino una operación en el parámetro de
orden espacial que no afecta las moléculas f́ısicas, la ausencia de inversión central
impide que tal operación transforme un colestérico de giro derecho en uno de giro
izquierdo. Por otro lado la invarianza bajo rotaciones de π alrededor del director
n, del eje de la hélice que denotamos por χ y del eje transversal τ = χ × n,
preservan la orientación local de n.

Tanto en la fase nemática y colestérica es necesario restringir el desarrollo de la
densidad de enerǵıa libre a términos cuadráticos pues la restricción de la ecuación
(1.4.1), indica que ∇n es muy pequeño.

El único invariante escalar lineal es∇·n = ni,i, mientras que el único invariante
bajo cualquier rotación es n · ∇ × n =εijknk,jni, donde εijk es el tensor totalmente
antisimétrico de Levi-Civita. Podemos observa que∇·n es impar en n por lo tanto
debe ser excluido del desarrollo de la densidad de enerǵıa libre; sin embargo el
término (∇·n)2 esta permitido para nemáticos y colestéricos. El término n ·∇×n
cambia de signo bajo de inversión de coordenadas, por lo que sólo aparece en la
densidad de enerǵıa libre para la fase colestérica, finalmente el invariante escalar
(∇× n)2 aparece en ambas fases.

Utilizando la identidad (∇×n)2 = (n · ∇ × n)2+ (n×∇× n)2, donde ambos
términos del lado derecho son invatiantes simétricos, la densidad de enerǵıa libre
restringida a derivadas de primer orden, para el caso del nématico se escribe como:

(1.4.2) fFO =
1

2
K1(∇ · n)2 +

1

2
K2(n · (∇× n))2 +

1

2
K3(n×∇× n)2.

A la expresión (1.4.2) se le conoce como densidad de enerǵıa de Frank-Oseen
donde K1, K2 y K3 son las constantes elásticas de Frank todas positivas de un
orden ∼ 10−12 N . Para la fase colestérica en presencia del término n · (∇ × n)
nos conduce a la expresión:

(1.4.3) fFO =
1

2
K1(∇ · n)2 +

1

2
K2(n · (∇× n) + q0)

2 +
1

2
K3(n×∇× n)2,

donde q0 = 2π
p

, con p el periodo espacial o paso (pitch) de la fase. Para q0 positivo
en la fase colestérica tomaremos la convención de giro derecho, mientras que para
q0 negativo cuando la fase sea de giro izquierdo.

Las expresiones (1.4.2) y (1.4.3) representan la densidad de enerǵıa libre, a
veces llamada enerǵıa de bulto (bulk), dentro de una frontera especifica de los CL,
sin embargo para completar la descripción elástica será necesario que consideremos
las contribuciones de la enerǵıa libre de la frontera, esta frontera comunmente es
una superficie por lo que esta enerǵıa libre superficial está dada por:

(1.4.4) f13 + f14 = K13∇ · (n∇ · n)−K24(n∇·n + n× (∇× n)).
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La expresión (1.4.4) corresponde a densidades de enerǵıa las cuales se deben
integrar sobre la superficie cerrada de los CL. La naturaleza matemática de f13
y f14 permite llevar la expresión

´
(f13 + f14)dV una integral de volumen, a una

integral de superficie aplicando el Teorema de Gauss. Dichas integrales junto con´
fFOdV generalmente escalan linealmente con el tamaño del sistema deformado,

por lo tanto, la enerǵıa libre total estará dada por
´

(fFO + f13 + f14)dV , notemos
que tanto K13 como K14 no contribuyen a la eneǵıa de bulto, pero bien podŕıan
hacerlo influyendo en el equilibrio de n mediante las condiciones de frontera en la
superficie. Es necesario observar también que cuando el director n se encuentra
en un sistema de coordenadas cartesianas la expresión (1.4.4) se anula, es decir
f13 + f14 = 0.

Si consideramos que las expresiones (1.4.2) y (1.4.3) describen por completo
el estado de distorsión del sistema, es decir, despreciando los términos que corres-
ponden a la enerǵıa de superficie (o divergencia), podemos hacer un anális de los
CL solamente en el bulto, como mostraremos a continuación.

Si empleamos coordenadas ciĺındricas (r, ϕ, z) y suponemos que el director n
tiene las componentes siguientes: nx = cosϕ, ny = sinϕ y nz = 0, podemos obser-
var una dependencia bidimensional, desarrolando tenemos que ∇·n = 1

r
mientras

que los términos de las constantes K2 y K3 se anulan ya que∇×n = 0. Un análisis
para el caso tridimensional ocurre cuando tomamos las componentes del director
de la siguiente manera: nx = x

r
, ny = y

r
y nz = z

r
en donde r =

√
x2 + y2 + z2, por

lo tanto ∇·n = 2
r

y ∇× n = 0. Tanto en el caso bidimensional como en el tridi-
mensional nos referimos a la ecuación (1.4.2), donde el único término para ambos
casos que no se anula es la constante K1. La constante de Frank K1 se conoce
como módulo elástico de separación (splay elastic modulus). La figura (1.4.1.a)
muestra la forma geométrica o distorsión que se asocia a la constante K1.

Por otro lado considerando las componentes del director como: nx = cos qz,
ny = sin qz y nz = 0, con q = α

d
= 2π

p
> 0 donde α es el ángulo de giro a través de

los planos y d la anchura de la muestra que confina la fase mesofásica entre dos
superficies defiinidas. También podemos obervar que n · (∇× n) + q = 0, donde
q = −n · (∇× n) es el número de onda del material asociado al pitch p. El único
término no nulo para (1.4.2) y (1.4.3) en este caso es n · ∇×n, término que tiene
asociada la constante de Frank K2 llamado módulo elástico de giro (twist elastic
modulus). La distorsión asociada a K2 la podemos observar graficamente en la
figura (1.4.1.b).

Por último considerando el director como: nx = sinϕ, ny = cosϕ y nz = 0,
donde observamos que el único término que no se anula es n×∇× n, el cual
se le asocia la constante de Frank K3 conocida como módulo elástico de flexión
(bend elastic modulus), su interpretación geométrica la observamos en la figura
((1.4.1.c). El significado de este módulo tiene una interpretación geométrica adi-
cional, la expresión n × ∇ × n es el vector normal a la envolvente del campo
director con longitud |n×∇× n| = 1

r
que es la curvatura.

Los coeficientes K1, K2, K3, K13 y K24 tienen las dimensiones de fueza ([N ]
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Figura 1.4.1: Módulos elásticos de deformación: (a) Separación, (b) Giro, (c) Fle-
xión [24].

Newtons), sin embargo es necesario aclarar que estas constantes dependen de la
sustancia. Por ejemplo, cuando hablamos de un cristal ĺıquido nemático 5CB (4-
pentyl-4’-cyanobiphenyl) cerca de 26◦C los valores de las constantes de Frank son
[17]:

K1 = 6.2× 10−12N ; K2 = 3.9× 10−12N ; K3 = 8.2× 10−12N ;

Por otro lado para una sustancia MBBA (4-methoxybenzylidene-4’-butylaniline),
la cual es un cristal ĺıquido nemático, cerca de 25◦C tiene los valores para las cons-
tantes de Frank:

K1 = 6× 10−12N ; K2 = 3.8× 10−12N ; K3 = 7.5× 10−12N ;
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Caṕıtulo 2

Cálculo de Variaciones

2.1. Breve Introducción al Cálculo de Variacio-

nes

El objetivo principal del cálculo de variaciones es encontrar máximos y mı́ni-
mos de una cantidad escalar F que se escribe como una integral definida (2.1.1),
expresión importante en muchas áreas de la f́ısica y la matemática [25]; dicha inte-
gral representa una trayectoria entre dos puntos fijos en un espacio donde esta bien
definida. En realidad existe una infinidad de posibles trayectorias que pasan por
esos dos puntos, en principio fijos, aunque no necesariamente como veremos más
adelante. El cálculo de variaciones hace uso del principio variacional de mı́nima
acción comúnmente usado en la mécanica clásica [26] y hoy en d́ıa practicamente
en cualquier rama de la f́ısica. Este principio nos dice que de todas las trayectorias
posibles aquella en la que F tiene un valor extremal mı́nimo, es la que describe
el sistema mecánico observado en la naturaleza, es decir, las trayectorias que las
part́ıculas describen, sujetas a condiciones iniciales. La cantidad F es a menudo
llamada la acción, un funcional que a diferencia de una función ordinaria sus va-
riables independientes son funciones, en otras palabras, el funcional es una función
de funciones.

En la sección anterior encontramos la expresión de la enerǵıa libre, para la fase
nemática (1.4.2) y para la fase colestérica (1.4.3), estas expresiones nos indican el
estado de deformación de las fases nemática y colestérica respectivamente. Ahora
nos interesa conocer el estado de la mesofase cuando ha alcanzado el equilibrio,
es decir, cuando su estado de deformación ya es independiente del tiempo, de
perturbaciones externas etc. (un tipo de equilibrio termodinámico), dicho estado
de equilibrio ocurre justamente cuando la densidad de enerǵıa de Frank-Oseen
(FO) es mı́nima.

Podemos recurrir al procedimiento utilizado en la mecánica clásica para obte-
ner ecuaciones de movimiento para n part́ıculas puntuales sujetas a condiciones
iniciales, por medio de la variación de un funcional del tipo
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(2.1.1) F [qi] =

ˆ t1

t0

f [qi, q̇i, t]dt,

con i = 1, 2, 3, ...n, sobre este funcional se realiza una variación denotada por
δF de tal manera que se cumpla la condición δF = 0, es decir, un mı́nimo (o
máximo) o propiamente dicho un extremal de dicho funcional, entonces mediante
esta condición obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL) que dependen
de f . La forma de f (conocido como lagraniano o lagrangiana) depende del siste-
ma mecánico que se desee estudiar, al sustituirse en EL implican las ecuaciones
diferenciales que describen tal sistema y las soluciones de estas describen las tra-
yectorias para part́ıculas sujetas a condiciones iniciales. De esta forma el cálculo
variacional ofrece un método para encontrar ecuaciones de movimiento que descri-
ben los sistemas mecánicos. El cumplimiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange
son una condición necesaria para el equilibrio en el caso de una teoŕıa continua
estática de cristales ĺıquidos. Como hemos mencionado con anterioridad postu-
lamos a los CL como un medio continuo del cual ahora buscamos su estado de
equilibrio, mediante el método variacional que nos proporcione ecuaciones, las
ecuaciones de equilibrio de mı́nima distorsión. Por lo tanto es necesario hacer
las distinciones de un sistema mecánico de part́ıculas puntuales a un sistema en
equilibrio para un medio continuo, como veremos a continuación.

2.2. Condiciones de Frontera Fijas: Anclaje Fuer-

te

Antes de iniciar es importante conocer cuales son las coordenadas indepen-
dientes que describen el sistema de equilibrio que deseamos encontrar con el obje-
tivo de ser capaces de realizar una asociación con las coordenadas de un sistema
mecánico a un medio continuo, es decir

qi(t) ↔ θ(z)

q̇i(t) ↔ θ′(z)

t ↔ z.

Hemos asociado las coordenadas generalizas con el ángulo de inclinación θ
que caracteriza la deformación, mientras que θ’ es un equivalente del tensor de
deformación [27], podemos observar la representación de este ángulo en la figura
(2.2.1) además hemos asociado el tiempo t con el eje coordenado z. Para llevar a
cabo una descripción discreta de part́ıculas a una descripción de un medio continuo
primero asociamos la part́ıcula i−ésima tanto su posición qi como su velocidad q̇i
con θ(z) y θ′(z) respectivamente que son funciones continuas que dependen de z,
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Figura 2.2.1: Representación esquemática del ángulo de inclinación θ dentro del
plano de las placas (en el plano x − y) y el ángulo de giro φ, que representan la
inclinación del director n fuera del plano de las placas.

y segundo, en el caso de un sistema mecánico el lagrangiano f tiene unidades de
enerǵıa, sin embargo al pasar a una descripción de un medio continuo lo correcto
es hablar de una densidad de enerǵıa (o densidad lagraniana) que denotaremos a
partir de aqúı simplemente como f .

Para resolver un problema mediante el método variacional la manera común
de proceder es determinar la función θeq(z) ε[0, d], intervalo donde es continua y
diferenciable (al menos una vez), que minimiza el funcional

(2.2.1)

F [θ(z)] =

ˆ d

0

f [θ(z), θ′(z), z]dV

F [θ(z)]/L =

ˆ d

0

f [θ(z), θ′(z), z]dz,

que de manera simplificada la escribimos como

(2.2.2) F =

ˆ d

0

f [θ, θ′, z]dz,

donde F es la enerǵıa total por unidad de área y suponiendo los valores de frontera
fijos
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(2.2.3) θ(z = 0) = θ0 , θ(z = d) = θd,

en la muestra del CL donde d es el espesor de la muestra confinada entre placas
paralelas como se puede ver en la figura (2.2.3). Cuando los valores de la función
desconocida θeq son fijos en las fronteras de la muestra se conoce como anclaje
fuerte [27], bajo estas condiciones suponemos que la interacción en la superficie
es infinitamente fuerte de manera que la orientación del director está fija en la
superficie e independiente de las distorsiones elásticas en el bulto1

Todas las funciones posibles θ(z) pueden representarse mediante caminos que
conectan los puntos que hacen referencia a las condiciones de frontera, a saber,
z = 0, θ = θ0 y z = d, θ = θd. Podemos suponer que conocemos la función
θeq(z)ε[0, d] que minimiza el funcional (2.2.2), la cual satisface las condiciones
de frontera (2.2.3), también podemos suponer que una función θ(z) arbitraria
definida también en [0, d] se encuentra cerca de θeq(z), y como puede observarse
ambas satisfacen las mismas condiciones de frontera como se ve en la figura (2.2.2).

1En la realidad la interacción molecular en las placas paralelas es de naturaleza finita, sin
embargo se considera infinitamente fuerte pues otra manera de escribir la enerǵıa elástica total
por unidad de área de una muestra de CL es

F =

ˆ d

0

fdz + γ1 + γ2,

donde f = f(θ, θ′, z), y γ1,2 = γ1,2(θ(z = 0, d)) es la densidad de enerǵıa superficial, esto
corresponde al caso en donde las contribuciones superficiales son muy grandes comparadas con
la contribución del bulto[27], es decir,

γ �
ˆ d

0

fdz,

de alĺı que estas contribuciones se consideren infinitamente fuertes matemáticamente.
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Figura 2.2.2: Condiciones de frontera fijas: Anclaje fuerte.

Cuando decimos que θ(z) está cerca de θeq(z) significa que

(2.2.4) δθ(z) = θ(z)− θeq(z),

es una cantidad pequeña |δθ(z)| � 1 para todo z ε[0, d]. Por hipótesis la función
θeq(z) es la función que minimiza el funcional F y por lo tanto F [θ(z)] < F [θeq(z)].
Convenientemente escojemos θ(z) cerca de θeq(z) como

(2.2.5) θ(z) = θeq(z) + αv(z),

donde v(z) ε[0, d] es una función arbitraria diferenciable y α un parámetro pequeño
y real. La expresión (2.2.5) nos dice que si θeq(z) minimiza a F [θeq(z)] entonces
h(α) = F [θeq(z) + αv(z)] tiene un mı́nimo cuando α = 0. Podemos reescribir
(2.2.1) de la siguiente forma

(2.2.6) F [θeq(z) + αv(z)] =

ˆ d

0

f [θeq(z) + αv(z), θ′eq(z) + αv′(z), z]dz.

Sabemos que el principio variacional implica que δF = 0, por lo tanto

δF [θeq(z) + αv(z)] =
d

dα
F [θeq(z) + αv(z)]

∣∣∣
α=0

={ d

dα

ˆ d

0

f [θeq(z) + αv(z), θ′eq(z) + αv′(z), z]dz
}
α=0

= 0,(2.2.7)
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observamos que la variación nos conduce al siguiente desarrollo

δF =
{ˆ d

0

d

dα

(
f [θeq(z) + αv(z), θ′eq(z) + αv′(z), z]

)
dz
}
α=0

={ˆ d

0

[∂f
∂θ

∂θ

∂α
+
∂f

∂θ′
∂θ′

∂α

]
dz
}
α=0

= 0.(2.2.8)

De la expresión (2.2.8) y de (2.2.5) observamos que

∂θ

∂α
= v(z) ,

∂θ′

∂α
= v′(z).

utilizando el hecho anterior concluimos que

(2.2.9) δF =
{ˆ d

0

[∂f
∂θ
v(z) +

∂f

∂θ′
v′(z)

]
dz
}
α=0

= 0.

Por otro lado tenemos la siguiente identidad

(2.2.10)
∂f

∂θ′
v′(z) =

d

dz

[
∂f

∂θ′
v(z)

]
−

[
d

dz

∂f

∂θ′

]
v(z),

Sustituyendola tano en (2.2.10) como en (2.2.9) y utilizando el teorema funda-
mental del cálculo adecuadamente, eventualmente llegamos a la siguiente igualdad

(2.2.11)
{ˆ d

0

[
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

]
v(z)dz +

[
∂f

∂θ′
v(z)

]d
0

}
α=0

= 0.

En el caso de anclaje fuerte los valores de θ(z = 0, d) estan fijos, ello implica
que como por hipótesis θ y θeq satisfacen las mismas condiciones de frontera se
debe cumplir necesariamente que v(z = 0, d) = 0. Cuando hacemos α = 0 la
expresión (2.2.11) se reduce finalmente a

(2.2.12)

ˆ d

0

[
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

]
v(z)dz = 0.

En esta expresión el integrando

(2.2.13)
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′
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debe de ser idénticamente cero, de no serlo podemos suponer que el integrando
toma un valor positivo (negativo), por continuidad el integrando deberá der po-
sitivo (o negativo) en un intervalo tal que Ω ⊂ D con D = [0, d]. Por otro lado
śı tomamos a la función v(z) cero en casi todas partes de D excepto en Ω entonces
el integrando es positivo o negativo[

∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

]
v(z) > 0 ;

[
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

]
v(z) < 0,

contradiciendo el hecho de que la integral es identicamente cero, por lo tanto

(2.2.14)
∂f

∂θ
− d

dz

(
∂f

∂θ′

)
= 0.

para 0 ≤ z ≤ d. La ecuación (2.2.14) se conoce como ecuación diferencial de
Euler-Lagrange (EL) para un problema unidimensional de un medio continuo.
Las soluciones son una familia de funciones θ = θ(z, c1, c2) donde c1 y c2 son dos
constantes de integración determinadas de las dos condiciones (2.2.3).

Cuando f no depende expĺıcitamente de z la primera integral de las ecuaciones
de EL (2.2.14) se encuentra de manera inmediatamente que

(2.2.15) θ′
∂f

∂θ′
− f = C,

donde C es una constante.
Para fijar ideas mostraremos un ejemplo sencillo. Consideremos el siguiente

director

(2.2.16) n = (cos θ(z), sin θ(z), 0),

y consideremos una muestra de CL nemático confinado entre dos placas paralelas
a una distancia d como se muestra en la figura (2.2.3).

Vamos a encontrar la solución de equilibrio utilizando anclaje fuerte en la
fronteras de las placas, de esta manera n deberá satisfacer las condiciones de
frontera

(2.2.17) n0 = (1, 0, 0),

en z = 0, d , es decir que

θ|z=0,d = 0(2.2.18)
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Figura 2.2.3: Cristal ĺıquido nemático confinado entre un par de placas paralelas:
(a) Condiciones planares de frontera sobre el par de placas. (b) Textura nemática,
alineamiento del director n uniformemente constante a través de la muestra.

como podemos observar en la figura (2.2.3.a). Insertando el director (2.2.16) en la
densidad de Frank-Oseen (1.4.2) obtenemos que

(2.2.19) fFO =
1

2
K2

(dθ
dz

)2
,

y por lo tanto

(2.2.20) F =
1

2
K2

ˆ d

0

(dθ
dz

)2
dz.

La ecuación de equilibrio esta dada por la expresión (2.2.14), y utilizando
(2.2.19) obtenemos la ecuación diferencial

(2.2.21)
d2θ

dz2
= 0,

la cual tiene solución para el ángulo de inclinación

(2.2.22) θ(z) = az + b,

con a, b contantes. Aplicando las condiciones de frontera (2.2.18) nos revela que

θ(z) ≡ 0, 0 ≤ z ≤ d,(2.2.23)
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y el alineamiento con el directo n es uniformemente constante a través de la
muestra como se ve en la figura (2.2.3.b).

Consideremos ahora que se tiene otra coordenada independiente además del
ángulo de inclinación θ(z), el ángulo de giro (2.2.1) φ(z) de tal manera el funcional
correspondiente ahora se expresa como

(2.2.24) f = f(θ(z), θ′(z), φ(z), φ′(z), z),

es decir, ahora el cristal ĺıquido se desarrolla en un espacio tridimensional, por lo
tanto el funcional a variar ahora es

(2.2.25) F [θ(z), φ(z)] =

ˆ d

0

f [θ(z), θ′(z), φ(z), φ′(z), z]dz,

con condiciones de anclaje fuerte

(2.2.26) θ(z = 0) = θ̄0 , θ(z = d) = θ̄d

(2.2.27) φ(z = 0) = φ̄0 , φ(z = d) = φ̄d,

El procedimieto es completamente análogo tomando en cuenta que tanto θ y
φ estan cerca de θeq y φeq respectivamente, es decir que

δθ(z) = θ(z)− θeq(z)

δφ(z) = φ(z)− φeq(z),

las cuales son cantidades pequeñas, a saber, |δθ(z)| � 1 y |δφ(z)| � 1. Conve-
nientemente escojemos θ(z) cerca de θeq(z) como

(2.2.28) θ(z) = θeq(z) + αv(z),

y φ(z) cerca de φeq(z) de la siguiente manera

(2.2.29) φ(z) = φeq(z) + βω(z),

con v(z) y ω(z) funciones arbitrarias ambas diferenciables en el intervalo [0, d], α
y β son parámetros reales. Las condiciones (2.2.28) y (2.2.29) implican que
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(2.2.30) v(z = 0, d) = ω(z = 0, d) = 0.

Ya que las funciones θeq y φeq minimizan la expresión (2.2.25) se sigue que
F [θ, φ] > F [θeq, φeq], que en términos de α y β F(α, β) > F(0, 0), de esta manera
la función g(α, β) ≡ F [θeq(z) + αv(z), φeq(z) + βω(z)] tiene un mı́nimo cuando
α = 0 y β = 0, de donde se sigue que

(2.2.31)
(∂F
∂α

)∣∣∣
0,0

=
(∂F
∂β

)∣∣∣
0,0

= 0,

para todo v(z) y ω(z). Por lo tanto

δF =
∂F
∂β

=

ˆ d

0

∂

∂β
f =

{ˆ d

0

(
∂f

∂φ

∂φ

∂β
+
∂f

∂φ′
∂φ′

∂β

)
dz
}
βˆ d

0

(
∂f

∂φ
ω(z) +

∂f

∂φ′
ω′(z)

)
dz =

ˆ d

0

[∂f
∂φ
− d

dz

∂f

∂φ′

]
ω(z)dz +

[ ∂f
∂φ′

ω(z)
]d
0

= 0,

donde hemos utilizado la identidad

(2.2.32)
∂f

∂φ′
ω′(z) =

d

dz

[
∂f

∂φ′
ω(z)

]
−

[
d

dz

∂f

∂φ′

]
ω(z).

El procedimiento es completamente análogo para δF = ∂F
∂α

. Imponiendo la
condicion (2.2.31) y tomando en cuenta que (2.2.30) podemos derivar las fun-
ciones que extremizan la ecuación (2.2.25) que son soluciones de las ecuaciones
diferenciales

(2.2.33)
∂f

∂φ
− d

dz

(
∂f

∂φ′

)
= 0

(2.2.34)
∂f

∂θ
− d

dz

(
∂f

∂θ′

)
= 0,

definidas en 0 ≤ z ≤ d. Si f no depende expĺıcitamente de z existe una primera
integral de la forma

(2.2.35) H0 = φ′
∂f

∂φ′
+ θ

∂f

∂θ′
− f,

con H0 una constante.
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2.3. Condiciones de Frontera Variables: Anclaje

débil.

En la derivación de las ecuaciones de EL suponemos que las interacciones con
las superficies son infinitamente fuertes y mantienen la orientación del director fijo
e independiente de las distorsiones elásticas en el bulto. Ahora estamos interesados
en reducir la enerǵıa, las distorsiones elásticas fuertes en el bulto se pueden relajar
desviando al director de los ejes de la superficie θ0 y θd . Estas desviaciones
transportan enerǵıa superficial que se describe mediante un potencial de anclaje
fs, el cual es una función de la magnitud de las desviaciones sobre las superficies
que confinan la mesofase. La eneǵıa total por unidad de área se escribe como:

(2.3.1) F =

ˆ d

0

f [θ, θ′, z]dz + fs0(θ0 − θ0) + fsd(θd − θd),

nuevamente la diferencia δθ = θ(z)−θeq(z) = αη(z), donde ahora la nueva función
η(z) no es necesariamente cero en las fronteras (ver figura (2.3.1)), ya que en la
variación del funcional obtenemos que

(2.3.2)
dfs0(θ0)

dα
=

d

dα
fs0[θ0,eq + αη(z = 0)] = η(0)

dfs0
dθ0

,

y por lo tanto siguiendo el procediento para condiciones fuertes teniendo presente
lo anterior obtenemos

(2.3.3)

ˆ d

0

[
∂f

∂θ
− d

dz

∂f

∂θ′

]
η(z)dz +

[
− ∂f

∂θ′
+
dfs0
dz

]
z=0

+

[
∂f

∂θ′
− dfsd

dz

]
z=d

= 0

las ecuaciones de EL se usan para encontrar la familia de soluciones de la forma
θ = θ(z, c1, c2), sin embargo ahora las dos constantes de integracion c1 y c2 estan
definidas de las condiciones de frontera Variables de la forma

(2.3.4)

[
− ∂f

∂θ′
+
dfs0
dz

]
z=0

= 0 ;

[
∂f

∂θ′
− dfsd

dz

]
z=d

= 0

El procedimiento anterior se puede generalizar si tenemos un director además
de variar θ(z) también esta variando con φ(z), en tal caso se tiene que minimizar
el funcional (2.2.24), y siguiendo el procedimiento anterior considerando anclaje
débil para las funciones θ(z) y φ(z) llegamos al siguiente conjunto de expresiones:

(2.3.5)
∂f

∂θ
− d

dz

(
∂f

∂θ′

)
= 0
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Figura 2.3.1: Condiciones de frontera Variables: Anclaje débil. [17]

[
− ∂f
∂θ′

+
dfs0
dθ

]
z=0

= 0 ;

[
∂f

∂θ′
+
dfsd
dθ

]
z=d

= 0(2.3.6)

(2.3.7)
∂f

∂φ
− d

dz

(
∂f

∂φ′

)
= 0

(2.3.8)

[
− ∂f
∂φ′

+
dfs0
dφ

]
z=0

= 0 ;

[
∂f

∂φ′
+
dfsd
dφ

]
z=d

= 0.

Estas últimas ecuaciones determinan las configuraciones de equilibrio cuando
el director n vaŕıa en el espacio y se le permite en las fronteras desviarse, esta
desviación ahora también le permite al ángulo de giro φ cierto relajamiento el cual
tiene una magnitud determinada por el potencial de anclaje fs espresado en las
ecuaciones (2.3.8) para el ángulo de giro y (2.3.6) para el ángulo de inclinación.
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Caṕıtulo 3

Enerǵıa Libre en Presencia de
Campos Externos

3.1. Densidad de Enerǵıa en Presencia de

Campos Eléctricos y Magnéticos.

Una práctica común en la investigación en cristales ĺıquidos es aplicar campos
magnéticos o eléctricos para alinear las muestras de nemático o colestérico [18].
Este alineamiento obliga al director n a que sea o bien paralelo al campo o bien
perpendicular. En la pŕactica se ha observado que cuando el director es paralelo
generalmente corresponde a un cristal ĺıquido nemático mientras que es colestérico
cuando el director es perpendicular al campo. Es importante conocer el efecto de
los campos sobre las muestras de CL ya que estos modifican su estructura de
manera parcial o total, en esta sección se estudiaran los efectos que provocan los
campos externos aplicados a una muestra de cristales ĺıquidos.

Los efectos de campos externos aplicados a una muestra de cristal ĺıquido,
se estudian cuando éste se encuentra confinado en una celda formada por placas
de vidrio, las superficies internas de estas placas estan cubiertas por un material
conductor, se puede inducir a las moléculas por medio de un recubrimiento para
que éstas se adhieran a las superficies de tal manera que queden alineadas a lo
largo de una dirección previamente establecida en las placas, esta dirección se
conoce como dirección de anclaje, en relación con las condiciones sobre las placas
discutidas en el caṕıtulo anterior.

Nuestro objetivo es encontrar la orientación de equilibrio promedio de las
moléculas n en presencia de campo externos, para ello haremos ciertas suposi-
ciones: los CL son un aislante perfecto, las placas de la celda no se polarizan por
efecto de acumulación de iones por presencia de impurezas en la mesofase. Para
nuestro estudio aplicaremos un campo externo conectando la celda a una fuente
que genera un potencial constante a través de la celda. El acoplamiento dieléctrico
implica que las moléculas del CL tienden a orientarse de tal manera que la com-
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ponente del tensor de polarizabilidad molecular a través del campo es máximo.
Para encontrar la orientación de equilibrio del campo director en presencia de un
campo electrico externo, debemos minimizar, además de la densidad de enerǵıa
elástica F =

´
fFOdV , la densidad de enerǵıa eléctrica distribuida en un volumén

V del espacio [28] expresada como:

(3.1.1) FE =

ˆ
fEdV =

1

2

ˆ
E ·DdV

una reorientacón diferencial promedio de las moléculas puede expresarse como

(3.1.2) δFE =
1

2

ˆ
E · δDdV.

Además cuando n se reorienta debemos considerar la enerǵıa libre asociada
con el cambio de las cargas en los electrodos. Para mantener constante el voltaje
a través de la celda debe existir una fuente que suministre enerǵıa extra δFG con
signo opuesto a δFE, esta enerǵıa extra se manifiesta para mantener el voltaje
fijo cuando el desplazamiento eléctrico δD cambia y naturalmente modifica la
densidad de carga superficial en las placas por la cantidad −δDz, el sub́ındice z
denota la componente de D a lo largo de la normal a las placas:

(3.1.3) δFG =

¨
A

ψδDzdA =

ˆ
div(ψδD)dV,

donde hemos utilizado el teorema de Gauss. En esta expresión ψ denota el po-
tencial eléctrico, mientras que dA es el elemento de superficie de los electrodos.
Debido a que E = −∇ψ; div(ψδD) = ψdivδD + δD · ∇ψ y divδD =0 y puesto
que no hay carga libres, eventualmente llegamos a

(3.1.4) δFG = −
ˆ

E · δDdV = −2δFE.

Por lo tanto la mı́nima enerǵıa total de bulto en el material la podemos obtener
sumando las contribuciones de estas variaciones de la siguiente manera

(3.1.5) δFTot = δF + δFE + δFG = δF − δFE = δ(F − FE) = 0.

La densidad de enerǵıa eléctrica (3.1.1) la podemos escribir en términos del
campo de fuerza y los componentes del tensor de permitividad dieléctrica ←→ε . La
representación del desplazamineto electrico D(r) esta dada como una funcional
lineal del campo eléctrico E(r) exactamente en el mismo punto r, sin embargo la
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presencia de la rotación intŕınseca remanente de la fase isotrópica será despreciada
por ser débil, de esta manera

(3.1.6) D(r) =←→ε E(r),

el vector desplazamiento depende de la orientación del campo respecto a n de la
siguiente manera:

(3.1.7)
D(r)‖ = ε‖E(r) , E(r) ‖ n

D(r)⊥ = ε⊥E(r) , E(r) ⊥ n

La expresión (3.1.7) nos brinda información sobre la respuesta del medio an-
isotrópico en presencia del campo eléctrico, la cual es diferente si el campo se
dirige a lo largo del eje del nemático o perpendicular a éste. Tomemos el caso

n ⊥ E,

como concecuencia: la componente perpendicular del vector desplazamiento D =
ε⊥E + εaE · n = ε⊥E, ahora considerando

n ‖ E,

por lo tanto D = ε⊥E + εaE ·n = (ε⊥+ εa)E, pues como vimos D = ε‖E, por ello
ε‖ = ε⊥ + εa.

Podemos concluir con lo anterior que el tensor dieléctrico tiene la siguiente
forma, en términos de una base diádica:

(3.1.8) ←→ε = ε⊥I + εann,

de la discución anterior el vector desplazamiento puede escribirse como

(3.1.9) D =←→ε E = ε⊥E + εa(E · n)n,

esta expresión la podemos insertar en (3.1.7) y obtenemos

(3.1.10) E ·D = ε0ε⊥|E|2 + ε0εa(n · E)2,

el término independiente de n lo podemos despreciar, por lo tanto la densidad de
enerǵıa libre total finalmente adquiere la forma

(3.1.11) fT = fFO + fE = fFO −
1

2
ε0εa(n · E)2
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El procedimiento anterior puede aplicarse a la enerǵıa libre en presencia de un
campo magnético de manera completamente análoga si consideramos un campo
magnético aplicado B que provoca una magnetización

(3.1.12) M = µ−1χ⊥B + µ0χa(B · n)n,

con la densidad magnética fM = −
´ B
0

M·dB, bajos argumentos similares discu-
tidos para el campo eléctrico obtenemos

(3.1.13) fT = fFO + fM = fFO −
1

2
µ−10 χa(n ·B)2,

donde hemos omitido nuevamente el término independiente de n.
Hasta este punto hemos considerado como se modifica la densidad de enerǵıa

libre en presencia de campo externos bajo las suposiciones del acoplamiento
dieléctrico; sin embargo nuestra descripción aún no es completa. Existe otro
fenómenos llamado Flexoelectricidad en los cristales ĺıquidos, este efecto es análo-
go a la piezoelectricidad en algunos sólidos [22]: La curvatura del director causa
la polarización eléctrica del medio donde las moléculas del cristal ĺıquido son an-
isométricas con momentos dipolares permanentes, ésta geometŕıa no permite la
alineación de los mometos dipolares provocando la palarización en el medio. Esta
polarización flexoeléctrica tiene una acoplamiento con el campo eléctrico externo
que contribuye a la densidad de enerǵıa, lineal en E mediante la expresión

(3.1.14) Fflex = −Pf · E,

con esta expresión podemos completar la descripción del medio bajo la presencia
de campo externos. Mediante una minimización del F podemos obtener el campo
director n en equilibrio, este estado de mı́nima enerǵıa ocurre además cuando el
director n es uniforme, como v́ımos en el caṕıtulo anterior.

3.2. Transición de Fredericksz

En una muestra de CL existe una competencia entre el alineamineto del direc-
tor n en la frontera de la muestra y la orientación de éste inducido por un campo
externo aplicado [18]. En la fase nemática con anisotroṕıa magnética χa > 0 un
campo magnético H podŕıa estar en una dirección de tal manera que atrajése
al director n para iniciar un alineamiento en el bulto paralelo a H, y diferente
al alineamiento incial de la muestra, cuando H = |H| es mayor que algún valor
cŕıtico Hc, frecuentemente mayor a cero. Mientras el valor del campo se encuentre
en 0 6 H < Hc la alineación del director no se verá influenciada por el campo
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magnético, sino hasta que H ≥ Hc se iniciará el ajuste de la orientación del di-
rector cada vez más paralelo a H. El cambio en la orientación después de que
la magnitud del campo magnético incrementa hasta el valor Hc se conoce como
transición de Fredericksz,1 y Hc como el valor del campo cŕıtico. Un fenómeno
similar ocurre bajo la influencia de campos eléctricos.

Consideremos una muestra de espesor d en donde confinamos cristal ĺıquido
nemático entre dos placas paralelas, éstas previamente han pasado por un proceso
de pulimiento para conseguir una dirección particular, en la placa inferior z = 0
imponemos la condición de que las moléculas formen un ángulo θ0 entre n y el eje x,
y en la placa superior z = d forma el ángulo θd. Con lo anterior el campo director
se puede escribir como n =[cos θ(z), sin θ(z), 0], éste campo está parametrizado
únicamente por z.

Con el director anterior la densidad de enerǵıa puramente elástica de Frank-
Oseen es

(3.2.1) F =
1

2
K2

ˆ d

0

(dθ
dz

)2
dz,

el cual tiene solución al aplicar condiciones de frontera

(3.2.2) θ(z) = (θd − θ0)
z

L
+ θ0,

con F =
K2

2L
(θd − θ0).

La ecuación (3.2.1) cuando aplicamos un campo magnético a la muestra, la
densidad de enerǵıa libre se modifica de la siguiente manera

(3.2.3) F =
1

2

ˆ d

0

(
K2

(dθ
dz

)2
− χaH2 sin2 θ

)
dz,

utilizando la ecuación de (2.2.15) del caṕıtulo anterior obtenemos la expresión

(3.2.4) ξ2H

(dθ
dz

)2
= cos2 θ + C.

donde ξH = [K2/(χaH
2)]1/2, queremos determinar el campo magnético cŕıtico,

para lograrlo vamos a considerar el caso particular cuando los valores en la frontera

1También se conoce como transición de Frederiksz de segundo Orden: La transición de Fre-
derikcks no es una "transición de fase" en el sentido común que damos a estas palabras ya que
no hay un cambio de fase ni tampoco fenómenos criticos. Estamos hablando de si esta transi-
ción es continua (es decir, la deformación aumenta infinitesimalmente por encima del campo
del umbral) o si es discontinua (con un salto, o incluso una histéresis).
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Figura 3.2.1: Transición de Fredericksz debida a un campo magnético H externo
aplicado a una muestra de cristal ĺıquido confinada entre placas paralelas de las
moléculas sobre las placas yacen paralelas a la superficie: (a)H < Hc. (b)H > Hc.
Las moléculas permanecen alineadas perpendiculares a la superfie: (c) H < Hc.
(b) H > Hc. [19]
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son θ0 = θd = 0, recordando que estos ángulos se miden respecto al eje x en z = 0
y z = d repectivamente. Como hemos mencionado las condiciones de frontera
son infinitamente fuertes por lo tanto es natural pensar que el efecto del campo
cŕıtico por simetŕıa ocurrirá a una distancia z = d/2 de la celda pues es el lugar
más alejado de las fronteras donde el efecto de las condiciones de frontera ha
disminuido, en este punto se alcanza el máximo por ello θ′ = 0,además θ(d/2 −
z) = θ(d/2 + z). Cuando el director alcanza este ángulo que denotaremos por
θ(z = 1/2) = θc. Estas condiciones aplicadas directamente a (3.2.4) proporcionan
el valor de la constante C = − cos2(θc). Sustituyendo esta condición y resolviendo
por cuadratura obtemos

(3.2.5)
z

ξH
=

ˆ θ(z)

0

dθ√
cos2 θ + cos2 θc

Ya que en θc el director sufre una desviación en z = 1/2, conforme H → Hc

, θc → 0, es posible hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de θ = 0 a
cuarto orden, aśı

(3.2.6)
d

2ξH
≈
ˆ θ(z)

0

dθ√
θ2c − θ2 − (θ4c − θ4)/3

≈
ˆ θc

0

dθ√
θ2c − θ2

[
1 +

1

6
(θ2c + θ2)

]
,

resolviendo la integral anterior mediante un cambio de variable adecuando llega-
mos a

(3.2.7)
d

2ξH
=
π

2

[
1 +

1

4
θ2c +O(θ4c )

]
.

Tomando los términos hasta segundo orden en θc y evaluando el valor de ξH ,
despejamos θ2c

(3.2.8) θ2c =
4d

π

√
χa
K2

H − 4

La existencia de la deformación ocurre cuando θc 6= 0 ⇒ θ2c > 0, depejando
además H tenemos

(3.2.9) H >
π

d

√
K2

χa

Aśı el campo cŕıtico ocurre cuando
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(3.2.10) Hc =
π

d

√
K2

χa
,

podemos observar que el campo cŕıtico depende únicamente de las propiedades
del material. En la figura (3.2.2) mostramos las diferentes curvas que se prentan
cuando el campo externo H ha superado el campo umbral y por lo tanto se observa
una distorción del ángulo θ a lo largo de la placas. Podemos definir H = H/Hc

como la intensidad del campo magnético adimensional, de igual manera para
z = z/d. Podemos observar que para H > 1 los efectos del campo sobre la
muestra de CL se pueden vizualizar como en (3.2.2), otra observación importante
es que a medida que aumentamos la intensidad del campo las curvas tienden al
valor θ = π/2.

Figura 3.2.2: Curvas solución θ(z), 0 ≤ z ≤ 1 para diferentes valores de la inten-
sidad del campo magnético adimensional H [18]

3.2.1. Longitud de Coherencia

En la siguiente expresión

(3.2.11) ξH = [K2/(χaH
2)]1/2,

ξH tiene unidades de longitud Figura (3.2.3), de hecho se conoce como longitud
de coherencia magnética (coherencia eléctrica ξE para el caso eléctrico), ésta mide
la distancia en la que el director n comienza a variar en presencia del campo
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Figura 3.2.3: Longitud de coherencia ξH . El efecto del campo H aplicado a las
moléculas modifica la dirección de sus ejes, dentro de la muestra de cristal ĺıqui-
do, hasta alinearse con el campo a una distancia ξH de una de las placas de la
muestra.[19]

magnético hasta que éste se alinea con el campo. Esta se obtiene por comparar la
densidad de enerǵıa de Frank-Oseen con la enerǵıa de alineamiento[19]

(3.2.12)
1

2
Kξ−2H =

1

2
χaH

2 ⇒ ξH = [K/(χaH
2)]1/2,

donde hemos hecho la aproximación a una constante K = K1 = K2 = K3. Si ξH �
d, el campo será incapaz de sobreponerse al efecto producido por las condiciones
en las fronteras ya la configuración de equilibrio continuará uniformente, veáse
Figura (3.2.1.c). Por otro lado si ξH � d,el director se alineará con el campo H
en el centro de la muestra como se muestra en la Figura (3.2.1.d)
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Caṕıtulo 4

Ecuaciones de Equilibrio

En esta sección vamos a encontrar la expresión de la densidad de enerǵıa libre
de Frank-Oseen para la fase colésterica, es decir, mediante la expresión matemática
hallada en el caṕıtulo 1:

(4.0.1) f
FO

=
1

2
K1(∇ · n)2 +

1

2
K2(n · (∇× n) + q0)

2 +
1

2
K3(n×∇× n)2.

Proponemos las componentes del director n, también conocido como eje óptico
[20], que cumpla la condición ||n||2 = 1. Se estudiará a lo largo de este trabajo el
director:

(4.0.2) n = [cos(θ(z)) cos(φ(z)), sin(φ(z)) cos(θ(z)), sin(θ(z))],

podemos observar una representación esquemática de los ángulos θ y φ en la figura
(2.2.1). Por otro lado de las expresiones (4.0.1) y (4.0.2) se obtiene que el valor
de la enerǵıa libre es

fFO =
1

2
K1

(
cos2 θ(z)

(
dθ(z)

dz

)2
)

+
1

2
K2

(
q20 − 2q0 cos2 θ(z)

dφ(z)

dz
+ cos4 θ(z)

(
dφ(z)

dz

)2
)

(4.0.3)

+
1

2
K3

(
sin2 θ(z)

((
dθ(z)

dz

)2

+ cos2 θ(z)

(
dφ(z)

dz

)2
))

La expresión fEM = −1
2
E ·D corresponde a la densidad de enerǵıa eléctrica,

como vimos detalladamente en el caṕıtulo 3, es decir:
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fEM = −1

2
E ·D = −1

2
(ε0(ε⊥I + εan̂n̂) · E) · E(4.0.4)

= −1

2
ε0(ε⊥|E|2 + εa(n̂ · E)2).

Consideramos el siguiente campo eléctrico

(4.0.5) E = E0(0, 0, 1).

En su forma general el director se esbribe como n = (nx, ny, nz) por lo tanto
se obtiene que el cuadrado del producto escalar con el campo eléctrico resulta
(n ·E)2 = (E0nz)

2, de la expresión (4.0.2) se tiene que nz = sin(θ(z)), por lo tanto
(n ·E)2 = E2

0 sin2(θ(z)) y |E|2 = E2
0 , aśı la expresión final para (4.0.4) en términos

de la densidad de enerǵıa eléctrica es

(4.0.6) fEM = − 1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ(z).

Con lo discutido anteriormente la expresión final para la densidad de enerǵıa
libre total adquiere la expresión:

fT =
1

2
K1 cos2 θ(z)

(
dθ(z)

dz

)2

+
1

2
K2

(
q20 − 2q0 cos2(θ(z))

(
dφ(z)

dz

)

+ cos4(θ(z))

(
dφ(z)

dz

)2
)

+
1

2
K3

(
sin(θ(z))

[(
dθ(z)

dz

)2

(4.0.7)

+ cos2 θ(z)

(
dφ(z)

dz

)2
]
− 1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ(z).

En el caṕıtulo anterior discutimos el fenómeno flexoeléctrico, como observamos
la enerǵıa total fT con la que trabajaremos no incluye este término de densidad
de enerǵıa, la razón es la siguiente: El fenómeno flexoeléctrico ocurre cuando las
moléculas son anisométricas a campo eléctricos de alta intensidad, en el modelo
que vamos a considerar las moleculas que estamos considerando que forman la
fase colestérica son alargadas con enlaces qúımicos ŕıgidos como se muestra en
la figura (1.3.1), por ello en nuestra enerǵıa total de bulto hemos omitido esta
contribución.
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4.1. Ecuaciones de equilibrio para la fase colestéri-

ca

La expresión (4.0.7), corresponde a la densidad de enerǵıa libre total, vamos
a hacer la siguiente identificación para simplificar la notación: cos(θ(z)) = cos θ,

sin(θ(z)) = sin θ y dθ(z)
dz

= θ′, y de manera similar para la variable φ. Por lo tanto
la expresión se reduce como sigue:

fT (θ, θ′, φ, φ′) =
1

2
K1[(θ

′)2 cos2 θ] +
1

2
K2[q

2
0 − 2q0 (φ′) cos2 θ + (φ′)2 cos4 θ]

(4.1.1)

+
1

2
K3[(θ

′)2 + (φ′)2 cos2 θ] sin2 θ − 1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ.

Observamos que la ecuación (4.1.1) no depende de φ expĺıcitamente, por lo
que la ecuación (2.3.7) se reduce a

(4.1.2)
d

dz

(
∂fT
∂φ′

)
= 0.

Esto significa que tanto z como φ son variables ćıclicas, es decir existe una
constante de equilibrio. De la ecuación (4.1.2) observamos que ∂fT

∂φ′
= C con C

una constante. Por otro lado tomando la derivada de fT con respecto a θ′ es

(4.1.3)
∂fT
∂φ′

= K2(−qo cos2 θ + φ′ cos4 θ) + K3(φ
′ sin2 θ cos2 θ) = C,

de donde despejamos φ′ para obtener:

(4.1.4) φ′ =
C + K2qo cos2 θ

K2 cos4 θ + K3 sin2 θ cos2 θ
.

Con las observaciones anteriores se puede construir la expresión (2.2.35) ya
que la expresión (4.1.1) no depende expĺıcitamente de la varaible z aśı es posible
escribir una expresión como:

H0 = θ′
∂fT
∂θ′

+ φ′
∂fT
∂φ′

− fT (θ, θ′, φ, φ′; z),(4.1.5)

H0 una constante para todo z. Notemos que la ecuación (4.1.5) está en términos
de θ, φ y sus correspondientes derivadas respecto a z, sin embargo es posible
escribirla únicamente en términos de θ y θ′. Para llevar a cabo este procedimiento
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insertamos la ecuación (4.1.4) en (4.1.1), y por lo tanto la densidad enerǵıa libre
total es:

fT (θ, θ′) =
1

2
K1[(θ

′)2 cos2 θ] +
1

2
K2

[
q20 − 2q0 cos2 θ

(
C + K2qo cos2 θ

K2 cos4 θ + K3 sin2 θ cos2 θ

)

+ cos4 θ
( C + K2qo cos2 θ

K2 cos4 θ + K3 sin2 θ cos2 θ

)2]
+

1

2
K3[(θ

′)2 sin2 θ]

(4.1.6)

+
1

2
K3 sin2 θ cos2 θ

( C + K2qo cos2 θ

K2 cos4 θ + K3 sin2 θ cos2 θ

)2
− 1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ.

Además la derivada parcial ∂fT
∂θ′

la podemos deducir de (4.1.6) entonces

(4.1.7)
∂fT
∂θ′

= θ′(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ).

Mientras como vimos, existe la constante de movimiento ∂fT
∂φ′

= C. Con las

expresiones (4.1.7) y (4.1.6) desarrollamos para la expresión (4.1.5) lo que da
como resultado la expresión:

H0 = θ′
∂fT
∂θ′

+ φ′
∂fT
∂φ′

− fT (θ, θ′, φ, φ′; z)

= (θ′)2(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ)

+ C

(
C + K2qo cos2 θ

cos2 θ(K2 cos2 θ + K3 sin2 θ)

)
− 1

2
K1[(θ

′)2 cos2 θ] − 1

2
K3[(θ

′)2 sin2 θ]

+ K2q0

(
C + K2qo cos2 θ

K2 cos2 θ + K3 sin2 θ

)
(4.1.8)

+ K3 cos2 θ

(
C + K2qo cos2 θ

K2 cos2 θ + K3 sin2 θ

)2

− 1

2
K3 sin2 θ

(
C + K2qo cos2 θ

K2 cos2 θ + K3 sin2 θ

)2

+
1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ − 1

2
K2q

2
0
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Al simplificar convenientemente la ecuación (4.1.8) se reduce a

H0 =
1

2
(θ′)2(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ) +

1

2

(C + K2qo cos2 θ)2

(K2 cos2 θ + K3 sin2 θ) cos2 θ

−1

2
K2q

2
0 +

1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ.(4.1.9)

Para escribir de manera más compacta (4.1.9) definimos las siguientes funcio-
nes

h(θ) ≡(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ)

g(θ) ≡(K2 cos2 θ + K3 sin2 θ) cos2 θ,

aśı reescribimos (4.1.9) como

H0 =
1

2
(θ′)2h(θ) +

1

2

(C + K2qo cos2 θ)2

g(θ)
− 1

2
K2q

2
0 +

1

2
ε0εaE

2
0 sin2 θ,

la cual finalmente podemos expresarla como:

(4.1.10) h(θ)
(dθ
dz

)2
+

(C + K2qo cos2 θ)2

g(θ)
= −K2q

2
0 + ε0εaE

2
0 sin2 θ = G,

con G ≡ 2H0 una constante. Podemos observar que si q0 = 0, por un lado la
ec.(4.1.4) resulta

(4.1.11) φ′ =
C

cos2 θ(K2 cos2 θ + K3 sin2 θ)
=

C

g(θ)
,

y por otro la expresión (4.1.10) se reduce a

(4.1.12) h(θ)
(dθ
dz

)2
+

C2

g(θ)
+ ε0εaE

2
0 sin2 θ = G.

La expresión (4.1.12) ya has sido tratada en [21] y corresponde a una fase
nemática al no tener la quiralidad expresada por q0.

A continuación vamos a adimensionalizar los parámetros de la expresión (4.1.10).
Adimensionalizar los parámetros proporciona ciertas ventajas, como la indepen-
dencia de escala para analizar y comparar diferentes configuraciones de equilibrio.
Primero realizamos el siguiente cambio de variable ξ = z/d donde ξ
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(4.1.13) ξ =

{
0 z = 0

1 z = d
.

Este cambio de variable modifica la ecuación (4.1.10) de la siguiente manera:

(4.1.14)

h(θ(ξ))
(dθ
dξ

)2
+

(dC + dK2qo cos2 θ(ξ)]2

g(θ(ξ))
− d2K2q

2
0 + ε0εad

2E2
0 sin2 θ(ξ) = d2G

Para llevar a cabo la adimensionalidad de los parámetros de la ecuación mul-
tiplicamos por 1/K1 la ecuación (4.1.14) y la reescribimos como

(4.1.15)

h∗(θ)
(dθ
dξ

)2
+

[(dC/K1) + dq0(K2/K1) cos2 θ(ξ)]2

g∗(θ)
−K2

K1

d2q0+
ε0εaE

2
0 sin2 θ

K1/d2
=
d2G

K1

.

Finalmente definimos los parámetros adimensionales de la siguiente manera

Cφ = (dC/K1), ζ = ε0εaE
2
0/(K1/d

2), η = dq0(K2/K1)

K = K1/K2 G∗ = d2G/K1

Por lo tanto la expresión resultante es:

(4.1.16) h∗(θ)
(dθ
dξ

)2
+

(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)
− Kη2 + ζ sin2 θ = G∗.

De la ec.(4.1.16) se puede resolver por cuadraturas, entonces:

√
g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2

h∗(θ)g∗(θ)
=
dθ

dξ
(4.1.17)

ˆ θ1

θ0

( h∗(θ)g∗(θ)

g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2

) 1
2
dθ =

ˆ 1

0

dξ(4.1.18)

ˆ θ1

θ0

( h∗(θ)g∗(θ)

g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2

) 1
2
dθ = 1(4.1.19)

Análogamente para la expresión (4.1.11) obtenemos

(4.1.20)
dφ

dξ
=
Cφ + η cos2 θ

g∗(θ)
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La expresión (4.1.20) resulta de utilidad pues al tomar las expresiones (4.1.17)
y (4.1.20) mediante la operación

(4.1.21)
(dθ
dξ

/dφ
dξ

)
=
dθ

dφ
,

es posible intragrarla por cuadratura, obteniendo la expresión

√
g∗(θ)2(G∗ +Kη2 − ζ sin θ)− g(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

h∗(θ)(Cφ + η cos2 θ)2
=
dθ

dφ
(4.1.22)

ˆ θ1

θ0

( h∗(θ)(C + η cos2 θ)2

g∗(θ)2(G∗ +Kη2 − ζ sin θ)− g(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

) 1
2
dθ =

ˆ φ1

φ0

dφ

(4.1.23)

ˆ θ1

θ0

( h∗(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)2(G∗ +Kη2 − ζ sin θ)− g(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

) 1
2
dθ = φ1 − φ0.

(4.1.24)

Si los integrandos de las expresiones (4.1.24) y (4.1.19) los redefinimos como

(4.1.25) A(θ) ≡

(
h∗(θ)g∗(θ)

g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2
,

) 1
2

y

(4.1.26) B(θ) ≡

(
h∗(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)2(G∗ +Kη2 − ζ sin θ)− g(θ)(Cφ + η cos2 θ)2

) 1
2

,

las expresiones (4.1.24) y (4.1.19) las podemos escribir ahora simplemente como

ˆ θ1

θ0

A(θ)dθ = 1(4.1.27)

ˆ θ1

θ0

B(θ)dθ = φ1 − φ0(4.1.28)

Nuestro objetivo principal es, a partir de ahora, encontrar soluciones para las
ecuaciones integrales (4.1.27) y (4.1.28), las cuales forman un sistema en definitiva
insoluble por la v́ıa completamente anaĺıtica.

Las expresiones (2.3.6) y (2.3.8) corresponden a las ecuaciones de frontera vari-
ables o anclaje débil, hace uso de la función fs que corresponde a un potencial de
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anclaje como ya se ha mencionado en caṕıtulos anteriores. Cerca de las fronteras
de la muestra la orientación de la fase N∗ depende también de las propiedades
espećıficas sobre las superficies, donde la situación es más complicada, pues las
fuerzas superficiales del director n son obligadas a orientantarse paralela o per-
pendicularmente a una dirección de tendencia n0, por ello es necesario conocer la
forma funcional de la densidad de enerǵıa superficial de anclaje en la superficie
fs, la forma más sencilla fue propuesta por primera vez por Rapini y Papoular
[18], la cual se puede escribir como

(4.1.29) fs = −1

2
w0 cos2 γ,

donde cos γ = n · n0, con γ el ángulo formado entre en director y la dirección de
tendencia sobre la superficie y w0 una constante (frecuentemente renormalizada
en términos de las constantes elásticas de Frank), aśı :

(4.1.30) fs = −1

2
w0(n · n0)2.

Podemos imponer condiciones planares de tal manera que la dirección de ten-
dencia sea paralela a las placas de confinamiento, es decir, n0 = [1, 0, 0] (de esta
manera φ0 = 0 para la ecuación (4.1.24)) y n como en (4.0.2). Por lo tanto la
expresión para fs es la siguiente

(4.1.31) fs = −1

2
w0(cosθ cosφ)2.

A continuación utilizaremos las condiciones de frontera (2.3.6), a saber:

[
− ∂f
∂θ′

+
dfs0
dθ

]
z=0

= 0(4.1.32) [
∂f

∂θ′
+
dfsd
dθ

]
z=d

= 0,(4.1.33)

de la ecuación (4.1.32) concluimos que

(4.1.34) −θ′(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ) + wo cos θ cosφ sin θ
∣∣∣
z=0

= 0

De manera análoga la ec.(4.1.34) podemos adimensionalizar sus parámetros
como

(4.1.35) −1

d

dθ

dξ
(K1 cos2 θ + K3 sin2 θ) + wo cos θ cosφ sin θ

∣∣∣
ξ=0

= 0,
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(4.1.36)
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
w∗ cos θ cosφ sin θ

h∗(θ)

∣∣∣∣∣
ξ=0

,

donde definimos w∗ ≡ dw0/K1 (observamos que w∗ también es adimensional)
mientras que para la expresión (4.1.33) se tiene:

(4.1.37)
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=1

= −w
∗ cos θ cosφ sin θ

h∗(θ)

∣∣∣∣∣
ξ=1

.

La expresión (4.1.36) se puede sustituir en (4.1.16), evaluando esta última en
ξ = 0, obtenemos

(4.1.38)

∆(θ0, φ0) ≡

(
(w∗ cos θ cosφ sin θ)2

h∗(θ)
+

(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)
−K∗η2+ζ sin2 θ

)∣∣∣∣∣
ξ=0

= G∗.

De manera similar para ξ = 1 utilizando (4.1.37) se obtiene

(4.1.39)

∆(θ1, φ1) ≡

(
(w∗ cos θ cosφ sin θ)2

h∗(θ)
+

(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)
−K∗η2+ζ sin2 θ

)∣∣∣∣∣
ξ=1

= G∗.

Las expresiones (4.1.38) y (4.1.39) nos indican que tanto en ξ = 0 como en
ξ = 1 el valor de éstas es igual a la constante G∗, para que esta igualdad sea
posible necesariamente se debe cumplir que

(4.1.40) ∆(θ0, φ0) = ∆(θ1, φ1) = G∗,

es decir, que en particular θ0 = θ1 y φ0 = φ1. Bajo esta última observación
podemos imponer condiciones sobre el sistema formado por (4.1.27) y (4.1.28)
como veremos a continuación. De manera más general podemos pensar que en las
fronteras de la muestra se cumple que

(4.1.41) θ0 = θ1 + nπ,

(4.1.42) φ0 = φ1 +mφπ,
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con n, mφ enteros, esta última condición permitirá expresar las ecuaciones inte-
grales (4.1.24) y (4.1.19) de una manera conveniente como veremos después. Para
verificar que se siga cumpliendo la identidad (4.1.40), primero vamos a desarrollar
las siguientes identidades

(4.1.43)

cos 2θ0 = (cos(θ1 + nπ))2 = (cos θ1 cosnπ − sin θ1 sinnπ)2

= (−1)2n cos2 θ1

= cos2 θ1.

(4.1.44)

sin2 θ0 = (sin(θ1 + nπ))2 = (sin θ1 cosnπ + cos θ1 sinnπ)2

= (−1)2n sin2 θ1

= sin2 θ1.

Análogamente para la variable φ obtenemos ahora

(4.1.45)
cos 2φ0 = (−1)2mφ cos2 φ1 = cos2 φ1

sin 2φ0 = (−1)2mφ sin2 φ1 = sin2 φ1

De esta manera hemos verificado que la identidad (4.1.40) se mantiene. Por
lo tanto las condiciones (4.1.41) y (4.1.42) nos indican que basta un número de
vueltas enteras n y mφ para el ángulo de inclinación y de giro respectivamente,
que determinan la configuración sobre las fronteras de la muestra de CL. Por
ello es posible tomar el valor de las integrales (4.1.27) y (4.1.28) únicamente en
un peŕıodo y sumar las contribuciones necesarias para que ambas ecuaciones se
satisfagan mutuamente, imponiendo una condición sobre los n giros enteros de θ,
nos permite realizar el siguiente procedimiento. Tomando la expresión (4.1.27):

(4.1.46)ˆ θ1

θ0

A(θ)dθ =

ˆ θ0+π

θ0

A(θ)dθ +

ˆ θ0+2π

θ0+π

A(θ)dθ + · · ·+
ˆ θ0+nπ

θ0+(n−1)π
A(θ)dθ

= n

ˆ θ0+π

θ0

A(θ)dθ,

es fácil observar que el valor de cada integral del lado derecho de (4.1.46) barre
la misma área bajo la curva, de alĺı que sea equivalente tomar n veces el valor de
una de ellas, por lo tanto deberá cumplirse que

(4.1.47) n

ˆ θ0+π

θ0

A(θ)dθ − 1 = 0,

y de manera análoga para B(θ) tenemos que
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(4.1.48) n

ˆ θ0+π

θ0

B(θ)dθ −mφπ = 0.

Las ecuaciones (4.1.47) y (4.1.48) nos dicen que cuantitativamente obtendre-
mos el mismo resultado al integrar A(θ) (o B(θ)) de θ0 en ξ = 0 hasta θ1 en
ξ = 1, que tomar n veces la contribución de la integral de θ0 a θ0 + π. Más aún
es necesario aclarar que la manera en la que estamos tomando los valores n y
mφ restringen como se configura la fase colestérica pues esta es una consecuen-
cia de haber utilizado la función fs que depende de la dirección de tendencia n0

como del director n sobre las fronteras de la muestra. La dirección de n0 bien
puede yacer sobre el plano XY o ser perpendicular a los planos Z = const., sin
embargo las condiciones planares, es decir, cuando n0 es paralelo al eje X, han
permitido escribir el sistema de ecuaciones (4.1.47) y (4.1.48) lo cual ha brindado
un panorama más accesible para resolver el estado de deformación del sistema
mesofásico que estamos estudiando, veamos también por ejemplo, la simetŕıa im-
puesta en el campo eléctrico E aplicado perpendicular a las placas paralelas como
se muestra en la figura (4.1.1). Observemos que si el campo tuviera la dirección
Exy = Eo(1, 1, 0) ya no hay manera de obtener las constantes Cφ y H0 que per-
mitieron determinar el sistema de ecuaciones integrales, sin embargo a pesar de
romper la simetŕıa todav́ıa es posible encontrar soluciones de equilibrio proce-
diendo por otro método para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales que
proporcionan las ecuaciones de EL.

Es posible verificar por otro camino las consecuencias de tomar las condiciones
(4.1.41) y (4.1.42) si observamos el espacio fase que define la expresión (4.1.17).
Sustituimos (4.1.43) y (4.1.44) y obtenemos que

dθ

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=

√
g∗(θ0)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ0)− (Cφ + η cos2 θ0)2

h∗(θ0)g∗(θ0)

=

√
g∗(θ1)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ1)− (Cφ + η cos2 θ1)2

h∗(θ1)g∗(θ1)
(4.1.49)

=
dθ

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=1

.

Por otro lado para (4.1.20) usando (4.1.45)

(4.1.50)
dφ

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=
Cφ + η cos2 θ0

g∗(θ0)
=
Cφ + η cos2 θ1

g∗(θ1)
=
dφ

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=1
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Figura 4.1.1: Representación esquemática de la aplicación de un campo eléctrico
E = E0(0, 0, 1) a la fase colestérica confinada entre un par de placas paralelas.

el valor de la pendiente es el mismo en ambos puntos de retorno1 del espacio fase
θ′ vs θ correspondientes a alguna curva definida alĺı, veáse por ejemplo la figura
(4.1.2).

4.1.1. Aproximación a Anclaje fuerte mediante Anclaje
débil.

La condición de anclaje fuerte implica que el valor de la derivada θ′ es infinito
en ξ = 0, 1 en el espacio θ vs ξ. Cuando imponemos anclaje débil el valor de la
derivada es

(4.1.51)
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=0,1

= ±w
∗ cos θ cosφ sin θ

h∗(θ)

∣∣∣∣∣
ξ=0,1

,

1El significado de punto de retorno se utliliza ampliamente en mécanica clásica, el cual
corresponde a los extremos de las trayectorias que limitan el movimiento de las part́ıculas, en
este sentido un punto de retorno ocurre en el espacio fase cuando el momento de la part́ıcula
es mı́nimo y el potencial máximo. En realidad estamos cometiendo un abuso del lenguaje pues
recordemos que el estado de equilibrio de la fase colestérica no depende del tiempo, a falta de
un término equivalente utilizaremos este término indistintamente a partir de aqúı .
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es decir, un valor finito el cual induce un relajamiento del director n sobre la
superficie de las placas via n0, este relajamiento tiene un valor espećıfico que se
determina encontrando el valor de dicha pendiente, que es proporcional al valor
dado w∗, notemos además que el valor de la derivada que nos proporciona la
ecuación (4.1.49) es únicamente el valor absoluto ya que en la expresión (4.1.51)
al introducir la función fs nos brinda más información la cual implica que además
de ser iguales numéricamente tienen signo contrario, lo que es de suma importancia
pues nos indica como es la pendiente en cada placa. Como en anclaje fuerte el
valor de esta pendiente tiende a infinito, es decir, w∗ →∞ o equivalentemente

(4.1.52)
1

w∗
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=0,1

→ 0,

se puede esperar que para valores grandes de w∗ las condiciones de anclaje débil
tiendan al anclaje fuerte. En el espacio fase θ′ vs θ, el valor w∗ tiene un valor
diferente para cada punto sobre la curva y es muy grande cuando θ′ → 0. Śı el
ĺımite existe entonces de (4.1.51):

(4.1.53) ± cos θ0,1 cosφ0,1 sin θ0,1 ∼ 0.

Las soluciones que satisfacen esta condición son aproximadamente (4.1.41) y
(4.1.42). Numéricamente el valor de w∗ no es infinito, sin embargo cuanto mas
grande sea, esperamos que mejor será la aproximación a anclaje fuerte. Por lo
tanto los puntos θ0,1 definiŕıan las condiciones de frontera en las placas paralelas
en ξ = 0, 1, respectivamente. Observemos que se sigue cumpliendo (4.1.49). Śı bien
sabemos como son las condiciones que debe cumplir (4.1.53), aún no sabemos el
valor de θ0,1, tampoco como proponerlos, pero podemos identificar estos ángulos.
Miremos por ejemplo la figura (4.1.2), los puntos donde se hace cero θ′ son el
análogo a los puntos de retorno de un sistema mecánico, por ejemplo el de un
oscilador armónico simple, y son los que corresponden a los puntos θ0,1.

A continuación explicamos el procedimiento para encontrar estos puntos de
retorno de forma anaĺıtica. En el espacio fase (θ′,θ) veáse figura (4.1.2) notemos
que los puntos en las cuales θ′ = 0 determinan los puntos de retorno, estos se
pueden calcular entontrado los valores en donde θ anula la expresión

(4.1.54) g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin θ)− (Cφ + η cos2 θ)2 = 0,

por como hemos construido (4.1.19) y (4.1.24).
Mediante un cambio de variable adecuado podemos llevar la ecuación anterior

a una ecuación algebraica. Tomámos el siguiente cambio de variable

x = sin 2θ ; 1− x = cos 2θ,
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Figura 4.1.2: Espacio fase: Curvas que satisfacen el sistema (4.1.72) con valores
para G∗ = 5, Cφ = 12.5204 y ζ = 47.26, parámetros que determinan los puntos
de retorno cuando dθ/dξ = 0 los cuales se encuentran mediante el método de
Cardano para ecuaciones algebráicas con coeficientes reales.
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(4.1.55) P (x) = g∗(x)(G∗ +Kη2 − ζx)− (Cφ + η(1− x))2 = 0

con g∗(x) = (K2/K1)(1− x)2 + (K3/K1)x(1− x), cuando desarrollamos (4.1.55)
llegamos a un polinomio P3(x) de 3er grado, el cual se puede resolver anaĺıtica-
mente mediante el método de Cardano para ecuaciones algebráicas con coeficien-
tes reales, como se ha desarrollado detalladamente en el Apéndice. Notémos que
cuando ζ = 0 el polonimo se reduce a segundo grado P2(x) el cual se resuelve
con la fórmula cuadrática. El método de Cardano nos proporciona tres ráıces,
sin embargo notamos que una de ellas no es f́ısicamente posible pues sus valores
conducen a valores de θ complejos, por lo tanto tenemos únicamente dos ráıces
que corresponden a los dos puntos θ0,1 cuando θ′ = 0.

Debido al cambio de variable x = sin2 θ existen en realidad cuatro ráıces, es
decir:

θ0 = arcsin(±
√
x0)(4.1.56)

θ1 = arcsin(±
√
x1),(4.1.57)

La manera en que elegimos estos puntos de retorno dependerá de la configura-
ción de la fase, pues como observamos en el Apéndice, xi = xi(G

∗, C∗, ζ) depende
de varios parámetros.

La perioricidad de (4.1.17) y (4.1.22) debe tratarse con cuidado numéricamen-
te. Por ejemplo, si una configuración de la fase colestérica nos proporciona los
punto de retorno

(4.1.58)
θ0+ = arcsin(+

√
x0)

θ1+ = arcsin(+
√
x1)

la curva del espacio fase se encuentra en θ > 0 pues la imagen de la función arco-
seno también es positiva cuando su argumento es positivo, procedemos entonces
a calcular las integrales (4.1.19) y (4.1.24), la integral la calculamos de θ0 a θ1
pero mediane el análisis realizado con anterioridad sabemos que su equivalente es
tomar n contribuciones de las integrales de θ0 a θ0 + π, aqúı es donde se presenta
el problema ya que estamos sumando contribuciones extras a las integrales. Las
dos ráıces restantes

(4.1.59)
θ0− = arcsin(−

√
x0)

θ1− = arcsin(−
√
x1)

pertenecen a dos puntos de retorno de la misma configuración que se encuentran
dentro del intervalo J = [θ0, θ0+π], estos puntos ”extras” pertenecen a los puntos
de retorno −θ0 +nπ y −θ1 +nπ, para el que existe algún valor de n, tal que estos
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Figura 4.1.3: Región del espacio fase para θ′ > 0: Curvas que satisfacen el sistema
(4.1.72) con valores para G∗ = 5, Cφ = 12.5204 y ζ = 47.26, se muestran cua-
tros puntos de retorno correspondientes a las ecuaciones (4.1.56) y (4.1.57) en el
intervalo 0 ≤ θ ≤ π.

puntos extras intersectan con J , gráficamente se visualizan cuatro puntos de
retorno en J que definen dos curvas en el espacio fase, como vemos en la figura
(4.1.3), lo cual es correcto por la forma de la función (4.1.17), estas dos curvas se
estan integrando en el intervalo (θ0, θ0+π) por lo tanto se suman las dos áreas bajo
la curva. La discusión tiene como objetivo mostrar que aunque anaĺıticamente es
correcto integrar n veces de θ0 a θ0 + π númericamente debemos evitar de alguna
manera sumar la curva definida por los dos puntos extras. La manera de solucionar
este problema es integrar nuevamente de θ0 a θ1. Es importante aclarar que esto
no es regresar al problema inicial, donde queŕıamos resolver el sistema formado
por (4.1.27) y (4.1.28) como explicaremos detalladamente en seguida. Para fijar
ideas utilizaremos el oscilador armónico simple a modo de ilustración.

Cuando se resuleve por cuadraturas el hamiltoniano

(4.1.60) H =
p2

2m
+
mω2x2

2

que define a dicho sistema mecánico llegamos a la expresión
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CAPÍTULO 4. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

t− t0 = ±
ˆ x

x0

dx̄√
2E − ω2x̄2

,(4.1.61)

tomando la masa m = 1. Esta integral es bien conocida [25], aqúı H es la enerǵıa
mecánica, la cual es una constante; H = E, con E la enerǵıa total del sistema
pues el hamiltonaino es independiente del tiempo t; t0 el tiempo inicial; x = x(t)
la posición intantánea y ω la frecuencia angular de oscilación. La integral esta
definida desde una posición inical x0 y x vaŕıa hasta una posición final xf , es
decir, es posible definir una función

(4.1.62) t(x) = ±
ˆ x

x0

dx̄√
2E − ω2x̄2

+ t0.

La expresión (4.1.62) se puede integrar, es decir, existe una primitiva, de hecho
la integral que resulta es una función arcoseno o arcocoseno que al despejar x de
ella obtenemos una función periódica x = x(t), la solución correspondiente a un
oscilador armónico simple una función senoidal o cosenoidal, ello dependerá del
signo que tomemos.

Para propósitos ilustrativos supongamos que no es posible integrarla de manera
anaĺıtica por lo tanto no es posible invertir la función, y solo sabremos que t = t(x).
La manera de resolver el problema es proceder de manera numérica graficamos t(x)
versus x desde x0 a xf y posteriormente invertir la función t = t(x) para obtener
la solución en términos de la posición x = x(t). Aqúı se presenta una dificultad ya
que cuando graficamos t(x) vs x, tomando el signo positivo de (4.1.61) e invertimos
dicha función obtenemos x = x(t) pero únicamente en el intervalo [t0, t0 + π/2].
Ahora notamos que cuando graficamos (4.1.61) pero con signo negativo y además
sumamos la contribución de la primera integral, es decir, el valor de t(xf ) al
invertirla obtenemos otra región de la gráfica x = x(t) que ahora corresponde
al intervalo [t0 + π/2, t0 + π] únicamente. Este procedimiento consiste entonces
en ir construyendo la función x = x(t) apartir de la función (4.1.62) t = t(x)
alternando el signo y uniendo los puntos finales de una gráfica con los iniciales de
otra, hasta satisfacer las condiciones iniciales, al final habremos recuperado por
completo la solución x = x(t). En resumen hemos ido sumando n contribuciones
reiterativamente de (4.1.62) hasta reconstruir x = x(t) a partir de t = t(x).

El proceso anterior es innecesario cuando la integral se resuelve con algún cam-
bio de variable y se puede despejar para obtener una expresión y posteriormente
imponer las condiciones iniciales (o de frontera según sea el caso). El ejemplo
anterior es sumamente útil pues este proceso de construcción de funciones es el
que aplicaremos de manera completamente análoga en las expresiones (4.1.19)
y (4.1.24) pues no es posible integrarlas anaĺıticamente. En nuestro sistema la
función constructora es ξ = ξ(θ) que nos proporciona ((4.1.19), para obtener
finalmente θ = θ(ξ).
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Con la discusión anterior aclaramos que integrar n veces de θ0 a θ1 es cuan-
titativamente correcto, es decir que para efectos numéricos nuestro sistema de
ecuaciones por resolver ahora es

n

ˆ θ1

θ0

A(θ)dθ − 1 = 0(4.1.63)

n

ˆ θ1

θ0

B(θ)dθ −mπ = 0.(4.1.64)

Otra manera de explicar este procedimiento de integración es el siguiente:
Supongamos que estamos en el espacio fase, nos ubicamos en θ0 con θ′ = 0 e
iniciamos nuestro recorrido de la curva hasta llegar a θ1 hasta aqúı recorrimos
la parte positiva de la curva en el espacio fase dθ

dξ
≥ 0, ahora, ubicados en θ1

continuamos nuestro recorrido por la parte negativa de la curva dθ
dξ
≤ 0, hasta

llegar nuevamente a θ0 hasta qúı hemos recorrido dos vueltas completas en el
espacio fase, repetimos este procedimiento para completar n vueltas hasta que se
cumple que el valor de su integral es 1, de manera análoga para las vueltas en φ
hasta que el valor de su valor es mπ.

En principio podŕıan existir una infinidad de valores n, mφ enteros que satis-
fagan el (4.1.63) y (4.1.64) , es decir, una solución al sistema que proporcione una
configuración de equilirbio o textura; sin embargo antes de encontrar n y mφ, es
necesario analizar los parámetros involucrados en el sistema que estamos tratando
de resolver pues en realidad nuestro sistema es de la forma

(4.1.65)
n
´ θ1
θ0
A(θ,G∗, Cφ, ζ)dθ − 1 = 0

n
´ θ1
θ0
B(θ,G∗, Cφ, ζ)dθ −mπ = 0

con θ0 = θ0(G
∗, Cφ, ζ) y θ1 = θ1(G

∗, Cφ, ζ), que corresponden a los ĺımites de inte-
gración y su valor se determina mediante el método de Cardano. Obervemos que
los integrandos A(θ) y B(θ) al ser radicales no todos sus valores son reales, ello
depende de los parámetros, a su vez los ĺımites de integración también dependen
de éstos, por lo tanto es necesario tener un panorama general del comportamiento
cuantitativo de estos ĺımites cuando variamos los parámetros, pues existen regio-
nes donde tanto los ĺımites de integración como los integrandos toman valores
complejos, y nuestro interés, por el sentido f́ısico principalemente es en las curvas
reales que proporcionan (4.1.65) es por ello que vamos a determinar las condiciones
sobre los ĺımites y los integrandos del sistema.

Ya hemos discutido la elección de los ĺımites de integración, ellos los determi-
namos cuando dθ/dξ = 0 en el espacio fase y también los ĺımites de integración
que corresponde a la aproximación a anclaje fuerte en las fronteras de las placas
paralelas donde se confina la fase colestérica como se muestra esquemáticamente
en la figura (4.1.4).
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CAPÍTULO 4. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Figura 4.1.4: Condiciones de frontera fijas o Anclaje fuerte: (a) Representación
esquématica de las condiciones de frontera en las placas paralelas para θ0 y θ1 en
ξ = 0, 1 respectivamente, (b) Condiciones de frontera fijas con la distorsión del
director.

Estamos interesados en ver como los ángulos

(4.1.66) θ0,1 = θ0,1(G
∗, Cφ, ζ),

vaŕıan cuando cambiamos los parámetros G∗, Cφ y ζ. No es posible, sin embargo,
observar todas las variaciones a la vez ya que existen tres variables independientes,
aśı para observar el comportamiento individual de cada parámetro podemos fijar
dos de las variables y obtener una gráfica de la forma θ0,1 = θ0,1(G

∗) una vez
ya fijados Cφ y ζ. Aunque esta simplificación no muestra todo el espectro de
las variables nos brinda un panorama general del comportamiento de los ángulos
inicial θ0 y final θ1 cuando se vaŕıan los parámetros del campo ζ por ejemplo. Como
se discutió brevemente en el Caṕıtulo 1, las constantes de Frank dependen de la
sustancia con la que se este trabajando, y justamente se mantienen constantes
cuando la temperatura también lo es, vamos a utilizar las constantes materiales
para 5CB2. En la figura (4.1.5) podemos notar el comportamiento de los puntos de

2Para el desarrollo siguiente consideraremos las constantes elásticas de Frank son:

K1 = 6.2× 10−12N ; K2 = 3.9× 10−12N ; K3 = 8.2× 10−12N ;

estas constantes corresponde a la sustancia 5CB (4-pentyl-4’-cyanobiphenyl) cerca de 26◦C
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Figura 4.1.5: Soluciones reales xi (i = 0, 1) de P3(x) por el método de Cardano que
corresponden a: θ0 (curvas punteadas), y θ1 (curvas continuas) respectivamente,
vs el parámetro G∗, con Cφ = 10 para las diferentes curvas. Cada valor de G∗

determina dos puntos de retorno del espacio fase θ′ vs θ.

retorno en el espacio fase, es decir las soluciones al polinomio de tercer grado, tales
soluciones se obtuvieron con el software Mathematica [29]. Las curvas punteadas
corresponde a los valores que toma θ0 = θ0(G

∗) cuando variamos el parámetro G∗,
mientras que las ĺıneas continuas corresponden a los valores que toma la función
θ1 = θ1(G

∗) cuando se fija Cφ y un valor de ζ (fijo) para cada color de curva. Por
ejemplo si elegimos el valor particular G∗ = 0, se definen dos ángulos, θ0 = θ0(0)
y θ1 = θ1(0), más aún estos puntos generan un intervalo [θ0, θ1], donde la curva
del espacio fase que se desarrolla está bien definida y es de valores reales, fuera
de él los valores de la curva del espacio fase son complejos, sin embargo las curvas
en (4.1.5) tanto para θ0 y θ1 no satisfacen el sistema de ecuaciones (4.1.65), es
decir, no son una configuración de equilibrio. Otra observación pertinente es que
ya fijos los tres parámetros (G∗, Cφ, ζ) establecen los dos puntos de retorno que
oscilan alrededor de un ángulo espećıfico θmax(ξ = ξe) = θe, con ξe donde ocurre
el máximo valor de θ′ sobre la curva definida por los parámetros fijos en el espacio
fase (recordemos que el ángulo θ nos brinda información de la manera en la cual
se inclina el director n a lo largo de ξ como se ve en la figura(2.2.1)).

Veamos ahora la figura (4.1.6), podemos notar las variaciones de los ángulos

[18]
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Figura 4.1.6: Soluciones reales xi (i = 0, 1) de P3(x) por el método de Cardano que
corresponden a: θ0 (curvas punteadas), y θ1 (curvas continuas) respectivamente,
vs el parámetro Cφ, con G∗ = 100 y ζ = 2500, 1500, 800, y 200 (de izquierda a
derecha) para las diferentes curvas. Las curvas restantes con ζ = 0 y G∗ = 100 y
500 (de izquierda a derecha) soluciones de una ecuación cuadrática P2(x). Cada
valor de Cφ determina dos puntos de retorno del espacio fase θ′ vs θ.

(4.1.66) con respecto a Cφ son similares a las curvas de la figura (4.1.5) y el
ángulo θe al que nos hemos referido donde θ′ alcanza un valor máximo se sigue
manteniendo en la región θe > 0 para las curvas de esta gráfica, sin embargo
notemos ahora la figura (4.1.7), en la cual el valor ζ = 0, variable que contiene
la información de la intensidad del campo eléctrico, que implica que la fase no
esta sometida a ningun campo eléctrico, observamos que θe ahora oscila en torno
a θe ∼ 0. Sin embargo no podemos, concluir todav́ıa algún resultado, por un
lado el valor ζ = 0 no esta definido para nuestros propósito pues en este caso los
coeficientes del polinomio P3(x0,1) se indeterminan, y por otro no se satisfacen
(4.1.63) y (4.1.64). Retomaremos esta discusión más adelante.

También obervamos el comportamiento de los ángulos (4.1.66) cuando varia-
mos el parámetro ζ como se puede observar en la figura (4.1.8), donde nuevamente
observamos que el ángulo θe > 0.

Para encontrar soluciones al sistema de ecuaciones (4.1.65), en el proceso fue
necesario analizar con detenimiento la variable adimensionalizada
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Figura 4.1.7: Soluciones reales xi (i = 0, 1) de P2(x) que corresponden a: θ0 (curvas
punteadas), y θ1 (curvas continuas) respectivamente, vs el parámetro Cφ, con
G∗ = 500, 1500, 5000, 7000, y 10000 (de izquierda a derecha) para las diferentes
curvas, con ζ = 0. Cada valor de Cφ determina dos puntos de retorno del espacio
fase θ′ vs θ.
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Figura 4.1.8: Soluciones reales xi (i = 0, 1) de P3(x) por el método de Cardano que
corresponden a: θ0 (curvas punteadas), y θ1 (curvas continuas) respectivamente,
vs el parámetro ζ, con Cφ = 10 y G∗ = 100, 500, 1000, 1200, 1400 (de izquierda
a derecha) para las diferentes curvas. Cada valor de ζ determina dos puntos de
retorno del espacio fase θ′ vs θ.
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(4.1.67) η = dq0K,

esta variable contiene la información de la quiralidad de la fase colestérica; śı eva-
luamos η = 0 obtenemos (4.1.12), la expresión que corresponde a la fase nemáti-
ca. Vamos a reescribir η por razones que veremos a continuación, recordando que
q0 = 2π/p, entonces

(4.1.68) η = 2π
(
d/p
)
K

la cantidad (d/p) es la razón entre la distancia de sepación de las placas paralelas
y el pitch de la fase colestérica llamada también radio de confinamiento, intuiti-
vamente podŕıamos argumentar que esta razón debe ser un entero positivo, más
aún ya que esta razón nos brinda la información de cuántos peŕıodos en φ hay
entre las placas paralelas y ya que hemos caracterizado el número de vueltas en
φ con mφ un número entero, entonces el parámetro η lo podemos expresar como

(4.1.69) η = 2πmφK

Esta afirmación es incorrecta, pues tanto las constantes elásticas de Frank Ki

(con i = 1, 2, 3) como el valor de q0 son propiedades intŕınsecas del material o
sustancia orgánica que en este caso se trata de la fase colestérica, es decir, estas
propiedades pertencen a la densidad de enerǵıa de bulto independientemente de
las condiciones de frontera sobre las placas paralelas, podemos elegir por ejemplo
d/p = w, w un número entero, sin embargo este número no satisface las condicio-
nes de frontera necesariamente, ya que no se han considerado las fuerzas elásticas
ejercidas por el anclaje fuerte (o débil) ejercidas por las placas sobre la fase por
lo tanto concluimos que mφ 6= w. Al imponer la condición d/p = w, lo que es-
tamos haciendo es trabajar con una fase colestérica que antes de ser sometida a
condiciones de frontera el paso de la fase colestérica tiene el tamaño p = d/w
en el bulto. Observamos que justamente la aplicación de anclaje fuerte (ó débil)
sobre las fronteras, que en este caso son placas paralelas, es lo que modifica estos
giros en φ mediante mφ hasta que la densidad de enerǵıa de total Frank–Oseen
fT es mı́nima, requisito para que la configuración de la fase sea una configuración
en equilibrio o textura. Supongamos que existe un entero w tal que mφ = w,
por lo que hemos discutido esto supone que la fase colestérica antes de someterla
a fuerzas elásticas en las fronteras ya se encuentra en equilibrio lo cual es poco
probable.

El sistema de ecuaciones (4.1.65) puede ser resuelto por el método de Newton-
Rapson (NR) [30] para funciones escalares, si definimos las siguiente funciones,
con sus dependencias respectivas tenemos:

55
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q(G∗, Cφ, ζ, n) = n

ˆ θ1(G,Cφ,ζ)

θ0(G∗,Cφ,ζ)

A(θ,G∗, Cφ, ζ)dθ − 1(4.1.70)

s(G∗, Cφ, ζ, n,mφ) = n

ˆ θ1(G,Cφ,ζ)

θ0(G∗,Cφ,ζ)

B(θ,G∗, Cφ, ζ)dθ −mφπ(4.1.71)

Por lo tanto lo que buscamos es cuando se cumple

(4.1.72)
q(G∗, Cφ, ζ, n) = 0

s(G∗, Cφ, ζ, n,mφ) = 0,

simultaneamente. Notemos que no es posible resolver este sistema ya que tenemos
2 ecuaciones y 5 variables, es necesario entonces fijar 3 variables para que este
sistema sea soluble. La manera en que procedimos fue la siguiente: Primero es ne-
cesario asegurarse que las variables que se van a fijar correspondan a valores reales
de las soluciones del polinomio P3(x0,1) para verificar que los ĺımites de integración
efectivamente son reales, lo que impone la condición |√x0,1| ≤ 1 sobre los valores
de las ráıces, que a su vez implica que |θ0,1| ≤ π/2, con θ0,1 = arcsin(±√x0,1). A
pesar de que tenemos expresiones anaĺıticas para las ráıces proporcionadas por el
método de Cardano, los cálculos numéricos de estas expresiones arrojan números
complejos, es decir, arcsin(±√xi) = a+jb (con j =

√
−1 y a, b número reales), sin

embargo se puede prescindir de la parte compleja si |b| � 1. Segundo, los ĺımites
de integración son los valores en los cuales el integrando diverge, por ello podŕıa
pensarse que la integral en algún momento del cálulo numérico no converge ya
que justo en esos puntos (de retorno) el error numérico podŕıa crecer y arrojar
resultados erróneos.

Recurramos nuevamente al ejemplo del oscilador armónico para ilustrar esta
dificultad de una manera sencilla, espećıficamente nos refeŕımos a la expresión
(4.1.61), los puntos de retorno se encuentran en x = ±

√
2E/ω2, en estos puntos el

integrando diverge. Supongamos que el integrando, que definiremos como I(x) ≡
1/
√

2E − ω2x̄2 lo desarrollamos en serie de Taylor en x = 0 y obtenemos I(x) =
C0 + C2x

2 + O(x4), con C0 y C2 constantes, que al integrarla y llevar a cabo la
sustitución en los puntos de retorno no diverge. Lo mismo ocurre en los integrando
del sistema (4.1.65), por supuesto que este análisis es para el integrando I(x) que es
anaĺıtico, es decir, que puede expresarse como una serie de potencias convergente;
para nuestro sistema (4.1.65) los integrandos son del tipo eĺıptico que también
admiten expansión en serie y a pesar de que no exista una primitiva para resolver
estas integrales se sigue aplicando el mismo razonamiento a (4.1.61).

Finalmente, el método numérico aplicado para el cálculo de las integrales tiene
la capacidad para manejar integrandos que "explotan", este método de integración
comprueba automáticamente las singularidades en los puntos de la región de inte-
gración [29]. Por último, visualizar gráficamente las funciones (4.1.71) y (4.1.70)
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es de suma utilidad pues nos permite observar los lugares donde estas funciones
se intersectan y mediante un ajuste de los parámetros G∗, Cφ, ζ, n y mφ nos
aproximamos para que se satisfaga (4.1.72) una vez que nos hemos acercado lo
suficiente, es decir, una vez que las funciones se intersectan en cero, mediante el
método de NR encontramos la solución buscada con una mejor aproximación.

En suma hemos establecido las condiciones para los ĺımites de integración;
discutimos los posibles errores numéricos debidos a las singularidades de los inte-
grandos y a la integración numérica y establecimos una forma visual para facilitar
las soluciones de (4.1.72), mediante un método númerico para afinar nuestra apro-
ximación.

4.2. Determinación del Campo Eléctrico Umbral

ζ0

Para finalizar este caṕıtulo encontraremos el campo umbral ζ0 aproximado para
la fase colestérica, en el caṕıtulo 3 encontramos un campo magnético adimensional
H para la fase nemática, que es el campo magnético mı́nimo necesario para que se
presente una distorsión sobre la fase nemática debida a la presencia de un campo
externo, utililizando un procedimiento similar encontraremos un campo eléctrico
umbral adimensional para la expresión

(4.2.1) h∗(θ)
(dθ
dξ

)2
+

(Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)
+ ζ sin2 θ = Ω,

donde Ω ≡ G∗ + Kη2 una constante. La constante Ω de la ecuacion diferencial
(4.2.1) la determinamos teniendo que el efecto del campo eléctrico ζ implica que
dθ/dξ = 0 cuando θ(ξ = 1/2) = θc por lo tanto

(4.2.2) Ω =
(Cφ + η cos2 θc)

2

g∗(θc)
+ ζ sin2 θc,

aśı la ecuacion diferencial (4.2.1) se puede reescribir convenientemente definiendo
Φ como

(4.2.3)

Φ(λ) ≡

(
(Cφ + η cos2(λθc))

2

g∗(λθc)
−(Cφ + η cos2(λθ))2

g∗((λθ))
−ζ(sin2(λθ)−sin2(λθc))

)/
h∗(λθ),

entonces es posible escribir (4.2.1) como

(4.2.4) Γ (λ) ≡ Φ(λ)−
(dθ
dξ

)2
= 0,
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La forma en la hemos definido Γ (λ), es la siguiente: sobre esta función lleva-
remos a cabo un desarrollo en serie de Taylor alrededor de cero para la variable λ
para tener solo una variable, por lo tanto el desarrollo en serie es

(4.2.5) Γ(λ) = −
(dθ
dξ

)2
+ s2λ

2 + s4λ
4 +O(λ5),

donde los coeficientes s1,2 = s1,2(θ, θc, G
∗, Cφ, ζ, η). Podemos tomar esta expresión

únicamente hasta cuarto orden pues conforme ζ → ζ0, θc → 0. Por otro lado
realizamos el cambio de variable θ = θc sinu, donde u = u(ξ), de esta manera

(4.2.6)
(dθ
dξ

)2
= (θc cosu)2(u′)2,

realizando este cambio de variable obtenemos la expresión

(4.2.7) Γ(λ) ≈ 1

3
θ2c cos2 u

(
j2λ

2 + j4λ
4 sin2 u− 3

(du
dξ

)2)
= 0,

la cual tiene solución una solución trivial 1
3
θ2c cos2 u = 0, observemos además que

s1,2 6= j1,2. Conviene entonces tomar la solución no trivial, es decir:

(4.2.8) j2λ
2 + j4λ

4 sin2 u− 3
du

dξ
≈ 0.

La ecuación diferencial (4.2.8) se puede resolver por cuadraturas escribiéndola
como

(4.2.9)

ˆ 1/2

0

dξ =

ˆ π2

0

du√
1
3
(j2λ2 + j4λ4 sin2 u)

.

Nuevamente vamos a realizar un desarrollo en series de Taylor pues como
indicamos al inicio de esta sección, estamos realizando el procedimiento similar al
desarrollado para encontrar el campo umbral H. Para llevar a cabo esta expansión
definimos la siguiente función

(4.2.10) Λ(θc) ≡
1√

1
3
(j2λ2 + j4λ4 sin2 u)

donde llevaremos a cabo el desarrollo en términos de θc haciendo λ = 1, recor-
demos que los coeficientes j1,2 = j1,2(θc, G

∗, Cφ, ζ, η), de esta manera tenemos del
desarrollo
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(4.2.11) Λ(θc) ≈ p1 + (p2 + d2 sin2 u)θ2c +O(θ3c ),

con p1,2 = p1,2(ζ, η, Cφ) y d2 = d2(ζ, η, Cφ) por lo tanto si tomamos hasta segundo
orden el lado derecho de (4.2.9) se puede reescribir como

(4.2.12)
1

2
≈
ˆ π2

0

(p1 + (p2 + d2 sin2 u)θ2c )du,

Cuando integramos el lado derecho de la expresión (4.2.12) obtenemos

(4.2.13) −1
2

+Π(θc, ζ, η, Cφ) ≈ 0.

De esta última expresión es posible despejar la variable θc y obtenemos una
función de la forma

(4.2.14) θc ≈ ±ψ(ζ, η, Cφ),

tomamos el signo positivo y además por la condición sobre θc → 0, entonces
ψ(ζ0, η, Cφ) ≈ 0. Finalmente, de ψ es posible despejar la variable ζ0 como

(4.2.15) ζ0 ≈
C2
φ(k3 − 2k2) + Cφ(k3 − 2k2η) + k3η

2 + k22π
2

k22
.

También podemos encontrar el valor de la constante Cφ, la cual como sabemos
en una constante de integración que debe ser determinada, para llevar a acabo un
desarrollo en serie de

(4.2.16)
dφ

dξ
=
Cφ + η cos2 θ

g∗(θ)
,

para (4.2.16) podemos realizar el desarrollo como antes, sin embargo podemos
tomar solo a primer orden pues estamos haciendo la expansión cerca del punto
θ = 0 de esta manera, del lado izquierdo tenemos

(4.2.17)
dφ

dξ
≈ ∆φ

∆ξ
=
mφπ

1
,

y para el lado derecho de (4.2.16)
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(4.2.18)
Cφ + η cos2 θ

g∗(θ)
≈ Cφ + η

k2
,

entonces Cφ ≈ k2mφπ − η, la sustituimos en la (4.2.15), de donde finalmente
podemos obtener

(4.2.19) ζ0 ≈ π(π +m2
φπ(k3 − k2) + 2mφη)

donde k2,3 = K2,3/K1.
La expresión que acabamos de encontrar (4.2.19) será de suma utilidad para

determinar cualitativamente que ocurre por arriba de este campo y por debajo
también, como veremos en el próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Resultados

En esta sección mostraremos los resultado que obtuvimos al resolver el siste-
ma (4.1.72) expresado en la sección (4.1) bajo las consideraciones hechas en el
caṕıtulo anterior. Nuestro interés está enfocado principalmente en como responde
nuestro sistema ante la presencia de un campo eléctrico adimensional ζ, como
mencionamos en la sección anterior para que sea posible resolver nuestro sistema
(4.1.72) es necesario que establezcamos valores para tres variables, con ello el sis-
tema consta de dos ecuaciones y dos variables. La complejidad del sistema limita
abordarlo de manera completamente numérica, pues en nuestro análisis de este
sistema encontramos que la soluciones dependen fuertemente de los parámetros
enteros n y mφ mediante una exploración arbitraria de estos valores encontramos
la configuración n = 25 y mφ = 27, una vez fijados esto valores comenzamos a
ajustar los parámetros restantes, además fijamos el radio de confinamiento como
d/p = 10 para todas las soluciones que encontramos. Tomenos ahora las variables
G∗, Cφ, ζ, de las cuales elegimos ζ ≥ 0 fijo para cada solución, la restricción so-
bre ζ corresponde al hecho que este parámetro involucra el cuadrado del campo
eléctrico, con ello nuestro sistema adquiere la siguiente forma

(5.0.1)
q(G∗, Cφ) =0

s(G∗, Cφ) =0,

la expresión (5.0.1) nos permite usar algún método numérico para encontrar solu-
ciones a este sistema pues ahora tenemos dos ecuaciones y dos variables, a conti-
nuación fijamos el valor de la constante G∗ pues los ceros obtenidos por el método
de NR (el método fue desarrollado en el software Mathematica [30]), fueron del
orden ∼ 10−3. Debido a que nuestra solución es mediante un método numérico
no es posible obtener un cero análitico por ello es necesario establecer un inter-
valo alrederor de este cero exacto, aśı los valores encontrados numéricamente que
estén dentro de dicho intervalo pueden ser consideradas soluciones, para establecer
un criterio podemos utilizar el siguiente hecho: ya que hemos adimensionalizado
nuestras ecuaciones integrales, nuestros ceros numéricos pueden ser comparados
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con la unidad. Una vez fijado el valor G∗, fue posible tener ahora el sistema

Figura 5.0.1: Intersección de las funciones q(Cφ) y s(Cφ) simultáneamente con en
el origen implican la solución del sistema (5.0.2).

(5.0.2)
q(Cφ) =0

s(Cφ) =0.

Este sitema se puede graficar como observamos en la figura (5.0.1), de esta
manera es posible visualizar la intersección de ambas curvas de (5.0.2) finalmente
mediante el ajuste tanto de G∗ y Cφ fue posible obtener ceros del orden ∼ 10−12

de (5.0.2), que al compararlo con la unidad el error es muy pequeño, este crite-
rio fue el utilizado para cada solución que encontramos. Por otro lado para las
soluciones del método de Cardano, las cuales definen tanto los ĺımites de inte-
gración, como los puntos de retorno deben corresponder efectivamente a valores
reales, sin embargo obtuvimos valores complejos, la parte imaginaria por ejemplo
de arcsin(±√xi) = a + jb, b es aproximadamente del orden |b| ∼ 10−12, por lo
que podemos tomar únicamente la parte real. Con este procedimiento podemos ir
variando la intensidad de ζ y asegurar que las soluciones econtradas corresponden
a texturas, es decir, son configuraciones en equilibrio. En la figura (5.0.2) podemos
observar algunas curvas del espacio fase, estas curvas son soluciones del sistema
(4.1.65) que se definen cuando imponemos sus parámetros correspondientes.
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Figura 5.0.2: Región del espacio fase dθ
dξ

versus θ que determinan las curvas ob-

tenidas de la ecuacion (4.1.17) para diferentes valores de ζ que satisfacen sus
respectivas condiciones de frontera con valores n = 25 y mφ = 27 de θ y φ respec-
tivamente.

El procedimiento descrito anteriormente para encontrar la solución del sistema
(5.0.2) puede extenderse. Para encontrar otras soluciones del sistema en equilibrio
podemos ir variando el parámetro ζ en el sistema de ecuaciones, sin embargo la
variación de este parámetro de campo eléctrico adimensional implica el reajuste de
los parámetros restantes, en la figura (5.0.3) observamos la variación del parámetro
Cφ respecto a ζ por el hecho de variar su intensidad, el proceso para encontrar esta
curva fue el siguiente: Una vez que encontramos una configuración que satisface el
sistema (4.1.72) variamos el parámetro ζ = ζ0± δ donde ζ0 es el parámetro inicial
(que śı satisface el sistema (4.1.72)) y δ ∼ 0.5, ahora el nuevo valor que toma ζ no

satisface el sistema, pero mediante el ajuste Cφ = C
(0)
φ ± ε (donde C

(0)
φ śı satisface

el sistema) con ε pequeño y real mediante el método de NR es posible obtener
una nueva solución del sistema, este procedimiento lo realizamos reiterativamente.
Notemos que en algún momento de este procedimiento obtenemos el valor ζ = 0,
por la discusión hecha en (4.1.1) a lo largo de este trabajo únicamente se estudiaron
las curvas con campos eléctricos no nulos (ζ > 0). Cada punto sobre la curva
(5.0.3) corresponde a una pareja (Cφ, ζ) que es solución del sistema de ecuaciones
(4.1.72)

El proceso descrito anteriormente, que mediante el método de NR ajustamos
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CAPÍTULO 5. RESULTADOS

Figura 5.0.3: Curva que muestra el comportamiento del parámetro Cφ al variar ζ,
parámetro que involucra el cuadrado de la intensidad del campo eléctrico (E2

0).
Cada pareja (Cφ, ζ) corresponde a una solución del sistema de ecuaciones (4.1.72),
solucion que determina el estado de equilibio o textura de la fase colestérica con-
finada entre placas paralelas con condiciones de frontera fuertes sometidas a un
campo eléctrico perpendicular a las placas.
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Figura 5.0.4: Curva que muestra el comportamiento del parámetro G∗ al variar ζ,
parámetro que involucra el cuadrado de la intensidad del campo eléctrico (E2

0).
Cada pareja ordenada (ζ, G∗) corresponde a una solución del sistema de ecuacio-
nes (4.1.72), solucione que determina el estado de equilibio o textura de la fase
colestérica confinada entre placas paralelas con condiciones de frontera fuertes
sometidas a un campo eléctrico perpendicular a las placas.

Cφ nos proporcionó simultáneamente el valor para G∗, para cada incremento de δ
en el parámetro ζ, de esta manera podemos también observar el comportamiento
de G∗ en función de ζ (el campo eléctrico adimensional) como se muestra en la
curva (5.0.4).

También observamos que al cambiar las constantes elásticas de Frank (Ki)
para otras sustancias orgánicas como MBBA y PAA [18] las curvas del espacio
fase también giran también entorno a un θe, ángulo que ya discutimos en la sección
(4.1.1), además cuando aumentamos la intensidad del campo eléctrico los puntos
de retorno θ0,1 → θe para cada configuración correspondiente tanto para 5CB
como para MBBA y PAA. En resumen observamos que al aumentar la intensidad
del campo eléctrico los puntos de retorno que son dos (θ0,1) tienden únicamente a
uno (θe) a lo largo del eje ξ perpendicular a las placas paralelas.

El ángulo θe que hemos discutido anteriormente se puede encontrar de la si-
guiente manera: de la ecuación (4.1.16) observamos que la expresión
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(5.0.3) V (θ) ≡ (Cφ + η cos2 θ)2

g∗(θ)
+ ζ sin2 θ +Σ,

con Σ ≡ −Kη2, es una especie de potencial, y justamente de esta encontramos
los puntos de retorno cuando V (θ0,1)−G∗ = 0.

Antes de continuar es necesario hacer una aclaración pues a lo largo de este
trabajo hemos recurrido frecuentemente a la mecánica clásica por las similitudes
matemáticas con nuestro sistema mesofásico, sin embargo debemos ser cuidadosos
al interpretar el sentido f́ısico propio la fase colestérica aqúı estudiada, un ejemplo
de ello es que en el caso de un sistema mecánico cuando el hamiltoniano no depende
expĺıcitamente del tiempo t, dicho hamiltoniano corresponde a la enerǵıa total del
sistema [25] , en el Caṕıtulo 2, hicimos la asociación t↔ z, y encontramos que la
ecuación (4.1.8) no depende expĺıcitamente de z por ello podŕıamos afirmar que la
variable H0 de dicha expresión corresponde a la enerǵıa total de nuestro sistema
mesofásico, y que por lo tanto sus valores posibles son H0 ≥ 0. Esta interpretación
es incorrecta pues, en mécanica clásica el valor extremal se realiza sobre la acción
F , mientras que en nuestro medio continuo mesofásico fue la enerǵıa libre total por
unidad de área F , de donde implicaron las ecuaciones de EL, que dependen de fT
que es una especie de densidad lagrangiana, por ello es que para nuestro caso, un
medio continuo, los valores posibles de H0 son todos lo reales y no corresponden
a la enerǵıa total, H0 es una constante de integración.

Podemos ahora graficar la función (5.0.3) para los valores de los parámetros
utilizados para las curvas en la figura (5.0.2), los cuales definen las curvas pre-
sentadas en la figura (5.0.5). En la sección (4.2) cuando hablamos de la curva del
espacio fase la cual quedaba definida entre los dos puntos de retorno correspon-
dientes a cada curva, mencionamos que esta curva estaba bien definida, con la
ayuda del la figura (5.0.5) podemos entender a que nos referiamos pues en ella
ponemos observar que una vez que encontremos el valor de G∗ para que se cumpla
V (θ0,1)−G∗ = 0 los puntos de retorno que se definen están entre valores reales de
esta curva como se puede observar, ese valor de G∗ (el valor de G∗, en analoǵıa
en la mécanica clásica, es similar a la enerǵıa mecánica que se representa como
una linea horizontal que representa el valor de la enerǵıa que se brinda al sistema
subiendo o bajando esta ĺınea a lo largo del eje V del potencial).

De la expresión (5.0.3) podemos observar que g∗(β) = 0 cuando β = π(2l+1)/2
donde l es un número entero, en la figura (5.0.5) observamos que para l = 0 te-
nemos que g(π/2) = 0 y por lo tanto V (π/2) → ∞. Esta especie de potencial
diverge en π/2, en esta esta región el potencial es repulsivo, es decir, es un punto
inestable. Podemos interpretar esta singularidad de la siguiente manera: al ser un
punto inestable muestra que la configuración rechaza adquirir esta dirección, es
decir, el vector director no admite orientarse en la dirección π/2. Esta restricción
también nos dice que no puede existir para las configuraciones que estamos traba-
jando (aquellas que satisfacen el sistema de ecuaciones (4.1.65)), una transición
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Figura 5.0.5: Curvas de la ecuación (5.0.3) para diferentes valores del campo adi-
mensional ζ

de la fase colestérica inicial a una fase nemática.
Podemos encontrar de forma anĺıtica el ángulo θe mediante V (θ), de la manera

usual para encontrar un máximo de una función, tomando su derivada e igualando
a cero, es decir, V ′(θ) = 0 y el criterio de la segunda derivada. En la figura (5.0.6)
presentamos las curvas que obtuvimos de la derivada de la función (5.0.3), cada
curva presentada corresponde a diferentes parámetros que satisfacen el sistema
(4.1.72) al igual que en la figura (5.0.5). Notamos que para valores de θ > 0 donde
las curvas cruzan el eje θ son los valores correspondientes a los θe de cada curva
del espacio fase de la figura (5.0.2) y nuevamente en π/2 la derivada diverge.

Hasta ahora hemos encontrado soluciones a nuestro sistema (4.1.72) que nos
proporcionaron información de su geometŕıa en el espacio fase, ahora estamos in-
teresados en observar el comportamiento del ángulo de inclinación θ a lo largo de
las placas paralelas, es decir, a lo largo del eje ξ. En la figura (5.0.7) observamos
el comportamiento del ángulo de inclinación θ a lo largo de las placas paralelas,
es decir, en 0 ≤ ξ ≤ 1, la construcción de esta gráfica fue realizada con el pro-
cedimiento descrito en la sección (4.1.1), el comportamiento de esta curva tiene
gran similitud con las soluciones de un oscilador armónico simple, en el sentido de
que oscila a lo largo de un punto de equilibrio, en este caso el ángulo ampliamen-
te discutido con anterioridad, θe. Notamos también que el número n = 25 de la
expresión (4.1.47) se corresponde al número de veces que la curva cruza el eje del
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Figura 5.0.6: Curvas de la derivada de la ecuación (5.0.3) para diferentes valores
del campo adimensional ζ

ángulo θe ∼ 1.04721 para esta configuración. Los parámetros de la figura anterior
son soluciones del sistema de ecuaciones (4.1.72).

68



CAPÍTULO 5. RESULTADOS

Figura 5.0.7: Variación del ángulo de inclinación θ(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 1 de la textura
colestérica a lo largo del eje ξ perpendicular a las placas paralelas sometidas a un
campo eléctrico externo E (paralelo a al eje ξ) , con ζ = 47.26, Cφ = 12.5204 y
G∗ = 5, que oscila entorno al ángulo espećıfico θe ∼ 1.04721, con condiciones de
frontera fuertes θ0 ≈ 0.6664 y θ1 ≈ 1.2860 en ξ = 0, 1 respectivamente.

En el Caṕıtulo 3 sección (3.2) discutimos sobre el efecto Fredericksz y obser-
vamos el comportamiento de soluciones θ(z) en presencia del campo magnético
adimensional H para diferentes valores, veáse figura (3.2.2), mientras la intensi-
dad de este campo externo va en aumento las curvas adquieren una configuración
diferente, por ello se espera que para un campo muy intenso la configuración
tomará el ángulo θ = π/2.

Ahora miremos las curvas de la figura (5.0.8), en ella observamos las soluciones
θ(ξ) para diferentes intensidades de campo eléctrico adimensional ζ. En principio
podŕıamos pensar que dada una solución del sistema de ecuaciones (4.1.72), que
tiene ya bien definidos sus parámetros Cφ, G∗, n, mφ bastaŕıa ir variando ζ hasta
ver los efectos causados sobre la configuración inicial, sin embargo la variación de
ζ implica, como ya vimos, un reajuste de estos parámetros excepto para n y mφ,
a su vez las condiciones de frontera van modificándose conforme estos parámetros
se van ajustando, a diferencia de la figura (3.2.2) en donde las condiciones de fron-
tera se mantienen fijas para diferentes valores de H, en este caso las condiciones
de frontera siguen manteniendo su valor a pesar de la variación de H , es decir
se cumple anclaje fuerte. En la figura (5.0.8) graficamos únicamente una región
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Figura 5.0.8: Variación del ángulo de inclinación θ(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 0.08 de la textura
colestérica a lo largo del eje ξ perpendicular a las placas paralelas sometidas a un
campo eléctrico externo adimensional ζ (paralelo a al eje ξ).

de las soluciones de θ(ξ) vs ξ (con 0 ≤ ξ ≤ 0.08) en ellas podemos observar dife-
rentes soluciones del sistema (4.1.72) cada una de las soluciones tiene diferentes
valores para θ0, es decir, que no satisface anclaje fuerte cuando aumentamos el
valor de ζ. Mientras el campo eléctrico adimensional va aumentando en inten-
sidad es necesario que estas condiciones de frontera se ajusten para que pueda
existir una configuración de equilibrio de la textura colestérica, cumpliéndose el
sistema (4.1.65) para todas las soluciones presentadas. Observamos también que
para campos externos relativamente grandes las oscilaciones gradualmente van
disminuyendo hasta tender a una solución constante es decir, θ(ξ)→ const. Estos
resultados además muestran que para que la densidad de enerǵıa libre fT de la
fase colestérica sea mı́nima es necesario que las condiciones de frontera impuestas
θ0,1 cambien según la intensidad del campo eléctrico adimensional ζ, por lo tanto
no satisfacen el anclaje fuerte impuesto como condiciones planares pues recorde-
mos que impusimos la dirección de tendencia n0 paralela a las placas paralelas,
es decir, que en el espacio fase en algún momento θ = 0 lo cual no pasa en las
soluciones de la figura (5.0.8), es decir no se anclan todos las soluciones a un solo
valor θ0 y θ1 como esperabamos.

Podŕıa pensarse que para llegar a estas conclusiones no era necesario desarro-
llar los cálculos anteriores, y que simplemente a partir de las soluciones del método
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de Cardano era posible concluir que las condiciones θ0,1 variaban, en otras pala-
bras, no se fijan a un valor pues dependen de los parámetros (Cφ, G

∗, ζ), además
las soluciones del método de Cardano son indirectamente soluciones de la ecuación
diferencial (4.1.16) cuando θ′|ξ=0,1 = 0 por construcción, sin embargo estas no son
soluciones del sistema (4.1.65) y aunque observamos que no se fijan, no es posible
asegurar que para algún valor de la intensidad del campo externo estas condiciones
śı se fijaŕıan. A pesar de ello no fue posible seguir estudiando las configuraciones
para intensidades de campo más grandes pues los valores de las curvas en el es-
pacio fase eran complejos debido al método para encontrar soluciones mediante
modificaciones pequeñas de ζ y el reajuste de los demás parámetros. Es posible,
sin embargo encontrar el valor aproximado del campo externo ζ en el que śı se
cumplen estas condiciones, y que además nos brinde una idea de la magnitud de
dicho campo mediante la expresión del campo umbral adimensional desarrollada
en la sección (4.2) para ζ0, es decir:

(5.0.4) ζ0 = π(π +m2
φπ(k3 − k2) + 2mφη),

encontramos que el valor aproximado de este campo umbral es ζ0 ≈ 7179.02, es-
te valor del campo implica una transición de fase como observamos en la figura
(5.0.9) donde podemos notar que para valores ζ = 5, 500, 1000, obtenemos curvas
similares a las encontradas en la figura (5.0.2), mientras que para valores aproxi-
madamente mayores a ζh = 6200 se comienza a observar un cambio significativo,
pues en este valor los ángulos θ0,1 en las fronteras ya son fijos, y para valores por
debajo de ζh el valor de estos ángulos en las fronteras corresponde al anclaje débil.
También observamos que el ángulo de inclinación θ cruza el origen para algún va-
lor de θ′ para ζh lo cual es consistente con la condición de dirección de tendencia
n0. Notemos que el valor ζ0 6= ζh, lo cual es de esperarse por las aproximaciones
que tomamos para encontrar una expresión anaĺıtica del campo umbral ζ0, sin
embargo del mismo orden, además de que el valor de ζ0 nos indicó la existencia de
la transición de fase. Es importante aclarar que las curvas en (5.0.9) no satisfacen
el sistema (4.1.65), sin embargo esto no implica que no sean texturas colestéricas,
como veremos a continuación.

Como resultado de tomar la aproximación

(5.0.5)
1

w∗
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=0,1

→ 0,

afirmamos que nuestra aproximación de anclaje fuerte mediante el anclaje débil
tomando w∗ →∞ implica que

(5.0.6)
dθ

dξ

∣∣∣∣
ξ=0,1

→∞,

71
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Figura 5.0.9: Región del espacio fase θ′ vs θ. Se observa que para valores del
campo eléctrico adimensional menores a ζh = 6200: las curvas estan sometidas a
condiciones variables (Anclaje débil), mientras que para valores de superiores las
curvas satisfacen condiciones fijas (Anclaje fuerte).
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este ĺımite en las fronteras nos proporcionó los valores de θ0,1 fijos como con-
secuencia de la ecuación (5.0.6), sin embargo esta expresión fue insertada en las
expresiones ∆(θ0, φ0) y ∆(θ1, φ1), de donde establecimos la condicion (5.0.7)

(5.0.7) θ0 = θ1 + nπ

como consecuencia de (5.0.6) ∆(θ0, φ0) y ∆(θ1, φ1) se indefinen, para evitarlo las
soluciones de (4.1.65) se ven forzadas a configurarse mediante anclaje débil como
lo exhiben los diferentes valores de θ0,1 para cada configuración como podemos ver
en la figura (5.0.2), es decir no se fijan las condiciones en ξ = 0, 1, en consecuencia
el sistema (4.1.65) es válido solo para anclaje débil, en otras palabras, es necesario
imponer el anclaje fuerte externamente.

Para encontrar soluciones de (4.1.65) los valores de los parámetros Cφ y G∗

son diferentes para cada solución a causa de variar ζ, ello era completamente
necesario para darle solución al sistema aśı planteado, por otro lado para la ecua-
ción diferencial (4.1.16) encontramos que estos parámetros también vaŕıan y sin
embargo los valores θ0,1 son fijos para valores ζ ≥ ζh, podemos darnos una idea
del valor de estos parámetros al mirar las curvas de la figura (5.0.9), en pun-
tos donde θ′(θ = θ0,1) = 0 y con la ayuda de la ecuación diferencial (4.1.16) de
aqúı obtenemos

(5.0.8)
(Cφ + η cos2 θ0,1)

2

g∗(θ0,1)
+ ζ sin2 θ0,1 = Ω,

con Ω ≡ G∗+Kη2, śı imponemos externamente el valor de θ0,1 obtenemos el valor
de las constantes Cφ y Ω, (pues tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
variables) para una curva con un valor espećıfico de ζ, śı vaŕıamos la intensidad
del campo estas constantes cambian pero los valores de θ0,1 ya no para cualquier
intensidad del campo externo mayor al campo umbral, con estas condiciones de
anclaje fuerte, además observemos que se sigue cumpliendo la condición

(5.0.9) θ0 = θ1 + nπ,

pero no necesariamente n entero. La gráfica θ = θnum(ξ) se puede encontrar
mediante algún método numérico que resuelva la ecuación diferencial (4.1.16) con
condiciones fijas en las fronteras, una vez encontrada θnum(ξ) puede ser utilizada
para encontrar la solución númerica de (4.1.20) de la siguiente manera

(5.0.10)
dφ

dξ
=
Cφ + η cos2(θnum(ξ))

g∗(θnum(ξ))

Por último, a lo largo de este trabajo tomamos un valor fijo para el parámetro
η, sin embargo puede tomarse cualquiera arbitrariamente, en nuestros resulta-
do obtenidos encontramos que para las configuraciones en equilibrio del sistema
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(4.1.65) el valor del pitch p ya sometido al campo externo se contrajo para poder
llegar a un estado de equilibrio, para valores más grandes de η es de esperarse que
para encontrar soluciones con anclaje fuerte impuestas externamente la intensidad
del campo eléctrico externo deber ser mayor pues ζ0 es proporcional a η.
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El estudio de los Cristales Ĺıquidos, en particular la fase colestérica (N∗)
aqúı estudiada, desde principios del siglo pasado y el presente sigue siendo de par-
tircular interés para diferentes situaciones f́ısicas, como por ejemplo las recientes
investigaciones sobre la propagación de ondas electromagnéticas a través de estas
sustancias [32]. En la presente tesis elegimos trabajar con la fase N∗ pues hasta
donde sabemos no hay investigaciones que realicen un análisis del espacio fase. En
particular el estudio de las configuraciones se refiere a problemas de condiciones
en la frontera cuyo estudio en el espacio fase no ha sido analizado, dicho espacio
fase presenta una riqueza geométrica que brinda información relevante sobre el
desarrollo de las configuraciones sometidas a diferentes tipos de perturbaciones
externas, además el análisis desde el espacio fase resulta de suma importancia
para situaciones en las que no es sencillo resolver un sistema de ecuaciones dife-
renciales cuando se investigan ciertas texturas, ya que generalmente la única via
para resolver tal sistema es mediante métodos numéricos. Sin embargo resolver
una ecuación diferencial de forma numérica deja de lado toda la familia de posi-
bles soluciones limitándose a valores espećıficos de los parámetros considerados.
En este trabajo fue necesario recurrir a métodos numéricos y de cierta menera
robustecer los resultados mediante aproximaciones anaĺıticas, como desarrollos en
series de Taylor etc.

La presente investigación aporta un nuevo enfoque en el análsis de configura-
ciones colestéricas desde la perspectiva del espacio fase, nuestro objetivo fue des-
cribir el sistema de texturas colestéricas confinada entre placas paralelas, cuando
esta mesofase se somete a un campo eléctrico externo con dirección perpendicu-
lar a las placas, las investigaciones sobre efectos de campos externos aplicados a
muestras de cristales ĺıquidos colestéricos ya han sido reportadas en la literatura,
sin embargo bajo esta nueva perpectiva del espacio fase los principales resultados
obtenidos a lo largo de esta investigación para anclaje planar arbitrario muestran
que a) imponer anclaje débil sobre las placas de la muestra implica un sistema de
ecuaciones integrales del cual se encuentran configuraciones en las que el ángulo
de inclinación θ (o ángulo polar) oscila con amplitud pequeña entorno a cierta
dirección θ ≈ 60o, dando lugar a texturas conocidas en la literatura como cónicas-
focales [33], bajo esta condición de anclaje débil los resultados muestran además
que para tales texturas hay una contracción del paso de la hélice p como también
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ya ha sido reportado por algunos investigadores tanto teórica como experimental-
mente, además fue posible establecer las ecuaciones integrales por la simetŕıa del
campo eléctrico externo, aplicado a la muestra, b) para anclaje fuerte se encuentra
una expresión anaĺıtica para el campo eléctrico umbral a partir del cual las confi-
guraciones colestéricas se desenrrollan en nemáticas, sin embargo para valores por
debajo del campo umbral las texturas se someten a anclaje débil para establecer
una configuración de mı́nima enerǵıa lo que da como resultado una configuración
de equilibrio que no admite ciertas direcciones particulares c) las ecuaciones inte-
grales para anclaje débil no convergen al caso de anclaje fuerte haciendo tender
las fuerzas de amarre en las fronteras al infinito por lo tanto se tiene convergencia
no uniforme, y como consecuencia es necesario imponer las condiciones planares
de anclaje fuerte de manera externa.

Posteriores trabajos pueden dirigirse a la investigación de diferentes configu-
raciones bajo otro tipo de perturbaciones externas, o mediante la variación de
los parámetros de control, ya que estos son los principales responsables de las
transiciónes de fase que se presentan en las diferentes configuraciones, el método
expuesto en el presente trabajo puede extenderse para otras mesofases conocidas
y para diferentes tipos de interacción entre las fronteras y las muestras de cristal
ĺıquido confinadas entre placas paralelas.
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Apéndice

Método de Cardano para ecuaciones algebráicas

con coeficientes reales.

El método de Cardano para coeficientes reales, permite encontrar soluciones
anaĺıticas de un polinomio de tercer grado. Consideremos el polinomio

(5.0.11) x3 + px2 + qx+ r = 0.

El método de Cardano para encontrar la soluciones de la ecuación (5.0.11)
comienza por realizar la sustitución [31]:

(5.0.12) x = y − p

3
,

esto resulta en la ecuación cúbica reducida

(5.0.13) y3 + Py +Q = 0,

donde

P = q − p2

3
(5.0.14)

Q =
2p3

27
− pq

3
+ r(5.0.15)

Definimos y = u+ v. Por lo tanto la ecuación (5.0.13) se expresa como

(5.0.16) u3 + v3 + (3uv + P )(u+ v) +Q = 0.

Si sustituimos v = − P
3u
, en la ecuación (5.0.16), entonces obtenemos
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u6 +Qu3 − P 3

27
= 0.(5.0.17)

De manera análoga, si sustituimos para u en la ecuación (5.0.16), encontramos
que

(5.0.18) v6 +Qv3 − P 3

27
= 0

las ecuaciones (5.0.17) y (5.0.18) corresponden a ecuaciones cuadráticas para u3

y v3, respectivamente, las soluciones son

(5.0.19) u3 =
1

2

(
−Q±

√
Q2 +

4P 3

27

)

(5.0.20) v3 =
1

2

(
−Q±

√
Q2 +

4P 3

27

)
,

ya que u y v no son las mismas, tomamos

u3 =
1

2

(
−Q+

√
Q2 +

4P 3

27

)
(5.0.21)

v3 =
1

2

(
−Q−

√
Q2 +

4P 3

27

)
.(5.0.22)

Entonces

un =ωn

[
1

2

(
−Q+

√
Q2 +

4P 3

27

)]1

3
(5.0.23)

vn =ωn

[
1

2

(
−Q−

√
Q2 +

4P 3

27

)]1

3
,(5.0.24)

donde ωn = e2πin/3, con n = 0, 1, 2 son las tres ráıces cúbicas de (5.0.11), las
cuales son
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ω0 =1

ω1 =
−1 + i

√
3

2
= ω∗2

ω2 =
−1− i

√
3

2
= ω∗1.

Por lo tanto las soluciones a las ecuaciones (5.0.21) (5.0.22), son

uk =ωk

[
1

2

(
−Q+

√
Q2 +

4P 3

27

)]1

3
(5.0.25)

vk =ωk

[
1

2

(
−Q−

√
Q2 +

4P 3

27

)]1

3
.(5.0.26)

Las ráıces de la ecuación (5.0.11) estan dadas por x = u + v − p/3, ya que
existen tres soluciones para u y tres para v, existen nueve combinaciones diferentes
de u+v. Pata determinar cuales expresiones para u y v de (5.0.11), observemos las
expresiones v = −P/3u, (5.0.25) y (5.0.26) que el producto ukvk deberá satisfacer

(5.0.27) ukvk = −ωmωk
P

3
= −P

3
,

aśı, debemos elegir aquellas ráıces cúbicas de (5.0.11) que satisfagan ωkωm = 1,
ya que solo ω0ω0 = 1 y ω1ω2 = ω2ω1 = 1, las tres ráıces de la ecuación cúbica
(5.0.11) son

(5.0.28)

x00 = u0 + v0 −
p

3

x12 = u1 + v2 −
p

3

x21 = u2 + v1 −
p

3
.

Observamos de (5.0.25) y (5.0.26), que śı el discriminante satisface Q2 +
4P 3/27 = 0, entonces u1 = v1 y u2 = v2, de donde x21 = x12. Esto significa que
śı el discriminante es cero, existen únicamente dos ráıces distintas. Por otro lado si
las tres se repiten entonces, además de pedir que el discriminante es cero, también
necesitamos que u0 = v0 = u1 = v1 = u2 = v2. Ahora ya que ω0 6= ω1 6= ω2, es
necesario que Q = 0. Puesto que el discriminante es cero esto conduce a P = 0 y
uk = vk = 0, entonces x00 = x12 = x21 = −p/3.
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Los resultado anteriores se pueden obtener con (5.0.14) y (5.0.15), si P = Q =
0 podemos reescribir (5.0.23) y (5.0.24), nos permite escribir las ecuación cúbica
de la forma (x + p/3)3 = 0. Śı p, q y r (y por lo tanto P y Q) son reales, y el
discriminante es negativo, como

un =ωn

[
1

2

(
−Q+ i

√√√√∣∣∣∣∣Q2 +
4P 3

27

∣∣∣∣∣
)]1

3
(5.0.29)

vn =ωn

[
1

2

(
−Q− i

√√√√∣∣∣∣∣Q2 +
4P 3

27

∣∣∣∣∣
)]1

3
= u∗n.(5.0.30)

Entonces

(5.0.31)

x00 = u0 + v0 −
p

3
= u0 + u∗0 −

p

3
= 2Re(u0)−

p

3

x12 = ω1u0 + ω2v0 −
p

3
= ω1u0 + ω∗1u

∗
0 −

p

3
= 2Re(ω1u0)−

p

3

x21 = ω2u0 + ω1v0 −
p

3
= ω2u0 + ω∗2u

∗
0 −

p

3
= 2Re(ω2u0)−

p

3
.

Por lo tanto, cuando el discriminante es negativo, todas las ráıces son reales.
Śı P y Q son reales y el discriminante es positivo, u0 y v0 son reales. Por lo tanto,

(5.0.32)

x00 = u0 + v0 −
p

3

x12 = ω1u0 + ω2v0 −
p

3
= ω1u0 + ω∗1v

∗
0 −

p

3

x21 = ω2u0 + ω1v0 −
p

3
= ω∗1u0 + ω1v0 −

p

3
= x∗12.

Esto significa que cuando el discriminante es positivo, el polinomio tiene una
ráız real y dos complejas que son conjugados el uno del otro.

Tomando la expresión

(5.0.33) g∗(θ)(G∗ +Kη2 − ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2,

hacemos la siguiente simplificación α = G∗ + Kη2. Por otro lado sabemos que
g∗(θ) = (K2/K1) cos4 θ + (K3/K1) sin2 θ cos2 θ, y haciendo k2 = K2/K1, k3 =
K3/K1 ,tenemos por lo tanto que

(5.0.34) p3(θ) = (k2 cos4 θ + k3 sin2 θ cos2 θ)(α− ζ sin2 θ)− (Cφ + η cos2 θ)2,
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buscamos entonces que r(θ) = 0. Hemos igualado a cero la expresión ya que
buscamos las ráıces de la expresión anterior. Ahora haremos los siguientes cambios
de variable

sin2 θ = x ; cos2 θ = 1− x,

de tal manera que se cumple la identidad sin2 θ+cos2 θ = 1. Del cambio de variable
anterior tenemos que

P3(x) = (k2(1−x)2+k3(1−x)x)(α−ζx)−(C2
φ+2Cφη(1−x)+η2(1−x)2) = 0.

Desarrollando y simplificando convenientemente eventualmente llegamos a

(5.0.35)

x3{ζ(k3 − k2)} + x2{ζ(2k2 − k3) + α(k2 − k3)− η2}
+ x{ζk2 + α(k3 − 2k2) + 2ηCφ + 2η2}+ αk2

−2ηCφ − Cφ − η2 = 0

Haciendo la siguiente simplificación:

A = ζ(k3 − k2)
B = ζ(2k2 − k3) + α(k2 − k3)− η2

C = ζk2 + α(k3 − 2k2) + 2ηCφ + 2η2

D = αk2 − 2ηCφ − Cφ − η2

Por lo tanto tenemos que el polinomio es de tercer grado

(5.0.36) Ax3 +Bx2 + Cx+D = 0,

siempre que A 6= 0. Con esta última condicion podemos observar que

(5.0.37) x3 +
B

A
x2 +

C

A
x+

D

A
= 0,

si hacemos p = B
A

, q = C
A

, r = D
A

, aśı

(5.0.38) x3 + px2 + qx+ r = 0

De donde encontramos las tres ráıces correspondientes mediante el método de
Cardano descrito anteriormente:
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x00 = −p
3

+

3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r

3 3
√

2

−
3
√

2 (3q − p2)

3 3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r

x12 = −p
3

+

(
1 + i

√
3
)

(3q − p2)

(3)22/3 3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r

−

(
1− i

√
3
)

3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r

6 3
√

2

x21 = −p
3
−

(
1 + i

√
3
)

3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r

6 3
√

2

+

(
1− i

√
3
)

(3q − p2)

(3)22/3 3

√
−2p3 + 3

√
3
√

4p3r − p2q2 − 18pqr + 4q3 + 27r2 + 9pq − 27r
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[23] Leopoldo Garćıa-Coĺın Scherer. Introducción a la Termodinámica Clásica.
Trillas, 2012.

[24] Ana Regina Azevedo da Luz Fialho. Cholesteric liquid crystals confined in
toroidal droplets. PhD thesis, Universidad de Lisboa, 2015.

[25] John R. Taylor. Classical Mechanics. University Science Books, 2005.

[26] Jorge Ize. Cálculo de Variaciones. Departamento de Matemáticas y Mecáni-
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