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Capitulo 0. Resumen

Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un método numérico para resolver la ecua-
cién de Schrodinger estacionaria. El método numérico que se implementa se conoce
como método de diferencias finitas. En el trabajo se realiza una modificaciéon a este
método respecto a los citados, de manera que se incorpora una nueva forma en la
discretizacién que permite hacer compatibles diferentes geometrias. Con el fin de
comprobar la eficacia y precisién del método empleado se resuelven numéricamente
distintos sistemas fisicos con solucién analitica y se comparan con los numéricos.

El sistema fisico que se estudia principalmente es un atomo hidrogenoide confinado
por una cavidad cilindrica. Aunque los resultados ya se encuentran dentro de la li-
teratura citada, nuestro principal interés se centra en hacer eficiente el método. Se
hace uso de los operadores hermitianos, se aprovecha la simetria de la matriz y se
implementa el algoritmo a segundo orden. Se comparan la eficiencia y precision del
método desarrollado a primer orden y a segundo orden. Se mostr6é que en general el
método numeérico tiene un error relativo de ~ 10™* para las aproximaciones en DF
a primer orden, y de ~ 107% en el caso de DF a segundo orden. También se logro
mejorar la precision del método reportado en [1], mejorando los tiempos en un orden
de 103.

Los algoritmos se desarrollan en el lenguaje Julia. También se usdé Python para
la elaboracién de las graficas que se presentan en los resultados.
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Capitulo 1. Introduccién

Capitulo 1

Introduccion

Desde el surgimiento de la mecénica cuantica se comenzé a entender el com-
portamiento del mundo atémico. Con el tiempo se fueron manipulando este tipo de
sistemas para generar aplicaciones utiles para la sociedad y el avance de la ciencia.
Una de las vertientes més importantes se encuentra en el estudio de las interacciones
entre diferentes sistemas. Este trabajo se enfoca en modelos en los que un sistema
atémico interactiia con sus alrededores a través de un confinamiento espacial. El
sistema fisico que se estudia principalmente en esta tesis consta de una impureza
atémica confinada en un cilindro de radio R y altura H. Esta configuracién nos per-
mite representar dos casos particulares:

1) Cuando R >> H nuestro sistema se aproxima a un confinamiento de tipo
quantum — well, que puede tener como aplicaciones dosimetria para medicamentos.

2) Cuando H >> R el sistema se aproxima a nanotubo, sistema que es de mucha
utilidad en la creacion de nuevos materiales de alta conductividad eléctrica.

El sistema fisico que se estudia como tema central en esta tesis consta de un ato-
mo hidrogenoide confinado mediante un cilindro, como se muestra en la figura (1.1),
donde Ry es el radio del cilindro, H es la altura y D es la distancia del 4tomo a la tapa
superior del cilindro. Para facilitar al lector la figura (1.1) se repite en el capitulo 3.
Consideramos el potencial de Coulomb y el potencial de confinamiento dentro de un
potencial efectivo para hacer el célculo de los eigenvalores y eigenfunciones. Notemos
que el confinamiento es cilindrico mientras que el potencial atébmico es esférico. Esto
presenta una incompatibilidad geométrica que se manifiesta en los resultados, como
se muestra hacia el final del trabajo. Dicha situacién nos dirige a desarrollar el mé-
todo numérico antes mencionado y lograr obtener las soluciones en ambas geometrias.

El objetivo principal de la tesis es desarrollar un método numérico confiable y
mejorar la precisiéon y reducir el tiempo en los calculos numéricos de las soluciones
que se presentan dentro del trabajo [1].



1.1. Ecuacion estacionaria de Schrodinger

Vo

Figura 1.1: Esquema de confinamiento del d&tomo por una cavidad cilindrica. El
cilindro con linea punteada representa el cilindro numérico que simula las condiciones
en el infinito.

En la primera parte del trabajo se desarrolla un método numérico para la resolu-
cion de ecuaciones diferenciales, método de diferencias finitas, con el cual se obtienen
soluciones a la ecuacion de Schrodinger. A lo largo del primer capitulo, dicho método
se desarrolla a primer orden y segundo orden en una dimensién. Se obtienen tanto la
precision como la eficiencia y se comparan los resultados analiticos y numeéricos. En
el capitulo subsecuente, el método se implementa para dos dimensiones y se exponen
las diferencias respecto al primero. En el dltimo capitulo del trabajo se resuelve el
sistema fisico compuesto de un atomo hidrogenoide confinado por una cavidad ci-
lindrica con paredes impenetrables, sujeta a condiciones de frontera tipo Dirichlet
y Neumann. De esta manera se obtienen los niveles de energia con la finalidad de
estudiar sus propiedades. Al final del trabajo se presentan conclusiones generales y
las mejoras que pueden implementarse en los calculos para obtener resultados més
precisos.

1.1. Ecuacién estacionaria de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger (ES) desarrollada por el fisico austriaco Erwin Schro-
dinger en una serie de trabajos publicados a partir del afio de 1926 es el postulado
fundamental de la mecénica cuéntica ondulatoria. A continuacién deducimos de for-
ma simple el caso estacionario (independiente del tiempo), tomando como referencia
la deduccién en [8]. Partimos de la ecuacion de onda general
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1 0%y

donde v representa la velocidad de propagacion de la onda v = Av. De la forma
general para una onda estacionaria y monocromatica de frecuencia angular w tenemos

V2 —

Y(7,t) = e~ lp(7) (1.2)

y derivando dos veces respecto al tiempo y sustituyendo en la ecuaciéon 1.1 obte-
nemos

2 w?

La Ec. (1.3) se encuentra en su forma estacionaria ya que no depende del tiempo.
Para transformarla a una ecuacion que represente un sistema cuantico, recordamos

que la longitud de onda de De Broglie esta dada por A = % = Q;%E = 2 con p = |p].
De esta manera podemos escribir:
2 v

Por tanto, la Ec. (1.4) junto con la interpretacion de que v es una amplitud
de probabilidad tal que su densidad de probabilidad es p = ¥* = ¢*@ contiene
yva la descripciéon cuantica para el problema estacionario. Dado que la funcién de
onda es monocromatica idealmente, el ensamble de particulas considera tener una
energia I = hw, y por ello la energia caracteristica del ensamble estd dada por
E = % + V(7). De esta forma la Ec. (1.4) queda como:

2m
Vggo—i-ﬁ(E—V)cp:O (1.5)
Despejando E' llegamos a:
h?
Ep=——V2p+Vy (1.6)
2m

Es importante senalar que esta ecuacion es lineal y por tanto satisface el principio
de superposicién. En este trabajo empleamos unidades atémicas!, por lo que la forma,
final de la ecuacién que usaremos es:

1
Ep= - Vi +Vp (1.7)

El problema que representa la Ec. (1.7) se puede transformar a uno de la siguiente
forma:

1Las unidades atémicas se obtienen al definir las siguientes constantes igual a 1, masa del electrén
me, carga del electron e, constante de Coulomb 47ep, constante de Planck hi. Ahora, si tomamos
2
las unidades de la energia de Hartree Fpg = # y ademas tenemos que la relaciéon entre el radio
evo

4meg h2

75% -— vemos que ambas se normalizan a la unidad.
e

de Bohr y las otras cuatro constantes es ag =
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i/SOn = )\nSOn (1.8)

donde, para la ecuacion estacionaria de Schrodinger, L = (—%V2 +V)y A= E,.
Esta situacion se conoce como un problema de eigenvalores. Con ello tomamos una
ecuacion diferencial y la transformamos a un problema algebraico, que consiste en
obtener los eigenvalores, que en este caso representan la energia del sistema.

En general, a cada eigenvalor A, le corresponde al menos una eigenfuncion, si es el
caso, se dice que la solucién es no degenerada, por el contrario, si le corresponde més
de una eigenfuncién entonces la soluciéon es degenerada. El orden de la degeneracion
estd dado por el ntiimero de eigenfunciones asociadas al mismo eigenvalor y se rela-
ciona con las simetrias o constantes de movimiento del sistemas |?].

Dentro del trabajo abordaremos el problema de eigenvalores para encontrar el es-
pectro de energia del sistema que se propone. A continuacion se expone de manera
simple dicho problema en su forma mas general.

1.1.1. Problema con valores en la frontera

Las ecuaciones que se resuelven a lo largo del trabajo se consideran problemas
con valores a la frontera. En particular y como primer caso consideremos que se tiene
una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden en su caso més general:

P(2)y" +Q(z)y + R(z)y = G(z), z0<z <21 (1.9)

ary(zo) + a2y’ (o) = c1,  biy(x1) + bay(z1) = ¢2 (1.10)

donde a1, az, b1, ba, c1 y co son constantes. Un caso de gran interés para este trabajo
es el caso homogéneo? de las Ecs. (1.9) y (1.10), es decir, cuando G(z) = 0, ¢ = 0.
También, en general se puede hacer un cambio de variable para considerar el problema
dentro del intervalo 0 < x < 1. De esta manera nuestro problema se convierte en el
siguiente

Pz, Ny + Q(z,\)y + R(z,\)y =0, 0<z<1 (1.11)

donde las funciones P, () y R dependen del pardmetro A conocido como eigenvalor
o wvalor propio. Desde el punto de vista matemético estos problemas caen dentro de
la teoria Sturm-Liouville.

Durante el trabajo haremos alusiéon a las condiciones de frontera tipo Dirichlet,
tipo Neumman y tipo Neumman-Dirichlet o mixtas. Por ello es importante explicar
de manera simple cada una de ellas; en las figuras (1.2), (1.3) y (1.4) se muestra un
esquema general de esta situacion.

2§i el problema no es homogéneo en la frontera, siempre se puede hacer una traslaciéon o cambio
de variable para convertirlo en uno de estas caracteristicas siempre que esté bien definido [12].

4
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Figura 1.2: Condiciones de Frontera tipo Dirichlet no homogéneas.

y(a) = V(o) = p

Figura 1.3: Condiciones de Frontera tipo Neumann no homogéneas.

Consideramos una ecuacion diferencial ordinaria del tipo

y' +y=0. (1.12)

Si la funcion y(x) esté definida sobre un intervalo [a, b] € R, podemos escribir las
condiciones de frontera tipo Dirichlet (CFD) de la forma

yla) = a
y(b) =
donde los valores «, 8 son valores fijos. Estas condiciones se representan en la figura
(1.2).
En el caso de las condiciones tipo Neumann (CFN) se escriben como:

(1.13)

(1.14)
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y(a) =« y(b) =B

Figura 1.4: Condiciones de Frontera tipo mixtas no homogéneas.

Estas condiciones se representan en la figura (1.3). Las condiciones de frontera tipo
Mixtas (CFM) son una combinaciéon de las dos anteriores, se pueden escribir como:

(1.15)

Aunque también se puede tener y(a) = a 'y y/(b) = 3. Ver figura (1.4).

Cada una de ellas representa un sistema fisico distinto, como veremos més adelante.
Un analisis téorico mas a fondo puede consultarse en [12]. Por el momento con esto
basta para seguir con nuestro trabajo, sin embargo, un detalle a estas condiciones
de frontera se expone en la seccién 2.3. Cabe mencionar que en todos los casos, las
condiciones a la frontera se pueden hacer homogéneas.

1.2. Contenido del trabajo

En la introduccion del trabajo presentamos de manera concreta la justificacion y
los objetivos. Describimos de manera simple la ecuacién de Schrodinger, el problema
de eigenvalores y el método numérico que se implementa para resolverlo.

En el segundo capitulo del trabajo deducimos de forma teodrica el método de di-
ferencias finitas que se usa para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales. En
este mismo capitulo se implementa el método numérico para resolver la ecuacion
de Schrodinger estacionaria en una dimensién. Para comprobar la precisién del mé-
todo se resuelve el pozo infinito de potencial, pozo rectangular finito y la ecuacién
de Bessel. También se analizan y comparan dos tipos diferentes de discretizacion.
La primera consiste en generar una malla uniforme, que es la mas comun para este
método numérico y la segunda, que consiste en discretizar a partir de las propieda-
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des de los operadores hermitianos. Al final del capitulo se comparan y describen las
diferencias y ventajas de cada método para justificar el método que usamos en los
capitulos siguientes.

En el tercer capitulo del trabajo se implementa el método de diferencias finitas en
dos dimensiones, se desarrolla a primer y segundo orden. Se resuelve el problema
de una particula dentro de una cavidad cilindrica impenetrable en coordenadas es-
féricas. Se obtienen y grafican las eigenfunciones para distintos valores del nimero
cuantico m. Mas adelante se resuelve el problema del &tomo de hidrégeno, se analiza
la relacion de los ntmeros cuanticos, n, m, [ y se muestran los estados modelados
computacionalmente. Una vez que se han comparado los resultados teéricos y numé-
ricos para distintos sistemas cuanticos y con ello se reitera la eficiencia y precisiéon
del método entonces, hacia el final del capitulo, se presenta la implementacion del
método de DF a segundo orden para el caso de un atomo dentro de una cavidad
cilindrica impenetrable. Se calculan los elementos de la matriz manualmente para
después introducirlos al método y obtener los niveles de energia y las eigenfunciones.

Dentro del cuarto capitulo de la tesis se encuentran los resultados para cada anali-
sis realizado en los capitulos anteriores. Se presentan anotaciones e interpretaciones
para cada uno y se mencionan también algunas adecuaciones que se podrian hacer
al modelo a fin de mejorar la precisién de los resultados.

En el dltimo capitulo de la tesis se presentan las conclusiones y mejoras a futuro
del trabajo y se presenta la posibilidad de usar el método para algunos fenémenos
cuénticos. Por dltimo se presenta un apéndice con calculos realizados para los capi-
tulos previos del trabajo y se da una breve introduccién al tipo de errores numéricos
que se tienen al implementar el mismo.
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Capitulo 2

Ecuacion de Schrodinger en una
dimension con Método de

Diferencias Finitas (DF)

El método numeérico de diferencias finitas que se desarrolla en la literatura [2], [3],
[5], [6], [7] esencialmente es el mismo que desarrollamos en la siguiente seccion. Sin
embargo, es comin que al momento de discretizar el sistema fisico en cuestion, este
método pierda eficiencia y precision. Dichos problemas ocurren a menudo cuando
cambiamos el problema a resolver de un tipo de coordenadas a otro, usualmente
de cartesianas a coordenadas esféricas o cilindricas. Posteriormente se analizan las
diferencias entre el tipo de discretizaciéon usada cominmente y la que se expone en
el trabajo para obtener las soluciones a nuestro problema.

2.1. Meétodo de DF en una dimensién a primer orden.

En la siguiente secciéon se describe el método numérico de diferencias finitas a
primer orden. Con el fin de mostrar la eficiencia y precisiéon del método se obtienen
las soluciones analiticas y numéricas de la ES, es decir, los eigenvalores y eigenfun-
ciones. El desarrollo se hace en una dimension y en coordenadas cartesianas.

Los métodos numeéricos son utilizados para obtener soluciones aproximadas a
ecuaciones que no se pueden resolver analiticamente. En particular, este método
consiste en sustituir las derivadas de las funciones por sus aproximaciones alrededor
de un punto, convirtiendo la ecuacién diferencial en una ecuacion algebraica relativa-
mente facil de resolver por medio de métodos computacionales. Asi entonces se elige
una malla o particién ! (ver Figura 2.1) a partir del cual se calculan numéricamente
las funciones siguiendo la expansion en serie de Taylor dada por la relacion

'Puede ser de mucho interés consultar el desarrollo tedrico de la generacién de mallas en [15]



2.1. Método de DF en una dimensién a primer orden.

f(x) A

A J

sy =3 LWy, (2.1)

Particularmente se busca encontrar la solucién a ecuaciones diferenciales con con-
diciones de frontera especificas, como se analiza en las secciones subsecuentes.

Para ilustrar el método de DF consideremos la siguiente ecuacion diferencial

Y +wly =0, (2.2)

con condicién de frontera tipo Dirichlet y(0) = y(1) = 0. A partir de la serie de
Taylor en la Ec. (2.1) se deduce que

F'la+h) = f() +hf'(@) + Gh2 @)+ W)+ OY),  (23)

donde O(h*) contiene los términos de la serie de cuarto orden en h, se le denomina
error local de truncamiento (ver apéndice A). De igual forma podemos obtener

F'la = h) = f@) = hf'(@) + ShF(@) = W)+ O, (24)

Restando estas dos ecuaciones y resolviendo para f’ deducimos que

a flz+h)— f(z—h)
de 2h

fl(z) = + O(h?). (2.5)

10
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Anélogamente, si sumamos (2.3) y (2.4) encontramos que para la segunda deri-
vada:

P iy SR =20+ fa =)
dx? h?
La Ec. (2.5) aproxima la pendiente de la recta tangente en B (ver Figura 2.1)
entre los puntos A y C y se llama diferencias finitas centradas. De igual forma se
puede aproximar esta pendiente a través de la pendiente entre BC por medio de

flx+h)— f(x
Esta aproximacién se denomina diferencias finitas hacia adelante. De igual forma,

usando la pendiente entre AB, tenemos las diferencias finitas hacia atrds

flx)— flx—"h
poy = L= e=n) 28)
Las ecuaciones se pueden deducir directamente de (2.3) y (2.4) de donde vemos
que los errores son del orden O(h). El orden del factor h determina el orden de la

aproximacion, en este caso se desarrolla el método de DF a primer orden.

+ O(h?), (2.6)

Utilizando las Ecs. (2.5) y (2.6) es posible discretizar la ecuacion (2.2):

1
73 (Y1 + 240 — i) = w?yi (2.9)

Donde hemos usado la notacion f(z) = y;, f(x + h) = yit1, f(x — h) = y;—1.

Esta ecuaciéon nos permite encontrar las soluciones para los puntos y1,ys..., Yn-
Donde las condiciones de frontera en este caso estan dadas dentro de yg, yn+1. Para
los primeros valores ¢ = 1,2, 3, ... con CFD observamos que:

7z (+2y1 — y2) = w?y1 ya que yo =0
,%12 (—y1 + 2y2 — y3) = w?yo

s (—y2 + 2y3 — ya) = w?ys

>

% (=Yn—1+2yn) = W2yn ya que Yyp+1 =0

El conjunto de ecuaciones en forma matricial quedaria como:

2 -1 0 -~ 0

Y1 n
. -tz Al 0 Y2 Y2
. 2
ﬁ 0 0 : = Ww
: o=1 2 -1 Yn—1 Yn—1

Este método nos ha llevado de un problema de ecuaciones diferenciales a un
problema algebraico. Asi, el problema a resolver se ha convertido en

11
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Hy! = Wy, (2.10)

que es un problema de eigenvalores y, en este caso, definiran los valores de w? y
consecuentemente las eigenfunciones contenidas en forma discreta en 7 Notese que
se tienen tantos vectores como puntos se tengan en el intervalo. Esto implica que
entre mayor sea el refinamiento en el intervalo mayor sera la precision.

El método algebraico para resolver sistemas de este tipo se puede revisar en Cap. E
de [16]. Aqui utilizamos la biblioteca matematica de Julia para resolverlo [17].

A continuacion resolvemos la Ec. (2.2) de manera analitica para comparar los resul-
tados numéricos y analiticos y asi poder evaluar la efectividad y precisién del método.

2.1.1. Pozo de potencial rectangular infinito

La ecuacion de la que partimos en la seccién anterior no es mas que la ES esta-
cionaria en una dimensién para una particula confinada por paredes impenetrables
como se muestra en el siguiente anélisis.

Se considera un electréon atrapado dentro de un pozo de potencial cuadrado con
energia F < Vp, como se muestra en la Figura (2.2), por lo tanto el potencial puede
escribirse como

_J 0,z €(0,a)
V_{%w¢®&) (2.11)

Tenemos que la ecuaciéon de Schrédinger unidimensional es
n  2m
P+ ﬁ(E — V) =0, (2.12)
donde 1)’ representa la derivada de v respecto de z. Esta forma del potencial sugiere
dividir el problema en tres regiones (I, II, III) (ver Figura 2.2). Introducimos los

pardmetros k > 0,q > 0 definidos como
2m 2m

2 _ 2 _

Fewb o=l

Es asi como podemos escribir

VWw—FE), 0<E<V (2.13)

1= @Y =0; Yy = Aje™% + Bre®
O+ kK2 = 0; bpr = Agsenkx 4+ Bo cos kx (2.14)
w/I/II - qzwIII =0; Y = A3eq(m*a) + Bge*q(xfa)

Notemos que el conjunto de las ecuaciones para las distintas regiones tienen la misma
forma que la Ec. (2.2). De las condiciones para las funciones ;s 7, acotadas para
las regiones I y III, encontramos que A; =0y A3z = 0. Con ello obtenemos

12
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Vo

v
x

Figura 2.2: Pozo rectangular finito. E representa la energia de la particula, a es la
anchura del pozo

Yy = B1e?, <0
Y = Agsenkw + Bocoskr, 0 <z <a (2.15)

Yrrr = Bse ™1 1 > q
Las condiciones de continuidad de las funciones demandan que

¥1(0) = ¥11(0), Yrr(a) = Yrri(a)

, , , , (2.16)
, 01(0) = ¥71(0), ¥ir(a) =vY11(a)

Consideramos el caso méas simple, es decir, cuando Vy — oo. Si esto ocurre, observa-
mos que, de las ecuaciones en (2.15) deducimos que 97 y ¥r77 se anulan. Encontramos
asi que la ecuaciéon completa para las tres regiones estd dada por

0, z<0

V=9 Y, 0<z<a (2.17)
,0, > a

De las condiciones expuestas en (2.16) obtenemos que

¥r1(0) = By = 0; ¢rr(a) = Azsen(ka) + Bz cos(ka) =0 . (2.18)

Lo que implica que ¥;7(a) = Agzsen(ka) con Ay # 0 para asegurar que no existen
soluciones triviales. Es asi como esta condicién implica que

13
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nm

kpn=—,n=123,.. (2.19)
a
La relacion entre k y E dada en Ec. (2.13) implica que los valores de energia son
252
mh
E, = 2 2.20
" 2ma (2:20)

También puede escribirse como E, = Ein?, es decir, la energia tiene un espectro

discreto proporcional a n°.

2

Ahora bien podemos hacer una comparacion entre los valores analiticos (F,) y nu-
méricos (E,,) de los eigenvalores de las Ecs. (2.2) y (2.12). En las Tablas (2.1) y (2.2)
se muestra dicha comparacion para mallas con 100 y 1000 puntos. En las Tablas 2.3 y
2.4 se muestran las mismas comparaciones pero para condiciones de frontera mixtas.

Tabla 2.1: Comparacion entre valores analiticos y numéricos de los etgenvalores con
N (nimero de puntos) = 100 para condiciones de tipo Dirichlet.

E, E,  |Ea— En|
9.8696 9.8687 0.0009
39.478 39.465 0.013
88.826 88.760 0.066
157.91 157.70 0.210
246.74 246.23 0.510
355.30 354.25 1.05

ook w| |~ 3

Tabla 2.2: Comparacion entre valores analiticos y numéricos de los eigenvalores con
N = 1000 para condiciones de tipo Dirichlet.

E, E, [Eu — By
9.8696044 9.8696062 1.81e-6
3947841  39.47828 0.00013
88.8264 88.8257  0.0007
157.913 157.911  0.002
246.740 246.735  0.005
355.305 355.295  0.01

oo wlno| -3

En las Figuras se muestran las eigenfunciones correspondientes a las Tablas con

100 puntos de la malla. Observamos entonces que con este método y con N = 100
puntos, es decir, espaciado de la malla de h = 0,01, obtenemos una precision de 1074,
Es importante remarcar que las eigenfunciones y eigenvalores son los mismos en esta
ecuacion en particular para las condiciones de frontera Dirichlet y Neumann.

14
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Tabla 2.3: Comparacion entre valores analiticos y numéricos de los etgenvalores con
N = 100 para condiciones de tipo mixtas.

E, E,  |Eq.- Ey|
246740 2.46735 5.07¢-5
222066 22.2025 0.0041
61.6850 61.6533 0.0317
120.902 120.781 0.122
109.860 199.527 0.333
298.555 297.813 0.742

ol o x| wl o~ 3

Tabla 2.4: Comparacion entre valores analiticos y numéricos de los eigenvalores con
N = 1000 para condiciones de tipo miztas.

E, E, [Eu — By
24674011 2.4674005 6e-7
22.2066 222065  le-b
61.6850 61.6847  0.0003
120.902 120.901  0.001
199.859 199.856  0.003
298.555 298.548  0.007

oo w| |~ 3

2.1.2. Pozo rectangular finito

El analisis descrito a continuacién, aunque muy parecido al anterior, merece ser
tratado con mayor cuidado por razones que se exponen adelante. Primero conside-
remos un pozo rectangular como el que muestra la Figura (2.6). A partir de los
resultados en la seccién anterior podemos esperar que para el caso de una particula
con E > 0 obtendremos un espectro de energia continuo y para E < 0, es decir, la
particula confinada por el potencial Vj tendremos un espectro discreto. Nuevamente
se divide el problema en tres regiones y se toma la misma convenciéon de potencial
igual a cero fuera del pozo.

Nuestro caso de interés es cuando E < Vj, para ver la solucién al caso E >
Vo vy distintos casos para barreras y pozos unidimensionales se puede consultar la
referencia [8].
Definimos entonces los parametros
2m 2m 2m

2 _ /

§|E|a q —ﬁ(Vo*|E|)—7E : (2.21)

Para evitar confusiéon notemos que esta convencion del valor de energia modifica
las soluciones de la ecuacion (2.2). De esta manera tenemos las soluciones:

k=

15
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015 Eigenfunciones con CFD para los primeros valores de w;

0.10 -

0.05 -

0.00

Eigenfuncion v;

—0.05

—0.10

—-0.15 I 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 2.3: Primeras seis eigenfunciones para condiciones de frontera tipo Dirichlet
con h = 0.01

Y= A", r < —

Y11 = Agsengx + Bs cos gz, —% <zr< (2.22)

NN N

—k
Yrrr = Bse " x>

siendo k lo que antes llamamos ¢. Dichas ecuaciones satisfacen el hecho de que la
solucion debe ser acotada, (ver seccion 2.1.1). Ahora de las condiciones (2.16) pero
para —5 y § tenemos

Ale*%k = By cos §q — Agsen gq
Bse 3% = By cos gq + As sen gq
. " " (2.23)
kAje 2% =¢q (Ag €08 5q + By sen §q>
—kBge 2k = q (Ag cos %q — Bssen gq)
Tomando la primera y tercera ecuacion de (2.23) obtenemos
k <B2 cos %q — Assen gq> =q (Ag cos %q + By sen gq> (2.24)

Y de la segunda y cuarta obtenemos

16
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015 Eigenfunciones con CFM para los primeros valores de w;

0.10

0.05

0.00

Eigenfuncion v;

—0.05

—-0.10

—-0.15 I 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.4: Primeras seis eigenfunciones para condiciones de frontera tipo mixtas con
h = 0.01

k (—Bg cos %q — Ay sen %q) =gq <A2 oS %q — Bosen %q) (2.25)

Notemos aqui que tenemos dos casos, si tomamos las ecuaciones y las sumamos
obtenemos que

Ao (q CoS gq + ksen gq) =0 (2.26)
y si las sustraemos
B, <—k cos gq + gsen gq) =0 (2.27)

Para satisfacer las Ecs. (2.26) y (2.27) y por tanto (2.24) y (2.25) debemos pedir
que se cumpla la condicion A By = 0. Para el caso en el que se toma As podemos
observar de (2.22) que las soluciones dentro del pozo 1;; = Bs cos gz son funciones
pares, mientras que si By = 0 las funciones son impares, ¥;; = Agsengx. Es con-
veniente analizar cada caso por separado, para Ao = 0 encontramos la condicién de
cuantizacion

a

k cos gq = gsen ;g (2.28)

Definimos una variable adimensional y = %aq y el pardmetro yg = %\/2ma2V0 /h2.
Por lo tanto la condicion (2.28), tomando en cuenta que sak = 31/2ma2(Vp + [E| — Vo) /A2 =

VY3 — y2, se expresa como

17
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015 Eigenfunciones con CFN para los primeros valores de w;

0.10 \

0.05 -

0.00 -

Eigenfuncion v;

—0.05

—0.10

—-0.15 I 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.5: Primeras seis eigenfunciones para condiciones de frontera tipo Neumann
con h = 0.01

vg — >

Y

En la Figura (2.7) se muestra la igualdad anterior, cada curva en verde representa
el lado derecho de la misma ecuacién que depende de yo. Ademas siempre existe
una intersecciéon, es decir, un estado ligado para cualquier valor de gy, por maés
pequenio que éste sea. A medida que incrementa el valor de yy también lo hacen
las intersecciones. De la definicién del parametro vemos que si la cantidad a2V}
aumenta, es decir, ya sea el ancho del pozo o la profundidad, aumentan los estados
ligados. El limite en el que a?Vy — oo es facil notar de la expresion (2.29) que las
intersecciones serian los valores 7, 37”, ..., dicho caso se analiz6 en la seccién anterior.
De aqui podemos obtener los eigenvalores de la energia

tany = (2.29)

1 1
y=5aq= %\/%nE,Q =m(n+ 5) (2.30)
donde n = 0,1, 2,3, .... Reescribiendo la ecuacién 2.30 en la forma
h2m?
/o 2
B, =5 ——5(n+1) (2.31)

podemos notar que dichas energias expuestas en la Ec. (2.20) corresponden a estados
impares respecto al centro del potencial .

Analicemos ahora el caso para las funciones impares, es decir, tomemos By = 0.
Entonces de la Ec.(2.26) obtenemos

18
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E>0
a2 0 a2
................... T i D
T i
P IEl< w0
E'c Vs IE) ;
J— i -Vo

Figura 2.6: Pozo rectangular finito. F representa la energia de la particula. Para el
caso de la particula dentro del pozo su energia es negativa. a es la anchura del pozo

tan(y)

-y 1y

Figura 2.7: Las intersecciones de las graficas nos dan las soluciones pares de la condi-
cion de cuantizacion (2.29). Las graficas en verde corresponden a tres valores distintos
de y% = 1,10, 50 designados aleatoriamente con fin ilustrativo.
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tan(z/2+y)

Figura 2.8: Soluciones impares de la condiciéon de cuantizaciéon 2.33. Los valores de
y% son 1, 10, 70.

— g cos %q = ksen %q : (2.32)

Tomando los variables adimensionales y y yo definidas anteriormente podemos
escribir la nueva condicién de cuantizacion

T
—ycoty = ytan(§ +y) =\/y2 —y%. (2.33)

En la Figura (2.8) podemos observar que en el limite yo — oo, los valores que
encontramos son 7, 27, 3, ... que corresponden a los mismos de la Ec. (2.20) para n
par. Sin embargo tenemos una diferencia sustancial en estos resultados, notemos que
para valores de yo menores a 5 no tenemos estados ligados, no hay intersecciones
(ver Figura 2.8). Es decir, para encontrar al menos un estado ligado impar debe

cumplirse que

h2 2
a2V > % . (2.34)

Hemos visto entonces de los anélisis anteriores que los valores del espectro de
energia se reducen a los dados por la Ec. (2.20) para n par o impar. En otras palabras,
el problema del pozo infinito se puede reducir al del pozo finito bajo las condiciones
de frontera adecuadas. En este caso, si resolvemos la Ec. (2.2) sujeta a las CFM (ver
seccion 1) obtenemos el espectro de energia del pozo finito.
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2.2. Discretizacion en una dimension a través del uso de
operadores hermitianos

El método que se desarroll6 en la seccién 2.1 consistio en sustituir las aproxima-
ciones de las derivadas en la Ec. (2.2). A continuacion se presenta un método alterno
para la discretizaciéon el cual conserva las propiedades de los operadores originales
en variables continuas.

Para ilustrar lo anterior consideremos nuevamente

Y+ Wiy =0 (2.35)

Como vimos en la seccion 2.1.1, la Ec. (2.35) es una forma de reescribir la ES? para
una particula libre sujeta a un potencial tipo escaléon. Multiplicando esta ecuaciéon
por 9, el conjugado de 1), e integrando de 0 a L se obtiene:

L
| G+ tudyas =0, (2.36)
0

integrando por partes es sencillo deducir que

L
/ (=" + wPh)de =0, (2.37)
0

donde hemos utilizado las condiciones de frontera para eliminar el término de la
integracién. Nuevamente a primer orden tenemos que
~ iv12 — i1y

W i) = (2.38)

dx Lit1/2 = Li—1/2

y notemos aqui que los pasos entre los puntos son semienteros® (ver Figura 2.9). Las
ventajas de este cambio se exponen mas adelante.
Al discretizar el sistema la Ec. (2.37) se convierte en

3 [((wiﬂ/? - ¢i—1/2) <¢i+1/2 _ %_1/2) - w%ﬂﬁz') (Tiv12 — $i1/2)] =0

Lit1/2 = Li—1/2 Tit1/2 — Ti—1/2
(2.39)

donde dr = x; /5 — x;_1 /2. De la ecuacion anterior se sigue inmediatamente que

Lit1/2 — Li—1/2

5 [(1/1i+1/2 — Yi1/2) Wit12 — Yic1j2) (@ iths) (i1 2 — fvi_1/2)] =0 (2.40)

2Esto implica que el operador de la ecuacion diferencial es el operador hamiltoniano (mismo que
se muestra en la ec. 1.8 de la seccién 1). Si A es una matriz hermitiana, entonces se cumple que
A = A" donde A" es la matriz transpuesta conjugada At = (AT)*. Importante consecuencia de esto
es que los eigenvalores de A siempre son reales (ver demostracion en p. 635 de la referencia [14]) y
que la matriz es simétrica.

3Esto quiere decir que Tiy1/2 = %(:cz + Tit1)
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Yi+1/2

Yi-1/2

Xi-1 Xi-1/2 Xi Xi+1/2 Xi+1

Figura 2.9: Esquema para la discretizacion usando pasos semienteros. Si la malla es
uniforme entonces h = (24172 — T;_1/2)/2.

El siguiente analisis se debe seguir de cerca dado que puede llegar a ser complicado
el manejar los indices en la Ec. (2.40). Diferenciamos esta ecuacion respecto de 1@
(puede tomarse 1; indistintamente). Esto se hace para optimizar la mejor v; en el
punto x;. Tomemos entonces el término que esta multiplicando a ;1 /9, es decir

VYiv1/2 — Yic1/2

: (2.41)
Tit1/2 — Ti—-1/2
Es claro notar que los tinicos términos de la suma para los que la derivada es
distinta de cero son los que correspondan a 1@, esto requiere que se cumpla i — i—1/2.
Dicho cambio modifica el término (2.41) a

Vi — Yia (2.42)
Ti — Ti—1
El cambio ¢ — i + 1/2 arroja el término
_ Yig1 — i (2.43)
Titl — T

Los términos que se obtienen de cada cambio se pueden observar en Tabla (2.5).
Es asi como obtenemos la siguiente expresion

Vi1 n 1 n 1 Yobs — Yic1 WAL Ty (9 4

Titl — Ti  XTi — XTi-1 Tyl — T4 T — Ti—1 2

Para el caso de una malla uniforme tenemos que h = (z;41/2 — z;_1/2)/2 por lo
que la ecuacion final es
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Tabla 2.5: Tabla con los términos obtenidos de la diferenciacion de la Ec. (2.40)

) Derivada para cada cambio de ¢
. Dix1—Yi
1+ 1/2 —m
i —w?y;
P12 bt
% i—1

_ Yip1 £ 20 — i
h2
Notemos que este tipo de discretizacion recupera la Ec. (2.9) de la secciéon 2.1.
A primera vista parece no tener muchas ventajas, pero en el anélisis de la siguiente
seccion deja claro por qué usamos este método de discretizacion para el resto del
trabajo.

= wip; . (2.45)

2.2.1. Comparacién entre la discretizacion clasica y la discretiza-
cién con operadores hermitianos

En esta secciéon analizamos las ventajas del método de discretizaciéon que se desa-
rrollo en 2.2. Consideremos la ecuacién de Helmholtz, o bien la ecuacion estacionaria
de Schrodinger dada por

VAU 4+ k20 =0. (2.46)

Donde el operador Laplaciano en coordenadas cilindricas se expresa

10 0 1 92 0?
Vie-—(r7 )+ 553+ 55 (2.47)
pdp \' Op p? oY 0z

A través del método de separacion de variables descrito en detalle en la seccion
3.1.1 podemos escribir

U(p, ¢, 2) = R(p)v(9)Z(2) , (2.48)
es facil llegar a la ecuaciéon radial
1 I/ m°R 2

Es importante sefialar aqui que m, la constante de separacion estd asociada al
momento angular a lo largo del eje z, es un parametro fisico, mientras que k es el
eigenvalor de la ecuacion asociado a la energia reducida de la ES.

Dado que el operador asociado a la Ec. (2.49) es un operador autoadjunto pode-

mos asegurar la existencia de R, funcion adjunta de R. Asi multiplicando (2.49) por
pR e integrando hasta un valor Ry obtenemos
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2.2. Discretizaciéon en una dimensiéon a través del uso de operadores hermitianos

Tabla 2.6: Tabla con los términos obtenidos de la diferenciacion de la Ec. (2.57)

) Derivada para cada cambio de ¢
i+1/2 p¢+1/2(1§;+1*31)

. 2

i (- — k*pi) Ry

i— 1/2 _Pi—1/2(§;*Ri—1)

m2RR

Ro | Ro -
/ (—R(pR') + Ydp = /@2/ pRRdp . (2.50)
0 0

Ahora, si integramos por partes el primer factor de la Ec. (2.50) y utilizamos las
condiciones de frontera obtenemos la siguiente expresion

Ro ~ 2 D Ro N
/ (—pRR + " fR)dp = k2/ pRRdp . (2.51)
0 0

Notemos que hemos convertido la Ec.(2.49) a una ecuacion donde solo aparece la
primera derivada de R. Considerando la aproximaciéon de la primera derivada como

R —R._ . .
R~ =22 donde h = @419 — #;_1/2 se considera uniforme obtenemos

Z(_pi(Ri—H/Z = Ri12)(Riy1y2 — Ri—1)2) +m23iR

w2 Dh=kY" piRiRih . (2.52)
Pi

Procedemos a realizar el mismo anélisis de indices que en la seccién 2.2, entonces
los términos que se obtienen para cada cambio de ¢ se pueden ver en la Tabla (2.6).
Por lo tanto la expresiéon que obtenemos es

pic12(Ri — Ric1)  piyije(Rivn — Ri)  m?R;
- =k“p; R; 2.53
h? + h2 + 0; pPily; ( )
Recordando que p;_/5 = Pty Pit1/2 = BiPel v asociando términos obte-
nemos finalmente la ecuacidon discretizada de Bessel
4 120 + 0. m2 Ry
P e (g P R B e = KR (254)
(2

Hagamos un pequenio analisis de la simetria de la Ec. (2.54). Notemos que si
hacemos el cambio i — i+ 1, el coeficiente del primer término R;_1 se convierte en el
coeficiente de R;41. Si ahora ¢ — i — 1 en R; 1 obtenemos el término de R;_1. Esto
quiere decir que hemos obtenido una matriz simétrica tridiagonal al discretizar
por medio de los operadores hermitianos. Este aspecto es de gran utilidad para el
resto del trabajo porque reduce el tiempo en los célculos en la computadora y au-
menta la precisién como veremos mas adelante.

Para hacer una comparacion con la discretizacion clasica descrita en la Ec. (2.1)
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L gigenfunciones Bessel de primer tipo para los primeros valores de n con m=0

Ty
— T4

— ns

g

L0

Figura 2.10: Eigenfunciones de Bessel con m = 0 correspondientes a los valores n
=1,2,3,4,5 para condiciones de frontera tipo Dirichlet con h = 0.01.

debemos tomar las aproximaciones a las derivadas dadas en Ec. (2.5) y Ec. (2.6) y
las sustituimos en la Ec. (2.49) que puede escribir también como

m?R _

P2 kR (2.55)

1
(R +

Multiplicando por p y sustituyendo las aproximaciones a la primera y segunda
derivada tenemos

Riy1— R Rit1—2R; + Ry m? 2
—R;, = k°p;R; 2.56

Después de asociar términos encontramos

pi 1 m*  2p; pi 1
(m * 2h> Risy + <p2 - h) i <h o) fr = el (257)

(2

Si hacemos exactamente el mismo anélisis de la simetria de esta ecuacién, como
el hecho para la Ec. (2.54), es sencillo ver que la Ec. (2.57) no es una matriz
simétrica. A pesar de esto dicha ecuacién se puede resolver numéricamente con el
método desarrollado, sin embargo, el tiempo de los calculos aumenta y la precision
es menor. Es por estas ventajas que a partir de aqui los calculos que se realizan con
el método de discretizaciéon preservando la hermiticidad de los operadores discretos.
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2.2. Discretizaciéon en una dimensiéon a través del uso de operadores hermitianos

4gigenfunciones Bessel de primer tipo para los primeros valores de n con m=1

30 |

20

10

Jln

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P

Figura 2.11: Eigenfunciones de Bessel con m = 1 correspondientes a los valores n
=1,2,3,4,5 para condiciones de frontera tipo Dirichlet con h = 0.01.

3gigenfunciones Bessel de primer tipo para los primeros valores de n con m=2

25 B

15 +

” ‘

-10 + 4

-15 | Il Il Il
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p

Figura 2.12: Eigenfunciones de Bessel con m = 2 correspondientes a los valores n
=1,2,3,4,5 para condiciones de frontera tipo Dirichlet con h = 0.01.
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2§igenfunciones Bessel de primer tipo para los primeros valores de n con m=3

20 +

15 +

10 -

,]371
w

-10 |

-15 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

P

Figura 2.13: Eigenfunciones de Bessel con m = 3 correspondientes a los valores n
=1,2,3,4,5 para condiciones de frontera tipo Dirichlet con h = 0.01.

Tabla 2.7: Eigenvalores para la ecuacién de Bessel de primer tipo para valores de
m=1,2,3,4,5 sujeto a condiciones de Dirichlet.

m=1 m=2 m=3 m=—4 m=>
3.83157129  5.1354120 6.3798676 7.58795645  8.7709988
7.01454697  8.415866 9.75928512  11.0625903  12.336083
10.1699731 11.6155519  13.0100814  14.366552 15.6932915
13.3154163  14.78623220 16.212252 17.60320996 18.965787
16.4544738  17.9413758  19.3886191  20.8037220  22.1921126
19.58794765 21.085761 22.54808840 23.9808962  25.3886600

OO | W N| B
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2.3. Método de DF en una dimension a segundo orden

Espectro de energia Bessel para los primeros valores de n

— m=0

— m=1

— m=2

m=3

Emn

I I I I I L
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.14: Espectro de energia para m=0,1,2,3

Las graficas que se muestran en las Figuras (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) correspon-
den a la discretizacion de la Ec. (2.54). Estas gréficas y los valores que se muestran
en las Tablas 2.7 muestran que el método desarrollado es preciso y eficiente.

2.3. Meétodo de DF en una dimensién a segundo orden

En esta seccién desarrollamos el método de discretizaciéon por medio de opera-
dores hermitianos a segundo orden. Se hace especial énfasis en las CFD y CFN.
Para esto necesitamos retomar las Ecs. (2.3) y (2.4). Si escribimos éstas para pasos
intermedios, es decir, para h — h/2 y 3h/2. Tenemos que

fles D) = [ £ hf @) + b ) £ h @) OO, (259)
Flo 30y = fl) £ Shf(@) + W2 (@) £ R ) O . (259)

Cambiando la notacién como f(z) — f;, f(z £ %) — fiz1/2, f(x £ 3y fix3/2;
podemos escribir las relaciones

1
fivrya = ficije = hfi + ﬂhgfz‘m ) (2.60)
/ 9 3 g
fivzjo — fizzp = 3hf; + gh fi (2.61)
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Tabla 2.8: Tabla con los términos obtenidos para la discretizacién a segundo orden.

i Derivada para cada cambio de ¢
: T 9 g T
i—3/2 | sEti— 15Vi-1+ 1ali-2 — spvi-3

i—1/2 | —155%ir1 — (3)%0i — (§)%¢i1 + 195%i2
i wth;

i+1/2 | qo3tive — (3)%Wir1 + (3)*i — 1%

i+3/2 | —shvis + 1pVie2 — pp¥isl + ¥

Si resolvemos el sistema de ecuaciones para f; dado por las Ecs. (2.60) y (2.61)
llegamos a

Wfiv12 = ficr)  fivsp — fispe

8h 24h ’
que es la aproximacién de la primera derivada a segundo orden. Una vez que hemos
obtenido este resultado, el anélisis que sigue es anélogo al de la seccién 2.2 ya que
buscamos comparar los resultados a primer y segundo orden. Entonces, recordamos
que nuestro trabajo consiste en discretizar la ecuaciéon

fi-

(2.62)

L
/ (9" + w*pid)dz = 0 (2.63)
0

y si usamos la nueva aproximacion a la derivada de la Ec. (2.62) encontramos

Z L ( ¢z+1/2 —i1/2) B Diya/o — 72%‘—3/2) <9(¢z’+1/2 —ic12)  ivye — 1/%—3/2)

24h 8h 24h

—whihih

(2.64)
Por tanto, si diferenciamos la Ec. (2.64), y utilizando los términos de la Tabla
(2.8) encontramos finalmente que

1

(241)2 [—)it3 + 54h; 10 — T83hiy 1 + 14600p; — 78301 + 5dap;_o — i3] = w?;

(2.65)

Es facil ver que el lado izquierdo de la Ec. (2.65) es una matriz simétrica hepta-
diagonal. Antes de hacer una comparacién con el resultado a primer orden debemos
puntualizar como se manejan las condiciones de frontera en este caso. Consideremos
primero las CFD, y recordemos que los puntos ¢ = 0,7 = n + 1 no son parte de la
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2.3. Método de DF en una dimensién a segundo orden

Yo=0 Yn+1 =0
o ® ®
t t @ f f f @ f X
° o @
X2 X4 Xo X1 Xe Xn Xn+1 Xn+2

Figura 2.15: Puntos en los extremos del intervalo para condiciones de frontera tipo
Dirichlet. Para los valores fuera de la malla tenemos ¥_; = —1);

malla ya que son sobre los cuales se aplican las condiciones a la frontera. Entonces
para i = 1 en la Ec. (2.65) tenemos

1
(24h)? [—1by + Bdthg — T83thy + 14601) — T831hg + 54p_1 — p_o] = w?h1  (2.66)
Y notemos que los valores ¥_1,1%_2 no tienen un valor numérico asignado debido
a que no se encuentran dentro de nuestra particiéon. Sin embargo, las CFD exigen que
la funcion se anule para los valores 1, 1,41 por lo que se debe cumplir (ver Figura
2.15) :

1= -1

2.67
VYo = —th_2 (2.67)

Con esto la Ec. (2.66) toma la forma
[—1b4 + 5413 + (—783 + 1)1bg + (1460 — 54)¢] = wt; . (2.68)

(24h)2

Los términos que se anaden, en este caso (+1) a ¢2 y (—54) a 91, se determinan
siguiendo este procedimiento y se deben anadir explicitamente dentro del algoritmo.
Notemos que para ¢ = 2 obtenemos

(241h)2 [—15 + 541y — 78313 + 146019 — 78311 + bdehg — Y_1] = wihhy  (2.69)
de donde podemos observar que atn tenemos un término sin determinar _q. Si-
guiendo el mismo procedimiento el término que se debe anadir es +1 a ;. Los
siguientes indices que contienen términos a determinar son ¢ = n —1 e ¢ = n que son
los del otro extremo del intervalo (ver Figura 2.15) y se determinan con el anélisis
presentado.

Como hemos visto en la seccion 2.1 el otro caso de interés se encuentra para las CFN.
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Yo=0
® ? ® Y1 =0
o @
[ J
1 @ ‘ X
[ J
X2 X1 Xo X1 Xe Xn Xt Xne2

Figura 2.16: Puntos en los extremos del intervalo para condiciones de frontera tipo
mixtas. El término g se desconoce.

En este caso debemos determinar también el valor de 1y (ver Figura 2.16 ). Es facil
deducir de la Ec. (2.58) la siguiente expresion

2 1
fi=3(fir+ ficr) = g(fisz + fiz2) (2.70)
Notemos que ahora la condicion ¢, = 0 implica que
Y1 =19 (2.71)
Yo =1_o,

Por tanto podemos encontrar el valor del punto 1y por medio de la relacién

o = %(4% — 1) (2.72)

De manera anéaloga al procedimiento anterior debemos evaluar los primeros tér-
minos de la Ec. (2.65). Para ¢ = 1 tenemos

(24h)? [—1py + 5dapg — T83ahy + 146010, — T83thg + bdrh_1 — o] = w?Py  (2.73)
que es exactamente la misma ecuaciéon que (2.66), sin embargo notemos que ahora
la condicion (2.72) implica que —783ty = 26119 — 10441)1. Por tanto con esto y la
relacion (2.71) obtenemos

1
W [—t4 + 543 — (783 + 1 — 261)1py + (1460 + 54 — 1044)y] = Wiy (2.74)
Siguiendo este procedimiento podemos encontrar los valores de los términos para
1 = 2,3,4. Mientras que para ¢ = n — 1, n, son los mismos valores que se calcularon
anteriormente, ya que en ese extremo del intervalo se repite la condicién de frontera
tipo Dirichlet.
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Capitulo 3

Ecuacion de Schrodinger en dos
dimensiones

En la primera parte de este capitulo se implementa el MDF en dos dimensiones
a primer orden. Mas adelante en la seccién 3.2 se obtienen los eigenvalores analiticos
para la energia de la ES para el &tomo de Hidrogeno utilizando coordenadas esféricas.
Posteriormente, utilizamos coordenadas cilindricas y usamos el MDF en dos dimen-
siones para obtener los eigenvalores numéricos y hacer una comparaciéon y evaluaciéon
del método. En este caso se espera que los resultados no deban ser diferentes, ya
que aun no se introduce algiin tipo de confinamiento. Posteriormente se desarrolla el
método de DF a segundo orden y se analizan ventajas y desventajas de este respecto
al de primer orden. Finalmente, el principal interés se centra para el caso en el que el
atomo se confina mediante un cilindro, situacién que no puede resolverse analitica-
mente por la incompatibilidad entre la geometria de confinamiento y el potencial de
Coulomb. Por esta razén, utilizamos el MDF en coordenadas cilindricas a segundo
orden para obtener los niveles de energia de manera eficiente y con la confianza que
un método numérico necesita.

3.1. Meétodo de DF en dos dimensiones a primer orden

Consideramos una funcion f(z,y) diferenciable en todo su dominio. La idea prin-
cipal es aproximar sus derivadas parciales por medio de diferencias entre valores de
la funcién para puntos especificos de la malla, como se vi6 en la seccion 2.1. Como
se muestra en la Figura (3.1) el dominio se discretiza con dos particiones. Los valo-
res de h y k son el espacio entre dos valores consecutivos del dominio, es decir, la
distancia entre puntos consecutivos de la malla. El analisis matematico sigue la idea
presentada en la seccion 2.1, por lo que podemos retomar las Ecs. (2.5) y (2.6) para
expresar las derivadas parciales como

| 72 = . (3.1)
J

(32f> _ S yi) = 2 iy yy) + fwi,ys) _ fivig — 2fi5 + fig
oz ),
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3.1. Método de DF en dos dimensiones a primer orden

(ij+1)

yi y
t (1) | Gid) (i+1,))

| (ij-1)

Xi

Figura 3.1: Esquema de la malla para una funcién f que depende de las variables x,
y. El punto (i, j) corresponde a las coordenadas (z;, ;).

(82f> _ fije1—2fi5+ fij—1 (3.2)
,J

oy? k2 ’

donde usamos la notacion f(z;,y;) = f;;. Para las primeras derivadas se tiene en-
tonces que
of _ firri— Jig (3.3)
Ox h
La derivada parcial respecto a y se obtiene haciendo 5 — ¢, h — k. Un ejemplo
explicito del método numérico se puede encontrar en la pag. 12 de la referencia [6].
Una vez que tenemos las aproximaciones a las derivadas, lo que sigue es discretizar
la ecuacion diferencial particular.

3.1.1. Particula dentro de una cavidad esférica impenetrable

Es de gran utilidad resolver el caso de una particula dentro de una cavidad esfé-
rica impenetrable, asi como el problema del 4&tomo de hidrégeno, para realizar una
comparacion entre los valores de energia analiticos y numéricos de ambos casos. Con
ello se demuestra que se tiene un alto grado de confiabilidad en el método empleado
y es posible utilizarlo para resolver el sistema fisico de interés, que se presenta en la
siguiente seccion.

Recordando la ES estacionaria tenemos

Enthy, = [—RZVQ + V(r)} Un (3.4)

2m
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donde el laplaciano en coordenadas esféricas se expresa como

s L0 (wd 1 (0, 1 (&
Vi=ar \"ar) P izsmaae 0% )t ranze \ag2 ) (35)

y el sistema las coordenadas 7, 6 y ¢ se muestran en la Figura (3.2).

z

, P(t8.)

Figura 3.2: Coordenadas esféricas.

Si analizamos el caso en el que tenemos una solucion separable de la forma

U(r,0,0) = R(r)Y (0, 9) (3.6)

la Ec. (3.4) se convierte a

r2 [Y dR [ ,dR R 9 (. ,60Y R (&Y
“am e () mmaon (005) s (g6 )| = YR

(3.7)

dividiendo por RY y multiplicando por QE—’Q obtenemos

1dR [ ,dR\ 2m 171 0 /[, .Y 1 /0%
Sl P e B I sine )+ (22| =0.
[R dr <T dr> iz V() )}+Y [sme 0 <Sm ae) T nZe <a¢2)] 0

(3.8)

Notemos que el primer término depende solamente de la variable r, mientras que

el segundo solamente de ¢ y 6, lo que implica que ambos términos deben ser iguales

a la misma constante de separacion. Esta constante de separacién toma el valor de
I(I + 1) por razones que se exponen méas adelante. Siendo asi tenemos

[;Cgf (ﬂif) - W) - E)] — 1 +1),

[N IS, o W R Ce | Y
Y |sn6og \"" Va0 ) T sin2o \9g2 )| ’

(3.9)
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3.1. Método de DF en dos dimensiones a primer orden

Tomemos la Ec. angular de (3.9) de la siguiente forma

2
sin 60— (sin 98Y> g(;; = —I(I+1)Ysin?6 . (3.10)

De manera anéloga al analisis anterior proponemos

Y(0,0) = 0(0)B(6) . (3.11)
Insertando Ec. (3.11) en (3.10) y dividiendo por ©(0)®(¢) tenemos
L(. 0 (. 00 .9 1620

[@ (sm@ae <sm969)> +1(l+1)sin 0] + Y 0. (3.12)

Los dos términos de la Ec. (3.12) deben ser iguales a una constante, que en este
caso por periodicidad de la variable ¢ es m?. Entonces

[é (sin&aaa (me%?)) +1(1 + 1) sin® 9] =m?, (3.13)
10°® 9
La Ec. (3.14) es facil de resolver
>*® im
w—m2<1>202><1>(¢):e ¢, (3.15)

La condicion ®(¢p+27) = ®(¢) que implica una vuelta de 27 en el angulo azimutal
(ver figura 3.2) genera una restriccion sobre m !

m=0,41,+2,£3, ... (3.16)
La ecuacién en 6 es
9 (. 00 o
SmG% <51n080> + [l(I+1)sin*0 —m*]© =0, (3.17)
cuya solucién es
O(8) = AP! (cosb) , (3.18)

donde P! (cosf) es un polinomio asociado de Legendre ver [14]. Se pueden consultar
en [14] y [13] las propiedades de los polinomios asociados de Legendre que la constante
[ debe cumplir?

1=0,1,2,3, i m=—1,—1+1,...,—1,0,1,....,1 — 1,1 (3.19)

'm es el ntimero cuantico magnético
2] es el namero cuantico de momento angular
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La solucion linealmente independiente que falta obtener en la Ec. (3.17) no es
fisicamente aceptables ya que no conduce a funciones normalizables. De esta manera,
y con la condicién de normalizacién® para Y (6, ¢) obtemos los armdnicos esféricos.

Y (6,9) = C"e™? P! (cos6) . (3.20)

Para continuar con el anélisis es necesario conocer la forma del potencial para

resolver la parte radial de la Ec. (3.9). Consideremos primero el cambio de variable
u=rR(r). (3.21)

Con ello obtenemos la siguiente expresiéon radial

h? d*u R 11+ 1)
- V4 — =Fu. 3.22
2m du? [ 2m  r? ] " “ (322)
El término entre paréntesis cuadrados se conoce como potencial efectivo Vey =
V+ %l(l:;) .El término adicional %l(l;;l) se conoce como potencial centrifugo.
Ahora consideremos al potencial de la forma
0,r<a
V= (3.23)
00,1 > a
Tomando a k = ¥ Qg"E, la Ec. (3.22) adopta la forma
d*u iw+1v

Es simple notar que el caso [ = 0 arroja la ecuaciéon

d2
d—;; = k%, (3.25)

es idéntica a la Ec. (2.12) de la seccion 2.1.1, por lo que tenemos como soluciones

u(r) = Asenkr + B coskr . (3.26)

La condiciéon de frontera u(0) = 0, junto con el cambio (3.21), exigen que B = 0.
Asi mismo, sen ka = 0 = ka = nm donde obtenemos que

2 h?
oma
nuevamente congruente con lo visto para el pozo unidimensional infinito en la Ec.
(2.20) de la seccion 2.1.1. De la normalizacion? para u y de la Ec. (3.20) deducimos
que las eigenfunciones estacionarias tienen la forma

EnO =

(3.27)

3 La constante CI™ se determina con estas condiciones

(o] 27 ™
/ |R[*r*dr = 1;/ / |Y|? sin Odfde = 1 .
0 0 0

- s R(r
4Condicién de normalizacion para u = # fooo |ul*dr =1
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3.1. Método de DF en dos dimensiones a primer orden

1 senkr
00 = ) 3.28
0= Jora v (3:25)
La solucién para el caso de [ arbitraria es
u(r) = Arji(kr) + Brn;(kr) , (3.29)

donde j;(kr) y ny(kr) son las funciones esféricas de Bessel y funciones esféricas de
Neumann respectivamente. Fn este caso todos los coeficientes asociados a las fun-
ciones tipo Neumann deben ser cero ya que estas divergen en el origen. El punto
principal a rescatar aqui, es que para obtener los niveles de energia es necesario
obtener los ceros de estas funciones (ver Figura 3.3), lo cual se hace mediante un tra-
tamiento numérico. Dejaremos nuestro anéalisis hasta este punto para enfocarnos en
el problema central del trabajo. Para un desarrollo méas completo se puede consultar
la referencia [11].

. gigenfunciones Bessel de primer tipo para los primeros valores de n con m=0
. T T T

s

Ne

1.0

p

Figura 3.3: Eigenfunciones tipo Bessel para los primeros valores de n con m=0 y
condiciones de frontera tipo Neumann del lado izquierdo y tipo Dirichlet del lado
derecho.

3.1.2. Atomo de hidrégeno

El problema del d4tomo de hidrégeno es probablemente el de mayor interés en
fisica atomica, ya que sus resultados permiten comenzar a estudiar distintos tipos
de &tomos y situaciones de confinamiento. Cabe recordar que través de su estudio
surgieron grandes avances dentro de la mecanica cuéntica. Un dtomo hidrogenoide es
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un sistema fisico compuesto por dos partes en interaccién, un protén y un electréon
para el 4tomo en cuestion (ver Figura 3.4), que es un problema de dos cuerpos en
mecanica cuantica. De la ley de Coulomb tenemos que el potencial es

ez 1

dregr’

(3.30)

donde se ha asumido que la masa el protéon es mucho mayor que la del electréon por
lo que el centro de masa se encuentra en el protéon. La parte angular de la ES se
mantiene sin cambios, por lo que nuestro interés se centra en la ecuaciéon radial que
toma la forma

1 d?u e? 1+h72l(l+1)

_ - _ = Fu. 31
k2 du2+ Admegr  2m  r? b b (3.31)

@,

Figura 3.4: Diagrama del atomo de hidrégeno.

Al resolver esta ecuacion obtenemos los valores permitidos de energia para el
atomo de hidrogeno, que son los siguientes (el desarrollo analitico completo puede
consultarse en el apéndice C):

m (me2\?| 1 FE
E__[2712<47760>]n2_n?‘ (3.32)
El estado base, es decir, el estado de menor energia (n = 1) tiene valor de
E; = —13.6eV. Esto implica que I = 0 y n, = 0 °. Y de la condicién en la Ec.
(3.19) vemos que m debe ser cero. Para n = 2 tenemos el primer estado excitado,
FEy = —3.4eV y notemos nuevamente que sil =0=n, =0,1yl=1=n, =0. Asi
mismo, se tiene que Il =0=m =0yl =1= m = —1,0,1. Por lo tanto tenemos
cuatro estados para n = 2. Es decir que el espectro de energia estd degenerado.
Para un n arbitrario el nimero de valores posibles para [ debe ser

1=0,1,2,...,n — 1. (3.33)

De la condicion en la Ec. (3.19) tenemos que para cada valor de [ hay 2] 4+ 1
valores de m, por lo tanto el grado de la degeneracion (ver Tabla 3.1 y Figura 3.5)

5n, corresponde a la cota maxima del indice j ver apéndice C.
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esta dado por

d(n) => (21+1)=n>. (3.34)

Tabla 3.1: Degeneracién de los primeros cuatro estados para el 4tomo de hidrégeno.

n, d(n) [, m notacién espectroscopica
n=1,dn)=1|1=0,m=0 1s
n=2dn)=4 |l=0m=0 2s
=1, m=-1,0,1 2p
n=3,dn)=9 |[l=0,m=0 3s
=1, m=-1,0,1 3p
=2, m=-2,-1,0,1,2 3d
n=4d(n)=16 | l=0m =0 4s
l=1m=-1,0,1 4p
=2, m=-2,-1,0,1,2 4d
l=3m=-3,-2,-1,0,1,2,3 | 4f

E4zzzzzocooococoooccoonas 4s 4d 4p 4f
Es 3s3d 3p
E2 2s 2p

E1 1s

Figura 3.5: Esquema de los niveles de energia del a&tomo de hidrégeno.

Es necesario recuperar la relaciéon entre los niimeros cuanticos del apéndice C
dada por

n=n,+1l+1, (3.35)

donde se puede ver que n = n(n,,l,m). Esto implica que los estados cuénticos
del atomo de Hidrégeno estan etiquetados por los ntimeros cuanticos n,l,m de la
siguiente forma

wnlm(n 9, ¢) = Rnl(T)Ylm(H, ¢) y (3.36)
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que en notacion de bra-ket el estado se expresa como |[nlm).

Para entender el comportamiento de los orbitales atémicos es necesario analizar
las caracteristicas de estos niimeros. Cada niimero cuantico estd asociado a una
cantidad fisica que se conserva. Los orbitales atomicos que se obtienen de estos
niimeros cuanticos son los estados fisicos permitidos para el electréon dentro del atomo.
Estos orbitales tienen diferentes formas dependiendo de los nimeros cuénticos y la
forma que tienen estos orbitales se encuentra en la Figura (3.6). Como se puede
observar en la Figura (3.6) el orbital para el estado |000) no tiene nodos angulares,
los orbitales |11 — 1), |111) y |110) tienen un nodo angular, los orbitales |22 —2),
122 — 1), [220), |221) y |222) tienen dos nodos angulares, y asi sucesivamente.

[100)

[110)

(
()
-

>
o
9
®

[220 )

[221)
[222)

DPOHS

[22-1) a

Figura 3.6: Orbitales atomicos para distintos estados cuanticos |nim).

El primer niimero cuantico tnicamente enumera los nodos radiales asociadas a
las funciones de Bessel como se menciona las secciones anteriores.
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3.2. Meétodo DF en dos dimensiones a segundo orden.

Dentro de esta seccidon exponemos el método de DF que se implementa para re-
solver la ES del 4tomo confinado por una cavidad cilindrica. Las pruebas de eficiencia
y comprobaciéon a las que ha sido sometido el método nos permiten tener un alto
grado de confiabilidad como se vera en las siguientes secciones.

Como se ha visto en la secciéon 2.3 para aumentar el orden del método debemos au-
mentar el niimero de términos dentro de la aproximacién de la serie de Taylor para
las derivadas. Entonces recordando de esa misma seccién tenemos

of _ Y fiv1/2 — fic1/2) _ fivasa — fizy2

os - e (3.37)
of _ Y fjr12 — fi-1/2) B Fivar2 = fi-s/2 (3.38)
3 < 24h ' '

Estas ecuaciones se sustituyen en la ecuacién diferencial para discretizarla si-
guiendo el método expuesto en las secciones anteriores.

3.2.1. Atomo de hidrégeno dentro de una cavidad cilindrica impe-
netrable.

Partiendo de la ec. de Schrédinger en coordenadas cilindricas dada por:

1
EV = —§v2\1f + Veu ¥ =

1710 0 0?2 0?2
[—2 [pa,, (f’ap) Tom T p2829] * ”’} V=R

Proponemos como solucion ¥(p, z,¢) = R(p)e’™Pei"* la ecuacion se transforma en

(3.39)

i{_, 1_, m?
ER:—§ R +;R _(?—’_nz) +‘/5th' (340)

Tenemos entonces las siguientes implicaciones
/! 1 / m2 2
2(‘/:33;,5 - E)R =R + ;R - (7p2 + nz)

1 2 :
= R4 R = (T4 n2) + 28— Vear) = 0 (341)

= p’R" + pR — [(2(E — Vo) —n2)p* —m*| R=0.

Hacemos el cambio de variable ¢ = /2(E — Vezt) — n2p, entonces d% = %d% =

V2(E = Vet) — ngd%, % = (2(E — Veat) — ng);—;. Con esto llegamos a

ER'+ER — (€2 —m)R=0. (3.42)

La ecuacion (3.42) es la forma estandar de la ecuacion de Bessel por lo que sus solu-

ciones son R(£) = Jn(§) = Jm((v/2(E — Vegt) — n2)p). Dentro de la caja cilindrica
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Vert = 0 y fuera de esta es infinito, por lo que la condicion de frontera R(pp) = 0.
Esto proporciona la siguiente relacién

(V2E =n2)po = jrm , (3.43)

donde jnm, es el n-ésima raiz de la funcién de Bessel J,,,. Por otra parte, tenemos
que Z(z) = Asenn,z + Bcosn,z. Aplicando la condicion de frontera Z(+L/2) =0
tenemos que

Z(£L/2) = Asenn,z+ Bcosn,z = 0. (3.44)

Para asegurar que el sistema tiene solucién, el determinante debe ser cero y entonces

L L
— Co8 (%) sen (n;

De la Ec. ( 3.45) se sigue que sen (n,L) = 0 por lo tanto

)=0. (3.45)

(3.46)

donde k£ =1,2,3, ...
De las ecuaciones (3.43) y (3.46) encontramos que el espectro de energia para
una caja cilindrica impenetrable es

T Jnm 2 UZEND
E=—-(—7)"+ . 3.47
5 | (50 (3.47)
A continuacién se expone la aproximacion numérica de este caso junto con los re-
sultados. En el siguiente Capitulo se comparan los resultados analiticos y numéricos
para dos casos distintos de discretizaciéon con la finalidad de observar la eficiencia del
método numeérico.

3.2.2. Atomo de hidrégeno dentro de una cavidad cilindrica pene-
trable.

La principal idea de esta seccién es analizar el comportamiento de los niveles de
energia para un sistema que se encuentra en una combinacién de los estados ante-
riores, es decir, un atomo de hidrégeno que se encuentra confinado en una cavidad
cilindrica con paredes penetrables. Como vemos méas adelante estas condiciones hacen
que el problema no se pueda resolver analiticamente, por lo que usamos el método
de DF para resolverlo.

Consideremos un atomo confinado mediante un cilindro, como se muestra en Fi-
gura 3.7. En coordenadas cilindricas podemos escribir el potencial de confinamiento
como

— 2 _ p<RyD-H<z<D
Velp,2) =4 Vp*+ 22 (3.48)

Vo, p2 Ro;2<D—H;z>2D
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3.2. Método DF en dos dimensiones a segundo orden.

Figura 3.7: Esquema de confinamiento del d4tomo por una cavidad cilindrica. El
cilindro con linea punteada representa el cilindro numérico que simula las condiciones
en el infinito.

donde Ry es el radio del cilindro, H es la altura de éste y D es la distancia del &tomo
a la tapa del cilindro. De la forma que tiene el potencial es facil observar que éste no
es separable en p y z. Si se propone la funciéon de onda como

\Ij(p’zaqb) = ¢m(p7 Z)(I)(SO) ) (349)
entonces la ecuacion de Schrodinger queda como sigue
110 ([ 0 ? m
S e N Ve(p, m = E,, . 3.50
[ 2 [,06,0 <p0p> 822 pz} tVele Z)] v v (8:50)

El término —%% se obtiene al separar la parte angular en ¢. (ver Ec. (3.15) de la
seccion 3.1.1). Tomamos la Ec. (3.50) que podemos expresar de la siguiente forma

JBIC () () ()

+ Vs (p, z)wmlﬂm] pdpdz

(3.51)
= E/¢m1ﬂmpdpdz .
La malla cilindrica exige una particién para p y z, asociamos los indices i,j como

sigue ¢ — p, 7 — z. Ahora bien, discretizando la parte en p mediante el método
mostrado en la secciéon 2.2.1 obtenemos
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ml(hp)g[—(ﬂiw + pit1) Vit + 27(piyo + 2pit1 + pi)itaj
—27(pi—1 + 28pi + 28pi41 + pit2)it1,
+(pi2 + T30p;—1 + 1458p; + T30pi11 + piya)ihi (3.52)
—27(pi—2 + 28pi—1 + 28pi + piy1)di-1
+27(pi-2 + 2pi-1 + pi)hi-2,
—(pi—2 + pi-1)i-34] -

La discretizacion en z no incluye el factor de peso pdp, por esto la discretizacion
correspondiente a z cambia a la forma

1
(2)(240,)2 (=i j+3 4 54 jyo — 7830, j 11 + 14600, j — 7834, 1 + 5day j_o — ;3] .
(3.53)

Con esto podemos escribir la discretizacion total como

h
2302hp [_(p i+2 + pir1)Virs, + 27(piv2 + 2pi1 + pi)dita

—27(pi—1 + 28p; + 28pit1 + piv2)Vit1,j + (pi—2 + 730pi—1 + 1458p; + 730pit1 + pit2)ij

—27(pi—2 + 28pi—1 + 28p; + piy1)Vi—1,j + 27(pi—2 + 2pi—1 + pi)hi—2j — (pi—2 + pi—l)¢i—3,j:|

h
+ 15;22 [—m,m + 54); jyo — 18315 jy1 + 14601, ; — T83); j—1 + 54 j_o — wz‘,j—:a]
z

+ Vef(ﬂ; Z)pihzhp¢i,j = Epihzhpq/)@j :

(3.54)
Ahora resta calcular los términos adicionales debido a las condiciones de frontera y

calcular los niveles de energia. Recordemos la relacion

fi= é [~ fire +4fiv1 +4fi1 + fia] (3.55)

Para p = 0 tenemos condicién de tipo Neumann la cual requiere el uso de la relaciéon
(3.55); evaluamos la relacion de recurrencia (Ec. 3.54) para i = 1:

z

2301, [ (p3 + p2)taj + 27(p1 + 2p2 + p3)13,

— 27(po + 28p1 + 28p2 + p3)2,; + (p—1 + 730p0 + 1458p1 + 730p2 + p3)¢1 5
—27(p—1+ 28po + 28p1 + p2)tbo,j + 27(p—1 + 2p0 + p1)¥—1,; — (P—1 + po)P—2,;

+ .. } + Ver(p, 2)pihzhptij = Epihohyips j .

(3.56)
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3.2. Método DF en dos dimensiones a segundo orden.

Dado que tenemos la condicién de tipo Neumann entonces p_; = —p;, ¥—; ; = ¥; j,
por lo tanto la relaciéon queda como:

z

—(p3 + p2)iba; +27(p1 + 2p2 + p3)i3

2304h,,
— 27(28p1 + 28p2 + p3)ta,; + (—p1 + 1458p1 + T30p2 + p3)iP1,
(3.57)
= 27(=p1 + 28p1 + p2)vo,; + 27(—p1 + p1)Y1; + (P1)V2,
h.
= - —36(2 ; 2 1
23041, [ 36(27p1 + p2)ib1,; + (9(27p1 + p2) + p1)2 4]
Dentro de ... se encuentran los términos que no se modifican de la relaciéon de
recurrencia. Evaluando para i = 2 tenemos:
he +27(po + 2p1 + p1)vo,; — (po + p1)ih—1,5 + + (3.58)
2304h,, £0 P1 T P1)¥%0,;5 PO T P1L)P-1,5 T - .
Haciendo uso de la relacion (3.55) y asociando términos llegamos a:
h.
-+ (36(2p1 + p2) — p1)Y1,; —92p1 + p2)a; + .|+ (3.59)
2304h,
Para i = 3 tenemos que:
e (p1 + p2)thog + ... | +
2304hp P1 £2 0,7 N e
- (p1+ )1(4¢’ =) .. |+ (3.60)
= 2304hp P1 P2 3 1,5 2,7 e e .

h- 4 1
_%Mm{“—§m+qu+§m+mw%+”}+“,

Ahora para p = R tenemos una condicién de frontera tipo Dirichlet. Para i = N
tenemos:

h
= | —(pn+2 + pn+1) Nt + 2T(pN + 20N+1 + PN+2)UN+2,
2304h,
(3.61)
—27(pN—1+ 28pN + 28pN i1 + pN42)UN+1,5 + - ] +...
Recordando que la CFD implica que ¢¥y42; = =N j, UN4+3,; = ¥N-1,j, ¥N+1,; =0

tenemos que:

h

———(pNt2 + PN+ 1)UN-1j + 2T(pN — 2pN+1 + pN42)UNj + oo | + ... (3.62)
2304%,
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Para i = N — 1 tenemos:

h.
—(pN+41+ pN)UN12,5 +27(pN—1 + 2PN + pN41) N1+ | e
2304h,,
L Uy RS g
= 2304h,, PN+1 T PN)YN+2,5 T - -- .
(3.63)
En el caso de z = £L /2 aplicamos la CFD. Para j = 1 tenemos:
oy —783¢; 0 + 54Y; 1 — +o= i + 544, 1 — +
1152hz 4,0 i,—1 i,—2 = 1152hz 7,—1 B,—2 o
(3.64)
Para j = 2:
i + 5410 — Vi1 | + - = o — 1| + (3.65)
1152h., R ~ 1152k, L B ‘

Es importante notar que la discretizacién que se presenta en la Ec. (3.54) es un
problema general de diagonalizacién de la forma Ad = )\IB%B, donde A y B son en
general matrices. Para solucionar este problema, debemos transformar esta discreti-
zacion a la forma A = E7. Para ello analicemos que ocurre si se tiene la operaciéon
de matrices BAB. Donde B es una matriz diagonal:

bu -+ 0 0 ail a2 aiz - b -+ 0 0
BAB — bog -+ 0 @21 G2 423 ’ by -+ 0 _
0 b33 . asy as2 as33 . 0 b33 L.
0 0 - bun T S 0 0 - buyn
bi -~ 0 O a11bi1  ai2baz  ai3bs3
byy -+ 0 agibir  agabe  apsbss
0 1 by - az1bir  aszboo  assbss B
0 0 - by : - - Arnbnn

2

a11byy  a12b22011  a13b33b11
2

a1b11bas  ageby,  a23bzzbao

2
a31b11b33  aszabaobzz  azzbss

annbgm

(3.66)

Como se puede observar, este producto de matrices inicamente afecta las columnas
en el caso de la matriz del lado derecho, mientras que el producto del lado izquierdo

solo afecta los renglones. Esto quiere decir que si A es una matriz simétrica, el
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3.2. Método DF en dos dimensiones a segundo orden.

producto anterior también lo sera. Por otro lado, analizando la siguiente operaciéon
algebraica
DADY = AU, (3.67)

donde D es una matriz diagonal, A tiene la misma dimensién de que D y ¥ tiene el
mismo niimero de renglones que DAD. Podemos escribir la Ec. (3.67) aplicando D1
por la izquierda como sigue

D DADT = D~ I\F

~ 4. (3.68)
= ADv = \D" 7.

Consideremos al vector @ = D7, es decir, ¥ = D~'4. Con este cambio se obtiene
ADD™1d =AD" . (3.69)

Ello quiere decir que

At = \D™2@ (3.70)

Notemos que la forma de la expresion en (3.70) es igual a la Ec. (3.54), con lo que
podemos encontrar que

(D12 = pih,h.1

1 .
D= I (371)

vV pihphz

y con esto podemos encontrar los elementos de la matriz BAB en Ec. (3.66) dado
que la expresion en la Ec. (3.70) es analoga a la de la Ec. (3.67). Con esta transfor-
macién de semejanza podemos llevar el problema de una doble diagonalizacién del
tipo Av = AB¥ a una mas sencilla del tipo Ci = A@. Como lo que nos interesa son
los eigenvalores y las eigenfunciones, esta transformacion no altera el resultado de
encontrar los valores de E y ademés nos dice la transformacién entre # y ¥, con la
ventaja de que al momento de calcular propiedades no hay ninguna diferencia debido
a que U-7 = - 4. Con lo anterior encontramos la siguiente discretizaciéon que se
obtiene es

27(pit2 + 2pit1 + pi)

1 Pit+2 + Pit1
|:_ 1+ 1+ ¢i+3,j

2304h2 VPit1pi \/Pit2pPi

wi+2,j

pi—2 + 730pi—1 + 1458p; + 730pit1 + pit2

27(pi—1 + 28p; + 28pit1 + piv2)
- Vi1, +
VPi+1Pi pi
27(pi—2 + 28p;—1 + 28p; + piy1) 27(pi—2 +2pi—1 + Pi)w. g
1—2,)

— w._L. +
VvV Pi—1Pi R \/ Pi—20%

v Pi—3Pi
1

T 1152n2

+ Vef(Pa Z)%‘,j = Ev; j ( )
3.72

48

_ Pi—2 + pi-1

[—T/%',ﬂ:«z + 549); j1o — T83¢; j 11 + 14609, j — 783 j 1 + 54 j 2 — ?/)z',j:«z]

Vi

1/%’—3,;‘]



Capitulo 3. Ecuacion de. ..

Notemos que la discretizacion que se presenta en Ec. (3.72) presenta una matriz
simétrica que le da una mayor eficiencia y estabilidad numeérica al proceso de obtener
las soluciones. Asi podemos calcular el espectro de energias y las eigenfunciones,
ademas de que podemos comparar los dos tipos de discretizaciéon para evaluar la
eficiencia del método numérico.

Hasta el momento se tiene una version analitica de la particula libre o del 4&tomo
de Hidrogeno en sus coordenadas naturales (esféricas) como punto de referencia para
los céalculos, y una version discretizada en coordenadas cilindricas. En el siguiente
Capitulo se expondré la forma en la que estos dos esquemas tienen los mismos resul-
tados, con la ventaja de que el segundo esquema puede tener confinamiento cilindrico
a pesar de tener un potencial simétricamente esférico.
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Capitulo 4

Resultados

En este trabajo se desarrolla una herramienta de calculo para resolver ecuaciones
diferenciales, que se conoce como método de diferencias finitas y consiste en apro-
ximar las derivadas por diferencias infinitesimales. En la primera parte del trabajo
se implementa dicho método a primer orden. En esa parte se analiza la eficiencia
y precision del método y, posteriormente se implementa la herramienta a segundo
orden con el fin de mejorar estas dos caracteristicas.

El anéalisis de la precision se realizé6 mediante las comparaciones de la convergencia
entre los valores analiticos y numéricos de los tres primeros eigenvalores (w1, ws,ws)
para el pozo rectangular infinito utilizando el método a primer y segundo orden. La
metodologia para obtener la convergencia fue la siguiente: primero se calculan los
eigenvalores para una malla, en este caso nuestra malla inicial contiene 10 puntos,
una vez que se obtuvieron los valores se cambi6 la malla aumentando el ntiimero de
puntos y se calcularon nuevamente los eigenvalores, posteriormente se repite el mé-
todo hasta un numero fijo de puntos. Los datos generados se guardan en archivos
que se utilizaron para obtener las gréaficas. Las comparaciones se presentan en las
Figuras (4.1), (4.2) y (4.3). En las Tablas (4.1), (4.2) se presenta el error absoluto
entre los primeros seis eigenvalores del mismo sistema usando dos mallas distintas
(n = 100, 1000).

Con esto identificamos que al aumentar el nimero de puntos en un orden de 10 la
precisién aumenta un factor de 10%. En las Tablas (4.3) y (4.4) se presenta un anélisis
similar para el caso de las condiciones de frontera tipo mixtas.

Para la eficiencia del método se midieron los tiempos que tarda el proceso de calculo
de los eigenvalores para distintas mallas. Una vez que se obtuvo el tiempo para una
malla, ésta se modific6 aumentando el namero de puntos, se midi6 el tiempo para
la nueva malla y se repiti6 el proceso hasta un ntimero de puntos fijo. Asi logramos
obtener una tendencia en el tiempo de coémputo para cada orden del método. En este
caso se presentan calculos para 30 mil y 100 mil puntos. En las Figuras (4.4) y (4.5)
se observan los tiempos para la malla con 30 mil puntos, mientras que las Figuras
(4.6) y (4.7) las de 100 mil puntos. La Figura (4.8) muestra una comparacion en-
tre los tiempos de computo a primer y segundo orden con la malla de 100 mil puntos.
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Este analisis permite senalar que a pesar de que el tiempo en los céalculos a se-
gundo orden es mayor que a primer orden la precision que ofrece es mucho mayor.
Si se comparan los tiempos y la convergencia para un numero de puntos pequeno se
observa que el método a segundo orden es mas eficiente. A medida que el nimero de
puntos aumenta el tiempo entre el primero y segundo orden es mayor, sin embargo
la precision del segundo orden termina por hacer el método mas eficiente.

Convergencia a primer y segundo orden

QBB | Xxxxxxxxxx

Eigenvalor w,

978 - 4% = Primer orden i
+ + Segundo orden
Analitico

9.76
10! 10?
Numero de puntos

Figura 4.1: Convergencia de los valores numéricos para el primer eigenvalor para el
pozo de potencial infinito.
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Convergencia a primer y segundo orden

39.6
30 bt R
: Xx><>< : : : : : :
Fx : : : ; : :
x
® o
X
39.0 | 5 -
*
S 388 X
E Y
E N N N N N N N
m
38.4 7
38.2 |--x

: : : x % Primer orden
' ; ; Analitico

10! 10?
Numero de puntos

Figura 4.2: Convergencia de los valores numeéricos para el segundo eigenvalor para el
pozo de potencial infinito.

Tabla 4.1: Comparacion entre valores analiticos (Eq) y numéricos (E,) de los ei-
genvalores con n = 100 para condiciones de tipo Dirichlet para el pozo de potencial
infinito.

E, E, [Eq — En|
9.86960440 9.86960431 9e-8
39.478417 39478411 6e-6
88.826430  88.82637 2e-5
157.91367  157.91330  0.00037
246.7401 246.7387  0.0014
355.3058  355.30156  0.0042

O U WIN B
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0 Convergencia a primer y segundo orden

88l AU IR ..... ..... .....
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Eigenvalor w,
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84_ ............................ .--‘ ............. . ......... [RERRE . ....... . ..... . ..... . .....

82 b ............................... ........ SUUOUU SN
: : : % x Primer orden
« » Segundo orden
Analitico

80
10! 102
Numero de puntos

Figura 4.3: Convergencia de los valores numéricos para el tercer eigenvalor para el
pozo de potencial infinito

Tabla 4.2: Comparacion entre valores analiticos y numéricos de los eigenvalores con
n = 1000 para condiciones de tipo Dirichlet para el pozo de potencial infinito.

E, E, B — B
9.8696044011  9.8696044008 7e-10
39.4784176043 39.4784176036  7.2¢-10
88.82643961 88.82643960  1e-9
157.91367042  157.91367038  4e-8
246.74011002  246.740110  2e-7
355.3057584 355.3057580  de-7

| O | W N~ B
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Tabla 4.3: Comparacidon entre valores analiticos y numéricos de los eigenvalores con
n = 100 para condiciones de tipo miztas para el pozo de potencial infinito.

Eq

Ey

’Ea _En‘

2.46740 2.46735

5.1e-5

22.2066 22.2025

0.004

61.6850 61.6533

0.032

120.902

120.781

0.122

199.856 199.527

0.330

O | W N~ B

298.555 297.814

0.75

n E, E, By — En|
1 2467401100 2467401104 4e-9

2 22.20661 222066102  2e-7

3 61.6850275  61.685030  2.5¢-6

4 120.90265 120.90266  1e-6

5 199.85950 199.85952  2e-5

6 2985555 2985559  4e-b

N =100

Valor analitico | Primer orden | Sequndo orden
9.86960440 9.86880 9.86960431
39.4784176 39.4655 39.4784117
88.82644 88.76071 88.82637
157.91367 157.706 157.91329
246.740 246.2332 246.739
355.3058 354.255 355.3014

Tabla 4.4: Comparacidn entre valores analiticos y numéricos de los eigenvalores con
n = 1000 para condiciones de tipo miztas para el pozo de potencial infinito.

Tabla 4.5: Tabla comparativa entre primer y sequndo orden para N = 100 para el
pozo de potencial infinito con condiciones de frontera tipo Dirichlet.
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Tiempo de calculo para primer orden
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Figura 4.4: Tiempos para el calculo de eigenvalores a primer orden con 30 mil puntos.

Tiempo de calculo para segundo orden
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Figura 4.5: Tiempos para el calculo de eigenvalores a segundo orden con 30 mil
puntos.
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Tiempo de calculo a primer orden
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Figura 4.6: Tiempos para el calculo de eigenvalores a primer orden con 100 mil

puntos.

Tabla 4.6: Comparacion entre valores analiticos (E,) y numéricos (E,) de los eigen-
valores con n = 100 para condiciones de tipo Dirichlet de la ecuacién de Bessel para

primer orden.

E,

En

‘Ea _En|

3.8317

3.8315712938865354

0.00012870611346471605

7.0156

7.014546972548729

0.0010530274512712268

10.1735

10.169973162828441

0.0035268371715595492

13.3237

13.315416323971043

0.008283676028957743

16.4706

16.45447381359893

0.01612618640107044

O | W N~ B

19.6159

19.587947653973973

0.027952346026026476
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09 Tiempo de calculo a segundo orden

« « Tiempos a segundo orden
0.8 | .

0.7 8

0.6 .

0.5 . . .

Tiempo (s)

04} . 1

0.0 |aswee®™® 1 1 1 I I
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
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Figura 4.7: Tiempos para el célculo de eigenvalores a segundo orden con 100 mil
puntos.

Comparacion del tiempo entre primer y segundo orden

0.9
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Figura 4.8: Comparacion de tiempos para primer y segundo orden con 100 mil puntos.
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Tabla 4.7: Comparacion entre valores analiticos (E,) y numéricos (E,) de los eigen-
valores con n = 100 para condiciones de tipo Dirichlet de la ecuacién de Bessel para

segundo orden.

n E, E, [Ey — By

1 38317 3.8316738544752478 9.012285140386211e-8
2 7.0156  7.015527410480057  5.766977494658931¢-6
3 10.1735 10.17337921562931  6.567019531189544¢-5
4 133237 13.323564864490272 0.0003688264015977438
5 164706  16.47044522470165  0.0014062162235859432
6 19.6159 19.615578296103852 0.0041962204506944545

Tabla 4.8: Comparacion entre valores numeéricos (E,) a primer y segundo orden y

los tiempos de calculo.

n FE,(ler orden) FE,(2do orden)
1 -0.490946 -0.494255
2 -0.124978 -0.124997
3 -0.123861 -0.124273
4 -0.054528 -0.0545334
5 -0.0538401 -0.0538435
6 -0.0518749 -0.0230482

Tabla 4.9: Comparacion entre los tiempos de célculo a primer orden y segundo orden
en dos dimensiones para el &tomo confinado en cavidad cilindrica.

No. puntos de la malla  Tiempos primer orden (s)

Tiempos segundo orden (s)

50 10.502 7.930
100 20.656 16.620
200 181.944 222.811
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se logré explicar y desarrollar el método numérico de
diferencias finitas a primer y segundo orden. Con este método probamos que se tiene
un muy buen control en el célculo de los estados de un sistema cuéntico para dife-
rentes situaciones. Si bien es cierto que muchos de los sistemas que se examinan al
principio, tienen soluciones analiticas, a lo largo de este trabajo se resolvieron situa-
ciones en los que la geometria de un sistema cuantico confinado ya no era compatible
con la geometria del potencial. De esta manera, las aportaciones de este trabajo
permitieron calcular con eficiencia y precision situaciones de confinamiento que no
tenfan solucién analitica. En particular se contribuyé en los célculos de un atomo
de Hidrégeno confinado en un cilindro. El trabajo se enfoco en la eficiencia de los
céalculos numeéricos tomando como punto de referencia el d4tomo de Hidrégeno sin
confinamiento y en las aproximaciones a primer y segundo orden al momento de im-
plementar el método de diferencias finitas. Ademas, se logré implementar una nueva
forma de discretizacion para hacer compatibles las geometrias del confinamiento y
el potencial a través de los operadores hermitianos en su forma discreta. También se
mostro que en general el método numeérico tiene en error relativo de ~ 10™% para las
aproximaciones en DF a primer orden, y de ~ 107% en el caso de DF a segundo orden.

El desarrollo del método de diferencias finitas a segundo orden se usé para calcular el
espectro de energia de un dtomo confinado por una cavidad cilindrica. Otra manera
de ver el resultado es que logré mejorar la precision del método reportado en [1],
mejorando los tiempos en un orden de 10%. En este trabajo tinicamente se estudia
la ecuacion de Schrodinger estacionaria, la eficiencia de éste método permite pensar
en resolver problemas dindmicos y con esto obtener modelos de sistemas fisicos més
complejos. Para esto ultimo se puede utilizar el método de Crank—Nicolson, mismo
que requerird de los desarrollos hechos en este trabajo ya que para cada paso en la
variable temporal se necesitaran los desarrollos y avances reportados en este trabajo.
De ahi la importancia de que los calculos realizados a segundo orden, se puedan
realizar con mayor rapidez sin perder la precision.

Finalmente, cabe mencionar que los desarrollo de los métodos numéricos se realizd
en el lenguaje de Julia version 0.7 y se utilizaron las bibliotecas de BLAS y LAPACK
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para las diagonalizaciones. Otra de las mejoras que se puede hacer es implementar el
método a tercer orden y optimizar el algoritmo con la finalidad de hacer los calculos
de diagonalizacion en GPU’s en varios procesadores al mismo tiempo (programacion
en paralelo), de manera que los calculos para los sistemas dinamicos sean precisos y
eficientes. Las aportaciones hechas en este trabajo contribuyen de manera sustancia
y clara a la implementacion de futuros calculos de sistemas cuanticos confinados.
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Apéndice A
Analisis de error

Los célculos numéricos a medida son inexactos por una serie de factores como
impresicién en los datos, inexactitudes introducidas en el anélisis del problema, etc.
Adicionalmente a los errores natos, aquelllos que son imposibles de acotar, existen
otros como los errores de redondero, producidos por el redondeo de un digito, errores
de truncamiento producidos por el truncamiento o corte de alguna serie o expansiéon
usada para aproximar. Es por ello que, para estos tultimos, se estudian los criterios
de estabilidad, consistencia y convergencia. En éste apéndice exponemos de manera
descriptiva cada uno de estos. Para mayor detalle puede consultarse en el capitulo 3
de [6], asi como [9] para los errores mencionados.

A.1. Convergencia, estabilidad y consistencia.

Supongamos que tenemos tanto la solucién exacta analitica a una ecuacion dife-

rencial, denotada por F'y la solucién exacta a las ecuaciones discretizadas, es decir,
a la ecuacién aproximada, denotada por f. Se dice entonces que la soluciéon f con-
verge a F' cuando para cada punto de la malla x; el valor u; tiende a F; a medida
que el valor de dz (distancia entre puntos consiguientes de la malla) tiende a cero.
Se dice entonces que la diferencia F' — f es el error de discretizacidn. Una de las
formas para reducir el error de discretizaciéon es tomar el valor dx y hacerlo cada
vez mas pequed, sin embargo, resulta a veces ineficiente debido a que requiere un
costo mayor en tiempo para los célculos computacionales, asi como mayor demanda
de almacenamiento. Una tratamiento analitico para la convergencia puede verse en
la pagina 81 de [6].
Consideremos la ecuacion de diferencias finitas U(f; ;) = 0 para el punto (Z,7) de la
malla. Sireemplazamos a f por F', entonces la ecuacion U (Fj ;) se conoce como error
local de truncamiento para el punto (i, 7). Si esta cantidad tiende a cero a medida
que lo hace el espaciado de la malla (dx — 0) se dice entonces que la solucion es
consistente (ver desarrollo A.2).

Cuando calculamos las soluciones numéricas f;; es claro que existe un error aso-
ciado a los calculos debido a que se hace un redondeo a los decimales para obtener el
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A.2. Error local de truncamiento.

valor numeérico f; en el punto (4, j). Entonces lo que calculamos computacionalmente
no es f; j si no mas bien una solucion numérica N, digamos. La cantidad (f — N) es
el error global de redondeo

Entonces el error total para el punto (7, j) de nuestras soluciones se puede expresar
como

Fij = Nij=Fij = fij+ (fij = Nij) =

error local de discretizacion en (i,7) + error global de redondeo

(A.1)

Es importante notar aqui que a medida que la malla se hace mas fina, i.e, i, j — oo
los calculos computaciones asocian un error mayor al tener que redondear una mayor
cantidad de decimales. Por ello es conveniente definir la estabilidad en términos
de los limites de soluciones exactas a la ecuacidén de diferencias debido a que su
analisis matematico es simple y los coeficientes son valores conocidos, asi como las
condiciones iniciales. Si tenemos entonces que f; ; es acotada a medida que j aumenta,
garantizamos que el error de redondeo tambiés es acotado debido a que ambos valores
se usan para los calculos artiméticos a medida que j se corre. Ademas es claro ver que
el error de discretizacion F; ; — f; j, si f; j es acotada, también estd acotado ya que los
valores de F; j son valores especificos dados por las condiciones iniciales o de frontera.
Por dltimo, como se ve en la siguiente seccion, los errores de discretizaciéon pueden
expresarse en términos de errores locales de truncamiento, por tanto, las ecuaciones
se pueden definir como estables si es que ambos errores se mantienen acotados a
mayor numero de célculos.

A.2. Error local de truncamiento.

El error local de truncamiento, a veces confundido con el error de discretizacion
aparece esencialmente cuando, en una aproximacién por medio de una serie infinita
de términos, es truncada.

Consideremos la siguiente ecuaciéon diferencial

OF 9°F
ot a2
Como vimos en la seccién 2.1 y posteriormente en 3.1, para aproximar las deri-
vadas debemos truncar la expansiéon de Taylor, suponiendo que esto se hace para el
primer término tenemos
figv1 = fig  Jfivig — 2fij + ficry

- . =0 (A.3)

De aqui es claro ver que la aproximaciéon f no solo depende de los valores de h, k
si no también de los términos truncados en la serie.
Cuando la solucién exacta F' se sustituye en la ecuacion A.3 entonces tendremos
la diferencia entre f y F' en puntos (7,j) a esta cantidad se le llama error local de
truncamiento T; ;

(A.2)
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Fijo1—Fi;  Fipy —26+Fo
k h?2

Si definimos el paradmetro r = %, podemos escribir la expresion anterior a

Tij = (A.4)

Fijrn=Ti; — (1 =2r)Fj+rFi+rFi (A.5)

Si asumimos que conocemos la funcién F' para los valores de la malla que se
expresan en A.5, entonces podemos encontrar

figrn =Ty, — (L =2r)Fj+rF;+rF; (A.6)

Por lo tanto de las ecuaciones A.5 y A.6 vemos que

Fij+1 — fij+1(error local de discretizacion en el punto (i,j+1)) = kT; (A.7)

Acabamos de encontrar que el error local de truncamiento en el punto (i,7) no
es mas que el error de discretizacion en el punto (i,7 4+ 1) para los valores de F que
satisfacen el esquema de diferencias finitas sin errores de redondeo. La deduccién
para el error total de discretizacion asi como la relacidn entre los tres criterios puede
consultarse en la pagina 104 de [6].
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Apéndice B

Algoritmos computacionales

B.1. Algoritmo de Arnoldi

Considere el problema de obtener numericamente los eigenvalores de una matriz
A. En la paqueteria LAPACK de Julia hay diversos métodos para obtenerlos. Se
discute aqui el algoritmo de Arnoldi.
Buscamos una matriz ortogonal Q tal que

AQ = QH (B.1)

Si el niimero de columnas o renglones es muy grande, se utiliza éste método que
trabaja con las columnas n,n << m de las matrices QA y QH. Sea @QQ,, la submatriz
mxn de Q formada por sus n primeras columnas; y sea H,, la submatriz de H!
formada por las n x 1 primera filas y n primeras columnas. Es decir

hit hip - hin
ha1  hao
Q=01 gl H= : (B.2)
0 hn—l hnn
hn—ln

Entonces, de AQ = QH obtenemos AQy = QnH}NIn porque las filasn+1,n+2, ...
de H son cero. Mas explicitamente

hit hig - hin
ha1  hao
Algr g2+ gl = [@1 @2 ot : (B.3)
0 hnfl hnn
hn—ln

O equivalentemente,

'H es una matriz de Hessenberg, esto es una matriz casi triangular. Para ser mas exactos, una
matriz superior de Hessenberg tiene todos ceros por debajo de la primera subdiagonal, y una matriz
inferior de Hessenberg tiene todos ceros por encima de la primera superdiagonal.
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B.2. Algoritmo de Lanczos

1 import numpy as np
2 def arnoldi iteration(A, b, nimp):

3 wo
4 Input

5 A: (nxn matrix)

6 b: (initial vector)

7 nimp: number of iterations

8

9 Returns Q, h

10

11 o

12 m = A.shape[0] # Shape of the input matrix

13

14 h = np.zeros((nimp+1l, nimp)) # Creates a zero matrix of shape (n+l)x n
15 Q = np.zeros((m, nimp+1)) # Creates a zero matrix of shape m x n
16

17 g = b/np.linalg.norm(b) # Normalize the input vector

18 Q[:, 0] = g # Adds g to the first column of Q

19
20 for n in range(nimp):
21 v = A.dot(q) # A*g 0
22 for j in range(n+l):
23 h[(j, n] = Q[:, jl*v
24 v = v - h[j, n1*Q[:, J]
25
26 h[n+l, n] = np.linalg.norm(v)
27 g = v / h[n+l, n]
28 Q[:, ntl] = q
29 return Q, h

Figura B.1: Algoritmo Arnoldi en lenguaje Python
Agr = hikqr + hagge + -+ + hikqr + M 1kge+1, k=1,2,---,n (B.4)
En palabras, cada gx4+1, kK = 1,- - - , n, satisface una recurrencia de k+1 sumandos

que involucran al propio vector y sus predecesores en la secuencia. El método de
Arnoldi es una iteraciéon de tipo Gram-Schmidt que implementa B.4 a partir de
un vector escogido por el usuario. Las siguientes lineas de cédigo corresponden al
algoritmo de Arnoldi

B.2. Algoritmo de Lanczos
El método de Lanczos es el de Arnoldi aplicado a matrices hermiticas. En este

caso cada Hn es hermitica y Hessenberg; por lo tanto, tridiagonal. Si escribimos las
ecuaciones correspondientes a B.3 y B.4 para el caso hermitico obtendriamos
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a1 B
B1 az B2
Algp @2 @l = ¢ a2 o] L B (B.5)
anl Qp—1
Bn
Agr = Bry1i + ke + Brg1,iqe+1 k=1,2,---,n (B.6)

respectivamente. Asi los k + 1 sumandos del método de Arnoldi quedan reducidos a

tres sumandos. Para conseguir el algoritmo de Lanczos basta hacer explicito el bucle
interno.
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Apéndice C

Desarrollo analitico del Atomo de
hidrégeno

Un atomo hidrogenoide es un sistema fisico compuesto por dos partes en inter-
accion, un protéon y un electrén para el dtomo en cuestion (ver figura 3.4), que es
un problema de dos cuerpos en mecanica cuéntica. De la ley de Coulomb tenemos el
potencial

ez 1
= — - 1
v dmeg T (C.1)
Asi la ecuacion radial es
1 d?u e2 1 R2I1+1)
_ _ 4 =F C.2
k2 dr? [ Aeg + 2m  r2 ] Y Y (C2)

vV—2mFE
h

Simplificando la expresion mediante el cambio k = . Para estados ligados

E < 0 por tanto k es real.

2 72 2 2
W du [ me” 1 RI+1)) E (C.3)
2m dr? 2rweoh?k kr - 2m  (kr)?
Haciendo los cambios
me?
pzknmz—iaﬁﬁ (C.4)
llegamos a
d? l(l+1
“—1—@+(E) (C.5)

= =

dp p p

Siguiendo un analisis similar al de la seccién 77, es necesario inspeccionar los
casos asintoticos de la ec. C.5. A medida que p — 0o la ec. se aproxima a

—— =u (C.6)
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cuya solucion es

u(p) = Ae”? + Be” (C.7)

dicha solucién diverge para cuando p — oo por lo que B = 0. Asi encontramos
que

u(p) «~ Ae™” (C.8)

En el limite p — 0 el término del potencial centrifugo domina, la ec. C.5 se
aproxima por

d*u (1+1)
) 0
con su solucion de la forma
u(p) = Cp'*' + Dp™! (C.10)

Métodos para resolver ecuaciones de este tipo se pueden consultar en [12], [13],
[14].
Para evitar que la solucién diverja exigimos D = 0, por lo tanto

u(r) « Cpltt (C.11)

Debemos ahora empalmar las soluciones asintoticas. Se propone una funcion v(p)
tal que

u(p) = ptelu(p) (C.12)
Calculamos Z—Z y ‘3277; para escribir la ec. C.5 en términos de v(p). Encontramos
que
du I —p dv
— = l+1- — C.13
= [(+ p)’v+pdp] (C.13)
@— le=P | =20 — 2+ +l(l+1) +2(0+1— )@—F @ (C.14)
dp? P P 2 v P dp pdp2 ’
Sustituyendo ecs. C.13 y C.14 en C.5, llegamos a
d?v dv
— +2(l+1—p)— 2(1+1 =0 C.15
P T2 1= oo+ 21+ D]v (C.15)

Asumimos que v(p) puede escribirse como una serie de potencias de p como
o
o(p) =3 a;p! (C.16)
j=0

72



Apéndice C. Desarrollo. ..

Para determinar la solucién debemos encontrar los coeficientes a;. Para ello de-
bemos sustituir la ec. C.16 en C.15 y encontrar la relacion de recurrencia para a;.
Calculamos entonces

dv > . > . -
Gy = 2o dur ™ =D+ D (C.17)
j=0 J=0

donde se hizo el cambio de indice 7 — 7 + 1.

dzv > vy, i—1
5 =30+ Dajpp! (C.18)
=0

Insertando ecs. C.17 y C.18 en ec. C.15 llegamos a

(o]
Z; J+Dajp +2(0+1)> (j+1)ajp — QZ]a]p“r po—2(1+1)] Za]pJ =0
7=0 7=0

(C.19)
Para satisfacer la ec. C.19 para cada j, la ecuacion debe satisfacerse para cada
indice

3G+ Dajpr +2(0+ 1) (G + Va1 — 2ja; + [po — 2(1+ 1)]a; = 0 (C.20)
que puede expresarse también como

20 +1-1) = po
G+DG+20+2)7
Esta expresion es una relacién de recurrencia para los coeficientes a;. Si fijamos al
primer ag = A, donde A puede encontrarse de la condiciéon de normalizacion, entonces
podemos conocer a; y consecuentemente los siguientes coeficientes. Analicemos los
casos asintdticos para j. Para j muy grande, es decir, para p muy grande, tenemos

a1 = (C.21)

27 2
Aip] X — a; = — a; C.22
TG+ G (©-22)
07
23

Antes de seguir el desarrollo para el otro limite de j puntualicemos un aspecto
importante. Supongamos que hemos encontrado la solucion final

Z p] Ae? (C.24)

Esta solucion diverge cuando p se Vuelve muy grande. Es justamente la misma
condicién por la que tomamos D = 0 en la ec. C.10. De alguna forma debemos exigir
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que la solucién cumpla las condiciones de normalizacién, es decir, deben ser finitas.
Por esto, es natural pensar que debemos exigir que la serie termine después de algtin
valor de jmaqz, €n otras palabras, los coeficientes dados por C.21 deben ser ceros para
valores mayores a jmqz. Con esto tenemos que

2(Jmaz +1+1) —po =0 (C.25)
Si definimos n !
N = jmae +1+1 (C.26)
encontramos que
p=2n (C.27)
y de las condiciones C.4 podemos ver que las energias se pueden expresar como
hk? me?
F=——=—— C.28
2m 8me2h?pd ( )

Es asi como encontramos que las funciones de onda para el atomo de hidrégeno
estadn etiquetadas por tres nameros cuanticos n,l, m

Ynim (Ta 0, ¢) = Rnl(r)Y;m(& ¢) (C'29)

1 es el ntmero cuantico principal
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