
	  
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
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RESUMEN

En esta tesis se estudia la reflectividad óptica de peĺıculas coloidales confinadas con

el objetivo de generar conocimiento y nuevas herramientas para el desarrollo de sen-

sores ópticos basados en las propiedades ópticas de nanofluidos y coloides en general.

Se desarrolla un modelo teórico basado en el esparcimiento múltiple para simular la

reflectancia coherente de una peĺıcula coloidal confinada entre dos interfaces planas y

paralelas. Nos referimos al modelo como el Modelo de Esparcimiento Coherente o CSM

por sus siglas en inglés (Coherent Scattering Model). El modelo se comparó con medi-

ciones experimentales de la reflectividad como función del ángulo de incidencia en una

configuración de reflexión interna obtenidas con coloides de nanopart́ıculas de oro, de

Poly (metil-metacrilato) (PMMA) y dióxido de Titanio. Además, se comparó con las

predicciones de otros modelos más simples basados en la teoŕıa de medio efectivo. En

particular consideramos el modelo de Maxwell Garnett (MG) y el de van de Hulst (vdH).

Siendo el primero muy utilizado en la literatura, aún sin conocer en detalle sus limita-

ciones. El segundo no tan conocido en general, pero utilizado por algunos grupos de

investigación en años recientes para estimar el ı́ndice de refracción de coloides turbios.

Se encontró que el CSM reproduce muy bien todas las curvas experimentales obtenidas

en este trabajo. Con base en los resultados teórico-experimentales, se concluye que MG

es válido solo para part́ıcula pequeña, es decir, mucho menor a la longitud de onda con

la que se ilumina la muestra, y únicamente para part́ıculas metálicas. Mientras que vdH

sorpresivamente mantiene un comportamiento muy similar al del CSM para todos los

coloides utilizados en esta tesis y para ángulos de incidencia en los que la contribución

a la reflectividad de las part́ıculas es mayor. Sin embargo, se alcanzaron a observar limi-

taciones del modelo de vdH para la reflectividad óptica de peĺıculas coloidales delgadas

al incrementar de tamaño las part́ıculas coloidales. Espećıficamente, para coloides de

PMMA se encontró que vdH se separa apreciablemente de las curvas experimentales

para part́ıculas de diámetros mayores a 400 nm. No obstante, debido a la simplicidad

del modelo de vdH, se concluye que éste es en general muy útil para efectos de inter-

pretación de experimentos y diseño de sensores basados en las propiedades ópticas de

peĺıculas coloidales confinadas, siempre que las part́ıculas coloidales no sean demasiado

grandes. Previo al análisis de casos espećıficos se puede usar el CSM para determinar la

validez del modelo de vdH para el diseño o interpretación de experimentos. Cuando las

diferencias de las predicciones del modelo de vdH y el CSM sean apreciables se deberá

utilizar el CSM.



Además, se estudió la validez para obtener la parte real del ı́ndice de refracción efectivo

a partir del punto de inflexión, al cual se le llamó, ángulo cŕıtico entre la interfaz prisma-

coloide, realizando mapas 2D de los errores en el espacio de radio y fracción de volumen,

(a,f). Además se encontraron los intervalos de validez de dicho método.

Se propuso un nuevo método para inferir algunas propiedades de part́ıculas coloidales

en nanofluidos a partir de la reflectividad como función del ángulo de incidencia en una

configuración de reflexión interna y la obtención de propiedades ópticas efectivas. Se

estudió la posibilidad de determinar el tamaño de nanopart́ıculas o el ı́ndice de refrac-

ción de éstas. Se estimaron teóricamente los intervalos en los que es posible determinar

el tamaño promedio de nanopart́ıculas o su ı́ndice de refracción. Experimentalmente se

comprobó la viabilidad de determinar el tamaño de nanopart́ıculas y se estimó la preci-

sión alcanzable en la práctica. Se mostró también que es posible determinar la formación

de agregados de nanopart́ıculas, al ser equivalente a un incremento del tamaño de las

part́ıculas. Se ilustraron posibles aplicaciones a sensores de la medición de cambios en

las propiedades ópticas efectivas de las peĺıculas de nanofluidos debido a la formación

de agregados. La técnica desarrollada en esta tesis ofrece una importante ventaja sobre

otras posibles técnicas, que es el uso de cantidades muy pequeñas de nanofluidos o co-

loides en general. Dichos volúmenes son del orden de unos cuantos micro-litros lo que es

suficiente para generar la peĺıcula coloidal para medir sus propiedades ópticas efectivas.



ABSTRACT

In this thesis the optical reflectivity from confined colloidal films is studied with the

objective to gain new knowledge and tools for novel optical sensors based on the optical

properties of nanofluids or colloids. A theoretical model is developed based on multiple

scattering to simulate the coherent reflectance of a confined colloidal film between two

flat and parallel interfaces. We refer to this model as the Coherent Scattering Model

(CSM). This model was compared with experimental measurements of reflectivity as

a function of the incidence angle in an internal reflection configuration using colloids

of gold, Poly-metyl Metacrilate (PMMA) and titanium dioxide nanoparticles. Also, we

compare the CSM with predictions of simple models based on effective medium theories.

Particularly, the models considered in this work were Maxwell Garnett (MG) and the

model proposed by van de Hulst (vdH). The first one, is a well known model and is

commonly used in the literature, even though its limitations are unknown. The second

one is not well known in general, but it has been used by some research groups in re-

cent years to estimate the effective refractive index of turbid colloids. It is found in this

work that the CSM reproduces the experimental measurements very well. Based on the

experimental and theoretical results, we conclude that MG is valid only for very small

particles, compared with the incident wavelength and for metallic particles. The vdH

model, surprisingly predicts angular reflectivity curves similar to those of the CSM, for

all the colloids used in this thesis. Nevertheless, limitations could be observed for the

vdH model as the size of the colloidal particles increased. In the specific case of co-

lloids of PMMA we found that the vdH model differs appreciably from the experimental

measurements for particles of diameters larger than 400 nm. Nevertheless, due to the

simplicity of the vdH model, we can conclude that in general this is a good model to

interpret experiments and develop sensors based on the optical properties of confined

colloidal films, as long as the particles are not too large. For any specific case the CSM

can be used to determine the validity of the vdH model before using it to interpret

experiments. When the differences between the predictions of the vdH model and the

CSM differ appreciably, the CSM should be used.

We also studied the viability to obtain the real part of the effective refractive index

given the inflection point, referred to as the critical angle, at the interface prism-colloid,

and giving 2D maps of errors in the space of radius and volumen filling fraction, (a, f).

We also obtain the intervals of validation for the method.

Also, a new method to infer some properties of the colloidal particles in nanofluids,

was proposed, using the reflectivity as a function of the incidence angle in an internal

reflection configuration to obtain the effective optical properties. We also studied the



possibility to determine the size of the nanoparticles or their refractive index. The in-

tervals where it is possible to determine the size of the nanoparticles or the refractive

index are estimated theoretically. Experimentally we show the viability of determining

the size of the particles and estimate the precision. It is also shown that using our ex-

perimental device and an effective medium model, it is possible to detect the formation

of aggregates of nanoparticles. This NP aggregates are seen as analogue to an increase

of the size of the particles. Possible applications of sensing the changes in effective opti-

cal properties of the nanofluid films are illustrated due to the formation of aggregates.

The technique and methodologies developed in this thesis offers an important advantage

compared to alternative techniques. The quantity of sample needed to form a colloidal

film to measure its optical properties is around a few micro-liters.
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4.4. Peĺıcula coloidal de NPs de oro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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2.4. Gráfica de la densidad de la diferencia D, ecuación (2.11), considerando
una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.10. . . . . . . 15
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2.7. Gráfica de densidad de la diferencia relativa Drel, ecuación (2.12), consi-
derando una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.10. . 17
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3.7. Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de oro de 20 nm de
radio considerando una polarización TM de la luz usando diferentes lon-
gitudes de onda con un ancho de cintura de 25 µm y una fracción de
volumen del 0.005 %. (a) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm. (b) El es-
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punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida
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es de 4 µm y una fracción de volumen del 0.4 % y un radio de 200 nm.
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de volumen del 0.3 % y un radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula
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de 4 µm y una fracción de volumen del 1 % y un radio de 200 nm. La ĺınea
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es de 4 µm y una fracción de volumen del 10 % y un radio de 200 nm.
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cia usando el MME de vdH. La ĺınea roja fue el ajuste mientras que los
puntos negros corresponden a los datos experimentales. El espesor de la
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Caṕıtulo 1

Introducción

Diversas técnicas y modelos teóricos que caracterizan las propiedades ópticas de sis-

temas coloidales han sido un tema de interés a lo largo de los años. La refractometŕıa

óptica ha sido utilizada continuamente en muchas aplicaciones f́ısico-qúımicas desde la

aparición del refractómetro de Abbe hace más de 100 años[1]. Otros tipos de refractóme-

tros han sido desarrollados exitosamente a través de los años[2–4], dichos refractómetros

tienen algunas ventajas en aplicaciones muy espećıficas[3]. En general, los refractóme-

tros de ángulo cŕıtico, como el tipo Abbe o usando la luz reflejada en una configuración

de reflexión interna[5–7] proporcionan una mejor precisión y robustez en la medición.

Hasta nuestros d́ıas la refractometŕıa óptica ha sido limitada a medios homogéneos y

el uso en medios turbios sigue siendo un tema no claro en la práctica. Recientemente

se ha desarrollado la teoŕıa necesaria para atender el problema de mediciones del ı́ndi-

ce de refracción efectivo de coloides turbios[8–10]. La validación y limitaciones de la

refractometŕıa de coloides turbios es relevante para el tema de desarrollo de sensores

qúımicos.

En los refractómetros de Abbe convencionales se mide el ángulo cŕıtico analizando la

luz transmitida de la muestra a través de un prisma óptico de ı́ndice de refracción mayor

que el de la muestra, pero en los dispositivos modernos también se mide analizando la

luz reflejada desde dentro de un prisma a la interfaz de la muestra, alrededor del ángulo

cŕıtico. La dependencia angular de la luz transmitida o reflejada en el ángulo cŕıtico

tiene la pendiente mayor, idealmente infinita.

Las suspensiones de part́ıculas son sistemas f́ısicos interesantes, debido a las diferentes

aplicaciones[11–13]. Sus propiedades ópticas han sido una amplia área de investigación

en el pasado[5, 14–18] y sigue siendo de interés para nuevas aplicaciones que han venido

surgiendo en años recientes[19–23]. En décadas pasadas las propiedades ópticas de co-

loides han sido de interés por muchos investigadores en el caso cuando las part́ıculas no

1
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son lo suficientemente pequeñas comparadas con las longitudes de onda que iluminan

la muestra. La actividad en este campo a venido creciendo en años recientes debido al

potencial que se tiene para producir coloides con propiedades ópticas “exóticas”, por

ejemplo, part́ıculas resonadoras ya sean metálicas o dieléctricas[24–33]. De igual forma,

las propiedades ópticas de los coloides proporcionan información de las propiedades f́ısi-

cas de las part́ıculas coloidales[34–41]. Definiremos a un coloide como un sistema de

part́ıculas aleatoriamente localizadas inmersas en un medio homogéneo, que llamaremos

medio matriz.

En general, se puede ver la propagación de la luz y a un coloide como un sensor

fisicoqúımico, es decir, se puede usar luz como elemento transductor de información

sobre el estado fisicoqúımico de una suspensión coloidal en un momento dado. Se sabe

que el estado f́ısico de un coloide y la interacción entre part́ıculas coloidales depende de

varios factores fisicoqúımicos, como puede ser el tamaño y composición de las part́ıculas,

el PH y la conductividad iónica del medio donde están inmersas las part́ıculas. Por otro

lado, la interacción de la luz en un coloide depende de la distribución espacial, de las

propiedades de las part́ıculas coloidales, y de las propiedades ópticas del medio matriz.

Esto implica que al hacer incidir luz con un coloide, y analizar la luz radiada, en principio,

se pueden inferir propiedades f́ısicas y qúımicas de la suspensión.

Por lo tanto, si se hace interaccionar un coloide con algún medio externo o superficie

de tal forma que haya una interacción fisicoqúımica, el coloide podrá ver modificadas

sus propiedades ópticas. Por ejemplo, si el coloide absorbe una sustancia que induzca

un cambio de PH en la matriz, la estabilidad del coloide se verá afectada y cambiará la

interacción entre part́ıculas, facilitando la formación de agregados de part́ıculas. Esto a

su vez, cambiará las propiedades ópticas efectivas y podŕıa ser detectado con mediciones

ópticas. Otra posibilidad es que, después de interaccionar el coloide con algún agente

externo, y a través de una reacción qúımica cambie el tamaño de part́ıcula, lo que

también seŕıa medible a partir de las propiedades ópticas efectivas del coloide. De esta

manera podemos ver al coloide y a la luz como elementos de un sensor optoqúımico; el

coloide como un transductor de una variable qúımica a propiedades ópticas, y a la luz

junto con un fotodetector como elementos transductores de propiedades ópticas a una

señal eléctrica.

Esta idea no ha sido explorada para desarrollar sensores optoqúımicos. Esto se puede

deber a que en la actualidad no se cuenta ni con teoŕıas simples ni con metodoloǵıas

experimentales que nos ayuden a inferir cambios en las propiedades ópticas de coloides.

El objetivo general de esta tesis es desarrollar los fundamentos teórico-experimentales

para medir propiedades ópticas efectivas de coloides que puedan ser relacionadas al es-

tado fisicoqúımico de éste, y proponer un método para hacerlo con la menor cantidad
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de muestra posible. De esta manera se pretende generar nuevo conocimiento y herra-

mientas para el desarrollo de nuevos sensores optoqúımicos basados en nanocoloides.

La nueva configuración que se propone es una peĺıcula delgada, donde se espera que la

reflectividad óptica de la peĺıcula coloidal proporcione más información si se compara

con la reflectividad de un semi-espacio, estudiada con anterioridad[68]. Proporcionando

herramientas relativamente simples para analizar la reflectividad óptica de una peĺıcula

coloidal confinada entre dos medios homogéneos. Nos referiremos en este trabajo a una

peĺıcula de un coloide como delgada cuando la reflectividad dependa del espesor de la

peĺıcula. Validando la teoŕıa a partir de un sistema experimental, propondremos un nue-

vo sensor que llamaremos optoqúımico, debido a las propiedades ópticas que dependen

del coloide. Se propone inicialmente trabajar con nanocoloides, al considerar part́ıculas

de diámetros menores a 100 nm, debido a que la estabilidad de éstos es mucho mejor, y

la aplicación de modelos de medio efectivo resulta apropiado haciendo nuestra propuesta

teóricamente muy simple.

En el grupo en el que he trabajado se ha enfocado en la reflexión coherente de luz

para suspensiones coloidales de part́ıculas de tamaño comparados a la longitud de onda

incidente[8–10, 42]. A dichos coloides se les llama coloides turbios ya que esparcen de

manera eficiente la luz. Adicionalmente las part́ıculas pueden o no absorber luz. Cuando

el esparcimiento es notable debido a las part́ıculas, las teoŕıas de medio efectivo tradi-

cionales fallan y se deben proponer teoŕıas de esparcimiento múltiple. En estos casos,

se acostumbra separar el campo electromagnético total en una componente difusa y

una coherente[6, 43, 44]. La componente coherente corresponde al promedio del campo

electromagnético resultante. En muchos casos, es posible asignar un ı́ndice de refracción

efectivo a la suspensión coloidal y usar dicho ı́ndice de refracción para calcular cómo se

propaga la componente coherente de la luz, es decir, la transmisión, reflexión y refracción

en una interfaz.

La parte principal de este trabajo, en cuanto a la contribución teórica, es extender

el modelo desarrollado anteriormente para reflectividad óptica de semi-espacios coloi-

dales y que lleva por nombre modelo de esparcimiento coherente, “Coherent Scattering

Model”[9], a la reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada. La derivación de este

modelo se presentará junto con sus predicciones y comparación con mediciones experi-

mentales. También se compara con las predicciones de modelos de medio efectivo (MME)

como son Maxwell Garnett (MG)[45] y van de Hulst (vdH)[46]. El MME de vdH puede

utilizarse en algunos casos para predecir la reflectividad óptica de coloides turbios para

tamaños de part́ıculas comparables a la longitud de onda. Sin embargo, cuando el ta-

maño de la part́ıcula coloidal es del orden o mayor que la longitud de onda incidente,

el esparcimiento de luz puede ser muy eficiente y hace que la componente difusa pue-

da dominar sobre la componente coherente; además, las part́ıculas pueden no absorber
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luz, y uno puede referirse a estos coloides como coloides turbios. En este caso, aunque

todav́ıa es posible asignar un ı́ndice de refracción efectivo a la propagación de la compo-

nente coherente en el “bulto”, no es apropiado usarlo en las ecuaciones de Fresnel[8–10]

tradicionales para el cálculo de las amplitudes de reflexión y transmisión, debido a la

naturaleza no local de la respuesta electromagnética[10], sin embargo en algunos casos

puede ser una buena aproximación. Una alternativa que resulta ser atractiva para qui-

tarnos esta dificultad es el uso de teoŕıas de esparcimiento múltiple. De igual manera, el

uso del modelo de MG se justifica únicamente cuando el tamaño de la part́ıcula es muy

pequeño con respecto a la longitud de onda incidente, y como veremos en este trabajo,

no es el caso en todos los resultados obtenidos, además incluiremos la comparación del

modelo de vdH, debido a su uso generalizado e ingenuo en todas las posibles situaciones.

Un último objetivo que se planteó al final de la tesis, al analizar los resultados finales,

y debido a la importancia de las colaboraciones que se tuvieron a lo largo del doctora-

do, fue comparar el modelo teórico de una peĺıcula confinada, para el caso de peĺıculas

ultradelgadas, con un sistema de una monocapa de esferas aleatoriamente localizadas.

Este tipo de sistemas de dos dimensiones de part́ıculas pequeñas desordenadas deposita-

das sobre un sustrato es un tema interesante debido a sus propiedades ópticas que han

atráıdo la atención a causa de los efectos un poco inesperados dada la simplicidad de

la geometŕıa[47–52], y también se debe a las posibles aplicaciones como sensores[53–62].

A este sistema se le conoce como una monocapa coloidal o simplemente monocapa, y lo

que se presenta será un estudio de las amplitudes de reflexión de una onda plana, cuyos

resultados se compararán con el caso de una peĺıcula coloidal confinada ultradelgada.

Hay que hacer notar que la peĺıcula confinada ultradelgada, considera un espesor tan

delgado que se aproxime a una monocapa y en lugar de estar confinada por un sustrato

lo sustituiremos por un medio homogéneo, en este caso será aire. Los modelos que se

van a comparar son el de Maxwell Garnett, el modelo Dipolar en dos dimensiones, el de

van de Hulst y el CSM considerando una monocapa[63].

Esta tesis se organiza de la siguiente manera, en el caṕıtulo 2 se presenta la viabilidad

de la refractometŕıa de ángulo cŕıtico como método para obtener la parte real del ı́ndice

de refracción de un coloide turbio, utilizando mediciones de reflectancia como función

del ángulo de incidencia alrededor del ángulo cŕıtico prisma-coloide. En el caṕıtulo 3

se presenta el desarrollo teórico del modelo de esparcimiento coherente de una peĺıcula

coloidal confinada, presentando la deducción de dicho modelo, las consideraciones teóri-

cas que se deben de tener en cuenta para realizar comparaciones con el experimento y

además de la presentación de dos modelos de medio efectivo. Los tres modelos se com-

paran teóricamente y se observan las diferencias teóricas entre dichos modelos. En el

caṕıtulo 4 se discute el diseño experimental, y se presentan las comparaciones teóricas-

experimentales para suspensiones coloidales de oro, PMMA y dióxido de titanio. Por
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otro lado, se presentan estudios teóricos para los ĺımites de validez del medio efectivo

para diferentes suspensiones coloidales. En el caṕıtulo 5 se presenta una aplicación del

conocimiento teórico-experimental desarrollado en esta tesis. Se propone la medición de

un parámetro efectivo para la obtención de tamaño de part́ıcula con base a las propie-

dades ópticas de coloides, siendo la detección de agregados inducidos en el coloide la

aplicación con la que se ilustra el potencial de la técnica propuesta en este caṕıtulo,

además de una discusión en general de lo presentado en este caṕıtulo. En el caṕıtulo 6

se presenta un análisis numérico para utilizar el modelo de esparcimiento coherente de

una peĺıcula confinada para el caso de peĺıculas ultradelgadas, siendo este sistema una

monocapa, presentando las similitudes que se tienen con modelos teóricos desarrollados

para este tipo de sistemas. En el caṕıtulo 7 son las conclusiones de la tesis. Finalmente

en el apéndice A se presenta la deducción de la función diádica de Green y en el apéndice

B los art́ıculos derivados de esta tesis.



Caṕıtulo 2

Refractometŕıa de ángulo cŕıtico

para coloides turbios

En la refractometŕıa de ángulo cŕıtico, se mide el ı́ndice de refracción (IR) de una

muestra, ns, a partir de la medición del ángulo cŕıtico denotado por θc, entre la interfaz

de la muestra y un medio transparente con un IR mayor comparado con el de la muestra,

denotado por ni, y utilizando la ley de Snell se obtiene que el IR de la muestra es

ns = ni sin θc. (2.1)

La ecuación (2.1) es la base de la refractometŕıa de ángulo cŕıtico. Dicha ecuación con-

sidera que la muestra es transparente, pero puede ser usada con un error pequeño, si la

muestra tiene una absorción óptica siempre y cuando la parte imaginaria del IR de la

muestra sea suficientemente pequeña[15, 16, 64]. Por otra parte, muchas suspensiones

coloidales son ópticamente turbias, lo que significa que la luz es esparcida además de

absorbida por las part́ıculas coloidales. Sin embargo, considerando algunos ĺımites, se

puede utilizar un refractómetro de ángulo cŕıtico con una muestra turbia y determi-

nar con suficiente precisión un ángulo cŕıtico. El problema es conocer en qué medida la

ecuación (2.1), puede ser usada para determinar el ı́ndice de refracción efectivo de un

coloide turbio en donde su esparcimiento óptico es importante. La pregunta central será

¿Cuáles son las limitaciones de usar la ecuación (2.1) con medios turbios? Esta pregunta

fue estudiada por G. H. Meeten y colaboradores en las décadas de 1980’s y 1990’s[15, 64]

pero a la fecha no ha sido contestada en su totalidad. En este caṕıtulo se estudiará esta

pregunta para el caso de coloides no absorbentes y considerando mediciones de ángulo

cŕıtico por reflexión coherente de luz en una configuración de reflexión interna[9, 10].

6
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2.1. Índice de refracción efectivo de coloides turbios

Cuando el tamaño de las part́ıculas del coloide son muy pequeñas comparadas con

la longitud de onda en el medio matriz, el esparcimiento se vuelve despreciable y uno

puede utilizar teoŕıas de medio efectivo estándar, TMEE, como Maxwell Garnett[45,

46] para calcular el ı́ndice de refracción efectivo. Sin embargo, cuando las part́ıculas

no son pequeñas, el esparcimiento es importante y se deben de considerar teoŕıas de

esparcimiento múltiple para calcular el IR efectivo del coloide. Se ha mostrado que

cuando las part́ıculas en un coloide no son pequeñas comparadas con la longitud de

onda de la luz, el ı́ndice de refracción efectivo se vuelve no local[8, 10], y este hecho

restringirá el uso de muchas fórmulas de la electrodinámica continua.

Para coloides diluidos donde el volumen ocupado por las part́ıculas coloidales es pe-

queño comparado con el volumen total, el IR efectivo se puede aproximar por el IR

propuesto por van de Hulst [ver ecuación (2.2)]. Las part́ıculas coloidales contribuyen

al IR efectivo proporcionalmente a la fracción de volumen que ellas ocupan. Pero su

contribución depende del tamaño de part́ıculas, de su IR y su forma. Inclusive si el IR

de las part́ıculas y el medio homogéneo que rodea a las part́ıculas, llamado matriz, es

no absorbente, la contribución de las part́ıculas al IR efectivo, además de agregar una

parte real al IR efectivo, también agrega una parte imaginaria. La parte imaginaria del

IR efectivo contribuye con la extinción (esparcimiento y/o absorción) de la luz que se

propaga a través del medio. El coeficiente de extinción es en realidad, proporcional a

la parte imaginaria del IR efectivo. Incluso, si no hay absorción debido a las part́ıculas,

y si no son muy pequeñas comparadas con la longitud de onda, éstas contribuirán a la

parte imaginaria del IR efectivo debido al esparcimiento. El IR propuesto por van de

Hulst[8, 42, 65], está dado por

nvH = nm

[
1 +

3if

2x3
S(0)

]
, (2.2)

donde x=konma se conoce como parámetro de tamaño en el medio matriz, ko=2π/λ

es el número de onda incidente, donde λ es la longitud de onda en el vaćıo, f es la

fracción de volumen, nm es el IR de la matriz, a es el radio de las part́ıculas y S(0) es la

amplitud de esparcimiento en la dirección de incidencia para una part́ıcula con simetŕıa

esférica (o cuyo promedio sobre orientaciones tiene simetŕıa esférica). El coeficiente S(0)

relaciona la amplitud de la onda esparcida con el campo esparcido por la part́ıcula

cuando incide sobre ésta una onda plana. Suponemos que la onda incidente esta dada

por ~Ei=Eoe
i~ki·~r−iωtêi. Entonces la amplitud del campo esparcido hacia adelante, es decir,
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en la dirección θ=0 medido a partir de la dirección de ~ki, está dado por

Es(θ = 0) =
S(0)

−ikr
eikrEo, (2.3)

En general S(0) está dado por los elementos de matriz de esparcimiento de la part́ıcula en

θ=0. Esto se detalla en el caṕıtulo 3. Por último, se denota a la parte real e imaginaria del

nvH como n′vH y n′′vH respectivamente. En este trabajo se hará referencia a la parte real del

IR efectivo simplemente como ı́ndice de refracción usado en la literatura de fisicoqúımica.

Sin embargo, cuando nos referimos a la parte imaginaria, se dirá expĺıcitamente: la parte

imaginaria del IR efectivo.

Para tener una idea de la turbidez de los coloides es necesario definir coeficiente de

extinción como,

αext = 2πkoIm (nvH) . (2.4)

En general, se realiza una gráfica de la ecuación (2.4) como función del radio de las

part́ıculas. En el caso de coloides monodispersos diluidos, el coeficiente de extinción

puede ser escrito como αext=2πkon
′′
vH y es función del radio de las part́ıculas a. En la

Fig. 2.1 se utilizó una fracción de volumen de part́ıculas de f=1 % cuya parte imagi-

naria del IR efectivo predicha por la aproximación de van de Hulst sigue siendo una

aproximación válida para cualquier tamaño de part́ıcula[37]. Se muestran tres curvas

para diferentes part́ıculas con ı́ndice de refracción de: 1.49, 2.10 y 2.58 y el medio matriz

es agua tridestilada, con un IR de 1.33. Para las tres curvas se consideró una longitud

de onda de incidente λ=638 nm. Se pueden observar resonancias en las curvas con IR de

las part́ıculas (np) de 2.58 y 2.10. Éstas son las llamadas resonancias de Mie y aparecen

aqúı debido a que se considera que todas las part́ıculas tienen el mismo radio. Se debe

considerar que, contrario a la aproximación de Maxwell Garnett, con la aproximación

de van de Hulst el ı́ndice de refracción efectivo es en realidad una función del parámetro

de tamaño de las part́ıculas. Sin embargo, en el ĺımite de part́ıcula pequeña y fracción

de volumen baja, las aproximaciones coinciden en el valor de la parte real del IR que

predicen[9]. Por lo tanto, considerando que el IR no cambia notablemente dentro del

rango de longitudes de onda, los valores presentados en la Fig. 2.1 pueden ser transfor-

mados a otras longitudes de onda al reescalar el radio de las part́ıculas de tal forma que

la razón de a/λ es la misma como en la Fig. 2.1.

2.1.1. Reflectividad alrededor del ángulo cŕıtico de coloides turbios

Para el análisis que se presentará en este caṕıtulo, se utilizará el modelo de Esparci-

miento Coherente, o en inglés “Coherent Scattering Model”(CSM) desarrollado algunos
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Figura 2.1: Coeficiente de extinción usando la ecuación (2.4) para part́ıculas de np:
1.49, 2.10 y 2.58. La fracción de volumen es del 1 % y longitud de onda de 638 nm.

años atrás[9]. Este modelo ha sido validado utilizando datos experimentales de reflec-

tividad óptica como función del ángulo de incidencia alrededor del ángulo cŕıtico para

coloides altamente turbios[35, 67–69]. Se han utilizado otros modelos probando su validez

contra mediciones experimentales[68], cuando la turbidez no es muy alta, pero el CSM

tiene un mejor comportamiento para turbidez alta. Por lo tanto, para estimar los ĺımites

de la refractometŕıa de ángulo cŕıtico cuando la turbidez aumenta es más apropiado usar

el CSM en lugar de los otros modelos.

El coeficiente de reflexión dado por el CSM en la interfaz con un coloide turbio es,

rCSM =
r12 + rhse

2iakiz

1 + r12rhse2iakiz
, (2.5)

donde r12 es el coeficiente de reflexión de Fresnel[70] entre el medio de incidencia

(sub́ındice 1) y la matriz (sub́ındice 2). El coeficiente de reflexión rhs está dado por[9],

rhs =
−βe2iakiz

i(kef
z + kiz) + α

, (2.6)

donde

kef
z =

√
(kiz)

2 − 2ikizα+ β2 − α2, (2.7)

es la componente z del vector de onda efectivo, kiz=koni cos θi, donde ko es el número de

onda en el vaćıo, ni es el IR del medio de incidencia y θi es el ángulo de incidencia. α y β

hacen referencia a los coeficientes de esparcimiento coherente de una peĺıcula delgada[9],

definidos por

α = −γ konm
cos θi

S(0), (2.8)

y

β = −γ konm
cos θi

Sj(π − 2θi), (2.9)
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donde γ=3f/x3, f es la fracción de volumen, x es el parámetro de tamaño de las part́ıcu-

las, Sj son los elementos de matriz de amplitud de esparcimiento[66] con j=1 y j=2 para

polarización s (TE) y polarización p (TM) de la luz, respectivamente (ver figura 3.2).

Para part́ıculas esféricas, los coeficientes Sj pueden ser calculados con la solución de

Mie[66].

La pregunta que se quiere contestar en este trabajo puede replantearse, como, ¿Qué

tan preciso se puede determinar la parte real del IR efectivo de un coloide turbio mi-

diendo el ángulo en el cual la reflectancia cambia rápidamente con respecto al ángulo

de incidencia? Esto es, el punto de inflexión de la curva de reflectancia, θx, y usar la

ecuación (2.1) en la siguiente forma:

η′ef = ni sin θx. (2.10)

Usar la ecuación (2.10) será una opción natural cuando se mida el IR de una suspensión

coloidal turbia para todos los experimentalistas. Se hará referencia a este procedimiento

de medición de θx y determinar el IR de un coloide turbio como el método de ángulo

cŕıtico.

2.2. Viabilidad en la determinación del ángulo cŕıtico para

coloides turbios

Hace muchos años, A. N. North y G. H. Meeten contribuyeron con evidencia sobre la

posibilidad de medir la parte real del IR para suspensiones de latex turbias determinando

el ángulo cŕıtico. Pero en ese momento, no hab́ıa teoŕıa disponible con la cual comparar

estos resultados.

Recientemente, en la Ref.[68] una serie de experimentos de reflectancia como función

del ángulo de incidencia en una configuración de reflexión interna para diferentes mues-

tras coloidales turbias fueron reportadas y comparadas con diferentes modelos. En esta

sección se utilizarán los experimentos reportados en la Ref.[68], y sus curvas teóricas

correspondientes obtenidas por el CSM, para determinar el punto de inflexión y aśı es-

timar el ı́ndice de refracción de la muestra usando la ecuación (2.10). Se le asignarán los

śımbolos de ηexp al IR determinado por las curvas experimentales y ηCSM, al IR obtenido

a partir del punto de inflexión de una curva teórica generada con el CSM. Se compararán

estos resultados con la parte real del IR efectivo calculada con la expresión de van de

Hulst que denotaremos como n′vH. Se considerará que la parte real del ı́ndice de refrac-

ción de van de Hulst es una buena aproximación para todos los casos. Esta consideración
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no puede usarse para la parte imaginaria del IR de van de Hulst, se sabe que está li-

mitada para fracciones de volumen pequeñas cuando las part́ıculas son muy pequeñas

comparadas con la longitud de onda de la luz, debido al efecto llamado esparcimiento

dependiente[37]. Las muestras coloidales usadas en la Ref.[68] fueron part́ıculas de Poly

(metil-metacrilato) (PMMA) de dos tamaños diferentes, 120 nm y 520 nm de diámetro y

part́ıculas de dióxido de titanio (TiO2) con una distribución de tamaños log-normal, con

un diámetro más probable de 404 nm y un parámetro de ancho de distribución alrededor

de σ=1.3. Las longitudes de onda usadas en los experimentos fueron de 405 nm y 638

nm. Los detalles experimentales de las mediciones y la preparación de las muestras se

proporcionan en la Ref.[68].

En la Fig. 2.2 se muestra un ejemplo de la reflectancia experimental con la curva

teórica que predice el CSM. Como referencia se incluye la curva predicha por el coe-

ficiente de reflexión de Fresnel para el agua como muestra. En la Fig. 2.2 se presenta

la derivada de los resultados experimentales y del CSM presentadas en la Fig. 2.2, que

fueron necesarias para la obtención del punto de inflexión de cada curva.

(a) (b)

Figura 2.2: Reflectancia coherente de luz, experimental y teórica alrededor del ángulo
cŕıtico en una reflexión total interna. (a) La ĺınea roja es la reflectancia de agua pura y
se muestra como referencia, la curva verde es la reflectancia usando el CSM y la ĺınea
morada son los datos experimentales. Además se puede observar un esquema del arreglo
experimental. (b) Es la derivada de la reflectancia del CSM y del experimento. Para
(a) y (b) el medio incidente fue un vidrio BK7 y el medio externo es un coloide turbio
de PMMA de 120 nm de diámetro suspendidas en agua y una fracción de volumen de

18.5 %. La longitud de onda de la luz fue de 638 nm.

En la Ref.[68] se muestran curvas de reflectancia similares a la mostrada en la Fig. 2.2,

se estimó una incertidumbre para la obtención del punto de inflexión directamente al

obtener el máximo de los datos experimentales alrededor de 0.1◦ (Fig. 2.2). Además, se

consideró una incertidumbre adicional de 0.1◦ debido a la escala angular en el dispositivo

al ser calibrado determinando el ángulo cŕıtico del agua tridestilada[68]. Esto se traduce a
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una incertidumbre en la determinación del IR para un medio externo usando la ecuación

(2.10) de 2.5×10−3 unidades de ı́ndice de refracción (UIR).

A continuación se presentarán los resultados del análisis de cada uno de los experimen-

tos de reflectancia como función del ángulo de incidencia para las diferentes muestras

coloidales. En la tabla 2.1 se presentan los resultados para los coloides de PMMA con

un tamaño de 120 nm de diámetro usando una longitud de onda de 405 nm a diferentes

fracciones de volumen.

f±0.1( %) n′vH ηCSM ηexp ±0.0025

3.5 1.344 1.344 1.345

15.4 1.365 1.365 1.364

18.5 1.371 1.370 1.369

24.1 1.381 1.380 1.378

Tabla 2.1: Resultados teóricos y experimentales de nanocoloides de PMMA de 120
nm de diámetro y una longitud de onda de 405 nm.

Note que los valores de ηexp tiene una incertidumbre que proviene del ruido en las

curvas de reflectancia experimentales discutidas anteriormente, mientras que los valores

de las incertidumbres de ηCSM y n′vH son debidas a la incertidumbre de las fracciones

de volumen de las muestras. Sin embargo, estas incertidumbres están en el cuarto d́ıgito

decimal y por esa razón no se indican.

En la tabla 2.2 se presentan los resultados de los coloides de PMMA para las part́ıculas

de 520 nm de diámetro usando una longitud de onda de 638 nm.

f±0.1( %) n′vH ηCSM ηexp ±0.0025

3.5 1.337 1.337 1.337

5.9 1.341 1.340 1.342

9.1 1.346 1.345 1.346

Tabla 2.2: Resultados teóricos y experimentales de nanocoloides de PMMA de 520
nm de diámetro y una longitud de onda de 638 nm.

En la tabla 2.3 se presentan los resultados para los coloides de TiO2 con un diámetro

de 404 nm a una longitud de onda de 405 nm.
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f±0.01( %) n′vH ηCSM ηexp ±0.0025

0.50 1.343 1.342 1.343

0.70 1.343 1.342 1.344

0.95 1.343 1.342 1.344

Tabla 2.3: Resultados teóricos y experimentales de nanocoloides de TiO2 de 404 nm
de diámetro y una longitud de onda de 405 nm.

En el caso de la tabla 2.3, la fracción de volumen de las part́ıculas usadas en los

experimentos es mucho menor comparada con los coloides de PMMA, y esto se debe

a que la turbidez es mucho mayor para las part́ıculas de TiO2 comparadas con las

part́ıculas de PMMA a fracciones de volumen similares (ver Fig. 2.1). En las tablas 2.1

a 2.3, se puede observar que para la concentración mas baja, el CSM, el IR de van de

Hulst y el ángulo de inflexión experimental predicen el mismo IR con diferencias de

hasta una unidad en la tercera cifra decimal. Para concentraciones mayores se observa

una diferencia pequeña en las tres estimaciones. Esto indica que el método de ángulo

cŕıtico tendrá errores en la obtención del IR de coloides turbios independientemente de

las incertidumbres experimentales. Sin embargo, en las tablas 2.1 a 2.3 muestran que

es factible en la práctica la medición con precisión del punto de inflexión a partir de la

reflectancia alrededor del ángulo cŕıtico para medios altamente turbios.

Para tener una estimación de cuándo y con qué precisión se puede utilizar el método

de ángulo cŕıtico para determinar el IR de coloides turbios, se considerará tomar la

diferencia entre el IR predicho por el IR de van de Hulst y el IR obtenido del punto de

inflexión predicho por el CSM como el error del método del ángulo cŕıtico.

2.3. Ĺımites fundamentales de la refractometŕıa de ángulo

cŕıtico

En esta sección se presentan mapas “2D”(llamados “mapas de densidad”) de las

diferencias y diferencias relativas entre los valores obtenidos para el ı́ndice de refracción

a partir del punto de inflexión predicho por el CSM y el valor predicho de la parte

real de la fórmula de van de Hulst. Por lo tanto, los mapas en las siguientes figuras

proveen y estiman un error fundamental en la medición del IR de un coloide turbio de

la refractometŕıa estándar del ángulo cŕıtico. Por error fundamental nos referimos a los

errores debido a la falla de la teoŕıa básica usada en la refractometŕıa de ángulo cŕıtico

[esto es la ecuación (2.10)], y esto es independientemente de los errores experimentales.
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Definimos la diferencia D como,

D =
∣∣n′vH − ηCSM

∣∣ , (2.11)

y la diferencia relativa,

Drel =
D∣∣n′vH − nm

∣∣ . (2.12)

La diferencia relativa provee una medición del error fundamental en la determinación

de la contribución del ı́ndice de refracción por las part́ıculas cuando el esparcimiento por

las part́ıculas es importante. Esto es de interés cuando uno quiere medir espećıficamente

el incremento del IR debido a las part́ıculas para caracterizar las part́ıculas coloidales.

Se graficarán los valores de D y Drel definidos en las ecuaciones (2.11) y (2.12) co-

mo función de los radios de las part́ıculas coloidales, a, y la fracción de volumen f . Se

consideran que todas las part́ıculas son esféricas y de un mismo radio, es decir, mono-

dispersas. Además, se usan tres valores diferentes del IR de la part́ıcula, np: 1.49, 2.10

y 2.58 considerando que las part́ıculas están suspendidas en agua. En todas los mapas

utilizamos la longitud de onda de la luz como 638 nm. El IR del agua a esta longitud de

onda es de 1.33.

En las Figs. 2.3, 2.4 y 2.5 graficamos las diferencias D para np de 1.49, 2.10 y 2.58,

respectivamente. Se debe tener en mente que cuando el tamaño de las part́ıculas tiende

a cero, el esparcimiento por las part́ıculas se vuelve despreciable y el método del ángulo

cŕıtico es muy preciso para cualquier valor de fracción de volumen, a pesar de que ni la

fórmula de van de Hulst ni el CSM pueden ser precisos a tales valores de la densidad

de las part́ıculas. Ya que el IR efectivo de van de Hulst y el CSM son aproximaciones

válidas cuando el incremento del ı́ndice de refracción debido a las part́ıculas es pequeño.

Las gráficas 2D se limitaron a fracciones de volumen moderadas, dependiendo del IR

de las part́ıculas. Como ya se mencionó, las Figs. 2.3 a 2.5 fueron calculadas para una

longitud de onda de 638 nm. Sin embargo, estos mapas pueden usarse para otra longitud

de onda (considerando el mismo IR) al reescalar el radio de las part́ıculas de tal forma

que la razón a/λ es la misma como en estas figuras.

Se midieron los valores absolutos del IR efectivo para una muestra coloidal y una

precisión útil seŕıa alrededor de 0.001 y menor, pero en algunas aplicaciones inclusive

cuando la resolución está en la segunda cifra decimal, esto es, una precisión menor a

0.01 podŕıa ser útil. Las ĺıneas donde se tienen los valores en la diferencia de 0.001 y

0.01 son indicadas en las Figs. 2.3 a 2.5.

Se puede apreciar en la Fig. 2.3 que el método del ángulo cŕıtico puede usarse con

confianza para obtener la tercera cifra decimal teniendo errores menores al 0.001 en el
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Figura 2.3: Gráfica de densidad de la diferencia D, ecuación (2.11), considerando
una longitud de onda de 638 nm y part́ıculas con un IR de 1.49. Los “ćırculos”son
los casos presentados en la Tabla 1, al reescalar el radio de part́ıculas de 120 nm a
189 nm correspondientes a una longitud de onda de 638 nm en lugar de 405 nm. Las

“estrellas”son directamente a los casos presentados en la Tabla 2.

Figura 2.4: Gráfica de la densidad de la diferencia D, ecuación (2.11), considerando
una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.10.

IR para coloides de part́ıculas con IR de 1.49 con un radio mayor a 500 nm o más,

únicamente para fracciones de volumen menores al 5 %. Para part́ıculas de IR de 1.49

con radios menores a 300 nm el IR efectivo de sistemas más densos puede ser medido

teniendo errores menores al 0.001. Para part́ıculas de 50 nm de radio las fracciones de

volumen pueden ser mayores al 20 %. De hecho, la parte real del IR de van de Hulst se

obtuvo experimentalmente para part́ıculas de PMMA de 60 nm de radio en agua para

f mayor a 20 %[6].
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Figura 2.5: Gráfica de densidad de la diferencia D, ecuación (2.11), considerando una
longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.58. Las “estrellas”son los casos
presentados en la Tabla 2.3, al reescalar el radio de part́ıcula de 202 nm a 318 nm

correspondientes a una longitud de onda de 638 nm en lugar de 405 nm.

En las Figs. 2.4 y 2.5, se observa que para part́ıculas con IR mayor, las regiones en el

espacio donde los errores fundamentales para determinar el IR son menores que el 0.001

son reducidas considerablemente comparadas con la Fig. 2.3. Mientras que para un np

de 2.58, la fracción de volumen, f , tiene que ser menor al 2.5 % para part́ıculas de 50

nm de radio y estos valores decrecen rápidamente al 1 % para part́ıculas alrededor de 70

nm de radio.

En las Figs. 2.6, 2.7 y 2.8 se muestran las diferencias relativas Drel para valores de IR

de 1.49, 2.10 y 2.58. Cuando se mide el incremento en el ı́ndice de refracción debido a las

part́ıculas, para caracterizar las propiedades de las part́ıculas, una mejor aproximación

es el valor relativo. Un error del 10 % en el incremento del IR puede ser satisfactorio.

Se muestran ĺıneas punteadas en las Figs. 2.6 a 2.8 que señalan un error del 10 % en el

ı́ndice de refracción estimado.
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Figura 2.6: Gráfica de densidad de la diferencia relativa Drel, ecuación (2.12), consi-
derando una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 1.49.

Figura 2.7: Gráfica de densidad de la diferencia relativa Drel, ecuación (2.12), consi-
derando una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.10.

Se observa en las Figs. 2.6 a 2.8 que en las regiones en el espacio (a, f) donde el

incremento del IR puede ser medido con precisión con un error menor al 10 % son algo

más grandes donde el error fundamental en el valor absoluto del IR es menor al 0.001.

Pero los valores de f permitidos para una diferencia relativa del 10 % decaen muy rápido

como función del radio de part́ıcula comparados con el 0.001 en el valor absoluto del IR.

Dado un valor de f el error relativo incrementa rápidamente con el radio de part́ıcula

una vez que pasa la ĺınea del error del 10 %.
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Figura 2.8: Gráfica de densidad de la diferencia relativa Drel, ecuación (2.12), consi-
derando una longitud de onda de 638 nm para part́ıculas de IR de 2.58.

Observando la Fig. 2.1 y las Figs. 2.3 a 2.8, se puede estimar que los errores fun-

damentales de D y Drel son mayores cuando el esparcimiento por part́ıculas es mayor,

sin embargo, hay regiones en el espacio (a, f) donde hay una turbidez muy fuerte y el

método del ángulo cŕıtico puede usarse con confianza.

Por lo tanto, se mostró la viabilidad para determinar el punto de inflexión con sufi-

ciente precisión en una curva de reflectancia como función del ángulo de incidencia en

una configuración de reflexión interna para coloides turbios, siendo el punto de inflexión

el ángulo cŕıtico y utilizando la ley de Snell proporcionan con precisión la parte real del

ı́ndice de refracción para coloides altamente turbios teniendo ciertas limitaciones.
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Caṕıtulo 3

Reflectividad óptica de peĺıculas

coloidales

En este caṕıtulo se presentará la aproximación de esparcimiento múltiple para las

amplitudes de reflexión y transmisión coherente de una peĺıcula diluida de part́ıculas

aleatoriamente distribuidas en una matriz sin ĺımites. Recordando que el campo cohe-

rente o campo promedio es el promedio del campo electromagnético sobre todas las

configuraciones posibles del sistema. A esta peĺıcula se le llamará “peĺıcula coloidal li-

bre”. El resultado que se obtenga de este desarrollo se extenderá y se obtendrá una

expresión aproximada para la reflexión de luz coherente para una peĺıcula coloidal confi-

nada, que tomará en cuenta múltiples reflexiones entre la peĺıcula coloidal de part́ıculas

y las interfaces con el medio de incidencia y el medio de transmisión. Una consideración

que se realiza a lo largo de la tesis es respecto al campo esparcido que se puede entender

también, como el campo radiado por las corrientes inducidas dentro de las part́ıculas

por el campo que excita a las part́ıculas (el campo incidente). Usaremos la expresión de

campo radiado como sinónimo de campo esparcido.

3.1. Campo esparcido por una peĺıcula desordenada de N

part́ıculas esféricas

En esta sección vamos a presentar el cálculo del campo esparcido debido a part́ıculas

esféricas cuyos centros están dentro de una peĺıcula sin ĺımites paralela a los planos xy

con −d/2 < z < d/2, con una distribución aleatoria en el vaćıo, como se muestra en la

Fig. 3.1

19



20 Caṕıtulo 3: Reflectividad óptica de peĺıculas coloidales

Figura 3.1: El centro de las part́ıculas están dentro de los planos −d/2<z<d/2. Note
que el origen está al centro de la peĺıcula.

En el sistema incide una onda plana con un campo eléctrico definido por,

~Ei(~r, t) = Eoexp[i(~ki · ~r − ωt)]êi, (3.1)

donde êi es el vector unitario en dirección de la polarización, ~ki = kiyây+kizâz. El campo

incidente es esparcido por las part́ıculas, y considerando que la densidad de número de

part́ıculas es lo suficientemente baja, para que la aproximación de esparcimiento simple

(en inglés, “single-scattering”) sea válida[71], lo que significa que el campo que excita

cada part́ıcula es el campo incidente.

Usando el formalismo del operador de transición[71], el campo esparcido por una

part́ıcula se escribe como,

~Es(~r) =

ˆ
d3r′
ˆ
d3r′′

=
Go(~r − ~r′) ·

=
T (~r′ − ~r, ~r′′ − ~r) · ~Ei(~r′′). (3.2)

donde
=
Go es la función diádica de Green en el medio que rodea a la part́ıcula y

=
T es el

llamado operador de transición.
=
Go(~r− ~r′) nos da el campo radiado en ~r.

=
T relaciona el

campo incidente sobre la part́ıcula con las corrientes inducidas ~Jind, en su interior de la

siguiente manera,

iωµo ~Jind(~r′) =

ˆ
=
T (~r′ − ~r′′) · ~Ei(r′′)d3r′′, (3.3)

Cabe señalar de la ecuación (3.3) que ~Jind incluye todos los tipos de corrientes posible, es

decir, de conducción, de polarización y magnéticas. En la tesis solo se tiene de conducción

y polarización.

z 
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En general, para una colección de N part́ıculas esféricas con centros localizados en

~r1, ~r2, ..., ~rN , el campo esparcido se puede escribir como,

~Es(~r) =
N∑
p=1

ˆ
d3r′
ˆ
d3r′′

=
Go(~r − ~r′) ·

=
T (~r′ − ~rp, ~r′′ − ~rp) · ~Ei(~r′′). (3.4)

La función diádica de Green para puntos de observación en ~r fuera de la part́ıcula

(|~r| > a) puede ser expresada en una representación de ondas planas referida a un plano

de expansión espećıfico. Tomando el plano de expansión como el plano z=0, tenemos

que
=
Go(~r, ~r′) =

i

8π2

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

1

ksz

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ei
~ks±·(~r−~r′), (3.5)

donde ~ks±=ksxâx+ksyây±kszâz y k̂s±=~ks±/|~ks±| y el ± indica la dirección de propagación de

la onda plana, hacia abajo o hacia arriba, respectivamente. La deducción de la ecuación

(3.5) para el caso dentro y fuera de la esfera, se presenta en el apéndice A de esta tesis.

En la representación de momentos el operador de transición está definido por

=
T (~r′ − ~rp, ~r′′ − ~rp) =

i

(2π)6

ˆ
d3p′
ˆ
d3p′′ei

~p′·(~r′−~r′p)
=
T (~p′, ~p′′)e−i

~p′′·( ~r′′−~rp). (3.6)

Sustituyendo las ecuaciones (3.1), (3.5) y (3.6) en la ecuación (3.4), se tiene que el campo

esparcido es

~Es(~r) =
N∑
p=1

ˆ
d3r′
ˆ
d3r′′

1

8π2

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ksz

ei
~ks±·(~r−~r′)×

× 1

(2π)6

ˆ
d3p′
ˆ
d3p′′

=
T (~p′, ~p′′)e

~p′·( ~r′′−~rp)Eoe
i~ki· ~r′′ êi,

(3.7)

reagrupando términos, el campos esparcido se reescribe como,

~Es(~r) =
1

8π2

1

(2π)6

N∑
p=1

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

ˆ ˆ
d3p′d3p′′

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ksz

ˆ ˆ
d3r′d3r′′×

× ei~ks±·~rei(~p′−~ks±)·~r′ei
~p′·~rp

=
T (~p′, ~p′′) · e−i ~p′′· ~r′′ei ~p′′·~rpEoei

~ki· ~r′′ êi.

(3.8)

Se puede integrar en todo el espacio d3r′ considerando que la integral,

ˆ
ei(

~p′−~ks±)·~r′d3r′ = (2π)3δ(~p′ − ~ks±), (3.9)
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se tiene que,

~Es(~r) =
1

8π2

1

(2π)3

N∑
p=1

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

ˆ ˆ
d3p′d3p′′

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ksz

ˆ
δ(~p′ − ~ks±)ei

~ks±·~r×

× ei( ~p′′−~p′)·~rp
=
T (~p′, ~p′′) · Eoei(

~ki− ~p′′)· ~r′′ êid
3r′′.

(3.10)

Considerando que se obtendrá el mismo resultado de la ecuación (3.9) pero integrando

sobre d3r′′, se obtiene que el campo esparcido es

~Es(~r) =
1

8π2

N∑
p=1

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

ˆ ˆ
d3p′d3p′′

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ksz

δ(~p′ − ~ks±)δ(~ki − ~p′′)ei
~ks±·~r×

× ei( ~p′′−~p′)·~rp
=
T (~p′, ~p′′) · Eoêi,

(3.11)

y realizando las integrales sobre d3p′d3p′′, se tiene que

~Es(~r) =
i

8π2
Eo

N∑
p=1

ˆ ˆ
dksxdk

s
y

[
=
I − k̂s±k̂s±

]
ksz

·
=
T (~ks±,

~ki) · êi(ei
~ks±·~re−i(

~ks±−~ki)·~rp), (3.12)

donde ~ks± = ksxâx + ksyây ± kszâz y
=
T (~p′, ~p′′) es el operador de transición en la repre-

sentación de momentos de una esfera aislada. Siendo aśı ésta la representación de una

expansión en ondas planas del campo esparcido. En términos de la ecuación (3.12) el

campo esparcido se expresa como la suma de ondas planas propagándose en las direccio-

nes ~ks±, donde (+) se refiere a la dirección de propagación hacia abajo y (−) se refiere al

campo propagándose hacia arriba para cada part́ıcula. Nótese que el factor e−i(
~ks±−~ki)·~rp

sigue la diferencia de fase de campo esparcido por diferentes part́ıculas.

En este análisis, nos interesa la componente coherente del campo radiado, por lo que

se necesita calcular el promedio configuracional del campo esparcido de la peĺıcula de

ancho d. Para ello, se debe de calcular la integral de posición de cada part́ıcula d3rp

sobre el volumen de la peĺıcula, manteniendo la densidad de número de part́ıculas (ρ)

constante, obteniendo el promedio configuracional, 〈· · ·〉, del campo esparcido,

〈 ~Es(~r)〉slab
+ = i

Eo
2
ρ

(=
1 − k̂ik̂i

)
kiz

·
=
T (~ki,~ki) · êiei

~ki·~rd; z > d/2, (3.13)
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y

〈 ~Es(~r)〉slab
− = i

Eo
2
ρ

(=
1 − k̂rk̂r

)
kiz

·
=
T (~kr,~ki) · êi

sin kizd

kiz
ei
~kr·~r; z < −d/2. (3.14)

El vector de onda en dirección especular está definido por ~kr = kixx̂ + kiyŷ − kiz ẑ. La

componente coherente del campo esparcido se propaga como una onda plana, hacia abajo

[ecuación (3.13)] y hacia arriba en la dirección especular [ecuación (3.14)]. Teniendo

aśı el campo esparcido interfiriendo constructivamente a lo largo de dos direcciones ~ki

y ~kr independientemente de la posición de los esparcidores. Las amplitudes dependen

únicamente de las propiedades de esparcimiento de una part́ıcula aislada (definido por
=
T )

denotando la presencia de la aproximación de esparcimiento simple (“single-scattering”).

Para obtener el valor de
=
T , se utiliza la relación del campo esparcido en términos de

la diádica de campo lejano
=
F [71], definida como

~Esfar(~r) = Eo
eikr

r

=
F (k̂s, k̂i) · êi. (3.15)

~Esfar es el campo esparcido en una región muy lejana desde el centro de la part́ıcula al

origen. Los vectores k̂s, k̂i son las direcciones de esparcimiento e incidente de la onda

plana, respectivamente, y êi es la polarización de la onda plana. Escribiendo la diádica

de campo lejano,
=
F , en términos del operador de transición

=
T , como

(
=
1 − k̂ik̂i) ·

=
T (~ki,~ki) = 4π

=
F (k̂i, k̂i), (3.16)

y

(
=
1 − k̂rk̂r) ·

=
T (~kr,~ki) = 4π

=
F (k̂r, k̂i). (3.17)

Las componentes del campo incidente y del campo lejano esparcido, son transversales,

y esto nos da que ~Es y ~Ei son perpendiculares a ~ks y ~ki, respectivamente, y
=
F (~ks,~ki)

se debe relacionar con las dos componentes transversales del campo incidente con dos

componentes transversales del campo lejano esparcido. En una referencia apropiada (ver

figura 3.2), tenemos que estas cuatro componentes son las componentes de la llamada

matriz de esparcimiento[66], que se escribe como,(
Esfar‖

Esfar⊥

)
=

eikr

−ikr

[
S2(θ) S3(θ)

S4(θ) S1(θ)

](
E
‖
i

E⊥i

)
. (3.18)
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Plano de
Esparcimiento

Rayo
Incidente

Partícula

Figura 3.2: Plano de esparcimiento de una part́ıcula esférica.

Si las part́ıculas son esféricas, S3(θ) = S4(θ) = 0, y finalmente se puede relacionar las

ecuaciones (3.16) y (3.17) con estas aproximaciones de campo lejano en términos de la

matriz de esparcimiento. Por lo tanto, el campo esparcido hacia abajo y hacia arriba, se

pueden escribir de la siguiente manera,

~Es+ = i
Eo
2
ρ

(=
1 − k̂ik̂i

)
kiz

·
=
T (~ki,~ki) · êid

= −Eoγ
kd

cos θi
S(0)êi,

(3.19)

y

~Es− = i
Eo
2
ρ

(=
1 − k̂rk̂i

)
kiz

·
=
T (~kr,~ki) · êi

sin kizd

kiz
= −Eoγ

k

cos θi

sin kizd

kiz
×

× [−(cos θiŷ + sin θiẑ)(cos θiŷ − sin θiẑ)S2(π − 2θi) + x̂x̂S1(π − 2θi)] · êi.

(3.20)

El argumento de los términos S1 y S2 están en la dirección especular (θ = π − 2θi) y

cuando estamos en el caso θ=0, se tiene que S1(0)=S2(0)=S(0), que es el elemento de

amplitud de la matriz de esparcimiento en dirección de incidencia. γ = 3f/2x3, x = ka

es el parámetro de tamaño y f es la fracción de volumen. Aqúı d es el espesor de la

región promedio donde el centro de las esferas se localizan aleatoriamente. Se pueden

considerar dos polarizaciones por separado del haz que sale. La polarización s (TE),

donde êi = âx y la p (TM) donde êi = cos θiây − sin θiâz. Por lo tanto, al considerar las

ecuaciones (3.13) y (3.14) con las ecuaciones (3.19) y (3.20), se obtiene que

〈 ~Es(~r)〉slab
+ = ~Es+e

i~ki·~r; z > d/2, (3.21)
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y

〈 ~Es(~r)〉slab
− = ~Es−e

i~kr·~r; z < −d/2. (3.22)

Considerando las amplitudes de las ecuaciones (3.19) y (3.20), y dividiendo los campos

esparcidos por las amplitudes del campo incidente veces el ancho de la peĺıcula d, se tiene

que para la ecuación (3.19), el campo esparcido es

Es+ = −Eodγ
k

cos θi
S(0), (3.23)

Es+
Eod

= −γ k

cos θi
S(0), (3.24)

y nombrando a α = Es+/Eod, se obtiene el coeficiente single-scattering de una peĺıcula

delgada que se propaga hacia abajo como

α = −γ k

cos θi
S(0). (3.25)

Para la ecuación (3.20), se tiene el mismo procedimiento, pero ahora considerando la

polarización s o p, recordando que la polarización está dada por êi, y realizando la

aproximación sin kizd ≈ kizd si d es lo suficientemente pequeño, se obtiene que

Es−
Eod

= −γ k

cos θi
Sm(π − 2θi), (3.26)

y nombrando a β = Es−/Eod, se obtiene el coeficiente single-scattering de una peĺıcula

delgada que se propaga hacia arriba como

β = −γ k

cos θi
Sm(π − 2θi), (3.27)

donde m=1, 2 para la polarización s y para la polarización p respectivamente. Utilizando

estos resultados, lo que se mostrará en la siguiente sección será el coeficiente de reflexión

de una peĺıcula coloidal.

3.2. Peĺıcula coloidal

A continuación se presenta el desarrollo teórico que se realizó para obtener el coefi-

ciente de reflexión y transmisión coherente de una peĺıcula coloidal. La deducción de este

modelo teórico, consiste en obtener el coeficiente de reflexión a partir de un conjunto

semi-infinito de láminas delgadas de espesor d. Si cada lámina es muy delgada, es decir

kiz�1, por lo tanto cada lámina puede modelarse como una hoja 2D. De tal manera,

que la peĺıcula coloidal consiste en un conjunto de hojas 2D confinadas en un espesor h
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separadas una distancia d y se extienden desde z=0 hacia abajo, como se muestra en la

Fig. 3.3.

    z

    y    x

Figura 3.3: Modelo de una peĺıcula coloidal de espesor h considerando una pila de
hojas 2D. Los campos esparcidores son calculados en los planos punteados, situados en

la mitad de los planos z.

En el sistema de la Fig. 3.3, los valores de los planos z y z′, son z = nd y z′n=(n+1/2)d,

n=1, 2, 3, ..., d es la distancia entre las hojas 2D y como se mencionó anteriormente se

extienden hacia abajo de z = 0. Se obtendrá el campo eléctrico entre las hojas 2D, esto

es, en la posición z=z′n=(n + 1/2)d. El campo microscópico en estos planos se define

como ~En= ~E(z = z′n), de tal forma que el campo está definido por

~Eexc(z
′
n) =

[
E+

exc(z
′
n)êi + E−exc(z

′
n)êr

]
ei(
~ki⊥·~r⊥), (3.28)

donde ~r⊥=xâx + yây y ~k⊥=kxâx + kyây, se obtiene que el campo excitado es

~Eexc(z
′
n) =

[
E+

exc(z
′
n)êi + E−exc(z

′
n)êr

]
ei(k

i
xx+kiyy), (3.29)

siendo E+
exc y E−exc funciones escalares que dan las amplitudes y la dependencia en z de

la fase propagándose hacia abajo y hacia arriba. Primero se presentará el campo que se

propaga hacia arriba, y se obtendrá a partir de analizar la primera peĺıcula, teniendo

que

E+
exc(z

′
1) = Eoe

ikizz
′
1 +

[
αdE+

exc(z
′
0) + βdE−exc(z

′
1)
]
eik

i
z(z′1−z1), (3.30)

donde d es el ancho de las peĺıculas, kiz es la componente z del vector de onda incidente,

por lo que la fase eik
i
z(z′1−z1) es debida a la transmisión del campo en dicha peĺıcula.

Luego, el campo en la segunda peĺıcula es,

E+
exc(z

′
2) = Eoe

ikizz
′
2 +

[
αdE+

exc(z
′
1) + βdE−exc(z

′
2)
]
eik

i
z(z′2−z2), (3.31)
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por lo tanto, la amplitud de la componente z del campo propagándose hacia arriba es,

E+
exc(z

′
n) = Eoe

ikizz
′
n +

n∑
m=1

[
αdE+

exc(z
′
m−1) + βdE−exc(z

′
m)
]
eik

i
z(z′n−zm), (3.32)

donde α y β están definidas en las ecuaciones (3.25) y (3.27) respectivamente. Recor-

demos que z′n=(n + 1/2)d y zm=md. El plano z′ es donde el campo es calculado y el

sub́ındice m indica los planos de esparcimiento. La amplitud del campo eléctrico que se

propaga hacia abajo es la suma de las amplitudes del campo eléctrico incidente, más los

campos excitados que se propagan hacia adelante y hacia atrás.

Para obtener la amplitud de campo propagándose hacia arriba, se debe considerar la

primer peĺıcula, obteniendo

E−exc(z
′
1) =

[
αdE−exc(z

′
3) + βdE+

exc(z
′
2)
]
e−ik

i
z(z′1−z3). (3.33)

Para la siguiente peĺıcula,

E−exc(z
′
2) =

[
αdE−exc(z

′
4) + βdE+

exc(z
′
3)
]
e−ik

i
z(z′2−z4), (3.34)

por lo tanto la amplitud del campo que se propaga hacia la arriba es

E−exc(z
′
n) =

h∑
m=n+1

[
αdE−exc(z

′
m+1) + βdE+

exc(z
′
m)
]
e−ik

i
z(z′n−zm+1). (3.35)

Las fases, eik
i
z(z′n−zm) en la ecuación (3.32) y e−ik

i
z(z′n−zm+1) en la ecuación (3.35) toman

en cuenta el retardo en fase de las ondas coherentes esparcidas ya que viajan del m-ésimo

[en la ecuación (3.32)] y m-ésimo+1 [en la ecuación (3.35)] planos coloidales del n-ésimo

plano de observación, respectivamente. Considerando que los campos coherentemente-

esparcidos que son sumadas en la ecuación (3.32) viajan hacia abajo (m ≤ n) y en

la ecuación (3.35) todos están viajando hacia arriba (m > n). Debido a que el campo

incidente solo viaja hacia abajo, solo aparece en la ecuación (3.32). Se puede resolver

para las amplitudes E+
exc y E−exc en los planos z=z′m de las ecuaciones (3.32) y (3.35).

Sin embargo, la separación entre los planos de esparcimiento d es una construcción

matemática que se usa para escribir las ecuaciones. Esto introduce una periodicidad

en el sistema que en principio f́ısicamente no está presente en el sistema real, pero

que nos ayuda a desarrollar nuestro modelo matemático. Utilizando esta aproximación

y asumiendo part́ıculas puntuales de Mie, se puede tomar el ĺımite d → 0 (el ĺımite

continuo), haciendo que las expresiones sean independientes de d.
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El ĺımite d→ 0, nos lleva a las siguientes ecuaciones integrales

E+
exc(z) = Eoe

ikizz +

ˆ z

0
[αE+

exc(z
′) + βE−exc(z

′)]eik
i
z(z−z′)dz′, (3.36)

E−exc(z) =

ˆ h

z
[βE+

exc(z
′) + αE−exc(z

′)]e−ik
i
z(z−z′)dz′. (3.37)

Nótese que al tomar el ĺımite d→ 0, d pasa a ser la diferencial de z (dz′) y las variables

discretas z′m y z′n pasan a ser variables continuas de z′ y z.

Para dar solución a este sistema de ecuaciones integrales acopladas descritas por las

ecuaciones (3.36) y (3.37), los campos excitados se consideran con amplitudes E+
exc(z)

y E−exc(z), ambas compuestas por ondas que viajan hacia abajo (aumenta z) y hacia

arriba (disminuye z) con una propagación efectiva constante con componente z descrita

por kef
z . Para dar solución al problema, se propone el siguiente ansatz

E+
exc(z) = Eoae

−ikef
z z + Eobe

ikef
z z. (3.38)

E−exc(z) = Eoce
−ikef

z z + Eode
ikef

z z. (3.39)

Además las expresiones necesitan satisfacer condiciones de contorno, siendo la primera

condición,

E+
exc(z = 0) = Eoa+ Eob = Eo, (3.40)

obteniendo que

a+ b = 1, (3.41)

y la segunda condición de contorno dada por

E−exc(z = h) = Eoce
−ikef

z h + Eode
ikef

z h = 0, (3.42)

de tal manera que

d = −ce−2ikef
z h. (3.43)

Sustituyendo las ecuaciones (3.41) y (3.43) en el ansatz, se calculan las integrales de las

ecuaciones (3.36) y (3.37). Para dar solución a la ecuación (3.36), se tiene que

E+
exc(z) = Ei(z) +

ˆ z

0

[
α
(
Eoae

−ikef
z z
′
+ Eo(1− a)eik

ef
z z
′
)]
eik

i
z(z−z′)dz′+

+

ˆ z

0

[
β
(
Eoce

−ikef
z z
′ − Eoce−2ikef

z heik
ef
z z
′
)]
eik

i
z(z−z′)dz′,

(3.44)
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y resolviendo las integrales, se obtiene que el campo excitado propagándose hacia abajo

es

E+
exc(z) = Ei(z)− aαEo

eik
i
zz

i(kef
z + kiz)

[
e−i(k

ef
z +kiz)z − 1

]
+ αEo

eik
i
zz

i(kef
z − kiz)

[
ei(k

ef
z −kiz)z − 1

]
−

− aαEo
eik

i
zz

i(kef
z − kiz)

[
ei(k

ef
z −kiz)z − 1

]
− Eoβc

i

[
e−ik

ef
z z − eikizz

(kef
z + kiz)

+
e−2ikef

z h[eik
ef
z − eikizz]

(kef
z − kiz)

]
,

(3.45)

reagrupando términos

E+
exc(z) = Ei(z)− aαEo

i(kef
z + kiz)

[
e−ik

ef
z z − eikizz

]
+

αEo
i(kef

z − kiz)

[
eik

ef
z z − eikizz

]
−

− aαEo
i(kef

z − kiz)

[
eik

ef
z z − eikizz

]
− Eoβc

i

[
e−ik

ef
z z − eikizz

(kef
z + kiz)

+
e−2ikef

z h[eik
ef
z − eikizz]

(kef
z − kiz)

]
,

(3.46)

y

E+
exc(z) = Ei(z)− Eoe

−ikef
z z

i(kef
z + kiz)

[aα+ cβ] +

+ Eoe
ikizz

[
aα

i(kef
z + kiz)

− α

i(kef
z − kiz)

+
aα

i(kef
z − kiz)

+
cβ

i(kef
z + kiz)

+
cβe−2ikef

z h

i(kef
z − kiz)

]
+

+
Eoe

ikef
z z

i(kef
z − kiz)

[
α− aα− cβe−2ikef

z h
]
.

(3.47)

Haciendo uso del teorema de Ewald-Oseen[75, 76] en esta última ecuación, se obtienen

dos ecuaciones

E+
i (z) = −aαEoeik

i
zz

[
1

i(kef
z + kiz)

+
1

i(kef
z − kiz)

]
− cβEoeik

i
zz

[
1

i(kef
z + kiz)

+
e−2ikef

z h

i(kef
z − kiz)

]
+

+ αEo
eik

i
zz

i(kef
z − kiz)

,

(3.48)

y

E+
exc(z) = − Eoe

−ikef
z z

i(kef
z + kiz)

(aα+ cβ) +
Eoe

ikef
z z

i(kef
z − kiz)

[
α(1− a)− cβe−2ikef

z h
]
. (3.49)
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Usando el mismo procedimiento para la otra amplitud del campo que viaja hacia

arriba,

E−exc(z) =

ˆ h

z

[
βaEoe

−ikef
z z
′
+ βbEoe

ikef
z z
′
]
e−ik

i
z(z−z′)dz′+

+

ˆ h

z

[
αcEoe

−ikef
z z
′
+ αdEoe

ikef
z z
′
]
e−ik

i
z(z−z′)dz′,

(3.50)

separando los términos, tenemos las siguientes integrales

E−exc(z) = βaEoe
−ikizz

ˆ h

z

[
e−i(k

ef
z −kiz)z′

]
dz′ − βaEoe−ik

i
zz

ˆ h

z

[
ei(k

ef
z +kiz)z′

]
dz′+

+βEoe
−ikizz

ˆ h

z

[
ei(k

ef
z +kiz)z′

]
dz′ + αcEoe

−ikizz
ˆ h

z

[
e−i(k

ef
z −kiz)z′

]
dz′−

−αcEoe−2ikef
z he−ik

i
zz

ˆ h

z

[
ei(k

ef
z +kiz)z′

]
dz′,

(3.51)

y realizando estas integrales,

E−exc(z) =
βaEoe

−ikizz

−i(kef
z − kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)h − e−i(kef

z −kiz)z
]
− βaEoe

−ikizz

i(kef
z + kiz)

[
ei(k

ef
z +kiz)h − ei(kef

z +kiz)z
]

+

+
βEoe

−ikizz

i(kef
z + kiz)

[
ei(k

ef
z +kiz)h − ei(kef

z +kiz)z
]
− cαEoe

−ikizz

i(kef
z − kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)h − e−i(kef

z −kiz)z
]
−

−cαEoe
−2ikef

z he−ik
i
zz

i(kef
z + kiz)

[
ei(k

ef
z +kiz)h − ei(kef

z +kiz)z
]
,

(3.52)

se obtiene que el campo excitado hacia arriba es

E−exc(z) = − Eo
i(kef

z − kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)he−ik

i
zz − e−ikef

z z
]

(aβ + cα)+

+
Eoβ(1− a)

i(kef
z + kiz)

[
ei(k

ef
z +kiz)he−ik

i
zz − eikef

z z
]
− Eocα

i(kef
z + kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)he−ik

i
zz − e−2ikef

z heik
ef
z z
]
.

(3.53)

De nuevo se ocupa el teorema de Ewald-Oseen [E−i (z) = 0]:

E−i (z) =
Eo

i(kef
z − kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)he−ik

i
zz
]

(aβ + cα)−

−Eo(1− a)β

i(kef
z + kiz)

[
ei(k

ef
z +kiz)he−ik

i
zz
]

+
Eocα

i(kef
z + kiz)

[
e−i(k

ef
z −kiz)he−ik

i
zz
]
,

(3.54)
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y

E−i (z) =
Eoaβe

−ikizz

i

[
e−i(k

ef
z −kiz)h

(kef
z − kiz)

+
ei(k

i
z+kef

z )h

(kef
z + kiz)

]
+

+
Eocαe

−i(kef
z −kiz)he−ik

i
zz

i

[
1

(kef
z − kiz)

+
1

(kef
z + kiz)

]
− Eoβe

i(kiz+kef
z )he−ik

i
zz

i(kef
z + kiz)

.

(3.55)

El campo que se propaga hacia arriba es

E−(z) =
Eoe

−ikef
z z

i(kef
z − kiz)

(aβ + cα)− Eoe
ikef

z z

i(kef
z + kiz)

[
β(1 + a)− cαe−2ikef

z h
]
. (3.56)

Para obtener el valor de a, se considera la ecuación (3.38), asumiendo que b = 1 − a,

tenemos que

E+
exc(z) = Eoa(e−ik

ef
z z − eikef

z z) + Eoe
ikef

z z, (3.57)

y sustituyendo la ecuación (3.57) en la ecuación (3.49) se escribe que,

ae−ik
ef
z z + (1− a)eik

ef
z z = − e−ik

ef
z z

i(kef
z + kiz)

(aα+ cβ) +
eik

ef
z z

i(kef
z − kiz)

[
α(1− a)− cβe−2ikef

z h
]
.

(3.58)

Esta última expresión debe satisfacer dos ecuaciones, una para la onda propagándose

hacia abajo y la otra propagándose hacia arriba, y de esta manera se obtienen dos

ecuaciones a partir de la ecuación (3.58),

ae−ik
ef
z z = −(aα+ cβ)e−ik

ef
z z

i(kef
z + kiz)

, (3.59)

y

(1− a)eik
ef
z z =

eik
ef
z z

i(kef
z − kiz)

[
α(1− a)− cβe−2ikef

z h
]
. (3.60)

Usando la ecuación (3.59)

a = − (aα+ cβ)

i(kef
z + kiz)

, (3.61)

luego

ai(kef
z + kiz) = −(aα+ cβ), (3.62)

y factorizando a,

a[i(kef
z + kiz) + α] = −cβ, (3.63)

obtenemos,

a =
−cβ

[i(kef
z + kiz) + α]

. (3.64)

En la ecuación (3.64) aparece un resultado del análisis realizado a partir de la Fig. 3.3

que corresponde a una peĺıcula no confinada de espesor h, obteniendo de este análisis el
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coeficiente de reflexión de un semi-espacio[9] descrito por,

rhs =
−β

[i(kef
z + kiz) + α]

. (3.65)

Sustituyendo la ecuación (3.65) en la ecuación (3.64), se obtiene que

a = rhsc. (3.66)

Considerando la ecuación (3.60), escribimos que

(1− a) =
1

i(kef
z − kiz)

[
α(1− a)− cβe−2ikef

z h
]
, (3.67)

despejando términos, tenemos

(1− a)i(kef
z − kiz) =

[
α(1− a)− cβe−2ikef

z h
]
, (3.68)

siguiendo con el algebra

(1− a)[i(kef
z − kiz)− α] = −cβe−2ikef

z h, (3.69)

despejando (1− a), escribimos que

(1− a) = −ce−2ikef
z h

β

i(kef
z − kiz)− α

, (3.70)

utilizando la ecuación (3.65), obtenemos

(1− a) = −ce−2ikef
z h

1

rhs
, (3.71)

finalmente para obtener el valor de c se tiene que,

c = rhs(a− 1)e2ikef
z h, (3.72)

y sustituyendo la ecuación (3.64) en la ecuación (3.72), se encuentra que

c = rhs(rhsc− 1)e2ikef
z h, (3.73)

haciendo álgebra

c[1− r2
hse

2ikef
z h] = −rhse

2ikef
z h, (3.74)

por último, el valor de c es

c =
−rhse

2ikef
z h

1− r2
hse

2ikef
z h
, (3.75)
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de esta forma se escribe el valor de a utilizando este último resultado como

a =
−r2

hse
2ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h
. (3.76)

Con estos valores se puede escribir el coeficiente de reflexión y transmisión de una peĺıcula

delgada no confinada, rff y tff, respectivamente. Usando los valores de a y c, teniendo en

cuenta que E−(z = 0) = Eorff, y E−(z = 0) = Eoc− cEoe−2ikef
z h, obtenemos que,

c(1− e−2ikef
z h) = rff, (3.77)

sustituyendo valores, escribimos que

rff =

(
−rhse

2ikef
z h

1− r2
hse

2ikef
z h

)(
1− e−2ikef

z h
)
. (3.78)

Por último, el coeficiente de reflexión para una peĺıcula coloidal no confinada es

rff =
rhs(1− e2ikef

z h)

1− r2
hse

2ikef
z h

. (3.79)

Para obtener el coeficiente de transmisión debemos considerar que E+(z = h) = Eotff,

y usando que E+(z = h) = aEoe
−ikef

z h + (1− a)eik
ef
z h, siendo que

Eotff = aEoe
−ikef

z h + (1− a)Eoe
ikef

z h, (3.80)

luego escribimos que el coeficiente de transmisión es,

tff = a
[
e−ik

ef
z h − eikef

z h
]

+ eik
ef
z h, (3.81)

y sustituyendo el valor de a en la ecuación anterior, tenemos que

tff =

[
−r2

hse
2ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h

] [
e−ik

ef
z h − eikef

z h
]

+ eik
ef
z h. (3.82)

Reescribiendo el coeficiente de transmisión como

tff =

−r2
hse

2ikef
z h
(

1− e2ikef
z h
)

+ eik
ef
z h
(

1− r2
hse

2ikef
z h
)

(
1− r2

hse
2ikef

z h
)

 . (3.83)

Por lo tanto, el coeficiente de transmisión de una peĺıcula coloidal no confinada es

tff =
(1− r2

hs)e
ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h

. (3.84)
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Siendo las ecuaciones (3.79) y (3.84) las expresiones para una peĺıcula coloidal en una

configuración llamada free-standing o free-film. En la siguiente sección se presentará el

sistema f́ısico completo, que corresponde a una peĺıcula coloidal confinada. Pero antes,

se analizará el cálculo de la relación de dispersión, ya que es un valor que aún no se ha

especificado y que se obtiene de las ecuaciones anteriormente presentadas.

3.2.1. Cálculo para obtener la relación de dispersión

Para obtener el valor de la relación de dispersión se necesita considerar el campo

que se propaga hacia arriba [E−(z)] y de igual manera se puede obtener ese mismo

resultado usando el campo propagándose hacia abajo [E+(z)] obteniendo aśı un sistema

auto-consistente. Considerando la ecuación (3.39), y usando el resultado d=−ce−2ikef
z h,

el campo

E−(z) = Eoc
[
e−ik

ef
z z − eikef

z ze−2ikef
z h
]
, (3.85)

y calculando la ecuación (3.85) con la ecuación (3.56)

Eoc
[
e−ik

ef
z z − eikef

z ze−2ikef
z h
]

=
Eoe

−ikef
z z

i(kef
z − kiz)

(aβ+cα)− Eoe
ikef

z z

i(kef
z + kiz)

[
β(1− a)− cαe−2ikef

z h
]
.

(3.86)

Una vez más se necesita separar esta ecuación en dos, y el resultado es

Eoce
−ikef

z z =
Eoe

−ikef
z z

i(kef
z − kiz)

(aβ + cα), (3.87)

y

Eoce
ikef

z ze−2ikef
z h =

Eoe
ikef

z z

i(kef
z + kiz)

[
β(1− a)− cαe−2ikef

z h
]
. (3.88)

Usando la ecuación (3.87), se tiene que el valor de c es

c =
aβ + cα

i(kef
z − kiz)

, (3.89)

agrupando términos

c[i(kef
z − kiz)− α] = aβ, (3.90)

y despejando c, tenemos

c =
aβ

i(kef
z − kiz)− α

, (3.91)

y aqúı aparece el otro resultado del semi-espacio escrito por

rhs =
i(kef

z − kiz)− α
β

, (3.92)
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y usando la ecuación (3.92), se obtiene el valor de a en términos de c, como

a = rhsc. (3.93)

Este resultado se obtiene de igual forma considerando la E+(z). Ahora usando la ecua-

ción (3.88),

ce−2ikef
z h =

β(1− a)− cαe−2ikef
z h

i(kef
z + kiz)

, (3.94)

agrupando todos los términos

ce−2ikef
z h
[
i(kef

z + kiz) + α
]

= (1− a)β, (3.95)

luego

ce−2ikef
z h =

(1− a)β

[i(kef
z + kiz) + α]

, (3.96)

y considerando la ecuación (3.65)

ce−2ikef
z h = −(1− a)rhs, (3.97)

y sustituyendo la ecuación (3.93),

c
[
e−2ikef

z h − r2
hs

]
= −rhs, (3.98)

por último, el valor de c es

c =
−rhse

2ikef
z h[

1− r2
hse
−2ikef

z h
] . (3.99)

Siendo el mismo resultado obtenido anteriormente. Por lo tanto, concluimos que el siste-

ma es auto-consistente, y se obtendrán los mismos resultados para la reflexión y trans-

misión de una peĺıcula coloidal.

Ahora usando la ecuación (3.55), para obtener la relación de dispersión, considerando

que E−i (z) = 0, tenemos

0 =
Eoaβe

−ikizz

i

[
e−i(k

ef
z −kiz)h

(kef
z − kiz)

+
ei(k

i
z+kef

z )h

(kef
z + kiz)

]
+

+
Eocαe

−i(kef
z −kiz)he−ik

i
zz

i

[
1

(kef
z − kiz)

+
1

(kef
z + kiz)

]
− Eoβe

i(kiz+kef
z )he−ik

i
zz

i(kef
z + kiz)

,

(3.100)

podemos eliminar todas las expresiones e−ik
i
zz y eik

i
zh,

0 = aβ

[
e−ik

ef
z h

(kef
z − kiz)

+
eik

ef
z h

(kef
z + kiz)

]
+ cαe−ik

ef
z h

[
1

(kef
z − kiz)

+
1

(kef
z + kiz)

]
− βeik

ef
z h

(kef
z + kiz)

,

(3.101)
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luego, sustituyendo el valor de a [ecuación (3.93)] y c [ecuación (3.99)], se puede escribir

que

0 =
−βr2

hse
2ikef

z h

(1− r2
hse

2ikef
z h)

[
(kef
z + kiz) + (kef

z − kiz)e2ikef
z h
]
−

− αrhse
2ikef

z h

(1− r2
hse

2ikef
z h)

[
(kef
z + kiz) + (kef

z − kiz)
]
− βe2ikef

z h(kef
z − kiz),

(3.102)

de tal manera que se cancelan todos los términos de e2ikef
z h que están fuera de los parénte-

sis, y dividiendo todas las expresiones por rhs,

0 = −βrhs

[
(kef
z + kiz) + (kef

z − kiz)e2ikef
z h
]
− 2αkef

z −
β

rhs
(kef
z − kiz)(1− r2

hse
2ikef

z h),

(3.103)

por último los términos que tienen e2ikef
z h se cancelan

0 = −βrhs(k
ef
z + kiz)− 2αrhsk

ef
z −

β

rhs
(kef
z − kiz). (3.104)

Ahora sustituyendo el valor de rhs, definido por la ecuación (3.65), se obtiene la siguiente

expresión

0 =
β2

[i(kef
z + kiz) + α]

(kef
z + kiz)− 2αkef

z + (kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α], (3.105)

ahora

0 = β2(kef
z + kiz)− 2αkef

z [i(kef
z + kiz) + α] + (kef

z − kiz)[i(kef
z + kiz) + α]2, (3.106)

separando todos los términos de kef
z , se tiene que

β2kef
z + β2kiz − 2iαkef2

z − 2iαkef
z k

i
z − 2α2kef

z + (kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α]2 = 0, (3.107)

desarrollando el cuadrado,

0 = β2kef
z + β2kiz − 2iαkef2

z − 2iαkef
z k

i
z − 2α2kef

z +

+ (kef
z − kiz)

[
−(kef2

z + 2kef
z k

i
z + ki2z ) + α2 + 2iα(kef

z + kiz)
]
.

(3.108)
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Continuando con el álgebra

0 = β2kef
z + β2kiz − 2iαkef2

z − 2iαkef
z k

i
z − 2α2kef

z +

+ kef
z

[
−(kef2

z + 2kef
z k

i
z + ki2z ) + α2 + 2iα(kef

z + kiz)
]
−

− kiz
[
−(kef2

z + 2kef
z k

i
z + ki2z ) + α2 + 2iα(kef

z + kiz)
]
,

(3.109)

y eliminando términos tenemos que

0 = β2kef
z + β2kiz − 2iαkef2

z − 2iαkef
z k

i
z − 2α2kef

z − kef3

z − 2kef2

z kiz−

−kef
z k

i2
z + α2kef

z + 2iαkef2

z + 2iαkizk
ef
z + kef2

z kiz + 2kef
z k

i2
z + ki3z − α2kiz − 2iαkef

z k
i
z − 2iαki2z ,

(3.110)

agrupando los términos, finalmente se llega a

0 = β2kef
z + β2kiz − 2α2kef

z − kef3

z − kef2

z kiz+

+α2kef
z + kef

z k
i2
z + ki3z − α2kiz − 2iαkef

z k
i
z − 2iαki2z ,

(3.111)

y

kef3

z + kef2

z kiz − kef
z (β2 − α2 + ki2z − 2iαkiz)− β2kiz + α2kiz + 2iαki2z − ki3z = 0. (3.112)

Resolviendo la ecuación, se obtiene que una ráız es kef
z = −kiz, pero está solución no es

f́ısicamente posible, y las otras dos ráıces, son la relación de dispersión

kef
z =

√
(kiz)

2 − 2iαkiz − α2 + β2. (3.113)

Para comprobar la auto-consistencia de las ecuaciones, ahora usamos la ecuación (3.48),

considerando que E+
i (z) = Eoe

ikizz, tenemos que

Eoe
ikizz = −Eoaαeik

i
zz

[
1

i(kef
z + kiz)

+
1

i(kef
z − kiz)

]
+

Eoαe
ikizz

i(kef
z − kiz)

−

−cβEoeik
i
zz

[
1

i(kef
z + kiz)

+
e−2ikef

z h

i(kef
z − kiz)

]
,

(3.114)

multiplicando por i(kef
z − kiz),

i(kef
z − kiz) = −aα

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

+ 1

]
+ α− cβ

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

+ e−2ikef
z h

]
, (3.115)

realizando el álgebra

i(kef
z − kiz) = (−aα− βc)

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

]
− aα− cβe−2ikef

z h + α. (3.116)
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Sustituyendo el valor de a [ecuación (3.93)] y c [ecuación (3.99)],

i(kef
z − kiz) =

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

] [
αr2

hse
2ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h

+
βrhse

2ikef
z h

1− r2
hse

2ikef
z h

]
+

+
αr2

hse
2ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h

+
βrhs

1− r2
hse

2ikef
z h

+ α,

(3.117)

multiplicando por 1− r2
hse

2ikef
z h se obtiene que

i(kef
z − kiz)(1− r2

hse
2ikef

z h) =

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

] [
αr2

hs + βrhs

]
e2ikef

z h + αr2
hse

2ikef
z h+

+ βrhs + α[1− r2
hse

2ikef
z h],

(3.118)

luego

i(kef
z − kiz)− i(kef

z − kiz)r2
hse

2ikef
z h =

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

]
[αrhs + β] rhse

2ikef
z h + αr2

hse
2ikef

z h+

+ βrhs + α− αr2
hse

2ikef
z h,

(3.119)

dividiendo por rhs,

i(kef
z − kiz)
rhs

− i(kef
z − kiz)rhse

2ikef
z h =

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

]
[αrhs + β] e2ikef

z h + αrhse
2ikef

z h+

+ β +
α

rhs
− αrhse

2ikef
z h,

(3.120)

sustituyendo el valor de rhs = −β/[i(kef
z + kiz) + α], en la ecuación anterior, tenemos

−i(kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α]

β
+
iβ(kef

z − kiz)e2ikef
z h

i(kef
z + kiz) + α

=

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

] [
−αβ

i(kef
z + kiz) + α

+ β

]
e2ikef

z h−

− αβ

i(kef
z + kiz) + α

e2ikef
z h + β +

α
−β

i(kef
z +kiz)+α

+
αβe2ikef

z h

i(kef
z + kiz) + α

,

(3.121)

dividiendo por β

−i(kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α] +
iβ2(kef

z − kiz)e2ikef
z h

i(kef
z + kiz) + α

=

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

] [
−αβ2 + β2[i(kef

z + kiz) + α]

i(kef
z + kiz) + α

]
×

× e2ikef
z h − α[i(kef

z + kiz) + α] + β2,

(3.122)
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continuando con el álgebra

−i(kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α] +
iβ2(kef

z − kiz)e2ikef
z h

i(kef
z + kiz) + α

=

[
kef
z − kiz
kef
z + kiz

] [
β2[i(kef

z + kiz)]

i(kef
z + kiz) + α

]
e2ikef

z h−

− iα(kef
z + kiz)− α2 + β2,

(3.123)

y eliminando términos se obtiene que

−i(kef
z − kiz)[i(kef

z + kiz) + α] = −iα(kef
z + kiz)− α2 + β2, (3.124)

luego

(kef2

z − ki2z )− iα(kef
z − kiz) = −iα(kef

z + kiz)− α2 + β2, (3.125)

obteniendo el vector de onda en la componente z como,

kef
z =

√
(kiz)

2 − 2iαkiz − α2 + β2, (3.126)

siendo la ecuación (3.126) la relación de dispersión. Se obtiene la misma relación de

dispersión al utilizar la amplitud E−i . Si se utiliza la ecuación (3.126) en un sistema

diluido, es decir, se puede despreciar los términos de segundo orden en γ, recordando

los coeficientes single-scattering de una peĺıcula delgada, ecuaciones (3.25) y (3.27), y

kiz = k1 cos(θi), se obtiene la siguiente ecuación,

kef
z = k

√
cos2(θi) + 2iγS(0), (3.127)

siendo kef
z la ecuación de dispersión propuesta por Foldy-Lax[77–79]. Con el resultado de

la ecuación (3.126) se comprueba la auto-consistencia de las ecuaciones (3.48) y (3.54)

para el campo eléctrico que se propaga hacia arriba y hacia abajo. A partir de la ecuación

(3.127) se puede deducir el ı́ndice de refracción de van de Hulst, considerando que el

vector de onda está definido por k2=k2
x + k2

y + k2
z , y si definimos a k=nefko, y además

kx=ko sin θi, ky es cero debido a que no hay incidencia en el eje y, y kz es igual a la

ecuación (3.127), se tiene que,

n2
efk

2
o = n2

mk
2
o sin2 θi + k2

on
2
m cos2 θi + 2ik2

on
2
mγS(0), (3.128)

cancelando k2
o , usando la identidad trigonométrica sin2 θi+cos2 θi=1 y factorizando nm,

tenemos que el ı́ndice de refracción efectivo es

nef =
√
n2
m[1 + 2iγS(0)]. (3.129)
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Si consideramos el caso diluido (fracciones de volumen bajas) podemos hacer una serie

de Taylor y quedándonos en el segundo término obtenemos,

nef = n2
m[1 + iγS(0)]. (3.130)

Esta última ecuación es el ı́ndice de refracción de van de Hulst, considerando que

γ=3f/2x3, donde x es el parámetro de tamaño definido anteriormente.

A continuación se presentará la deducción del modelo teórico para calcular la re-

flectancia y transmitancia coherente de una peĺıcula coloidal confinada, utilizando el

desarrollo teórico presentado en esta sección.

3.3. Coeficiente de reflexión de una peĺıcula coloidal con-

finada entre dos interfaces planas

En general para realizar mediciones de reflectancia óptica de una peĺıcula coloidal, la

peĺıcula estará confinada entre dos interfaces de diferentes ı́ndices de refracción compa-

rados al medio matriz. En general, los coeficientes de reflexión y transmisión coherente

de la luz se verán afectados por las dos interfaces y múltiples reflexiones entre la peĺıcula

coloidal y las interfaces y deberán de ser consideradas. Al medio incidente se le denotará

como medio 1, y el medio de transmisión como el medio 3. Los ı́ndices de refracción

son n1 y n3, respectivamente. n1 se considera como una cantidad real, mientras que n3

puede ser real o complejo. Para el siguiente análisis, el ı́ndice de refracción del medio

de la peĺıcula coloidal es n2. Luego, se tiene una interfaz entre medio 1 y medio 2, lue-

go la peĺıcula coloidal y la interfaz entre el medio 2 y 3. El coeficiente de reflexión y

transmisión para estas interfaces están definidas por los coeficientes de Fresnel, r12 y

t12 para la interfaz entre el medio 1 y 2, y r23 y t23 para la interfaz entre los medios 2

y 3, respectivamente[75]. Las múltiples reflexiones en estas interfaces con el medio de

incidencia y transmisión se ilustra en la Fig. 3.4.

Para obtener la expresión para el coeficiente de reflexión y transmisión coherente

de una peĺıcula coloidal confinada, se considera la peĺıcula coloidal de espesor h sobre

un sustrato de ı́ndice de refracción n3. Recordando que la peĺıcula coloidal consiste

de part́ıculas localizadas dentro de interfaces de probabilidad paralelas y el centro de

cualquier part́ıcula está dentro de las interfaces de probabilidad (ver la figura 3.4). Luego

la interfaz con el medio 3 debe de estar a una distancia de un radio de part́ıcula a, de

la segunda interfaz de probabilidad de la peĺıcula coloidal (ver la figura 3.4). La onda

coherente reflejada es una suma de ondas coherentes reflejadas por la peĺıcula coloidal

únicamente (con coeficiente de reflexión rff), más la onda transmitida coherente a través
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Figura 3.4: Diagrama del proceso de reflexión y transmisión de una onda coherente
de una peĺıcula coloidal confinada entre dos semi-espacios con ı́ndices de refracción n1
y n2. Las interfaces de probabilidad definidas de la peĺıcula coloidal se observan como
ĺıneas punteadas en la figura. H es el espesor de la peĺıcula confinada. La separación

entre la interfaz con el medio 1 y 2 es de un radio, a.

de la peĺıcula coloidal (con coeficiente de transmisión tff) y reflejada en la interfaz con

el medio 3 (con coeficiente de reflexión r23) y transmitida hacia atrás a través de la

peĺıcula coloidal, más una serie de múltiples reflexiones de ondas coherentes entre la

peĺıcula coloidal y la interfaz con el medio 3 y se transmite hacia atrás a través de la

peĺıcula coloidal. Por lo tanto, el coeficiente de reflexión en este caso (r′), está dado por

la suma

r′ =rff + tffr23e
i2k2zatff + tffrffr

2
23e

i4k2zatff+

+ tffr
2
ffr

2
23e

i4kzatff + tffr23e
i2kza(rffr23e

i2kza)2tff + ...
(3.131)

Factorizando algunos términos,

r′ =rff + t2ffr23e
i2k2za

[
1 + rffr23e

i2k2za + (rffr23e
i2k2za)2 + ...

]
. (3.132)

Esta suma infinita puede expresarse en términos de la serie geométrica[73], obteniendo

que

r′ = rff +
t2ffr23e

i2k2za

1− rffr23ei2k2za
. (3.133)

Recordando que el coeficiente de reflexión de la peĺıcula coloidal está definido por la

ecuación (3.79), y asumiendo que las part́ıculas están inmersas en un medio diferente al

de incidencia, pudiendo ser agua, se obtiene que el coeficiente de reflexión es,

rff =
rhs(1− e2ikef

z h)

1− r2
hse

2ikef
z h

, (3.134)

y de igual forma el coeficiente de reflexión del semi-espacio, definido en la ecuación
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(3.65), pero ahora reemplazando el valor de kiz por k2z, teniendo aśı que el coeficiente

de reflexión es

rhs =
−β

i(kef
z + k2z) + α

. (3.135)

Para el coeficiente de transmisión definido por la ecuación (3.84), usando el mismo

cambio en kiz y cambiando el plano de referencia, se obtiene que

tff =
(1− r2

hs)e
ikef

z h

1− r2
hse

2ikef
z h

. (3.136)

Para el coeficiente de transmisión se obtiene de manera análoga al caso del coeficiente

de reflexión, haciendo la siguiente suma (ver Fig. 3.4),

t′ = tff + r23e
i2k2zarfftff + (r23e

i2k2zarff)2tff + ... (3.137)

Factorizando tff,

t′ = tff(1 + r23e
i2k2zarff + (r23e

i2k2zarff)2 + ...), (3.138)

se vuelve a obtener la serie geométrica, por lo tanto el coeficiente de transmisión es,

t′ =
tff

1− rffr23ei2k2za
. (3.139)

Considerando la Fig. 3.4, el medio 2 y 3 son los mismos, para el caso en estudio es vidrio.

El sistema completo es un sistema de tres medios, y se puede usar la fórmula de reflexión

compuesta, definida como

r123 =
r12 + r′23e

i2k2za

1 + r12r′23e
i2k2za

, (3.140)

donde el valor de r′23 es el coeficiente de reflexión r′, obtenido anteriormente definido por

la ecuación (3.133), y r12 como ya se mencionó es el coeficiente de reflexión de Fresnel,

entre vidrio-agua, de tal manera que la fórmula que se obtiene representa el coeficiente

de reflexión de la peĺıcula coloidal confinada

rccf =
r12 +

[
rff +

t2ffr23ei2k2za

1−rffr23ei2k2za

]
ei2k2za

1 + r12

[
rff +

t2ffr23ei2k2za

1−rffr23ei2k2za

]
ei2k2za

, (3.141)

y de nuevo en esta expresión el valor de tff está definido por la ecuación (3.136). Por

último,

rccf =
r12 +

[
rffe
−i2k2za + (tffe

i2k2zh)2r23

1−rffr23ei2k2za

]
ei4k2za

1 + r12

[
rffe−i2k2za + (tffe

i2k2zh)2r23

1−rffr23ei2k2za

]
ei4k2za

. (3.142)

Se debe tener en cuenta que el espesor de la peĺıcula confinada es H, y es mayor que el

espesor de la peĺıcula coloidal en el medio 2 que es la distancia entre las dos interfaces
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de probabilidad, h. Con esto tenemos que, H=h+ 2a.

Aunque en este trabajo no se utilizó el coeficiente de transmisión, se muestra el cálculo

de dicho coeficiente, tccf. Considerando la figura 3.4 y múltiples transmisiones en el

sistema, se tiene la siguiente serie geométrica,

tccf = t′t12e
−ik2za + t′t12e

−ik2zar21r
′e−2ik2za + t′t12e

−ik2zar2
21r
′2e−4ik2za + ..., (3.143)

el coeficiente de transmisión para una peĺıcula coloidal confinada es,

tccf =
t′t12e

ik2za

1− r21r′e−2ik2za
, (3.144)

donde t′ está definida por la ecuación (3.139). t12, está definida por el coeficiente de

transmisión de Fresnel considerando las dos polarizaciones,

ts12 =
2k1z

k1z + k2z
, (3.145)

y

tp12 =
2n1n2k1z

n2
1k2z + n2

2k1z
, (3.146)

recordando que r21 = −r12 y r′ está descrita en la ecuación (3.133). Para obtener la

transmitancia usando la ecuación (3.144), se considera la siguiente relación,

T = |tccf|2Re

[
k3z

k1z

]
, (3.147)

donde k1z y k3z están definidas en las ecuaciones (3.150) y (3.154), respectivamente.

Brevemente se discutirán las expresiones que componen los coeficientes de Fresnel en la

siguiente subsección.

3.3.1. Coeficientes de Fresnel

Los coeficientes de Fresnel, aunque son muy bien conocidos, se presentan en esta

sección para futuras referencias. Iniciando con los coeficientes r12 para polarización s y

p respectivamente

rs12 =
k1z − k2z

k1z + k2z
, (3.148)

y

rp12 =
n2

1k2z − n2
2k1z

n2
2k1z + n2

1k2z
. (3.149)

La componente z del vector de onda está definido por

k1z = kon1 cos θ1, (3.150)
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y

k2z = ko

√
n2

2 − n2
1 sin2 θ1. (3.151)

Considerando que n1 es el ı́ndice de refracción del BK7, n2 es el ı́ndice de refracción

donde las part́ıculas están inmersas, en este caso es agua tridestilada, y θ1 es el ángulo

de incidencia. Para el coeficiente r23 en polarización s o TE,

rs23 =
k2z − k3z

k2z + k3z
, (3.152)

y para la polarización p o TM,

rp23 =
n2

2k3z − n2
3k2z

n2
3k2z + n2

2k3z
. (3.153)

La componente z del vector de onda k2z está definida por la ecuación (3.151) y k3z se

escribe como

k3z = ko

√
n2

3 − n2
1 sin2 θ1, (3.154)

el ı́ndice de refracción n3 es el ı́ndice de refracción del sustrato, y es el medio que tiene

confinada la peĺıcula coloidal. En la siguiente sección presentaremos el uso de un haz

Gaussiano de tal manera que la teoŕıa presentada en este trabajo sea lo más f́ısicamente

posible cercana al experimento.

3.4. Reflectancia de un haz Gaussiano

La reflectividad óptica de una peĺıcula coloidal confinada utilizando las fórmulas pre-

sentadas anteriormente, generalmente presentan oscilaciones debido a la interferencia de

múltiples reflexiones. Estas oscilaciones pueden ser muy fuertes como función del ángulo

de incidencia. Sin embargo, las mediciones no se realizaron con una onda plana, pero

śı con un haz muy bien colimado, lo que causa un promedio angular en las oscilaciones

debido a las múltiples reflexiones que hay en las interfaces y que además dependen del

espesor de la peĺıcula. En general, para comparar la teoŕıa con el experimento, se debe

calcular la reflectividad de un haz colimado (ver figura 3.5). Asumiendo que tenemos

una intensidad Gaussiana, se presenta la manera de obtener la reflectancia teniendo en

cuenta estas consideraciones[80].

La componente del campo eléctrico en el plano z=0, es modulado en amplitud por

una función Gaussiana como,

~E(~r) = Eoe
−i~k·~re−(x2+y2)/ω2

o ê, (3.155)
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Figura 3.5: Haz colimado, presentando dos sistemas de referencia, el sistema de coor-
denadas mayúscula representa el sistema de referencia en la interfaz. El sistema de

coordenadas minúscula es el sistema de referencia del haz.

donde ω0 es el ancho de cintura de radio del haz Gaussiano, y para especificar la po-

larización del campo, se necesita considerar que para polarización s (TE), ê=ây y para

polarización p (TM), ê=âx. Para tener una solución vectorial total de la ecuación de

Helmholtz, se toma la transformada de Fourier en 2D en el espacio k, y escribiendo la

transformada inversa de Fourier,

~E(~r) =
ω2
o

4π
Eo

ˆ ∞
−∞

exp

[
−ω2

o

4

(
k2
x + k2

y

)]
exp

(
−i~k · ~r

)
Q̂dkxdky, (3.156)

donde Q̂=(p̂×~k)/|p̂×~k|, con p̂=âz×ê, ~k=kxâx+kyây+kzâz, además kz=(k2−k2
x−k2

y)
1/2,

y k=konp siendo np el ı́ndice de refracción del prisma y ko el número de onda en el vaćıo.

Escribiendo el campo eléctrico en términos de las coordenadas mayúsculas (ver figura

3.5),

~E(~r) =
ω2
o

4π
Eo

ˆ ∞
−∞

exp

[
−ω2

o

4
k2
⊥

]
f
(
~k
)

exp
(
−i~k · ~R

)
exp

(
−i~k ·~l

)
Q̂
(
~k
) dkXdkY

cos θi
,

(3.157)

considerando que ~r=~R+~l, ~l=lâz y definiendo k⊥=(k2
x + k2

y)
1/2.

Para resolver esta integral es necesario considerar el método de fase estacionaria,

considerando la expresión de campo lejano de un campo reflejado. Para poder realizar

esto, se consideran las coordenadas polares del vector ~R, obteniendo

~k · ~R = kXR sin θ cosφ+ kYR sin θ sinφ+ kZR cos θ, (3.158)
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reescribiendo

~k · ~R = kXR sin θ cosφ+ kYR sin θ sinφ+R cos θ
√
k2 − k2

X − k2
Y . (3.159)

El punto de fase estacionaria es donde

∂(~k · ~R)

∂kX
= 0;

∂(~k · ~R)

∂kY
= 0, (3.160)

y esto ocurre solo cuando

kX = k1 = k sin θ cosφ, (3.161)

y

kY = k2 = k sin θ sinφ. (3.162)

Realizando un desarrollo en series de Taylor del ~k · ~R en la vecindad de k1 y k2, entonces

~k · ~R = Rk sin2 θ cos2 φ+Rk sin2 θ sin2 φ+

√
k2 − k2 sin2 θ cos2 φ− k2 sin2 θ sin2 φ+

+
(kX − k1)

1!

∂(~k · ~R)

∂kX
+

(kY − k1)

1!

∂(~k · ~R)

∂kY
+

(kX − k1)2

2!

∂2(~k · ~R)

∂k2
X

+

+
(kY − k1)2

2!

∂2(~k · ~R)

∂k2
Y

+
∂2(~k · ~R)

∂kX∂kY
(kX − k1)(kY − k2) + ...,

(3.163)

y considerando la ecuación (3.160), y haciendo álgebra, se puede reescribir esta expresión

como,

~k · ~R = Rk sin2 θ +Rk cos2 θ +
(kX − k1)2

2!

∂2(~k · ~R)

∂k2
X

+
(kY − k1)2

2!

∂2(~k · ~R)

∂k2
Y

+

+
∂2(~k · ~R)

∂kX∂kY
(kX − k1)(kY − k2) + ...,

(3.164)

nombrando a u=(kX − k1) y v=(kY − k2),

~k · ~R = Rk − (Au2 +Bv2 + Cuv), (3.165)

haciendo un poco de álgebra,

Rk − (Au2 +Bv2 + Cuv) = Rk −
(
u
√
A+

Cv

2
√
A

)2

− C2v2

4A
+Bv2, (3.166)
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y nombrando a w=u
√
A+ Cv

2
√
A

se escribe la ecuación (3.157) como,

~E(~r) =
ω2
o

4π
Eo

ˆ ∞
−∞

f(~k)exp

[
−ω2

o

4
k2
⊥

]
exp

[
iw2
]

exp

[
i

(
Bv2 − C2v2

4A

)]
Q̂(~k)

dwdv√
A cos θi

.

(3.167)

Recordando el resultado,

ˆ ∞
−∞

eiγ(x−xo)2
dx =

√
π

γ
eiπ/4. (3.168)

de tal manera que las integrales que se tienen son,

ˆ ∞
−∞

eiw
2
dw/
√
A =

√
π

A
eiπ/4, (3.169)

y ˆ ∞
−∞

e
i
(
B−C2

4A

)
v2

dv =

√
4π

4B − C2/A
eiπ/4, (3.170)

el producto de las integrales son

I =

ˆ ∞
−∞

e
i
(
B−C2

4A

)
v2

dv

ˆ ∞
−∞

eiw
2
dw/
√
A =

2π√
A(4B − C2/A)

eiπ/2, (3.171)

y los valores de A, B y C son,

A =
R

2

(
1

k
+

k2
s,1

k3 cos2 θs

)
, (3.172)

luego tenemos que,

B =
R

2

(
1

k
+

k2
s,2

k3 cos2 θs

)
, (3.173)

y

C =
ks,1ks,2
k3 cos2 θs

, (3.174)

el sub́ındice s se refiere a que estamos en las coordenadas mayúsculas y sustituyendo las

ecuaciones (3.172), (3.173) y (3.174) en la ecuación (3.171), se obtiene

I = 2iπ
k

R
cos θs, (3.175)

de tal forma que el campo eléctrico es,

~E
(
~R
)

=

(
2iπ

k

R
cos θs

)
ω2Eo

4π cos θi
exp

[
−ω2

o

4
k2
⊥

]
f
(
~k
)
Q̂
(
~k
)
. (3.176)

Para obtener la reflectancia, es necesario considerar el vector de Poynting en el campo

lejano que está definido por ~S=
√
ε/µE2R̂. Integrando el flujo de potencia sobre un
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hemisferio de radio R, la potencia reflejada es

Pr =

√
ε

µ

ω4E2
o

16π2 cos2 θi

(
4πk2

) ˆ π/2

0

ˆ 2π

0
exp

[
−ω2

o

2
k2
⊥

] ∣∣∣f(~k)
∣∣∣2 cos2 θs sin θsdθsdφs.

(3.177)

Observando que el integrando es diferente de cero solo cuando ωok
2
⊥/2 no es mucho mayor

que uno. De tal forma que (k̂ ·âx)2+(k̂ ·ây)2 � 1, donde âx=− sin θiâX−cos θiâZ , ây=âY

y âz=sin θiâX − cos θiâZ . Además, k̂=sin θs cosφsâX + sin θs sinφsâY − cos θsâZ , y para

k̂ paralelo a âZ , se puede realizar un desarrollo en series de k̂ · âx y k̂ · ây obteniendo aśı

que

k̂ · âx = α(θs − θi) + βφs, (3.178)

y

k̂ · ây = γ(θs − θi) + δφs. (3.179)

Realizando el álgebra para obtener α, β, γ y δ, considerando cuando k̂ es paralelo a âz,

tenemos que (k̂ · âx)2 + (k̂ · ây)2 = 0. Obteniendo que α = −1, β = 1, γ = 0 y δ = sin θi.

De esta manera podemos aproximar la exponencial a,

exp

[
−ω2

o

4
k2
⊥

]
∼ exp

{
−ω2

ok
2

2

[
(θs − θi)2 + φ2

s sin2 θi

]}
, (3.180)

e integrando en la ecuación (3.177), obtenemos que la

Pr =

√
ε

µ

√
2πω4kE2

o

4ωo cos2 θi

ˆ 2π

0
exp

[
−ω2

ok
2

2
(θs − θi)2

]
|f(θs)|2 cos2 θsdθs. (3.181)

Se necesita de otra aproximación que es, cos θs∼cos θi, y ésta es válida porque vaŕıa

lentamente comparada con la función Gaussiana. Recordando que la potencia incidente

está definida por Po=(ε/µ)1/2 2πE2
oω

4
o

4 , y la ecuación (3.182) puede escribirse como,

Pr =
kωoPo√

2π

ˆ 2π

0
exp

[
−ω2

ok
2

2
(θs − θi)2

]
|f(θs)|2 dθs. (3.182)

Considerando la definición de reflectividad, que es, el cociente de las potencias entre la

potencia reflejada y la potencia incidente Pr/Po, aśı la reflectancia es,

R =
kωo√

2π

ˆ 2π

0
exp

[
−ω2

ok
2

2
(θs − θi)2

]
|f(θs)|2 dθs. (3.183)

Donde f(θs) es el coeficiente de reflexión del sistema que se esté usando, de tal manera

que en la ecuación (3.183), usando f(θs) como en la ecuación (3.142). Para resolver esta

integral, se utiliza un método numérico, llamado el método del trapecio[81].

Antes de continuar con los resultados de este nuevo modelo, es necesario hacer mención
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de otros dos modelos ya conocidos y muy utilizados, llamados modelos de medio efectivo,

de Maxwell Garnett y de van de Huslt[45, 46, 65].

3.5. Modelos de medio efectivo

En esta sección se presentan las fórmulas para calcular la reflectividad óptica de

peĺıculas coloidales confinadas con dos modelos de medio efectivo, MME. Considerando

una onda plana incidente en una peĺıcula coloidal. Un coloide es considerado como un

sistema aleatoriamente localizado, no magnético, y con part́ıculas esféricas de tamaño

igual y mismo ı́ndice de refracción, rodeado por un medio homogéneo con ı́ndice de

refracción conocido, al que llamaremos matriz, ver figura 3.6a. De tal manera que se

nombrará este medio como un medio efectivo con un ı́ndice de refracción efectivo, ver

figura 3.6b.

a)
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<latexit sha1_base64="B0bPzpYpKY7+75S4m9cLHmJCNnI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCItG3VH4sYlJlYw0JDpcAsTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03TAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGPosEYnqhlSj4BJ9w43AbqqQxqHATji5nvudR1SaJ/LOTFMMYjqSPOKMGjvyZX3g1QfVmttwFyKr4BVQg0LtQfWzP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD2Lksaog3yx7IycRYkiZoxk8f6dzWms9TQObSamZqyXvfnwP6+XmegyyLlMM4OS2Yj1okwQk5B5ZzLkCpkRUwuUKW63JGxMFWXGXqZi63vLZVfBbzauGu5ts9Z6KO5QhhM4hXPw4AJacANt8IEBh2d4g3dn7Dw5L87rT7TkFH+O4Y+cj28bLItv</latexit><latexit sha1_base64="B0bPzpYpKY7+75S4m9cLHmJCNnI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCItG3VH4sYlJlYw0JDpcAsTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03TAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGPosEYnqhlSj4BJ9w43AbqqQxqHATji5nvudR1SaJ/LOTFMMYjqSPOKMGjvyZX3g1QfVmttwFyKr4BVQg0LtQfWzP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD2Lksaog3yx7IycRYkiZoxk8f6dzWms9TQObSamZqyXvfnwP6+XmegyyLlMM4OS2Yj1okwQk5B5ZzLkCpkRUwuUKW63JGxMFWXGXqZi63vLZVfBbzauGu5ts9Z6KO5QhhM4hXPw4AJacANt8IEBh2d4g3dn7Dw5L87rT7TkFH+O4Y+cj28bLItv</latexit><latexit sha1_base64="B0bPzpYpKY7+75S4m9cLHmJCNnI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCItG3VH4sYlJlYw0JDpcAsTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03TAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGPosEYnqhlSj4BJ9w43AbqqQxqHATji5nvudR1SaJ/LOTFMMYjqSPOKMGjvyZX3g1QfVmttwFyKr4BVQg0LtQfWzP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD2Lksaog3yx7IycRYkiZoxk8f6dzWms9TQObSamZqyXvfnwP6+XmegyyLlMM4OS2Yj1okwQk5B5ZzLkCpkRUwuUKW63JGxMFWXGXqZi63vLZVfBbzauGu5ts9Z6KO5QhhM4hXPw4AJacANt8IEBh2d4g3dn7Dw5L87rT7TkFH+O4Y+cj28bLItv</latexit>

<latexit sha1_base64="r3c47fEH6SvCYUeMPCcuCx3dXFU=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCKFjbojceMSEysYaMh0uKUTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGHosEYnqBVSj4BI9w43AXqqQxoHAbjC5nvvdR1SaJ/LOTFP0YzqWPOSMGjvyZH3Yqg+rNbfhLkRWoVlADQp1htXPwShhWYzSMEG17jfd1Pg5VYYzgbPKINOYUjahY+xblDRG7eeLZWfkLEwUMRGSxft3Nqex1tM4sJmYmkgve/Phf14/M+Gln3OZZgYlsxHrhZkgJiHzzmTEFTIjphYoU9xuSVhEFWXGXqZi6zeXy66C12pcNdzbVq39UNyhDCdwCufQhAtoww10wAMGHJ7hDd6dyHlyXpzXn2jJKf4cwx85H98cqotw</latexit><latexit sha1_base64="r3c47fEH6SvCYUeMPCcuCx3dXFU=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCKFjbojceMSEysYaMh0uKUTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGHosEYnqBVSj4BI9w43AXqqQxoHAbjC5nvvdR1SaJ/LOTFP0YzqWPOSMGjvyZH3Yqg+rNbfhLkRWoVlADQp1htXPwShhWYzSMEG17jfd1Pg5VYYzgbPKINOYUjahY+xblDRG7eeLZWfkLEwUMRGSxft3Nqex1tM4sJmYmkgve/Phf14/M+Gln3OZZgYlsxHrhZkgJiHzzmTEFTIjphYoU9xuSVhEFWXGXqZi6zeXy66C12pcNdzbVq39UNyhDCdwCufQhAtoww10wAMGHJ7hDd6dyHlyXpzXn2jJKf4cwx85H98cqotw</latexit><latexit sha1_base64="r3c47fEH6SvCYUeMPCcuCx3dXFU=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiKYuCKFjbojceMSEysYaMh0uKUTptNmZmpCGl5BN8boyhfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SAXXxnW/nNLa+sbmVnm7srO7t39QPTy610mmGHosEYnqBVSj4BI9w43AXqqQxoHAbjC5nvvdR1SaJ/LOTFP0YzqWPOSMGjvyZH3Yqg+rNbfhLkRWoVlADQp1htXPwShhWYzSMEG17jfd1Pg5VYYzgbPKINOYUjahY+xblDRG7eeLZWfkLEwUMRGSxft3Nqex1tM4sJmYmkgve/Phf14/M+Gln3OZZgYlsxHrhZkgJiHzzmTEFTIjphYoU9xuSVhEFWXGXqZi6zeXy66C12pcNdzbVq39UNyhDCdwCufQhAtoww10wAMGHJ7hDd6dyHlyXpzXn2jJKf4cwx85H98cqotw</latexit>

b)

<latexit sha1_base64="kj1PtJLY50hBRQ/ll58J9mxaucw=">AAAB7nicbZDNTsJAFIWn/iL+oS7dTAQTV6SwUXckblxiYgUDlUyHW5gwndaZWyNpeA7dGKMrH8YX8G0csAsFz+qbe84k99wgkcKg6345S8srq2vrhY3i5tb2zm5pb//GxKnm4PFYxrodMANSKPBQoIR2ooFFgYRWMLqY+q0H0EbE6hrHCfgRGygRCs7Qju5UpddFeMQMwnBS6ZXKbtWdiS5CLYcyydXslT67/ZinESjkkhnTqbkJ+hnTKLiESbGbGkgYH7EBdCwqFoHxs9nWE3ocxpriEOjs/TubsciYcRTYTMRwaOa96fA/r5NieOZnQiUpguI2Yr0wlRRjOi1P+0IDRzm2wLgWdkvKh0wzjvZERVu/Nl92Ebx69bzqXtXLjdv8DgVySI7ICamRU9Igl6RJPMKJJs/kjbw7986T8+K8/kSXnPzPAfkj5+MboLGP4g==</latexit><latexit sha1_base64="kj1PtJLY50hBRQ/ll58J9mxaucw=">AAAB7nicbZDNTsJAFIWn/iL+oS7dTAQTV6SwUXckblxiYgUDlUyHW5gwndaZWyNpeA7dGKMrH8YX8G0csAsFz+qbe84k99wgkcKg6345S8srq2vrhY3i5tb2zm5pb//GxKnm4PFYxrodMANSKPBQoIR2ooFFgYRWMLqY+q0H0EbE6hrHCfgRGygRCs7Qju5UpddFeMQMwnBS6ZXKbtWdiS5CLYcyydXslT67/ZinESjkkhnTqbkJ+hnTKLiESbGbGkgYH7EBdCwqFoHxs9nWE3ocxpriEOjs/TubsciYcRTYTMRwaOa96fA/r5NieOZnQiUpguI2Yr0wlRRjOi1P+0IDRzm2wLgWdkvKh0wzjvZERVu/Nl92Ebx69bzqXtXLjdv8DgVySI7ICamRU9Igl6RJPMKJJs/kjbw7986T8+K8/kSXnPzPAfkj5+MboLGP4g==</latexit><latexit sha1_base64="kj1PtJLY50hBRQ/ll58J9mxaucw=">AAAB7nicbZDNTsJAFIWn/iL+oS7dTAQTV6SwUXckblxiYgUDlUyHW5gwndaZWyNpeA7dGKMrH8YX8G0csAsFz+qbe84k99wgkcKg6345S8srq2vrhY3i5tb2zm5pb//GxKnm4PFYxrodMANSKPBQoIR2ooFFgYRWMLqY+q0H0EbE6hrHCfgRGygRCs7Qju5UpddFeMQMwnBS6ZXKbtWdiS5CLYcyydXslT67/ZinESjkkhnTqbkJ+hnTKLiESbGbGkgYH7EBdCwqFoHxs9nWE3ocxpriEOjs/TubsciYcRTYTMRwaOa96fA/r5NieOZnQiUpguI2Yr0wlRRjOi1P+0IDRzm2wLgWdkvKh0wzjvZERVu/Nl92Ebx69bzqXtXLjdv8DgVySI7ICamRU9Igl6RJPMKJJs/kjbw7986T8+K8/kSXnPzPAfkj5+MboLGP4g==</latexit>

Figura 3.6: Sistema de tres medios con múltiples reflexiones. (a) Coloide confinado
siendo n1 el ı́ndice de refracción del medio incidente, n2 el medio matriz, np el ı́ndice
de refracción de las part́ıculas y n3 el ı́ndice de refracción del último medio. (b) Medio

efectivo donde nef, es el ı́ndice de refracción efectivo.

3.5.1. Maxwell Garnett

El modelo mas común de MME que se usa para suspensiones coloidales es el de

Maxwell Garnett[45, 46]. Este MME se ha utilizado muchas veces y en ocasiones ha

sido utilizado fuera de sus ĺımites de validez. Se sabe que es válido cuando el tamaño de

las part́ıculas es muy pequeño comparado con la longitud de onda de radiación, y si la

fracción de volumen que ocupan las part́ıculas, f , es pequeño o moderadamente pequeño.
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La expresión del MME de Maxwell Garnett para su permitividad eléctrica efectiva para

una suspensión coloidal está descrita por,

εMG
ef = εm

2f(εp − εm) + εp + 2εm
2εm + εpf(εm − εp)

, (3.184)

donde εm es la permitividad del medio matriz, εp es la permitividad de las part́ıculas y

f es la fracción de volumen ocupada por las part́ıculas. Se considera que las part́ıculas

son no magnéticas, el ı́ndice de refracción de MG se obtiene de la ecuación (3.184),

nMG
ef =

√
εMG
ef . (3.185)

3.5.2. van de Hulst

El segundo modelo de medio efectivo que será considerado en la tesis, es el llamado,

ı́ndice de refracción de van de Hulst[65], descrito por

nvdH
ef = n2

[
1 +

3if

2x3
S(0)

]
, (3.186)

donde x es el parámetro de tamaño de part́ıcula en la matriz, es decir, x=kon2a,

ko=2π/λ, es el número de onda en el vaćıo, λ es la longitud de onda en el vaćıo, n2

es el ı́ndice de refracción del medio matriz que rodea a las part́ıculas, a es el radio de

las part́ıculas, f es la fracción de volumen y S(0) es la amplitud de esparcimiento en

dirección de incidencia[66].

El IR efectivo de van de Hulst (vdH) ha sido derivado por varios autores[77–79],

incluyendo esta tesis, como se mostró al final de la sección 3.2.1, pero su más simple

derivación es encontrada en el libro de van de Hulst[65], y esta es la razón del por que

muchos autores le asignan este nombre. La ecuación (3.186) puede utilizarse únicamente

para coloides diluidos, pero con tamaños de part́ıculas pequeños o mayores comparados

a la longitud de onda. En los siguientes casos, su uso se restringe al cálculo de las

caracteŕısticas de propagación de luz en el “bulto”, pero debido a la naturaleza no-local

de la permitividad efectiva y la presencia inesperada de una permeabilidad magnética

no-local[8], el uso del ı́ndice de refracción de van de Hulst junto con las expresiones de

Fresnel se torna no leǵıtimo[8]. El uso de nombre de MME de vdH es por simplicidad, y

por esta razón se va a comparar su uso no restringido en las relaciones de Fresnel, con

las predicciones de nuestro modelo de esparcimiento múltiple.
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3.5.3. Reflectividad óptica para un modelo de medio efectivo

En la aproximación de medio efectivo, una peĺıcula coloidal se considera como un

medio homogéneo con un IR efectivo nef. Considerando como una peĺıcula coloidal con-

finada de espesor h, como el problema canónico de los tres medios, para la reflexión y

transmisión de luz que se resuelve en muchos libros de texto[70, 82]. Por lo tanto, para

calcular la reflectancia óptica de una peĺıcula coloidal delgada con un IR efectivo se

usará la siguiente expresión,

r123 =
r12 + r23e

2ik2zh

1 + r12r23e2ik2zh
, (3.187)

donde rij están descritos por los coeficientes de reflexión de Fresnel[70, 82] para la

polarización de luz correspondiente en la interfaz del medio 1/medio 2 o del medio

2/medio 3. Estos coeficientes ya fueron presentados a detalle en las ecuaciones (3.148,

3.149, 3.152, 3.153). Para n2 se usa el IR efectivo descrito por la ecuación (3.185) o por

la ecuación (3.186). θi es el ángulo de incidencia y ko=2π/λ, es el número de onda en el

vaćıo, y λ la longitud de onda.

3.6. Esparcimiento múltiple comparado con medio efectivo

En esta sección se realizan las comparaciones de los resultados teóricos de los modelos

de medio efectivo y el de esparcimiento múltiple, viendo en que casos se tiene una buena

respuesta por parte del medio efectivo en comparación al esparcimiento múltiple.

3.6.1. Reflectancia como función del ángulo de incidencia a diferentes

longitudes de onda

En esta subsección se presentan los resultados teóricos del modelo de esparcimiento

múltiple a diferentes longitudes de onda. Un comparativo de todos los modelos se rea-

lizará en la siguiente subsección una vez que hayamos mostrado si alguna longitud de

onda es mejor que otra para observar la presencia de las part́ıculas.

En la Fig. 3.7 se muestra la reflectividad óptica de una peĺıcula de nanopart́ıculas

(NPs) de oro de 20 nm de radio a una fracción de volumen del 0.005 %, y dos espesores

de la peĺıcula de 4 µm y 12 µm.
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Figura 3.7: Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de oro de 20 nm de
radio considerando una polarización TM de la luz usando diferentes longitudes de onda
con un ancho de cintura de 25 µm y una fracción de volumen del 0.005 %. (a) El espesor
de la peĺıcula es de 4 µm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 12 µm. Las longitudes de
onda son 500 nm, 600 nm, 700 nm, 800 nm y 900 nm. El recuadro que aparece en la

derecha de es una ampliación de la zona entre los dos ángulos cŕıticos.

Se observa que al utilizar una longitud de onda de 500 nm muy cercana a la resonancia

de plasmones del oro, la presencia de part́ıculas es más notoria a esta longitud de onda,

es decir, la reflectancia cae un 25 % en el pico mas pronunciado, a esta longitud de

onda, mientras que al ir cambiando la longitud de onda la reflectancia se va acercando

más a la unidad. Debido a que esta caracteŕıstica es importante en nuestro estudio, se

ocupará una longitud de onda cercana a ésta y una adicional para el estudio de otro

tipo de part́ıculas. A continuación se realizarán comparaciones entre los tres modelos,

observando si existen diferencias entre ellos.

3.6.2. Reflectividad como función del ángulo de incidencia a diferentes

tamaños de part́ıcula

Presentando las gráficas para part́ıcula de oro pequeña donde debeŕıa tener un com-

portamiento muy similar entre todos los modelos, ya sean efectivos o el de esparcimiento

múltiple.
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Figura 3.8: Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de oro de 20 nm de
radio considerando un promedio de polarización de la luz del 10 % en TE y 90 % en
TM usando una longitud de onda de 543 nm con un ancho de cintura de 17 µm y una
fracción de volumen del 0.0003 %. (a) El espesor de la peĺıcula es de 18.5 µm. (b) El
espesor de la peĺıcula es de 21.06 µm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell
Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea
morada sólida es el CSM. El recuadro a la derecha es un aumento en la zona de la

extinción para observar mejor los cambios en ambas mediciones.

Ahora si aumentamos el tamaño de part́ıcula, MG debeŕıa presentar diferencias con

respecto al CSM. Lo interesante es observar qué sucede con el MME de vdH.

Figura 3.9: Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de oro de 200 nm de
radio connsiderando un promedio de polarización de la luz del 10 % en TE y 90 % en
TM usando una longitud de onda de 517 nm, un ancho de cintura de 35 µm y una
fracción de volumen del 0.0006 %. (a) El espesor de la peĺıcula es de 9.3 µm. (b) El
espesor de la peĺıcula es de 25 µm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell
Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea
morada sólida es el CSM. El recuadro a la derecha es un aumento en la zona de la

extinción para observar mejor los cambios en ambas mediciones.

Algo que no se esperaba es que vdH tuviera un comportamiento muy similar al CSM,

pero en este ejemplo se observa una similitud muy alta con respecto al esparcimiento

múltiple. Por el momento, se presentarán resultados de part́ıcula grande, debido a este

resultado para saber en qué momento vdH tiene diferencias con el CSM. Para ello se
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cambiará de tipo de part́ıculas y se utiliza PMMA inmersas en agua de 226 nm de radio,

obteniendo los siguientes resultados.

Figura 3.10: Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de PMMA de 226
nm de radio con una polarización TM usando una longitud de onda de 517 nm y un
ancho de cintura de 10 µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 3.98 µm y una fracción
de volumen del 1.6 %. (b) El espesor de la peĺıcula es de 3.98 µm y una fracción de
volumen del 4.5 %. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La ĺınea
roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida es el

CSM.

En este caso en particular (ver Fig. 4.6) se observa una diferencia como era de esperarse

con el MME de MG debido a que este tipo de part́ıculas no presentan absorción. Además,

se observa una diferencia entre los modelos de MME de vdH y el modelo del CSM a partir

del primer ángulo cŕıtico en adelante. Entre mayor sea la fracción de volumen, mayores

serán las diferencias entre modelos. Falta observar el comportamiento del experimento

para dar una conclusión respecto si el MME de vdH o el CSM, describen mejor al

experimento.

Utilizando otro tipo de part́ıculas, como es el dióxido de titanio (rutilo), para un

tamaño de part́ıcula de 202 nm de radio como radio mas probable y debido a las bajas

fracciones de volumen utilizadas, se considerará un sistema monodisperso.
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Figura 3.11: Reflectividad para una peĺıcula coloidal confinada de PMMA de 202
nm de radio con una polarización de la luz del 20 % en TE y 80 % en TM usando
una longitud de onda de 638 nm y un ancho de cintura de 22 µm. (a) El espesor de
la peĺıcula es de 12 µm y una fracción de volumen del 0.025 %. (b) El espesor de la
peĺıcula es de 7.8 µm y una fracción de volumen del 0.1 %. La ĺınea punteada azul es
el modelo de Maxwell Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van

de Hulst. La ĺınea morada sólida es el CSM.

Debido a que son fracciones de volumen bajas la similitud entre el MME de vdH y el

CSM es muy alta, es decir, las diferencias son mı́nimas y por lo tanto para este tipo de

sistemas se puede usar al MME de vdH. Si se considera una fracción de volumen mucho

mayor al 2 % las diferencias podŕıan ser considerables entre el modelo de medio efectivo

y el de esparcimiento múltiple. Por lo tanto, usar al CSM seŕıa una mejor aproximación.

Todos estos resultados deben ser verificados con el experimento y serán presentados en

el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 4

Comparación

teórico-experimental

Para validar los modelos teóricos mencionados en el caṕıtulo anterior, vamos a realizar

mediciones experimentales en una configuración de reflexión interna. Lo que quiere decir,

que el medio de incidencia tiene un IR mayor que la suspensión coloidal. La razón

para usar esta configuración se debe a que se observa mucho mejor la contribución de

las part́ıculas, si se compara con una configuración de reflexión externa, donde el haz

incidente proviene de un medio con un IR menor. Además, los experimentos propuestos

sugieren una mayor precisión para caracterizar la suspensión coloidal. En este caṕıtulo,

se describirá el diseño experimental y el procedimiento para obtener la reflectancia óptica

como función del ángulo de incidencia. Además se presentan las comparaciones teóricas

con las mediciones experimentales de la reflectividad óptica como función del ángulo de

incidencia. Para generar las curvas teóricas, se utilizaron los parámetros nominales de

los ı́ndices de refracción de las part́ıculas y su tamaño, incluyendo los valores medidos de

los espesores de la peĺıcula coloidal y la polarización de cada uno de los láseres usados.

Se debe aclarar que no se realizó ningún ajuste a estos parámetros.

4.1. Diseño experimental

Un esquema de nuestro diseño experimental es presentado en la Fig. 4.1.

56
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Figura 4.1: Diseño experimental para mediciones de reflectancia en una configura-
ción de reflexión interna. La peĺıcula coloidal confinada está entre el cubreobjetos y
la cara plana del prisma semicircular. Dos goniómetros motorizados controlados por
una computadora que rotan independientemente el prisma y el brazo que sujeta el

fotodetector.

El diseño experimental consiste de un prisma semi-circular hecho de vidrio BK7, con

un radio de 3 cm, fijado en la parte superior de dos goniómetros motorizados. Ambos

goniómetros están alineados en el mismo eje de rotación y el prisma es colocado de

tal manera que el eje de rotación sea paralelo al centro de la cara plana del prisma

semi-circular. Para colocar la muestra al centro de la cara plana del prisma, primero se

depositó una gota de la suspensión coloidal de masa conocida sobre un cubreobjetos. A

partir de la masa de la gota, además de considerar la densidad del agua tridestilada, de

las part́ıculas que forman el coloide y la fracción de volumen de las part́ıculas se infiere el

volumen utilizado de muestra. El cubreobjetos con la gota del coloide se presiona contra

la interfaz plana del prisma formando una peĺıcula delgada coloidal entre el cubreobjetos

y la cara plana del prisma. Se tiene cuidado de que la gota coloidal llene completamente

el espacio entre el cubreobjetos y el prisma sin que exista un derrame (como se observa

la Fig. 4.2). Este proceso no es complicado debido a la tensión superficial del agua.

Como se conoce el volumen de la suspensión coloidal y el área del cubreobjetos, se

puede estimar el espesor de la peĺıcula coloidal (H), a partir de la expresión, H = V/A,

V es el volumen medido de la muestra y A es el área del cubreobjetos.
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Figura 4.2: Peĺıcula coloidal confinada de NPs de PMMA en agua tridestilada mos-
trando la cara donde se coloca el cubreobjetos con la suspensión para formar la peĺıcula

coloidal.

Se incide a la cara del prisma un haz láser como se muestra en la Fig. 4.1. El goniómetro

de arriba rota el prisma con la muestra, esto hace que cambie el ángulo de incidencia,

mientras que el goniómetro de abajo rota el brazo que sostiene el fotodetector con una

velocidad necesaria para que colecte el haz reflejado especularmente desde la interfaz

prisma-muestra. En su camino por el prisma, el haz láser se enfoca debido a que la

curvatura de la superficie del prisma es ciĺındrica. Esto cambia el ángulo de divergencia

del haz láser dentro del prisma. Por lo tanto, en el punto de reflexión con la muestra, el

haz láser tiene un ángulo de divergencia diferente que fuera del prisma. Luego, cuando

el haz reflejado especularmente sale del prisma, se enfoca nuevamente y luego vuelve a

aumentar más su divergencia angular, es por ello que se coloca una lente simple en el

brazo que sujeta el fotodetector para recoger toda la luz reflejada especularmente. El

ángulo de divergencia del haz láser en el reflejo de la interfaz prisma-muestra se estimó

de la siguiente manera. El prisma se giró de tal manera que el ángulo de incidencia

en la base del prisma fuera cero. Luego, la divergencia angular del haz transmitido fue

estimada por mediciones del tamaño del “spot”, a distancias grandes a partir del prisma,

y con este valor fue calculada la divergencia angular del haz láser que incide en el prisma,

que fue alrededor de 35µm para el láser de 517 nm. Hay que señalar que para cada láser

usado, se realizó este procedimiento.

El fotodetector que recolecta la luz reflejada especularmente se conecta a un medi-

dor de potencia modelo PM-300 Thorlabs Dual Channel. Además, se usaron diferentes

láseres, es decir, a diferentes longitudes de onda. El primer láser fue rojo a 638 nm

de longitud de onda, uno verde a 517 nm y otro a 543 nm de longitud de onda que

corresponden al color verde. Para algunas de las mediciones no se usó un polarizador,

ya que no se contaba con éste y por ello teńıamos una combinación de polarizaciones,

debido a que los láseres no estaban linealmente polarizados y se teńıa un porcentaje
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de las dos polarizaciones TE y TM durante la medición. Para los dos láseres verdes

tenemos una polarización TM del 90 % y 10 % en TE, mientras que el láser rojo tiene

un 80 % y 20 % respectivamente en cada polarización. Al final de los experimentos tuvi-

mos la oportunidad de agregar un polarizador y elegir alguna polarización en particular.

Los goniómetros y el medidor de potencia son controlados con una computadora y un

programa desarrollado en el laboratorio.

Los resultados que se muestran en este trabajo son NPs de tres diferentes materiales

y todas suspendidas en agua tridestilada. El primer tipo de coloide consiste en NPs

esféricas de Poly (metil metacrilato), conocido como PMMA, de radios de 73 nm y 226

nm, el fabricante no nos proporcionaba incertidumbres en los tamaños, por lo que se

usó la técnica de “dynamic light scattering” con un aparato comercial llamado Zetasizer

modelo Nano ZS90 para comprobar que los tamaños de part́ıcula de las muestras fueran

los que el fabricante especificaba.

El segundo tipo de coloide es una suspensión de part́ıculas de dióxido de titanio,

R902 (rutilo-TiO2), de la empresa “DuPont”. Estas NPs no son totalmente esféricas ni

monodispersas. Sin embargo, se consideran esferoidales y de acuerdo al fabricante, la

distribución de tamaños se pueden considerar como una log-normal con un radio mas

probable de 202 nm y un ancho de distribución[83] alrededor de σ=1.23. En trabajos

previos con el modelo del CSM para reflexión de luz coherente de un semi-espacio de

un coloide polidisperso de TiO2 se observó que para bajas concentraciones en volumen

se pod́ıa considerar como un sistema monodisperso de part́ıculas esféricas de un radio

igual al radio más probable[68]. Por lo tanto, en la tesis se consideran éstas part́ıculas

esféricas y de radio de 202 nm. El ı́ndice de refracción de bulto es del dióxido de titanio

rutilo. Debido a que es un material birefringente usamos la ráız cuadrada del promedio

de la permitividad para obtener el IR promedio.

El tercer tipo de coloide son suspensiones de NPs de oro (Au) de diferentes tamaños,

compradas de dos diferentes fabricantes. El primero se obtuvo de SkySpring Nanoma-

terials, Inc. que corresponde a part́ıculas de 20 nm de radio y de Sigma-Aldrich para

part́ıculas de 200 nm de radio. Estas NPs son esféricas y con ancho de distribución muy

angosto. Toda la información de tamaños fue proporcionada por el fabricante y el IR

del Au para las longitudes de onda usadas fueron tomados de la literatura[84].



60 Caṕıtulo 4: Comparación teórico-experimental

4.2. Consideraciones importantes para analizar el experi-

mento y la teoŕıa

Como ya se explicó en la última sección del caṕıtulo anterior, se debe considerar un

haz Gaussiano para simular lo mejor posible al experimento. Adicionalmente se debe

considerar que en nuestro modelo teórico el medio de incidencia es el BK7. La matriz de

los coloides es agua tridestilada. El medio de transmisión, que corresponde al medio 3, es

el aire. Sin embargo, en el experimento se tiene a la peĺıcula coloidal confinada entre el

prisma (que ya es considerada en la teoŕıa), y el cubreobjetos que no está considerado en

los modelos teóricos. Para incorporar el cubreobjetos en los modelos de tal manera que

se puedan comparar con las mediciones experimentales, simplemente se va a reemplazar

el coeficiente de reflexión r23 con un coeficiente de reflexión de tres medios (la interfaz

dos será vidrio-aire). Debido a que el cubreobjetos tiene un espesor de 0.185 mm que es

muy grande comparado con la longitud de onda, podemos ignorar la interferencia debido

a múltiples reflexiones dentro del cubreobjetos.

En la siguiente sección se presentan los resultados de las mediciones que se hicieron de

peĺıculas coloidales comparándolas con los modelos teóricos. Se realizaron varias medi-

ciones pero sólo se presentan los resultados más representativos para cada caso analizado.

Se observa que en todos los casos experimentales aparecen dos ángulos cŕıticos. El primer

ángulo cŕıtico se debe a la interfaz prisma-aire, mientras que el segundo ángulo cŕıtico

corresponde a la interfaz prisma-peĺıcula coloidal. Se observa que entre los dos ángulos

cŕıticos hay una pérdida en reflectancia debido a la extinción de la peĺıcula coloidal, es

decir, hay pérdidas en la reflectancia debido a la absorción o al esparcimiento de las

part́ıculas.

4.3. Validación teórico-experimental

Para el caso de las suspensiones de TiO2 se usó únicamente el láser rojo, y para las

suspensiones coloidales de NPs de PMMA se usaron los dos láseres verdes, 543 nm y 517

nm de longitud de onda. Para las mediciones de peĺıculas coloidales de oro, se utilizó

el láser verde ya que es la longitud de onda donde se tiene la resonancia plasmónica

del oro más notoria, por lo que se observan mayores pérdidas a esa longitud de onda.

Los valores de los ı́ndices de refracción de las part́ıculas en sus respectivas longitudes de

onda se tomaron de la literatura. Para el oro a 543 nm de longitud de onda su IR[84] es

de, n= 0.463+2.265i y para la longitud de onda de 517 nm[84], n= 0.6798+1.986i; para

las part́ıculas PMMA a 543 nm el IR[85] es de, n=1.493; y a 517 nm el IR[85], n=1.494;
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para el TiO2 a 638 nm el IR[86] es n=2.581 y por último el IR del agua[87] a 517 nm,

n=1.335, para 543 nm, n=1.334 y para 638 nm n=1.331.

En las siguientes secciones se presentan los comparativos de cada uno de las resultados

de las diferentes suspensiones coloidales.

4.4. Peĺıcula coloidal de NPs de oro

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestra la reflectividad como función del ángulo de inciden-

cia para peĺıculas extremadamente pequeñas, a una fracción de volumen del 0.0003 %

para suspensiones de NPs de oro de 20 nm y 200 nm de radio, respectivamente. Se usa-

ron dos diferentes espesores para cada tamaño de part́ıcula. Se puede observar en estas

gráficas la presencia de dos ángulos cŕıticos, uno entre el vidrio BK7 y el aire alrededor

de 41 grados, y uno segundo entre el vidrio BK7 y el medio homogéneo, en este caso

agua tridestilada, alrededor de 61 grados. Evidentemente, la influencia de las part́ıculas

coloidales es más importante para ángulos de incidencia alrededor y entre los dos ángu-

los cŕıticos. La contribución máxima de las part́ıculas a la reflectividad se observa un

valle en las curvas justo antes del segundo ángulo cŕıtico. F́ısicamente estos ángulos de

incidencia corresponden a la luz que viaja paralela a la interfaz de la peĺıcula coloidal.

Es notable que a una fracción de volumen de part́ıculas de oro tan pequeña se detecte

en pocos microlitros (2-12 µl) de muestra.

En el caso de NPs de oro de 20 nm de radio se espera que el modelo de medio efectivo

de MG sea una aproximación válida. A estos tamaños de part́ıculas el esparcimiento es

despreciable, sin embargo, la absorción no lo es, debido a que la longitud de onda usada

fue de 543 nm, que es cercana la absorción óptima. Entonces, como era de esperarse,

el MME de MG reproduce de manera correcta la curva experimental en la Fig. 4.3. De

igual manera, se puede observar que los modelos de van de Hulst y el CSM, también

reproducen correctamente los datos experimentales.
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Figura 4.3: Reflectividad óptica de una peĺıcula coloidal confinada de oro de 20 nm
de radio con un promedio de polarización del 10 % en TE y 90 % en TM del láser de 543
nm de longitud de onda con un ancho de cintura de 17 µm y una fracción de volumen
del 0.0003 %. (a) El espesor de la peĺıcula es de 18.5 µm. (b) El espesor de la peĺıcula
es de 21.06 µm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La ĺınea roja
punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida es el CSM.
Los puntos verdes son los datos experimentales. El recuadro a la derecha es un aumento

en la zona de la extinción para observar mejor los cambios en ambas mediciones.

Para las NPs de 200 nm de radio no se espera que MG sea una buena aproximación. Se

observa en la Fig. 4.4, que MG se desv́ıa considerablemente de los datos experimentales,

sin embargo reproduce de manera cualitativa la forma de la curva. Los otros dos modelos,

vdH y CSM, reproducen de manera correcta la curva experimental.

Figura 4.4: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de oro de 200 nm de radio
con un promedio de polarización del 10 % en TE y 90 % en TM del láser de 517 nm
de longitud de onda, un ancho de cintura de 35 µm y una fracción de volumen del
0.0006 %. (a) El espesor de la peĺıcula es de 9.3 µm. (b) El espesor de la peĺıcula es de
25 µm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La ĺınea roja punteada
con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida es el CSM. Los puntos
verdes son los datos experimentales. El recuadro a la derecha es un aumento en la zona

de la extinción para observar mejor los cambios en ambas mediciones.

En la Figs. 4.3 y 4.4, para ángulos de incidencia bajos, menores al ángulo cŕıtico de la

interfaz prisma-aire, todos los modelos tienen el mismo comportamiento. De hecho, para
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estos ángulos la reflectividad es básicamente insensible a la presencia de las part́ıculas y

por lo tanto, corresponde únicamente a la reflectividad de la peĺıcula de agua tridestilada.

También debemos observar, que las oscilaciones por interferencia se suavizan casi por

completo en los cálculos teóricos, en comparación con lo que se tendŕıa con una onda

plana, como resultado del uso del valor estimado del ancho de cintura del haz usando la

integral de la ecuación (3.183), algunas oscilaciones se conservan en las curvas teóricas.

Los datos experimentales no muestran estas oscilaciones. Se cree que esto se debe a que

no hubo un paralelismo perfecto entre las interfaces de la peĺıcula coloidal.

Ahora se muestran los resultados de las part́ıculas de PMMA a dos diferentes tamaños.

4.5. Peĺıcula coloidal de NPs de PMMA

En las Figs. 4.5 y 4.6 se muestra la reflectividad en función del ángulo de incidencia

para una peĺıcula coloidal de NPs de PMMA con tamaños de 73 nm y 226 nm de radio,

respectivamente. En cada figura se usaron diferentes fracciones de volumen y espesores

de las peĺıculas.

En este experimento las muestras fueron mucho más concentradas, entre el 2 % y el

4 % de fracción de volumen. Pudiendo apreciar que el CSM y el MME de vdH repro-

ducen adecuadamente las curvas experimentales. Sin embargo, el MME de MG falla

completamente después del primer ángulo cŕıtico. Esto se esperaba, debido a que en

este caso la absorción es despreciable y las pérdidas dentro de la peĺıcula coloidal son

debidas únicamente al esparcimiento y el MME de MG no toma en cuenta pérdidas por

esparcimiento. Se muestra de cualquier forma los resultados de MG para enfatizar el

punto y que antes del primer ángulo cŕıtico se puede considerar el uso del MME de MG.

En la Fig. 4.5 se aprecian algunas oscilaciones, y esto es debe a que el paralelismo entre

las interfaces de la peĺıcula coloidal es mucho mejor comparado a las otras mediciones.

También se observan algunas diferencias entre los modelos teóricos del CSM y el MME

de vdH y el experimento en el rango de ángulos de incidencia entre 50 y 60 grados. Se

cree que se debe al error en el espesor estimado de la peĺıcula coloidal, lo cual podŕıa

pasar si la peĺıcula coloidal no llena completamente el espacio entre el cubreobjetos y la

cara plana del prisma. La incertidumbre del espesor de la peĺıcula, se obtiene a partir

de la incertidumbre del peso medido, en este caso corresponde a la incertidumbre de la

balanza, que se relaciona directamente con el volumen de la gota y considerando el área

del cubreobjetos, se obtiene que la incertidumbre del espesor es de 100 nm.

En la Fig. 4.6 se observa la diferencia entre las predicciones del MME de vdH y el CSM

justo detrás del segundo ángulo cŕıtico, y claramente el CSM reproduce mucho mejor la
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Figura 4.5: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de PMMA de 73 nm de
radio con un promedio de polarización del 10 % en TE y 90 % en TM del láser de 543
nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17 µm. (a) El espesor de la peĺıcula
es de 12.4 µm y una fracción de volumen del 2 %. (b) El espesor de la peĺıcula es de
10.45 µm y una fracción de volumen del 4 %. La ĺınea punteada azul es el modelo de
Maxwell Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La

ĺınea morada sólida es el CSM. Los puntos verdes son los datos experimentales.

Figura 4.6: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de PMMA de 226 nm de
radio con una polarización TM del láser de 517 nm de longitud de onda y un ancho de
cintura de 10 µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 3.98 µm y una fracción de volumen
del 1.6 %. (b) El espesor de la peĺıcula es de 3.98 µm y una fracción de volumen del
4.5 %. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La ĺınea roja punteada
con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida es el CSM. Los puntos

verdes son los datos experimentales.

curva experimental que el modelo de vdH. Esta diferencia con el MME de vdH se hab́ıa

observado con anterioridad para la reflectividad de un coloide en un semi-espacio en una

configuración de reflexión interna[68].

En ambas figuras 4.5 y 4.6, se puede observar que el MME de MG, el de vdH y el

CSM difieren a ángulos bajos. Sin embargo, la comparación con los datos experimentales

a ángulos bajos no proporcionan ninguna idea, ya que las oscilaciones por interferencia

en las mediciones experimentales se promedian por completo, esto debido, a la ausencia

de un paralelismo perfecto entre las interfaces.
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4.6. Peĺıcula coloidal de NPs de TiO2

Finalmente, en la Fig. 4.7 presentamos la gráfica de la reflectividad óptica de una

suspensión de NPs de TiO2 usando un láser rojo. El TiO2 no tiene absorción pero

cuenta con un alto esparcimiento comparado con las otras suspensiones coloidales usadas.

Nótese que la fracción de volumen usada en estos experimentos es baja comparada

con el PMMA. Se aprecia de nuevo que ambos modelos, vdH y el CSM, reproducen

correctamente las mediciones experimentales. También hay que señalar que el MME

de MG falla en la región entre los dos ángulos cŕıticos por las razones anteriormente

explicadas.

Figura 4.7: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de PMMA de 202 nm
de radio con una polarización del 20 % en TE y 80 % en TM del láser de 638 nm de
longitud de onda y un ancho de cintura de 22 µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 12
µm y una fracción de volumen del 0.025 %. (b) El espesor de la peĺıcula es de 7.8 µm
y una fracción de volumen del 0.1 %. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell
Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea

morada sólida es el CSM. Los puntos verdes son los datos experimentales.

4.7. Ĺımites de validez del medio efectivo

En esta sección se presentarán diferentes resultados teóricos utilizando diferentes ı́ndi-

ces de refracción mostrando los casos en particular donde las teoŕıas de medio efectivo

son diferentes a las predicciones del CSM y algunos ĺımites de validez de los medios

efectivos. El primer caso que se analizan son coloides de NPs de PMMA como se ve en

la figura 4.8.
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4.7.1. Nanopart́ıculas de PMMA

Se utilizaron suspensiones de NPs de PMMA con un IR de 1.49. En general el CSM

predice mucho mejor los resultados experimentales junto con el vdH, pero ahora se ven

algunos casos donde se muestra que el modelo de vdH también falla.

Figura 4.8: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de PMMA con una po-
larización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17
µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.3 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
4 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La
ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

Como se observa en la Fig. 4.8 se tiene que el modelo de MG no considera pérdidas por

esparcimiento y la absorción es despreciable por lo que usar este modelo seŕıa totalmente

inadecuado. Además a partir del 4 % de fracción de volumen y el radio de 200 nm se

empiezan a observar estas diferencias, entre vdH y CSM únicamente en la parte del valle,

mientras que el corrimiento del segundo ángulo cŕıtico es casi nulo, lo cual no modificaŕıa

el valor del ı́ndice de refracción parte real. Si se usaran fracciones de volumen ligeramente

más altas y radios mucho mayores a 200 nm, las diferencias serán mucho mas visibles y

el único modelo que predice adecuadamente los resultados seŕıa el CSM. Se pueden usar

los modelos de vdH y el CSM de forma indiferente cuando tenemos part́ıculas menores a

100 nm de radio. Conociendo aśı que para este tipo de tamaños y fracciones de volumen

bajas lo conveniente es utilizar vdH por simplicidad.

4.7.2. Nanopart́ıculas de Nitruro de Silicio

Utilizando ahora un ı́ndice de refracción del 2.10 que corresponde al IR del nitruro de

silicio en el visible, las curvas de reflectancia se muestran en la figura 4.9. En la Fig. 4.9 el

modelo de MG es un modelo que no se debeŕıa usar para este tipo de part́ıculas. Además
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1.0 ······ MG 

.................... 
······ MG 

--- vdH --- vdH 
0.8 - CSM - CSM 

l06 
tl 
~ 04 

0.2 

0.0 
20 40 60 80 

Ángulo de incidencia [deg] 



Caṕıtulo 4: Comparación teórico-experimental 67

Figura 4.9: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de part́ıculas de un IR de
2.10 con una polarización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de
cintura de 17 µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen
del 0.03 % y un radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción
de volumen del 1 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de
Maxwell Garnett. La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La

ĺınea morada sólida es el CSM.

a partir del 1 % de fracción de volumen y el radio de 200 nm se empiezan a observar

estas diferencias, entre vdH y CSM. Si se usan fracciones de volumen ligeramente más

altas y radios mucho mayores a 200 nm, las diferencias serán mucho más visibles. A

diferencia del caso anterior en el que las fracciones de volumen son mucho menores y

esto es debido al IR mucho mayor al caso del PMMA. De igual forma el CSM tendŕıa

un mejor comportamiento comparado a los MME.

4.7.3. Nanopart́ıculas de TiO2

En esta subsección se consideran part́ıculas de un ı́ndice de refracción de 2.68. Se

tiene un caso similar al de la Fig. 4.9 y tiene un comportamiento similar debido a su

cercańıa en IR. Se observa que las mayores diferencias son en el segundo ángulo cŕıtico

y ángulos justos después del primer ángulo cŕıtico. A pesar de que las diferencias no son

muy grandes, entre más grande sea la part́ıcula y el ı́ndice de refracción aumente (sin

tener absorción), las diferencias irán incrementándose y el modelo del CSM suponemos

que describirá mejor el experimento.
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Figura 4.10: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de TiO2 con una pola-
rización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17 µm.
(a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.03 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
1 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La
ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

A continuación se estudian los ĺımites de validez pero en el caso de part́ıculas metálicas.

4.7.4. Nanopart́ıculas de Oro

Para el caso del oro con un IR de 0.791+2.023i, se podŕıa esperar que MG tuviera un

comportamiento similar a vdH y CSM, debido a que el tamaño de part́ıcula no es muy

pequeña comparada a la longitud de onda como se observa en la Fig. 4.11. El MME de

MG falla ligeramente en la zona angular entre los dos ángulos cŕıticos debido a que la

part́ıcula es de 100 nm de radio, y se puede deducir que la parte debida a la extinción

MG fallaŕıa en la predicción. En cambio vdH y CSM podŕıa funcionar bastante bien

para tamaños de 100 nm para abajo y fracciones de volumen no muy altas. En cambio

si aumenta la fracción de volumen y el tamaño de part́ıcula, el CSM predice mejores

resultados y por lo tanto para part́ıculas mayores de 200 nm y densidades mayores al

1 % en fracción de volumen, vdH no será adecuado usarlo.

Ahora presentaremos el caso de NPs de plata, otro metal comúnmente usado en

coloides y en nanofotónica.
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Figura 4.11: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de oro con una polari-
zación TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17 µm.
(a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.003 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
1 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La
ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

4.7.5. Nanopart́ıculas de Plata

Considerando un IR de 0.05+3.27i de la plata se tiene la Fig. 4.12, en este caso lo

que se observa es un cambio mucho mas drástico comparado con los resultados de NPs

de oro. A partir de 100 nm de radio y 0.1 % de fracción de volumen, los cambios son

mucho más notables. El caso que se presenta en la Fig. 4.12b, es ligeramente mayor y se

observan corrimientos en ángulo cŕıtico usando MG alrededor de 5 grados, lo que estaŕıa

prediciendo algo totalmente incorrecto. Las fallas usando el modelo de vdH no son tan

graves comparados con el modelo de MG, pero se sigue teniendo diferencias en la zona

de la extinción y daŕıa la impresión de que se está considerando una fracción de volumen

mucho mayor que la utilizada, debido a la cáıda de la reflectancia entre el primero y

segundo ángulo cŕıtico. Para terminar el caso de part́ıculas metálicas mostremos el caso

del aluminio.
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Figura 4.12: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de plata con una pola-
rización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17 µm.
(a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.003 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
0.4 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett.
La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

4.7.6. Nanopart́ıculas de Aluminio

Para el caso de NPs de aluminio, que se sabe que es un buen reflector, y considerando

un IR de 0.868+6.22i, se tiene la Fig. 4.13.

Figura 4.13: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de aluminio con una
polarización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17
µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.3 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
0.4 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett.
La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.
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Las diferencias con el modelo de MG son muy notorias en ambas gráficas y se ven aún

mas estas diferencias cuando se incrementa la fracción de volumen, en comparación con

el oro o en el caso muy marcado de la plata. Se observa en la Fig. 4.13b un corrimiento

hacia la izquierda, en cambio en la plata hab́ıa un corrimiento hacia la derecha, lo cual

implica un cambio considerable en las propiedades ópticas del sistema y que se debeŕıa

tener cuidado al usar MG para este tipo de part́ıculas con tamaños mayores a 200 nm

de radio.

Por último, veamos qué sucede para el caso donde tengamos un IR con una parte real

muy grande y una cierta parte imaginaria. En este caso se analizan part́ıculas de Silicio.

4.7.7. Nanopart́ıculas de Silicio

En el caso del Silicio, que es un semiconductor, con un IR de 4.223+0.061i se observa

en la Fig. 4.14 que el modelo de MG sigue teniendo diferencias con respecto a vdH y CSM,

y se vuelve a tener el caso que para part́ıcula pequeña y fracciones de volumen bajas:

vdH y CSM se comportan de manera similar. Sin embargo se tienen ligeras diferencias

cuando el tamaño de part́ıcula es mayor de 200 nm de radio y fracciones de volumen

mayores al 1 %.

Figura 4.14: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de silicio con una pola-
rización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 17 µm.
(a) El espesor de la peĺıcula es de 17 µm y una fracción de volumen del 0.03 % y un
radio de 100 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
1 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La
ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.
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Es importante señalar que el medio efectivo de van de Hulst es muy buena aproxima-

ción para la reflectividad entre dos ángulos cŕıticos cuando se tenga el caso de part́ıcula

pequeña y fracciones de volumen bajas. Mientras que el MME de MG es recomendable

solo cuando se consideren part́ıculas muy pequeñas y absorbentes (la absorción debe do-

minar sobre el esparcimiento que es pequeño para part́ıculas pequeñas), comparadas con

la longitud de onda, es decir, menores a 40 nm las predicciones serán adecuadas siempre

y cuando tengamos fracciones de volumen bajas. En todos los casos el CSM será un

modelo mucho mejor, siempre y cuando no tengamos fracciones de volumen muy altas,

mayores al 10 %, y siempre con el cuidado de que el IR de las part́ıculas no esté muy

alejado del IR de la matriz, como es el caso del TiO2 donde las fracciones de volumen

serán más bajas del 10 % para la validez del modelo como se mostró en los ejemplos de

esta sección, además debido a la naturaleza del modelo del CSM, este modelo tiene sus

limitaciones en fracciones de volumen altas.

4.8. Comentarios adicionales

En esta última sección del caṕıtulo, se muestran cálculos de reflectividad con los tres

modelos para ángulos de incidencia bajos. Como ya se mostró en la sección anterior

las diferencias más grandes entre modelos se encuentran entre la zona angular de los

dos ángulos cŕıticos. Pero ahora nos enfocaremos a ángulos bajos, mostrando una región

angular entre 10 y 40 grados. Observando qué sucede para part́ıculas grandes y fracciones

de volumen altas. Como es de esperarse cuando tenemos fracciones de volumen bajas, la

contribución debido a las part́ıculas es muy pequeña (tanto en valor absoluto como en

valor relativo) en ángulos bajos. De hecho mientras mas grandes las part́ıculas, menos

la contribución de estas a la reflectividad a ángulos bajos. Pero lo que no se sabe, es

en el caso de fracciones de volumen altas. Nos enfocaremos para peĺıculas coloidales de

PMMA y dióxido de titanio, debido que experimentalmente se puede llegar a fracciones

de volumen muy altas. Para el caso del PMMA, tenemos la siguiente figura.

Como se observa en la Fig. 4.15a los tres modelos no se separan considerablemen-

te aunque MG a lo largo de la curva sobreestima la reflectancia muy cerca del primer

ángulo critico. El modelo de vdH, va ligeramente desfasado con respecto al CSM pero

las diferencias no son muy fuertes. Mientras que en la Fig. 4.15b se observa una sobre-

estimación de MG con respecto al vdH y CSM. En ambos casos se tiene un tamaño de

part́ıcula grande y una fracción de volumen alta. Se puede concluir que para tamaños

de part́ıculas pequeñas las diferencias podŕıan ser despreciables.
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Figura 4.15: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de PMMA con una
polarización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 25
µm. (a) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del 5 % y un
radio de 200 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del
10 % y un radio de 200 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett.
La ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

Ahora, cambiando de tipo de part́ıcula, pasamos al dióxido de titanio.

0 .02

Figura 4.16: Reflectividad de una peĺıcula coloidal confinada de TiO2 con una pola-
rización TM del láser de 515 nm de longitud de onda y un ancho de cintura de 25 µm.
(a) El espesor de la peĺıcula es de 4 µm y una fracción de volumen del 5 % y un radio
de 250 nm. (b) El espesor de la peĺıcula es de 10 µm y una fracción de volumen del
1 % y un radio de 250 nm. La ĺınea punteada azul es el modelo de Maxwell Garnett. La
ĺınea roja punteada con puntos es el modelo de van de Hulst. La ĺınea morada sólida

es el CSM.

Lo que se obtiene para part́ıcula grande y fracción de volumen alta, como se ve en la

Fig. 4.16a pero espesor delgado es una sobreestimación de MG en reflectancia y además

se observa que vdH va muy desfasado con el CSM, pero cerca del ángulo cŕıtico entre el

vidrio-aire, los dos modelos se vuelven a juntar. Es interesante observar las oscilaciones

que se observan en vdH y CSM, esto es debido a las resonancias de Mie, ya que en el MME

de MG no aparecen estos mı́nimos. Para una densidad relativamente baja (1 %), pero
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un espesor mucho mayor que el caso (a), observamos una diferencia mucho mayor entre

los tres modelos pero cualitativamente vdH y CSM guardan el mismo comportamiento.

Es importante señalar que en realidad hay diferencias entre los tres modelos en ángu-

los bajos, pero en ocasiones debido al tipo de muestras con las que se trabajan estas

diferencias son despreciables. Lo que se debe de tener en mente es que para part́ıculas

grandes y fracciones de volumen altas, si observamos ángulos de incidencia bajos ten-

dremos diferencias. Caracterizar sistemas de peĺıculas confinadas coloidales en ángulos

bajos, resulta ser retador, debido a que el sistema óptico con el que se mediŕıa tendrá

que tener una muy buena resolución en el valor de la reflectividad (por ejemplo, por

debajo de 0.1 %), que en general es dif́ıcil.



Caṕıtulo 5

Propiedades Ópticas de

nanofluidos aplicado a sensores

En este caṕıtulo se presentan resultados experimentales que ilustran posibles aplica-

ciones del conocimiento y metodoloǵıa generados a sensores optoqúımicos. Se propone e

investiga un método para determinar el tamaño o el indice de refracción de nanopart́ıcu-

las coloidales no-absorbentes utilizando el dispositivo experimental propuesto en esta

tesis, y el modelo de medio efectivo de vdH. Se muestra la viabilidad de monitorear la

formación de agregados como base para usar nanocoloides como sensores optoqúımicos.

5.1. Obtención del tamaño de part́ıcula a partir de propie-

dades ópticas de coloides

En esta sección se trabajará con nanofluidos, para los que se puede usar el modelo

de medio efectivo de vdH, analizado en el Caṕıtulo 3. Principalmente se utilizará la

ecuación (3.186), para caracterizar el ı́ndice de refracción de una suspensión coloidal de

part́ıculas diluidas. Generalmente, la ecuación (3.186) es un número complejo. La parte

real de nef se relaciona con la refracción de un haz de luz colimado en la interfaz con

un nanofluido[88, 89]. La parte imaginaria está relacionada con la atenuación de la luz

y cómo se propaga a través de la suspensión coloidal. La intensidad de la componente

coherente de la luz decae de acuerdo a la ley de Beer-Lambert[90, 91],

I = Ioe
−2koIm(nef)z, (5.1)

donde se define, generalmente, µext=2koIm(nef) como el coeficiente de extinción. El coe-

ficiente de extinción también se relaciona con las secciones transversales de esparcimiento

75
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(σsca) y de absorción (σabs) de las part́ıculas de la siguiente manera

µext = ρσsca + ρσabs, (5.2)

donde ρ es la densidad de número de las part́ıculas. Tanto la parte real e imaginaria del

nef juegan un papel muy importante en la reflectividad óptica. Sin embargo, dependiendo

del tamaño de part́ıcula y la composición del nanofluido, las ecuaciones de Fresnel con

un ı́ndice de refracción efectivo pueden requerir correcciones[10].

La ecuación (3.186), predice una relación lineal entre el incremento del ı́ndice de

refracción, y la concentración de las part́ıculas. Esto considera, que el esparcimiento

debido a las part́ıculas está en el régimen de esparcimiento independiente, es decir, está

suficientemente diluido para que la parte imaginaŕıa pueda ser descrita por la ecuación

(3.186)[92]. Para suspensiones más concentradas el esparcimiento independiente ya no

es válido. En este caso, se cuenta con un modelo teórico que se propuso hace ya muchos

años y que ha sido estudiado en el grupo de trabajo, pero que está fuera del objetivo

de este trabajo doctoral, y lleva por nombre Aproximación Cuasi-Cristalina (en inglés

“Cuasi-Crystalline Approximation”, CCA)[92].

Algunos métodos para caracterizar part́ıculas no-absorbentes en suspensión basados

en mediciones de incrementos del ı́ndice de refracción parte imaginaria se han propuesto y

estudiado[88, 89, 93]. Estos métodos se han aplicado únicamente para part́ıculas esféricas

muy poco absorbentes.

Lo que se propone en este trabajo es una variación de los métodos estudiados en[88,

89, 93] para determinar sólo el tamaño de part́ıcula o el ı́ndice de refracción sin saber con

precisión la fracción de volumen que ocupan las part́ıculas. El método que se propone

es adecuado para ser utilizado con el dispositivo experimental propuesto en esta tesis.

Consiste en medir el siguiente parámetro efectivo, que denotamos por X, y se define

como,

X =
Re(∆nef)

Im(∆nef)
, (5.3)

donde

∆nef = nef − nm. (5.4)

En la ecuación (5.4), nef está dado por la ecuación (3.186) y nm es el ı́ndice de refracción

del medio matriz. Se puede ver de la ecuación (5.4), que mientras van de Hulst sea

válido, el parámetro X será independiente de la concentración de la suspensión. Pero, X

como es únicamente función del IR efectivo, dependerá del tamaño de part́ıcula, incluso

si se tienen part́ıculas muy pequeñas. Además el parámetro X dependerá de la forma y

composición de las part́ıculas.
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A continuación se presentarán mediciones de reflectancia de suspensiones de PMMA

y encontraremos el parámetro X en base a ajustes realizados de la reflectancia, usando

el MME de vdH para obtener la parte real (n′) e imaginaria (n′′) y aśı obtener el

parámetro efectivo e inferir el tamaño de part́ıcula. Se escogieron tres coloides de PMMA

con tamaños de part́ıcula diferentes y del orden de decenas de nanómetros. El primer

resultado es para el coloide con part́ıculas más pequeñas. Cabe señalar que la forma de

saber que teńıamos una part́ıcula más pequeña que otra, fue gracias a las mediciones

del Zetasizer, que serán las mediciones que se compararan para validar el método de

medición del parámetro efectivo X y que se mostrarán en la Tabla 5.1.

(a) (b)

Figura 5.1: Ajuste de la medición de reflectancia como función del ángulo de incidencia
usando el MME de vdH. La ĺınea roja fue el ajuste mientras que los puntos negros
corresponden a los datos experimentales. El espesor de la peĺıcula es de 8900 nm,
n′=1.3392, n′′=0.000029. Se observa un recuadro de una foto del experimento en curso.
(a) Corresponde a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 20µm. (b) Corresponde

a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 10µm.

En la Fig. 5.1 se muestran dos gráficas modificando el ancho de cintura del haz láser.

Esto se realizó para promediar las oscilaciones en la reflectancia y ver una ĺınea de ajuste

más clara con respecto a las mediciones experimentales. Los valores del IR obtenidos al

realizar este promedio en las curvas de reflectancia no se ven afectados, es decir, son los

mismos valores de ajuste sin modificar el ancho de cintura del haz. Los valores del ı́ndice

de refracción del ajuste son n′=1.3392 y n′′=0.000029. Considerando que las part́ıculas

están inmersas en agua con un IR de 1.3357 a 515 nm de longitud de onda (en todos

los casos analizados), podemos calcular sin ningún problema el parámetro X. En base

a nuestro diseño experimental, la incertidumbre que se tiene es debido a la resolución

angular del barrido del ángulo de incidencia que está directamente relacionado con la

obtención del IR parte real. Teniendo un valor de incertidumbre de ∆n’=5 × 10−4. La

incertidumbre en la parte imaginaria del IR es mucho menor que la incertidumbre de la

parte real, por lo que no se considera en el análisis. Por lo tanto, el valor que se obtiene
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para este caso es de X=120.60±17.24 que corresponde a un radio de 34.5 nm. En la

siguiente figura se muestran cálculos teóricos de la X para compararlos con los valores

experimentales de la X y obtener el tamaño de part́ıcula.

Figura 5.2: Cálculo del parámetro X usando el MME de vdH como función del radio
de la part́ıcula. Las ĺıneas sólidas representan el valor de X a diferentes ı́ndices de
refracción de la part́ıcula. El punto rojo representa el valor promedio de X, mientras

que el punto azul y negro son los valores de X considerando la incertidumbre.

Un segundo ajuste considerando a una curva experimental obtenida con un coloide

de part́ıculas más grandes comparado al caso anterior se presenta en la Fig. 5.3.

(a) (b)

Figura 5.3: Ajuste de la medición de reflectancia como función del ángulo de incidencia
usando el MME de vdH. La ĺınea roja fue el ajuste mientras que los puntos negros
corresponden a los datos experimentales. El espesor de la peĺıcula es de 9400 nm,
n′=1.3408, n′′=0.00027. Se observa un recuadro de una foto del experimento en curso.
(a) Corresponde a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 20µm. (b) Corresponde

a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 10µm.

De nuevo se consideraron dos anchos de cintura como se muestra en la figura 5.3. Los

valores del ı́ndice de refracción del ajuste para ambos casos son n′=1.3408, n′′=0.00027.
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El valor que se obtiene para este caso es de X=18.89±1.85 que corresponde a un radio

de 73 nm. Para el cálculo teórico y experimental del parámetro X, se muestran en la

figura 5.4.

Figura 5.4: Cálculo del parámetro X, como función del radio de la part́ıcula. Las ĺıneas
sólidas representan el valor de X a diferentes ı́ndices de refracción de la part́ıcula. El
punto rojo representa el valor promedio de X, mientras que el punto azul y negro son

los valores de X considerando la incertidumbre.

Para un coloide con particulas de mayor tamaño, obtenemos la figura 5.5.

(a) (b)

Figura 5.5: Ajuste de la medición de reflectancia como función del ángulo de inci-
dencia usando el MME de vdH. La ĺınea roja fue el ajuste mientras que los puntos
negros corresponden a los datos experimentales. El espesor de la peĺıcula es de 5300
nm, n′=1.3378, n′′=0.00052. Se observa un recuadro de una foto del experimento en
curso.(a) Corresponde a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 20µm. (b)

Corresponde a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 10µm.

Los valores del ı́ndice de refracción obtenidos del ajuste son n′=1.3378, n′′=0.00052.

El valor que se obtiene para este caso es de X=4.04±0.96 que corresponde a un radio

de 198 nm. Veamos la figura 5.6 para el cálculo teórico de la X y los valores de X

experimentales.
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Figura 5.6: Cálculo del parámetro X, como función del radio de la part́ıcula. Las ĺıneas
sólidas representan el valor de X a diferentes ı́ndices de refracción de la part́ıcula. El
punto rojo representa el valor promedio de X, mientras que el punto azul y negro son

los valores de X considerando la incertidumbre.

Por último, se tiene el caso de una part́ıcula ligeramente mayor que el caso anterior,

como se muestra en la Fig. 5.7.

(a) (b)

Figura 5.7: Ajuste de la medición de reflectancia como función del ángulo de incidencia
usando el MME de vdH. La ĺınea roja fue el ajuste mientras que los puntos negros
corresponden a los datos experimentales. El espesor de la peĺıcula es de 3100 nm,
n’=1.3409, n”=0.0015. Se observa un recuadro de una foto del experimento en curso.(a)
Corresponde a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 20µm. (b) Corresponde

a una gráfica con un ancho de cintura del haz de 10µm.

Los valores del ı́ndice de refracción del ajuste son n’=1.3409, n”=0.0015. El valor que

se obtiene para este caso es de X=3.48±0.33 que corresponde a un radio de 218 nm.

Por último, el cálculo teórico de la X y los valores de X experimentales se muestran en

la siguiente figura.
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Figura 5.8: Cálculo del parámetro X, como función del radio de la part́ıcula. Las ĺıneas
sólidas representan el valor de X a diferentes ı́ndices de refracción de la part́ıcula. El
punto rojo representa el valor promedio de X, mientras que el punto azul y negro son

los valores de X considerando la incertidumbre.

A continuación se presenta un resumen de los resultados en un tabla (ver tabla 5.1)

y para su comparación, como ya se mencionó anteriormente, se incluye una columna

con mediciones del tamaño de part́ıcula con un aparato comercial Zetasizer modelo

Nano ZS90. Además en otra columna se presenta la diferencia entre las mediciones del

Zetasizer comparadas con los radios obtenidos utilizando la técnica presentada, y se

define como ∆r̃ = |rz−ro|
rz

, donde rz es el radio del Zetasizer y ro le llamamos radio

óptico. Obteniendo,

Zetasizer [r(nm)] X±∆X r(nm) ∆r̃ ( %)

33.32 120.60±17.24 34.5±2 3.54 %

71.45 18.89±1.85 73±3 2.17 %

196.05 4.04±0.96 198±30 0.99 %

216.75 3.48±0.33 218±18 0.58 %

Tabla 5.1: Resultados experimentales de los coloides de NPs de PMMA y una longitud
de onda de 517 nm. La primera columna son las mediciones del Zetasizer. La segunda
columna son los valores de X a partir de las mediciones, y la tercera columna son los

radios obtenidos a partir del parámetro X.

Es importante aclarar que los radios que se obtuvieron con el Zetasizer, son radios

hidrodinámicos de las part́ıculas. Además el fabricante no proporciona una incertidumbre

respecto a los tamaños que obtiene el aparato, lo único que se sabe es que realiza un

promedio de diferentes mediciones, alrededor de 20 mediciones (esta opción se puede

controlar y el usuario puede aumentar o disminuir este número de mediciones). Si se

comparan dichos tamaños con los tamaños medidos por la metodoloǵıa propuesta en esta

tesis doctoral, se puede concluir que las mediciones coinciden dentro de la incertidumbre

de las mediciones por el método del parámetro X dentro de los valores proporcionados
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por el aparato comercial. El radio que se obtiene con el método del parámetro efectivo

X arroja el valor promedio del radio, pero no de una distribución de tamaños, sino el

promedio de una función de radios. El radio determinado, no se separa demasiado de la

medición con el Zetasizer, como se observa en las diferencias en porcentaje presentado en

la última columna de la Tabla 5.1, siendo menores al 5 %. Por lo tanto, se concluye es que

el método para obtener tamaño de part́ıcula para sistemas de part́ıculas no absorbentes,

es un método viable y proporciona una incertidumbre suficientemente pequeña para

que las mediciones sean útiles para la caracterización de NPs. El ĺımite estimado del

método del parámetro X para determinar el tamaño de part́ıculas es hasta 200nm de

radio aproximadamente. Para los casos de 198 nm y 218 nm, la incertidumbre en estos

casos es muy grande y los valores del tamaño de part́ıcula podŕıan diferir del tamaño

promedio. Los valores promedio medidos a partir del parámetroX, en estos dos casos, son

valores que corresponden al tamaño de la part́ıcula obtenido a partir de las mediciones

del Zetasizer. Se debe considerar que hay una incertidumbre este aparato comercial y

que éste mide el radio hidrodinámico, pero que en general es la técnica más utilizada

para caracterizar coloides. La ventaja que ofrece el método propuesto en esta tesis es la

cantidad de muestra que se utiliza en el experimento, siendo unos cuantos microlitros, en

cambio con el aparato comercial son alrededor de 2 mililitros. Además se necesita tener

una muestra extremadamente diluida (por debajo del 0.1 % en fracción de volumen),

en cambio el método puede ser diluida o turbia. En el método del parámetro X se

debe tener cuidado en no sobrepasar el ĺımite en fracción de volumen donde el llamado

esparcimiento dependiente[92] es importante. Pero por otro lado se requiere suficiente

fracción de volumen de part́ıculas para poder medir la parte real del ı́ndice de refracción.

Se puede decir que alrededor de 0.5 % hasta 1.5 % se podŕıa medir muy bien, sin estar

en el régimen de esparcimiento dependiente. Se cuenta con la teoŕıa para poder analizar

el caso de esparcimiento dependiente[92], pero está fuera del estudio de este trabajo.

Si se quisiera monitorear o predecir el IR de las part́ıculas, también podemos pensar

en utilizar el parámetro X para estimar el IR de las part́ıculas si sabemos su tamaño

aproximado. En este caso también existen limitaciones y se discuten en la siguiente

sección.

5.2. Obtención del ı́ndice de refracción: Caso de bajo con-

traste

Las figuras 5.9 y 5.10 muestran curvas teóricas de X como función del IR de la

part́ıculas coloidales para dos tamaños distintos para obtener el ı́ndice de refracción de

las part́ıculas, y se presentan para mostrar donde el método funcionaŕıa. Como se puede
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ver en las gráficas de la Figs. 5.9 y 5.10 un cambio en X corresponde a un cambio

pequeño en IR de la part́ıcula solo cuando el IR del medio que rodea a las part́ıculas

es cercano al de la part́ıcula misma (bajo contraste). Esto quiere decir que dada una

incertidumbre en X se podŕıa esperara una incertidumbre razonable en el IR de la

part́ıcula inferido solo cuando el contraste de IR es bajo. Lo interesante es que en estos

dos casos presentados, cuando el tamaño de part́ıcula es pequeño, la obtención del IR

de la part́ıcula depende del tamaño, pero cuando se tienen part́ıculas mayores a 100 nm

(ver Fig. 5.10), la dependencia en el radio deja de importar, lo que hace mas robusto el

método.

Figura 5.9: Cálculo del parámetro X, como función del ı́ndice de refracción. Las ĺıneas
sólidas representan el valor de X a dos diferentes tamaños de la part́ıcula.

Aunque el método podŕıa funcionar solo para el caso donde el IR de la part́ıcula es de

bajo contraste, no deja de ser interesante e importante mencionar que el método de la X

es útil. En base a los resultados, el caso más interesante es para part́ıcula grande. Para el

caso de 200 nm de radio, el ı́ndice de refracción de la part́ıcula más bajo que podŕıamos

considerar es de 1.3341 en donde la diferencia seŕıa alrededor de 0.005 con respecto al IR

del medio matriz (agua tridestilada) en donde la resolución del método para identificar

el IR de la part́ıcula es lo suficiente bueno, es decir, alrededor de la 4 cifra significativa.

Si se quisiera obtener el IR con este método, con una precisión alrededor en la tercera

cifra decimal, el ı́ndice de refracción más alto que podŕıamos considerar teniendo un

error del 10 % en el parámetro X, seŕıa de 1.414 considerando que el medio matriz es

de 1.336. El IR de 1.414 es señalado con un ćırculo y una flecha en la figura 5.10. A

partir de un IR mayor a 1.414 el método no es confiable, debido a que las mediciones

del parámetro X son muy cercanas (como se ve en la Fig. 5.10), teniendo errores en el

ı́ndice de refracción mayores al 1 %, lo que nos daŕıa un error en la segunda cifra decimal.

Por lo tanto no seŕıa posible inferir el IR de las NPs. Estos valores que se acaban de
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mencionar únicamente pueden utilizarse para part́ıculas mayores a 200 nm de radio, si

el tamaño es inferior a 200 nm, el método del parámetro efectivo X no se puede aplicar,

debido a que los errores seŕıan mucho mayores a los ya mencionados.

Figura 5.10: Cálculo del parámetro X, como función del ı́ndice de refracción. Las
ĺıneas sólidas representan el valor de X a dos diferentes tamaños de la part́ıcula. El
ćırculo y la flecha, indican el IR más alto que se podŕıa medir con este método consi-

derando un error menor al 0.1 %.

5.3. Detección de agregados en nanocoloides

Hasta el momento se presentó el método del parámetro efectivo para caracterizar

coloides para obtener el tamaño de part́ıcula, con una buena precisión. Una aplicación

directa para este método, es el monitoreo de agregados al momento que exista un est́ımulo

qúımico que modifique las propiedades del coloide. Calculando el parámetro X a partir

de la curva de reflectividad entre los dos ángulos cŕıticos, se puede saber si las NPs se

están aglomerando o está cambiando el tamaño de part́ıcula.

A continuación se muestran dos mediciones experimentales para mostrar la viabilidad

de monitorear agregados a partir de medir la curva de reflectancia como función del

ángulo de incidencia. De esta manera se presenta una posible aplicación al sensado

qúımico utilizando un nanocoloide y el método del parámetro efectivo X, midiendo la

curva de reflectancia entre los dos ángulos cŕıticos que se han venido usando en esta

tesis.

En la Fig. 5.11 se presentan mediciones experimentales de una muestra de PMMA

estabilizado y se compara con las mediciones experimentales con una microgota de na-

nocoloide antes y después de interaccionar con una superficie “contaminada” con sal

(NaCl) . Se colocó sal en una superficie y se agregó una microgota sobre esa superficie
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Figura 5.11: Reflectancia óptica como función del ángulo de incidencia mostrando
dos mediciones. Muestra de PMMA de 66 nm de diámetro junto con su ajuste teórico.

Muestra de PMMA desestabilizado cambiando el PH para formar aglomeraciones.

que conteńıa sal, se recolectó la microgota, obteniendo la Fig. 5.12b, donde claramente se

ve una diferencia si se compara con la Fig. 5.12a, que es una microgota del mismo coloide

(estable) sobre una superficie limpia. Las diferencias en reflectancia más notables son

en la región de la extinción. Sabemos que es la misma cantidad de muestra y el mismo

coloide, y por lo tanto presenta una extinción mucho mayor comparada con la muestra

original, indicando que se formaron agregados de part́ıculas. Lo que se traduce a un valor

de X mayor, por lo tanto un tamaño de part́ıcula mayor. La razón por la que el coloide

se desestabilizará después de interaccionar con la superficie “contaminada”de sal, es que

algo de sal se disolvió en la microgota, y la sal cambia el PH del nanocoloide. El cambio

de PH resulta en que las NPs se aglomeren. Se puede comparar directamente debido

a que experimentalmente se agregó la misma cantidad de muestra del coloide original

y del desestabilizado. Si cambiara la parte real del IR de la part́ıcula, lo que veŕıamos

seŕıa un corrimiento en el segundo ángulo cŕıtico, pero la pérdida en reflectancia entre

los dos ángulos cŕıticos se mantendŕıa igual. La cantidad de muestra agregada fue de

0.0092 g para la Fig. 5.11a y para el caso de la Fig. 5.11b fue de 0.0096 g. Una fotograf́ıa

de estas microgotas del nanocoloide utilizadas en la Fig. 5.11a y 5.11b, se muestra en la

Fig. 5.12.
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(a) (b)

Figura 5.12: (a) Suspensión de PMMA estable. (b) Suspensión de PMMA desestabi-
lizado. Ambas gotas son la misma cantidad.

5.4. Discusión

En este caṕıtulo se propuso y se analizó una nueva metodoloǵıa teórica-experimental

para estudiar y caracterizar propiedades ópticas de nanofluidos utilizando el dispositivo

experimental presentado en caṕıtulos anteriores.

Se mostró la viabilidad para obtener parámetros ópticos efectivos de una sola medición

de reflectividad óptica como función del ángulo de incidencia en un intervalo de 40 a 70

grados. En el caso de nanofluidos, podemos usar teoŕıas de medio efectivo para analizar

la curva de reflectividad y obtener la parte real e imaginaria del ı́ndice de refracción

efectivo, y calcular el parámetro X. La limitación que hay en este método se debe a

la fracción de volumen que debe estar entre 0.5 % y 1.5 %, por un lado tener suficiente

extinción para poder medir el parámetro X con nuestro dispositivo experimental, y

por otro lado para evitar problemas con el esparcimiento dependiente. La incertidumbre

dominante en esta técnica es debido a la incertidumbre para la obtención de la parte real,

teniendo aśı una incertidumbre para el parámetro X en la segunda cifra significativa.

Se demostró la factibilidad de obtener el tamaño de part́ıcula con buena precisión (de 2

nm) en nanocoloides de PMMA en agua a partir del valor del parámetro X determinado

experimentalmente.

También se hizo patente que mediante la determinación del parámetro X es posible

detectar la formación de agregados en un nanocoloide después de que éste estuvo en

contacto con una superficie “contaminada” con sal. En su conjunto, los resultados de

éste caṕıtulo muestran la factibilidad de usar una microgota de nanofluido interrogado

por el dispositivo óptico desarrollado en esta tesis como un sensor optoqúımico. Esta fue

la idea básica que motivó esta tesis.

Muy posiblemente el conocimiento y metodoloǵıas expuestas en esta tesis podrán

ser utilizados en conjunto con los métodos actuales de la llamada microflúıdica lab-on-

chip[94–96] para desarrollar nuevos sensores optoqúımicos. Con dispositivos y técnicas
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de la microflúıdica actual es posible manipular cantidades de muestra pequeñas de na-

nofluidos, hacerlas interaccionar con el exterior y prepararlas para el análisis de sus

propiedades fisicoqúımicas. Podemos pensar entonces que el método propuesto en esta

tesis para detectar agregados de nanopart́ıculas en microgotas se podŕıa integrar con la

tecnoloǵıa de microflúıdica para realizar un sensor optoqúımico. Por ejemplo, integrando

canales microflúıdicos en la base de un prisma óptico y hacer fluir suspensiones antes y

después de interactuar con algún agente externo, mientras se leen sus propiedades ópti-

cas efectivas por reflexión de luz desde el interior del prisma. Por otro lado, aunque no se

abordó aqúı el tema, es posible hacer la medición de una curva angular de reflectividad

acotada a un intervalo pequeño de ángulos de entre 5 y 10 grados, utilizando cámaras

CCD y luz enfocada[6]. Por lo que, seŕıa posible diseñar un dispositivo sin partes mo-

vibles, lo que resultaŕıa en un sensor robusto y práctico. Estas ideas pueden formar la

base de trabajos futuros.



Caṕıtulo 6

Peĺıculas ultradelgadas: Ĺımite de

monocapa

En este capitulo se presentan cálculos de reflectancia coherente de una monocapa des-

ordenada de nanopart́ıculas soportadas por un sustrato plano, obtenidos con el modelo

desarrollado en esta tesis, y se comparan con las predicciones de otros cuatro modelos

distintos. Tres modelos son aproximaciones de medio efectivo, que son Maxwell Gar-

nett, ya discutido anteriormente. El segundo modelo es usando el ı́ndice de refracción

de van de Hulst en las formulas de reflectividad de tres medios [ver ecuación (3.186)].

El último modelo de medio efectivo, es un modelo de medio efectivo anisotrópico que

denominaremos el modelo dipolar 2D[97]. El cuarto modelo a comparar es un modelo de

esparcimiento múltiple desarrollado en la Ref.[98] espećıficamente para una monocapa

desordenada. Este modelo lo denominaremos CSM-monocapa. Las siglas CSM derivan

su denominación original en inglés (Coherent Scattering Model). El objetivo de este

caṕıtulo es comparar los modelos anteriores directamente con el modelo desarrollado en

esta tesis. Estas comparaciones son una prueba más al modelo desarrollado en esta tesis,

pues una peĺıcula ultradelgada debe ser equivalente a una monocapa. Por ultradelgada

queremos decir que el espesor h utilizado en el modelo sea menor que un radio de las

part́ıculas. A pesar de que el análisis matemático del ĺımite de peĺıculas de espesor cero

y densidad volumétrica infinita no se presenta, es importante ver si numéricamente hay

una coincidencia entre el modelo de una monocapa y una peĺıcula coloidal confinada

ultradelgada.

En la siguiente sección se presenta únicamente las relaciones matemáticas que se

utilizaron para el cálculo de la reflectancia en cada uno de los casos. Los detalles se

pueden consultar en las referencias que se mencionan, ya que en este trabajo no se

dedujeron estas expresiones. Además se considera para el caso del IR de van de Hulst,

88
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estudiado en el caṕıtulo 3 [ver ecuación (3.186)], un cambio en el valor de f que es

la fracción de volumen, sustituyéndolo por f = 4aΘ/3h, donde h es el espesor de la

peĺıcula, teniendo en este caso h = 2a y se utilizan las mismas expresiones de Fresnel,

para el caso de 3 medios. Por último, el CSM para una peĺıcula confinada ultradelgada,

se considerará en este caṕıtulo un espesor de peĺıcula muy delgada del orden de (1/2)a

donde a es el radio de la part́ıcula entre 10 y 30 nm, teniendo aśı un espesor de 5 nm o

15 nm respectivamente. Las fórmulas que se usarán son las mismas que se han utilizado

a lo largo de esta tesis.

6.1. Modelo de Maxwell Garnett

Como ya se mencionó, el MME de MG considera un sistema de esferas idénticas no-

magnéticas con una permitividad, εp, localizadas de manera aleatorio dentro de un medio

homogéneo, llamado medio matriz con una permitividad εm. La permitividad efectiva

está dada por[99]
εef
MG

εm
=
εp (1 + (4/3)Θ) + 2εm (1− (2/3)Θ)

εp (1− (2/3)Θ) + εm (2 + (2/3)Θ)
, (6.1)

Dos aspectos que se deben mencionar en esta expresión son: la permitividad efectiva no

depende del tamaño de part́ıcula, lo único que se pide es que sea pequeña comparada con

la longitud de onda. La permitividad efectiva no depende de una distribución estad́ıstica

de la posición de las esferas (por lo que no depende de la función de correlación de pares).

Solo depende de la fracción de volumen que ocupan las esferas[63]. A continuación se

presentará el modelo dipolar 2D.

6.2. Modelo Dipolar en 2 dimensiones

Este modelo proporciona el cálculo de los parámetros efectivos ópticos de una mono-

capa de part́ıculas esféricas aleatoriamente localizadas sobre un sustrato. Se considera

al sistema monocapa-sustrato como una peĺıcula continua efectiva. Este modelo propor-

ciona fórmulas simples para las componentes anisotrópicas del tensor de la permitividad

eléctrica. El desarrollo matemático de la permitividad efectiva de este modelo es más

complejo y fuera del objetivo de este trabajo. El desarrollo de estas expresiones están re-

portadas en las referencias [63, 97]. Únicamente presentaremos las fórmulas para calcular

la permitividad efectiva utilizando este modelo. Estas son,

εef
xx

ε3
= 1 +

2Θα̃pol

1−A α̃pol

8 −Θα̃pol
1
2

(
1−A

√
2

4

) , (6.2)
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ε3
εef
zz

= 1−
2Θα̃pol

1−A α̃pol

4 + Θα̃pol

(
1 +A

√
2

4

) ε3
ε1
, (6.3)

donde Θ es la fracción de cubierta, α̃pol = (εp−ε3)/(εp+2ε3) y A = (ε1−ε3)/(ε1 +ε3). A

α̃pol se le conoce como la polarizabilidad normalizada de una esfera de radio a y A es la

contribución de los dipolos imagen[63]. La ε1 es la permitividad del medio de incidencia

y ε3 es la permitividad del medio matriz.

Para poder calcular la reflectividad óptica utilizando los dos modelos presentados en

las secciones 6.1 y en 6.2, debemos usar las ecuaciones (3.148), (3.149), (3.152), (3.153)

y (3.187), junto con las permitividades efectivas que corresponden en cada caso.

6.3. CSM para una monocapa

Si las part́ıculas en una monocapa desordenada no son pequeñas comparadas con la

longitud de onda, no es posible aproximar el campo esparcido por ninguna de las part́ıcu-

las como el campo radiado por un dipolo eléctrico oscilante. En general, multipolos de

orden mayor son inducidos a las part́ıculas y la complejidad matemática para resolver

este tipo de ecuaciones aumenta considerablemente[71].

Un modelo de múltiple esparcimiento fue desarrollado, para calcular la reflexión y

transmisión de luz coherente para monocapas desordenadas de esferas idénticas[98]. Al

hablar de luz coherente, se refiere a los coeficientes reflexión y transmisión de la com-

ponente coherente, es decir, de los campos promedio. La deducción de las fórmulas que

usaremos se encuentran en las referencias [63, 98]. Primero tenemos,

rcoh =
−αSn(π − 2θi)

1 + αS(0) + 1
4α

2 [S2(0)− S2
n(π − 2θi)]

(6.4)

y

tcoh =
1− 1

4α
2
[
S2(0)− S2

n(π − 2θi)
]

1 + αS(0) + 1
4α

2 [S2(0)− S2
n(π − 2θi)]

. (6.5)

Estas fórmulas se utilizan en el caso donde las part́ıculas no estén depositadas en un

sustrato, lo que se le llama, “free-standing monolayer”, y se pueden aplicar para el caso

diluido pero para cualquier tamaño de part́ıcula. Al incorporar el sustrato tenemos

r(θi) =
r13(θi) + rcoh(θt) exp[i β2]

1 + r13(θi) rcoh(θt) exp[i β2]
, (6.6)

donde β2 = 2koan2 cos θt y rcoh(θi) debe calcularse para la monocapa de part́ıculas

inmersas en el ı́ndice de refracción n2, que es el medio matriz (en este caso aire) y

θt = arcsin
(
n1
n2

sin θi

)
.
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6.4. Modelo de peĺıcula delgada comparado con los mode-

los de monocapa

En este sección se presentarán gráficas para comparar la reflectividad óptica que pre-

dicen los diferentes modelos para la reflectancia como función del ángulo de incidencia,

la longitud de onda y del radio, considerando una configuración de reflexión interna, es

decir, que el medio de incidencia será el vidrio BK7, seguido de la monocapa de NPs.

Consideraremos solo monocapas de part́ıculas de oro inmersas en aire. Estas part́ıculas

son de particular interés debido a que presentan una resonancia de plasmones en interva-

los de longitudes de onda visibles. En la Fig. 6.1 se muestran gráficas de la reflectividad

como función del ángulo de incidencia para un sistema de NPs de oro depositadas en un

sustrato de vidrio, inmersas en aire con una fracción de cubierta del 5 % a una longitud

de onda de 540 nm, que es cercana a la resonancia plasmónica de part́ıculas esféricas

de oro. El radio de las part́ıculas es de 10 nm y 30 nm respectivamente. Se observa que

el efecto de las NPs se aprecia únicamente después del ángulo cŕıtico, alrededor de 41

grados. Antes del ángulo cŕıtico todos los modelos coinciden entre śı y además coincide

con la reflectividad de la interfaz sin part́ıculas. Como se observa en la Fig. 6.1a todos

los modelos tienen el mismo comportamiento cualitativamente. Lo interesante que se

observa es el modelo del CSM para una peĺıcula ultradelgada, tiene el mismo compor-

tamiento que el CSM para una monocapa, encontrando el espesor que mejor ajustaba

el CSM-monocapa fue de d = (1/2)a.

Figura 6.1: Reflectividad como función del ángulo de incidencia para una longitud
de onda de 540 nm y una fracción de cubierta del 5 % para polarización TM y dos
diferentes radios de part́ıcula formando una monocapa. (a) Radio de 10 nm. (b) Radio

de 30 nm.

En base a la Fig. 6.1 se puede afirmar que efectivamente el modelo de peĺıcula confi-

nada desarrollado en este trabajo, en el ĺımite de peĺıcula ultradelgada se puede llegar

al caso de monocapa inmersa en aire. Numéricamente se observa que al menos en este

caso, los dos modelos llegan al mismo resultado. En el caso de la Fig. 6.1b la diferencia
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entre los dos modelos es ligeramente mayor, muy cerca del ángulo cŕıtico. Pero aún aśı

tiene un comportamiento muy cercano al CSM de monocapa.

Ahora se presenta el caso donde la reflectividad es función de la longitud de onda.

Figura 6.2: Reflectividad como función de la longitud de onda fijando un ángulo de
incidencia de 45 grados y una fracción de cubierta del 5 % para polarización TM y dos
diferentes radios de part́ıcula formando una monocapa. (a) Radio de 10 nm. (b) Radio

de 30 nm.

Como podemos observar en la Fig. 6.2 las diferencias que existen entre el CSM de

una peĺıcula confinada y el CSM de una monocapa son muy pequeñas, mostrando estas

diferencias a longitudes de onda menores a 500 nm. Este mismo comportamiento se

observa en ambos radios. Los demás modelos sobreestiman la reflectividad y el modelo

de van de Hulst está por debajo de todos los demás modelos. Por último, se muestra el

caso de reflectividad como función del radio.

Figura 6.3: Reflectividad como función del radio fijando la longitud de onda de 540
nm y una fracción de cubierta del 5 % para polarización TM y dos diferentes ángulos
de incidencia. (a) Ángulo de incidencia de 0 grados. (b) Ángulo de incidencia de 45

grados.
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De la Fig. 6.3 observamos que CSM-monocapa y CSM-peĺıcula confinada empiezan

a tener una diferencia mucho mayor cuando tenemos tamaños de part́ıculas mayores a

40 nm de radio, lo que es indicativo de que anaĺıticamente debeŕıamos de tener cuidado

al realizar el análisis, debido a que el espesor de la peĺıcula es dependiente del radio

de la part́ıcula. Entre mayor sea la part́ıcula la dependencia del radio contribuirá aún

más en la reflectancia. Se podŕıa pensar en la posibilidad de obtener las expresiones de

una monocapa a partir de una peĺıcula confinada. Haciendo esto un trabajo abierto e

interesante para analizar en el futuro. Pensamos que debe ser posible derivar el CSM-

monocapa a partir del CSM-peĺıcula confinada. Esto es importante porque se podŕıa

tener un modelo completo basado en el múltiple esparcimiento, que abarque los casos

de un semi-espacio, una peĺıcula confinada y una monocapa[63, 68, 100].
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Conclusiones

En la primera parte del trabajo doctoral se mostró experimentalmente que es posible

determinar con precisión el punto de inflexión en la curva de reflectancia como función

del ángulo de incidencia en una configuración de reflexión interna con coloides turbios.

Se encontró que usando el punto de inflexión como el ángulo cŕıtico, y la ley de Snell,

proporciona una alta precisión en la obtención de la parte real del ı́ndice de refracción

de coloides turbios dentro de ciertos ĺımites. Se presentaron estimaciones teóricas de los

errores fundamentales en la medición usando el modelo del CSM para un semi-espacio.

Estos se consideran como la diferencia entre la parte real del ı́ndice de refracción efectivo

predicha por la fórmula de van de Hulst y el obtenido con el punto de inflexión en la

curva teórica calculada con el CSM y la ley de Snell. Se presentaron mapas 2D como

función del radio (a) y fracción de volumen (f) de las part́ıculas de ı́ndice de refracción de

1.49, 2.10 y 2.58, suspendidas en agua tridestilada. Los mapas muestran que el método

de ángulo cŕıtico puede proporcionar mediciones útiles del ı́ndice de refracción efectivo y

su incremento debido a las part́ıculas incluso cuando los coloides son altamente turbios.

Aunque el análisis que se llevó acabo en este trabajo fue hecho para part́ıculas esféricas

y para pocos valores de ı́ndices de refracción, los resultados presentados en este trabajo

ofrecen una gúıa cualitativa para muchos otros tipos de suspensiones de part́ıculas.

Siendo ésta una contribución importante de este trabajo.

La parte central del trabajo doctoral fue la derivación de un modelo de esparcimiento

múltiple para la reflexión de luz coherente para una peĺıcula coloidal diluida de espesor

finito, es decir, confinada. A este modelo se le llamó modelo de esparcimiento coherente

(CSM, por sus siglas en inglés). Se comparó la reflectividad óptica como función del

ángulo de incidencia del CSM, con dos modelos de medio efectivo (MME), el de van

de Hulst (vdH) y el llamado Maxwell Garnett (MG). Las predicciones del CSM, vdH y

MG se compararon con mediciones experimentales obtenidas en esta tesis doctoral. En
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particular se compararon curvas de reflectancia como función del ángulo de incidencia en

una configuración de reflexión interna usando peĺıculas delgadas coloidales confinadas,

donde el efecto de las part́ıculas coloidales en la reflectividad óptica es fuertemente

observada alrededor de dos ángulos de incidencia: El ángulo cŕıtico entre el prisma y el

aire y entre el prisma y la peĺıcula coloidal.

Se realizaron mediciones experimentales con nanocoloides de oro, de Poly (metil-

metacrilato) y de dióxido de titanio. El modelo efectivo de MG reproduce correctamente

la curva experimental únicamente en el caso de suspensiones coloidales de oro para

part́ıcula pequeña comparado con la longitud de onda, y cualitativamente para el caso

de coloides de oro para part́ıculas con dimensiones comparables con la longitud de onda.

Como era de esperarse en el caso de suspensiones de NPs de PMMA y dióxido de

titanio, el modelo de MG no obtiene una buena representación, debido a la no absorción

de las muestras y además de que las pérdidas son únicamente por el esparcimiento de

las part́ıculas y que este modelo no considera. El CSM reproduce correctamente todos

los resultados experimentales, pero es de sorprender que el MME de vdH coincidan muy

bien con las predicciones del CSM y el experimento, excepto después del ángulo cŕıtico

con el agua tridestilada en el caso de part́ıculas de PMMA grandes (part́ıculas de 226

nm de radio) teniendo una sobreestimación debido a los efectos de superficie que no se

consideran en este modelo.

Por lo tanto, en general, la reflectividad óptica para peĺıculas coloidales diluidas en

una configuración de reflexión interna, donde las part́ıculas tengan o no absorción y

para ángulos de incidencia alrededor y entre los dos ángulos cŕıticos, podemos usar por

simplicidad el MME de vdH, al menos dentro del rango de tamaño de part́ıculas e ı́ndices

de refracción de las muestras coloidales usadas en este trabajo. Se debe mencionar que el

MME de vdH puede diferenciarse del CSM para ángulos bajos de incidencia cuando las

part́ıculas no son muy pequeñas comparadas con la longitud de onda. Esto se debe a la no

legitimidad del uso del ı́ndice de refracción de van de Hulst en los coeficientes de Fresnel.

Sin embargo, en los ejemplos trabajados en la tesis, para ángulos bajos de incidencia las

contribuciones de las NPs a la reflectividad son demasiado pequeñas comparándolas con

la zona entre los dos ángulos cŕıticos y estas diferencias no se pueden apreciar.

La configuración estudiada en este trabajo es particularmente atractiva para caracte-

rizar coloides diluidos experimentalmente hablando, especialmente cuando los volúmenes

de las muestras con los que se cuenta son pequeños. Es interesante que la presencia de las

part́ıculas a fracciones de volumen muy bajas, 0.003 %-0.0006 % para el oro y 0.025 %-

0.1 % para las NPs de TiO2. Estas se pueden detectar de manera sencilla con cantidades

de muestra pequeñas; ya que el CSM, e incluso el MME de vdH, reproducen de manera

correcta el experimento con coloides diluidos y en el rango de ángulos donde los efectos
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de las part́ıculas son mayores, esto es, entre los dos ángulos cŕıticos, concluyendo que

es posible inferir con precisión la contribución de las part́ıculas al ı́ndice de refracción

efectivo. Esto es particularmente importante, debido a que también se mostró en este

trabajo que del ı́ndice de refracción efectivo se puede inferir el tamaño y el ı́ndice de

refracción de las part́ıculas coloidales[36, 37, 101].

Se propuso y se analizó un método para determinar tamaño y/o de ı́ndice de refracción

de nanopart́ıculas coloidales no absorbentes a partir de las propiedades ópticas efectivas

del nanocoloide. El método consiste en medir la parte real e imaginaria del incremento

del ı́ndice de refracción efectivo debido a las part́ıculas coloidales, y obtener el cociente

de estas dos cantidades. A partir de este cociente, denominado parámetro efectivo X, se

obtiene el tamaño de part́ıcula y/o su ı́ndice de refracción. Se utilizó la técnica de refle-

xión como función del ángulo de incidencia de peĺıculas delgadas en una configuración de

reflexión interna para evaluar el método del parámetro efectivo X, y utilizando la teoŕıa

de medio efectivo de vdH, que como ya se dijo en esta tesis, es válida para peĺıculas

coloidales delgadas entre los dos ángulos cŕıticos. Se concluyó que para part́ıculas de

ı́ndice de refracción de 1.49, se puede determinar con precisión el tamaño de part́ıcula

menor a 200 nm de radio. Al ir aumentado el IR de la part́ıcula, el ĺımite de tamaño

de part́ıcula se irá reduciendo siguiendo a los lineamientos del caṕıtulo 2. Experimen-

talmente la incertidumbre en la determinación del tamaño de part́ıcula, está dominada

por la incertidumbre en la determinación de la parte real del ı́ndice de refracción efec-

tivo. Aunque este método no necesita conocer la fracción de volumen, se necesita tener

una fracción de volumen tal que no afecte el esparcimiento dependiente, pero que sea

suficiente para medir el corrimiento angular del segundo ángulo cŕıtico para medir la

contribución a la parte real del IR efectivo. A partir de este estudio se concluye que es

posible medir tamaño de nanopart́ıculas utilizando un volumen de muestra en el orden

de micro-litros. Para la determinación de ı́ndice de refracción, el estudio fue únicamente

teórico. Se encontró que la técnica del parámetro X aplica solo para part́ıculas de bajo

contraste con el medio que las rodea, es decir, part́ıculas con ı́ndice de refracción cercano

al ı́ndice de refracción del medio en el cual están suspendidas. A partir del estudio teórico

se concluyó que al ir aumentando el radio de part́ıcula, el valor exacto del tamaño de

part́ıcula no es relevante, y se tendrá una mayor precisión en determinar el ı́ndice de

refracción. Esto sucede a partir de un radio alrededor de 200 nm y la precisión en la

inversión del valor del ı́ndice de refracción será en la tercera cifra significativa.

Una aplicación explorada en este trabajo fue la detección de agregados en coloides.

Se presentaron resultados experimentales donde claramente se pudo observar la presen-

cia de formación de agregados inducidos en el nanocoloide. Esto muestra el potencial

del método del parámetro efectivo X como una técnica de detección de agregados. En

resumen, se puede afirmar que la metodoloǵıa teórico-experimental desarrollada en esta
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tesis proporciona los fundamentos y metodoloǵıas para el desarrollo de nuevos sensores

optoqúımicos.

Será de interés realizar más comparaciones de las predicciones del CSM y del MME

de vdH en el futuro para curvas experimentales de la reflectividad óptica en una con-

figuración de reflexión externa. En principio, se esperaŕıa es que en el caso de coloides

diluidos, el CSM proporcione una estimación mucho mejor que el MME de vdH y que

el MME de MG si el tamaño de las part́ıculas no es muy pequeño comparado con la

longitud de onda.



Apéndice A

Función de Green

Lo que se presenta en este apéndice es la deducción de la función de Green, que es

necesaria en el caṕıtulo 3, donde se desarrolla el modelo teórico de una peĺıcula coloidal.

Para calcular la función de Green, se obtiene a partir de la solución a la siguiente

ecuación diferencial

(∇2 + k2)G(~r − ~r′) = −δ(~r − ~r′). (A.1)

Resolviendo esta ecuación en el vaćıo, se satisface la condición de radiación[72]. De tal

forma que se elige el vector ~r′ en el origen, y la función de Green, G(~r), tiene simetŕıa

esférica y es función únicamente de r, teniendo que[
1

r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
+ k2

]
G(r) = −δ(r). (A.2)

Ahora considerando a G(~r) cuando ~r 6= 0, se tiene que la δ(r) = 0. De tal manera, que

G(r) = u/r y se obtiene que (
d2

dr2
+ k2

)
u(r) = 0, (A.3)

teniendo como solución a

u(r) = c1e
−ikr + c2e

ikr. (A.4)

Entonces,

G(r) =
1

r

(
c1e
−ikr + c2e

ikr
)
. (A.5)

Donde G(r) es la onda originada en r = 0, y en infinito, la onda debeŕıa ser una onda

que va hacia afuera. Donde el término e−ikr representa la onda que va hacia afuera y el

término eikr es la onda que entra. De esta forma, el segundo término debeŕıa ser ignorado

debido que no hay una onda entrante desde el infinito. A esto se le llama la condición
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de radiación de Sommerfeld[72], y la expresión matemática es,

ĺım
r→∞

r

(
∂G

∂r
+ ikG

)
= 0. (A.6)

El primer término de G(r) es el único que satisface la condición de radiación de Som-

merfeld, y esto implica que c2 = 0. Para obtener c1 y considerando el comportamiento

de G cerca del origen, se tiene que

~∇ · (~∇G) + k2G = −δ(r). (A.7)

Si se integra sobre un volumen esférico pequeño de radio ro y aproximándolo a cero se

resuelve la siguiente ecuación

ĺım
ro→0

ˆ
V

[
~∇ · (~∇G) + k2G

]
d3r = − ĺım

ro→0

ˆ
V
δ(r)d3r. (A.8)

Usando el teorema de la divergencia[73], se obtiene que el

ĺım
ro→0

‹
ûr · ~∇Gd2r + ĺım

ro→0

ˆ
V
k2Gd3r = 0, (A.9)

recordando que la función G está definida por

G(r) =
c1e
−ikr

r
, (A.10)

y aśı se tiene que el

ĺım
ro→0

‹
∂G

∂r
d2r + c1k

2 ĺım
ro→0

ˆ
V

e−ikr

r
d3r = 0, (A.11)

sustituyendo el valor de la ecuación (A.10) en la ecuación (A.11),

− 2c1(ik + 1) ĺım
ro→0

ˆ ro

0
e−ikrdr + 4πk2c1 ĺım

ro→0

ˆ ro

0
re−ikrdr = −1. (A.12)

Realizando un cambio de variable para resolver la integral de la ecuación (A.12). Se

propone que u=−ikr, y resolviendo la segunda integral por partes, y al aplicar el ĺımite

se obtiene el valor de c1,

c1 =
1

4π
. (A.13)

Por lo tanto,

G(r) =
e−ikr

4πr
. (A.14)
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De igual forma, se obtiene la función de Green G(~r − ~r′) que satisface la siguiente

expresión (
∇2 + k2

)
G(~r, ~r′) = −δ(~r − ~r′), (A.15)

teniendo como solución,

G(~r, ~r′) =
e−ik|~r−

~r′|

4π|~r − ~r′|
. (A.16)

Con este formalismo se puede dar solución a la ecuación de Ampère-Maxwell[70], ~∇× ~B =

µo ~J + µoεo
∂ ~E
∂t , y de la ley de Faraday ~∇× ~E = −∂ ~B

∂t , obteniendo que

~∇×
(
~∇× ~E

)
− k2

o
~E = iωµo ~J ; k2

o = ω2µoεo, (A.17)

y además se sabe que la función diádica de Green en el vaćıo[74], satisface la ecuación

~∇× ~∇×
=
G(~r, ~r′)− k2

o

=
G(~r, ~r′) =

=
Iδ(~r − ~r′). (A.18)

El campo eléctrico radiado es igual al producto punto de la función diádica de Green,

con la fuente de corriente

~Erad(~r) = iωµo

ˆ
d~r′

=
G(~r, ~r′) · ~J(~r′). (A.19)

La solución de esta última ecuación es,

=
G(~r, ~r′) =

(
=
I +

1

k2
o

∇∇
)
g(~r, ~r′). (A.20)

Ahora usando la representación de onda plana, debido a que se consideró el esparcimiento

en presencia de un medio estratificado,

(∇2 + k2)g(~r, ~r′) = −δ(~r − ~r′), (A.21)

y al hacer uso de la transformada de Fourier para dar solución al problema se tiene que

la transformada inversa de Fourier es,

g(~r − ~r′) =
1

(2π)3

ˆ ∞
−∞

ei
~k·(~r−~r′)g(~k)d~k, (A.22)

y la delta de Dirac en la representación de onda plana es

δ(~r − ~r′) =
1

(2π)3

ˆ ∞
−∞

ei
~k·(~r−~r′)d~k, (A.23)
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Ahora sustituyendo ecuaciones (A.22) y (A.23) en (A.21), se obtiene que

(∇2 + k2
o)

ˆ ∞
−∞

ei
~k·(~r−~r′)g(~k)d~k = −

ˆ ∞
−∞

ei
~k·(~r−~r′)d~k, (A.24)

donde ~k = kxx̂+ kyŷ + kz ẑ y d~k = dkxdkydkz. Por lo tanto,

g(~k) =
1

k2 − k2
o

. (A.25)

Al escoger el eje z para calcular la triple integral dkxdkydkz, y notese que Im(ko) > 0,

por lo que,

kz = (k2
o − k2

x − k2
y)

1/2, (A.26)

se puede mostrar que hay un polo en la ecuación (A.26) en la mitad superior del plano

kz y hay otro polo en la mitad inferior del plano kz, con kz=Re(kz)+iIm(kz). Aśı que

para z > z′ indica que es hacia arriba y eligiendo la contribución del polo en koz, y para

z < z′ denota que es hacia abajo y eligiendo la contribución del polo en −koz. Se tiene

que,

g(~r − ~r′) =
i

(2π)2

ˆ ∞
−∞

ei
~k⊥·(~r⊥−~r′⊥)+ikoz |z−z′|

2koz
d~k⊥, (A.27)

donde ~k⊥ y ~r⊥, están escritos por

~k⊥ = kxx̂+ kyŷ, (A.28)

y

~r⊥ = xx̂+ yŷ. (A.29)

Tomando el Laplaciano en la coordenada z, ∂2g(~r − ~r′)/∂z2, se obtiene que

∂2g(~r − ~r′)
∂z2

= −δ(~r)− i

(2π)2

ˆ ∞
−∞

ei
~k⊥·~r⊥+ikoz |z|k2

oz

2koz
d~k⊥, (A.30)

y si considerando la ecuación (A.20), se puede escribir como

=
G =

(
=
I +

1

k2
o

∇∇
)[
−δ(~r)− i

(2π)2

ˆ ∞
−∞

ei
~k⊥·~r⊥+ikoz |z|k2

oz

2koz
d~k⊥

]
. (A.31)

El producto (∇∇) en el dominio espectral, nos da −~k~k, esperando que la contribución

de ẑẑ(∂2/∂z2), nos de un factor extra de −ẑẑδ(~r). Aśı que,

=
G = −ẑẑδ(~r) +

i

8π2

ˆ ∞
−∞

1

koz

[
=
I −

~k~k

k2
o

]
ei
~k·~rd~k⊥; z > 0. (A.32)



Función de Green

Donde la delta de Dirac se conoce como una singularidad de la función de Green y es

importante para calcular los campos en la región de la fuente.
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Abstrael: In Ihi s paper, we compare Ihree differen l mode ls lhal have been lI sed lo inlerprel 
refteclivil y measllremenls of sllpporled monolayers of nanoparlicles. Two of Ihem : (i) isolropic 
Maxwell Garnett and (ii) anisolropic Iwo-dimensional-dipol ar mode l are based on an effecli ve
medium approach, while Ihe Ihird one (iii) coherenl-scattering modeL lies wilhin Ihe fmmework 
of multiple-scallerin g lheory. Fi rsl, we brieft y review, on physical grounds, Ihe foundalions of 
each model and wr ile down lhe corresponding form ulas for lhe calculalion of lhe refteclivily. In 
Ihe two-dimensional-dipolar mode L lhe dilule limil of lhe pair-correlalio n func lion (also called 
hol e-correlation funcli on) is always lIsed in Ihe calclllalion of Ihe effecli ve oplical response. 
111en we use lhese form ulas lo plOl and analyze gmphs of lhe reftecli vity of a monolayer of go ld 
nanoparlicles on a gl<L';s subslrale, as a function of seveml relevanl paramelers, for two differen l 
commonly used experimenlal configuralions. Finally, we discuss Ihe imporlance of our resulls 
and how Ihey can be used lo infer Ihe limils of validity of each model. 
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Abstraet 
This p.1pcr addresses a long-standing concern of whelher one can measure Ihe rcfractive index 
of a lurbid coJloid as if il were an equivalenl homogeneous medi um using standard Icchniques. 
\Ve analyl.c the accunley of delennining the effect ive refractive index of turbid coJ]oids when 
measuring Ihe crilical angle by refl ection of lighl in an internnl re tlection configufalion and 
then using Snel),s law. It is assumed thnt the critical angle is taken as Ihe inflection point 
of Ihe re flectance curve and Ihat Ihe effeclive refractive index oftbe lurbid coJloid is weJl 
approximated by the van de Hulst approximalion. Experi mental llleasure menl S are used 10 
show the viahil ily of measuring the inflection poinl of an angular-refl ectance curve wilh highl y 
turbid coJloid s. The refraclive index of aqueous suspcnsions of TiOl and lalex panicles (si .. .cs 
in Ihe range of 1 00- 500 mn) were delermined wilh an accuracy of ± O.OO25 . Then. a multiple
scallering model for Ihe coherent re tlection of light from lurbid coJloid s is used to produce 20 
maps of the estimaled eITor in delermining Ihe effective refractive index of lurbid coJloid s by 
the critical angle melhod aS:l function of the size :lnd volume-fiJling fr:lClion of the coJloidal 
pmticJes. 
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Abstract 

We examine thcoretieall y using the ratio between the real and imaginary parts of the effccti ve refracti ve increment in metallic 
nanofluids as a panicle size moni tor. We refer to thi s ralÍo as X and show it can be a se nsitive gauge of the panicles· size once 
these are larger th an a few nanometers in radi us. The parameter X is independent of the panicles · concentration as long as 
meas urements are perfo rmcd within the independent-scattering regime and it could be a viable candid ate fo r monitoring in real 
ti me the growth and ge neration of nanoparticles during the fab rication processes of nanofluids. We prese nt graphs of X as a 
function of wavelength fo r gold . sil ver and copper nanofluids made of spherical nanopartic les of diffe rent radii and suspended in 
water. We identify the range in wavelengths for which the proposed effccti ve parameter is sensiti ve to the particle size and 
anal yze whether it is measurable with current instrumentation. We also stud y the limits in panicles· concentration due to 
dependent-sca tte ring effccts. Effec ts of panicles shape are briefl y di scusscd. 
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\Ve analyze theoreticaUy and experiml'lltaHy a new way of sensing the real and imaginary parts 
of !he effective rdractive index of nanocoUoids by roherenl renectance from a confined film of a 
liquid sample_ The melhod is suitable for developing compact sensors with high resolu tion. We 
pcrform a theoretica! analysis using a reccntly devclopcd coherent-scattering modcl fo r a turbid 
colloidal film, which ronsiders absorption and scattering by the partides as well as surface effects. 
1ñe configu ralion lO measure lhe coherenl reflcctance of light from the sample ronsisls of an optica! 
prism in conlact with a nanocolloid layer of the sample backed with a glass slide. In Ihis 
configu rat ion. there are two critical angles for light inodent from the prism side, one betwC(.'Il the 
prism's glass and the air ou tside, and another one bctween the prism and the nanorolloid sample. 
lOe model predicts a high sensiti\'Íly of the renectance lo the uptical properties ol the nanocolloi d 
jusI before and at !he critica! angle, lo the imaginary and the real par! of the effcctivc refractivc indcx. 
respedively. We also present experimental renectance measurements of gold and Ti(h nanocolloids 
in the proposed configuranon and demunstra te lhe high sensitivity of both measurements. We 
iUuSirate the me!hod for chemical sensing by monitoring changcs in PH and tempcralure o f 
nanocolloids. 
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Abstraet. We studied the limi ts of opticaJ reflectance to detect plasmonic nanoparticles (NPs) 
embedded in air and supported by a glass substrate , in an internal re tlect ion configuration. We 
used a recently derived multiple-scattering model for the coherent reflectance of a disordered 
monolayer of particles supported on a flat surface to calcu late the sensitivity of optical reflec
tance variations to the presence of plasmonic NPs. We considered gold and sil ver NPs with radii 
up to 50 nm and stud ied the sensitivity as a function of the angle of incidence, wavelength, 
particle size, and polarization of light. Using our own measurements of noise, we estimated 
the minimum detectable surface-coverage by the particles. The highest sensitivity is found 
around the critical angle between the glass substrate and air, for transverse-magnetic polariza
tion, and at wavelengths of light near the plasmon resonance of the particles. We provide est i
mates of the minimum number of particles per unit area detectable fmm refl ectivity variations 
and set the basis for single particle detection. © 2016 Society 01 PllOfO-Oprical IIISrrtlmemarioll 

Engineers (SPlE) [DOI: 10.1 1 17/UNP.10.026019] 
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[101] Gesuri Morales-Luna and Augusto Garćıa-Valenzuela. Viability and fundamental

limits of critical-angle refractometry of turbid colloids. Meas. Sci. Technol., 28:

125203, 2017.


	Portada 
	Resumen
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo2. Refractometría de Ángulo Crítico para Coloides Turbios
	Capítulo3. Reflectividad Óptica de Películas Coloidales
	Capítulo4. Comparación Teórico-Experimental
	Capítulo5. Propiedades Ópticas de Nanofluidos Aplicado a Sensores
	Capítulo 6. Películas Ultradelgadas: Límite de Monocapa
	Capítulo7. Conclusiones
	Bibliografía

