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Introduccion

El presente trabajo de investigacion esta enmarcado dentro de la Teoria
Equivariante de Retractos. Esta teoria surge como intersecciéon de dos ramas
de la topologia. Por un lado, la teoria de los grupos topoldgicos de transfor-
maciones que tiene sus fundamentos en los trabajos de Sofus Lie a finales
del siglo X1X, y que va enfocada a estudiar los grupos de simetrias de ob-
jetos topoldgicos tales como variedades diferenciables, poliedros, variedades
riemannianas, entre otros. Asi, podemos considerar a la topologia como la
teoria de los Grupos Topoldgicos de Transformaciones con un grupo trivial
actuando, y buscar generalizar esta teoria al caso donde el grupo actuante es
un grupo topoldgico no trivial.

Por otro lado, el problema de extender una funcién continua f : A — Y
de un subconjunto cerrado A de un espacio X a todo X, o al menos a al-
guna vecindad U de A en X es muy comun encontrarlo en topologia. Karol
Borsuk observa que el caso particular, cuando Y = X y f = 7 es la fun-
cion inclusién, merece especial atencién. En este caso, cualquier extensiéon
de i es llamada retraccidn (retraccion de vecindad). Si tal retraccién existe
A es llamado retracto (retracto de vecindad) de X. En su tesis doctoral “O
retrakcjach i zbiorach zwiazanych” ( “Sobre retracciones y conjuntos relacio-
nados”) defendida en 1930, Borsuk introduce y estudia las nociones bésicas
sobre los retractos absolutos, estableciendo asi los fundamentos de la teoria
de retractos.

En la actualidad la Teoria Equivariante de Retractos ha tenido un desarro-
llo vertiginoso con aportaciones de matematicos como S. Antonyan [7], [8], [11]
y [15], A. Feregan [31], J. Jaworoski [39], [40] y [41], R. Lashof [45], Y. Smir-
nov [50], entre muchos otros.

La idea principal de esta teoria, es extender resultados ya existentes en
la teoria de retractos pero considerando que los espacios topoldgicos poseen
una accién de un grupo topoldgico no trivial (G-espacios) y que las funciones
continuas entre estos espacios conmutan con la accién del grupo (funciones

|



11 INTRODUCCION

equivariantes). En general, el camino para establecer una versién equivarian-
te de un resultado correspondiente a topologia general no es sencillo, pues
depende de las propiedades topoldgicas del grupo y del espacio, asi como de
la definicién de la accidn.

Una manera que ha dado muy buenos resultados es considerar las accio-
nes de grupos compactos (ver por ejemplo [7], [8], [41]). Sin embargo, si la
compacidad del grupo es debilitada a compacidad local surgen algunos pro-
blemas que no permiten que sea sencilla la “equivariantizacion ”. Este hecho
propicio que en 1961 R. Palais introdujera la nocién de G-espacio propio con
el propédsito de extender la teoria de acciones de grupos compactos al caso
de acciones de grupos localmente compactos. De hecho, si G es un grupo
compacto entonces cualquier G-espacio es propio.

A lo largo de este trabajo estaremos adoptando la siguiente caracterizacién
como la definicion de un espacio G-ANR: un G espacio propio metrizable
Y es un G-ANR para la clase de todos los G-espacios propios metrizables
por métrica G-invariante (G-M), si Y € G-M y cada vez que Y se encaja
equivariantemente como un cerrado de un G-espacio X € G-M, entonces
existe una retraccion equivariante r : U — Y, donde U es una vecindad
invariante de Y en X.

En nuestro caso, estableceremos algunos resultados dentro de la teoria
equivariante de retractos, mas en particular, estableceremos caracterizaciones
de los espacios G-ANR, generalizando resultados de la teoria de retractos
clésica y algunas caracterizaciones establecidas por J. Jaworoski para el caso
de grupos compactos, llevandolos todos al caso de acciones propias de grupos
de Lie (no necesariamente compactos).

En primer lugar, nos interesaremos en determinar qué propiedades ba-
sadas en el concepto de homotopia equivariante permiten caracterizar a los
espacios G-ANR, para el caso en que GG es un grupo de Lie. En este senti-
do, dos propiedades completamente relacionadas con el concepto de G-AN R
son la de G-contraibilidad local y la de extensién de homotopia equivariante,
recordemos estas definciones:

Un G-espacio X se dice que es localmente G-contraible si para cada punto
x € X y para cada G,-vecindad U de z existe una vecindad G, -invariante V'
de x tal que V' es G, contraible en U a un punto por medio de una homotopia
G, equivariante, donde GG, denota el estabilizador del punto .

Por otro lado, se dice que un G-par (X, A), tiene la propiedad de extensién
de homotopia equivariante (abreviado G-PEH) con respecto a un G-espacio
Y si y sélo si cualquier G-homotopia parcial f; : A — Y.t € I de una funcién
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equivariante arbitraria h : X — Y tiene una extension equivarainte
h,: X = Y,t e[ tal que hg = h.

Un hecho conocido desde hace varios anos, es que todo espacio G-ANR
es localmente G-contraible. En 1978, Jaworowski (ver [40]) probé que si G es
un grupo compacto de Lie, entonces para G-espacios de dimension finita la
G-contraibilidad local es equivalente a la propiedad de ser un G-ANR. Sin
embargo, sin la propiedad de ser de dimension finita, la G-contraibilidad local
por si sola no basta para caracterizar a los espacios G-AN R (ver [21, Capitulo
V] para un contraejemplo).

Para el caso de la G-PEH con respecto a cualquier G-par (X, A), el
Teorema de extension de homotopia equivariante de Borsuk (ver [7, Teorema
5] para el caso de acciones de grupos compactos) establece que esta propiedad
es necesaria para que un G-espacio metrizable sea un espacio G-AN R, pero
nuevamente, por si sola no basta para caracterizar a estos espacios, ain en el
caso en que G es el grupo trivial (ver [33] para un ejemplo).

Dentro de los principales resultados originales de la tesis se demuestra el
Teorema 2.2.14, el cual establece que la propiedad de que un G-espacio Y
sea localmente G-contraible, junto con la propiedad de que cualquier G-par
(X,A) € G-M tenga la G-PEH respecto a Y, es equivalente a que Y sea
un espacio G-ANR para el caso en que G es un grupo de Lie arbitrario. Es
importante mencionar que este teorema es una generalizaciéon de un teorema
importante de la teoria de retractos clasica (ver [37, Capitulo IV, Teorema
2.4]) al caso equivariante. Dos de los principales resultados para lograr dicha
caracterizacion son el Teorema 2.1.2 que presenta una caracterizacion local
de los espacios G-ANR, y permite reducir el andlisis de las propiedades de
retraccion globales a propiedades de retraccion locales, y el otro resultado es
precisamente el teorema de extension de homotopia equivariante de Borsuk
( ver 2.2.10). Ambos teoremas (2.1.2 y 2.2.10), también son generalizaciones
originales de este trabajo, para el caso de acciones de grupos de Lie arbitarios.

Un resultado mas de este trabajo que permite caracterizar a los espacios
G-AN R desde el punto de vista homotdpico es el Teorema 2.2.8, en este caso,
se establece la definicién de la propiedad P(G, V), y se demuestra que dicha
propiedad por si sola caracteriza completamente a los espacios G-AN R. Esta
propiedad es similar a la G-PFEH, sin embargo, en este caso las homotopias
equivariantes que participan son controladas con una cubierta abierta V. Nue-
vamente, esta caracterizacion es una generalizacion de un teorema importante
de la teoria de retractos clasica ( ver [37, Capitulo IV, Teorema 1.3]) .
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Por otro lado, otro de los problemas clave en la teoria equivariante de
retractos, es el de caracterizar a los espacios G-AN R por medio de conjuntos
de puntos H-fijos, en donde H es un subgrupo compacto del grupo actuante
G.

Es un hecho conocido, que una condicién necesaria para que un (GG-espacio
metrizable X sea un G-AN R es que el conjunto de puntos H-fijos X = {z €
X | he = z,Vh € H} sea un AN R ordinario para cualquier subgrupo cerrado
H de G. En este sentido, en la década de los 70’s J. Jaworowski se interesa
en el estudio del siguiente problema:

Sea G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio metrizable el cual tie-
nen una cantidad finita de tipos de orbita. Supongase que para cada subgrupo
compacto de H C G, el conjunto de puntos H-fijos X es un ANR en el
sentido ordinario de la teoria de retractos clasica. ;FEs entonces X bajo estas
condiciones un espacio G-ANR?.

Algunos anos después, el mismo Jaworowski [39] logra dar respuesta par-
cial positiva a su pregunta, pues para lograr la respuesta afirmativa agrega una
gran cantidad de condiciones al espacio en cuestion, obteniendo el siguiente
resultado:

Sea G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio localmente compacto
separable metrizable de dimension finita y con un nimero finito de tipos de

orbita. Entonces X es un G-ANR si y solo si para cada subgrupo cerrado
H C G el conjunto de puntos H-fijos X" es un ANR.

Posteriormente, Lashof [45] mediante una demostracién bastante elegan-
te demuestra que se puede prescindir de la compacidad local. Y por tltimo,
usando la demostracién de Lashof, nuevamente Jaworowski en [41] logra de-
bilitar la condicion de que el espacio sea de dimension finita a que sélo sea
un espacio con una estructura finita.

Basandonos en los trabajos de Jaworowski y Lashof, en el capitulo III
presentamos el Teorema 3.1.6, el cual establece una nueva version de la ca-
racterizacién de Jaworowski, pero omitiendo en este caso la condicion de se-
parabilidad del espacio, y pidiendo tnicamente que el espacio sea metrizable
y con una estructura finita, de esta manera se da un paso mas en la busqueda
de la respuesta al problema de Jaworowski.

Con la intensién de seguir generalizando la teoria equivariante de retrac-
tos con acciones de grupos compactos, al caso de acciones de grupos de Lie
(no necesariamente compactos), en la iltima parte del trabajo nos interesa-
mos en extender el Teorema 3.1.6 al caso de acciones propias de grupos de
matrices de Lie. De esta manera, otra de las caracterizaciones principales de
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los espacios G-AN R que se presentan en este trabajo es el Teorema 3.4.5.
En él se establece que para el caso en que G es un grupo de matrices y X
un G espacio propio metrizable con una estructura finita, entonces X es un
G-ANR si y s6lo si para cada subgrupo compacto H de G, X* es un ANR.

Como un resultado extra de la investigacion, se presenta en 3.3.5 un nuevo
teorema de encaje para G-espacios propios con una estructura finita, dentro
del producto de un espacio lineal normado con un espacio que se forma como
producto de conos de espacios cociente.

La estructura general de la tesis esta dividida en tres capitulos. El primero
corresponde a los preliminares, y en él se establecen todas las definiciones y
conceptos basicos de la teoria equivariante de retractos que seran utilizado en
los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo nos enfocamos en el estudio de las propiedades
homotépicas de los espacios G-AN R, y se demuestran todas las caracteriza-
ciones homotopicas que presentamos en el trabajo.

Finalmente, en el ultimo capitulo se demuestran los resultados concer-
nientes a las caracterizaciones por conjuntos de puntos H-fijos mencionados
anteriormente, tanto para el caso de acciones de grupos compactos como para
el caso de acciones propias de grupos de matrices.



VI

INTRODUCCION



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo nos centraremos en el estudio de la categoria de los G-
espacios, principalmente en las herramientas necesarias para obtener los resul-
tados que presentamos en los capitulos posteriores; por ello, nos introducimos
en la teoria equivariante recordando los conceptos y resultados basicos sobre
grupos topoldgicos, grupos de Lie, grupos de matrices y G-espacios. Ademas
se introduce el concepto de G-espacio propio (en el sentido de R. Palais),
nocion cuya importancia radica en el hecho de que permite extender algunos
resultados fundamentales de acciones de grupos compactos a acciones de gru-
pos localmente compactos. Los resultados principales de este trabajo estan
enmarcados dentro de las acciones propias, es por eso que recordamos las defi-
niciones, conceptos y hechos fundamentales de este tipo de acciones, tratando
de resaltar tinicamente lo que necesitaremos en los siguientes dos capitulos. Si
el lector estd interesado en profundizar en estos temas se pueden recomendar
algunas obras como, por ejemplo, para la teorfa equivariante G. Bredon [22],
T. tom Dieck [25] 6 K. Kawakubo [43]. Para el estudio de G-espacios propios
R. Palais [49], H. Abels [2] y los articulos [4-16]. Y para las ideas y hechos
bésicos sobre espacios con una estructura finita se recomiendan los articulos
de J. Jaworowski [41] y [42].

1.1. Grupos topolégicos

Cuando se fusionan la estructura de grupo (abstracto) con la de espacio
topoldgico se obtienen los grupos topoldgicos, éstos relacionan las dos estruc-
turas mediante la continuidad de las operaciones del grupo, obteniéndose asi
una gran cantidad de propiedades topoldgicas. Si ademads, agregamos otras
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condiciones como estructuras diferenciables o representaciones de grupos en
otros grupos mas accesibles, las propiedades son ain mayores.

En esta primera seccién estudiaremos los grupos topoldgicos, presentando
solo los hechos que utilizaremos mas adelante. Cabe mencionar que los re-
sultados presentados aqui, en general no seran demostrados, pues ademas de
ser en algunos casos laboriosos y complicados, no son el principal interés del
trabajo. Sin embargo, en todos los casos se hacen las respectivas referencias
para que el lector interesado pueda consultarlas.

Definicién 1.1.1. Un grupo topoldgico es una terna (G, x,7), donde (G, *)
es un grupo, (G,T) es un espacio topoldgico y (G, *,T) satisface que las fun-
ciones u: G x G — G yi: G — G definidas por u(g,h) = g*h yu(g) = g+
son continuas, donde g—' representa el inverso de g.

Por comodidad en lo siguiente estaremos denotando la operacién de grupo
g * h simplemente por gh y todos los grupos topologicos que se consideraran
en este trabajo seran espacios de Hausdorff.

Ejemplo 1.1.2. Sea G un grupo arbitrario con la topologia discreta, entonces
G es un grupo topoldgico.

Ejemplo 1.1.3. El conjunto R con la topologia usual y la operacion de suma
usual es un grupo topologico.

Ejemplo 1.1.4. La circunferencia S' = {x € C|||z|| = 1} con la multiplica-
cion de numeros complejos es un grupo topologico.

Denotemos por M(n, R) el conjunto de las matrices cuadradas n x n con
entradas reales, existe una identificacién natural de M(n,R) con el espacio
R™ dada por:

A= (%‘j) = (@11, @12, oy Q1py Q214 ooy A2y ooy Ay e oGy -

Entonces, el subconjunto GL(n,R) C M(n,R) de todas las matrices cuadra-
das n x n invertibles, puede ser considerado como un subespacio de R™. En
base a ésto tenemos dos ejemplos mas.

Ejemplo 1.1.5. El grupo general lineal GL(n,R) con la topologia heredada
por ser un subespacio de R™ es un grupo topoldgico.

Ejemplo 1.1.6. El grupo ortogonal O(n,R) consistente de todas las matrices
cuadradas n X n ortogonales con entradas reales y visto con la topologia de
subespacio de GL(n,R) es un subgrupo topolégico de GL(n,R).
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Si consideramos la funcién determinante det : M(n,R) — R, es un hecho
conocido que esta funcién es continua, notemos que podemos ver a GL(n,R)
como la preimagen bajo la funciéon determinante del conjunto de todos los
numeros reales distintos de cero, por lo que, GL(n,R) es no compacto (es un
subconjunto abierto de M(n,R)), y no conexo (las matrices con determinan-
te positivo y las matrices con determinante negativo forman una particién
de GL(n,R) en conjuntos abiertos disjuntos). Sin embargo, en el siguiente
teorema se muestra que O(n,R) si es compacto.

Teorema 1.1.7. El grupo ortogonal O(n,R) de dimension n es compacto

Demostracion. Ver [20, Teorema 4.13] O

Quiza una de las propiedades mas importantes que tienen los grupos to-
pologicos es que son espacios homogéneos, es decir, para cualesquiera par de
puntos g1, g2 en un grupo topolégico G, existe un homeomorfismo ¢ : G — G
tal que p(g1) = g2, a saber, ¢ es la traslacién izquierda por gog;'. En vir-
tud de esta homogeneidad, para probar que G satisface cierta propiedad local
bastara probarlo para un punto, en particular para el elemento identidad e de
GG, en base a ésto las vecindades de la identidad juegan un papel primordial
en el estudio de los grupos topolégicos.

Proposicién 1.1.8. Sea G un grupo topoldgico y B una base de vecindades
de e en G. Entonces para cualquier vecindad N de e existen U,V y W en B
tales que

U*C N VieN y WWlcN.

Las vecindades abiertas simétricas de e forman una base local en e.

Demostracion. Ver [23, Proposicién 3.1] O

Si a un grupo topoldgico le agregamos una estructura diferenciable y pe-
dimos diferenciablidad en sus operaciones obtenemos mas riqueza en sus pro-
piedades. Los principales resultados de este trabajo se enmarcan dentro de
las acciones de este tipo de grupos.

Definicién 1.1.9. Un grupo de Lie es un grupo topoldgico sequndo nume-
rable con estructura de n-variedad diferenciable, tal que las operaciones del
grupo son funciones diferenciables.
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Se puede observar directamente de la definiciéon que todo grupo de Lie es
localmente compacto, metrizable y separable.

Los ejemplos de 1.1.3 a 1.1.6 son todos grupos de Lie, pero sélo los ejemplos
1.1.4 y 1.1.6 son grupos de Lie compactos. Aunque la mayoria de los resultados
de este trabajo son vélidos para grupos de Lie no necesariamente compactos,
en algunas ocasiones si sera necesario pedir compacidad en el grupo.

Dos hechos fundamentales sobre los grupos de Lie, los cuales no seréan
demostrados en este trabajo son los siguientes.

Teorema 1.1.10. Los subgrupos cerrados de grupos de Lie son también gru-
pos de Lie.

Demostracion. Ver [36, Capitulo 7, Teorema 1.1] ]

Teorema 1.1.11. Un grupo compacto es un grupo de Lie si y solo si es
isomorfo a un subgrupo cerrado de O(n,R) para algin n.

Demostracion. Var [22, Capitulo 0, Teorema 5.1] ]

En el teorema anterior por isomorfismo se entiende un isomorfismo de
grupos que ademads es un homeomorfismo de espacios.

En la teoria de grupos topoldgicos una técnica que resulta muy eficiente,
es poder estudiar los grupos por medio de homomorfismos continuos dentro
de otra clase de objetos mas elementales, en este sentido tenemos la siguiente
definicién.

Definicién 1.1.12. Dado un grupo topolégico G, por una representacion
real de G entenderemos un monomorfismo continuo de G en GL(n,R). Si G
es un grupo de Lie y existe una representacion real de G diremos que G es
un grupo de matrices de Lie.

Para cerrar esta seccion, aclaramos que en lo siguiente estaremos usando
indistintamente la palabra “grupo”y las palabras “grupo topolégico”refiriéndo-
nos en ambos casos a un grupo topoldgico arbitrario, de la misma manera usa-

remos solo “grupo de matrices” para hacer referencia a un grupo de matrices
de Lie.
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1.2. (G-espacios

La categoria G-TOP esta formada por espacios topoldgicos que poseen
una accién continua de un grupo topologico y funciones continuas entre ellos
que conmutan con las acciones. Esta categoria es en cierto sentido “para-
lela”a la categoria TOP de espacios topoldgicos y funciones continuas. De
esta manera podemos tratar de “trasladar”muchos conceptos de la categoria
TOP a la categoria G-TOP. Asi, nociones de la categoria TOP como: es-
pacios, funciones, retractos, espacios ANR’ y ANE, homotopias entre otras,
pueden ser llevadas a la categoria G-TOP con nombres como: G-espacios,
funciones equivariantes, retractos equivariantes, espacios G-ANR y G-ANE
y G-homotopias, respectivamente.

Definimos a continuacién lo que es un G-espacio recordando que todos los
grupos topoldgicos considerados son de Hausdortf.

Definicién 1.2.1. Por un grupo topologico de transformaciones o un
G-espacio se entenderd una terna (G, X,0) donde G es un grupo topoldgico,
X es un espacio topologico y 0 : G x X — X wuna funcion continua que
satisface:

1. O(e,z) =z, para todo x € X, donde e es la identidad de G.
2. 0(h,0(g,x)) = 0(hg,x), para todo z € X, g,h € G.

A la funcion 6 se le conoce como la accion y por comodidad denotaremos
0(g,x) por gx.

Algunos ejemplos de G-espacios son:

Ejemplo 1.2.2. Cualquier grupo topologico G actia en si mismo mediante
la multiplicacion izquierda.

Ejemplo 1.2.3. Para cada g € G y v € X se define 0(g,x) = x, de esta
manera cualquier grupo topologico G actia sobre cualquier espacio topolégico
X, ésta es conocida como la accion trivial .

Ejemplo 1.2.4. Si H es un subgrupo de un grupo topologico G. Entonces el
espacio cociente de clases laterales izquierdas de H, denotado por G/H, es
un G-espacio con la accion por translacion izquierda 0 : G x G/H — G/H
dada por 0(¢',gH) = ¢'gH.

Ejemplo 1.2.5. El grupo S' actia sobre el plano complejo C por 0(e™, re') =
i(t+x)
re .
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Ejemplo 1.2.6. El grupo aditivo R actia sobre el espacio R? \ {0} por
0(t, (z,y)) = (e'z, e'y).

Es sencillo verificar que para cada g € GG, la accién € determina un homeo-
morfismo 6, : X — X, donde 6,(x) = gx para todo x € X. Cada uno de estos
homeomorfismos ¢, es llamada una transicién. Asi podemos definir una fun-
cién ¢ : G — Homeo(X), donde Homeo(X) es el grupo de homeomorfismos
de X en X dada por ®(g) = 6,. De esta manera ® es un homomorfismo de
grupos.

A continuacién, presentamos las definiciones de algunos subconjuntos im-
portantes dentro de la teoria equivariante.

Definiciéon 1.2.7. Sea (G, X,0) un grupo topoldgico de transformaciones.
Sean H un subgrupo de G, A un subconjunto de X y x € X, se definen los
stgquientes conjuntos:

1. G, ={g € G| g =z}, llamado el estabilizador de x o subgrupo de
isotropia de x.

2. H(A) ={ha| h € H,a € A} C X llamado la H-saturacion de A. En
el caso en que A = {x} consta de un solo punto, diremos que H(A) es la
H-orbita de x y se denota por H(x). Si H = G diremos simplemente
que G(x) es la orbita de x .

En el caso en que G, = G diremos que x es un punto G-fijo y denotaremos
por X% el conjunto de todos los puntos de X que son fijados por G. Ademés
si H C G es un subgrupo de GG definimos el conjunto de puntos H-fijos
XH como X# = {x € X | hr = x, paratodo h € H}. Si H(A) = A, dire-
mos que A es un conjunto H-invariante y en el caso en que H = G se dira
unicamente que A es un conjunto invariante .

Podemos clasificar también los tipos de acciones de acuerdo a la siguiente
definicién:

Definicién 1.2.8. Sea X un G-espacio, diremos que una accion de G en X
es:

1. trivial si G, = G para todo x € X (ver Ejemplo 1.2.3).
2. libre si G, = {e} para todo x € X.

3. efectiva o fiel si(),. G, = {e}.
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4. transitiva si tiene una sola orbita.

Si X es un G-espacio y x,y € X, entonces G(z) = G(y) o G(z) N G(y) =
(), es decir, dos Orbitas o son iguales o no se intersectan, esto genera una
descomposicién de X en las érbitas de cada uno de sus puntos. De esta manera
la relacién: « ~ y siy sélo si G(x) = G(y) es una relacién de equivalencia en
X y al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por X/G.

Definicién 1.2.9. Sea G un grupo y X un G-espacio, definimos la proyec-
citon orbital como la funcion:

T X = X/G
donde 7(x) = G(x) vista como elemento de X/G.

Definicién 1.2.10. El espacio orbital o espacio de orbitas de un G-
espacio X, es el conjunto X/G dotado con la topologia cociente respecto a la
proyeccion orbital. Esto es, un conjunto U C X/G es abierto si y sélo si la
image inversa ©(U) es abierta en X.

Algunos ejemplos interesantes de espacios de 6rbitas son los siguientes.

Ejemplo 1.2.11. Sean X = R x [0,1] C C, G = Z y definimos la funcion
o(2): X = X por
d(z) =7+ 141,

donde Z representa el conjugado de z. Con este espacio y esta funcion defini-
mos la accion

0:GxX — X

por O(n,z) = ¢"(z). Entonces, el espacio orbital X/G es homeomorfo a la
banda de Mdbius M2,

Ejemplo 1.2.12. Sean X = R? y G = Z x Z, definimos la accion de G sobre
X por:

0((n,m), (z,y)) = (n+z,m+y),
en este caso se puede verificar que el espacio de orbitas X /G es homeomorfo
al toro T.

Proposicién 1.2.13. Sea X un G-espacio con proyeccion orbital w. Entonces
T es abierta.
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Demostracion. Sea U un abierto de X, 77'7(U) = G(U) = U, ¢ gU es unién
de abiertos de X por lo tanto m(U) es abierto en X/G. O

Definicién 1.2.14. Una funcion continua f : X — Y entre dos G-espacios se
llama G-funcion o una funcién equivariante si satisface f(gx) = gf(x),
para cada g € G y cada v € X.

Se demuestra de manera sencilla que la composicion de funciones equi-
variantes es nuevamente una funcién equivariante. En el caso en que Y sea
un G-espacio trivial (ver Ejemplo 1.2.3), la funcién equivariante serd llamada
invariante, esto es, f(gz) = f(z) para todo x € X y para todo g € G.

Si f: X — Y esuna funcién equivariante entre G-espacios, podemos ve-
rificar facilmente que G, C Gy(,). Si ademds, sucede que G, = Gf(,) diremos
que f es una funcién isovariante

Definicién 1.2.15. Dados dos G-espacio X y 'Y, una funcion equivariante
1: X =Y se dird que es un G-encaje o un encaje equivariante de X en
Y, si1 es un encaje de espacios topologicos.

Cuando un grupo G actia sobre un espacio lineal topolégico sobre el
campo R, y la accion “respeta’las operaciones del espacio, diremos que éste
es un G-espacio lineal, de esta manera también relacionamos la estructura de
espacio lineal con las acciones de grupos, obteniendo como es de esperarse,
propiedades muy interesantes. Veamos esta definicién a detalle.

Definicién 1.2.16. Diremos que X es un G-espacio lineal, si es un espa-
cio lineal topologico dotado con una accion de G, la cual es lineal, es decir,
g(Ax + py) = Mgz) + plgy) para todo g € G, x,y € X y donde X\ y u son
numeros reales.

Definicién 1.2.17. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion
f X — Y es llamada una tsometria si para cualesquiera x,y € X se
satisface:

d(z,y) = p(f(x), f(v))

Si cada transicién 6, : X — X en un G-espacio metrizable X es una
isometria, diremos que la accién de G en X es isométrica. Llamaremos G-
espacio lineal normado (G-espacio de Banach), a un espacio lineal
normado (espacio de Banach) dotado de una accién lineal e isométrica del
grupo G.
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1.3. (G-espacios propios y métricas pequenas

En la teoria de los grupos topolégicos de transformaciones, cuando se pre-
senta el caso de que el grupo que actia es compacto se han logrado establecer
ya una gran cantidad de resultados que extienden los respectivos conceptos
y teoremas de la topologia general. Sin embargo, para el caso de las acciones
de los grupos localmente compacto, la riqueza de resultados es mucho menor.
En este sentido R. Palais [49] introduce la nocién de G-espacio propio con
el propésito de extender la teoria de acciones de grupos compactos al caso
de acciones de grupos localmente compacto sobre espacios de Tichonoff. A
lo largo de esta seccion recordaremos los principales hechos y propiedades de
estos espacios, iniciamos con la nociéon de conjunto pequeno, definicién base
para establecer las acciones propias.

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo y X un G-espacio. Un subconjunto V-C X
es llamado conjunto pequeno si para cada punto de X existe una vecindad
U con la propiedad de que el conjunto transportador, definido por

(UV)={geGlgUnV #0}
tiene cerradura compacta en G.

Algunas de las propiedades que tiene los conjuntos pequenos se enlistan
en la siguientes proposicién y su demostracién puede consultarse en [2, Pro-
posicién 1.2].

Proposicién 1.3.2. Sea X un G-espacio.

1. Si'V es un conjunto pequeno de X entonces cualquier subconjunto de
V' es pequeno.

2. Si'V es un conjunto pequeno, la cerradura V es un conjunto pequeno.
3. La union finita de conjuntos pequenos es un conjunto pequeno.

4. 81V es un subconjunto pequeno de X y K es un subconjunto de G que
tiene cerradura compacta, entonces K (V') es pequerio.

5. Sea{V;}ier una familia de subconjuntos pequenos de X, tal que {m(V;) }icr
es una familia localmente finita en X/G. Entonces V = |J,c; Vi es un
conjunto pequeno. Si ademds cada V; es cerrados entonces V' es cerrado.
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Definicién 1.3.3. Un G-espacio X es llamado propio (en el sentido de R.
Palais), si tiene una cubierta abierta formada de conjuntos pequenos.

Algunos ejemplos de G-espacios propios son los siguientes:

Ejemplo 1.3.4. §i G es compacto entonces claramente cada G-espacio es
propio.

Ejemplo 1.3.5. Consideramos el espacio R? con la accion del grupo aditivo
R dada de la siguiente manera:

0(t, (z,y)) = (z,1 +y)

Ejemplo 1.3.6. Si H es un subgrupo compacto de un grupo localmente com-
pacto G, entonces el espacio de clases laterales izquierdas G/H es un G-
espacio propio.

Dentro de las propiedades mas importantes que conservan los G-espacios
propios, y que precisamente sirven de base para construir muchos otros re-
sultados para esta clase de espacios es que cada oOrbita es cerrada y cada
estabilizador es compacto.

Proposiciéon 1.3.7. Sea X un G-espacio propio. Entonces, cada orbita en
X es cerrada y cada estabilizador es compacto.

Demostracion. Sean x en X y V una vecindad pequena de x, entonces existe
una vecindad V,, de z tal que el transportador (V,, V) tiene cerradura com-
pacta en GG. Mostremos primero que G, es cerrado en G. Sea {g,} una red
en G, la cual converge a ¢ € G. Entonces {g,x} es convergente a gx. Por
otra parte g,x = z, para todo «. Entonces, {g,x} es convergente también a
x. Como G es de Hausdorff tenemos que gx = x y, por lo tanto, g € G. Asi,
G, es cerrado en G. Es sencillo verificar que G, C (V,, V), lo que implica que
G, es compacto.

Veamos ahora que G(z) es cerrada en X. Sean y € G(z) y U una vecindad
pequena de y. Sea g,z una red en G(z) convergente a y. Tomamos ag tal que
Jao € U. Se tiene entonces (gaga)(9ao®) = ga; asi que gog, € (U, U) C
(U,U). Luego se tiene una subred de g,g,) convergente a h € G. Sin perdida
de generalidad podemos suponer que la subred es la misma. De aqui que {g,}
converge a hg,, = g. Entonces por un lado {g,x} converge a y y por otro
converge a gz, por lo que gr = y y, por tanto, y € G(x). Se concluye que
G(z) es cerrado. O
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Es sencillo verificar que el producto de dos G-espacios es propio siempre
que uno de ellos lo sea y que la imagen inversa de un G-espacio propio bajo
una funcion equivariante también es un G-espacio propio.

Como ya lo habiamos mencionado, existen muchos resultados que depen-
den de la compacidad del grupo y que cuando el grupo ya no es compacto
se pierden esas propiedades. No obstante, en los G-espacio propios se pueden
rescatar algunos de ellos.

Proposicién 1.3.8. Sean X un G-espacio propio y x € X. Entonces la
funcién continua ¢ : G — G(x) definida por ¢(g) = gz, para todo g € G, es
abierta.

Demostracion. Denotemos por e el elemento identidad de G. Sea U cualquier
vecindad de e € G. De acuerdo a la homogeneidad de G basta probar que
U(z) es una vecindad de x en G(X). Para esto supongamos lo contrario,
es decir, U(z) no es abierto en G(x). Entonces existe una red {g,} tal que
gax & U(x), para todo «, pero {g,x} converge a .

Ahora bien, si g,z = hx para h € U entonces g,x = hgr donde g € G,. Es
decir, g, € UG, e inversamente. Esto es, g,z € U(z) siy sélo si g, € UG(z).
Por lo tanto, en nuestro caso se tiene que g, ¢ UG, y puesto que UG, es una
vecindad de G, no existe ninguna subred de g, que converja a un elemento
de G,.. Sea V una vecindad pequena de x. Como a partir de cierto aq se tiene
que gox € V para a > g, podemos tomar una subred {g,,z} de manera que
Ja; € (V, V). Ahora bien, como (V, V) tiene cerradura compacta, tomemos
otra vez una subred o, que converja a un punto k. Entonces se tiene que
kx = z, es decir k € G, lo cual es una contradiccién. Por tanto U(z) debe
ser una vecindad de z en G. O

Usando la proposiciéon anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Sea X un G-espacio propio y x € X. Entonces la funcion
0, : G/G, — G(x) definida por 0,(9G,) = gz es un homeomorfismo.

Demostracion. Es féacil verificar que 6, es biyectiva. La continuidad de ella y
de su inversa se sigue del siguiente diagrama:
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Aqui ¢ es la funcién de la Proposicion 1.3.8 y 7 es la proyeccion orbital de la
accion de G, sobre G, la cual es continua y abierta. m

Proposicién 1.3.10. Sean X un G-espacio propio yV C X. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. 'V es pequeno.
2. La restriccion de la accion 0 : G x V — X, es perfecta.

3. La proyeccion orbital restringida a V, 7|y : V — X/G es una funcion
perfecta.

4. Dada una vecindad W de un punto x € X, existe una vecindad U C W
de x y un subconjunto compacto K de G tal que VNG(U) C K(U).

Demostracion. 1) = 4). Se sigue inmediatamente de la definicién 1.3.1.

4) = 1). Para un punto x € X sea U la vecindad pequena de = con la
propiedad: VNG (U) C K(U) para algun subconjunto compacto K C G. Sea
O C U una vecindad de z tal que (O, U) tiene cerradura compacta en G.
Entonces

(0,V) = (0,V NGU) C (0,KU) = K{(0,U)

tiene cerradura compacta en G.
Para demostrar la equivalencia de las otras proposiciones podemos suponer
que el conjunto V' es cerrado.

1) = 2). El hecho de que la preimagen de z € X bajo 6|y es un conjunto
compacto se sigue directamente de la definicién 1.3.1. Para ver que 0|y es
cerrada, sea B un subconjunto cerrado de G x V' y sea {ga¥s} una red en
B, tal que converge a un punto z € X. Debemos ver que = € 0(B). Como
V' es pequeno existe una vecindad U de z tal que el transportador (U, V')
tiene cerradura compacta. Podemos suponer que g, € (V,U) = (U, V) !y
converge a algtin g € G. Pero entonces la red v, = g g,V converge a g~ 'x
al cual llamaremos v. Asi que (g,v) € By 6(g,v) =gv =2 € B.

2) = 3). Veamos que 7|y es perfecta. Sea B un subconjunto cerrado de
V. Entonces, de acuerdo a (2), tenemos que 0(G x B) = G(B) es cerrado
en X,y m(B) es cerrado en X/G, asi pues, 7|y es una funcién cerrada. Sea
7(x) € X/G un punto en el espacio de dérbitas, entonces

T ln(x) NV =Gx)NV = {x}, V).
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Pero (V,{z}) = ({z},V)~! es la primer proyeccién del subconjunto compacto

(0]y)"\(z) de G x V.

3) = 1). Sea x € X. Debemos demostrar que z tiene una vecindad U
tal que el transportador (U, V) tiene cerradura compacta en G. Sea ¢ = 7|y .
Por hip6tesis ¢ es una funcién perfecta. Asi pues, ¢~ (r(x)) = G(z) NV es
compacto. Como X es un G-espacio propio tenemos por el Corolario 1.3.9 que
G /G, es homeomorfo a G(x), como ademas G, es compacto, 0|, : G — G(x)
es perfecta. Asi pues, la preimagen del conjunto compacto (G(z) N V),

(Ol)) (G(@)NV) ={g € Glgz € V} = ({z},V)

es también compacta. Hacemos K = ({z}, V), y sea U una vecindad abierta
de x. Entonces B = V' \ K(U) es cerrado en V, asi pues, ¢(B) = w(B) es
cerrado en X/G y no contiene a 7(x). Existe una vecindad O de z tal que
7(O) N7 (B) =0, esto es, (O, B) = . Asi,

(0,V) = (0, BY U (0, K(U)) = K(O,U).

Podemos asumir que U es pequena y (O, U) tiene cerradura compacta en
G. Entonces, (O, V) tiene cerradura compacta en G. n

Definicién 1.3.11. Un subconjunto S de un G-espacio propio es llamado
fundamental si S es un conjunto pequeno y su saturacion G(S) coincide
con todo el espacio.

Veamos a continuacién un ejemplo de un conjunto fundamental

Ejemplo 1.3.12. Consideramos el St-espacio C del ejemplo 1.2.5. Como S*
es compacto, tenemos que la accion es propia. Ademds, el conjunto S definido
por, S={re e C|rel0,00) y a=0} es un conjunto fundamental.

Proposicién 1.3.13. Sea X un G-espacio propio con espacio de orbitas X /G
paracompacto. Entonces la cerradura de cualquier conjunto pequenio V' estd
contenida en un conjunto abierto fundamental.

Demostracion. Podemos asumir que V' es cerrado. Entonces 7(V') es cerrado
(ver 1.3.10 (3)). Afirmamos que cada punto € X tiene una vecindad abierta
pequena U, tal que VN G(U,) C U,. En efecto, = tiene una vecindad abierta
pequena U; tal que el transportador de Uy a V', (Uy, V) tiene cerradura com-
pacta en G. Denotemos por K = (U, V). Entonces, si hacemos U, = K (Uj)
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por (4) de la Proposicién 1.3.2 tenemos que U, es pequeno y cumple con la
propiedad deseada.

Consideramos la cubierta abierta {w(U,) | x € X} del espacio de drbitas
X/G, como X/G es paracompacto existe un refinamiento abierto localmente
finito {V; |i € I,V; C n(U,,)}. Sea W; = U,, N7~ *(V;). Entonces los subcon-
juntos W; son pequenos, en virtud de la Proposicién 1.3.2 inciso (5) tenemos
que el conjunto: S = J,.; W; es pequenio. Veamos que .S cumple con las pro-
piedades deseadas, como 7(S) = J,.; 7(W;) = X/G entonces S es abierto.
Finalmente, sea x € V', w(x) € V; para algun i € I, entonces

zert(VH)NnV c 7'V na N =x(U,))NV
— (V) NGTL)NY
c = Y V)nU,,
= W;CS.

]

Para el caso de acciones propias y G-espacios de Orbitas paracompactos
la proposicién anterior implica la existencia de conjuntos fundamentales.

Corolario 1.3.14. Sea X un G-espacio propio con X/G paracompacto. En-
tonces existe un conjunto fundamental en X.

Ejemplo 1.3.15. Si G = R es el grupo aditivo de los reales y X = R? el
G-espacio propio con la accion

0t, (v,y)) = (v,y + 1),

entonces es facil verificar que la orbita de un punto (z,y) € X es la recta
vertical que pasa por (x,y), de esta manera el espacio de drbitas X/G es
homeomorfo a R. Como R es paracompacto el corolario anterior garantiza la
existencia un conjunto fundamental en X.

Uno de los principales problemas en la teoria equivariante es establecer
bajo qué condiciones existen métricas en los G-espacios tal que cada transicion
sea una isometria.
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Definicién 1.3.16. Una métrica p para un G-espacio metrizable X, com-
patible con su topologia, es una métrica invariante o G-invariante si
p(gx, gy) = p(x,y) para todo g € G, y para todos x,y € X, esto es, si la
transicion 0, es una isometria respecto a p, para cada g € G.

Estaremos denotando por G-M la clase de todos los G-espacios propios
que son metrizables por una métrica G-invariante. En general no siempre
existe una métrica invariante en un G-espacio metrizable (ver el Z-espacio
X =R?\ {0} con la accién mostrada en [44] pag. 2). Palais prueba en [49] que
G-M incluye a todos los G-espacios propios metrizables separables. En [12,
Corolario 1] se demuestra que si X es un G-espacio propio metrizable lo-
calmente separable, entonces X € G-M para cualquier grupo G localmente
compacto. Sin embargo, sigue siendo un problema abierto si G-M coincide
con la clase de todos los G-espacios propios metrizables (incluso para G = R
y G = 7). Referimos al lector a [12] para una discusién més profunda sobre
este problema.

Teorema 1.3.17. Sea X un G-espacio metrizable que admite una métrica
invariante. Si el espacio orbital X/G es Ti entonces es metrizable.

Demostracion. Sea p una métrica invariante de X. Para p y ¢ puntos del
espacio orbital X/G definimos

p*(p,q) = inf{p(x,y) |z €7 (p),y € 7 ()}

Es claro que p*(p,q) > 0y p*(p,q) = p*(¢,p). Ahora bien, debido a que
la métrica p es invariante p(gi7, goy) = p(x, g, 'g2y), luego para los puntos
arbitrarios r € 77 (p) y y € 77 1(q),

p*(p,q) = in{p(x,9y) | g € G} = p(z, G(y)).

Si p # q entonces x ¢ G(y), pero como la 6rbita G(y) es cerrada pues
X/G es Tv, p*(p, q) = p(z,G(y)) > 0.

Mostraremos ahora que p* satisface la desigualdad del tridangulo, para ello
sea r = (G(z) un punto arbitrario de X/G. Tenemos

p'(pq) = inf{p(z,gy) | g€ G}
inf{p(z, QZ) +p(9'2,9y) 1 9,9" € G}
inf{p(r,9'z) | ¢ € G} +inf{p(z,g"y) | ¢" € G}
p*(p, 1)+ p*(r, q).

IN A



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Finalmente demostraremos la compatibilidad de p* con la topologia del
espacio orbital X/G, esto es, la topologia de la métrica p* es la topologia
cociente del espacio orbital.

Consideramos las vecindades béasicas V = {y € X | p(z,y) < ¢} de z
en (X,p) y V* ={q € X/G | p*(n(z),q) < ¢} de w(z) en (X/G,p*). Si
y € V, la desigualdad p*(7(z),7(y)) < p(z,y) implica que 7(y) € V*, luego
(V) C V*. Ahorasiq € V*, p(z,7 1 (q)) = p*(7(x),q) < & por lo tanto algtin
y € m1(q) satisface p(z,y) < €, luego ¢ = 7(y) € m(V). Hemos probado que
V* C m(V) y de aqui se sigue la igualdad V* = w(V). Por lo anterior, la
proyeccion orbital 7 : X — X/G es continua y abierta, en consecuencia la
topologia de la métrica p* coincide con la topologia cociente de X/G. O]

El trabajar en la clase G- M nos permite, entre otras cosas, que los espacios
de érbitas sean espacios metrizables y, por tanto, paracompactos.

Proposicién 1.3.18. Sea X € G-M, entonces X/G es metrizable.

Demostracion. Dado que X es un G-espacio propio, se tiene que para cada
x € X ladrbita G(z) es cerrada en X. Esto implica que X /G es un espacio 7T7.
Entonces, de acuerdo al Teorema 1.3.17 se sigue que X /G es metrizable. [

Observemos un par de ejemplos interesantes en donde se aplica la propo-
sicién anterior.

Ejemplo 1.3.19. Recordando el ejemplo 1.53.5 podemos observar que el R-
espacio considerado ahi es metrizable y la accion es propia, por lo tanto el
espacio cociente es un espacito metrizable, de hecho, el espacio cociente es
homeomorfo a R.

Ejemplo 1.3.20. Si consideramos el G-espacio del ejemplo 1.2.12, se veri-
fica facilmente que se cumplen las condiciones de la proposicion 1.3.18. Por
lo tanto, tenemos una manera sencilla de ver que el toro T es un espacio
metrizable.

Dentro de la teoria equivariante siempre es importante poder trabajar
con espacio metrizables que admiten métricas invariantes. En nuestro caso
requerimos de una condicion méas sobre este tipo de métricas. Para un espacio
metrizable (X, p) usaremos la notaciéon B,(x,r) para la bola de centro x y
radio r, es decir,

B,(z,r) ={y € X | p(z,y) <r}.

Tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 1.3.21. Una métrica invariante p sobre un G-espacio propio X
es llamada pequenia, si cualquier bola cerrada unitaria B,(x,1) es un sub-
conjunto pequeno de X.

Los ejemplos 1.3.5 y 1.2.12 muestran G-espacios propios cuyas métricas
son pequenas.

Lema 1.3.22. Sean X un espacio metrizable, C C X un subconjunto cerrado
y U una vecindad de C. Entonces existe una métrica compatible d sobre X
tal que d(x,y) > 1 siempre que x € C yy € X \ U

Demostracion. Como X es un espacio normal, existe un subconjunto abierto
V C X tal que
ccvVcVvVcl

Sea ¢ : X — [0,1], una funcién continua tal que V C ¢~*(1) y U C ¢~%(0).
Si p es una métrica compatible sobre X, entonces es sencillo verificar que la
férmula

d(z,y) = p(x,y) + |p(z) — d(y)|, z,ye X

define una métrica compatible sobre X.
Se sigue de la definicién de d que d(z,y) = p(z,y) +1 > 1 paraz € C'y
ye X\U. O

El siguiente resultado es valido para grupos localmente compactos, no
necesariamente de Lie.

Teorema 1.3.23. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces todo G-
espacio X € G-M admite una métrica invariante pequena compatible.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 1.3.18 tenemos que X/G es metri-
zable y por tanto, paracompacto. Por el Corolario 1.3.14 sabemos que existe
un conjunto fundamental S C X y por 1.3.2 (2) deducimos que la cerradura
de un conjunto fundamental es también fundamental. Entonces podemos su-
poner que S es cerrado.

Escogemos vecindades V, W de la identidad e € GG con las siguientes propie-
dades VC W C G,V =V"1L V.V CWyW es un conjunto compacto
(ver Proposicién 1.1.8). Bajo estas condiciones, si hacemos K = V tenemos
que K es un conjunto compacto simétrico y K C W. Las proposiciones 1.3.10
(3) y 1.3.2 (4) nos garantizan que K (S) es cerrado y W(S) es un conjunto
pequeno respectivamente y ademds tenemos que K(S) C W (S). Debido a
la paracompacidad del espacio orbital X/G podemos encontrar un conjunto



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

pequeno fundamental U en X tal que K(S) C W(S) C U (ver Proposicién
1.3.13).

De acuerdo al Lema 1.3.22 podemos escoger una métrica compatible d sobre
X que satisface la siguiente propiedad:

d(z,y) > 1 siempre que x € K(S)yye X\ U (1.1)

Definimos:

r(z) =d(z, X \U) z € X.

Tenemos que para z,y € X, r(x) — r(y) < d(z,y), y entonces si x,y,z € X
se cumple que:
r(z)+r(z) <d(z,y) +r(y) +r(z).

Definimos p como:

w(x,y) = min{d(z,y),r(z),r(y)}, =y € X.

Es claro que i es una pseudométrica sobre X y entonces definimos la funcion:

p(x,y) = sup{p(gz, gy)|lg € G}, z,y e X

De la definicién se puede verificar directamente que p es una pseudométri-
ca invariante. Veamos que, de hecho, es una métrica. Tomamos dos puntos
x #y € X. Como U es fundamental tenemos que X = G(U), entonces existe
go € G tal que gox € U, por lo tanto r(gox) > 0. Como los puntos goz y
goy también son diferentes, tenemos que d(goz, goy) > 0. En consecuencia,
1(gox, goy) > 0 lo cual implica que p(x,y) > 0. Es decir, p es una métrica
invariante sobre X.

Afirmamos que p es compatible con la topologia de X. Sea (x,) una suce-
sién en X tal que p(x,,xo) ~ 0 para algin punto zp € X. Sea € > 0 y sea
By(xo,€) la bola abierta centrada en zy de radio e respecto a la métrica d.
Como X = G(U), existe un gy € G tal que gozg € U. Como la transicién
0951 : X — X es continua y U es abierto, entonces existe un ¢ > 0 tal que
Bi(goxo,0) C Uy 8y-1(Ba(gozo,)) C Ba(wo,€).

La inclusién B,(gozo,d) C U implica que r(gozo) > § > 0. Como p(x,, o) ~
0, entonces existe ng € N tal que p(z,,z9) < 0/2 para todo n > ny.
Por la definiciéon de p tenemos que p(goxn, goro) < p(Tn,To) y entonces
1(goTn, goro) < §/2. Ahora, como r(goz,)+7(gox0) > 7(goxo) > 9, concluimos
que 1(goTn, goTo) = d(goxn, goxo) < §/2, esto es, gox, € Ba(goxo,d/2). En-
tonces, z, = g5 ' (gor,) € 0,-1(Ba(gox0,6/2)) C Ba(wo, €) para todo n > nq,
lo que demuestra que (x,) converge a o con la topologia original de X.
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Supongamos ahora que d(z,,zg) ~» 0 para una sucesién (x,) en X y un
punto zg € X. Si la sucesién (x,,) no converge a o con la métrica p, entonces,
existe un ¢y > 0 y una subsucesién (yx) C (z,) tal que p(yg, xo) > € para
todo indice k. Por lo tanto, u(gryk, grTo) > €o/2 para una sucesiéon adecuada
(g9x) C G. Por lo que

r(grys) + 7(grTo) = €0/2. (1.2)

Como U es un conjunto pequeno, podemos escoger una vecindad V' del punto
xo tal que el transportador (V, U) tiene cerradura compacta en G. Como (y)
es una subsucesién de (z,) tenemos que d(yx, o) ~» 0 y podemos suponer
que yp € Ak > 1.

Ahora, tenemos que el conjunto {xo} U (yx) estd contenido en A, la de-
sigualdad (1.2) implica que (gx) C (V,U). Pero el transportador (V,U) tiene
cerradura compacta en G, y entonces, la sucesién (g ) tiene un punto de acu-
mulacién g € G (ver [30, Teorema 3.1.23]). En virtud de la continuidad de
la accion de G sobre X, el punto gz es un punto de acumulacién de ambas
sucesiones (gxxo) y (gryr) en X. Como X es metrizable las sucesiones (grxo) y
(gxyx) deben contener subsucesiones que convergen al punto gxy. Sin perdida
de generalidad, podemos suponer que las sucesiones mismas (gxxo) v (9x¥x)
convergen a gro, y entonces, existe un indice kg tal que d(gxyx, grro) < €0/2
para todo k > kq. Sin embargo, esto contradice la condicién

d(grYk> 9rT0) > 1(grYr, GeTo) > €0/2.

Por lo tanto, la sucesién (z,) también converge a xy con la métrica p.

Solo falta demostrar que toda bola cerrada unitaria B,(r,1) es un sub-
conjunto pequeno de X. Como S es un subconjunto fundamental y p es G-
invariante, podemos asumir, sin perdida de generalidad, que = € S. Afirma-
mos que B,(z, 1) estd contenida en K (U). En efecto, siy € X\K(U)yg € K,
entonces gy € X \ U pues K = K~!. También tenemos que gz € K(S). En
consecuencia, en virtud de la propiedad (1.1), se tiene que d(gz, gy) > 1. Por
la misma razén, r(gz) > 1. Entonces, u(gz, gy) > 1 siempre que y € X\ K (U)
y g € K. Esto implica que

p(x,y) > sup{p(gz,gy) | g € K} > 1.

para todo y € X \ K(U), es decir, B,(z,1) C K(U). Pero como K(U) es
pequeiio (ver 1.3.2 (4)) se tiene que B,(x,1) es un conjunto pequeiio, y la
demostracion esta completa. O]
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1.4. G-encajes dentro de (-espacios propios
CONnvexos

Dado un G-espacio X, denotaremos por B(X) el conjunto de todas las
funciones reales acotadas de X, es un hecho conocido que si B(X) se dota de
la norma del supremo es un espacio de Banach. En esta seccién, estaremos
considerando un subespacio especial del espacio B(X), para ello, es necesaria
la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1. Una funcion continua f : X — R definida sobre un G-
espacio X es llamada G-uniforme, si para cada € > 0 existe una vecindad
U de la identidad e de G tal que |f(gz) — f(x)| < € para todox € X yg € U.

Denotaremos por A(X) el subespacio lineal de B(X) conformado por to-
das las funciones acotadas G-uniformes. El siguiente teorema es véalido inclu-
sive para el caso en que X es un G-conjunto cualquiera (no necesariamente
un espacio topoldgico), si embargo, por conveniencia tomaremos a X como
un G-espacio.

Teorema 1.4.2. Sea G un grupo y X un G-espacio. Entonces:
a) A(X) es un subespacio lineal cerrado de B(X).
b) La funcion (g, f) — gf, de G x A(X) — A(X) definida por:
(9f)(z) = flg"'z), 2 € X
es una accion isométrica y lineal de G en X.

Demostracion.  a) Es sencillo verificar que A(X) es un subespacio lineal de
B(X), sélo probaremos que es cerrado. Supongamos que una sucesion
(fn) en A(X) converge a un elemento f de B(X). Debemos mostrar que
f es G-uniforme. Dado ¢ > 0, fijamos un indice k tal que

|f(x) — fe(z)| < &/3 para todo x € X.

Como fi, € A(X), podemos seleccionar una vecindad U de la identidad
de G tal que

| frx(g9z) — fr(x)| < e/3 para todo g € U, z € X.
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En consecuencia, tenemos

|[f(gz) = f(@)] < |f(gx) = fulgz)| + [felgz) — fu(@)| + [fa(z) — f(z)|
<e/3+¢/3+¢/3=¢,
para todo g € U y z € X. Luego, f € A(X).
Sea f € A(X) y g € G. Veremos primeramente que gf € A(X). Co-
mo gf es acotada, s6lo necesitamos probar que gf es una funciéon G-
uniforme. Dado € > 0, seleccionamos una vecindad V' de la identidad

en G tal que |f(hy) — f(y)| <e paratodo he V yye X.
Definimos un subconjunto U C G por

U=gV'lgt={gv g7 [veV}

Claramente, U es también una vecindad de la identidad en G. Afirma-
mos que

|(gf)(tx) — (gf)(x)| < € para todo t € U,z € X.

En efecto, ponemos y = g 'tz y h = g~ 't 1g. Entonces g 'x = hy y
h € V, siempre y cuando t € U. En consecuencia,

[(gf)(tx) — (9f)(@)] = |f (g~ "tx) — flg7'2)| = |f(y) — f(hy)] < &

siempre y cuando t € U.

Luego, ¢gf es G-uniforme, y de ahi gf € A(X). En seguida observamos
que la funcién (g, f) — g¢f es una accién de G en A(X), es decir,
g(hf)=(gh)f yef = f,donde f € A(X), g,h € Gy e es la identidad
de G. Esta accién es lineal e isométrica. Solo falta mostrar que la accién
gf es continua. Probaremos que gf es continua en cada punto (g, fo) €
G x A(X). Dado ¢ > 0, podemos seleccionar una vecindad V' de la
identidad de G tal que

|fo(hx) — fo(x)| < e/2 para todo h € V,x € X.
Definimos un subconjunto U de G por
U=gV"'={gv*tveV}

Claramente U es una vecindad de gy € G. Afirmamos que ||gf — gofoll <
e siempre y cuando g € U, f € A(X) y

If = foll < /2.
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En efecto, tenemos

l9.fo = gofoll = sup{[(gfo)(x) — (g0 fo)(x)] ; x € X} (1.3)

sup{|fo(g~"'z) — folgo')|; = € X}.

Siendo z = g;'z, 2 € X y h = g"'go, g € G y usando el hecho de que
go puede ser considerado como una biyeccién de X concluimos que

sup{|folg™'=) — folgo ' 2)| ; = € X} = (1.4)

sup{|fo(hgy'x) — folgo @) ; € X} =
sup{|fo(hz) = fo(2)[ ; z € X}.
Como h € V siempre y cuando g € U, usando (1.3) y (1.4), obtenemos

lg.fo — gofoll <e/2

para toda g € U. Finalmente, ||gf — gfoll = ||f — foll, ya que G actia
isométricamente en A(X). Por lo tanto,

lgf — gofoll < llgf — gfoll + llgfo — gofoll = |I.f = foll + lg.fo — gofoll
<eg/24¢/2=¢

siempre y cuando ||f — foll < ¢/2, f € A(X) y g € U. Esto establece la
continuidad de la accién gf en (go, fo)-
[

Corolario 1.4.3. Sean G un grupo y X un G-espacio. Entonces A(X) es un
G-espacio de Banach.

En general el G-espacio A(X) carece de algunas propiedades, por ejemplo
no siempre es un GG-espacio propio, inclusive aunque X los sea. En este sentido,
para un G-espacio propio X definimos un subespacio especial de A(X) que
conserva mas riqueza en cuestién de propiedades. Denotamos por Q(X) el
subconjunto de todas las funciones f en A(X) tales que, para todo € > 0,
existe un subconjunto abierto pequeno U C X tal que |f(x)| < € para toda
x € X \ U. Resulta que Q(X) es un subespacio lineal cerrado invariante de
A(X), como lo demuestra la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.4. Sean G un grupo localmente compacto y X un G-espacio
propio. Entonces Q(X) es un subespacio lineal cerrado invariante de A(X),
y por lo tanto, un G-espacio de Banach.
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Demostracion. El hecho de que Q(X) es un subespacio lineal de A(X) es
evidente, demostremos sélo las otras dos propiedades.

Veamos que Q(X) es cerrado en A(X). Sea (f,,) una sucesién en Q(X) que
converge a f € A(X). Tomamos € > 0 y escogemos un indice n tal que
lf — fall < €/2. Entonces |f(x) — fu(z)] < €/2 para toda z € X. Como
fn € Q(X), existe un subconjunto abierto pequeno U C X tal que |f,(z)| < e
para todo x € X \ U. Por lo tanto, para todo z € X \ U tenemos que

1f(@)| < |f(x) = fulz)| + |ful2)] <e/2+e/2 =¢.

Entonces, f € Q(X) y Q(X) es cerrado en A(X).

Para verificar que es invariante, tomamos g € Gy f € Q(X). Sea € > 0,
entonces existe un abierto pequeno U tal que |f(x)| < e para todo x € X\ U.
Consideramos el conjunto abierto pequenio V' = gU (ver Proposicién 1.3.2
(4)), ahora si x € X \ 'V tenemos que g 'z € X \ U por lo tanto

9f(2)] = |flg7 2)[ <e
lo que implica que gf pertenece a Q(X) y Q(X) es invariante. ]

En general no podemos garantizar que Q(X) sea un G-espacio propio, pero
veamos que el complemento del origen en Q(X) es un subespacio propio.

Proposiciéon 1.4.5. Sean G un grupo localmente compacto y X cualquier
G-espacio propio. Entonces para toda f € Qo(X) = Q(X) \ {0}, la bola
abierta B(f, ”—J;H) es un conjunto pequeno en Qo(X). En particular, Qy(X) es
un G-espacio propio.

Demostracion. Sea h € Qy(X). Mostraremos que el transportador de los con-
juntos B(f, ”LZH) y B(h, H4L||) tiene cerradura compacta en G, es decir, B(f, ”LZH)
es un conjunto pequeno.

: . = £l
Consideramos el conjunto pequefio U de X tal que |h(x)| < %5 para todo

x € X\ U. Escogemos 7 € X tal que |f(x)| > @. Como el transportador
({zo},U) tiene cerradura compacta en G, es suficiente mostrar que

(5 (0.5 (111} ¢ (.00

Sea g € (B( ,”—J;”), B(h, ”%”)) Entonces existe h' € B(h, H%”) tal que g7'h’ €

B( ,@) Esto implica que

v [h(gzo)l = 11 (gao)] — 121

_ A
2 4

|1 (g0)| = [ f (o)l
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En consecuencia,

L | R A
> — — — — = .
|h(gmo)| = [f (o) 5 1~ 5 5 1 20
de donde se sigue que gz € U, es decir, g € ({zo}, U). O

Definicién 1.4.6. Para f € Q(X) definimos el soporte de f como:

sop f = {z € X | f(z) #0}.

Denotaremos por P(X) el subespacio lineal de Q(X) consistente de todas
las funciones f € Q(X) tales que sop f es un subconjunto pequenio de X. Es
facil ver que P(X) es un subconjunto invariante de Q(X). Usaremos también
la notacién Py(X) para el conjunto P(X) \ {0}. Debido a que los conjuntos
pequenos abiertos constituyen una base para la topologia de X si X es propio,
podemos asegurar que Po(X) # () y considerar los siguientes conjuntos:

Po(X) = {f € Po(X)| f(z) > 0, Vz € X}.

Qi (X) ={f € Q(X)[f(z) =0, Vx € X}.

Se verifica de manera sencilla que los conjuntos P (X) y Q. (X) son conjuntos
invariantes convexos de Qy(X) y por tanto G-espacio propios.

Dado un subconjunto C' de un espacio lineal X, llamaremos envoltura
convexa de (' a la intersecciéon de todos los conjuntos convexos que contienen
a C, la cual claramente es un conjunto convexo y lo denotaremos por conv(C).
Una de las herramientas mas importantes que se utilizaran en el capitulo
siguiente, es la de poder encajar equivariantemente un G-espacio propio de
manera cerrada dentro de un G-espacio propio convexo, en este sentido, el
siguiente teorema nos marca la base para la construccién de dicho encaje.

Teorema 1.4.7. Sea G un grupo arbitrario y X € G-M. Entonces toda
métrica invariante pequena p sobre X define un G-encaje i : X — P, (X) tal
que:

1. |li(z)|| =1 para cada x € X.
2. |li(z) — i)l < p(z,y) para todo x,y € X.
3. pla,y) = |li(x) —i(y)|| siempre que p(z,y) < 1.

4. |li(z) —i(y)|| > 1 siempre que p(z,y) > 1.
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5. la imagen i(X) es cerrada en su envoltura conveza.

Demostracion. Para cada x € X, consideramos la funcion f* € Py de la
siguiente manera:

IV IA

ey L ) L= pl@y),  sip(ry) <1,
7@ {O, si p(x,y) > 1.

Definimos la funcién: i : X < Py(X) por i(x) = f*, « € X. Para ver que i
es realmente la funcién requerida veamos primero que f* € Py(X) para cada
z € X. Claramente f*: X — [0, 1] es una funcién continua. Ahora, sea € > 0.
Escogemos una vecindad W de la identidad en G tal que

p(hz,z) < € para todo h € W. (1.5)
Afirmamos que (1.5) implica que

|f“(hy) — f*(y)| < e

para cada h € Wy y € X, que a su vez implica que f* € A(X).
Consideremos todos los casos posibles.

Sip(x,hy) <1y p(z,y) <1, entonces

[f*(hy) = f* ()| = 11 = pla, hy) — L+ pla,y)| = |p(z,y) — p(h~ 2, y)]
< plz, h ') = p(hz, ) < <.
Si p(x, hy) <1y p(x,y) > 1, entonces
f2(hy) — F2 ()l = 1 = p(x, hy) < p(a,y) — pla, hy) = p(z,y) — p(h™"z,y)
< p(z,h~'z) = p(hz, ) < €.

El caso p(z, hy) > 1y p(x,y) < 1 se reduce al anterior.
Por tltimo, si p(z, hy) > 1y p(x,y) > 1, entonces

[ (hy) = [P () =0 <e.

Asi, f* € A(X). Como p es una métrica pequena y sop f* C B,(x,1), se
concluye que sop f* es un conjunto pequeno. De esta manera, f* € Py(X),
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mostrando que la funcién i : X < Py(X) estd bien definida.
Ahora, afirmamos que la siguiente desigualdad es verdadera

Il f™ — [ < p(x1,x2) para todo 1, xs € X. (1.6)

Esto implica que ¢ es continua. Para probar que también (1.6) es verdadera,
consideremos los siguientes casos. Sea y € X arbitrario.
Si p(z1,y) < 1y p(x2,y) < 1, entonces

| (y) — f2W)] = |p(r1,y) — p(x2,y)| < p(a1, 72).

Si p($17y> S 1 y p($27y) Z 1a entonces

|7 (y) = 2 (W) = 1 = pla1,y)| < p(x2,y) — p(x1,9) < p(32, 71).

El caso p(z1,y) > 1y p(x2,y) < 1 se reduce al anterior.
Finalmente, si p(x1,y) > 1y p(z2,y) > 1, entonces

[ (y) = [ (y)] = 0 < p(a1, 22).

Queda demostrada (1.6).
Como f*(z) =1, se sigue de (1.6) que || f*|| = 1, es decir, ||i(z)| = 1.
Por otro lado, para demostrar que ¢ es un encaje topolégico, observamos
lo siguiente.
Si p(z1,x9) < 1, entonces

LF = 2 = [ () = [ ()] = pla, 22)

lo cual implica junto con (1.6), que

£ = 72| = p(z1, 2).

Y si p(zq,x9) > 1 entonces

[F7 =72 = 17 () = f72 ()] = 1

Se sigue de estas observaciones que ¢ es inyectiva y su inversa es continua. La
equivarianza de 7 es inmediata de la G-invarianza de la métrica p.

Resta s6lo demostrar que i(X) es cerrado en su envoltura convexa. Para esto,
sea (f,) una sucesién en i(X) que converge a f € conv(i(X)). Entonces f
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es de la forma X ¢;f* con X" t; =1, t; > 0y 2z, € X. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que t; > 0. Y observemos que:

i=1 i=1

1F7 = fll = L (am) = flan)| = [1 = f(zn)] =

= th‘(l — [P (an) Z 0(1 = f7 ().

Ahora, t;(1— f*(x,)) esigual a t1p(z1, x,) 6 igual a t;. Como || f*» — f|| ~~ 0,
la desigualdad anterior implica que t;(1 — f*'(x,)) = t1p(21, z,) para todo los
indices n excepto para una cantidad finita. Asi, inferimos que p(z1,x,) ~ 0
cuando n ~» 00, es decir, x,, ~» z1. En virtud de la continuidad de 7, obtenemos
que f =limi(x,) =i(z1) como se requeria. O

Como todo G-espacio propio en G-M admite una métrica invariante pe-
quenia ( Teorema 1.3.23) y P4(X) C A(X), se sigue inmediatamente del
Teorema 1.4.7 el siguiente resultado que se puede ver como la versién analoga
equivariante del clasico teorema de encaje de Kuratowski-Wojdyslawski.

Teorema 1.4.8. Sean G un grupo localmente compacto yY € G-M. En-
tonces, existe un G-espacio lineal normado L y un subconjunto invariante
convero Z C L tal que la accion G sobre Z es propia y Y puede encajarse
equivariantemente en Z como un subconjunto cerrado invariante.

1.5. Retractos equivariantes

En esta seccién introducimos los principales conceptos y resultados re-
ferentes a la teorfa de retractos absolutos (de vecindad) equivariantes y de
extensores absolutos (de vecindad) equivariantes en la clase G- M.

Por un G-par (X, A), estaremos entendiendo un G-espacio X € G-M y un
subconjunto cerrado invariante A C X.

Definicién 1.5.1. Un G-espacio Y es llamado un G-extensor absoluto de
vecindad para la clase G-M o un G-ANE, si para cualquier G-par (X, A)
con X € G-M, cualquier funcion equivariante f : A — Y puede ser extendida
a una funcion equivariante F': U — 'Y, donde U es una vecindad invariante
de A en X.



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Si ademas, siempre se puede escoger U = X, entonces decimos que Y es
un G-extensor absoluto o un G-AFE .

Definicién 1.5.2. Dado un G-par (X, A), una retraccion equivariante
de U sobre A es una funcion equivariante r : U — A tal que r(a) = a para
cada a € A, donde U es una vecindad abierta invariante de A en X. En este
caso decimos que A es un retracto equivariante de vecindad de X, o un
G-retracto de vecindad de X.

En el caso en que U = X diremos que A es un retracto equivariante
de X o un G-retracto de X

Definicién 1.5.3. Un G-espacio Y es llamado un G-retracto absoluto de
vecindad para la clase G-M o un G-ANR, si Y € G-M y cada vez que
Y se encaja equivariantemente como un cerrado de un G-espacio X € G-
M, entonces existe una retraccion equivariante v : U — Y, donde U es una
vecindad tnvariante de Y en X.

Si ademas, siempre se puede escoger U = X, entonces decimos que Y es
un G-retracto absoluto o un G-AR .

En general, un G-ANFE metrizable no necesariamente es un G-ANR. Sin
embargo, en [6, Corolario 6.3] se demuestra que estas propiedades son equi-
valentes en la clase G- M, como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4. Sea X € G-M. Entonces X es un G-ANE (respectivamente
G-AE) si y sélo si X es un G-ANR (respectivamente G-AR)

Observaciéon 1.5.5. Estaremos haciendo uso de esta equivalencia a lo largo
de todo el trabajo sin hacer referencias adicionales.

A continuacién, mostramos algunas propiedades que tienen los espacios G-
ANE y G-ANR y que seran de utilidad para demostrar algunos resultados que
se obtendran posteriormente. La primera de ellas muestra como la propiedad
de ser un G-ANF se hereda a los retractos equivariantes de vecindad, y la
segunda, como se hereda a los subconjuntos abiertos invariantes. Esta tltima
corresponde a la versién equivariante del primer teorema de Hanner (ver [21,
pag. 96]). Por lo pronto sélo mostraremos estas propiedades, sin embargo, a lo
largo del trabajo se estaran presentando muchos mas resultados interesantes
sobre los G-ANFE y los G-ANR, sobre todo algunas caracterizaciones.
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Lema 1.5.6. Sea X un retracto equivariante de vecindad de un espacio Y €
G-ANE, entonces X es un G-ANFE

Demostracion. Sea (Z, A) un G-par y f: A — X una funcién equivariante.
Como Y € G-ANE, existe g : U — Y, una funcién equivariante, donde U es
una vecindad invariante de A en Z y gla = f.

Sea r : V — X la retraccién equivariante de una vecindad invariante V' de
X en Y. Definimos W = ¢g7'(V) y F = r o glw. Es claro entonces, que F es
una funcién equivariante de W en X. Ademads, F'|4 = f. Por lo tanto X es
un G-ANE. m

Teorema 1.5.7. Cualquier subconjunto abierto invariante de un G-ANE es
un G-ANE

Demostracion. Sean Y € G-ANE y W un subconjunto abierto invariante de
Y. Sea f : A — W una funcién equivariante, donde A es un cerrado invariante
de un G-espacio X € G-M, veamos que f tiene una extension equivariante
de vecindad. En efecto, sea i : W — Y la funcién inclusion. Como Y € G-
ANE, la composiciéon ¢ = 10 f : A — Y tiene una extension equivariante
v 'V — Y, donde V es una vecindad invariante de A. Consideramos la
preimagen U = f~1(W) en V. Como U es abierto en V' y V es abierto en X,
entonces U es un abierto en X que contiene a A. Ademaés, U es invariante ya
que W lo es y f es equivariante. Entonces la funcién g : U — W, definida
por g(z) = ¢(x), para € U, es una extension equivariante de vecindad de

f. u

1.6. Producto torcido y rebanadas

En esta seccién veremos una nueva forma de construir G-espacios, y como
estos espacios son elementos base para poder estudiar la estructura de los
grupos toplégicos de transformaciones. Comenzamos definiendo el producto
torcido.

Definicién 1.6.1. Sean G un grupo y K un subgrupo cerrado de G. Si X es
un K-espacio, entonces K actia en G X X mediante

k(g,x) = (gk™", k).

Al espacio de drbitas respectivo (G x X)/K se le conoce como el producto
torcido, y se denota por G X X. La K-drbita del punto (g,z) es denotada

por [g, ].
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Por definicién [g, x] = [¢/, 2] si y s6lo si existe un k € K tal que ¢’ = gk™*
y &' = kx, asi que
gk, =] = [g, kx]
para todo k € K.

Como ya mencionamos, el producto torcido también puede ser considera-
do como un G-espacio definiendo una acciéon adecuada, y més aun, si tanto
el grupo actuante como el espacio son metrizables, resulta que el producto
torcido también lo es. Veamos ésto en los siguientes resultados.

Proposicién 1.6.2. Sean K un subgrupo cerrado de un grupo G y X un K-
espacio. Entonces el producto torcido G x g X es un G-espacio con la accion
dada por la formula:

J'lg,x] = [g'g, 2]
donde g € G y [g,z] € G xi X.

Demostracion. Tenemos que si [g1, z1] = [g, x]:
glgr.a] = g'lgk™" k] = [g'gk™", k] = [g'g, 2] = '[9, 7]

por lo tanto, la accion esta bien definida.
Sean ¢ : G X (GxX) > GxXynm:GxX — G xg X las funciones
continuas dadas por

o(g'(g,7) = (d'g9,7) v 7(g,2) = [g,2].

Sea f: G x (G xxg X) = G xg X la accién definida anteriormente. Entonces
el siguiente diagrama conmuta.

Gx(GxX)L—GxX
Ideﬂl K lfr

GX(GXKX)G—>GXKX

Como 7 es abierta y sobreyectiva, Idg x m también lo es, en particular, es
una identificaciéon. Como §(Idg X 7) = mp es continua, aplicando la propiedad
universal del cociente (ver [23, pag. 14]), 6 es continua.

Ademés e|g, x| = [g, x| para cada [g,2] € G X X y como

91(929, *] = q192]g, x| para cada g1,90 € Gy [g,7] € G Xk X,

se concluye que 6 es una accién. O]
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Lema 1.6.3. Sea G un grupo metrizable, H un subgrupo cerrado de G y X un
G-espacio metrizable, entonces el producto torcido G Xz X es un G-espacio
metrizable.

Demostracion. Dado que G es metrizable, el producto G x X es metrizable y
de acuerdo a la Proposicién 1.3.18 el espacio de orbital (Gx X)/H = Gxy X
también es metrizable. O

Proposicién 1.6.4. Sean G un grupo y K un subgrupo cerrado de G. Sea S
un K-espacio. Para cualquier G-espacio Y, la correspondencia

O:{f:S=>Y|f es K-funcion} — {f' : G xxg S = Y| f" es K-funcidén}

dada por
®(f) = [ donde f'([g,s]) = gf(s),
es biyectiva con inversa ®71(f)(s) = f'(le, s]).
Demostracion. Dada f : S — Y una funcién K-equivariante, entonces f’ :
[9,s] — gf(s) estd bien definida. En efecto, observamos primero que por la

Proposicién 1.6.2, el producto torcido G X S es un G-espacio. Si [g,s] =
[g1, 51], entonces para algin k € K se tiene que g; = gk~ y 51 = ks. Luego,

f([g1,51]) = g1.f(s1) = gkflf(ks) = gkflkf(s) = gf(s) = f'(lg, 5])-

La proyeccién orbital 7 : G x S — G xg S seguida de f’ es igual a la
composicién (g, s) — [g,s] — g(fs) que es continua, y tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

G xS ul G xS

N/
Y

por la propiedad universal del cociente (ver [23, pdg. 14] ), f es continua.
Ademas,

f'(d'lg,s]) = g'9f(s) = d'f'(lg.5])
para todo ¢’ € G, lo cual significa que [’ : G xx S — Y es G-equivariante.

Ahora, si ®(f) = ®(h), entonces para todo s € S obviamente sus valores en
[e, s] coinciden, y entonces

f(s) = ef(s) = ®(f)le, s] = @(h)[e, s] = eh(s) = h(s).
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Por lo tanto @ es inyectiva. Mostraremos que es sobreyectiva. Dada una G-
funcién

i GxeS =Y,

la funcién continua fy(s) — f([e, s]) cumple que

fr(ks) = f'(le.ks]) = f'([ek, s]) = k[ ([e, s]) = kfp (s)

para todo k € K, entonces fp : S — Y es K-equivariante.
Finalmente, comprobemos que ®(fs) = f" calculando

©(f5)(g,51) = gfr(5) = gf (le, s]) = f'([g, 5))-

Hemos demostrado que ® es biyectiva con inversa

) = fpi s f(e, 8))
]

La proposiciéon anterior nos garantiza que si S es un K-espacio, entonces
toda K-funcién f de S en un G-espacio Y, induce una G-funcién del producto
torcido G' X i S en Y. Veamos ahora le definicion de H-rebanada y su relacién
con el producto torcido.

Definicién 1.6.5. Sea X un G-espacio y H un subgrupo cerrado de G. Un
subconjunto H-invariante S C X es llamado una H-rebanada, en X si G(5)
es abierto en X y existe una funcion equivariante f: G(S) — G/H tal que
S = f~Y(eH). La saturacién G(S) es llamado conjunto tubular.

Si G(S) = X, entonces decimos que S es una H-rebanada global de X .

El siguiente lema se utilizard para demostrar algunos resultados posterio-
res, pues establece bajo qué condiciones un G-espacio X es G-homeomorfo a
un producto torcido, su demostracién puede consultarse en [16, Lema 2.3].

Lema 1.6.6. Sea H un subgrupo compacto de G, X un G-espacio propio
y f: X — G/H una funcién equivariante. Sea S = f~*(eH). Entonces la
funcion & : GxyS — X definida por £(lg, s]) = gs es un G-homeomorfismo,
y fo& = p, donde la funcionp : GxygS — G/H estd dada por p([g, s|) = gH
para cada |g,s] € G xg S.

Quiza uno de los resultados més importantes dentro de la teoria de grupos
topoldgicos de transformaciones es el teorema de la rebanada establecido por
Palais en [48, Proposicién 2.3.1].
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Teorema 1.6.7 (Teorema de la Rebanada). Sea X un G-espacio propio,
x € X y U una vecindad de x. Entonces, existe una G -rebanada S, C X tal
que x € S, C U.

La siguiente definicién se presenta para el caso en que GG es un grupo
localmente compacto arbitrario (no necesariamente de Lie). En base a ésto,
aclaramos que en los cuatro resultados que siguen de la definicién se estara
considerando a G como un grupo localmente compacto.

Definicién 1.6.8. Sea G un grupo localmente compacto y H C G un subgrupo
de G, diremos que H es un subgrupo grande, si existe un subgrupo normal
cerrado N C G tal que N C H y G/N es un grupo de Lie.

Notemos que en el caso en que G sea un grupo de Lie, entonces cualquier
subgrupo de él es un subgrupo grande. La siguiente proposiciéon muestra dos
caracterizaciones de los subgrupos grandes, las cuales seran de utilidad para
demostrar algunos resultados referentes a las rebandas. Su demostracion pue-
de consultarse en [14, Proposicién 3.2].

Proposicién 1.6.9. Para un subgrupo cerrado H C G. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

a) H es un subgrupo grande.
b) G/H es un G-ANE metrizable.
c) G/H es localmente contraible.

Lema 1.6.10. Sea H un subgrupo grande de G. Supongamos que A es un
subconjunto cerrado invariante de un G-espacio X € G-M, y S una H-
rebanada de A. Entonces existe una H-rebanada S en X tal que SNA=S5.

Demostracidn. Sea f : A — G/ H una funcién equivariante tal que f~!(eH) =
S. Por la Proposicién 1.6.9, existe una extensién equivariante F': U — G/H
sobre una vecindad invariante U de A en X. Se verifica facilmente que la
preimagen S = F~'(eH) es la H-rebanada deseada. O

Una propiedad importante del producto torcido, es que, ademéas de po-
der ser considerado como un G-espacio, bajo ciertas condiciones resulta ser
también un G-extensor absoluto de vecindad.
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Proposicién 1.6.11. Sea H un subgrupo grande de G, y X un H-espacio.
Si X es un H-ANE, entonces el producto torcido G xyg X es un G-ANE.

Demostracion. Sea (Y,C) un G-par en G-M y f : C — G Xy X una funcién
equivariante. Un resultado conocido y sencillo de verificar es que la preimagen
f7Y(X) es una H-rebanada global en C' (ver [48, Corolario 1.7.8]). Por el
Lema 1.6.10, existe una H-rebanada S en Y tal que SN C = f~1(X). En
consecuencia, f~1(X) es un subconjunto cerrado H-invariante del H-espacio
metrizable S. Como X es un H-ANE, existe una vecindad H-invariante V'
de f71(X) en S, y una H-extensién f’: V — X de la funcién equivariante
f'ly-1(x) = X. Entonces f’ induce una funcién equivariante F' : G(V) —
G x g X bajo laregla F(gv) = gf'(v), donde g € Gy v € V (ver 25, Capitulo
I, Proposicién 4.3]). Como C' = G(f~ (X)) y f~1(X) C V, concluimos que
C' C G(V). Como V es abierto en S, tenemos que G(V') es abierto en G(S5), y
entonces, en Y. Si ¢ € C, se tiene que ¢ = gb para algin g € Gy b € f~}(X),
y entonces, F(c) = F(gb) = gf'(b) = gf(b) = f(gb) = f(c), es decir, F
extiende a f. O

Proposiciéon 1.6.12. Sea K un subgrupo compacto grande de G, y X un
G-ANE. Entonces X es un K-ANE.

Demostracion. Sea (Y, B)un K-pary f : B — X una funcién K-equivariante.
Entonces f induce una funciéon G-equivariante F' : G xx B — X dada por
F([g,b]) = gf(b), donde [g,b] € G xk B (ver Proposicién 1.6.4). Como G/K
es metrizable (ver Porposicién 1.6.9), de acuerdo a [9, Proposicién 3|, G x Y
es metrizable también. Més atin, G Xk Y es un G-espacio propio (ver [1]), y
(G xgY)/G =Y/K (ver [9, Proposicién 2]). Como Y es metrizable y K es
compacto, concluimos que Y/K es metrizable (ver [48, Proposicién 1.1.12]).
Entonces, (G xkY)/G es también metrizable. Ahora, por [12, Lema] tenemos
que G xg Y € G-M.
Claramente, G X B es un subconjunto cerrado G-invariante del G-espacio
GxgY.Como X esun G-ANE, existe una vecindad G-invariante U de G X g B
en G Xg Y y una G-extensiéon F' : U — X de F. Evidentemente, V =UNY
es una vecindad K-invariante de B en Y, y la restriccién f' = F'|y es la K-
extension de f requerida, (podemos ver a Y como subconjunto K-invariante
de G x i Y simplemente identificando K con el subconjunto {[e,y]|y € Y}
de G XK Y)

[
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Proposicién 1.6.13. Sean G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto
de G. Si S es un K-espacio, entonces S es un K-retracto de vecindad del
producto torcido G X g S.

Demostracion. Consideramos la siguiente acciéon continua del grupo H =
K x K sobre el espacio G:

(k1,ko)g — kigks para todo (ki,ke) € H yge€QG.

Claramente, K es un subconjunto H-invariante del H-espacio GG, y esta acciéon
sobre K es transitiva. Entonces, K es H-homeomorfo a H/H,, donde H, =
{(k,k)| k € K} es el estabilizador de la identidad e € K. Como H es un
grupo compacto de Lie, H/H, es un H-ANE (ver Proposicién 1.6.9 (2)), y
entonces, K es un H-ANEFE. Esto garantiza la existencia de una H-retraccién
r: U — K, donde U es una vecindad H-invariante de K en el H-espacio G.
Entonces U x g S es una vecindad K-invariante del conjunto S en G X S
(recordemos que identificamos a S, como un K-espacio con el subconjunto
K-invariante {[e,s]|s € S} de G xx 9).

Definimos R : U xx S — S por R([u,s]) = r(u)s. Entonces R estd bien
definida. En efecto, como r(u) € K y S es K-invariante, vemos que 7(u)s € S.
Si k € K, entonces R([uk™!, ks]) = r(uk™")ks y, r es H-invariante, r(uk™!) =
r(u)k~t. En consecuencia, R([uk™!, ks]) = r(u)k ks = r(u)s = R([u, s]). La
continuidad de R se sigue de la continuidad de la funciéon U x S — S que envia
(u,s) en r(u)s, y de que la K-proyeccién orbital U x S — U X S es abierta.
Mas atin, R es K-equivariante. En efecto, para cualquier k& € K, tenemos
que R(k[u,s]) = R([ku,s]) = r(ku)s. Pero, la H-equivarianza de r implica
que r(ku) = kr(u), y entonces, R([ku, s|) = kr(u)s = kR([u, s|). Finalmente,
veamos que R es una retraccién sobre S, R([e, s]) = r(e)s = es = s para toda
seS. O

1.7. Conos y uniones de espacios G-ANF

En topologia general es muy usado el cono de un espacio topologico X
debido a la gran cantidad de propiedades que conserva del espacio base. En
nuestro caso, veremos que también es posible considerarlo como un G-espacio.
Maés aun, en el caso en que X es un G-ANE, resulta que su cono es un G-AFE.
Esto permitira posteriormente trabajar con los conos de los espacios cocientes
de clases laterales de un subgrupo compacto H de un grupo G, los cuales
resultaran ser espacios G-AFE. Por otro lado, apoyandonos de esta propiedad
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de los conos, mostraremos también un resultado sobre la preservacion de la
propiedad de ser un G-ANE bajo uniones arbitrarias.

Definicién 1.7.1. Sea X un espacio topolégico, definimos el cono de X
como el conjunto cociente [0,1] x X/{0} x X dotado de la topologia débil. El
cono de un espacio X serd denotado por con(X).

La imagen de un punto (¢,z) € [0,1] x X sobre la proyeccién canénica
p:[0,1] x X — con(X) se denotard por tx, y para el caso de Ox (el vértice
del cono) simplemente escribiremos *. Andlogamente para cualesquiera sub-
conjuntos A C [0,1] y B C X escribiremos A - B para representar el conjunto
{abla € A,b € B}.

Recordamos que un subconjunto U C con(X) que contiene a * estd en la
topologfa débil si y sélo si p~1(U) es abierto en [0, 1] x X y existe un € > 0 con
[0,6) x X C p~!(U). Si U no contiene al vértice, entonces estd en la topologia
débil si y sélo si p~1(U) es abierto en [0,1] x X.

La importancia del cono de un espacio X fue establecida por Dydak en
28]. El mismo mostré que la topologia débil sobre el cono de X es metrizable
si X también lo es [28, pag. 230]. Sin embargo, para nosotros serd necesario
precisar mas en este resultado.

Proposiciéon 1.7.2. Sea d una métrica compatible sobre X tal que d(xq,x9) <
1 para x1,x9 € X. Entonces:

a) la formula

d/(tlxl, tQIQ) = \/t% + t% - 2t1t2008(d($1, Ig))
define una métrica sobre con(X)

b) Para cualesquiera tixq,texe € con(X) las siguientes desigualdades se
cumplen:

tt
’t1—t2\2+%(d($1,$2))2 < (d (tyay, tawe))? < [ti—toP+tata(d(w1, 22))%.

c) d genera la topologia débil sobre con(X).

d) d es completa si y sélo si d lo es.
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Demostracion.  a) Sélo la desigualdad triangular requiere una demostra-
cién, las otras propiedades son evidentes. Sean tres puntos ¢;z; € con(X),
para ¢ = 1,2,3. Consideramos un tridngulo esférico AABC' (posible-
mente degenerado) sobre la esfera unitaria de R3, tal que los arcos (las

aristas de AABC) AB, BC'y C'A tengan longitudes d(x1, xz3), d(zq, x3)
y d(z1, x3) respectivamente. Como d < 1, dicho tridngulo existe. Sea O
el centro de la esfera unitaria. Escogemos los puntos £ € OA, F € OB
y L € OC tales que |OF| = t1,|OF| = ty y |OL| = t3. Entonces
en el tridngulo ordinario AEF L tenemos: |EF| = d'(t1x1, taxs), |FL| =
d (taxs, tsxs) y |EFL| = d'(t1,x1,t323). Y se obtiene el resultado deseado.

b) Se sigue inmediatamente de las desigualdades

L, L,
1—504 Scosagl—za para 0 < a < 1.

c¢) Se sigue de b).

d) Se sigue de b).
[

Ahora, si X es un G-espacio con G cualquier grupo topoldgico, entonces

con(X) también es un G-espacio con la accién definida de la siguiente mane-
ra: g(tz) = t(gz), g € Gtz € con(X). Ademads, si X es metrizable por una
métrica G-invariante d con d < 1, entonces es sencillo ver que la métrica d’
sobre con(X) también es G-invariante y d’ < v/2.
La Proposicién 1.7.3 y el Teorema 1.7.5 son las versiones equivariantes de
los teoremas [47, Teorema 5.4.2] y [29, Teorema 1.2] respectivamente. Las
demostraciones presentadas aqui son sencillas equivariantizaciones de las de-
mostraciones originales del caso no equivariante.

Proposicién 1.7.3. Sean G un grupo arbitrario y X € G-M. St X € G-ANFE
entonces con(X) € G-AE.

Demostracion. Sea (Y, B) un G-par en G-M y f: B — con(X) una funcién
equivariante. Sea f; la composicién de f y la proyeccién m : con(X) — [0, 1].
Usando la normalidad de Y/G y de acuerdo al Teorema de Extensién de
Tietze-Urysohn, podemos extender f; a una funcién invariante ¢ : Y — [0, 1].
Definimos U = ¢~ 1((0,1]). Es facil ver que U € G-M.

Sea fo = maf|unp donde my : (0,1]- X — X es la proyeccién. Como U N B
es un subconjunto cerrado invariante de U y X € G-ANE, la funcién f,
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tiene una extension equivariante F, : V' — X definida sobre una vecindad
invariante V. de U N B en U.

Dado que fi(y) = 0 para caday € (Y\V)NB, la funcién p : (Y\V)UB —
[0,1] definida por ply\v = 0y p|p = fi, es continua e invariante. Ahora,
usando la normalidad del espacio de érbitas Y/G y el Teorema de extension
de Tietze-Urysohn, podemos extender p a una funcién continua invariante
AY — [0, 1].

Entonces la funcién equivariante F' : Y — Con(X) definida por:

_ )‘(y>F2<y)7 sly € V7
F(y)—{*’ siye Y \V

es la extension deseada de f. El hecho de que el cono de X este dotado de la
topologia débil garantiza la continuidad de F'. O]

Un resultado inmediato que se obtiene de las Proposiciones 1.6.9 y 1.7.3
es el siguiente corolario.

Corolario 1.7.4. Sea H un subgrupo compacto de un grupo de Lie G. En-
tonces con(G/H) es un G-AE metrizable.

Teorema 1.7.5. Sea X € G-M supongamos que un G-espacio Y es la union
de una familia {Ys}ses de subespacios invariantes con las siguientes propie-
dades:

a) cada Yy es un G-AE; y

b) para cualesquiera dos elementos s y t € S, existe un u € S tal que
YUY, CY,.

Si ademds, (X,A) es un G-par, f : A — Y una funcion equivariante y
A =U,eqint(f71(Y;)), entonces f tiene una extension equivariante sobre X.

Demostracién. Definimos U, = (X \ A) U int(f~1(Y,)) para cada s € S.
Entonces la familia {Us}ses constituye una cubierta abierta de X. Como el
espacio de dérbitas X /G es metrizable y por tanto paracompacto, existe una
particién localmente finita de unidad {(p,}scs sobre X tal que ¢;1(0,1] C U,
para cada s € S (ver [30, Teorema 5.1.9]). Para cada subconjunto finito 7" de
S definimos By = Nges\re; 1(0). Como {p}ses es una particién localmente
finita de unidad, concluimos que {Br} constituye una cubierta cerrada inva-
riante de X.
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Pretendemos crear, para cada subconjunto finito 7" de S, elementos «(7T') de S
y funciones equivariantes fr : By — Y, ) tales que las siguientes condiciones
se satisfagan:

a) Yur) C Yo para cada F C T,
b) fr|s, para cada F' C T,
¢) frlans, = flans,-

Con este fin, aplicamos induccion sobre el nimero de elementos de T
Para los conjuntos unipuntuales 7' = {s} simplificamos la notaciéon a T = s.
Notemos que B, = ¢~ 1(1) para cada s € S. {B,}scs es una familia discreta
y f(AN By) C Y, para cada s € S. Por lo tanto, cada funcién parcial f|ang,
se extiende a una funcién equivariante f; : By — Y5, y hacemos a(T') = s.

Ahora, supongamos que fry «(7T) existen para toda 7" con cardinalidad a
lo més n. Dado un subconjunto finito 7' C S que contiene exactamente n + 1
elementos, escogemos un elemento «(7") tal que Yy () contenga todos los Yy, ()
con F' un subconjunto propio de T'. Sea B la unién de AN By y de todos los
Bp, con F'un subconjunto propio de T'. Entonces B es un subconjunto cerrado
invariante de Br. Ahora definimos la funcién equivariante h : B — Y1) de
la siguiente manera:

W) = {fp(x), S% x € Bp,
f(z), size AN Br.
Entonces h es una funcién bien definida (continua) equivariante y es facil
verificar que los valores de h estdn en Y,(r). Por lo tanto, h extiende a la
funcién equivariante sobre By y produce fr : By — Y41 con las propiedades
necesarias.

Como By N Br = Bpap, todas las fr pueden ser pegadas para producir
una funcién equivariante f': X — Y que sea una extension de f. Cada punto
x € X tiene una vecindad U que intersecta solo una cantidad finita de las
O 1(0, 1]; esto significa que existe un conjunto finito 7" tal que U C Br. Como
f'|B, es continua, f'|y también lo es. O

En el teorema anterior vimos como bajo ciertas condiciones, la unién de
espacios que son G-AFE es nuevamente un G-AFE. Como un corolario de este
teorema y haciendo uso de las propiedades de los conos tenemos el resultado
andlogo para el caso G-ANE.
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Corolario 1.7.6. Sea X € G-M. Supongase que un G-espacioY es la union
de una familia {Y;}ses de sus subespacios invariantes con las propiedades
stquientes:

a) cada Ys es un G-ANE; y
b) para cada dos elementos s yt de S existe un elementou € S Y;UY; C Y.

Si ademds, (X, A) es un G-par con A =J,cqgnt(f1(Ys) y f: A=Y una
funcion equivariante, entonces f tiene una extension equivariante sobre una
vecindad de A en X.

Demostracion. Sea Z = con(X) con vértice %, y sea Z, = con(Y;) para cada
s € S. Entonces Z es cubierto por los conjuntos invariantes Z,,s € S. Por
la Proposicién 1.7.3, cada Z; es un G-AFE. Ahora, f considerada como una
funcién equivariante de A en Z, satisface las hipdtesis del Teorema 1.7.5. Y
entonces, se extiende a una funcién equivariante f' : X — Z.Sea U = f'~1(Z\
{*}). Luego, existe una retraccién equivariante r : Z \ {*} — Y, haciendo
F=rfly:U —Y tenemos la extension equivariante que desedbamos. [

Como resultado final de esta seccion, tenemos el siguiente corolario que nos
establece que si un G-espacio es union de subconjuntos abiertos invariantes,
cada uno de los cuales es un G-ANE, entonces el espacio también es un G-

ANE.

Corolario 1.7.7. Sea X € G-M. Si un G-espacio Y es la union de subcon-
juntos abiertos invariantes Yy, A € A, cada uno de los cuales es un G-estensor
absoluto de vecindad de X. Entonces también Y es un G-extensor absoluto

de vecindad de X.

Demostracion. Para la demostracién consideraremos primero el caso particu-
lar en que A tiene solo dos elementos, es decir, Y es unién de dos subconjuntos
abiertos invariantes Y7, Ys, cada uno de los cuales es un G-extensor absoluto
de vecindad de X.

Sea A un subconjunto cerrado invariante de X y f : A — Y una funcién
equivariante. Los conjuntos

Vi=fTMUX\A)yVa=f1(Y2)U(X\A)

constituyen una cubierta abierta invariante de X. Como X/G es un espacio
normal podemos encontrar subconjuntos cerrados invariantes X; y X, tales



1.8. G-ESPACIOS CON UNA ESTRUCTURA FINITA 41

que X; C Vi, Xo C Vo y X3 U Xy = X. Como Y; NY, es un subconjunto
abierto invariante de Y] y Y3 € G-ANE, concluimos que Y1NY3 € G-ANE (ver
Proposicién 1.5.7). En virtud de la Proposicién 1.7.3, tenemos que con(Y1NY3)
es un G-AFE, y entonces, existe una extension equivariante fy : X7 N Xy —
con(Y1 N'Y3) de la funcién equivariante f|an(x,nx,). Ahora, pegando fj y la
funcién equivariante f|anx,, obtenemos la funcién equivariante

h:(ANX;)U (XN Xs) = con(Y7).

Nuevamente, aplicando la Proposicién 1.7.3 tenemos que con(Y;) € G-AE,
entonces existe una extensioén equivariante hy : Xy — con(Y7) de h. De manera
completamente analoga obtenemos una extensién equivariante hy : Xo —
con(Ys). Por tltimo, pegamos hy y hy para obtener una funcién equivariante
H : X — con(Y). Como H|y = fy An H'(x) = 0, concluimos que
el conjunto U = X \ H™'(x) es una vecindad invariante de A en X, y la
restriccion H |y es la extension equivariante que desedbamos para f.

Veamos ahora el caso en que Y = [J{Y)|A € A}, donde cada Y) es un
subconjunto abierto invariante de Y y un G-ANE. Sea T el conjunto de todos
los subconjuntos finitos de A. Para cada 17" € T, definimos Zr = (J,., Y7
Entonces, se sigue del caso particular probado anteriormente, que cada Zr
es un subconjunto abierto de Y y un G-ANE. Ademds, Y = Uper Zr y
Zr\UZg = Zpys para toda T, S € T. En consecuencia, aplicando el Corolario
1.7.6 tenemos que Y es un G-ANE. n

1.8. (G-espacios con una estructura finita

Dado un grupo G, estaremos denotando por (H) la familia de todos los
subgrupos de G que son conjugados con H, es decir, (H) = {gHg™' | g € G}.
Como los grupos de isotropia de puntos en la misma o6rbita son conjugados,
esto es, Gy = gG,g~ ! para cualquier z € X y g € G, entonces

(Ge) ={Gy |y € G(2)}.

Ademids G(x) es G-equivalente a G/G,, para cada y € G(X), en particular,
G(z) es homeomorfo a G/H. Esto motiva a la siguiente definicién.

Definicién 1.8.1. Para un punto x € X la clase de conjugacion de su esta-
bilizador (G,) = {Gys | g € G}, serd llamado el tipo de orbita de la orbita
G(z).
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Es claro que érbitas diferentes pueden tener el mismo tipo de érbita. Si
(H) es el tipo de 6rbita de una érbita G(x) C X, entonces (H) es llamado un
tipo de 6rbita de X. Para cualquier subgrupo cerrado H C (G, denotamos por
X(my la union de todas las érbitas de X que son del mismo tipo de érbita (H).
Es sencillo verificar que X (g es un subconjunto invariante de X y la familia
{X(m)} es una particion de X formada por conjuntos invariantes indizados
por los tipos de orbita de X.

Definicién 1.8.2. La particion { X m)} mencionada anteriormente es llama-
da la estructura de orbita de X. Decimos que un G-espacio X es del tipo
de orbita (H), o simplemente del tipo (H), si X = X(g).

Una consecuencia importante del Teorema de la Rebanada es que si X es
un G-espacio con todas las 6rbitas del mismo tipo, por decir (H), entonces
la funcién orbital 7 : X — X/G es una G-fibracién localmente trivial
con fibra G/H, es decir, cada punto G(x) € X/G tiene una vecindad U tal
que 71 (U) es G-equivalente a G/H x U, esto es, existe un G-homeomorfismo
f:m Y (U) = G/H x U tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Y(U) L G/HxU
\U/

donde p es la segunda proyeccién y G actia sobre G/H x U de acuerdo a la
regla: g % (¢’H,u) = (gg'H,u). En estas condiciones decimos también que 7
es trivial sobre U.

Ya que hemos definido fibracién localmente trivial, mencionamos un re-
sultado que se utilizara en la seccién 3.1. Este teorema fue publicado en 1960
por Fort en [32] y habla precisamente de las condiciones que se requieren pa-
ra poder extender secciones cruzadas de fibraciones localmente triviales. En
este trabajo no se profundizara en dicho tema, por lo que no presentamos su
demostracion, sin embargo, si al lector le interesa conocer méas sobre el tema
se recomienda consultar [51].

Teorema 1.8.3. Sea p : E — B una fibracion localmente trivial con fibra'Y €
ANR (respectivamente AR). Supongamos que el espacio base B es metrizable
ys: A — E es una seccion cruzada de p definida sobre un subconjunto
cerrado A C B (es decir, (pos): A — B cumple que (pos)(x) = x para cada
x € A). Entonces s puede ser extendida a una seccion sobre una vecindad de
A (respectivamente sobre B).
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Demostracion. Ver [32, Teorema 1]. O

La siguiente definicién fue establecida por Jaworowski en [41] con la inten-
cion de extender resultados sobre G-espacios de dimension finita a una clase
mas general.

Definicién 1.8.4. Sea G un grupo de Lie. Un G-espacio propio X se dice que
tiene una estructura finita si tiene un nimero finito de tipos de orbita y
para cada tipo de orbita (H), la funcion orbital ™ : X gy — Xu)/G tiene una
cubierta finita trivializante, esto es, existe una cubierta abierta finita
Ui, ...,U,, de X(H)/G tal que w es trivial sobre cada U;.

Es evidente de esta definicién que cualquier subespacio invariante de un
G-espacio con una estructura finita es también un G-espacio con una estruc-
tura finita. Presentamos a continuacion algunos ejemplos de esta clase de
GG-espacios.

Ejemplo 1.8.5. St X es un G-espacio compacto con un solo tipo de orbita,
entonces X tiene una estructura finita

Ejemplo 1.8.6. Si G es un grupo compacto de Lie y X un G-espacio pa-
racompacto de dimension finita con un numero finito de tipos de orbita, en-
tonces X tiene una estructura finita. En particular un G-espacio euclideano
tiene una estructura finita (ver [41]).

El lema que se establece a continuacion fue presentado por Jaworowski con
el proposito de demostrar un teorema de encaje para los G-espacios con una
estructura finita (ver 1.8.10). En nuestro caso, serd utilizado también para
demostrar un teorema de caracterizacion para esta misma clase de espacios.
La demostracion requiere de algunos resultados previos que no hemos consi-
derado en este trabajo, por lo tanto, si el lector esta interesado en analizarla
puede consultar [42, Lema 2.3]. Aclaramos que tanto en este lema como en
la Proposicon 1.8.8 y el Teorema 1.8.9 estaremos considerando a G como un
grupo compacto de Lie.

Lema 1.8.7. Sea X € G-M con una estructura finita. Entonces existe una
funcion acotada isovariante de X sobre un G-espacio euclideano.

Proposicién 1.8.8. Sea G un grupo compacto de Lie actuando sobre un
espacio compacto de Hausdorff de dimension finita X . Entonces

dimX/G < dimX



44 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Ver [24, Proposicién 3.7] O

Teorema 1.8.9. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces para cualquier
G-espacio metrizable X los siguientes puntos son equivalentes:

1. X tiene una estructura finita.

2. Eziste una funcion isovariante de X en un G-espacio de dimension
finita, compacto y metrizable.

3. Eziste una funcion isovariante de X en un G-espacio de dimension
finita, metrizable con una cantidad finita de tipos de orbita.

Demostracion. (1) implica (2). Por el lema anterior, existe una funcion isova-
riante f de X en un G-espacio euclideano F, luego, consideramos la retraccién
estandar r : & — B"™ sobre la bola unitaria de E definida por:

() = {TII’ s o] 2 1

x, silz|| <1

es claro que r es una funcién isovariante y h = r o f es la funcién buscada.

(2) = (3) es evidente.

(3) = (1). Sea f : X — Y una funcién isovariante, donde Y es un
G-espacio metrizable de dimension finita con una cantidad finita de tipos
de érbita. Entonces tenemos un G-encaje i : X — Y x (X/G) definido por
i(x) = (f(z),n(z)), donde x € X, m: X — X/G es la funcién orbital y X/G
tiene la G-accion trivial. Por lo tanto, es suficiente probar que Y tiene una
estructura finita. Ademas, sin pérdida de generalidad podemos asumir que Y’
tiene s6lo un tipo de drbita, digamos (H). Supongamos que dimY = n.

Se sigue de [22, Cap.II, p. 106, Teorema 9.5| que existe un G-espacio Z
metrizable y compacto de tipo de érbita (H), el cual es n-universal para los
G-espacios metrizables Y de tipo de érbita (H) y con dimY/G < n (ver
Proposicién 1.8.8). En particular, existe una funcién isovariante ¢ : Y — Z.
Entonces obtenemos un G-encaje j : Y — Z x (Y/G) definido por j(y) =
(o(y), p(y)), donde y € Y, p: Y — Y/G es la funcién orbital y Y/G tiene la
G-accién trivial.

Ahora, debido a la compacidad de Z, la funcién orbital p : Z — Z/G tiene
una cubierta finita trivializante, y entonces, Z tiene una estructura finita.
Esto implica que Z x (Y/G), y entonces, j(Y) también tengan una estructura
finita. Por lo tanto, Y tiene una estructura finita, como se requeria O
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Veamos ahora el teorema de encaje de Jaworowski para espacios con una
estructura finita.

Teorema 1.8.10. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio con
una estructura finita. Entonces existe un G-encaje cerrado de X en FE X
C, donde E es un G-espacio euclideano y C' un subconjunto convexo de un
espacio de Banach sobre el cual G actia trivialmente.

Demostracion. En virtud del Lema 1.8.7, podemos encontrar una funcion
isovariante f : X — FE donde E es un G-espacio euclideano. Aplicando el
teorema de encaje de Wojdyslawski (ver [53]), el espacio de érbitas admite
un encaje h : X/G — C, donde C' es un subconjunto convexo de un espacio de
Banach, de modo que h(X/G) es cerrado en C'. Asi, la funcién i : X — ExC
dada por i(z) = (f(z), (hom)(z)) es un encaje equivariante (7 es la proyeccion
orbital). Resta ver que i(X) es cerrado en £ x C.

Seay = (u,c) € ExC,conu € E, ce Ctalquey €i(X).Sic & h(X/G)
entonces, como h es un encaje cerrado, existe una vecindad N de ¢ € C tal
que NNh(X/G) =0y por lo tanto E x 7~*(N) es una vecindad de y que no
intersecta a i(X).

Suponemos ahora que ¢ € h(X/G), entonces existe x € X tal que ¢ =
(hom)(z), como y & i(X) las 6rbitas G(u) de u y G(f(x)) de f(z) en E son
disjuntas; entonces existe una vecindad invariante U de la érbita G(u) y una
vecindad invariante V' de la érbita G(f(z)) en E tales que U NV = .

Como f es continua y equivariante, existe una vecindad invariante W de la
érbita G(z) en X tal que f(W) C V. Usando el hecho que 7 es abierta y h es
un encaje, existe una vecindad M de (hom)(x) en C tal que M N(h(X/G)) =
h(W/@G). Por lo tanto, U x M es una vecindad de y en E x C' que no intersecta
a i(X). O
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Capitulo 2

Caracterizaciones homotdpicas

A partir de ahora estaremos considerando grupos de Lie (no necesariamen-
te compactos) a menos que en su momento se especifique otra cosa. Veremos
en este capitulo los primeros resultados originales del trabajo. El primero de
ellos es una caracterizacion local para los G-espacios en G- M que son G-ANR,
es decir, la propiedad de ser un G-ANR es una propiedad local, y corresponde
a la generalizacién al caso equivariante del Teorema [37, Capitulo III, Teo-
rema 8.1], hecho conocido en la teoria de retractos desde hace varios anos.
Las otras dos caracterizaciones también son generalizaciones al caso equiva-
riante de resultados conocidos de la teoria de retractos (ver [37, Capitulo IV,
Teoremas 1.3 y 2.4]).

Cabe mencionar que resultados fundamentales para poder obtener estas
caracterizaciones son; el Teorema de la Rebanada y el Teorema de exten-
sion de homotopia equivariante de Borsuk, del cual también presentamos
una demostracién original para el caso de acciones propias de grupos de Lie
(ver [7, Teorema 5] para el caso de acciones de grupos compactos).

Recordando la observacién 1.5.5, en este, y en el siguiente capitulo esta-
remos haciendo uso de los términos G-ANR y G-ANE de manera indistinta,
sin necesidad de mencionar el Teorema 1.5.4.

2.1. Caracterizacion local.

Dentro de la topologia, en muchas ocasiones se analizan propiedades lo-
cales de los espacios para poder inferir propiedades globales. En este caso,
la primer caracterizacion de los G-ANR's que presentamos es una caracte-
rizacion mediante propiedades locales de los G-espacios. Precisamente, esta

47



48 CAPITULO 2. CARACTERIZACIONES HOMOTOPICAS

propiedad local es la que sirve como base para construir las caracterizaciones
de la siguiente seccion. Iniciamos dando la definicién de G-ANF local.

Definicién 2.1.1. Sea X un G-espacio propio. Decimos que X es un G-
ANE local, si cada punto x € X admite una vecindad G -invariante U la
cual es un G,-ANE.

Como se mencioné anteriormente, el siguiente teorema de caracterizacion
juega un papel primordial en todo el desarrollo posterior de este trabajo, pues
establece que la propiedad de ser un G-ANR en el caso de acciones propias
de grupos de Lie es en realidad una propiedad local.

Teorema 2.1.2 (Caracterizaciéon local). Sea G un grupo de Lie y X un
G-espacio propio. Entonces X es un G-ANFE si y solo si X es un G-ANE
local.

Demostracion. Primero, asumimos que X es un G-ANFE local. Sea z € X,
y supongase que U es una vecindad G -invariante de X la cual es G,-ANFE.
Debido a que X es un G-espacio propio, por el Teorema 1.6.7, podemos en-
contrar una GG -rebanada S, tal que z € S, C U. Como un resultado de que la
saturacién G(S;) es G-homeomorfa al producto torcido G X¢, S, (ver Lema
1.6.6) y de acuerdo a la Proposicién 1.6.13, S, es un G,-retracto de alguna
vecindades G -invariante W de S, en G(S,). Como U es G -invariante pode-
mos suponer, sin perdida de generalidad que W C U. Entonces, debido a que
W es un subconjunto abierto G -invariante del G -espacio U, W también es
un G,-ANE. Esto garantiza que también S, es un G,-AN FE. Se sigue como
resultado de la Proposicién 1.6.11 que G(S,,) es un G-ANE. Asi, el G-espacio
propio X es la unién de subconjuntos abiertos invariantes G(S,), x € X, cada
uno de los cuales es un G-AN E. Por lo tanto, el Corolario 1.7.7 garantiza que
X es un G-ANFE
Supongamos ahora que X es un G-ANFE. Asi X es también un K-ANF para
cualquier subgrupo compacto K de G (ver 1.6.12). Particularmente, X es un
G,~-ANE para todo x € X, por lo que X es un G-ANFE local.

m

2.2. Dos caracterizaciones homotoépicas

En esta seccion presentaremos dos caracterizaciones homotdpicas para los
G-espacios propios metrizables por métrica invariante. Iniciamos probando
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dos lemas auxiliares que utilzaremos en varios de los resultados posteriores.
Cabe mencionar que en lo siguiente estaremos denotando por I el intervalo
unitario [0, 1], y se considerarda como un G-espacio con la accién trivial de G,
es decir, gt =t paracada ge Gyt e I.

Lema 2.2.1. Sea G un grupo topolégico, (X, A) un G-par y N una vecindad
invariante de A x I en X x I. Entonces existe una vecindad invariante U de
Aen X tal que U x I C N.

Demostracion. Paratodo punto a € A, consideramos el conjunto {a}xI C N.
Como N es abierto, para cada t € [ existen vecindades V; y W; de a y
t, respectivamente, tal que V; x W, C N. Por la compacidad del intervalo I,
existen un nimero finito de conjuntos W, , W, ..., Wy, tales que I = J_, W4,
hacemos V, = (i, V4, por lo que a € V, y {a} x I C V, x I. Afirmamos
que V,, x I C N. En efecto, sea (v,t) € V, x I. Entonces v € V,, para todo
i € {1,2,...,n}. Por otro lado, existe un indice j € {1,2,...,n} tal que t € W,,,
y entonces, (v,t) € Vi, x W;, C N, como se requeria. Asi, V; x I C N.
Ahora, por la invarianza de N se tiene que G(V,) x I = G(V, x I) C N.
Por tltimo, hacemos U, = G(V,) y U = J,c4 Ua. Claramente U es una
vecindad invariante de Ay U X I = J,c4(Ua X I) = J,ea(G(Va) x I) C N,

como se requeria. O

Lema 2.2.2 (Lema Equivariante de Urysohn). Sea G un grupo localmente
compacto y X € G-M. Supongamos que A y B son dos subconjuntos cerrados
mvariantes disjuntos de X . Entonces existe una funcion invariante f : X — I

tal que A C f~10) y B C f71(1).

Demostracion. Si m : X — X/G denota la proyeccién orbital. Como A y
B son cerrados e invariantes, inferimos que las imégenes m(A) y 7(B) son
subconjuntos cerrados de X/G. Ademads, son disjuntos pues A y B lo son.
Como el espacio de drbitas X /G es metrizable, existe una funcién continua
A: X/G — I tal que m(A) € A71(0) y m(B) C A7'(1). Entonces, claramente,
la composicion f = A ox es la funcién invariante deseada f : X — 1. O]

Como ya se habia mencionado anteriormente, la teoria equivariante trata
de extender conceptos y resultados de la topologia general tratando de que
en cierto sentido se respete las acciones de los grupos. Asi, podemos también
extender el concepto de cubierta.

Definicién 2.2.3. Una G-cubierta de un G-espacio Y es una cubierta U
de 'Y, tal que gU € U para cualquier U eU y g € G.
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Si X y Y son dos G-espacios, entonces dada una G-cubierta U de Y
diremos que las funciones equivariantes f,h : X — Y son U-cercanas si
para cada z € X existe U € U tal que {f(z),h(x)} C U. En el mismo
sentido, definimos U-G-homotopia.

Definicién 2.2.4. Sea U una cubierta de un G-espacio Y. Una homotopia
equivariante Hy : X — Y, t € I, se dice que es U-limitada o bien una U-
homotopia equivariante (abreviado U-G-homotopia) si para cada x € X,
existe un U € U tal que Hy(x) € U para todo t € I. Dos funciones equi-
variantes f,h : X — Y se dice que son U-homotdpicas equivariante-

mente (abreviado U-G-homotdpicas) si y solo si existe una U-G-homotopia
H :X =Y, tel, tal que Hy= f y Hy = h.

La definicion que se presenta a continuacién nos permitird establecer una
caracterizacion de los espacios G-ANE y por tanto de los G-ANR. Cabe
senalar que los resultados presentados en el teorema 2.2.6 y la proposicién
2.2.7 son validos inclusive para acciones de grupos que no son de Lie. Sin
embargo, para el teorema de caracterizacion 2.2.8 si es necesario considerar
acciones de grupos de Lie, ya que en su demostracién se requiere el teorema
de caracterizacion local, el cual a su vez utiliza el teorema de la rebanada que
no es valido para grupos que no son de Lie.

Definicién 2.2.5. Sea Y un G-espacio y sean U yV G-cubiertas abiertas de
Y tales que V es un refinamiento de U. Diremos que Y satisface la propiedad
P(G,U,V) si para cualesquiera dos funciones equivariantes V-cercanas h, ¢ :
X — Y definidas sobre un G-espacio metrizable X y cualquier V-G-homotopi-
ad;: A=Y, tel, definida en un subconjunto invariante cerrado A de X
con 09 = h|a y 61 = @|a, existe una U-G-homotopia Ay : X — Y, t € 1, con
Ag=h, Ay =¢ yAia=0 para cadat € 1. Sid = {Y'} la cubierta formada
por un elemento, entonces escribimos P(G,V) en vez de P(G,U,V) .

Teorema 2.2.6. Sea Y un G-ANR con Y € G-M y U una G-cubierta
abierta de Y, entonces existe una G-cubierta abierta V de Y tal que V es un
refinamiento de U y'Y satisface la propiedad P(G,U, V).

Demostracion. Sea Y € G-M. Por el Teorema 1.4.8, existe un G-espacio
lineal normado Z y un subconjunto convexo invariante N C Z tal que la
accion de G en N es propia, v Y puede encajarse equivariantemente en N
como un subconjunto cerrado invariante.

Ahora, debido a que Y € G-ANR, existe una vecindad invariante M de
Y en N y una retraccion equivariante v : M — Y. Consideramos la cubierta
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abierta v~ (U) = {1 (U)|U € U} de M, si definimos a VW como el conjunto
de todos los subconjuntos convexos de N cada uno de las cuales esta contenido
en un elemento de v~ !(U), tenemos que W es una G-cubierta abierta de M
que refina a v~ H(U). Sea V = {W NY|W € W}. Afirmamos que V es la
G-cubierta abierta de Y que estamos buscando.

Efectivamente, sea (X, A) un G-par en G-M y h, ¢ : X — Y dos funciones
equivariantes V-cercanas definidas sobre X y 6; : A — Y, t € I una V-G-
homotopia definida sobre A con §g = h|a y 61 = @|a.

Definimos la W-G-homotopia A; : X — M, t € I por:

M(z) = (1 = t)h(x) + to(x),

para todo x € X y odo t € I.

Notemos que para cadax € X yt € I, \;(x) pertenece a un elemento W € W.
Esto es consecuencia del hecho de que h(x) y ¢(x) pertenecen a un elemento
WNY € V. Como W es un subconjunto convexo de M, afirmamos que \;(x)
también pertenece a W para todat € I,y por lo tanto, a M, como se requeria.
Entonces, A\;(z) esta bien definida y \; es una W-homotopia. El que cada ),
sea una funcién equivariante es consecuencia de la equivarianza de h y ¢, y
de la linealidad de la acciéon de G sobre N.

Consideramos el subconjunto cerrado invariante

T = (X x{0})U(AxI)U(X x {1})

del G-espacio X x I provisto de la siguiente accién de G: g(z,t) = (gz,t).
Definimos la funcién equivariante I' : T'— Y por:

h(z), size Xy t=0,
(x), sizeAy tel,

F(m,t) = 6t
p(x), sizeXy t=1

Como Y es un G-ANFE, se sigue que I' tiene una extensién equivariante
Q) : O — Y sobre una vecindad invariante O de T en X x [I.

Para cada punto o € A, consideramos el conjunto {a} x I C O. Como
0 : A = Y,t € I, es una V-G-homotopia, existe R, € V que continene
a 0(t,a) = o(a) para toda t € I. Debido a la continuidad de € existen
vecindades V; y W; de a y t, respectivamente, tales que V; x W, C Q7 1(R,,).

Como resultado de la compacidad del intervalo I, existe un nimero finito
de conjuntos:

Wi s Wiy ooty We
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tales que I = J;, W4,.

Sea V,, =i, V4, Entonces V,, es una vecindad de o, con V,, x I C O, y
Q(V, x I) C R,. En efecto, sea (v,t) € V,, x I. Entonces v € V;, para todo
i € {1,2,...,n}. Mas atn, existe un indice j € {1,2,...,n} tal que t € Wy, vy
entonces, (v,t) € Vi, x Wy, € Q7 1(R,) C O. Entonces (v,t) € O y Q(v,t) €
R, como se requeria.

En consecuencia, debido a la invarianza de O, se garantiza que G(V,,) xI =
GV, x1I)cO.

Ahora, hacemos U, = G(Vo) y U = |J,c4 Ua- Evidentemente U es una
vecindad invariante de Ay U x I = J,cq(Ua X I) = Joea(G(Va) x I) C O,

Afirmamos que la restriccién Qpy; es una V-homotopia. En efecto, sea
u € U y t € I arbitrarios. Entonces existe « € A, v € V,, y g € G tales que
u = gu.

Como (v, t) € R, tenemos que

Qu, t) = Qgv,t) = gQ(v,t) € gR,,

para todo t € I. Como V es una G-cubierta y R, € V, se sigue que gR, € V.
Esto muestra que |y« es una V-homotopia. Por conveniencia, introducimos
la notacién

w(x) = Qx,t), vel tel.

Entonces, wy, t € I, es una V-G-homotopia.
Ademas, como el espacio de érbitas X/G es metrizable, podemos escoger
un conjunto abierto invariante B en X tal que

AcCcBcBcU.

Entonces, por el lema equivariante de Urysohn (ver Lema 2.2.2), existe
una funcién invariante o : X — I tal que

0, si X\ B
oty = {0 12 X\B
1, size A
En base a lo anterior, definimos la G-homotopia n, : X — M, t € I, por:
(2) = (1 —o(x))M(z) + o(x)wi(z), sizeU,
" (), size X\ B.

Como G actua linealmente sobre N y tanto A\; como w; son funciones
equivariantes se tiene que también 7; es una funcién equivariante para cada
tel.
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Ahora, probemos que 7; es una YW-homotopia, para esto, sea x un punto
arbitrario en X. Debemos mostrar la existencia de un W, € W tal que

m(x) € W, paratodot € I.

Consideramos los dos casos siguientes:

Caso I:

Caso 1I:

Si o(xz) > 0. En este caso, tenemos que z € B C U. Debido a que w;(x)
es una V-homotopia, existe W, € W tal que w,(z) € W, para cada
t € I. En particular, W, contiene a los puntos

wo(r) = h(z) v wilz)=d(x).

Como W, es un conjunto convexo, se sigue que \(z) € W, para cada
t € I. Por otro lado, el conjunto convexo W, también contiene a los
puntos A\(z) v w(z), y entonces debe de contener a n(x) para todo
t € I. Por lo tanto, tenemos demostrado que n,(z) € M para todo
r € X ytelylaG-homotopia

m:X —->M, tel
es una W-homotopia.
Si o(x) = 0 tenemos que 1n,(z) = M\(z) para cada t € I. Como \; es una

W-homotopia, existe W, € W tal que n,(x) = \(x) € W, para todo
t € I, y tenemos demostrado que 7, es una YV-homotopia.

Por tultimo definimos la G-homotopia A; : X — Y, t € I por

Ai(z) =v(m(z)), reXytel

Debido a que 7; es una W-homotopia y que W es un refinamiento de v~*(U),
se sigue que A; es una U-homotopia, y como -y es retraccion, se verifica facil-
mente que Ag = h, Ay = ¢ y A|4 = J; para cualquier ¢ € 1.

]

Proposicién 2.2.7. Sea Y un G-espacio yV una G-cubierta abierta de Y .
Si'Y satisface la propiedad P(G,V) entonces satisface la propiedad P(C,V)
para todo subgrupo compacto C' C G.



54 CAPITULO 2. CARACTERIZACIONES HOMOTOPICAS

Demostracion. Sea X un C-espacio metrizable y A C X un subconjunto ce-
rrado C-invariante de X . Supongamos que h, ¢ : X — Y son dos C-funciones
V-cercanas y §; : A — Y, t € I una V-C-homotopia con g = h|a y §1 = ¢a.
Entonces el producto torcido X' = G x¢ X es un G-espacio metrizable (ver
Lema 1.6.3) y A’ = G x¢ A es un subconjunto cerrado invariante de X’.

Ahora, en virtud de la Proposicion 1.6.4, las C-funciones h,¢ y la C-
homotopia d; : A — Y inducen las G-funciones b/, ¢ : X' — Y y la G-
homotopia d; : A — Y, respectivamente.

Vamos a verificar primero que h’' y ¢’ son V-cercanas. Efectivamente,
K (lg,z]) = gh(z) vy ¢'([g,z]) = gx para todo [g,z] € G xX¢ X. Debido a
que h y ¢ son V-cercanas, existe un elemento V' € V que contiene a ambos
puntos h(z) y ¢(z). Por lo tanto, gh(x),gé(z) € gV, y como gV € V (re-
cordemos que V es una G-cubierta), inferimos que las funciones h’' y ¢’ son
V-cercanas.

Ademads, comprobaremos que d;; A — Y, t € I es una V-homotopia. En
efecto, 0;([g, a]) = gd:(a) para cualquier [g,a] € G x¢ Ayt € I. En vista
de que §; : A = Y, t € I, es una V-homotopia, entonces existe un elemento
W eV tal que 0;(«r) € W para todo t € I. Entonces, 9;([g, a]) = gdo € gV
para toda t € I, y como gWW € V), se conlcuye lo que deseabamos.

Ahora, como el G-espacio Y satisface la propiedad P(G, V), deberia existir
una G-homotopia A} : X' = Y, t € I, con A = b/, A} = ¢' y A}|4 = 0, para
toda ¢t € I. Indudablemente la restriccién A; = Aj|x : X — Y, ¢t € I es una
homotopia C-equivariante con Ag = h, Ay = ¢y Ay|4 = d para todo t € T
como se requeria. Esto concluye la demostracion. O]

El siguiente teorema muestra como se pueden caracterizar los espacios

G-ANR mediante la propiedad P(G, V).

Teorema 2.2.8 (Primer caracterizacién homotdépica). Sea Y € G-M.
Una condicion necesaria y suficiente para que Y sea un G-ANR es la exis-
tencia de una G-cubierta abierta V de Y tal que Y satisface la propiedad
P(G,V).

Demostracion. La condicién de necesidad se sigue del Teorema 2.2.6 tomando
U = {Y'} la cubierta consistente de un solo conjunto abierto Y.

Para probar la suficiencia de la propiedad P(G,V), como resultado del
Teorema 2.1.2, basta con mostrar que Y es un G-ANE local.

Para esto, sea y € Y y V € V un elemento que contiene a y. Por la
compacidad de grupo G, podemos elegir una vecindad R, G-invariante de y
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tal que R C V. Definimos dos funciones Gy -equivariantes (, A : R — Y y una
Gy-homotopia n, : {y} — Yt € I, definidas por:

((s)=vy, ifseR
As)=s, ifseR
m(y) =y, iftel

Es facil verificar que ¢ y A son V-cercanas y 7, t € I es una V-G,-
homotopia con 1y(y) = ((y) vy m(y) = A(y). Como se indica en la Propo-
sicion 2.2.7, Y puede ser considerado como un Gy-espacio, que satisface la
condiciéon P(G, V). Ahora, como R es un G,-espacio metrizable y {y} es un
subconjunto cerrado G,-invariante de R, concluimos que por P(G,V) existe
una Gy-homotopia 6; : R — Y, t € I, con 6y = (, 0y = A, y &(y) = y para
toda t € I.

Dado que I es compacto y como §(y) =y € V para toda ¢t € I entonces
existe una vecindad G,-invariante U de y tal que U C Ry 6,(U) C V para
todo t € I. Debemos demostrar que U es un G-ANE.

Sea (X,A) un Gy-par y h : A — U cualquier funcién G,-equivariante.
Definimos dos funciones G-equivariantes w, it : X — Y y una G,-homotopia
A, A=Y, tel, tomando

wiw) =y =n(x); € X

o (5215 (h(:z:)),
At(x) N {62_2t (h(ZL’)), sl x € A,

Evidentemente, w, p son funciones equivariantes V-cercanas y 4A; es una
V-G,-homotopia tal que Ay = w|a y Ay|a. Por lo tanto, por la condicién
P(G,, V), existe una G,-homotopia I'y : X - Y, t e, conTy=w, 1 =py
['y|a = A, para cada t € 1.

Consideramos la funcién G-equivariante vy = I' 1 X — Y. Por la cons-
truccién de v, podemos claramente ver que y|4 = h. Sea W = = 1(U). Enton-
ces, W es una vecindad G-invariante de A en X y la restriccién |y : W — U
es una Gy-extension de h sobre W. Esto prueba que U es un G-ANE, y en
consecuencia, Y es un G-ANFE local, como se requeria O

Veamos ahora los ingredientes necesarios para establecer la segunda ca-
racterizacién homotopica, para ello, definamos la propiedad de extensiéon de
homotopia equivariante.
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Definicién 2.2.9. Se dice que un G-par (X, A) con X € G-M tiene la
Propiedad de Extension de Homotopia Equivariante (denotado por
G-PEH ) con respecto a un G-espacio Y si y sélo si cualquier G-homotopia
parcial

ft:A%Y,tEI

de una funcion equivariante h : X — 'Y tiene una extension equivariante.
hy: X =Y, tel tal que hg = h.

Diremos que el G-par (X, A) tiene la propiedad de extensién de ho-
motopia equivariante absoluta que denotaremos por G-PEH A si y s6lo
si tiene la propiedad de extensién de homotopia equivariante con respecto a
todo G-espacio Y € G-M. En este caso también decimos que la inclusién
A — X es una G-cofibracién (ver [25, pag. 96])

Una consecuencia inmediata de la G-PEH de (X, A) con respecto a Y
es que el problema de extensién equivariante de una funcién equivariante
h: A — Y sobre X depende unicamente de las clases de G-homotopia de h.
Esto es, si h,¢ : A — Y son dos funciones equivariantes G-homotdépicas y si
h se extiende equivariantemente sobre X, entonces también ¢ lo hace.

Para el caso de los grupos compactos, una de las herramientas de mayor
fuerza para lograr resultados de extensién de homotopias, es el uso del Teore-
ma de Extension de Homotopia equivariante de Borsuk [7, Teorema 5|. Para
el caso de grupos localmente compactos presentamos un resultado analogo en
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.10 (Teorema de extensién de homotopia equivariante
de Borsuk). Supdngase que G es un grupo localmente compacto y Y un
G-ANE. Entonces cualquier G-par tiene la G-PEH con respecto a 'Y .

Demostracion. Sea X € G-M y A un subconjunto cerrado invariante de X.
Supongamos que f : A x I — Y es una homotopia equivariante entre las
funciones hg,h; : A = Y y ¥ : X — Y una extensién equivariante de hy.
Debemos mostrar que existe una extensiéon equivariante ® : X — Y de la
homotopia f tal que ®(z,0) = ¥(x) para todo = € X.

El conjunto Z = X x {0} U A x I es un subconjunto cerrado invariante de
X x I, ademas la funcién h : Z — Y definida por h(x,0) = ¥(z) para x € X,
h(z,t) = f(x,t) para cada € Ay t € I es equivariante y continua.

Debido a que X x I € G-M y Y es un G-ANFE existe una G-extensién
¢ :V — Y de h sobre una vecindad invariante V' de Z en X x I. En virtud
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del Lema 2.2.1, existe una vecindad invariante U del conjunto A en X tal que
U x I C V. Ahora, de acuerdo al Lema 2.2.2, existe una funcién invariante
A: X — [0,1] que cumple A(z) =0 paraz € X \ U y A(z) = 1 para z € A.
Hacemos
O(z,t) = p(x, N2)t), ze€ X, tel,

esta es la homotopia buscada.

En efecto, ® es continua gracias a la continuidad de ¢ y de A. La equiva-
rianza de @ se debe al hecho de que ¢ es equivariante y A\ es invariante.

Si @ € A entonces \(a) = 1, y por lo tanto, para cada t € I tenemos

() = d(a, Ma)t) = ¢a,t) = h(a,t) = f(a 1)

probando que ® es una extension de f.
Ademas, para todo x € X, tenemos

®(2,0) = ¢(z, A(z)0) = ¢(z,0) = h(z,0) = ¥(z).
Entonces, ® es la homotopia equivariante que buscabamos. O

El siguiente teorema se puede entender como una versién controlada del
teorema de extensién de homotopia equivariante de Borsuk.

Teorema 2.2.11. Sean Y un G-ANR yU una G-cubierta de'Y . Supongamos
que A es un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio metrizable X y
0y : A=Y, t €I, una U-G-homotopia parcial. Si 0y puede extenderse a
una funcion equivariante h : X — Y, entonces existe una U-G-homotopia
Ay X =Y tal que Ag = h y Af|a = 6 para todo t € 1.

Demostracion. De acuerdo al teorema 2.2.10 existe una homotopia equiva-
riante U, : X — Y; t € I tal que Y9 = hy U;|q = §;. Para cada o € A
podemos escoger un U, € U que contenga a W,(«) para todo ¢t € I. Debido a
la compacidad de I, existe una vecindad W, de a € X tal que

U, (W,) C U, paracadatel. (2.1)

Definimos W' = (J,c4 Wa. Entonces W es una vecindad de A en X. No
obstante, W no es una vecindad invariante, y viendo que el grupo actuante
puede no ser compacto, no podemos asegurar la existencia de una vecindad
invariante de A contenida en W. Alternativamente, tomamos una nueva ve-

cindad V. =G(W) =, G(W,).

acA
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Ahora tomamos una funcién invariante de Urysohn 7 : X — [ tal que
Tla =1y 7|x\v = 0 (ver Lema 2.2.2). Definimos A, : X — Y, t € I, por la
siguiente regla:

At(l‘) = \I/T(x).t(l’), r e X.

Entonces, evidentemente, Ay(x) es continua debido a la continuidad de ¥ y
de 7. El hecho de que A; sea equivariante se verifica facilmente pues si g € G
y z € X, la invarianza de A y de X \ V y la equivarianza de F garantizan
que:

Ar(gr) = Vr(gay(97) = Yr@p(gz) = g¥r@y(r) = gA¢(x).

Por otro lado, Ay|4 = §; para cada ¢t € I, mas ain,
Ao(z) = Wo(z) = h(z),

para cada x € X, asi que Ag = h. Sélo resta probar que la G-homotopia
A, t € I, es limitada por U.

Efectivamente, tomamos x € X arbitrario.

Six € V, entonces existen a € A,w € W, y g € G tales que x = gw. Por
lo tanto, por (2.1), tenemos

Ay(z) = A(gw) = Vo guy(gw) € Uy

Vs (guyt(gw) = gV wy(w) € gU,

paratodat € I. Como U es una G-cubiertay U, € U concluimos que gU, € U.
Six ¢V, entonces 7(x) = 0, de lo cual obtenemos que

Ay(x) = Ug(x) = h(xz) paracadat € I.

Como U es una G-cubierta de Y, existe un elemento U € U que contiene a
h(z), asi, Ay(x) estd contenida en U para cada t € I. Por lo tanto, A, es la
U-G-homotopia deseada. |

Proposicién 2.2.12. Sea Y un G-espacio tal que todo G-par tiene la G-
PEH con respecto a'Y . Entonces para cada subgrupo compacto C' C G, todo
C-par (X, A) tiene la C-PEH respecto a Y considerado como un C-espacio.

Demostracion. La demostracion es practicamente idéntica a la de la Propo-

sicion 2.2.7.
O]
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Definicién 2.2.13. Un subconjunto invariante A de un G-espacio X es lla-
mado G-contraible en X si la funcion inclusion A — X es G-homotopica
a la funcion constante de A — {xo}, donde xq es un punto G-fijo de X

De manera similar, X es llamado localmente G-contraible en el punto
x € X, si para cualquier vecindad G,-invariante U de z, existe una vecindad
G-invariante V' de x tal que V es G -contraible en U. Un G-espacio X es
llamado localmente (G-contraible si es localmente G, -contraible en cada
uno de sus puntos.

Estamos ahora en posibilidad de presentar la segunda caracterizaciéon para
los G-ANR’s. En este caso es necesario que el espacio sea localmente G-
contraible y que cualquier G-par tenga la G-PEH. Cabe aclarar que cada
una de estas condiciones son necesarias para caracterizar a los G-ANR’s, sin
embargo, tomadas por separado, cada una de ellas no es suficiente, es decir,
se requieren las dos juntas para poder tener la caracterizacion.

Teorema 2.2.14 (Segunda caracterizacién homotépica). Sea Y en G-
M. Dos condiciones necesarias y suficientes para que Y sea un G-ANR son
que Y sea localmente G-contraible y todo G-par (X, A) tenga la G-PEH
respecto a Y .

Antes de demostrar este teorema presentaremos dos lemas auxiliares que
nos ayudaran en la demostracion.

Lema 2.2.15. Sea Y un G-espacio propio conY € G-M. Si Y es localmente
G-contraible y todo G-par (X, A) tiene la G-PEH respecto a Y, entonces
todo punto y € Y tiene una vecindad Gy-invariante V' tal que cualquier G-
funcion h : A — V definida en un G,-subconjunto cerrado A de un G -espacio
metrizable X tiene una Gy-extension ¢ : X =Y.

Demostracion. Tomamos y € Y arbitrario. Sabemos que Y es localmente
G-contraible, entonces existe una vecindad G -invariante V' de y la cual es
G,-contraible en Y a un punto G,-fijo z € Y (en general z puede ser diferente
de y).

Para ver que V satisface las condiciones deseadas tomamos h : A — V
una G,-funcién definida en un G,-subconjunto cerrado A de un Gy-espacio
metrizable X. Como V' es G,-contraible al punto G-fijo z, podemos concluir
que h, considerada como una G,-funcién en Y, es GG-homotépica a la G-
funcién constante ¢ : A — Y dada por ¢(a) = z para cualquier a € A.
Ahora, notemos que por la Proposicién 2.2.12, (X, A) satisface la G,-PEH
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con respecto a Y. Entonces, como ¢ puede extenderse sobre X, se sigue que
h tiene una Gy-extension ¢ : X — Y.
m

Lema 2.2.16. Sea Y un G-espacio con Y € G-M, si todo punto y € Y
tiene una vecindad Gy-invariante V' tal que cualquier G,-funcion h : A =V

definida sobre cualquier Gy-par (X, A) tiene una Gy-extension ¢ : X — Y.
Entonces Y es un G-ANR.

Demostracion. En virtud del Teorema 2.1.2, es suficiente ver que Y es un
G-ANE local.

Sea y € Y arbritario y sea V' la vecindad Gy-invariante que satistace las
hipétesis del lema. Debemos mostrar que V' es un G,-AN R. Para lograr ésto,
tomamos h : A — V cualquier G-funcién definida sobre un G,-subconjunto
cerrado A de un G-espacio metrizable X. Por hipétesis sabemos que h tiene
una G,-extension ¢ : X — Y. Tomamos U = ¢ (V) el cual es un conjunto
abierto G-invariante de X que contiene a A y la restriccion ¢ [p: U — V es
la G-extension de h: A — V' deseada. O]

Estamos ahora preparados para demostrar el teorema 2.2.14, el cual re-
presenta la segunda caracterizacién homotdpica para los espacios G-ANR.

Demostracion del Teorema 2.2.14. La G-PEH es resultado directo del Teo-
rema 2.2.11, tomando U = {Y'} la cubierta de un elemento. Entonces, falta
ver que Y es localmente G-contraible.

En vista de que Y € G- M, por el Teorema 1.4.8, existe un G-espacio lineal
normado N y un subconjunto convexo invariante Z C N tal que la accion es
propia y Y puede encajarse equivariantemente como un subconjunto cerrado
invariante de Z

Ahora, como Y € G-AN R, debe existir un subconjunto abierto invariante
U C Z y una G-retracciéon v : U — Y. Tomamos y € Y y W una vecindad
G -invariante de y € Y. Debido a que v~ (W) es un subconjunto abierto de Z,
podemos esoger un subconjunto abierto G-invariante y convexo M (y) tal que
M(y) C v~ 1(W). Es facil ver que el conjunto V' = M (y)NY es un subconjunto
abierto Gy-invariante de Y. Definimos la G,-homotopia h, : V. — Wt € I
como sigue:

hi(v) =~v(ty + (1 —t)v), veV.

Evidentemente h;, t € I, es una G,-contraccién de V' en W. Por lo tanto, Y
es localmente G-contraible.
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Para la suficiencia del teorema podemos ver que es sélo una combinacién
sencilla de los Lemas 2.2.15 y 2.2.16. [
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Capitulo 3

Caracterizacion por conjuntos
H-fijos

En la década de los 70’s Jan Jaworowski se dedica a estudiar el siguiente
problema: Sea G un grupo compacto de Lie y X es un G-espacio con un
numero finito de tipos de orbita tal que para cada subgrupo compacto H C G,
el conjunto de puntos H-fijos, X" es un ANR, ; podemos asequrar bajo estas
condiciones que X es un G-ANR?.

Este problema hasta la fecha permanece abierto, sin embargo, se han lo-
grado algunos avances considerables. Por ejemplo, veremos en este capitulo
que una condicién necesaria para que un G-espacio X sea un G-ANR, es pre-
cisamente que el conjunto de puntos H-fijos, X sea un ANR para cualquier
subgrupo compacto H de G (ver Teorema 3.1.6).

La condicién de suficiencia es, como era de esperarse, la parte complicada
de este problema, en este sentido, mismo Jaworowski prueba en [39] que
para el caso de G-espacios metrizables, separables, localmente compactos, de
dimensién finita y con un nimero finito de tipos de orbita la respuesta a su
pregunta es afirmativa.

Para lograr este resultado Jaworowski utiliza un teorema de extensién
equivariante que él mismo demuestra (ver [39, Teorema de Extensién]), pi-
diendo como hipdtesis todas las condiciones mencionadas anteriormente sobre
el G-espacio X . Algunos afios mas tarde, Lashof demuestra en [45] que la com-
pacidad local puede ser omitida y posteriormente Jawowroski en [41] muestra
que la condiciéon de la dimension finita puede ser debilitada a espacios con
una estructura finita.

En este capitulo mostraremos que la condiciéon de separabilidad también
puede ser omitida. Ademas, tratando de extender los resultados a una clase

63



64 CAPITULO 3. CARACTERIZACION POR CONJUNTOS H-FILJOS

mas grande de G-espacios, demostramos en la tltima secciéon un resultado
analogo para acciones propias de grupos de matrices.

3.1. Espacios G-ANR para grupos compactos
de Lie.

En esta seccion estaremos considerando siempre a G como un grupo com-
pacto de Lie y presentaremos una versiéon mas general de la caracterizacién
de G-ANR’s dada por Jaworowski en [41], omitiendo en nuestro caso la con-
dicién de separabilidad del G-espacio X. Para lograr esta caracterizacion,
seguiremos argumentos similares a los realizados por Jaworoski y para ello es
necesario mencionar dos lemas (ver [45, Lema 2 y Lema 3]) que utilizaremos
para demostrar algunos resultados sobre extensiones equivariantes.

Lema 3.1.1. Sean G un grupo compacto de Lie , X un G-espacio libre yY un
G-espacio arbitrario. Las funciones equivariantes de X en Y se encuentran

en correspondencia biyectiva con las secciones cruzadas del haz asociado ¢ :
X XgY = X/G con fibra'Y del G-haz principal ¢ : X — X/G.

Lema 3.1.2. Sean A un subespacio cerrado de un espacio X, Y un espacio
metrizable y Z un espacio compacto. Sean f: A=Y yg: X\ A — Z dos
funciones continuas. St ¢ : X X Z — Y es una extension continua de f o m
donde w1 : A X Z — A es la proyeccion sobre la primer coordenada, entonces
la funcion F : X =Y, Fla=f, Flx\a=¢o(i,9) coni: X\ A— X la
inclusion, es una extension continua de f.

Proposiciéon 3.1.3. Sean G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio
metrizable y A un subespacio cerrado invariante de X tal que X \ A es un
G-espacio libre con una estructura finita. Supongamos que f : A — Y es
una funcion equivariante sobre un G-espacio metrizable. Si'Y es un ANR
(respectivamente un AR), entonces f se extiende a una funcién sobre una
vecindad de A (respectivamente sobre X ).

Demostracion. Como X \ A es un G-espacio libre con una estructura finita,
por el Teorema 1.8.9, existe una funcién equivariante ¢ : X \ A — Z dentro
de un G-espacio libre compacto Z.

Sean P = X x Z, Q = Ax Z. Como P, con la acciéon diagonal de G es un
G-espacio libre, la funcién orbital 7p : P — P/G es un G-haz principal. Las
funciones equivariantes de P en el G-espacio Y estan en una correspondencia
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biyectiva con secciones de la fibracién localmente trivial (Y x P)/G — P/G
asociado a P — P/G con fibra Y (ver Lema 3.1.1). Asi, extender una funcién
equivariante () — Y es equivalente a extender la seccién asociada Q/G —
(Y x@Q)/G sobre una vecindad de /G en P/G (respectivamente sobre P/G).
Como P es metrizable y Y es un AN R entonces por el Teorema 1.8.3 cualquier
seccién sobre /G tiene una extension de vecindad (respectivamente una
extensién sobre P/G).

Por lo tanto, la funciéon fop : Ax Z — Y, donde p: Ax Z — A
es la proyeccién, tiene una G-extensiéon @ : V — Y sobre una vecindad
invariante V' de A x Z en X X Z (respectivamente sobre X x Z); como Z
es compacto, podemos asumir que V = U X Z, donde U es una vecindad
A de X (respectivamante U = X). Por el Lema 3.1.2 | se tiene una G-
extension F' : U — Y (respectivamante F' : X — Y') de f definida por
F(z) =¢(z,¢(z)) paraxz € U\ Ay F(a) = f(a) para a € A. O

Proposiciéon 3.1.4. Sean G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio
metrizable y sea A C X un subespacio cerrado invariante tal que X \ A
tiene una estructura finita con un sélo tipo de orbita (H). Supdngase que
f: A=Y esuna funcién equivariante con Y € G-M. Si YH es un ANR
(AR), entonces f se extiende a una funcion equivariante sobre una vecindad
de A (sobre X ).

Demostracion. Sea X gy la unién de las érbitas del tipo de érbita (H) y sea
Xy = Xy N X", Entonces Xy = G Xy Xy = G/H xx Xy, donde
N(H) es el normalizador de H en G y K = N(H)/H (ver [22, Capitulo II,
Corolario 5.11]). Entonces la G-funcién de X(z) sobre Y esta completamente
determinada por una K-funcién de Xy sobre Y (ver [22, Capitulo II, Coro-
lario 5.12]). Como X# \ A" es un K-espacio libre, con una estructura finita,
se sigue de la Proposicién 3.1.3 que la K-funcién f# : A — Y se extiende
a una K-funcién F¥” : U — Y donde U es una vecindad K-invariante de
A" en X (respectivamante U = X*). Ahora, la funcién F : G(U) — Y
(respectivamente F' : G(Xf) — Y) definida por F(gx) = gF"(z) es una
funcién equivariante continua. Mds atn, G(U) es una vecindad G-invariante
de G(A) en G(X'). Esto lleva a que AU G(U) es una vecindad de A en
AUG(XHT) = X. Como F coincide con f en AN G(U) inferimos que f se
extiende a la G-vecindad AU G(U) de A en X (respectivamente a X). [

Teorema 3.1.5. Sean G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio me-
trizable y A un conjunto cerrado invariante de X tal que X \ A tiene una
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estructura finita. Sea f: A —'Y una funcion equivariante de A sobre un G-
espacio propio metrizable. Si para cada tipo de orbita (H) en X\ A, el conjunto
de puntos H-fijos Y es un ANR (respectivamente un AR) entonces f tiene
una extension equivariante sobre una vecindad de A (respectivamente sobre

X).

Demostracion. Existe una relacion de orden parcial en el conjunto de tipos de
érbita en X: (H) < (K) si H es conjugado a un subgrupo de K. Ordenamos

el tipo de érbitas (Hy), ..., (Hy,,) de X \ A tal que (H;) < (H,) implica que
7 < 1. Hacemos

X;=AU{zr € X | (G,) = (G,) para algin j < i}.

Entonces X; C X5 C ... C X, es una fibracién cerrada de X y X;\ X; 1 es de
un sélo tipo de 6rbita (H;), y tiene una estructura finita. Asi la Proposicién
3.1.3 puede aplicarse para extender la funcién f por inducciéon sobre 4. m

Teorema 3.1.6. Sea G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio metri-
zable con una estructura finita. Entonces X es un G-ANR (respectivamente
un G-AR) si y sélo si para cada subgrupo compacto H de G, X es un ANR
(respectivamente un AR).

Demostracion. Por el Teorema 1.8.10, podemos asumir que X es un subcon-
junto cerrado invariante de un producto Z = E x C', donde E es un G-espacio
Euclideano y C' un subconjunto convexo de un espacio de Banach. Por el Teo-
rema 1.8.9 (2), Z tiene una estructura finita. Ademds, Z es un G-AR; esto es
consecuencia del Teorema de extensiéon de Dugundgi [26], C' es un AR vy, por
el teorema de extension de Tietze-Gleason [48], E es un G-AR.

“La parte solo si 7. Supéngase que X es un G-ANR (respectivamente
un G-AR). Entonces, existe una G-retracciéon r : U — X, donde U es una
vecindad invariante de X en Z (respectivamente U = 7). Para cada subgrupo
H de G, la restriccion v = r |;u es una retraccién r# : U¥ — XH. Observe
que U¥ es un subconjunto abierto de Z# y ZH es una subconjunto convexo
de Z. Por el Teorema de extensiéon de Dugundgi [26], Z% es un AR. Asf, X,
es un retracto de vecindad (respectivamente un retracto) de Z* y por lo tanto
es un ANR (respectivamente un AR).

“La parte si 7. Si X es un ANR (respectivamente un AR) para cual-
quier subgrupo compacto H C G, entonces, por el Teorema 3.1.5 la funcién
identidad 1x : X — X tiene una G-extension f : U — X definida sobre una
G-vecindad U de X en Z (respectivamente U = Z). Como Z € G-AR, se
tiene que X € G-ANR (respectivamente X € G-AR). ]



3.2. UN TEOREMA DE EXTENSION EQUIVARIANTE 67

3.2. Un teorema de extension equivariante

Como resultado extra, demostraremos un nuevo teorema de extension
equivariante el cual es una generalizacién del Teorema [41, Teorema 3.4], esto
se logra debilitando la condicién de que el espacio X \ A tenga una estructura
finita, a pedir que sélo tenga una estructura localmente finita, en el siguiente
sentido.

Definicién 3.2.1. Sea A un subconjunto invariante de un G-espacio X. En-
tonces se dice que X tiene una estructura localmente finita mod A si
cada punto x € X tiene una vecindad invariante U tal que U \ A tiene una
estructura finita.

Teorema 3.2.2. Sea G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio metri-
zable y sea A un subconjunto cerrado invariante de X, tal que X tiene una
estructura localmente finita mod A. Sea f : A — Y wuna funcion equivarian-
te de A en un G-espacio metrizable Y. Si para cada tipo de orbita (H) de
X\ A, el conjunto de puntos H-fijos Y es un ANR (respectivamente un
AR) entonces f tiene una extension equivariante sobre una vecindad de A
(respectivamente sobre X ).

Demostracion. Por hipotesis, cada punto a € A admite una vecindad abierta
invariante U, (en X), tal que U, \ A es de una estructura finita. Debido a
la paracompacidad de X, la cubierta abierta {X \ A,U,| a € A} admite un
refinamiento localmente finito {C}},c7 por subconjuntos cerrados de X. Sea
Entonces, claramente A C |J,;.; C;.
Para el conjunto de indices bien-ordenado Z, y para cada i € Z, hacemos:

A =Aul o

j<i

el cual es cerrado en X debido a que la familia {C;};c7 es localmente finita.

Una extension para f puede construirse por induccién sobre ¢ € 7 usando
el teorema 3.1.5 en el paso inductivo.

Primero vamos a construir inductivamente, para ¢ € Z, una vecindad inva-
riante cerrada W del conjunto AN(|J,,.; Cx) en A; y una funcién equivariante
¢ : Wi — Y de tal manera que ¢;lanw, = f, W; C Wy éi|lw, = ¢; siempre
que j < 1.
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Para esto, asumimos que ¢ € Z y que las funciones ¢; : W; — Y estdn
bien definidas para todo j < i de tal manera que ¢;|arw, = f, Wi C W,y
¢jlw, = @i siempre que k < j.

Definimos ¢ : W; — Y como sigue. Si ¢ es un elemento limite, entonces

A=J4;.

j<i

Hacemos W; = i< W;. Claramente, W; es una vecindad invariante del
conjunto AN (U;; Cj) en A;.

Ademas, debido a que la familia {W;},c7 es localmente finita, el conjunto
W; es cerrado en X.

Haciendo ¢;|w; = ¢; para j < i obtenemos la buena definicién de ¢; :
W; — Y. La continuidad de ¢; se sigue del hecho de que la familia {W;};cz
es localmente finita y de la continuidad de todas las funciones ¢;, j < 1.

Si i es el sucesor de j, entonces

A= A; UG,

y la funcién ¢; : W; — Y estan bien definidas, donde W; es una vecindad
cerrada invariante del conjunto AN (U,.; Cx) en A;. Podemos pegar las fun-
ciones f : ANC; — Y y ¢; : W;NC; — Y para obtener la funcién equivariante
Y; 1 (C;NA)U(W;NC)) — Y esto es posible ya que ¢jw,na = f.

Observe que (W; U A) N C; es un subconjunto cerrado invariante de C; y
C;\ (AUW;) C C;\ A, y entonces, C; \ (AU W) es de una estructura finita.

Entonces, podemos aplicar el Teorema 3.1.5 para obtener una extensién
equivariante §; : V; — Y de la funcién ¢;, donde V; es una vecindad cerrada
invariante de C; N (AU W) en Cj.

Haciendo W; = W; U V; obtenemos una vecindad cerrada invariante del
conjunto A N (U,<; Ck) en A;. Pegamos ahora las funciones equivariantes
¢; :W; =Y y & :V; =Y para obtener la funcién deseada ¢; : W; — Y.

Esto es posible dado que ¢; y ; coinciden en la interseccion W; N V.

Finalmente, definimos la funcién equivariante F' : J,., Wi — Y por
Flw, = ¢; para cualquier i € Z. Claramente, [);.; W;, es una vecindad ce-
rrada invariante de A N (|J;c7 Ci) = A en X. La continuidad de F' se debe
a que la familia {IW;};c7 es localmente finita y a la continuidad de todas las
funciones ¢;, i € L. Esto completa la demostracion. O

Teorema 3.2.3. Sea G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio metrizable
y sea A un subconjunto cerrado invariante de X tal que para cualquier tipo
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de orbita (H), la proyeccion orbital (X \ A)my — (X \ A)w)/G tiene una
cubierta finita trivializante.

Sea f: A —Y una funcion equivariante en un G-espacio propio metriza-
ble Y. Si para cada tipo de orbita (H) de X \ A, el conjunto de puntos H-fijos
Y es un ANR (respectivamente un AR) entonces [ tiene una extension
equivariante sobre una vecindad de A (respectivamente sobre X ).

Demostracion. Denotamos por n = dim GG. Para cada 0 < k < n, sea X} =
{r € X|dimG, =k} y T, =X,U---UX,. Claramente, cada X}, y por tanto,
cada Ty es un subconjunto cerrado invariante de X y T,, C T,,_1 C --- C Ty =
X. Observe que cada X localmente tiene una cantidad finita de tipos de
orbita. En efecto, se sigue del Teorema de la Rebanada que para cada x € X,
existe una vecindad invariante U tal que (G,) < (G.). Pero los grupo no
compactos de Lie contienen més de una cantidad finita de subgrupos cerrados
con la misma dimensiéon que ellos mismos. Como G, es grupo compacto de
Lie se sigue lo deseado.

La extensién requerida de f puede construirse por inducciéon sobre k usan-
do el Teorema 3.2.2 en el paso inductivo. Suponga que ya tenemos construida
una funcion equivariante Fj, : W), — Y, donde W} es una vecindad cerra-
da invariante de A N Ty en T} tal que Filany, = f. Entonces las funciones
Felanr, v flanz,_, pueden ser pegadas para obtener una funcién equivarian-
te op : Wi U (T—1 N A) — Y. Vamos a aplicar el Teorema 3.2.2 al par
(Te—1, Wi U(Tx—1NA)) y ala funcién ¢y. Este es valido ya que el complemen-
to Trp—1 \ (W U (Tx—1 N A)) se encuentra en Xj_; el cual tiene una estructura
localmente finita. Entonces, obtenemos una G-extensién Fj,_q : W,_1 — Y de
la funcién . Al final, de esta manera obtendremos una funcién equivariante
Fy : Wy — Y, donde Wy es una vecindad cerrada invariante de A en Ty = X.
Esto completa la demostracion. O

3.3. G-encajes de (G-espacios con estructura
finita.

El objetivo principal de esta seccion es el Lema 3.3.3, el cual servira como
base para el teorema principal del capitulo, sin embargo, también se presenta
un teorema de encaje para los G-espacios con una estructura finita, en ambos
resultados se utilizan como bloques fundamentales los conos sobre espacios
cocientes del grupo actuante.
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Lema 3.3.1. Sea G un grupo de Lie, X € G-M y supongamos que X tiene
estructura finita con un solo tipo de drbita (H). Entonces eziste una funcion
isovariante f: X — (Con(G/H))* para algin k > 1.

Demostracion. Es conocido que sobre las condiciones del lema la funcion
orbital 7 : X — (X/G) es una G-fibracién localmente trivial (ver [22, Ch. 2,
Teorema 5.8]) para acciones de grupos compactos; para el caso de acciones
propias de grupos de Lie arbitrarios es completamente similar.

Sea {Uy,Us, - -+ , Ui} una cubierta abierta finita del espacio X/G tal que,
paracadal <n <k, W_I(Un) es equivariantemente homeomorfo al producto
G/H x U, donde el grupo G actia por la izquierda sobre G/H y actia
trivialmente sobre U,,.

Ademads, para cadan > 1, la proyeccién del producto n~1(U,,) = G/H xU,
induce una funcién isovariante ¢,, : 7~ (U,) — G/H.

Como el espacio de drbitas X/G es normal, entonces existe una familia
de subconjuntos cerrados {Fi,--- , Fp} de X/G tal que, F,, C U, para todo
1<n<kyU'_, F,=X (ver [30, Teorema 1.5.18])

Sea 1, : X/G — [0,1] una funcién continua tal que F, C v (1) y
(X/G)\ U, C ¢;71(0). Ahora, definimos la funcién f,, : X — Con(G/H) por

la férmula.
e, siz g nH(U,)
Inte) = {wnwx»wn(m), iz € 7 (U,)

Es claro que f, es una funcién equivariante, y que la restriccién 7~1(F},)
coincide con ¢, y entonces, es isovariante. Cosideramos el producto diagonal

f=AF_f.: X — (Con(G/H))".

Entonces f es una funcién equivariante. Siz € X y xz & 7~ 1(F},), tenemos

Gw) =[G h) C Craw) = G
k=1

Por otro lado, G, C G (), como f es equivariante. Concluimos que, G, =
G (), esto es, f es una funcién isovariante. n

Lema 3.3.2. Sea G un grupo de Lie, X € G-M, y H un subgrupo compac-
to de G. Entonces existe una funcién equivariante f : X — (Con(G/H))*
para algin k > 1 tal que la restriccion flx,, : Xuy — (Con(G/H))* es
isovariante.
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Demostracion. Sea X1 = {x € X|[(G,) > (H)} y Xo = {z € X|(G,) >
(H)}. Se sigue del Teorema 1.6.7 que X; y X, son subconjuntos cerrados
invariantes de X. Claramente X ) = Xo \ X;. Conforme al Lema 3.3.1,
existe una funcién isovariante ¢ : X5\ X; — (Con(G/H))* para algtn k > 1.

Como X5 \ X es un cerrado en X \ X, y Con(G/H) es un G-AE (ver
Corolario 1.7.4), entonces existe una extensiéon equivariante ¢* : X \ X; —
(Con(G/H))* de la G-funcién .

Sea p una métrica invariante sobre X. Haciendo:

() = p(z, X1) /(1 + p(z, X1)),

obtenemos la funcién continua invariante ¢ : X — [0, 1] tal que X; = ¢=1(0).
Ahora definimos la funcién f: X — (Con(G/H))* por la férmula.

Fa) = {¢(m)gp*(x), size X\ X,

O, six € Xl.
Claramente f es la funcién deseada, y el lema queda demostrado. m

Lema 3.3.3. Sea G un grupo de Lie, X € G-M y X con una estructura
finita. Entonces existe una funcion isovariante

f:X = ((Con(G/H1))* x -+ x (Con(G/H,))")
donde (Hy), (Hs), - ,(Hp) es una sucesion finita de tipos de orbita en X.

Demostracion. Conforme al Lema 3.3.2, para cada tipo de érbita (H,), exis-
te una funcién equivariante f, : X — (Con(G/H,))* k, > 1, tal que la
restriccion f,| X, €8 Isovariante. Consideramos el producto diagonal

f=A_fo: X — (Con(G/Hy)) x - x (Con(G/H,))*.

Claramente f es equivariante. Entonces G, C Gy(,). Inversamente, si v € X
y © € X(u,), entonces

p
Gy = () Crute) € Crow) = Go
k=1

debido a que la restriccion de f,, a X(g,) es isovariante. Entonces G = G ¢y
para todo x € X,y f es la funciéon que deseabamos. O
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Lema 3.3.4. Sea G cualquier grupo localmente compacto, f : X — M una
funcidn isovariante entre G-espacios propios y m : X — X/G la proyeccion
orbital. Si M es paracompacto, entonces la funcion diagonal ¢ : X — M X
(X/G), definida por p(x) = (f(z),n(x)) es un encaje cerrado dentro del
producto M x (X /G) provisto de la G-accion diagonal, donde X /G estd dotado
de la accion trivial de G.

Demostracion. Es claro de la definicién que ¢ es equivariante, veamos que ¢
es una funcion inyectiva. En efecto, sean z,y € X con ¢(z) = ¢(y). Entonces
m(z) = 7(y), esto es, las 6rbitas G(z) y G(y) coinciden. Por lo que, y = gz
para algin g € G. Como f(z) = f(y) obtenemos que g(f(x)) = f(x), por lo
que, g € Gy(y). Pero Gy, = G, pues [ es isovariante. Por lo tanto, g € G, y
entonces, gr = r y © = y lo que garantiza que ¢ es inyectiva. Falta mostrar
que @ es una funcién cerrada.

Debido a la paracompacidad de M, existe una cubierta localmente fi-
nita {A;};e; de M de subconjuntos cerrados pequenos A; C M. Enton-
ces {f71(A;)}ier es una cubierta localmente finita de X y cada conjunto
B; = f7Y(A;) es un subconjunto cerrado pequefio de X. Ahora, sabemos
que la restriccién 7|p, : B; = X/G es una funcién perfecta (ver 1.3.10(3)).
Entonces aplicando [30, Teorema 3.7.9] tenemos que el producto diagonal
© B, A f|p, es también una funcién perfecta. Esto implica que ¢ sea
una funcién cerrada. En efecto, sea F' C X un conjunto cerrado. Entonces
©(F N B;) es cerrado en A; X (X/G) y {A; x (X/G)}ier es una cubierta lo-
calmente finita cerrada del producto M x (X/G). Entonces {¢(F N B;)}icr es
una familia localmente finita de subconjuntos cerrados de M x (X/G). Como
©(F) = U,e; ¢(F N B;) concluimos que p(F) es cerrado en M x (X/G). En
consecuencia, ¢ es el encaje cerrado equivariante deseado. O]

B, =T

Teorema 3.3.5. Sea G un grupo de Lie, Entonces cada G-espacio X € G-M
con una estructura finita puede ser encajado como un subconjunto cerrado in-
variante dentro de un producto P x N, donde N es un espacio lineal normado

P = (Con(G/H)))* x - x (Con(G/H,))*
con (Hy),(Hs),---,(H,) una sucesion finita de tipos de orbita de X y ki >

Demostracion. Con una simple combinacién de los Lemas 3.3.3 y 3.3.4 ob-
tenemos un encaje cerrado equivariante ¢ : X — P x (X/G), donde P es
como en el teorema. Como el espacio orbital X/G es metrizable, de acuerdo al
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teorema de encaje de Arens-Eells (ver [19]), podemos encajar X/G dentro de
un espacio lineal normado N como un subconjunto cerrado. Como resultado
obtenemos el encaje cerrado equivariante deseado ¢ : X — P x N. O

3.4. Espacios G-ANR con una estructura fi-
nita

El resultado principal de esta seccién es una generalizacién del Teorema
3.1.6 a la clase de grupos de matrices. La idea de la demostraciéon del teorema
3.4.5 es reducirlo al caso compacto. Para lograr esta reducciéon son primor-
diales los resultados que se presentan en los Lemas 3.3.3, 3.4.3.

Por otro lado, el Teorema 3.4.1 es un resultado de Abels [2, Teorema 4.4]
que tiene importantes consecuencias en la teoria equivariante de retractos,
pues reduce el problema de extensién en G-espacios con acciones de grupos
localmente compactos al caso de acciones de grupos compactos. De hecho,
sOlo el caso G-AFE es mencionado por Abels en su articulo, sin embargo su
prueba puede ser modificada facilmente para el caso G-ANE (ver [9, Teorema
5 y Comentario 5]).

Teorema 3.4.1. Sea G un grupo localmente compacto y'Y un G-espacio.

(1) Si Y € K-AE para cualquier subgrupo compacto K C G, entonces
Y € G-AE.

(2) SiY € K-ANE para cualquier subgrupo compacto K C G, entonces
Y € G-ANE.

El Lema 3.4.3 nos permitira construir un K-espacio que tiene sélo una
cantidad finita de tipos de dérbita (K un grupo compacto), lo cual implica
que este espacio tiene una estructura finita. Para ello es necesario mencionar
el siguiente Teorema de caracterizacion de los grupos de matrices de Lie, su
demostracién puede encontrarse en [49, Teorema 3.2.1].

Teorema 3.4.2 (Caracterizaciéon de grupos de matrices de Lie). Una
condicion necesaria y suficiente para que un grupo de Lie sea un grupo de
matrices es que: dado un subgrupo compacto H de G exista un G-espacio
lineal £ y un punto x € E tal que G, = H.

Lema 3.4.3. Sea G un grupo de matrices y Hy, Hy, ..., H, subgrupos com-
pactos de G. Entonces para cualquier subgrupo compacto K C G, el producto
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P = Con(G/Hy) x --- x Con(G/H,) considerado como un K-espacio por
restriccion, tiene solo una cantidad finita de tipos de K-drbita.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 3.4.2, podemos encontrar G-espacios
lineales reales de dimensién finita Ey, Fs, ..., E, tales que para cualquier 1 <
1 < p el subgrupo H; ocurre como el grupo de isotropia de un punto z; € E;.
Sea ' = By ®Ey®...® L, la suma directa dotada con la G-accién diagonal, la
cual claramente, es una accién lineal. Ahora, vemos a E como un K-espacio
lineal por restriccién y recordamos un resultado de Yang (ver [48, Proposicién
1.7.26]) que afirma que si K es un grupo compacto de Lie, entonces sélo un
numero finito de tipos de 6rbita ocurren en cada K-espacio lineal de dimensién
finita. Asi, F tiene s6lo un numero finito de tipos de K-érbita. Sélo queda
observar que cada tipo de K-érbita que ocurre en P también ocurreen E. []

Lema 3.4.4. Sea G un grupo de matrices de Lie y suponga que X € G-M
tiene una estructura finita. Entonces para cada subgrupo compacto K C G,
X considerado como un K-espacio tiene una estructura finita.

Demostracion. Sean (Hy), ..., (H,) todos los tipos de G-orbita que ocurren en
X. Entonces por el Lema 3.3.3 existe una funcion isovariante.

f:X = P=(Con(G/H))* x --- x (Con(G/H,))*

donde ki, ks, ..., k, son enteros positivos. Ahora, si vemos a f como una K-
funcién. Claramente, f es K-isovariante. Por el Lema 3.4.3, P tiene sélo una
cantidad finita de tipos de K-6rbita. Como P es un K-espacio metrizable de
dimensién finita, se sigue del Teorema 1.8.9 (4) que X tiene una estructura
finita cuando se considera como un K-espacio. O

Por 1ultimo presentamos el teorema principal de este capitulo, con el cual
tenemos una nueva caracterizacién de los espacios G-ANR’s logrando exten-
der de cierta manera la teoria desarrollada por Jaworowski en los anos 70’s y
80’s a la clase de acciones propias de grupos de matrices.

Teorema 3.4.5 (Caracterizacién por conjuntos de puntos H-fijos).
Sea G un grupo de matrices, X € G-M un G-espacio con una estructura
finita. Una condicion necesaria y suficiente para que X sea un G-ANR (res-
pectivamente un G-AR) es que para cada subgrupo compacto H de G, X!
sea un ANR (respectivamente AR).
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Demostracion. “La necesidad”. Supéngase que X es un G-ANR (respecti-
vamente un G-AR). En virtud del Teorema 1.4.8 podemos asumir que X
es un subconjunto cerrado invariante de un subconjunto convexo invariante
V' de algin G-espacio de Banach tal que V € G-M. Entonces existe una
G-retraccién r : U — X | donde U es una G-vecindad de X en V' (respecti-
vamente U = V). Para cada subgrupo H C G, la restriccién 7 = r|yu es
una retraccién r : U2 — XH Observe que U¥ es un subconjunto abierto
de VH mientras que V! es un subconjunto convexo de V. Por el teorema de
extensién de Dugundji [26], V' es un AR. Asi, X es un retracto de vecindad
(respectivamente un retracto) de VH entonces es un ANR (respectivamente
un AR).

“La suficiencia”. De acuerdo al Teorema 3.4.1 es suficiente con mostrar
que X es un K-ANR para cualquier subgrupo compacto K C (. Ahora,
nuestro objetivo es aplicar el Teorema 3.1.6 para el K-espacio X. Como por
hipétesis X es un ANR para cualquier subgrupo compacto de H C K, sélo
resta verificar que X tiene una estructura finita visto como un K-espacio.
Pero esto se tiene del Lema 3.4.4. O

Como una aplicacién del teorema anterior podemos analizar el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.4.6. Consideramos el grupo aditivo G = R y sea X = susp(QG)
la suspension de G, es decir, X es el espacio cociente

X =[-1,1] x G/({~1} x &) U ({1} x G).

Ahora, de manera similar a como lo hicimos en 1.7.1, consideramos la
siguiente notacion para los elementos de X. La clase [t,z]|, t € [-1,1], x €
X la denotamos simplemente por tx, el caso particular de los vértices los
denotaremos también por [—1,x] =a y [1,2] = b.

En la la seccion 1.7 se vio que el cono de un espacio metrizable también
es metrizable, utilizando la misma idea se puede verificar que la funcion p
definida por:

d (tz,sy), sit,s€[0,1] dt,se[-1,0]
(1—t)+d(x,y)+(s+1), sitel0,1] yse[-1,0],

p(tz, sy) = {

es una métrica para susp(G), donde d y d' se definen como en 1.7.2.
Se define también una accion natural de G sobre susp(G) por:
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0(g,tr) =t gz,

es decir, una accion por niveles, donde en cada nivel solamente se realiza la
operacion del grupo. De esta manera, podemos ver a X como un G-espacio
metrizable (se puede verificar fdcilmente que p es una métrica invariante sobre
X).

En base a lo anterior, tenemos que X tiene una estructura finita (existen
sdlo dos tipos de drbitas) y ademds X € G-M. Para poder aplicar el teorema
3.4.5 es claro que si H es un subgrupo de G y H # {e}, entonces X = {a, b}
(los vértices son los tinicos puntos H-fijos), y si H = {e} entonces X = X.
En ambos casos resulta que X es un espacio ANR vy en virtud del teorema
3.4.5 tenemos que X es un G-ANR.

Cabe mencionar que el ejemplo anterior se puede generalizar para el caso
en que G es cualquier grupo de matrices, y entonces la suspension de G dotada
de la accién natural de G resulta ser un G-ANR.

Para finalizar con el trabajo, consideramos importante dejar a considera-
cion del lector el andlisis de la siguiente pregunta:

sSerd valido el Teorema 3.4.5 para el caso de grupos de Lie (no necesa-
riamente grupos de matrices)?
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