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Mathematical reasoning may be regarded
rather schematically as the exercise of a
combination of two facilities, which we
may call intuition and ingenuity.

Alan Turing

Don’t get set into one form, adapt it and
build your own, and let it grow, be like
water. Empty your mind, be
formless, shapeless — like water.

Now you put water in a cup, it becomes
the cup; You put water into a bottle it
becomes the bottle; You put it in a
teapot it becomes the teapot. Now water
can flow or it can crash.

Be water, my friend.

Bruce Lee

I’ve always lived cheaply. I live like a
student, basically. And I like that,
because it means that money is not
telling me what to do.

I can do what I think is important for me
to do. It freed me to do what seemed
worth doing.

Richard Stallman



Esta tesis es el resultado de cuatro años de trabajo y a la vez representa la
culminación de más de quince años de pertenecer a la comunidad universitaria.
Además de describir los resultados de mis estudios, estas páginas son la
bitácora que detalla el proceso de crecimiento académico y personal que ha
sido mi doctorado. Como si fueran notas al margen, al estudiar cada párrafo,
cada demostración y cada figura, siempre recordaré los lugares, las sensaciones
y a las personas que me acompañaron (por voluntad o circunstancia) durante
el camino sinuoso y bifurcado que recorrí durante estos años.

Conocí y colaboré con investigadores y estudiantes de diferentes partes del
mundo. Aprendí de mi mismo y de mis colegas. Cometí muchos errores
(algunos bastante graves). Decepcioné a personas que amo. Fui golpeado,
incluso por las personas que menos imaginaba. Lamí mis heridas y seguí
trabajando. Acerté algunas veces y tuve pocas — pero valiosas — victorias.
Me casé y formé mi propia familia. Conviví con mis vecinos como nunca lo
hice cuando era (más) joven. Demandé y fui demandado. Participé como
nunca y fui recompensado. Perdí algunos amigos, descubrí otros, y reencontré
viejas amistades. Mi familia padeció mis horas de desvelo, mis ausencias y
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Abstract

In this thesis we describe efficient algorithms to solve optimization pro-
blems related to geometric objects under rotation. Broadly speaking, in this
class of problems we look for the orientations of the geometric object under
study that maximize a given optimization criteria.

We first study geometric problems with restricted orientations. Restricted-
orientation convexity is a non-traditional notion of convexity that restricts
convex sets to those whose intersection with lines parallel to a set O of lines
is either empty or connected. We describe efficient algorithms to find the
orientation of the lines ofO that minimize the area of the restricted-orientation
convex hull of a finite set of points in the plane.

We next study polygon placement problems. Given a simple polygon P ,
these problems consist in finding a function τ such that τpP q satisfies some
geometric constraint. We solve the problem of rotating a simple polygon to
contain the maximum number of elements from a given point set, while we
restrict the rotation center to lie on a line or a polygonal chain. We also solve
an extension to 3D where we rotate a polyhedron to contain the maximum
number of elements from a given set of points in the space.

We finally study illumination problems of simple polygons. We place
floodlights on the vertices of a simple polygon and, while one of the rays
of each floodlight remains fixed, the second ray rotates around its vertex
modifying the aperture angle of each floodlight. The Brocard Illumination
Problem consists in finding the smallest rotation angle such that the polygon
is completely illuminated. We describe algorithms to solve this problem for
different classes of polygons. When the given polygon is a triangle, solving
the Brocard illumination problem is equivalent to finding the Brocard point
of the triangle.

xiii



Resumen

En esta tesis describimos algoritmos eficientes para resolver problemas de
optimización relacionados con objetos geométricos bajo rotación. A grandes
rasgos, en estos problemas buscamos las orientaciones del objeto geométrico
bajo estudio que maximizan algún criterio de optimización.

Primero estudiamos problemas geométricos con orientaciones restringidas.
La convexidad con orientaciones restringidas es una noción no tradicional de
convexidad, que restringe los conjuntos convexos a aquellos cuya intersección
con rectas paralelas a un conjunto O de rectas es vacía o conexa. Describimos
algoritmos eficientes para encontrar la orientación de las rectas de O que
minimiza el área del cierre convexo con orientaciones restringidas de un
conjunto finito de puntos en el plano.

Después estudiamos problemas de colocación de polígonos. Dado un
polígono simple P , estos problemas consisten en encontrar una función τ tal
que τpP q satisface alguna restricción geométrica. Resolvemos el problema de
rotar un polígono simple hasta que contenga el máximo número de elementos
de un conjunto de puntos. Consideramos variantes en las que el centro de
rotación debe encontrarse sobre una recta o una poligonal, y una extensión
en 3D en la que rotamos un poliedro hasta que contenga el máximo número
de elementos de un conjunto de puntos en el espacio.

Finalmente estudiamos problemas de iluminación de polígonos. Colocamos
reflectores en los vértices de un polígono y, mientras uno de los rayos de
cada reflector se mantiene fijo, el segundo rayo rota alrededor de su vértice
modificando la apertura de cada reflector. El Problema de Iluminación de
Brocard consiste en encontrar el valor mínimo del ángulo de rotación tal
que el polígono es iluminado completamente. Describimos algoritmos para
resolver este problema en diferentes clases de polígonos. Cuando el polígono
dado es un triángulo, resolver el problema de iluminación de Brocard equivale
a encontrar el punto de Brocard del triángulo.

xiv



Capítulo 1

Introducción

El objetivo principal de esta tesis es presentar resultados en Geometría
Computacional. Específicamente, nos enfocamos en el diseño de algoritmos
eficientes para resolver problemas de optimización relacionados con objetos
geométricos bajo rotación. A grandes rasgos, en estos problemas buscamos
las orientaciones del objeto geométrico bajo estudio que maximizan algún
criterio de optimización. La motivación principal para estudiar esta clase de
problemas surge de la facilidad con la que pueden ser planteados: en una
buena cantidad de problemas de Geometría Computacional, sólo hace falta
considerar rotaciones del plano o de los objetos geométricos bajo estudio para
obtener problemas no triviales que resultan muy interesantes.

En este capítulo hacemos un breve recorrido por el contexto histórico y
el estado del arte de los problemas que estudiamos en esta tesis. Listamos
también las contribuciones y describimos brevemente el contenido de cada
uno de los capítulos de este trabajo.

1
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1.1. ¿Qué es la geometría computacional?

La Geometría Computacional surgió durante la década de los setenta
como consecuencia natural de la evolución de las Ciencias de la Computación,
y específicamente del Análisis y Diseño de Algoritmos. Algunos investigadores
consideran que nació con la tesis doctoral de Shamos [108] en 1978. Otros
señalan el trabajo de Forrest [64] publicado una década antes. Aquellos que
gustan de la historia de las matemáticas podrán argumentar que en realidad,
nació en las grandes culturas que desarrollaron los primeros esbozos de la
geometría aplicada: la Maya, la Griega y la Egipcia.

A grandes rasgos, la Geometría Computacional estudia objetos geomé-
tricos que residen en un espacio dado y las interacciones entre ellos. Más
específicamente, la Geometría Computacional se compone de tres ingredientes:
el modelado geométrico, el análisis de complejidad y el diseño de algoritmos y
estructuras de datos. Los geómetras computacionales atacamos un problema
desmenuzándolo en un conjunto discreto de objetos geométricos. Estudiando
estos objetos, determinamos la complejidad computacional del problema
en el modelo de cómputo de nuestra conveniencia. La estocada final viene
acompañada de estructuras de datos y algoritmos —idealmente exactos—
asintóticamente eficientes.

1.1.1. La caja de herramientas

Las referencias obligadas en Geometría Computacional son los libros
de Preparata y Shamos [102], de Berg et al. [52] y los manuales de Sack
y Urrutia [106] y de Goodman, O’Rourke y Tóth [70]. Recomiendo también
el libro de Devadoss y O’Rourke [53].

Es importante tener a la mano material de consulta sobre geometría
discreta, análisis y diseño de algoritmos y complejidad computacional. Una
recopilación de resultados clásicos en geometría discreta se encuentra en los
libros de Brass, Moser y Pach [36] y Matoušek [90]. En análisis y diseño de
algoritmos no deben faltar los libros de Cormen et al. [49] y Knuth [83]. Una
excelente recopilación de conceptos básicos de complejidad computacional
puede encontrarse en el libro de Kozen [85].

Finalmente, un par de lecturas interesantes de finales de los noventas
son los artículos de Chazelle et al. [44] y Tamassia et al. [111]. En estas
publicaciones se discute el impacto de la geometría computacional y se
describen oportunidades de investigación en áreas afines.
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1.2. Búsqueda de orientaciones óptimas

En esta tesis nos enfocamos en el diseño de algoritmos eficientes para
resolver problemas de optimización relacionados con objetos geométricos
bajo rotación. La mejor manera de entender el espíritu de esta clase de
problemas es mediante un ejemplo. Con propósitos ilustrativos consideremos
el problema de calcular el rectángulo de área mínima que contiene un conjunto
de puntos en el plano. Este problema es bien conocido y fue uno de los
primeros en ser estudiados en la geometría computacional [66]. A pesar de
su simplicidad, ha resistido el paso de los años motivando el estudio de
extensiones y variantes [25, 51, 88], y se mantiene vigente con aplicaciones
prácticas en áreas como manufactura de piezas en impresoras 3D [20] y
generación de gráficas por computadora [35].

Consideremos primero el problema de encontrar el rectángulo isotético
de área mínima que contiene un conjunto de puntos dado. Este problema
tiene una solución única y puede resolverse trivialmente en tiempo lineal
encontrando los cuatro puntos del conjunto con las abscisas y la ordenadas
más pequeñas y más grandes, como se muestra en la Figura 1.1(a). Cuando
consideramos rectángulos con orientaciones arbitrarias el problema se trans-
forma en un problema de optimización: buscamos ahora la orientación de los
ejes coordenados en los que el rectángulo isotético que contiene al conjunto
de puntos tiene área mínima. Ver la Figura 1.1(b).

X

Y

(a)

XY

(b)

Figura 1.1: El rectángulo de área mínima que contiene a un conjunto de puntos.

Al considerar todas las orientaciones de los ejes coordenados, preguntas
que originalmente eran triviales ahora nos exigen herramientas teóricas más
sofisticadas: ¿cuál es la complejidad en tiempo del problema?, ¿existe un
algoritmo óptimo en tiempo para resolverlo?, ¿existen conjuntos de puntos
con más de una orientación óptima?, ¿la complejidad del problema es la
misma si consideramos el perímetro en lugar del área del rectángulo?, ¿qué
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podemos decir si consideramos una caja “no orientada” de volumen mínimo
que contiene un conjunto de puntos en el espacio?. Con excepción de la
última pregunta (para la cual recomendamos al lector las referencias [25, 97]),
el misterio detrás de estas preguntas puede aclararse leyendo alguna de las
referencias estándar que mencionamos anteriormente.

Los problemas que tratamos en esta tesis resultan de analizar problemas
conocidos al rotar los ejes coordenados o los objetos geométricos bajo estudio.
Como veremos más adelante, en algunos casos (como en los problemas
relacionados con el cierre convexo con orientaciones restringidas) abrimos
las puertas a una gran cantidad de problemas que resultan de reformular
problemas clásicos, mientras que en otros casos (como en la iluminación
de Brocard) encontramos conexiones entre problemas clásicos de geometría
computacional con problemas que fueron formulados hace más de cien años.

1.2.1. Convexidad con orientaciones restringidas

El estudio de conjuntos convexos es una rama de gran importancia en las
matemáticas que ha permitido relacionar áreas tan diversas como la geometría,
el álgebra lineal, la topología, la estadística, el análisis funcional y la teoría
de números [62, 73, 82]. A lo largo del tiempo, no sólo se han explorado
las propiedades matemáticas de los conjuntos convexos, sino también una
gran cantidad de problemas computacionales relacionados. Los algoritmos
resultantes han sido aplicados en análisis de elementos finitos, reconocimiento
de patrones, programación lineal y análisis combinatorio de poliedros [57, 72,
102], por mencionar algunos.

Las nociones no tradicionales de convexidad extienden definiciones y
propiedades de los conjuntos convexos. Una región en el plano es convexa si,
y sólo si, para cualquier par de puntos en su interior, la región contiene el
segmento que los conecta. La convexidad con k-puntos [37, 117] por ejemplo,
extiende esta definición al considerar regiones en las que, para cualesquiera
k puntos en su interior, la región contiene al menos uno de los segmentos
de recta que definen. Por otra parte, en la convexidad con k-eslabones [89],
un polígono es convexo con k-eslabones si, y sólo si, para cualquier par de
puntos en su interior, el camino geodésico que los conecta tiene a lo más k
eslabones. Ver Figura 1.2.

Una región en el plano es convexa si, y sólo si, su intersección con
cualquier recta resulta en a lo más una componente conexa. La convexidad
ortogonal [93, 95] restringe los conjuntos convexos a aquellos (que llamamos
orto-convexos) cuya intersección con cualquier recta horizontal o vertical
resulta en a lo más una componente conexa. El cierre convexo rectilíneo [99]
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(a) (b)

Figura 1.2: Nociones no tradicionales de convexidad. (a) Una región convexa
con 4-puntos. (b) Un polígono convexo con 2-eslabones.

(la versión orto-convexa del cierre convexo tradicional) ha sido utilizado
para reconstruir poliedros [33], en problemas de iluminación, localización de
servicios y optimización geométrica [1, 54, 110] y en aplicaciones prácticas
como reconocimiento de formas y diseño de circuitos VLSI [56, 115].

La convexidad con orientaciones restringidas [63, 65, 103] es una generali-
zación de la convexidad ortogonal y a la vez una restricción de la convexidad
tradicional: Dado un conjunto O de rectas, decimos que una región es O-
convexa si, y sólo si, su intersección con cualquier recta paralela a una recta
de O resulta en a lo más una componente conexa. Esta noción de convexi-
dad surge del interés en la geometría con orientaciones restringidas [103],
donde se estudian objetos geométricos en espacios euclidianos que cumplen
restricciones relacionadas con un conjunto fijo de rectas. El estudio de objetos
con orientaciones restringidas inició con el trabajo de Güting [76] a princi-
pios de los años ochenta, como una generalización del estudio de polígonos
ortogonales. Ver Figura 1.3.

(a) (b)

Figura 1.3: Cierres convexos con orientaciones restringidas. El conjunto O de
rectas se muestra a la izquierda de cada cierre. (a) Cierre convexo rectilíneo.
(b) Cierre O-convexo.

Estudiamos el problema clásico de calcular el cierre convexo de un con-
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junto finito de puntos en el plano, en el contexto de la convexidad con
orientaciones restringidas. Este problema ya ha sido estudiado [63], aunque
no tan extensamente como el cierre convexo tradicional. Nuestro trabajo se
diferencia de resultados anteriores en que derivamos del cálculo del cierre
O-convexo una serie de problemas de optimización. Nos basamos en la ob-
servación crucial de que, a diferencia del cierre convexo tradicional, el cierre
O-convexo es dependiente de la orientación. Más específicamente, denotemos
con Oθ al conjunto que resulta de rotar O por un ángulo θ. Con excepción de
un conjunto finito de ángulos (aquellos que son múltiplos de π por ejemplo),
los cierres Oθ-convexos de un mismo conjunto de puntos en valores diferentes
de θ no son congruentes entre sí. Ver Figura 1.4.

Figura 1.4: Los cambios en el cierre Oθ-convexo mientas incrementamos θ. En el
inferior de cada figura se muestran los ejes coordenados (con líneas punteadas), el
conjunto Oθ de rectas (con líneas sólidas), y el ángulo entre los ejes coordenados
y Oθ (el arco azul).

En general, todos los objetos geométricos con orientaciones restringidas
son dependientes de la orientación, lo que permite formular una clase de
problemas “no orientados” de optimización: encontrar las orientaciones del
conjunto de rectas tal que alguna propiedad del objeto geométrico bajo estudio
es óptima bajo algún criterio de optimización. En la literatura existen varios
ejemplos de este tipo de problemas. Dado un conjunto bicoloreado de puntos
en el plano, en [109] se estudia el problema de encontrar una orientación del
plano en la que existe un polígono ortogonal isotético con forma de L que
separa los puntos rojos de los azules. Los polígonos en forma de L también son
estudiados en [22], aunque en esta ocasión los autores buscan la orientación
del plano en la que el polígono encierra un conjunto de puntos dado y tiene
área mínima. En [54] los autores encuentran la orientación del plano en la
que una poligonal ortogonal isotética y alternante con dos codos tiene un
ajuste óptimo respecto de un conjunto de puntos dado. Como último ejemplo,
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en [98] los autores consideran una versión con orientaciones restringidas de
visibilidad, y describen un algoritmo para calcular el valor de θ tal que, en el
modelo de visibilidad restringido a Oθ, el núcleo de visibilidad de un polígono
simple tiene área mínima.

En esta tesis estudiamos el problema de buscar los valores de θ en los
cuales alguna característica del cierre Oθ-convexo es óptima. Aunque sólo
consideramos el área y el perímetro del cierre Oθ-convexo, las técnicas que
utilizamos pueden extenderse sin dificultad para optimizar el número de
componentes conexas, o el número de puntos en su interior y/o sobre su
frontera, por mencionar otras características.

1.2.2. Ubicación de polígonos

Dado un polígono simple P en el plano, el Problema de la Ubicación de
Polígonos consiste en encontrar una función τ, comúnmente formada por la
composición de una rotación y una translación, tal que τpP q satisface algunas
restricciones geométricas. La función τpP q es conocida como una ubicación
de P . Entre otras aplicaciones, los problemas de ubicación de polígonos se
han utilizado para modelar la localización global de robots móviles, y para
resolver problemas de reconocimiento de patrones y de tolerancia geométrica;
ver las referencias en [24].

En la literatura, la versión más antigua de un problema de ubicación de
polígonos fue estudiada a principios de los ochenta por Chazelle [43]: Dados
dos polígonos P y Q, encontrar una ubicación de P que contiene a Q, si es
que existe. Una recopilación de diferentes tipos de problemas de ubicación de
polígonos puede encontrarse en [24, Sección 1.4]. En esta tesis estudiamos el
problema de ubicación que consiste en rotar un polígono simple hasta que
contenga el máximo número de elementos de un conjunto de puntos dado.
Consideramos variaciones de este problema en las que restringimos el centro
de rotación, de forma que se encuentre en un punto o en una poligonal. Este
tipo de problemas surgen en localización de robots utilizando una cámara que
rota [77] y pueden ser aplicados en control de calidad de objetos fabricados
alrededor de un eje [119].

A pesar de que han sido estudiados problemas que consideran únicamente
translaciones [3, 23], sorprendentemente no hay resultados previos donde τ sea
sólo una rotación. Por otra parte, los resultados donde τ es una composición
de una rotación, una translación, e incluso un escalamiento [24], no pueden
ser adaptados para resolver los problemas de rotación que consideramos en
esta tesis. Esta limitación se debe a que reducen el espacio de búsqueda al
considerar únicamente ubicaciones donde un número constante de puntos a
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capturar se encuentran en la frontera de P (ver por ejemplo las referencias
[55] y [24] para encontrar algoritmos basados, respectivamente, en ubicaciones
restringidas a uno y dos puntos). Si queremos adaptar τ para que esté formada
sólo por rotaciones, no es posible restringir el centro de rotación.

1.2.3. Iluminación de Brocard

Los problemas de iluminación son de los más antiguos y más estudiados
en geometría computacional. Después de empaparse un poco del tema es
fácil entender por qué estos problemas atraen la atención de geómetras
computacionales e investigadores en áreas afines. En primer lugar, para
entenderlos no se requieren más que algunos conocimientos elementales de
geometría. En segundo lugar, las soluciones más famosas son simples, elegantes
y fáciles de seguir. La cereza en el pastel es la gran cantidad de aplicaciones
prácticas que derivan de los resultados combinatorios y computacionales de
esta clase de problemas. Comúnmente, estas aplicaciones pueden encontrarse
en áreas relacionadas con generación de gráficas por computadora [47], visión
por computadora [61] y robótica [87].

Uno de los problemas clásicos de iluminación fue propuesto por Erns
Strauss en los años cincuenta, y fue publicado por primera vez a finales de
los sesenta por Klee [81]. Imaginemos que vivimos en una casa de una planta.
Si cubrimos con espejos las paredes, el techo y el piso, ¿es cierto que sólo es
necesario un foco para iluminar toda la casa? La respuesta a esta pregunta
es no, y fue demostrada por Tokarsky [112] algunas décadas después.

En la interpretación geométrica tradicional de este problema, la casa
se representa con un polígono simple en el plano, y el foco con un punto
en el interior del polígono. La iluminación es una simplificación básica del
fenómeno físico real. Dados dos puntos p y q en el interior de una región R en
el plano, decimos que p ilumina a q si el segmento que conecta p con q está
completamente contenido en R. El foco se considera como una fuente de luz
omnidireccional, de forma que emite rayos de luz en todas direcciones. Los
rayos de luz se reflejan en los espejos con un modelo de reflexión especular,
donde el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión.

Una clase de problemas íntimamente relacionados con los de iluminación,
son los problemas de visibilidad. En 1973, Victor Klee propuso el primer
problema de esta clase. Imaginemos una galería de arte llena de obras valuadas
en varios millones de pesos. En el interior de la galería hay un grupo de
guardias para evitar robos o que los asistentes maltraten las obras. El Problema
de la Galería de Arte consiste en determinar el mínimo número de guardias
que son suficientes para vigilar el interior de la galería. El primer resultado
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para este problema se debe a Chvátal [46], quien demostró el ahora famoso
Teorema de la Galería de Arte: En una galería de arte con n paredes, tn3 u

guardias son siempre suficientes y a veces necesarios para vigilarla.
En la literatura podemos encontrar una gran cantidad de variantes de

problemas de iluminación. Estas variantes surgen de imponer restricciones
en la forma del polígono, y de experimentar con diferentes modelos de
iluminación y fuentes de luz. Por mencionar algunos ejemplos, podemos
considerar polígonos ortogonales, fuentes de luz que se mueven o modelos
de iluminación con orientaciones restringidas. Para el lector interesado, una
nutrida recopilación de datos históricos, variantes, algoritmos y aplicaciones,
pueden encontrarse en el compendio de Urrutia [116], y en los libros de
O’Rourke [96], Ghosh [69] y de Fink y Wood [63].

Estamos interesados en variantes de iluminación donde las fuentes de luz
son reflectores. Un reflector es una fuente de luz que ilumina el interior de
una región angular. La motivación detrás de esta variante puede encontrarse
en la vida cotidiana. En una galería, los guardias no pueden ver en todas
direcciones al mismo tiempo y normalmente, las cámaras de vigilancia tienen
un rango de visión limitado. Este también es el caso de los reflectores en un
teatro, que iluminan el escenario en un área restringida por un cono.

El primer problema de iluminación con reflectores fue estudiado por Bose
et al. [34]. Imaginemos que somos tramoyistas en un teatro. Contamos con
un conjunto de reflectores con apertura fija que pueden ser colocados en
posiciones predeterminadas de la tramoya. El Problema de los Reflectores
consiste en elegir, lo más rápido posible, la posición y orientación de cada
reflector de forma que el escenario esté completamente iluminado. Si contamos
con n reflectores tales que la suma de sus ángulos de apertura no es mayor a
π, el problema puede resolverse en tiempo Opn log nq.

Figura 1.5: Un conjunto de cuatro reflectores iluminando un escenario.

En esta tesis proponemos un problema de iluminación de polígonos con
un tipo especial de reflectores. Consideremos un triángulo 4 con vértices A,
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B y C. Sea ` un rayo que parte de A y pasa por B, y r un segundo rayo que
parte de A con una dirección arbitraria. Un reflector alineado con la arista
AB es un reflector colocado en A que ilumina la región barrida por ` cuando
es rotado alrededor de A en sentido horario hasta que coincida con r. Dados
tres reflectores alineados con las aristas de 4, todos con ángulo de apertura
α, buscamos el valor más pequeño de α tal que los reflectores iluminan todo
el interior de 4. Ver Figura 1.6.

C

B

A
`

r

Figura 1.6: Reflectores alineados con las aristas de un triángulo.

En 1875, Henri Brocard propuso el problema de investigar la existencia
de un punto Q en el interior de un triángulo con vértices A, B, y C, tal
que =QAB “ =QCB “ =QBA “ ω. Poco después fueron publicadas
diferentes soluciones a este problema, y hasta la fecha han sido desarrollados
una gran cantidad de resultados geométricos relacionados. El punto Q y
el ángulo ω son conocidos en la actualidad como el punto y el ángulo de
Brocard, ver Figura 1.7(a). Los fundamentos geométricos de las propiedades de
Brocard pueden encontrarse en cualquier libro de texto de geometría moderna.
Recomendamos también las referencias [31, 75, 92], donde se pueden encontrar
datos históricos e investigaciones relacionadas.

Qw

w

w

(a)

Q

(b)

Figura 1.7: Propiedades de Brocard. (a) El punto y el ángulo de Brocard. (b) Per-
secución cíclica. Las curvas de persecución se muestran con lineas discontinuas.

Sorpresivamente, el ángulo que resuelve nuestro problema de iluminación
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es el ángulo de Brocard. En este ángulo, los rayos que no están alineados con las
aristas de 4 se intersecan en el punto de Brocard. En esta tesis estudiamos
una generalización de este problema de iluminación donde consideramos
polígonos simples en general. Hasta donde sabemos, esta es la primera vez
que se estudian las propiedades de Brocard de polígonos simples y en un
contexto computacional.

Para finalizar, no queremos dejar de mencionar una relación interesan-
te entre nuestro problema de iluminación, las propiedades de Brocard y
el problema que describimos a continuación. Imaginemos que tres perritos,
Coqueta, Canito y Croqueta, están jugando en el jardín. Los tres se están
persiguiendo uno al otro: Coqueta a Canito, Canito a Croqueta y Croqueta
a Coqueta. El Problema de la Persecución Cíclica consiste en determinar la
curva que describen los perritos mientras están corriendo. Este problema ha
sido planteado a lo largo de los años independientemente (intercambiando
los perritos por arañas, ratones, partículas, etc.), ha sido estudiado también
en dimensiones superiores [105] y se han utilizado variantes para coordinar
sistemas de agentes inteligentes [68] y para rastrear objetos en movimien-
to [50]. En la literatura, la publicación más antigua data de 1877 [Nouvelles
Correspondance Mathematique 3 (1877), págs. 175–280] 1, cuando Henri
Brocard presentó la primer solución: las curvas que describen los perritos
son espirales logarítmicas que se intersecan en un mismo punto. El punto
de intersección es precisamente el punto de Brocard del triángulo que tiene
como vértices las posiciones iniciales de los perritos. Ver Figura 1.7(b).

1.3. Contribuciones

1.3.1. Organización de la tesis

En el Capítulo 2 damos un breve recorrido por los conceptos de convexidad,
convexidad ortogonal y convexidad con orientaciones restringidas. El objetivo
de este capítulo es describir resultados conocidos en la literatura, mientras
enfatizamos los aspectos de la convexidad tradicional que fueron extendidos
hacia la convexidad ortogonal, y posteriormente, hacia la convexidad con
orientaciones restringidas.

En el Capítulo 3 estudiamos el cierre O-convexo no orientado de un
conjunto finito de puntos en el plano. Sea P un conjunto de n puntos en
el plano, O un conjunto de k ď n rectas que pasan por el origen, y Oθ el
conjunto que resulta de rotar O por un ángulo θ. Describimos un algoritmo

1Esta cita fue tomada del artículo de Bernhart [31].
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que en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq mantiene el cierre Oθ-convexo de
P mientras variamos θ desde 0 hasta 2π. Cuando el valor de k es constante las
complejidades en tiempo y espacio son óptimas. Con base en este algoritmo,
calculamos en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq el valor de θ tal que el
cierre Oθ-convexo de P tiene área mínima. Con este resultado mejoramos
el algoritmo presentado por Bae et al. [22], que resuelve en tiempo Opn2q

el caso particular en el que O está formado por k “ 2 rectas ortogonales.
Finalmente, cuando θ “ 0 nuestro algoritmo calcula el cierre O-convexo de
P en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq, mejorando el algoritmo de tiempo
Opkn log nq y espacio Opknq presentado por Rawlins [103].

En el Capítulo 4 estudiamos el cierre Oβ-convexo de un conjunto finito de
puntos en el plano, el caso particular del cierre O-convexo donde O contiene
dos rectas que se cortan en el origen y forman un ángulo β. Dado un conjunto
P de n puntos en el plano, describimos un algoritmo que en tiempo Θpn log nq
y espacio Opnq mantiene el cierre Oβ-convexo de P mientras incrementamos
β desde 0 hasta π. Con base en este algoritmo y con la misma complejidad
en tiempo y espacio, calculamos los valores de β para los cuales el área y
el perímetro del cierre Oβ-convexo de P son máximos, y los valores de β
en los cuales una poligonal alternante no orientada con dos codos y ángulo
interior β ajusta mejor los puntos de P .

En el Capítulo 5 estudiamos el problema de rotar un polígono simple
hasta que contenga el máximo número de elementos de un conjunto de puntos.
Resolvemos variantes de este problema en las que el centro de rotación debe
encontrarse en un punto, en un segmento de recta, en una recta y en una
cadena poligonal. Estudiamos también una extensión en 3D de este problema,
en la que rotamos un poliedro alrededor de un punto dado hasta que contenga
el máximo número de elementos de un conjunto de puntos en el espacio. En la
Tabla 1.1 mostramos las complejidades en tiempo y espacio de los algoritmos
que resuelven estos problemas.

Finalmente, en el Capítulo 6 estudiamos el problema de Iluminación de
Brocard. Un α-reflector es una fuente de luz que ilumina una cuña del plano
acotada por dos rayos ` y r que parten de un punto x, de forma que r se
obtiene al rotar ` alrededor de x en sentido horario por un ángulo α. Decimos
que `, r y x son respectivamente, el rayo izquierdo, el rayo derecho y el ápice
del α-reflector. Sea P un polígono con vértices v0, . . . , vn´1 etiquetados en
sentido horario alrededor de su frontera. Decimos que un α-reflector fi está
alineado con una arista de P , si su ápice se encuentra sobre vi y su rayo
izquierdo pasa por vi`1. El problema de la Iluminación de Brocard consiste
en encontrar el ángulo α más pequeño tal que el conjunto tf0, . . . , fn´1u

de α-reflectores alineados con las aristas de P iluminan el interior de P .
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Variante Tiempo Espacio

punto fijo Opnm logpnmqq Opnmq
Oppn` kq log n`m logmq Opn`m` kq

segmento / recta Opn2m2 logpnmqq Opn2m2q

poligonal Opsn2m2 logpnmqq Opn2m2q

3D Opn2m2 logpnmqq Opn2m2q

Tabla 1.1: Resultados sobre captura de puntos. Los parámetros n, m y s denotan
respectivamente, el número de puntos, el número de vértices del polígono o caras
del poliedro de captura y el número de eslabones de la poligonal de restricción.

Describimos algoritmos para resolver el problema en tiempo Opn log nq y
espacio Opnq cuando el polígono es convexo, y en tiempo Opn3 log2 nq y
espacio Opn3q cuando el polígono es simple.

1.3.2. Publicaciones

La mayoría de los resultados que describimos en esta tesis están disponibles
en las siguientes publicaciones:

1. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Rectilinear and O-convex hull with minimum area”. ArXiv e-prints
(2017). Submitted. arXiv: 1710.10888 [cs.CG]

2. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia. “On
the Oβ-hull of a planar point set”. Computational Geometry 68 (2018),
págs. 277-291

3. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Leonidas Palios, Carlos Seara
y Jorge Urrutia. “Capturing points with a rotating polygon (and a
3D extension)”. Theory of Computing Systems (2018). In Press. doi:
10.1007/s00224-018-9885-y

También presentamos resultados preliminares en las siguientes conferencias:

4. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“On the O-hull of planar point sets”. 30th European Workshop on
Computational Geometry (EuroCG 2014). 2014

5. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Optimizing an oriented convex hull with two directions”. 31th European
Workshop on Computational Geometry (EuroCG 2015). 2015

https://arxiv.org/abs/1710.10888
https://doi.org/10.1007/s00224-018-9885-y
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6. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“The Oβ-hull of a planar point set and some applications”. XVI Spanish
Meeting on Computational Geometry (EGC 2015). 2015

7. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Leonidas Palios, Carlos Seara
y Jorge Urrutia. “Covering points with rotating polygons”. 32th European
Workshop on Computational Geometry (EuroCG 2016). 2016

8. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia.
“Illuminating polygons by edge-aligned floodlights of uniform angle
(Brocard illumination)”. 33th European Workshop on Computational
Geometry (EuroCG 2017). 2017

9. Carlos Alegría-Galicia, David Orden, Carlos Seara y Jorge Urrutia. “On
the Rectilinear Convex Hull of a planar point set and its generaliza-
tions”. XXXI Coloquio Víctor Neumann-Lara de Teoría de las Gráficas,
Combinatoria y sus Aplicaciones. 2017

1.3.3. Software

Para facilitar el estudio de los problemas que tratamos en esta tesis,
desarrollamos los programas que mencionamos a continuación.

Desarrollamos dos aplicaciones de escritorio: una para dibujar el Cierre
Convexo Rectilíneo y la otra para dibujar el Cierre Oβ-convexo de un conjunto
de puntos en el plano. En ambas aplicaciones, la orientación de los ejes
coordenados se puede cambiar y los puntos se pueden agregar, eliminar y
mover mientras los cierres son actualizado automáticamente. En la Figura 1.8
se muestran capturas de pantalla y en la siguiente referencia se encuentran
más detalles sobre las aplicaciones.

10. Carlos Alegría-Galicia. Dynamic Rectilinear Convex Hull Simulator.
2018. doi: 10.5281/zenodo.1344455

También desarrollamos un conjunto de scripts para el editor gráfico
IPE [45] que dibujan el Cierre Convexo Rectilíneo de un conjunto de puntos
en cualquier orientación de los ejes coordenados. En la Figura 1.9 se muestra
una captura de pantalla y en la siguiente referencia se encuentran más detalles
sobre los scripts.

11. Carlos Alegría-Galicia. A set of Ipelets to compute the O-convex hull of
a set of points in the plane for different orientations of the coordinate
axis. 2018. doi: 10.5281/zenodo.1344570

https://doi.org/10.5281/zenodo.1344455
https://doi.org/10.5281/zenodo.1344570


CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 15

(a) (b)

Figura 1.8: Aplicaciones para dibujar (a) el cierre convexo rectilíneo y (b) el
cierre Oβ-convexo.

Figura 1.9: IPElet para dibujar el cierre convexo rectilíneo. Los ejes coordenados
se muestran en verde.

1.3.4. Otras publicaciones

Las siguientes publicaciones no fueron incluidas en esta tesis, aunque
fueron desarrolladas paralelamente.

12. Israel Aldana-Galván, Carlos Alegría-Galicia, José Luis Álvarez-Re-
bollar, Nestaly Marin-Nevárez, Erick Solís-Villarreal, Jorge Urrutia
y Carlos Velarde. “Finding minimum witness sets in orthogonal poly-
gons”. 30th Canadian Conference on Discrete and Computational Geo-
metry (CCCG 2018). 2018
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13. Carlos Alegía Galicia, Julia A. Bennell, Marta Cabo Nodar y Antonio
Martínez Sykora. “Heurıísticas para resolver un problema de la mochila
sobre un bin rectangular”. VII Congreso de la Sociedad Mexicana de
Investigación de Operaciones (CSMIO 2018). 2018

14. Marta Cabo, Julia A. Bennell, Antonio Martínez Sykora y Carlos Alegría.
“Beam Search for the 2D-Single Knapsack Problem”. 29th European
Conference on Operational Research (EURO 2018). 2018

15. Marta Cabo, Julia A. Bennell, Antonio Martínez Sykora y Carlos
Alegría. “Beam Search for the 2D-Single Knapsack Problem”. 15th
ESICUP Meeting. 2018

Finalmente, desarrollamos un script de IPE para calcular el diagrama
de Voronoi y la triangulación de Delaunay de un conjunto de puntos en la
métrica L8. El script permite cambiar la orientación de los ejes coordenados.
En la Figura 1.10 se muestra una captura de pantalla y más detalles se
encuentran en la siguiente referencia.

16. Carlos Alegría-Galicia. An Ipelet to compute the Voronoi diagram and
the Delaunay triangulation of a set of points in the plane on the infinity
metric. 2018. doi: 10.5281/zenodo.1344483

Figura 1.10: IPElet para dibujar el diagrama de Voronoi de un conjunto de
puntos en la métrica L8.

https://doi.org/10.5281/zenodo.1344483


Capítulo 2

Orientaciones restringidas.

En este capítulo damos un breve recorrido por los conceptos de conve-
xidad, convexidad ortogonal, y convexidad con orientaciones restringidas.
Nuestro objetivo es describir resultados conocidos en la literatura, mientras
enfatizamos los aspectos de la convexidad tradicional que fueron extendidos
hacia la convexidad ortogonal, y posteriormente, hacia la convexidad con
orientaciones restringidas.

Las propiedades de las regiones convexas que describimos son bien conoci-
das y han sido estudiadas extensamente. Recomendamos al lector interesado
el libro de Gruber y Wills [74]. Mencionamos también resultados básicos
relacionados con el cierre convexo de un conjunto finito de puntos en el
plano. Estos resultados pueden encontrarse en cualquier libro de geometría
computacional. Recomendamos en particular las referencias estándar que
mencionamos en el Capítulo 1.

La mayoría de los conceptos y resultados que describimos sobre las con-
vexidades ortogonal y con orientaciones restringidas pueden encontrarse en
los libros de Preparata y Shamos [102] y de Fink y Wood [63]. Describimos
también observaciones propias que descubrimos al estudiar estos conceptos y
los problemas que tratamos en capítulos posteriores.

17
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2.1. Convexidad y convexidad ortogonal

Decimos que una región es convexa si, y sólo si, su intersección con
cualquier recta es vacía, un punto o un segmento de recta. De esta definición
podemos deducir las siguientes propiedades.

Propiedades de las regiones convexas.

i. La intersección de regiones convexas es una región convexa.

ii. Una región convexa es simplemente conexa (no tiene hoyos).

iii. Cualquier rotación de una región convexa es una región convexa.

La convexidad ortogonal1 es una restricción de la convexidad tradicional
que considera únicamente rectas paralelas a los ejes coordenados. Una región
en el plano es orto-convexa si, y sólo si, su intersección con cualquier recta
horizontal o vertical es vacía, un punto, o un segmento de recta. De esta
definición podemos deducir las siguientes propiedades.

Propiedades de las regiones orto-convexas.

i. La intersección de regiones orto-convexas es una región orto-convexa.

ii. Toda región conexa que es orto-convexa es simplemente conexa (no
tiene hoyos).

iii. Una región disconexa es orto-convexa si, y sólo si, todas sus com-
ponentes conexas son orto-convexas y ninguna recta horizontal o
vertical corta dos de sus componentes conexas.

iv. Toda región convexa es orto-convexa.

En la Figura 2.1 mostramos algunas regiones orto-convexas. De las propie-
dades anteriores podemos observar algunas similitudes y diferencias básicas
con las regiones convexas. Al igual que en la convexidad tradicional, la fa-
milia de todas las regiones orto-convexas es cerrada bajo la intersección de
conjuntos. En contraste, las rotaciones no preservan la convexidad ortogonal
y las regiones orto-convexas pueden ser disconexas.

1La convexidad ortogonal también es conocida como orto-convexidad o convexidad x-y.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 2.1: Las regiones (a)-(c) son orto-convexas, mientras que la región (d) no
es orto-convexa. Notemos que la región (a) es convexa, la región (c) es disconexa,
y la región (d) es una rotación de la región (b).

En adelante, sea P un conjunto de n puntos en el plano. El cierre convexo
de P , que denotamos con CHpP q, es la intersección de las regiones convexas
que contienen a P . En la literatura podemos encontrar también las siguientes
definiciones equivalentes.

Cierre convexo.

El cierre convexo de P es la región definida por:

i. La intersección de las regiones convexas que contienen a P .

ii. La región convexa más pequeña que contiene a P .

iii. La intersección de los semiplanos cerrados que contienen a P .

Figura 2.2: El cierre convexo de P .

El cierre convexo rectilíneo2 es la contraparte orto-convexa del cierre
convexo tradicional. En la literatura existen varias definiciones de cierre orto-
convexo que no son equivalentes entre sí. Tres de las más relevantes se deben

2Este nombre es el más utilizado en la literatura, aunque también es conocido como
cierre convexo ortogonal, cierre orto-convexo, o cierre convexo x-y.
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a Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99], y son versiones orto-convexas
de las definiciones anteriores de cierre convexo. El cierre r-convexo de P es
la intersección de las regiones orto-convexas que contienen a P . El cierre
cr-convexo de P es la región conexa y orto-convexa más pequeña que contiene
a P . Un semiplano ortogonal es la unión de dos semiplanos cerrados: uno con
una recta de soporte horizontal y el otro con una recta de soporte vertical.
El cierre mr-convexo de P es la intersección de los semiplanos ortogonales
que contienen a P .

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Los cierres (a) r-convexo — que en este caso es igual al conjunto de
puntos —, (b) cr-convexo y (c) mr-convexo.

Podemos encontrar en la literatura dos definiciones más de cierre orto-
convexo. La primera se debe a Rawlins [103] y está basada en una versión
restringida de visibilidad3. La segunda fue presentada por Matoušek y Ple-
cháč [91] y está basada en una versión funcional de convexidad ortogonal.
Omitimos detalles sobre estas definiciones. El lector interesado puede consul-
tar las referencias [91, 103] y el libro de Fink y Wood [63].

(a) (b)

Figura 2.4: Otras definiciones de cierre orto-convexo. (a) El cierre orto-convexo
fuerte de Rawlins [103]. (b) El cierre convexo-separado de Matoušek y Ple-
cháč [91].

Una poligonal ortogonal es una secuencia de segmentos de recta que son
paralelos a los ejes coordenados y no se cortan salvo en sus extremos. Los
puntos de intersección son los vértices de la poligonal. Un polígono ortogonal

3Recordemos que dada una región R en el plano y dos puntos p, q P R, decimos que q
es visible desde p, si el segmento pq está completamente contenido en R.
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es un polígono que tiene como frontera una poligonal ortogonal cerrada. A
menos que digamos lo contrario, asumimos que todos los polígonos ortogonales
son simplemente conexos (no tienen hoyos).

Notemos en las Figuras 2.3 y 2.4 que, como cualquier región orto-convexa,
los cierres orto-convexos pueden ser disconexos. Cada componente conexa es
un polígono ortogonal y orto-convexo (que puede ser incluso un punto, como
en las figuras 2.3(c) y 2.4(b)) con cero o más aristas “degeneradas”, que son
poligonales ortogonales y orto-convexas que conectan al polígono con puntos
extremales. Estas propiedades son independientes de la definición particular
del cierre orto-convexo y son consecuencia de tratar con conjuntos finitos de
puntos. El cierre orto-convexo de conjuntos infinitos de puntos en el plano y
en dimensiones superiores se estudia en el libro de Fink y Wood [63].

2.2. El cierre convexo rectilíneo

De entre las definiciones anteriores, estamos interesados en estudiar el
cierre mr-convexo. Más adelante, describimos una generalización que usamos
para definir problemas computacionales sobre convexidad con orientaciones
restringidas. La definición del cierre mr-convexo está basada en observaciones
de Preparata y Shamos [102] sobre los maximales de un conjunto de puntos
bajo dominación vectorial. Detallamos a continuación estas observaciones así
como algunos resultados computacionales relacionados.

Definición 2.1 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). El cierre convexo
rectilíneo de P , que denotamos conRHpP q, es la intersección de los semiplanos
ortogonales que contienen a P .

(a) (b) (c)

Figura 2.5: El cierre convexo rectilíneo. (a) Un semiplano ortogonal. (a) Un
cierre convexo rectilíneo conexo. (b) Un cierre convexo rectilíneo con cuatro
componentes conexas. Una de las componentes es un punto.
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Dados dos puntos en el plano p “ pa, bq y q “ pc, dq, decimos que p
domina a q (p ą q) si, y sólo si, a ě c y b ě d. Llamamos a “ą” la relación
de dominación vectorial entre p y q. Ya que pueden existir parejas de puntos
que no se dominan entre sí, la relación de dominación vectorial es un orden
parcial en los elementos de P . Decimos que un punto p P P es un maximal de
P , si ningún q P P diferente de p es tal que q ą p. Para cualquier conjunto
de puntos en el plano podemos definir tantas relaciones de dominación como
cuadrantes del sistema coordenado, una por cada combinación de las relaciones
de comparación “ď” y “ě”.

Cuadrante Condición

1 a ě c y b ě d
2 a ď c y b ě d
3 a ď c y b ď d
4 a ě c y b ě d

(a)

≥,≥
N

O
E

S

≤,≥

≤,≤ ≥,≤

(b)

Figura 2.6: (a) Las relaciones de dominación y (b) los maximales de P .

En la Figura 2.6(b) se muestran los cuatro conjuntos de maximales de P
resaltados en azul. Los conjuntos están separados por los cuadrantes definidos
por los puntos extremales superior (N), inferior (S), derecho (E) e izquierdo
(O). A menos que digamos lo contrario, al mencionar el conjunto de maximales
de P nos referimos a la unión de los conjuntos de maximales con respecto de
los cuatro cuadrantes del sistema coordenado.

Una cuña ortogonal4 es el complemento de un semiplano ortogonal, es
decir, es la intersección de dos semiplanos abiertos: uno con una recta de
soporte horizontal y el otro con una recta de soporte vertical. El ápice de
una cuña y de un semiplano ortogonales es el punto de intersección entre las
rectas de soporte de los semiplanos que los forman.

Observación 2.1. Un punto de P es maximal si, y sólo si, es el ápice de al
menos un semiplano ortogonal que contiene a P . Complementariamente, un
punto de P es maximal si, y sólo si, es el ápice de una cuña ortogonal que
no contiene puntos de P en su interior. Ver Figuras 2.7(a) y 2.7(b).

4En el Capítulo 3 nos referimos también a las cuñas ortogonales como cuadrantes.
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Un vértice de RHpP q es un punto p P P que no se encuentra en el interior
de RHpP ztpuq.

Observación 2.2. Todo maximal de P es un vértice de RHpP q. Ver Figu-
ra 2.7(c).

(a) (b) (c)

Figura 2.7: Un maximal de P es (a) el ápice de un semiplano ortogonal que
contiene a P , (b) el ápice de una cuña ortogonal que no contiene puntos de P ,
y (c) un vértice de RHpP q.

De las Observaciones 2.1 y 2.2 se deducen las siguientes propiedades.

Proposición 2.1 (Propiedades del cierre convexo rectilíneo).

i. Un punto x en el plano se encuentra en el interior de RHpP q si, y sólo
si, todas las cuñas ortogonales que tienen a x como ápice contienen al
menos un punto de P en su interior.

ii. Sea VpP q el conjunto de vértices de RHpP q. El cierre convexo rectilíneo
de P es igual al cierre convexo rectilíneo de VpP q.

iii. Todo vértice de CHpP q también es un vértice de RHpP q.

iv. El cierre convexo rectilíneo de P es un subconjunto del cierre convexo
de P .

v. El cierre convexo rectilíneo de P es la intersección de todas las regiones
cerradas orto-convexas y conexas que contienen a P .

vi. Sea W el conjunto de todas las cuñas ortogonales que no contienen
ningún punto de P en su interior. El cierre convexo rectilíneo de P es
el conjunto

R2 z
ď

wPW
w.
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Demostración.

i.ii. Consecuencia directa de las Observaciones 2.1 y 2.2.

iii. Todo vértice de CHpP q es un maximal de P [102, Teorema 4.7]. Por la
Observación 2.2, todo maximal de P es un vértice de RHpP q.

iv. Una generalización de esta propiedad fue demostrada por Fink yWood [63].
Podemos generalizar también los argumentos de Preparata y Sha-
mos [102, Teorema 4.7] como mostramos a continuación.

Supongamos por contradicción que hay un punto x P RHpP q que no
pertenece a CHpP q. Si imaginamos que x se encuentra en el origen del
sistema coordenado, por el punto i. hay al menos un punto de P en cada
cuadrante. Denotemos con P 1 al conjunto de estos puntos. Claramente,
x P CHpP 1q y CHpP 1q Ď CHpP q. Por lo tanto x se encuentra en el
interior de CHpP q, en contradicción con nuestra hipótesis.

v. Una generalización de esta propiedad fue demostrada por Alegría-Galicia
et al. [14]. Utilizamos un argumento diferente a continuación.

Por la Definición 2.1 sabemos que RHpP q es la intersección de los
semiplanos ortogonales que contienen a P . La propiedad es consecuencia
de que el conjunto de los semiplanos ortogonales se encuentra contenido
en el conjunto de las regiones cerradas orto-convexas y conexas.

vi. Esta definición de cierre convexo rectilíneo es la versión complementaria
de la Definición 2.1. Fue presentada por Bae et al. [22].

La Observación 2.1 y los dos primeros puntos de la Proposición 2.1 son
extensiones directas de las siguientes propiedades.

Propiedades del cierre convexo.

i. Un punto p P P es un vértice de CHpP q si, y sólo si, existe al menos
un semiplano cuya recta de soporte pasa por p y contiene a P .

ii. Un punto x P R2 se encuentra en el interior de CHpP q si, y sólo si,
todos los semiplanos cuya recta de soporte pasa por x contienen al
menos un punto de P en su interior.

iii. Sea V pP q el conjunto de vértices de CHpP q. El cierre convexo de
P es igual al cierre convexo de V pP q.
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2.3. Convexidad con orientaciones restringidas

En la convexidad tradicional definimos las regiones convexas como aquellas
cuya intersección con cualquier recta es conexa. La convexidad ortogonal
restringe esta definición considerando únicamente rectas paralelas a los ejes
coordenados. En la convexidad con orientaciones restringidas extendemos la
convexidad ortogonal al considerar rectas paralelas a un conjunto de rectas
con orientaciones arbitrarias.

Un conjunto de orientaciones es un conjunto (posiblemente infinito) de
rectas que pasan por el origen. Decimos que un conjunto O de orientaciones es
un O-conjunto, y que una recta paralela a un elemento de O es una O-recta.

Definición 2.2 (Rawlins y Wood [104]). Una región en el plano es O-convexa
si, y sólo si, su intersección con cualquier O-recta es vacía, un punto, o un
segmento de recta.

Propiedades de las regiones O-convexas (Fink y Wood [63]).

i. La intersección de regiones O-convexas es una región O-convexa.

ii. Dado un O-conjunto con al menos un elemento, todo conjunto
conexo que es O-convexo es simplemente conexo (no tiene hoyos).

iii. Una región disconexa es O-convexa si, y sólo si, todas sus com-
ponentes conexas son O-convexas y ninguna O-recta corta a dos
componentes conexas.

iv. Toda región convexa es O-convexa.

v. Sean O1 y O2 dos conjuntos de orientaciones tales que O1 Ď O2.
Toda región O2-convexa también es O1-convexa.

Las propiedades i. a la iv. son generalizaciones de las propiedades que
describimos en la Sección 2.1. Al igual que las regiones convexas y orto-
convexas, para unO-conjunto dado la familia de todas las regionesO-convexas
es cerrada bajo la intersección de conjuntos. Por otra parte y al igual que la
convexidad ortogonal, la O-convexidad difiere de la convexidad tradicional
en que las rotaciones no preservan la O-convexidad y en que una región
O-convexa puede ser disconexa. Ver Figura 2.8.

La convexidad con orientaciones restringidas es a la vez una generalización
de la convexidad ortogonal y una restricción de la convexidad tradicional. Mas
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(a) (b) (c) (d)

Figura 2.8: En la izquierda se muestra un O-conjunto con tres rectas. En la
derecha se muestran cuatro regiones y algunas O-rectas indicadas con líneas
discontínuas. Las regiones (a)-(c) son O-convexas, mientras que la región (d) no
es O-convexa. Notemos que la región (a) es convexa, la región (c) es disconexa,
y la región (d) es una rotación de la región (b).

aún, establece una conexión entre ambas nociones de convexidad: partiendo
de un O-conjunto con un par de rectas paralelas a los ejes coordenados y
ortogonales entre sí (el caso de la convexidad ortogonal), podemos construir
una familia infinita de O-conjuntos agregando una recta a la vez hasta cubrir
todas las orientaciones posibles (el caso de la convexidad tradicional). En
este continuo cada O-conjunto define a su vez una familia infinita de regiones
O-convexas que contiene a todas las familias anteriores. Formalizamos estas
observaciones a continuación.

La orientación de una recta es el ángulo antihorario y menor que π que
forma con el eje X. Un conjunto de orientaciones puede ser expresado como
un conjunto de ángulos y/o intervalos angulares disjuntos que indican las
orientaciones de las rectas que lo forman. En este contexto, las regiones
convexas y orto-convexas son respectivamente, tr0, πqu-convexas y

 

0, π2
(

-
convexas. Notemos que en el primer caso tenemos un conjunto de orientaciones
formado por un número infinito de rectas con orientaciones en r0, πq, y en el
segundo caso el conjunto de orientaciones está formado por dos rectas con
orientaciones 0 y π

2 .

Teorema 2.1 (Rawlins [103]). La familia de todas las regiones O-convexas
en el plano para todo O-conjunto forma una retícula bajo refinamiento. La
familia de regiones tr0, πqu-convexas es el elemento supremo, y la familia de
regiones tu-convexas es el elemento ínfimo.

2.4. Cierre convexo con orientaciones restringidas

En esta sección describimos generalizaciones con orientaciones restringidas
de la Definición 2.1, y de las propiedades y observaciones que hicimos en
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Figura 2.9: Relación entre familias de regiones O-convexas. Las flechas indican
la dirección del refinamiento. (a) Un conjunto

 

0, π2
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-convexo. (b) Un conjunto
 

r0, π4 s,
π
2

(

-convexo. (c) Un conjunto tr0, πqu-convexo.

la Sección 2.2 sobre el cierre convexo rectilíneo. Asumimos en adelante que
todos los O-conjuntos contienen un número finito de rectas. Referimos al
lector interesado al libro de Fink y Wood [63], donde se estudian cierres
convexos restringidos a conjuntos infinitos de orientaciones.

Para extender el cierre convexo rectilíneo generalizamos primero la noción
de semiplano ortogonal. Sea k el número de rectas de un O-conjunto, y
`0, . . . , `k´1 las rectas que lo forman etiquetadas de manera que i ă j implique
que la orientación de `i es más pequeña que la orientación de `j . El origen
divide cada recta `i en dos rayos ri y ri`k, generando un conjunto de 2k rayos
(consideramos que los subíndices se calculan módulo 2k). Dados dos índices i
y j, denotamos con Πi,j a la región cerrada recorrida por ri mientras rotamos
ri en sentido antihorario hasta que coincida con rj . Un O-semiplano es una
traslación de una región Πi`k,i`1.

r0

r1r2

r3

r4 r5

r1

r3

r2

r4

r3

r5

r0

r4

r1

r5

r0

r2

Figura 2.10: Arriba, los rayos de un O-conjunto con k “ 3 rectas. Abajo y de
izquierda a derecha, los seis O-semiplanos definidos por las regiones Wi`k,i`1

para i “ 0, . . . , 2k ´ 1.

Definición 2.3. El cierre O-convexo de P , que denotamos con OHpP q, es
la intersección de los O-semiplanos que contienen a P .
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(a) (b)

Figura 2.11: En la izquierda se muestra un O-conjunto con k “ 3 rectas. (a)
Un cierre O-convexo conexo. (b) Un cierre O-convexo con cuatro componentes
conexas. Una de las componentes es un punto.

En la literatura podemos encontrar dos nociones de O-semiplano que son
diferentes a la que utilizamos en la Definición 2.3. La primera fue propuesta
por Rawlins [103] quien definió un O-semiplano escalera (O-stairhalfplane)
como una de las dos regiones en las que una curva infinita y O-convexa divide
al plano. La segunda se debe a Fink y Wood [63], quienes definen un O-
semiplano como una región cerrada cuya intersección con una O-recta es vacía,
un punto, o un segmento de recta. La familia de todos los O-semiplanos es un
subconjunto propio de la familia de todos los O-semiplanos escalera, quien a
su vez es un subconjunto propio de la familia de todos los O-semiplanos de
Fink y Wood. Esta última afirmación fue demostrada en [63, Lema 5.8]. Ver
Figura 2.12.

(a) (b) (c)

Figura 2.12: En la izquierda, O-conjunto con k “ 3 rectas. (a) Un O-semiplano.
(b) Un O-semiplano escalera. (c) Un O-semiplano de Fink y Wood. Por definición,
estos semiplanos pueden ser disconexos.

Una poligonal O-restringida es una secuencia de segmentos de recta que
son paralelos a alguna O-recta y que no se cortan salvo en sus extremos. Un
polígono O-restringido es un polígono que tiene como frontera una poligonal
O-restringida cerrada. El cierre O-convexo de un conjunto de puntos puede
ser disconexo. Cada componente conexa es un polígono O-restringido y O-
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convexo con cero o más aristas “degeneradas”, que son segmentos de O-rectas
que conectan al polígono con puntos extremales. Al igual que el cierre convexo
rectilíneo, estas propiedades son consecuencia de tratar con conjuntos finitos
de puntos. Ver Figura 2.11.

Describimos a continuación generalizaciones de las propiedades del cierre
convexo rectilíneo que mencionamos en la Proposición 2.1. Agregamos a
estas propiedades la siguiente observación: para cualquier conjunto de puntos
siempre existe un O-conjunto con un número finito de rectas tal que el cierre
O-convexo es igual al cierre convexo tradicional.

Propiedades del cierre O-convexo.

i. Una O-cuña es el complemento de un O-semiplano. Un punto
x P R2 se encuentra en el interior de OHpP q si, y sólo si, todas las
O-cuñas que tienen a x como ápice contienen al menos un punto
de P en su interior.

ii. Sea VpP q el conjunto de vértices de OHpP q. El cierre O-convexo
de P es igual al cierre O-convexo de VpP q.

iii. Todo vértice de CHpP q también es un vértice de OHpP q.

iv. El cierre O-convexo de P es un subconjunto de CHpP q.

v. El cierre O-convexo de P es la intersección de las regiones cerradas
O-convexas y conexas que contienen a P .

vi. Sea W el conjunto de todas las O-cuñas que no contienen ningún
punto de P en su interior. El cierre O-convexo de P es el conjunto

R2 z
ď

wPW
w.

vii. Si las líneas de soporte de las aristas de CHpP q son O-rectas, en-
tonces OHpP q “ CHpP q [14]. Ver Figura 2.13.

2.5. Problemas computacionales

Finalizamos este capítulo describiendo algunos resultados algorítmicos
conocidos relacionados con los cierres convexos tradicional, rectilíneo, y O-
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Figura 2.13: Siempre existe un O-conjunto tal que OHpP q “ CHpP q.

convexo de un conjunto de puntos.
Dado un conjunto P de n puntos en el plano, el problema de calcular el

cierre convexo de P tiene una cota inferior bien conocida, que es válida en
cualquier modelo de cómputo que permite multiplicaciones y donde ordenar
n números reales requiere tiempo Ωpn log nq.

Lema 2.1. Calcular el cierre convexo de un conjunto de n puntos en el plano
requiere tiempo Ωpn log nq.

Sin asumir nada sobre los puntos de P (como alguna distribución en
particular o que sus coordenadas son enteras), los algoritmos conocidos más
eficientes para calcular CHpP q consumen tiempo Opn log nq y espacio Opnq.
En particular, con el algoritmo de Graham [71] podemos calcular CHpP q
utilizando únicamente comparaciones y operaciones aritméticas. Podemos
reducir ligeramente la complejidad en tiempo utilizando algoritmos sensibles
a la salida [42, 79], los cuales calculan CHpP q en tiempo Θpn log hq y espacio
Opnq, donde h ď n es el número de vértices de CHpP q. Esta complejidad es
válida en el modelo de cómputo de árbol algebraico de decisión. En el peor
de los casos (cuando los puntos de P se encuentran en posición convexa) la
complejidad en tiempo es Opn log nq.

Sorpresivamente, a pesar de que el cierre convexo rectilíneo es disconexo
y cada una de sus componentes conexas tiene vértices que no son puntos
de P , para calcular el cierre convexo rectilíneo de P requerimos la misma
complejidad que para calcular el cierre convexo tradicional.

Lema 2.2 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). Calcular el cierre
convexo rectilíneo de un conjunto de n puntos en el plano requiere tiempo
Ωpn log nq.

Por la Proposición 2.1, un vértice del cierre convexo también es un vértice
del cierre convexo rectilíneo. Esta propiedad nos permite reducir en tiempo
Opnq el problema de calcular RHpP q al problema de calcular CHpP q. El
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Lema 2.2 se obtiene de combinar esta observación con el Lema 2.1. Por
otra parte, el cierre convexo rectilíneo de P puede calcularse en tiempo
Opn log nq y espacio Opnq. Los algoritmos conocidos para calcular RHpP q
utilizan únicamente comparaciones y operaciones aritméticas.

Teorema 2.2 (Ottmann, Soisalon-Soininen y Wood [99]). Dado un conjunto
P de n puntos en el plano, el cierre convexo rectilíneo de P puede calcularse
en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

Al igual que en el caso convexo, podemos reducir la complejidad en tiempo
si consideramos un algoritmo sensible a la salida. Este algoritmo no ha sido
presentado explícitamente en la literatura, pero puede obtenerse extendiendo
resultados existentes como describimos a continuación.

Los algoritmos conocidos para calcular RHpP q obtienen primero los
maximales de P , para después construir la frontera de sus componentes
conexas. Si h ď n es el número de maximales de P , en este proceso los
algoritmos consumen tiempo Ophq. Utilizando el algoritmo sensible a la salida
de Kirkpatrick y Seidel [80], podemos calcular los maximales de P en tiempo
Θpn log hq y espacio Opnq. La complejidad es válida en el modelo de cómputo
de árbol algebraico de decisión. En el peor de los casos (cuando todos los
puntos de P son maximales), la complejidad en tiempo es Opn log nq. Como
consecuencia de este resultado (ver [80, Teoremas 2.1 y 4.1] para más detalles)
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Dado un conjunto P de n puntos en el plano, el cierre
convexo rectilíneo de P puede calcularse en tiempo Θpn log hq y espacio Opnq,
donde h ď n es el número de vértices de RHpP q.

La versión dinámica del problema de calcular CHpP q consiste en diseñar
una estructura de datos para responder preguntas sobre CHpP q y mantener el
cierre convexo mientras actualizamos P agregando y eliminando puntos. Dado
un punto x P R2, la estructura debe permitirnos determinar si x se encuentra
en el interior de CHpP q y, en caso contrario, calcular las tangentes de CHpP q
que pasan por x y encontrar los vértices de CHpP Y txuq adyacentes a x.
Por otra parte, dada una recta ` la estructura debe permitirnos encontrar, si
existen, las aristas de CHpP q cortadas por `. Ejemplos de estas preguntas se
muestran en la Figura 2.15.

Es un problema abierto determinar si existe una estructura de datos
que consuma tiempo Oplog nq por cada actualización y cada pregunta. La
estructura más eficiente se debe a Overmars y van Leeuwen [100], y resuelve
el problema en tiempo Oplog2 nq por actualización y tiempo Oplog nq por
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Figura 2.14: El problema dinámico del cierre convexo de un conjunto de puntos.
(a) Las tangentes de CHpP q que pasan por x, (b) Los vértices de CHpP Y txuq
adyacentes a x y (c) Las aristas de CHpP q cortadas por `.

pregunta. El mejor resultado parcial se debe a Brodal y Jacob [38]. Su
estructura de datos mantiene el cierre convexo de P en tiempo amortizado de
Oplog nq por actualización y por pregunta. Estas complejidades son válidas
en el modelo de cómputo de árbol algebraico de decisión.

En el caso orto-convexo podemos resolver una versión “semi-dinámica” con
una estructura de datos que consume tiempo logarítmico por actualización,
y sólo permite responder algunas preguntas. Dado un punto x P R2, la
estructura permite determinar si x se encuentra en el interior de RHpP q y,
en caso contrario, permite obtener los vértices de RHpP Y txuq adyacentes a
x. Al igual que el algoritmo sensible a la salida, esta estructura no ha sido
presentada explícitamente en la literatura pero puede obtenerse extendiendo
resultados existentes como describimos a continuación.

Consideremos el conjunto de maximales de P calculados respecto del
primer cuadrante del sistema coordenado. Se sabe que los maximales forman
una estructura conocida como escalera: al recorrer el conjunto de maximales
en orden creciente de sus abscisas, las ordenadas de los maximales decrecen
monótonamente [102]. Los algoritmos conocidos para calcular RHpP q apro-
vechan esta observación y almacenan una escalera por cada cuadrante en un
árbol balanceado de búsqueda. Al recorrer los árboles consecutivamente obte-
nemos los maximales de P ordenados por aparición al recorrer la frontera de
RHpP q. De esta secuencia podemos construir la frontera de las componentes
conexas de RHpP q en tiempo lineal. Ver Figura 2.15.

Utilizando la estructura de datos de Kapoor [78] podemos mantener una
escalera mientras verificamos si un punto x P R2 es maximal, y actualizamos
P agregando y eliminando puntos. Al determinar si un punto es maximal
obtenemos inmediatamente sus puntos adyacentes en las escaleras. Ya que un
punto puede pertenecer a lo más a dos escaleras simultáneamente, tenemos
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Figura 2.15: Las escaleras del cierre convexo rectilíneo. (a) Cuando recorre-
mos los maximales en orden creciente de sus abscisas, las ordenadas decrecen
monótonamente. (b) Las escaleras forman los vértices de RHpP q.

que reportar a lo más cuatro vértices adyacentes. La estructura consume
tiempo Oplog nq por cada actualización y cada pregunta. Para reportar los
maximales (y poder reconstruir RHpP q) consume tiempo Opn log n ` hq,
donde h ď n es el número de maximales de P . Invitamos al lector interesado
en conocer más detalles a revisar el libro de Preparata y Shamos [102, Sección
4.1.3] y el artículo de Kapoor [78, Teoremas 2 y 3].

Corolario 2.2. Existe una estructura de datos para resolver el problema diná-
mico del cálculo del cierre convexo rectilíneo de P que consume espacio Opnq
y tiempo Oplog nq por cada actualización y cada pregunta. Esta estructura
permite construir el cierre convexo rectilíneo de P en tiempo Opn log n` hq,
donde h ď n es el número de vértices de RHpP q.

El problema de calcular el cierreO-convexo de un conjunto finito de puntos
en el plano no ha sido estudiado tan extensamente como sus contrapartes
tradicional y orto-convexa. En la literatura sólo se ha estudiado el problema
básico de calcular el cierre O-convexo de un conjunto de n puntos en el
plano. Por el Lema 2.2 y el hecho de que la convexidad ortogonal es un caso
particular de la O-convexidad, este problema requiere tiempo Ωpn log nq. Los
algoritmos conocidos que calculan el cierre O-convexo no logran igualar esta
cota inferior.

Teorema 2.3 (Fink y Wood [63]). Dado un conjunto P de n puntos en el
plano y un O-conjunto formado por k rectas, el cierre O-convexo de P puede
calcularse en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq.

En el Capítulo 3 describimos un algoritmo que calcula OHpP q en tiempo
Opn log nq. Este algoritmo es óptimo en tiempo. Hasta donde sabemos no
existen resultados sobre algoritmos sensibles a la salida, o que resuelvan el
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problema dinámico de calcular el cierre O-convexo de un conjunto finito de
puntos en el plano.

2.6. Comentarios finales

En este capítulo describimos los aspectos de la convexidad tradicional
que fueron extendidos hacia la convexidad ortogonal y posteriormente, hacia
la convexidad con orientaciones restringidas. Describimos también algunos
resultados algorítmicos conocidos relacionados con los cierres convexo, orto-
convexo, y O-convexo de un conjunto finito de puntos en el plano. En la
Figura 2.16 mostramos un resumen de estos resultados.

Cierre Estándar Sensible a la salida

Cota Algoritmo Cota Algoritmo

Tradicional Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log hq Opn log hq
Convexo rectilíneo Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log hq Opn log hq
O-convexo Ωpn log nq Opkn log nq - -

(a) Problemas estáticos (donde el conjunto de puntos se mantiene fijo).

Cierre Estándar Sensible a la salida

Cota Algoritmo Cota Algoritmo

Tradicional Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log hq Opn log hq
Convexo rectilíneo Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log hq Opn log hq
O-convexo Ωpn log nq Opkn log nq - -

(b) Problemas dinámicos (donde se realizan actualizaciones en el conjunto de puntos).
La columna “Construcción” indica la complejidad en tiempo que toma calcular el cierre
convexo a partir de la estructura de datos particular.

Figura 2.16: Resultados conocidos sobre el cálculo del cierre convexo.

El objetivo de este capítulo es servir como introducción a los problemas
computacionales relacionados con el cierre O-convexo de conjuntos finitos
de puntos en el plano que estudiaremos en los Capítulos 3 y 4. Además
de mejorar el tiempo del algoritmo de Fink y Wood [63] para calcular el
cierre O-convexo, estudiaremos problemas de optimización que resultan de
mantener el cierre O-convexo mientras cambiamos las orientaciones de las
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rectas del conjunto de orientaciones. Llamamos a este tipo de problemas los
problemas “no orientados” del cálculo del ciere O-convexo de un conjunto
finito de puntos. En la Tabla 2.1 mostramos un resumen de estos resultados.

Cierre Estándar No orientados

Cota Algoritmo Cota Algoritmo

Convexo rectilíneo - - Ωpn log nq Opn log nq
O-convexo Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log nq Opkn log nq
Oβ-convexo Ωpn log nq Opn log nq Ωpn log nq Opn log nq

Tabla 2.1: Nuevos resultados sobre el cálculo de cierres convexos. El parámetro
k representa el número de rectas en el conjunto O (asumimos que k ď n). El
conjunto de orientaciones Oβ contiene dos rectas que forman un ángulo β.



Capítulo 3

Cierre O-convexo no orientado

Sean P un conjunto de n puntos en el plano y O un conjunto de k ď n
rectas que pasan por el origen del sistema coordenado. Las rectas forman un
conjunto de 2k rayos que parten del origen. En orden circular alrededor del
origen, cada par de rayos consecutivos acotan un sector angular. Asumimos
que cada uno de los k sectores tienen apertura mayor o igual que π

2 .
Denotemos con Oθ al conjunto que resulta de rotar O por un ángulo θ. En

este capítulo describimos un algoritmo que en tiempo Opkn log nq y espacio
Opknq mantiene el cierre Oθ-convexo de P mientras incrementamos θ desde
0 hasta 2π. Con base en este algoritmo, calculamos en tiempo Opkn log nq y
espacio Opknq el valor de θ en el cual el cierre Oθ-convexo de P tiene área
mínima. Cuando el valor de k es constante las complejidades en tiempo y
espacio son óptimas. Con este resultado mejoramos el algoritmo presentado
por Bae et al. [22] que resuelve en tiempo Opn2q el caso particular en el que
O está formado por k “ 2 rectas ortogonales.

Finalmente, para cualquier valor fijo de θ nuestro algoritmo calcula el
cierre O-convexo de P en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq, mejorando el
algoritmo de tiempo Opkn log nq presentado por Rawlins [103].

36
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3.1. Introducción

Sea P un conjunto de n puntos en el plano en posición general (no hay tres
puntos colineales en P ). Un cuadrante es la intersección de dos semiplanos
abiertos: uno con una recta de soporte horizontal y el otro con una recta de
soporte vertical. Decimos que un cuadrante es P -libre si no contiene puntos
de P en su interior. Sea Q el conjunto de todos los cuadrantes P -libres. El
Cierre Convexo Rectilíneo de P es el conjunto:

RHpP q “ R2 z
ď

qPQ
q.

Mostramos ejemplos de cierres convexos rectilíneos en la Figura 3.1.

(a) (b)

Figura 3.1: El cierre convexo rectilíneo de un conjunto de puntos. (a) Un
cierre convexo rectilíneo conexo. (b) Un cierre convexo rectilíneo con cuatro
componentes conexas.

El cierre convexo rectilíneo puede generalizarse al considerar, en lugar de
sólo rectas verticales y horizontales, rectas paralelas a una de un conjunto
finito de rectas. Sea O un conjunto de k ď n rectas que pasan por el origen.
La orientación de una recta es el ángulo antihorario y menor que π que forma
con el eje X. Etiquetemos las rectas en O con `0, . . . , `k´1 de forma que i ă j
implique que la orientación de `i es menor que la orientación de `j . El origen
divide a cada recta `i en dos rayos ri y ri`k, generando un conjunto de 2k
rayos. Dados dos índices i y j, definimos la cuñaWi,j como la región recorrida
por ri mientras rotamos ri en sentido antihorario alrededor del origen hasta
que coincida con rj . Al trasladar Wi,j obtenemos una región que llamamos
W j
i -cuña. Denotemos con W i la unión de todas las W i`k

i`1 -cuñas abiertas que
son P -libres. El Cierre O-convexo de P es el conjunto:

OHpP q “ R2 z

2k´1
ď

i“0

W i.
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Sea αi el ángulo menor a π definido por dos rayos ri y ri`1. A lo largo de este
capítulo asumimos que todo ángulo αi es mayor o igual a π

2 . Esto implica
que ninguna cuña Wi`1,i`k tiene un ángulo de apertura menor que π

2 o, en
otras palabras, que ninguna W i`k

i`1 -cuña es más pequeña que un cuadrante.
Mostramos ejemplos del conjunto O de rectas, las cuñas Wi,j , y el cierre
O-convexo de un conjunto de puntos en la Figura 3.2.

r1

r3

r2

r4

r0

r5
α4

r1

r3

r2

r4

r3

r5 r4

r0

r5

r1

r0

r2

Figura 3.2: Arriba, los rayos de un conjunto O con k “ 3 rectas. En medio y de
izquierda a derecha, las cuñas Wi`1,i`k para i “ 0, . . . , 2k ´ 1. Abajo, el cierre
O-convexo de un conjunto de puntos.

Sea Oθ el conjunto de rectas obtenidas al rotar los elementos de O por un
ángulo θ al rededor del origen en sentido antihorario. El cierre Oθ-convexo de
P es diferente de OHpP q: Mientras rotamos O las cuñasWi,j rotan también y
los conjuntos W i cambian respectivamente. Denotamos el conjunto resultante
de esta rotación con W i

θ. El cierre Oθ-convexo se define como:

OHθpP q “ R2 z

2k´1
ď

i“0

W i
θ. (3.1)

Mostramos un ejemplo del cierre Oθ-convexo en la Figura 3.3.

3.1.1. Resultados

En este capítulo presentamos los siguientes resultados:
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Figura 3.3: Los cambios en el cierre Oθ-convexo al incrementar θ. En cada figura
se muestran los ejes coordenados y la orientación de Oθ.

1. Un algoritmo para calcular OHpP q en tiempo Θpn log nq y espacio
Opnq. Con este resultado mejoramos el algoritmo de tiempo Opkn log nq
presentado por Rawlins [103].

2. Un algoritmo para calcular y mantener OHθpP q mientras incrementa-
mos θ desde 0 hasta 2π en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq.

3. Con base en el resultado anterior, describimos un algoritmo para calcular
en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq el valor de θ en el cual OHθpP q
tiene área mínima. Este algoritmo puede extenderse fácilmente para
encontrar el valor de θ que optimiza otras propiedades de OHθpP q,
como el número de componentes conexas o el número de vértices.

4. Para el caso particular en el que O está formado por dos rectas orto-
gonales, los problemas anteriores se traducen en calcular RHpP q en
una orientación dada de los ejes coordenados y calcular la orientación
de los ejes coordenados en la cual RHpP q tiene área mínima. Nuestro
algoritmo resuelve estos problemas en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.
Con este resultado mejoramos el algoritmo de tiempo Opn2q presentado
por Bae et al. [22].

3.1.2. Notación, convenciones y definiciones auxiliares

Dada una región R en el plano, denotamos con BR a la frontera de
R. Denotamos con CHpP q al cierre convexo de P , con V “ tp1, . . . , phu al
conjunto de vértices de BCHpP q etiquetados en orden circular antihorario
iniciando en un vértice arbitrario, y con E “ te1, . . . , ehu al conjunto de
aristas de BCHpP q, donde ei “ pipi`1 y eh “ php1.
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Por simplicidad asumimos que las rectas de O se encuentran ordenadas
ascendentemente por orientación. Esta suposición no afecta la complejidad en
tiempo o espacio de los algoritmos que describimos en este capítulo, ya que
para ordenar las rectas necesitamos tiempo Opk log kq y espacio Opkq, k ď n,
en comparación con el tiempo Opkn log nq y espacio Opknq que consumen
nuestros algoritmos. Definimos el sector pri, ri`1q de O como la región angular
convexa acotada por los rayos ri y ri`1. Finalmente, al referirnos a los rayos
de O, las cuñas Wi,j , las W

j
i -cuñas, y los conjuntos W i, asumimos que los

índices están calculados módulo 2k.

3.2. Cálculo del cierre O-convexo

En esta sección describimos un algoritmo para calcular el cierre O-convexo
de un conjunto de n puntos en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

3.2.1. Cálculo de vértices

Para cada rayo ri, consideremos la recta dirigida paralela a ri que soporta
CHpP q y deja P de su lado derecho. Sin perdida de generalidad, supongamos
que ninguna de estas rectas contiene una arista de δCHpP q, por lo que toca
CHpP q en un sólo punto. Denotemos con ps0 , . . . , ps2k´1

a los puntos de
contacto. En esta secuencia de puntos se encuentran los vértices de BOHpP q
en orden de aparición al recorrer BOHpP q en sentido antihorario. Notemos
que no es necesariamente cierto que psi es diferente de psi`1 , por lo que el
conjunto de puntos ps0 , . . . , ps2k´1

no necesariamente es igual al conjunto de
vértices de BOHpP q. Ver la Figura 3.4.

Por la Ecuación (3.1) necesitamos calcular la frontera de W i, lo que
requiere saber cuándo una cuña de W i interseca el interior de CHpP q. Es
fácil ver que esto sucede si, y sólo si, psi es diferente de psi`1 . Por otra parte,
cualquier cuña en W i que interseca el interior de CHpP q necesariamente lo
hace cortando una arista de BCHpP q. Los extremos pj , pj`1 de esta arista
cumplen que si ď j, j`1 ă si`1. Denotemos con rsi, si`1s al intervalo cerrado
de índices de los vértices de BCHpP q que se encuentran entre si y si`1.
Llamamos a este intervalo el intervalo de apuñalamiento de W i. En la
Figura 3.4 se puede verificar la siguiente observación.

Observación 3.1. Si s pertenece al intervalo de apuñalamiento rsi, si`1s de
W i, entonces la orientación de la arista es de BCHpP q pertenece al sector
pri, ri`1q de O.
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r0

r1r2
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Figura 3.4: El cierreO-convexo de P y las aristas de BCHpP q que son intersecadas
por las cuñas en Wi. Notemos que las cuñas de W0 y W2, en líneas en lugar
de con relleno sólido, no intersecan el interior de CHpP q. Si suponemos que p1
es el vértice de BCHpP q con ordenada más grande, en sentido antihorario los
intervalos de apuñalamiento son r1, 4s, r4, 6s, r6, 7s, y r7, 1s.

Es fácil ver que podemos calcular los puntos ps0 , . . . , ps2k´1
en tiempo

Opn log nq. Esto nos da los extremos del intervalo de apuñalamiento rsi, si`1s.
Sólo los intervalos que contienen más de un punto son necesarios. Calculamos
a continuación la poligonal alternante que los conecta y que llamamos escalera.

3.2.2. Calculando las escaleras entre vértices

La escalera que conecta psi con psi`1 está contenida en la frontera de
W i. El ángulo de apertura de las cuñas en W i es igual a Θi “ π ´ αi ě

π
2 .

La escalera es entonces una poligonal alternante con ángulo interior Θi. Al
recorrer la escalera en sentido antihorario, la poligonal gira hacia la derecha en
los ápices de las cuñas en W i que llamamos extremales, y gira a la izquierda
en puntos de P que llamamos puntos de soporte. Ver la Figura 3.5.

Decimos que un par de cuñas extremales son opuestas si una de ellas
pertenece a W i y la otra a W i`k. Como se puede observar en la Figura 3.5(b)
si la intersección entre dos cuñas opuestas no es vacía, entonces OHpP q es
disconexo. Cuando esto sucede decimos que las cuñas extremales se traslapan,
y que la región de intersección es su traslape.

Lema 3.1. Sólo cuñas opuestas se traslapan.

Demostración. En todo par de W i`k
i`1 -cuñas no opuestas, un par de los rayos

que las acotan son paralelos entre sí. Ya que toda cuña extremal es soportada
por al menos dos puntos en P , en un par de cuñas no opuestas que se cortan
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Figura 3.5: Cuñas extremales opuestas. (a) Una cuña extremal de Wi con
ápice p y puntos de soporte r y s. Los vértices de OHpP q y la frontera de Wi

están resaltados con azul. (b) Los puntos p y q son ápices de un par de cuñas
extremales opuestas. El traslape de las cuñas está resaltado con gris obscuro.

hay una que inevitablemente no es P -libre, en contradicción con la definición
de cierre O-convexo. Ver de nuevo la Figura 3.2.

Para calcular la escalera, comenzamos calculando los puntos de soporte
utilizando el algoritmo de Avis et al. [21]. Dado un ángulo Θ ě π

2 , este
algoritmo encuentra en tiempo Opn log nq y espacio Opnq las cuñas maximales
de Θ-escape, que son cuñas que tienen un punto de P como ápice, apertura
de al menos Θ, y son P -libres. En otras palabras, una cuña maximal de
Θ-escape permite que un punto p “escape” en una orientación dentro de una
región angular de tamaño al menos Θ sin chocar con otro punto de P . Los
puntos de P que son ápices de cuñas maximales de Θ-escape son llamados
Θ-maximales. Para cada cuña maximal de Θ-escape, el algoritmo proporciona
los rayos que la acotan. Cuando Θ ě π

2 un punto de P es el ápice de a lo más
tres cuñas maximales de Θ-escape.

Aplicamos el algoritmo de Avis et al. [21] al conjunto P con el ángulo
Θ “ mı́ntΘi : i “ 1, . . . , 2ku ě π

2 . Esto nos da a lo más tres intervalos de
Θ-escape para todo punto p P P y por lo tanto, un número lineal de intervalos
angulares en total. Almacenamos estos intervalos en una lista circular en la
que incluimos también las cuñas Wi`1,i`k. Ver la Figura 3.6.

Cuando una W i`k
i`1 -cuña está contenida en un cuña maximal de Θ-escape

de un punto p, sabemos que p no sólo es Θ-maximal, sino que además es
Θi-maximal y es un punto de soporte de una cuña extremal en W i. En la
Figura 3.6(b) el intervalo de escape negro está contenido en la cuña W2,4, ya
que en la Figura 3.6(a) ninguna cuña en W2 puede escapar desde p.
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p

(a) (b)

Figura 3.6: Intervalos de escape. (a) Los intervalos de π
2 -escape de un punto p.

(b) Los intervalos de π
2 -escape en una lista circular. Los círculos claros correspon-

den a los puntos p1, . . . , pn. Sobre ellos se encuentran los intervalos de π
2 -escape.

Los intervalos del punto p están resaltados. La cuña W2,4 del conjunto O de la
Figura 3.2 se muestra en gris.

En tiempo Opn log nq y espacio Opnq podemos ordenar los extremos
de los intervalos de Θ-escape junto con las orientaciones de los rayos que
acotan las cuñas Wi`1,i`k. Realizamos después un barrido circular de la lista,
deteniéndonos en los rayos que acotan las cuñas Wi`1,i`k para verificar si el
punto p correspondiente soporta una escalera en la frontera de W i. Al finalizar
el barrido tenemos el conjunto de vértices de OHpP q. Para obtener la frontera
de OHpP q utilizamos técnicas estándar [102] para calcular las escaleras en la
frontera de W i a partir de sus puntos de soporte y posteriormente conectarlos
en tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

Luego de realizar los pasos anteriores hemos calculado OHpP q en tiempo
Opn log nq y espacio Opnq. La complejidad en tiempo del algoritmo es óptima,
ya que partiendo de OHpP q podemos calcular en tiempo lineal CHpOHpP qq “
CHpP q. Se sabe que el problema de calcular el cierre convexo de un conjunto
de puntos en el plano tiene una cota inferior de tiempo Ωpn log nq [102].
Obtenemos por lo tanto el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Dado un conjunto O de k rectas tales que Θi ě
π
2 para toda

0 ď i ă 2k, podemos calcular OHpP q en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.
Estas complejidades son independientes del valor de k.

El algoritmo de Avis et al. [21] es dependiente de Θ. Las complejidades
mencionadas arriba son válidas para Θ ě π

2 , y para Θ ă π
2 se incrementan
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a tiempo Op nΘ log nq y espacio Opnq. Entonces, podemos construir una lista
circular como describimos arriba para Θ “ mı́ntΘi : i “ 0, . . . , 2k ´ 1u,
almacenando a lo más 2π

Θ intervalos angulares circulares por cada p P P ,
y utilizando por lo tanto OpπnΘ q espacio en total. El resultado anterior es
extendido entonces a un conjunto O en general de la siguiente manera.

Teorema 3.2. Para un O-conjunto cualquiera con k rectas, OHpP q puede
calcularse en tiempo Op nΘ log nq y espacio Op nΘq. Estas complejidades son
independientes del valor de k.

3.3. Cálculo del cierre O-convexo no-orientado

Recordemos que, mientras rotamos O, las cuñas Wi,j rotan también. Los
conjuntos W i cambian generando los conjuntos W i

θ, y el cierre Oθ-convexo
de P es el conjunto:

OHθpP q “ R2 z

2k
ď

i“1

W i
θ.

Referimos al lector nuevamente a la Figura 3.3.
Sea BW i

θ la frontera deW i
θ. De la misma forma que en la Sección 3.2.2, BW i

θ

es una poligonal alternante, o escalera, con ángulo interior Θi “ π ´ αi ě
π
2

donde, en sentido antihorario alrededor de OHθpP q, gira a la derecha en los
ápices de cuñas en W i

θ, que llamamos extremales, y gira a la izquierda en
puntos de P , que son los puntos de soporte de esas cuñas extremales. Re-
cordemos la Figura 3.5. El siguiente lema es una generalización directa del
Lema 3.1 y será utilizado en la Sección 3.4.

Lema 3.2. Sólo Oθ-cuñas opuestas se traslapan. Si dos Oθ-cuñas se traslapan,
entonces el cierre Oθ-conexo es disconexo.

Mostramos ahora cómo mantener OHθpP q para θ P r0, 2πq. Denotamos
con TθpP q al conjunto de traslapes en OHθpP q, y con VθpP q el conjunto
de vértices de OHθpP q en orden circular al recorrer secuencialmente BW i

θ,
i “ 1, . . . , 2k, en sentido antihorario.

3.3.1. Frontera de OHθpP q

Al aplicar una rotación de θ al conjunto O el cierre O-convexo rotado
de P cambia. En particular, los vértices de soporte de la escaleras BW i

θ

pueden cambiar. Actualizaremos ahora esas escaleras en tiempo Oplog nq por
inserción o borrado de un punto. Para hacer esto, necesitamos mantener
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las (a lo más) 2k escaleras en (a lo más) 2k árboles balanceados diferentes,
uno por cada escalera. Notemos que algunas escaleras puede aparecer y/o
desaparecer durante la rotación. Todas las operaciones de intersecciones y
borrados pueden realizarse en tiempo Opkn logpknqq “ Opkn log nq.

Utilizando la lista circular que se muestra en la Figura 3.6, podemos rotar
las cuñas (grises) W i`k

i`1 , deteniéndonos cuando uno de los rayos que acotan
una de la cuñas toca un vértice en el círculo más interno; es decir, cuando
entra o sale de un intervalo de escape (negro). Esto proporciona la información
sobre si las cuñas apuñalantes caben o no dentro de los intervalos de escape y
esto, como en la subsección 3.2.2, nos permite manejar la inserción o borrado
de puntos en el conjunto VθpP q de vértices de OHθpP q (es decir, los puntos
sobre la escaleras). Ya que el número de intervalos de escape de un punto es
a lo más tres y durante una rotación éstos pueden ocurrir en cualquiera de
las 2k cuñas que corresponden a cuñas W i`k

i`1 rotadas, hay a lo más Opknq
eventos. Entonces, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Para cualquier conjunto O de k rectas, mantener la frontera
de OHθpP q durante una rotación completa para θ P r0, 2πq se puede hacer en
tiempo Opkn log nq y espacio Opknq.

Corolario 3.1. Para cualquier conjunto O de k rectas, calcular el valor de
θ para el cual la frontera de OHθpP q tiene el mínimo número de escalones,
el mínimo número de escaleras, es conexo, o tiene el mínimo número de
componentes conexas puede hacerse en tiempo Opkn log nq y espacio Opknq.

Notemos que cuando k es constante las complejidades en tiempo y espacio
del resultado anterior son Θpn log nq y Opnq, respectivamente. Esto incluye
el caso en que OHθpP q es el cierre conexo rectilíneo de P .

3.3.2. Área de OHθpP q

Para un valor fijo de θ, podemos calcular el área de OHθpP q utilizando
la siguiente expresión:

áreapOHθpP qq “ áreapPpθqq ´ áreapPpθqzOHθpP qq, (3.2)

donde Ppθq denota el polígono que tiene los puntos en VθpP q como vértices y
una arista conectando dos vértices si son elementos consecutivos en VθpP q, ver
la Figura 3.7. Calculamos el área de PpθqzOHθpP q al descomponerlo en un
número lineal de dos tipos de regiones: los triángulos definidos por cada par
de elementos consecutivos en VθpP q, y los traslapes en TθpP q. Describimos
más detalles en la Sección 3.5.
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(a) (b)

Figura 3.7: Calculando el área de OHθpP q. Las líneas discontínuas indican
la frontera de Ppθq. (a) La región PpθqzOHθpP q. (b) Resaltada, una región
triangular definida por dos elementos consecutivos en VθpP q, y una región de
traslape.

Mientras incrementamos θ desde 0 hasta 2π, el conjunto VθpP q cambia
en los valores de θ donde un punto de P se convierte y deja de ser un vértice
de OHθpP q. Llamamos a estos ángulos eventos de inserción y de borrado.
Análogamente, el conjunto TθpP q cambia en eventos de traslape y liberación;
es decir, los valores de θ donde un par de Oθ-cuñas extremales y opuestas
comienzan y terminan de traslaparse, respectivamente.

Nuestro enfoque está basado en el cálculo eficiente de la secuencia de
eventos de vértice y la secuencia de eventos de traslape generados por todos
los puntos de P (notemos que hay configuraciones de puntos donde los eventos
de traslape no coinciden con los eventos de vértice). Claramente, la secuencia
de eventos de vértice generada por todos los puntos en P puede obtenerse
fácilmente con las técnicas descritas en la subsección 3.3.1. Sin embargo, la
secuencia de eventos de traslape generada por todos los puntos de P requiere
un análisis más profundo, que será expuesto en la siguiente sección.

3.4. Secuencia de eventos de traslape

Como mencionamos anteriormente (ver el Lema 3.2) sólo un par de cu-
ñas opuestas BW i

θ y BW i`k
θ se pueden traslapar (recordemos la Figura 3.5).

Notemos que, para cualquier θ, sólo un par ti, i` ku de escaleras opuestas se
pueden cortar, y que cuando esto sucede OHθpP q es disconexo. La intersec-
ción W i

θ XW i`k
θ puede estar compuesta de varios traslapes. Mostraremos a

continuación cómo mantener W i
θ XW i`k

θ mientras incrementamos θ.
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El objetivo principal de esta sección es mantener la secuencia de eventos
de traslape, de la cual podemos calcular los traslapes que aparecen en una
rotación completa. En la siguientes subsecciones, mostramos que el número
de eventos de traslape es a lo más Opnq. Después, describimos un algoritmo
para calcularlos eficientemente.

Observación 3.2. Por simplicidad estudiaremos únicamente el caso ortogo-
nal; es decir, cuando O está formado por una recta horizontal y una recta
vertical.

Como consecuencia de la observación, la cuñasW 3
2 ,W 4

3 ,W 1
4 , yW 2

1 son de
hecho el segundo, tercero, cuarto, y primer cuadrantes del sistema coordenado.
Las Oθ-cuñas extremales son θ-cuadrantes extremales.

3.4.1. La cadena de arcos

La cadena de arcos de P , que denotamos con ApP q, es la curva compuesta
por los puntos a en el plano que son ápices de un θ-cuadrante extremal wa
para alguna θ P r0, 2πq. Notemos que, si a R P , entonces wa es soportada por
dos puntos en P . Una subcadena asociada a una arista ei de BpCHpP qq es
la curva Aei compuesta de estos puntos a de forma que wa corta ei. Ver la
Figura 3.8(a). La subcadena Aei es monótona con respecto de ei, ya que está
compuesta por arcos circulares que son monótonos ya que de otra forma wa
no podría cortar ei, y dos arcos monótonos consecutivos cuyos θ-cuadrantes
extremos cortan ei sólo pueden formar una curva monótona. Finalmente,
ya que la subcadena puede tener vértices que no pertenecen a P , llamamos
eslabón al segmento de subcadena que se encuentra entre dos puntos de P .
Ver la Figura 3.8(b).

Notemos que, si un par de cuñas opuestas generan un traslape, entonces
sus ápices se encuentran sobre eslabones que se cortan (ver la Figura 3.8(a)).
Entonces, pgara demostrar que el conjunto TθpP q de traslapes puede mante-
nerse en tiempo y espacio Opnq, demostraremos primero que hay un número
lineal de intersecciones entre eslabones.

3.4.2. El número de intersecciones entre eslabones es Opnq

Construiremos una gráfica cuyos vértices son los discos que tienen una
arista de BpCHpP qq como diámetro. Las aristas de esta gráfica conectan dos
discos cuyas subcadenas se cortan. El número de intersecciones es entonces
el peso de cada arista. El número total de intersecciones es la suma de los
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Figura 3.8: (a) La cadena de arcos de P . Resaltada en azul, la subcadena
asociada a e´ i. (b) Resaltado, un eslabón de la subcadena anterior.

pesos de todas las aristas. Demostraremos a continuación que esta suma es a
lo más Opnq.

Cada punto p P P puede encontrarse en el interior de a lo más cuatro
discos ya que p puede ser el ápice de a lo más tres cuñas P -libres wa de
tamaño π

2 . Entonces, cada punto p P P puede encontrarse en la intersección
de a lo más

`

3
2

˘

“ 3 pares de discos, contribuyendo entonces al peso de a lo
más 3 aristas de la gráfica con pesos. Demostraremos que el peso de cada
arista en la gráfica es lineal en el número de puntos de P contenidos en los
discos (Teorema 3.4). Entonces, la suma de los pesos en la gráfica es lineal
en el número total de puntos en P .

Presentamos primero algunos resultados auxiliares.

Lema 3.3. Sean a, b, c tres puntos cualesquiera en un eslabón, etiquetados
en orden de aparición al recorrer el eslabón de izquierda a derecha. El ángulo
=abc pertenece al intervalo rπ2 , πq. En particular, cada eslabón con extremos
p, q P P se encuentra contenido en el disco con diámetro pq. Llamamos a
este disco un disco de eslabón.
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Demostración. Sean p, q los extremos del eslabón y por lo tanto, puntos
consecutivos de P en la cadena de arcos. Entonces, b R P y wb es un θ-
cuadrante extremal. Que =abc ě π

2 se sigue de que a y c no se encuentran en
el interior de wb. En caso contrario wb no sería P -libre, ya sea porque a o c
se encuentran en P o porque algún punto de P que soporta el θ-cuadrante
maximal con ápices a, c se encuentran en el interior de wb.

Que =abc ă π se sigue de que las proyecciones ortogonales de p y q sobre
la arista de BpCHpP qq correspondiente se encuentran dentro de la intersección
de la arista con wb. Ver la Figura 3.9.

b

c

wbp

q
a

Figura 3.9: Ilustración del Lema 3.3.

Lema 3.4. Consideremos los discos de eslabón en un par de subcadenas
asociadas a un par de aristas en BpCHpP qq. El disco de eslabón D de diámetro
más pequeño puede ser cortado por a lo más cinco eslabones de la otra
subcadena Ae.

Demostración. Sea R el corredor acotado por las rectas que proyectan orto-
gonalmente D sobre la arista e asociada con la subcadena Ae. Por monotonía,
sólo la parte de la subcadena que se encuentra dentro de R puede cortar D,
ver la Figura 3.10(a).

Si ningún arco de la subcadena Ae tiene extremos dentro de R, entonces
a lo más un eslabón puede cortar D. En caso contrario, demostraremos que
la subcadena Ae no tiene crestas en los puntos de P dentro de R: si hubiera
una cresta p P R, sean q, r sus vecinos, donde r es el punto más cercano a la
arista e. El segmento obtenido de cortar la paralela a e que pasa por q con el
corredor R determina un disco que no contiene la cresta p, ya que la longitud
de pq es igual que el diámetro de un disco de eslabón y, por lo tanto, tiene
que ser mayor que el diámetro de D, que es igual al diámetro de R. Ver la
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e

D

R

(a)

e

p

q

r

(b)

e

(c)

Figura 3.10: (a) Sólo la parte de la subcadena que se encuentra dentro de R
puede cortar D. (b) No hay crestas en los puntos de P dentro de R. (c) A lo
más 5 eslabones cortan D.

Figura 3.10(b). Entonces =qpr ă π
2 , lo que es una contradicción ya que wp

tiene que ser P -libre.
Ya que Ae no tiene crestas en puntos de P dentro de R, puede tener a

lo más un valle dentro de R y, por lo tanto, a lo más cinco eslabones de Ae
pueden cortar D. Ver Figura 3.10(c).

Lema 3.5. Hay Opnq pares de eslabones que se cortan en dos subcadenas
asociadas a pares de aristas de BpCHpP qq.
Demostración. Sea L la lista de todos estos eslabones, ordenados ascenden-
temente por diámetro. Por el Lema 3.4, el primer eslabón en L es cortado
por a lo más cinco de los eslabones restantes en L. Al eliminar este eslabón
de L, obtenemos que el siguiente eslabón en la lista también es cortado por a
lo más un número constante de eslabones. Ya que hay un número lineal de
arcos extremales y cada arco pertenece a un eslabón, hay también un número
lineal de elementos en L. Entonces, eliminando sucesivamente el eslabón de
menor diámetro de L, la suma total del número de pares que se cortan es
Opnq.

Estamos listos para demostrar el resultado principal de esta sección, el
Teorema 3.4, lo que implica que el peso de cada arista en la gráfica con pesos
definida anteriormente es lineal en el número de puntos de P contenidos en
los discos de subcadena correspondientes.

Teorema 3.4. Hay Opnq puntos de intersección entre los eslabones de dos
subcadenas asociadas a un par de aristas de BpCHpP qq.
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Demostración. Por monotonía, sabemos que dos eslabones de la misma sub-
cadena se pueden cortar sólo en uno de sus extremos. Por el Lema 3.5, sólo
tenemos que demostrar que eslabones de subcadenas diferentes se cortan a lo
más dos veces.

Supongamos que hay al menos tres puntos de intersección a, b, c entre
dos eslabones de subcadenas asociadas a ei y es. Sin pérdida de generalidad,
asumimos que a, b, c están etiquetados en orden de aparición al recorrer de
izquierda a derecha el eslabón asociado con es. Notemos que los puntos
aparecen en el mismo orden al recorrer el eslabón asociado con es de izquierda
a derecha, ya que en caso contrario al menos uno de ellos no puede pertenecer
al eslabón, ya que formarían un ángulo menor que π

2 (Figura 3.11(a)) o mayor
que π (Figura 3.11(b)), contradiciendo el Lema 3.3.

ei

es

a

b

c

(a)

ei

es

a

b

c

(b)

Figura 3.11: (a) a R `s,t ya que =cab ă π
2 , (b) b R `s,t ya que =cba ą π.

Sean el y em respectivamente, las aristas de BpCHpP qq que son cortadas
por los rayos de b que pasan por a y c. Al recorrer BpCHpP qq en cualquier
dirección, es se encuentra en medio de el y ei, o ei y em (ver la Figura 3.12(a)).
Consideremos que es se encuentra en el primer caso (el argumento para el
segundo caso es simétrico) y denotemos con ` la recta perpendicular a ei que
pasa por a. Ya que wa es una cuña maximal acotada por rayos que cortan
ei, al igual que en la demostración del Lema 3.3, wa no contiene ningún
otro punto del eslabón asociado con ei (ver la Figura 3.12(b)). Notemos
que c y ps`1 se encuentran en lados opuestos de ` y no están contenidos en
wa y entonces, =ps`1ac ě

π
2 y =acps`1 ă

π
2 . Ya que a, c, ps`1 aparecen de

izquierda a derecha en el eslabón asociado a es, obtenemos del Lema 3.3 que
c no puede pertenecer a As.
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a

b c

ei

el

em

(a)

pi

pi+1

ps

ps+1

`

a b

c

wa

es

ei

(b)

Figura 3.12: (a) Posiciones válidas de la cuña es. (b) c no está contenido en
AspP q ya que =acps`1 ă

π
2 .

3.4.3. Secuencia de eventos de traslape

A continuación describimos el algoritmo para calcular la secuencia de
eventos de traslape.

Algoritmo para la secuencia de eventos

1. Calcular la cadena de arcos de P .

Cada arco extremal debe ser especificado en términos de los puntos
que soportan el θ-cuadrante extremal correspondiente, y también en
términos del intervalo angular definido por esos puntos. Llamamos a
este intervalo el intervalo de trazado. Los elementos de ApP q deben
estar agrupados en eslabones. Para calcular la cadena de arcos de P ,
extendemos el algoritmo que describimos en la Sección 3.2:

a) En cada evento de inserción, se generan a lo más dos arcos extrema-
les y se interrumpe a lo más un arco extremal. Deben establecerse
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apuntadores de los arcos extremales interrumpidos a los que acaban
de generarse. Si un arco extremal es un punto de P , inicializamos
un nuevo eslabón con el respectivo arco extremal.

b) En cada evento de borrado, se genera a lo más un arco extremal, y
se interrumpen a lo más dos arcos. Uno de los arcos interrumpidos
siempre terminará en un punto de P , por lo que completamos
un eslabón. Como hicimos anteriormente, debemos establecer
apuntadores desde los eslabones interrumpidos hacia los eslabones
recién creados.

2. Colorear arcos extremales.

Recorremos ApP q de forma que los vértices de BpCHpP qq son visitados
en orden circular en sentido antihorario. Durante el recorrido, colorea-
mos los arcos extremales con rojo si pertenecen a una subcadena que
corresponde a una arista en la cadena superior de BpCHpP qq, y con azul
en caso contrario (ver la Figura 3.13). Notemos que de acuerdo con el
valor de θ, un par de θ-cuadrantes extremales que cortan una arista de
la cadena superior (respectivamente, la cadena inferior) de BpCHpP qq
no son opuestos entre sí. Entonces, eslabones monocromáticos que se
cortan no admiten θ-cuadrantes extremales que se traslapan.

Figura 3.13: La cadena de arcos coloreada de P .

3. Identificar pares bicromáticos de eslabones que se cortan.

Notemos que el arco extremal más largo posible es un semicírculo y
por lo tanto, podemos partir cualquier arco extremal en a lo más tres
segmentos para obtener un conjunto de curvas monótonas respecto
de una dirección arbitraria. Entonces, podemos transformar los arcos
de ApP q en un conjunto A1pP q de curvas monótonas respecto de una
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misma dirección, y utilizar el algoritmo de barrido de línea de Bentley
et al. [29] en A1pP q para calcular los puntos de intersección entre arcos
extremales. Discriminamos de estos puntos aquellos que pertenecen
a pares de arcos bicromáticos. Debemos establecer apuntadores a los
eslabones que contienen los arcos extremales involucrados, para que
podamos obtener el conjunto de todos las parejas bicromáticas de
eslabones en ApP q que se intersecan.

4. Calcular la secuencia de eventos de traslape.

Consideremos dos θ-cuadrantes extremales Qθ pp, qq y Qθ pr, sq, y un
par de arcos maximales uab P Cpp, qq y ucd P Cpr, sq con sus intervalos
de trazado correspondientes pαa, αbq y pαc, αdq, ver la Figura 3.14.
Decimos que uab y ucd admiten θ-cuadrantes que se traslapan, si Qϕ pp, qq
y Qψ pr, sq se traslapan para algún ϕ P pαa, αbq y ψ P pαc, αdq.

p

q

s

r
a

b

c

d

(a)

p

q

s

r
a

b

c

d

(b)

Figura 3.14: Los arcos uab y ucd (resaltados) admiten θ-cuadrantes que se traslapan.
En las figuras (a) y (b) se muestran respectivamente, los eventos de traslape y
liberación correspondientes a la región de traslape.

Supongamos que uab y ucd admiten θ-cuadrantes y, sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que p precede a q en VθpP q para toda θ P pαa, αbq,
y que r precede a s para toda θ P pαc, αdq. Es fácil ver que, ya
que los θ-cuadrantes extremales Qθ pp, qq y Qθ pr, sq son opuestos,
pαa, αbq X pαc ` π, αd ` πq no es vacío y, durante este intervalo, el
rayo de Qθ pp, qq que pasa por p (respectivamente q) es paralelo al rayo
de Qθ pr, sq que pasa por r. De no ser así, Qθ pp, qq XQθ pr, sq no sería
P -libre. Por la misma razón, los puntos p, r se encuentran en lados
opuestos de `q,s y por lo tanto, los segmentos de recta pr y qs se cortan
entre sí. Es fácil ver que el punto de intersección está contenido en
la región de traslape entre Qθ pp, qq y Qθ pr, sq. Tenemos entonces que
prXqs Ă Dpp, qqXDpr, sq. Notemos que el intervalo angular de tamaño
máximo donde Qθ pp, qq y Qθ pr, sq pueden traslaparse, que llamamos
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intervalo máximo de traslape, está acotado por las orientaciones donde
Xθ es paralelo a pr y Yθ es paralelo a qs.

Observación 3.3. Los arcos uab y ucd admiten θ-cuadrantes que se
traslapan si, y sólo si, Qθ pp, qq y Qθ pr, sq definen un intervalo máximo
de traslape pθ1, θ2q y

pθ1, θ2q X pαa, αbq X pαc ` π, αd ` πq ‰ H.

Sea xŐa1a2,Őa2a3, . . . , Ŕakak`1y el conjunto de arcos extremales para toda
θ P r0, 2πq, donde k “ Opnq, etiquetados al recorrer ApP q de forma que
los vértices de BpCHpP qq son visitados en orden circular en sentido anti-
horario. Denotamos con

a
`u,v la subsecuencia xpau, au`1q, . . . , pav, av`1qy

de arcos consecutivos en ApP q que forman un eslabón. Los intervalos
extremales de los arcos en

a
`u,v definen la secuencia

@

αau , . . . , αav`1

D

de ángulos crecientes.

Con base en la Observación 3.3, podemos calcular las regiones de
traslape generadas por los arcos extremales que pertenecen a un par
a
`u,v y

a
`s,t de eslabones que se cortan con una extensión del algoritmo

de unión de dos listas ordenadas sobre las listas
@

αau , . . . , αav`1

D

y
@

αas ` π, . . . , αat`1 ` π
D

, y sus secuencias correspondientes: la intersec-
ción entre un par de intervalos maximales no consecutivos en la lista
resultante es vacío. Estos pares pueden ser ignorados ya que no cumplen
con las condiciones de la Observación 3.3 y por lo tanto, a lo más un
número lineal de parejas de arcos extremales en

a
`u,v y

a
`s,t admiten

θ-cuadrantes que se traslapan.

Sean `u,v y `s,t dos eslabones que se cortan y contienen respectivamente
nu,v “ u´v`1 y ns,t “ t´s`1 arcos extremales. A lo más Opnu,v`ns,tq
parejas de arcos extremales admite θ-cuadrantes que se traslapan. Las
regiones de traslape generadas por θ-cuadrantes extremales pueden ser
calculadas utilizando tiempo y espacio Opnu,v ` ns,tq.

Por el Teorema 3.3 sabemos que el Paso 1 del algoritmo anterior consume
tiempo Opn log nq y espacio Opnq, ya que un número constante de operaciones
adicionales son realizadas en cada evento mientras recorremos la secuencia de
eventos de vértice utilizando el algoritmo que describimos en la Sección 3.2.
El Paso 2 consume tiempo y espacio Opnq, ya que el número de arcos
extremales en ApP q es lineal en el número de elementos de P . Para calcular
ApP q recorremos ApP q en tiempo lineal y, del Teorema 3.4, el algoritmo
de barrido de Bentley y Ottmann [30] consume tiempo Opn log nq y espacio
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Opnq. Finalmente, del Lema 3.5, el Teorema 3.4 y el hecho de que hay un
número lineal de arcos extremales y cada arco pertenece a un sólo eslabón, el
Paso 4 consume tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

Teorema 3.5. La secuencia de eventos de traslape puede ser calculada en
tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

3.4.4. Recorrido de la secuencia de eventos de traslape

Almacenamos la secuencia de eventos de traslape como puntos en un
círculo r0, 2πq, sobre el cual representamos las cuñas W i`k

i`1 en una forma
similar a como lo hicimos en el círculo más interior en la Figura 3.6(b) (donde
almacenamos los eventos de vértice).

Almacenamos también TθpP q en una tabla hash utilizando tuplas con los
puntos que soportan los θ-cuadrantes que se traslapan como entradas. Las
tuplas contendrán los puntos de soporte en el orden que son encontrados al
recorrer VθpP q. Por ejemplo, la región de traslape de la Figura 3.14(a) sería
almacenada en TθpP q usando como “llave” la tupla pp, q, r, sq.

Como en la Sección 3.3.1, rotamos las cuñas W i`k
i`1 simultáneamente

alrededor del centro y nos detenemos cuando uno de sus rayos pasa sobre
un evento de traslape en el círculo más interior, para actualizar TθpP q según
corresponda. Es fácil ver que, en cualquier valor fijo de θ hay Opnq regiones
de traslape en OHθpP q. Claramente, estas regiones pueden ser calculadas a
partir de OHθpP q en tiempo lineal. Ya que hay Opnq eventos de traslape,
obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.6. Usando la secuencia de eventos de traslape, el conjunto TθpP q
puede mantenerse mientras θ incrementa su valor en r0, 2πq usando tiempo
Opnq y espacio Opnq.

Observación 3.4. Estos resultados pueden ser adaptados cuando O está
formado por k rectas sin sectores mayores que π

2 . Entonces, la secuencia
de eventos de traslape puede ser calculada en tiempo Opkn log nq y espacio
Opknq, y el conjunto TθpP q puede mantenerse mientras θ se incrementa en
r0, 2πq usando tiempo Opknq y espacio Opknq.

3.5. Orientación de área mínima

En esta sección adaptamos las fórmulas de Bae et al. [22] para calcular
el valor de θ que minimiza el área de OHθpP q en tiempo Θpn log nq y espa-
cio Opnq. Por simplicidad, asumimos que O está compuesta por una recta
horizontal y una recta vertical.
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Sea pα, βq un intervalo angular en r0, 2πq que no contiene eventos. Ex-
tendiendo la Ecuación (3.2) podemos expresar el área de OHθpP q para cada
θ P pα, βq como

áreapOHθpP qq “ áreapPpθqq ´
ÿ

j

áreap4jpθqq `
ÿ

k

áreaplkpθqq. (3.3)

Recordemos que el término Ppθq denota el polígono que tiene los puntos de
VθpP q como vértices, y una arista conectando dos vértices si son elementos
consecutivos en VθpP q. El término 4jpθq denota la región triangular acotada
por la recta que pasa por dos vértices vj , vj`1 P VθpP q, la recta paralela a
Xθ que pasa por vj , y la recta paralela a Yθ que pasa por vj`1. Finalmente,
el término lkpθq denota la k-ésima región de traslape en TθpP q. Ver la
Figura 3.15.

Figura 3.15: Calculando el área de OHθpP q. El polígono Ppθq está acotado con
líneas discontínuas. Un triángulo 4jpθq y una región de traslape lkpθq están
coloreadas con azul.

Mostramos ahora que para cualquier valor de θ podemos evaluar la
Ecuación (3.3) en tiempo lineal y, mientras incrementamos θ desde 0 hasta
2π, un número constante de términos tienen que ser actualizados en cada
evento, sin importar su tipo.

El polígono. En un valor arbitrario de θ el área de Ppθq puede ser calculado
a partir de VθpP q en tiempo Opnq. El término áreapPpθqq cambia sólo en
eventos de vértice. Estos eventos pueden ser procesados en tiempo constante:
en un evento de inserción (respectivamente, de borrado), el área de un
triangulo tiene que ser restado (respectivamente, sumado) al valor anterior
de áreapPpθqq. Ver la Figura 3.16.
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p

(a)

p

(b)

Figura 3.16: (a) El punto p está a punto de convertirse en un vértice. (b) Después
del evento de inserción de p, el área del triángulo blanco necesita ser restado de
áreapPpθqq.

Las regiones triangulares. El área de 4jpθq puede ser expresada como

áreap4jpθqq “ b2j ¨ cospcj ` pθ ´ αqq ¨ senpcj ` pθ ´ αqq, (3.4)

donde b2j y cj son constantes que dependen de las coordenadas de los vértices
que soportan el cuadrante que acota 4jpθq. Simplificando la Ecuación (3.4)
tenemos que

áreap4jpθqq “
1

2
b2j ¨ sen 2pcj ` pθ ´ αqq

“
1

2
b2j ¨ r senp2cjq ¨ cos 2pθ ´ αq ` cosp2cjq ¨ sen 2pθ ´ αq s

“ Bj ¨ cos 2pθ ´ αq ` Cj ¨ sen 2pθ ´ αq, (3.5)

donde Bj “ 1
2b

2
j ¨ senp2cjq y Cj “ 1

2b
2
j ¨ cosp2cjq. Ya que la Ecuación (3.5)

puede ser calculada en tiempo constante y hay Opnq triángulos (porque hay
el mismo número de elementos en VθpP q, recordemos la Sección 3.3.1), para
cualquier valor fijo de θ el término

ř

j áreap4jpθqq puede calcularse en tiempo
Opnq. En un evento de inserción el término de un triángulo es eliminado
de

ř

j áreap4jpθqq y, como un vértice soporta a lo más dos θ-cuadrantes
extremales, los términos de dos triángulos son agregados a

ř

j áreap4jpθqq.
Lo contrario ocurre en eventos de borrado. El término

ř

j áreap4jpθqq no es
afectado por eventos de traslape. Ver la Figura 3.17.

Las regiones de traslape. El área de la k-ésima región de traslape puede
expresarse como

áreaplkpθqq “ Bk ` Ck cos 2pθ ´ αq `Dk sen 2pθ ´ αq, (3.6)
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vj

vj+1

(a)

vj

vj+2

vj+1

(b)

Figura 3.17: Actualizando el término
ř

j áreap4jpθqq. En un evento de inserción,
(a) a lo más un triángulo puede ser eliminado y (b) a lo más dos triángulos
deben ser agregados.

donde Bk, Ck, y Dk son constantes que dependen de las coordenadas de
los vértices que soportan los θ-cuadrantes que se traslapan y que generan
lkpθq. Podemos calcular la Ecuación (3.6) en tiempo constante y hay Opnq
regiones de traslape en TθpP q, de forma que, para cualquier valor fijo de θ, el
término

ř

k áreaplkpθqq puede calcularse en tiempo Opnq. En los eventos de
traslape el término de una sola región de traslape es agregado o eliminado
de

ř

k áreaplkpθqq. Ya que un vértice soporta a lo más dos θ-cuadrantes
extremales, en un evento de vértice los términos de un número constante de
regiones de traslape son agregados o eliminados.

Antes de describir el algoritmo de área mínima, necesitamos presentar las
siguientes propiedades de áreapOHθpP qq. Antes que nada, del Lema 4 de Bae
et al. [22] el valor de θ para el cual áreapOHθpP qq es mínima en pα, βq no
puede ser α o β. En segundo lugar, la Ecuación (3.3) tiene Opnq términos
para cualquier θ P pα, βq y por lo tanto, puede simplificarse para obtener

áreapOHθpP qq “ C `D cos 2pθ ´ αq ` E sen 2pθ ´ αq (3.7)

en tiempo Opnq. Los términos C, D y E son constantes que resultan de sumar
las constantes en áreapPpθqq y en las Ecuaciones (3.5) y (3.6). Finalmente,
ya que la Ecuación (3.7) tiene un número constante de puntos de inflexión en
r0, 2πq, un número constante de operaciones son suficientes para obtener el
valor de θ que minimiza áreapOHθpP qq en pα, βq.

El algoritmo de búsqueda. Describimos a continuación el algoritmo para
calcular la orientación de área mínima.
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1. Secuencia de eventos.

Calculamos la secuencia de eventos de vértice como describimos en la
Sección 3.3.1, y la secuencia de eventos de traslape como describimos
en la Sección 3.4.3. Mezclamos ambas secuencias en una lista circular
de ángulos tθ1, . . . , θm, θ1u, m P Opnq, que podemos representar en
una tabla circular como el círculo más interior de la Figura 3.6(b).
Claramente, mientras incrementamos θ en r0, 2πq, las características
relevantes de OHθpP q no cambian durante cada intervalo pθi, θi`1q, y
cada ángulo θi es un evento de inserción, borrado, traslape, o liberación.

2. Inicialización del barrido angular.

Colocamos las cuatro cuñas W 3
2 , W 4

3 , W 1
4 , y W 2

1 sobre la tabla circular
como lo hicimos en las Secciones 3.3.1 y 3.4.3. Sin pérdida de generali-
dad, suponemos que el primer rayo (en sentido antihorario) de la cuña
W 2

1 corta el intervalo angular pθm, θ1q. Calculamos los conjuntos Vθ1 y
Tθ1 para el valor actual de θ1 como lo hicimos en la Sección 3.3.1, y
expresamos áreapOHθpP qq para θ P rθ1, θ2q utilizando Ecuación (3.7).
Calculamos las constantes en esta ecuación considerando la restric-
ción θ P rθ1, θ2q. Finalmente, optimizamos la ecuación resultante para
calcular el ángulo θmin de área mínima.

3. Barrido angular.

Rotamos simultáneamente las cuatro cuñas W 3
2 , W 4

3 , W 1
4 , y W 2

1 , como
lo hicimos en la Sección 3.4.3. Durante el barrido, actualiza VθpP q y
TθpP q como explicamos en las Secciones 3.3.1 y 3.4.4. Adicionalmente,
en cada evento:

a) Actualizamos la Ecuación (3.7) agregando y eliminando términos
como explicamos anteriormente.

b) Optimizamos la versión actualizada de la Ecuación (3.7) para
obtener el ángulo local de área mínima, y reemplazamos θmin si
mejoramos el valor de áreapOHθpP qq.

De los Teoremas 3.3 y 3.5, calcular las secuencias de eventos de vértice
y de traslape nos toma tiempo Θpn log nq y espacio Opnq. Ya que las dos
secuencias tienen Opnq eventos, podemos mezclarlas en tiempo Opnq para
obtener la secuencia de eventos. Por lo tanto, el Paso 1 consume tiempo
Θpn log nq y espacio Opnq. En el Paso 2, VθpP q puede calcularse en tiempo
Θpn log nq y espacio Opnq [86] y TθpP q puede calcularse fácilmente a partir
de VθpP q en tiempo lineal. Adicionalmente requerimos tiempo Opnq para
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obtener la Ecuación (3.7), y θmin puede calcularse en tiempo constante. Esto
nos da un total de tiempo Θpn log nq tiempo y espacio Opnq. Finalmente.
de los Teoremas 3.3 y 3.6, respectivamente, mantener VθpP q y TθpP q nos
toma Θpn log nq tiempo y espacio lineal por cada uno. Los Pasos 3a y 3b son
repetidos Opnq veces (una vez por evento en la secuencia) y, como describimos
anteriormente, cada repetición nos toma tiempo constante. Entonces, para
realizar el Paso 3 consumimos un total de tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.
Notemos que, luego de terminar el barrido de línea, consumiendo tiempo
Opn log nq y espacio Opnq adicionales podemos calcular tanto OHθpP q como
áreapOHθpP qq para θmin y obtener así el valor del área mínima. De este
análisis obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Sea O compuesto por una recta horizontal y una recta vertical.
Calcular OHθpP q (es decir, el cierre convexo rectilíneo no orientado de P ) de
área mínima para toda θ P r0, 2πq nos toma Θpn log nq tiempo y Opnq espacio.

Observación 3.5. Los resultados anteriores pueden adaptarse también al
caso en que O está compuesto por k rectas sin un sector mayor que π

2 .
Entonces, calcular el cierre O-convexo de P de área mínima para toda θ P
r0, 2πq nos toma Θpkn log nq tiempo y espacio Opknq.

3.6. Conclusiones

Hemos mostrado como calcular el cierre O-convexo de P en tiempo
Θpn log nq y espacio Opnq. Mostramos también cómo calcular y mantener
el cierre OHθpP q rotado mientras incrementamos θ desde 0 hasta 2π en
tiempo Opkn log nq y espacio Opknq, asumiendo que ningún par de rectas
consecutivas en O generan un ángulo mayor que π

2 .
Resolvemos también el problema de calcular una orientación del plano

para la cual el cierre convexo rectilíneo de P tiene área mínima en tiempo
Θpn log nq y espacio Opnq, mejorando así el algoritmo de tiempo Opn2q

presentado por Bae et al. [22]. Notemos que, si hay más de una orientación
óptima, una modificación trivial a nuestro algoritmo nos permite reportarlas
todas con la misma complejidad en tiempo y espacio.

Sin mucho esfuerzo, podemos extender nuestro algoritmo para optimizar
(minimizar y/o maximizar) otras propiedades de OHθpP q. Ejemplos de estas
propiedades son el perímetro, el número de componentes conexas y el número
de elementos de P en el interior o sobre la frontera de OHθpP q. Como exten-
siones interesantes de la familia de problemas de optimización de parámetros
podemos considerar conjuntos de puntos dinámicos o en movimiento. Por
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otra parte, no es difícil notar que en el espacio, el problema de mantener
el cierre convexo rectilíneo en todas las orientaciones posibles del sistema
coordenado, es por sí sólo un reto interesante y nada trivial.



Capítulo 4

Cierre Oβ-convexo

Estudiamos el cierre Oβ-convexo de un conjunto de puntos en el plano,
una generalización del Cierre Convexo Rectilíneo donde los ejes coordenados
forman un ángulo β. Dado un conjunto P de n puntos en el plano, mostramos
cómo mantener el cierre Oβ-convexo de P en tiempo Θpn log nq y espacio
Opnq mientras β es incrementada desde 0 hasta π. Con la misma complejidad,
encontramos los valores de β que maximizan el área y el perímetro de cierre
Oβ-convexo de P , y el valor de β para el cual una poligonal alternante no
orientada con dos codos con ángulo interior β ajusta mejor los puntos de P .

63
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4.1. Introducción

Sea Oβ un conjunto de dos rectas con pendientes 0 y tanpβq, donde
0 ă β ă π. Decimos que una región en el plano es Oβ-convexa, si su
intersección con cualquier recta paralela a una de las rectas de Oβ es vacía o
conexa. Un Oβ-cuadrante es la traslación de una de las regiones abiertas y
Oβ-convexas que resultan de restarle al plano las rectas de Oβ . Llamamos a los
cuadrantes generados por Oβ : superior-derecho, superior-izquierdo, inferior-
derecho, e inferior-izquierdo de acuerdo con su posición respecto de las rectas
de Oβ, ver la Figura 4.1(a). Sea P un conjunto de n puntos en el plano, y
Q el conjunto de todos los Oβ-cuadrantes que son P -libres; es decir, que no
contienen elementos de P . El cierre Oβ-convexo de P es el conjunto

OβHpP q “ R2 ´
ď

qPQ
q

de puntos en el plano en el interior de todos los superconjuntos conexos de P
que son Oβ-convexos [14, 99]. Ver Figura 4.1(b).

superior-derechosuperior-izquierdo

inferior-izquierdo inferior-derecho

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Un conjunto Oβ , y los Oβ-cuadrantes superior-derecho, superior-
izquierdo, inferior-derecho, e inferior-izquierdo. (b) El cierre Oβ-convexo de un
conjunto de puntos.

El concepto de Oβ-convexidad surgió del estudio de orientaciones restrin-
gidas [76], donde los objetos geométricos cumplen con una propiedad (o un
conjunto de propiedades) relacionadas con un conjunto fijo de rectas. Esta
línea de investigación se ha explorado extensivamente al considerar polígonos
con orientaciones restringidas [76], proximidad [118], visibilidad [107], y tanto
restricciones como generalizaciones de la Oβ-convexidad. En el caso particular
de la convexidad ortogonal [104] se considera que β tiene el valor fijo de π

2 . En
el caso más general de la O-convexidad [103, 104], Oβ es reemplazado por un
conjunto (posiblemente infinito) de rectas orientadas arbitrariamente. Otras
nociones de convexidad con orientaciones restringidas son laD-convexidad [65]
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y la O-convexidad fuerte [103]. La primera está basada en una definición
funcional (en lugar de teoría de conjuntos), mientras que la segunda (y a
diferencia de la Oβ-convexidad) nos lleva a conjuntos que siempre son conexos.
Una extensa recopilación de resultados en esta área puede encontrarse en el
libro de Fink y Wood [63]. Resultados computacionales más recientes pueden
encontrarse en [9, 14, 19, 101].

En este capítulo resolvemos el problema de mantener la estructura com-
binatoria del cierre Oβ-convexo de P mientras β es incrementada desde 0
hasta π, y aplicamos este resultado en los siguientes problemas de optimi-
zación: Siguiendo la línea de Bae et al. [22], encontramos los valores de β
que maximizan el área y el perímetro de OβHpP q. Extendemos además el
resultado de Díaz-Báñez et al. [54] para ajustar una poligonal alternante no
orientada con dos codos a un conjunto de puntos. Ver la Figura 4.2(c).

(a) (b)

plt

plb
prt

prb

εl

εr

(c)

Figura 4.2: (a) Oπ
2
HpP q. (b) Oβ0HpP q, donde β0 ą π

2 . (c) Una poligonal no
ortogonal con dos codos que ajusta un conjunto de puntos en el plano.

En todos los casos, nuestro enfoque general es realizar un barrido angular.
Primero discretizamos el conjunto tβ : β P p0, πqu en una secuencia creciente
de ángulos tβ1, β2, . . . , βOpnqu. Mientras β aumenta desde 0 hasta π, cada βi
corresponde a un ángulo donde hay un cambio en la estructura combinatoria
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de OβHpP q. Resolvemos entonces el problema particular para cualquier
β P rβ1, β2q en tiempo Opn log nq, y mostramos como actualizar la solución
local en tiempo logarítmico para cada uno de los intervalos siguientes rβi, βi`1q.
Todos nuestros algoritmos consumen tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

4.2. El cierre Oβ-convexo de P

En esta sección presentamos definiciones importantes para nuestros resul-
tados. También mostramos cómo calcular OβHpP q para un valor fijo de β, y
cómo mantener su estructura combinatoria mientras incrementamos β desde
0 hasta π.

4.2.1. Preliminares

Por simplicidad, suponemos que en P no hay tres puntos colineales, ni
dos puntos sobre una recta horizontal. Un vértice de OβHpP q es un punto
de P que se encuentra sobre la frontera de OβHpP q. Consideremos la región
R obtenida al restar del plano todos los Oβ-cuadrantes superiores-derechos
libres de puntos de P . La Oβ-escalera superior-derecha de P es la poligonal
dirigida formada por el segmento de la frontera de R que comienza en el
vértice más a la derecha y termina en el vértice más arriba de OβHpP q, con
respecto del sistema coordenado definido por las rectas en Oβ. Definimos
las Oβ-escaleras superior-izquierda, inferior-izquierda, e inferior-derecha de
forma similar. Ver la Figura 4.3.

β

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Construcción de la Oβ-escalera superior-derecha. (b) Las cuatro
Oβ-escaleras de P . Las escaleras del mismo color son opuestas entre sí. La
flechas indican la dirección de las escaleras.
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Observación 4.1. Un punto de P es un vértice de OβHpP q si, y sólo si,
es el ápice de al menos un Oβ-cuadrante P -libre. Recíprocamente, un punto
en el plano se encuentra en el interior de OβHpP q si, y sólo si, todos los
Oβ-cuadrantes con ápice en el punto contienen al menos un punto de P .

Decimos que un Oβ-cuadrante es maximal si su frontera conecta dos
elementos consecutivos de la secuencia de vértices de OβHpP q en orden de
aparición al recorrer una Oβ-escalera en su dirección correspondiente. Dos Oβ-
cuadrantes son opuestos si, luego de trasladarlos de forma que sus ápices se
encuentren en un mismo punto, sus rayos acotan ángulos opuestos. De forma
similar, decimos que dos Oβ-escaleras son opuestas, si fueron construidas
utilizando Oβ-cuadrantes opuestos. Es fácil ver que OβHpP q es disconexo si
la intersección de dos Oβ-cuadrantes maximales opuestos no es vacía. En este
caso decimos que los Oβ-cuadrantes se traslapan, y llamamos a su intersección
una región de traslape. Ver las regiones acotadas por rayas discontinuas en
las Figuras 4.1(b) y 4.2(b).

Observación 4.2. Las parejas de Oβ-escaleras que no son opuestas no
generan regiones de traslape. Además, sólo un par de Oβ-escaleras pueden
cortarse en un mismo valor de β.

DescribimosOβHpP q en términos de sus vértices y sus regiones de traslape.
De la Observación 4.1, el conjunto de vértices de OβHpP q es el conjunto
de elementos maximales de P bajo dominación vectorial [21]. Entonces, los
vértices pueden calcularse para un valor fijo de β en tiempo Θpn log nq y
espacio Opnq [86, 102]. Notemos que las Oβ-escaleras son monótonas respecto
de ambas rectas de Oβ (de no ser así no podrían acotar regiones Oβ-convexas),
por lo que un par de ellas se cortan a lo más un número lineal de veces. Por la
Observación 4.2, en un valor fijo de β hay a lo más un número lineal de regiones
de traslape. Por lo tanto, si los vértices de OβHpP q se ordenan a lo largo del
eje x o del eje y, podemos calcular el conjunto de regiones de traslape en
tiempo lineal. Tenemos entonces el siguiente teorema, donde la cota inferior
de tiempo Ωpn log nq viene del hecho de que CHpP q “ CHpOβHpP qq, de
forma que podemos calcular CHpP q a partir de OβHpP q en tiempo Opnq.

Teorema 4.1. Para un valor fijo de β, los conjuntos de vértices y regiones de
traslape de OβHpP q pueden calcularse en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

4.2.2. El barrido angular

El cierre Oβ-convexo de P se muestra en la Figura 4.4 en la configuración
inicial incremental, es decir, cuando β es igual a un ángulo βI “ 0` ε para
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un valor de ε lo suficientemente pequeño. Notemos que cada punto en P es el
ápice de un Oβ-cuadrante P -libre y por lo tanto, se encuentra contenido en
al menos una Oβ-escalera: tanto la Oβ-escalera superior-derecha como la Oβ-
escalera inferior-izquierda contienen a P , y las Oβ-escaleras superior-izquierda
e inferior-derecha están formadas respectivamente, por los puntos de P que
se encuentran más arriba y más abajo. También, las intersecciones entre las
Oβ-escaleras superior-derecha e inferior-izquierda generan un número lineal
de regiones de traslape.

Figura 4.4: La configuración inicial incremental.

Al realizar un barrido incremental (en el cual β es incrementado desde
0 hasta π), la configuración inicial incremental gradualmente se transforma
en la configuración inicial decreciente, donde β es igual a un valor βD “

π ´ ε para un valor lo suficientemente pequeño de ε (ver la Figura 4.5).
En esta configuración, las Oβ-escaleras superior-izquierda e inferior-derecha
contienen P y generan un número lineal de regiones de traslape, y las Oβ-
escaleras superior-derecha e inferior-izquierda contienen respectivamente, los
puntos de P con la coordenada y más grande y más pequeña. Claramente,
lo contrario también es cierto: desde la configuración inicial decreciente, un
barrido decreciente (en el que β se decrementa desde π hasta 0) transformará
gradualmente OβDHpP q en OβIHpP q.

Figura 4.5: La configuración inicial decreciente.

Entre configuraciones iniciales, reconocemos cuatro tipos de eventos que
modifican los conjuntos de vértices y regiones de traslape de OβHpP q. Un
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evento de inserción (borrado) ocurre cuando un vértice entra (sale) de una
Oβ-escalera. En un evento de traslape (liberación), una región de traslape es
creada (destruida).

Notemos que un vértice deja (entra a) la misma Oβ-escalera a lo más una
vez, y entonces, hay en total un número lineal de eventos de inserción y de
borrado. De la Observación 4.2, entre βI y βD siempre hay un intervalo φ “
rβ1, β2s tal que, para cualquier β P φ, el cierre Oβ-convexo de P no contiene
regiones de traslape. Consideremos los intervalos angulares φI “ rβI , βN1s y
φD “ rβN2 , βDs. Un barrido angular en φI resulta en un número lineal de
eventos de liberación causados por la eliminación de todas las regiones de
traslape que están presentes en la configuración inicial incremental. Ya que
todo vértice soporta a lo más dos Oβ-cuadrantes maximales, un número lineal
adicional de eventos de traslape son generados por los eventos de vértice y
por lo tanto, el número de eventos de traslape en φI es Opnq. Utilizando el
mismo argumento en φD, contamos un número lineal de estos eventos durante
un barrido angular.

Lema 4.1. Hay Opnq eventos durante un barrido angular.

Mostramos ahora cómo calcular la secuencia creciente de ángulos que
indican los eventos de vértice y de traslape durante un barrido angular.

Eventos de inserción y de borrado. El conjunto de vértices de OβHpP q
en la Oβ-escalera superior-derecha tiene un orden total que, para cualquier
valor de β, está dado por el orden de aparición de los vértices al recorrer la
escalera en su dirección. En la configuración inicial, el orden está dado por la
secuencia p1, . . . , pn de puntos de P etiquetados en orden vertical creciente.

Consideremos el conjunto αpP q “ tα1, . . . , αn´1u donde por cada αi, la
pendiente de la recta que pasa por pi y pi`1 es igual a tanpαiq. En un barrido
incremental, el primer punto que deja la Oβ-escalera superior-derecha es pi:
Para cada β ą αi, un Oβ-cuadrante con ápice sobre pi no es P -libre. Éste no
es el caso para los puntos que corresponden a cualquier αj tal que αj ą αi y
αj ą β. Ver la Figura 4.6.

Para calcular el siguiente valor de β donde un punto dejará la Oβ-escalera
superior-derecha, eliminamos αi de αpP q, actualizamos αi´1 con el ángulo
donde la pendiente de la recta que pasa por pi´1 y pi`1 es igual a tanpαi´1q,
y calculamos el nuevo elemento más pequeño de αpP q. Repitiendo recursiva-
mente este procedimiento podemos obtener todos los eventos de borrado que
corresponden a la Oβ-escalera superior-derecha.
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αi

pi+1

αi+1

pi

pi−1

αi−1

Figura 4.6: Eventos de inserción y borrado para la Oβ-escalera superior-derecha.

Lema 4.2. Los eventos de inserción y de borrado pueden calcularse en tiempo
Opn log nq y espacio Opnq.

Demostración. Almacenamos los puntos de P en un árbol binario balanceado
que permita hacer búsquedas utilizando las coordenadas en el eje y, y el
conjunto αpP q en una pila de prioridad. Por el Lema 4.1, el algoritmo descrito
anteriormente consume Opn log nq tiempo y Opnq espacio para calcular los
conjuntos de eventos de inserción y de borrado asociados con la Oβ-escalera
superior-derecha. Considerando los ángulos que se muestran en la Figura 4.7,
un algoritmo similar puede utilizarse para obtener los eventos correspondientes
a lasOβ-escaleras restantes con la misma complejidad en tiempo y espacio.

αi,superior-derecho

pi+1

pi

αi,superior-izquierdo

αi,inferior-izquierdo

αi,inferior-derecho

pi−1

Figura 4.7: Ilustración del Lema 4.2.

Eventos de traslape y liberación. Sean Qr y Ql respectivamente, dos
Oβ-cuadrantes maximales superior-derecho e inferior-izquierdo. Supongamos
que Qr está soportado por los vértices pj , pj`1 y Ql por los vértices pk, pk`1.
También, asumamos que los puntos de soporte están etiquetados de acuerdo
al orden total de sus escaleras correspondientes (ver la Figura 4.8).
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pj

pj+1

pk+1

pk

Figura 4.8: Una región de traslape (acotada con líneas discontinuas) generada por
la intersección entre dos Oβ-cuadrantes maximales superior-derecho e inferior-
izquierdo.

El evento de traslape completo de la región de traslape definida por Qr
y Ql es el ángulo ω para el cual la pendiente de la recta que pasa por pj`1

y pk`1 es igual a tanpωq. Si los puntos de soporte no dejan sus escaleras
respectivas, este evento indica el valor de β donde la región de traslape deja
de existir.

Sea ωpP q el conjunto de eventos de traslape de todas las regiones de
traslape en la configuración inicial incremental, y αdpP q el conjunto de todos
los eventos de borrado que corresponden a los vértices de las Oβ-escaleras
superior-derecha e inferior-izquierda. Sean ωm y αm los valores más pequeños
en ωpP q y αdpP q, respectivamente. Al realizar un barrido incremental, para
obtener el primer evento de liberación debemos tratar los siguientes casos:

1. El ángulo αm corresponde a un punto de soporte, y αm ď ωm. En
este caso, αm necesita ser procesado y ωpP q necesita ser actualizado.
Al eliminar un punto de soporte, a lo más terminan dos regiones de
traslape (dos eventos de liberación son agregados a ωpP q), y a lo más
se genera una nueva región de traslape (un evento de traslape y un
evento de traslape completo son agregados a ωpP q). Luego de actualizar,
recalculamos ωpP q y ωm y αm, y el proceso se repite.

2. αm no corresponde a un punto de soporte. En este caso, ωm es el primer
evento de liberación.

Para calcular el siguiente evento de liberación. debemos eliminar el evento
de liberación actual de ωpP q, y recalcular ωm como describimos anteriormente.
Una repetición recursiva de estos pasos nos permite obtener todos los eventos
de liberación generados por intersecciones entre las Oβ-escaleras superior-
derecha e inferior-izquierda.



CAPÍTULO 4. CIERRE Oβ-CONVEXO 72

Lema 4.3. Los eventos de traslape y liberación pueden calcularse en tiempo
Opn log nq y espacio Opnq.

Demostración. Supongamos que almacenamos los puntos de P en un árbol
balanceado de búsqueda ordenados de acuerdo con su coordenada en el eje
Y , y los conjuntos αdpP q y ωpP q en listas de prioridad. Por el Lema 4.1, el
algoritmo que describimos anteriormente consume tiempo Opn log nq y espacio
Opnq para calcular los conjuntos de eventos de traslape y liberación asociados
con la Oβ-escalera superior-derecha e inferior-izquierda. Podemos usar un
algoritmo similar para obtener los eventos asociados con las Oβ-escaleras
superior-izquierda e inferior-derecha con las mismas complejidades en tiempo
y espacio.

Mantenimiento de OβHpP q. Considerando los resultados mencionados
anteriormente, el mantenimiento de OβHpP q es directo:

1. Calculamos todos los eventos de vértice y de traslape, para almacenarlos
en una lista ordenados por aparición durante un barrido incremental.

2. Calculamos OβIHpP q. Los órdenes totales de los vértices de las cuatro
Oβ-escaleras deben almacenarse en árboles balanceados. El conjunto
de regiones de traslape puede almacenarse en cualquier estructura de
datos de acceso constante (como por ejemplo, una tabla hash).

3. Simulamos el barrido angular recorriendo la lista de eventos. En cada
evento de inserción y borrado, actualizamos el conjunto de vértices que
corresponda. En cada evento de traslape y liberación actualizamos el
conjunto de regiones de traslape.

Por los Lemas 4.2 y 4.3, podemos calcular los conjuntos de eventos de
vértice y traslape utilizando tiempo Opn log nq y espacio Opnq. Ya que tenemos
un número lineal de elementos en cada conjunto, podemos mezclarlos para
formar un conjunto ordenado en tiempo Opn log nq. Entonces, el Paso 1 se
realiza en tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

Usando el Teorema 4.1, nos toma tiempo Opn log nq y espacio Opnq
calcular OβHpP q para cualquier valor fijo de β. Cada Oβ-escalera contiene
a lo más n elementos y por lo tanto, para almacenar sus órdenes totales en
árboles balanceados de búsqueda necesitamos tiempo Opn log nq. Utilizando
una tabla hash, podemos inicializar el conjunto de regiones de traslape en
tiempo Opnq. Por lo tanto, el Paso 2 puede realizarse en tiempo Opn log nq y
espacio Opnq.
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En cada evento de inserción y borrado, podemos actualizar el conjunto
correspondiente de elementosOβ-maximales en tiempoOplog nq por operación.
Las actualizaciones en el conjunto de regiones de traslape se pueden realizar en
tiempo constante, así que el Paso 3 puede realizarse en tiempo Opn log nq. De
este análisis obtenemos que podemos calcular y mantener OβHpP q durante
un barrido angular en tiempo Opn log nq y espacio Opnq. Por el Teorema 4.1
la complejidad en tiempo es óptima.

Teorema 4.2. Se puede calcular y mantener OβHpP q mientras β varía desde
0 hasta π en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

4.3. Aplicaciones en optimización

En esta sección extendemos los resultados de la Sección 4.2 para resolver
problemas relacionados de optimización. Tratamos primero el problema de
maximizar el área y el perímetro de OβHpP q (Secciones 4.3.1 y 4.3.2, respec-
tivamente), y después el problema de ajustar una poligonal con dos codos a
un conjunto de puntos (Sección 4.3.3).

4.3.1. Optimización del área.

En esta sección resolvemos el siguiente problema:

Problema del área máxima. Dado un conjunto P de n puntos en el plano,
calcular el valor de β tal que el cierre Oβ-convexo de P tiene área máxima.

Sea tβ1, . . . , βOpnqu la secuencia de eventos de vértice y de traslape, or-
denados por aparición durante un barrido incremental. Siguiendo la línea
de Bae et al. [22] (ver la Figura 4.9), expresamos el área de OβHpP q para
cualquier valor de β P rβi, βi`1q como

áreapOβHpP qq “ áreapPpθqq ´
ÿ

i

áreap4ipθqq `
ÿ

j

áreap jpβqq, (4.1)

donde Ppβq denota el polígono simple que tiene los mismos vértices que
OβHpP q y una arista conectando dos vértices si son elementos consecutivos
en una Oβ-escalera. El término 4ipβq es el i-ésimo triángulo definido por dos
vértices consecutivos en una Oβ-escalera, y jpβq es la j-ésima región de
traslape definida por la intersección de dos Oβ-escaleras opuestas.

Nuestro enfoque general es mantener los términos de la Ecuación (4.1)
durante un barrido angular completo. Primero calculamos el valor óptimo
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Figura 4.9: El área de OβHpP q. El polígono Ppθq está acotado por las líneas
punteadas. Un triángulo 4ipθq y dos paralelogramos jpβq se muestran en
color azul.

de β en el intervalo rβ1, β2q. Después recorremos la secuencia de eventos,
actualizando los términos afectados en la Ecuación (4.1) en cada evento. Al
mismo tiempo, calculamos el ángulo que localmente maximiza el área en el
intervalo rβi, βi`1q. En cada actualización, mantenemos el óptimo local sólo
si el valor previo del área es mejorado.

El polígono Ppθq. Para cualquier valor fijo de β, el polígono puede ser
construido a partir de los vértices de OβHpP q en tiempo lineal. Una vez
construido, nos toma una segunda pasada lineal calcular su área. Durante un
intervalo entre eventos el área de Ppθq no cambia. Ya que el polígono Ppθq
sólo depende de los vértices de OβHpP q, sólo es modificado en eventos de
inserción y borrado. Cada evento puede ser procesado en tiempo constante:
el área de un triángulo tiene que ser sumada (evento de borrado) o restada
(evento de inserción) del valor previo del área de Ppθq. Ver la Figura 4.10.

Los triángulos 4ipθq. Un triángulo es definido por un par de vértices
consecutivos Ppθq. Si consideramos una Oβ-escalera superior-derecha, el área
de 4ipθq está acotada por una recta que pasa por pi y pi`1, una recta
horizontal que pasa por pi, y una recta con pendiente tanpβq que pasa por
pi`1. En este contexto, el área de 4ipθq está dada por

áreap4ipθqq “
ˇ

ˇpxi ´ xi`1qpyi`1 ´ yiq ` pyi`1 ´ yiq
2 cotpβq

ˇ

ˇ

“ |ai ˘ bi cotpβq| , (4.2)

donde pxi, yiq y pxi`1, yi`1q son respectivamente las coordenadas de los puntos
pi y pi`1 y por lo tanto, ai y bi son constantes.
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p

(a)

p

(b)

Figura 4.10: Actualización de áreapPpθqq. (a) El vértice p dejará la Oβ-escalera
superior-derecha en un barrido incremental. (b) El área de un triángulo tiene
que ser sumada al área de Ppθq después del evento de borrado, cuando p ya no
es un vértice.

p

(a)

p

(b)

Figura 4.11: Actualizando el término
ř

i áreap4ipθqq. (a) El punto p dejará la
Oβ-escalera superior-derecha durante un barrido incremental. (b) Cuando p ya
no es un vértice, dos triángulos son borrados, y se crea un nuevo triángulo.

El término
ř

i áreap4ipθqq está afectado por eventos de inserción y borrado
y, en cada evento, necesita ser modificado un número constante de veces. Ya
que cada vértice de OβHpP q soporta a lo más dos Oβ-cuadrantes maximales,
en cada evento de borrado son eliminados dos triángulos y se agrega un
triángulo. Lo contrario sucede en los eventos de inserción. Ver la Figura 4.11.

Las regiones de traslape jpβq. Una región de traslape es definida por
dos pares de vértices consecutivos de OβHpP q que pertenecen a Oβ-escaleras
opuestas. Las regiones de traslape están acotadas por paralelogramos con
lados paralelos a las rectas en Oβ. Si consideramos dos Oβ-escaleras, una
superior-derecha y otra inferior-izquierda, que se cortan como se muestra en
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la Figura 4.12, el área del paralelogramo está dada por

áreap jpβqq “ |pxk`1 ´ xi`1qpyk ´ yiq ` pyk`1 ´ yi`1qpyk ´ yiq cotpβq|

“ |aj ˘ bj cotpβq| , (4.3)

donde pi “ pxi, yiq, pi`1 “ pxi`1, yi`1q,pk “ pxk, ykq, y pk`1 “ pxk`1, yk`1q

son los vértices que soportan los Oβ-cuadrantes maximales que se traslapan
y por lo tanto, ai y bi son constantes.

pj

pj+1

pk+1

pk

(a)

pj

pk+1

pk

pj+1

pj+2

(b)

Figura 4.12: Una región de traslape es eliminada porque el vértice pj`1 deja la
Oβ-escalera superior-derecha durante un barrido incremental.

El término
ř

j áreap jpβqq está afectado por todos los tipos de eventos.
Los eventos de traslape y liberación requieren que una sola región de traslape
sea agregada o eliminada. En los eventos de inserción y borrado, a lo más se
crean o se destruyen dos nuevas regiones de traslape.

Caracterización. Antes de describir nuestro algoritmo, en los siguientes
lemas respondemos algunas preguntas básicas sobre el comportamiento de
áreapOβHpP qq. Los Lemas 4.4 y 4.5 implican que no es posible restringir
el número de ángulos candidatos que optimizan el área. Por otra parte, el
Lema 4.6 nos dice que el ángulo de área máxima es de hecho un evento.

Lema 4.4. Para toda β0 P p0, πq hay un conjunto de puntos P tal que

máx
β

áreapOβHpP qq ‰ áreapOβ0HpP qq.

Demostración. Consideremos el sistema coordenado formado por Oβ0 . Co-
loquemos un punto sobre los semiejes y`, y´, y x`, y un punto sobre el
segundo cuadrante, como se muestra en la Figura 4.13(a). Notemos que
áreapOβHpP qq “ 0 para toda β ď β0 (Figura 4.13(b)), y existe al menos un
ángulo β1 ą β0 tal que áreapOβ1HpP qq ‰ 0 (Figura 4.13(c)). Entonces, β0

no puede ser el ángulo de área máxima.
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β0

(a) (b) (c)

Figura 4.13: Ilustración del Lema 4.4. (a) El conjunto de puntos, (b)
áreapOβHpP qq “ 0 cuando β ď β0, (c) áreapOβHpP qq ‰ 0 en algún β ą β0.

Lema 4.5. Para cualquier β0, β1 P p0, πq existe un conjunto de puntos P tal
que áreapOβpP qq tiene máximos locales en β0 y β1.

Demostración. Sean `0 una recta con pendiente tanpβ0q y `1 una recta con
pendiente tanpβ1q. Sin pérdida de generalidad supongamos que β0 ă β1. Sean
pl, pr, pt, y pc los puntos ubicados respectivamente, en las esquinas izquierda,
derecha, superior, y en el interior del triángulo acotado por el eje x, `0, y `1.
Ver la Figura 4.14.

βlc

β0

βct

β1

βrcpl

pt

pc

pr

Figura 4.14: La configuración de puntos.

Consideremos los ángulos βlc, βct, y βrc que se muestran en la Figura 4.14.
Notemos que βlc ă β0 ă βct ă β1 ă βrc. Utilizando un barrido desde la
configuración inicial incremental el primer evento de liberación es βlc. A
partir de aquí, el área de OβHpP q es el área de un paralelogramo lc de
altura constante, así que la base de lc y el área de OβHpP q aumentan o
disminuyen simultáneamente mientras β cambia. Mientras β cambia desde
βlc hasta β0, la base de lc aumenta hasta β0, donde hay un máximo local.
Entonces, la base de lc disminuye desde β0 hasta βct, para aumentar de
nuevo desde βct hasta β1. En β1 hay un segundo máximo local, ya que la
base de lc comienza a disminuir de nuevo después de β1 hasta el último
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evento de traslape en βrc, donde el área de OβHpP q es igual a cero. Ver la
Figura 4.15.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g)

Figura 4.15: Barrido incremental en el conjunto de puntos de la Figura 4.14. (a)
β “ β0 ´ ε. (b) Hay un máximo local en β “ β0. (c) β P pβ0, βctq. (d) Hay un
mínimo local en β “ βct. (e) β P pβct, β1q. (f) Hay un segundo máximo local en
β “ β1. (g) β “ β1 ` ε.

Lema 4.6. El área de OβHpP q alcanza su máximo en valores de β que
pertenecen a la secuencia de eventos.

Demostración. Consideremos el área de OβHpP q dada por la Ecuación (4.1).
Por las Ecuaciones (4.2) y (4.3), el área de OβHpP q puede reescribirse de la
siguiente manera:

áreapOβHpP qq “ áreapPpθqq ´
ÿ

i

áreap4ipθqq `
ÿ

j

áreap jpβqq

“ áreapPpθqq ´
ÿ

i

|ai ˘ bi cotpβq| `
ÿ

j

|aj ˘ bj cotpβq| .

(4.4)
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Si consideramos las diferentes configuraciones que definen un triángulo (ver
la Figura 4.16), podemos expresar |ai ˘ bi cotpβq| como ai ` bi cotpβq o bien
ai ´ bi cotpβq, según la configuración específica. Tenemos entonces que
ÿ

i

áreap4ipθqq “
ÿ

i

|ai ˘ bi cotpβq|

“
ÿ

i0

pai0 ` bi0 cotpβqq `
ÿ

i1

pai1 ´ bi1 cotpβqq “ a` b cotpβq.

pi

pi+1

β

(a)

pi

pi+1

β

(b)

Figura 4.16: Posiciones relativas entre los vértices del triángulo 4ipθq.

Podemos hacer un análisis de casos similar para las regiones de traslape,
para obtener de la Ecuación (4.3) una expresión con la forma c ` d cotpβq.
En un intervalo entre eventos P no cambia, y su área se mantiene constante.
Entonces, en un intervalo rβi, βi`1q podemos reescribir:

áreapOβHpP qq “ áreapPpθqq ´
ÿ

i

|aj ˘ bj cotpβq| `
ÿ

j

|aj ˘ bj cotpβq|

(4.5)

“ áreapPpθqq ´ pa` b cotpβqq ` pc` d cotpβqq

“ áreapPpθqq ` pc´ aq ` pd´ bq cotpβq

“ A`B cotpβq, (4.6)

donde A y B contienen la suma de todas las constantes de los términos en
la Ecuación (4.5). Notemos que la Ecuación (4.6) es monótona en cualquier
intervalo rβi, βi`1q, ya que es monótona en p0, πq. Dependiendo de los valores
particulares de A y B, áreapOβHpP qq puede ser no-decreciente o no-creciente.
Entonces, el máximo local es igual a βi o a βi`1.

El algoritmo de búsqueda. Describimos a continuación el algoritmo para
calcular el ángulo que optimiza el área.
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1. Recorremos la secuencia de eventos para identificar el primer evento
de liberación βd y el último evento de traslape βc. Restringimos la
secuencia de eventos para que inicie en βd y termine en βc, de forma
que OβHpP q tenga al menos una componente conexa en cada intervalo.
Los eventos ignorados no tienen ningún efecto en el resultado final, ya
que pertenecen a la configuración inicial (incremental o decreciente)
donde áreapOβHpP qq “ 0.

2. En el primer intervalo calculamosOβHpP q y utilizamos la Ecuación (4.1)
para calcular áreapOβHpP qq, manteniendo el ángulo βm de área máxi-
ma.

3. Recorremos la secuencia de eventos. En cada evento:

a) Actualizamos el conjunto de vértices y de regiones de traslape de
OβHpP q.

b) Procesamos cada evento actualizando la Ecuación (4.1) como
explicamos anteriormente.

c) Calculamos el ángulo βl que optimiza el área localmente. Reempla-
zamos el valor de βm con βl si áreapOβlHpP qq ą áreapOβmHpP qq.

Hay un número lineal de eventos en total, por lo que el Paso 1 toma tiempo
Opnq. La Ecuación (4.1) contiene a lo más un número lineal de términos,
ya que hay a lo más un número lineal de vértices y regiones de traslape.
Entonces, por el Teorema 4.1 y las discusiones anteriores, el Paso 2 toma
tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

De la Sección 4.2.2, las actualizaciones en el Paso 3a consumen tiempo
logarítmico. Cada evento resulta en un número constante de modificaciones
a la Ecuación (4.1), como describimos anteriormente en esta sección. Por el
Lema 4.6 podemos obtener el ángulo de área máxima en tiempo constante. Ya
que hay un número lineal de eventos, el Paso 3 se realiza en tiempo Opn log nq.
De este análisis obtenemos el siguiente teorema, donde la cota inferior de
tiempo se obtiene de mantener OβHpP q.

Teorema 4.3. Calcular el valor (o valores) de β P p0, πq tal que OβHpP q
tiene área máxima toma tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

4.3.2. Optimización del perímetro.

En esta sección resolvemos el siguiente problema:
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Problema del perímetro máximo. Dado un conjunto P de n puntos en
el plano, calcular el valor de β para el cual el cierre Oβ-convexo de P tiene
perímetro máximo.

El perímetro de OβHpP q está dado por la fórmula siguiente:

perpOβHpP qq “
ÿ

i

perp=ipβqq ´
ÿ

j

perp jpβqq ´
ÿ

k

perpåk pβqq, (4.7)

donde =ipβq y jpβq denotan los escalones y los paralelogramos definidos
por las escaleras respectivamente, y åk denota una de las (a lo más cuatro)
antenas de OβHpP q, es decir, el segmento de una Oβ-escalera que acota una
región de área cero de OβHpP q. Ver la Figura 4.9.

El mismo enfoque y prácticamente los mismos argumentos que utilizamos
para maximizar el área de OβHpP q pueden ser utilizados en este problema.
Siguiendo las mismas ideas, primero analizamos el cálculo y mantenimiento
de la Ecuación (4.7), y después presentamos adaptaciones de los Lemas 4.4
a 4.6 para finalizar con la descripción del algoritmo.

Los escalones =ipβq. Consideremos una Oβ-escalera superior-derecha (ver
Figura 4.11), el perímetro de =ipβq está dado por la Ecuación (4.8), donde
pi “ pxi, yiq y pi`1 “ pxi`1, yi`1q son los puntos que soportan el i-ésimo
escalón. Los vértices en las escaleras tienen coordenadas en y no-decrecientes,
por lo que ai siempre es positiva. Los eventos se procesan de la misma forma
en que procesamos los eventos en la sección anterior.

perp=ipβqq “ |pyi`1 ´ yiq cotpβq ` pyi`1 ´ yiq cscpβq ` pxi ´ xi`1q|

“ |ai pcotpβq ` cscpβqq ˘ bi| . (4.8)

Las regiones de traslape jpβq. Si consideramos un par de Oβ-escaleras
superior-derecha e inferior-izquierda como se muestra en la Figura 4.12, el
perímetro de una región de traslape está dada por la Ecuación (4.9). Las
constantes cj y dj son siempre positivas. Los eventos se procesan de la misma
forma que al actualizar las regiones de traslape para optimizar el área de
OβHpP q.

perp jpβqq “ |2pyi`1 ´ yk`1q cotpβq ` 2pyk ´ yiq cscpβq ´ pxi`1 ´ xk`1q|

“ |cj cotpβq ` dj cscpβq ˘ ej | . (4.9)
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Las antenas åk pβq. Una antena es un “semiescalón” en el extremo de
una Oβ-escalera. Al igual que los escalones y los triángulos, una antena
está definida por dos puntos Oβ-maximales consecutivos. Si consideramos
una Oβ-escalera superior-derecha, el perímetro de una antena está dado
por la Ecuación (4.10) si es el primer semiescalón de una escalera, y por
la Ecuación (4.11) si es el último semiescalón (ver la Figura 4.17). En am-
bas ecuaciones consideramos que pi “ pxi, yiq es el punto que soporta el
semiescalón correspondiente. La constante fk siempre es positiva.

perf påkq “ |pyi`1 ´ yiq cotpβq ` pxi ´ xi`1q|

“ |fk cotpβq ˘ gk| . (4.10)

perlpåkq “ pyi`1 ´ yiq cscpβq

“ fk cotpβq. (4.11)

Figura 4.17: Dos antenas: una en el primer segmento horizontal y la otra en el
último segmento no-horizontal de la Oβ-escalera superior-derecha.

Considerando el análisis por casos que hicimos en la sección anterior,
podemos reescribir las Ecuaciones (4.8) a (4.11) de la siguiente manera:

ÿ

i

perp=ipβqq “
ÿ

i

|ai cotpβq ` ai cscpβq ˘ bi|

“
ÿ

i0

ai0 cotpβq ` ai0 cscpβq ` bi0

`
ÿ

i1

ai1 cotpβq ` ai1 cscpβq ´ bi1

“ a cotpβq ` a cscpβq ` b. (4.12)
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ÿ

j

perp jpβqq “
ÿ

j

|cj cotpβq ` dj cscpβq ˘ ej |

“
ÿ

j0

cj0 cotpβq ` dj0 cscpβq ` ej0

`
ÿ

j1

cj1 cotpβq ` dj1 cscpβq ´ ej1

“ c cotpβq ` d cscpβq ` e. (4.13)

ÿ

k

perlpåkq “ |fk cotpβq ˘ gk|

“
ÿ

k0

fk0 cotpβq ` gk0 `
ÿ

k1

fk1 cotpβq ´ gk1

“ f cotpβq ` g, (4.14)

y utilizar las Ecuaciones (4.12) a (4.14) para reescribir la Ecuación (4.7) como
sigue:

perpOβHpP qq “
ÿ

i

perp=ipβqq ´
ÿ

j

perp jpβqq ´
ÿ

k

perpåk pβqq

“ pa` c` fq cotpβq ` pa` dq cscpβq ` pb` e` gq

“ A cotpβq `B cscpβq ` C. (4.15)

Notemos que todas las constantes de la Ecuación (4.15) que suman A y B
son siempre positivas. Además, en un intervalo hay a lo más cuatro antenas,
ya que cada una contiene los puntos de P con mayores y menores abscisas y
ordenadas (ver la Figura 4.17). Por lo tanto, el número de términos con el
que las antenas contribuyen a la Ecuación (4.7) es constante y, con excepción
de C, no modifican los signos originales de los demás términos.

Por simplicidad, ignoraremos las antenas en la optimización de OβHpP q,
utilizando una versión de la Ecuación (4.7) sin el término

ř

k perpåk pβqq.
Por la discusión anterior, ambas expresiones tienen máximos en los mismos
valores de β.

Caracterización. A continuación resolvemos preguntas sobre el compor-
tamiento de perpOβHpP qq similares a las que resolvimos con los Lemas 4.4
a 4.6 en la Sección 4.3. Específicamente, mostramos que el ángulo de perí-
metro máximo es un evento (Lema 4.9) y, además de ésta, no parece posible
establecer alguna otra restricción en los ángulos candidatos (Lemas 4.7 y 4.8).
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Lema 4.7. Para cualquier β0 P p0, πq, existe un conjunto de puntos tal que

máx
β

perpOβHpP qq ‰ perpOβ0HpP qq.

Demostración. Consideremos el sistema coordenado formado por Oβ0 . Colo-
camos un punto en el origen, y un punto en el segundo y cuarto cuadrantes,
como se muestra en la Figura 4.18(a). Ya que el conjunto de puntos es
monótono respecto de los ejes coordenados, Oβ0HpP q “ P . Por lo tanto,
perpOβ0HpP qq es igual a cero.

β0

(a) (b) (c)

Figura 4.18: Ilustración del Lema 4.7. (a) El conjunto de puntos. (b)
perpOβHpP qq “ 0 para β ď β0. (c) perpOβ0HpP qq ‰ 0 para algún β ą β0.

Notemos que perpOβHpP qq “ 0 para cualquier β ď β0 (Figura 4.18(b)),
y que existe al menos un β1 ą β0 tal que perpOβ1HpP qq ‰ 0 (Figura 4.18(c)).
Claramente, β0 no es el ángulo de máximo perímetro.

Lema 4.8. Para cualesquiera β0, β1 P p0, πq, existe un conjunto de puntos P
tal que áreapOβpP qq tiene un máximo local en β0 y β1.

Demostración. Sea 4t un triángulo agudo acotado por el eje x, y dos rectas
`tl, `tr con pendientes tanpβtlq y tanpβtrq, respectivamente. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que βtl ă βtr, y que el punto de intersección entre `tl
y `tr se encuentra en el semiplano y`.

Consideremos el conjunto P 1 “ tpl, pr, ptu de puntos ubicados respecti-
vamente, en los vértices izquierdo, derecho, y superior de 4t. Notemos que,
en cualquier posición inicial, el perímetro de OβHpP 1q es constante e igual
a la longitud de la base de 4t. Realizando un barrido incremental, desde
βtl hasta βtr el perímetro está formado adicionalmente por el segmento de
recta `t,b que conecta pt y un punto pb que recorre la base de 4t desde pl
hasta pr. Durante este intervalo, tanto `t,b como el perímetro de OβHpP 1q
aumentan o disminuyen simultáneamente mientras β cambia. En estas con-
diciones, el perímetro de OβHpP 1q tiene un mínimo local en β “ π

2 y por
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lo tanto, un máximo local en βtl (perpOβtlHpP 1qq ą perpOβtl´εHpP 1qq) y un
segundo máximo local en βtr (perpOβtrHpP 1qq ą perpOβtr`εHpP 1qq). Ver la
Figura 4.19.

βtl
pl

pt

pr

(a)

pl

pt

pr

(b)

βtr
pl

pt

pr

(c)

Figura 4.19: (a) y (c) Máximos locales en βtl y βtr. (b) Un mínimo local en π
2 .

Sean 4b un segundo triángulo agudo acotado por el eje x, y un segundo
par de rectas `bl, `br con pendientes tanpβblq y tanpβbrq que pasan por pl
y pr, respectivamente. Los ángulos son tales que βbl ą βbr, y el punto de
intersección pb entre `bl y `br se encuentran en el semiplano Y ´. Notemos
que, si agregamos pb al conjunto P 1, el argumento anterior es válido para 4t

y 4b, de forma que el perímetro de OβHpP 1q tiene ahora máximos locales en
βtl, βtr, βbl, y βbr. Ver la Figura 4.20.

βtl

βbl

βbr

pl

pt

pr

pb

βtr

Figura 4.20: Los ángulos con máximos locales.

Dados los ángulos β0 y β1, construimos el conjunto de puntos que descri-
bimos anteriormente. En esta construcción, βtl ď π

2 ă βtr y βbl ą π
2 ě βbr.

Asignamos valores a los ángulos βtl, βtr, βbl, βbr de forma que dos de ellos
sean iguales que β0 y β1 según corresponda con los casos tβ0, β1u ă

π
2 ,

tβ0, β1u ą
π
2 , β0 ď

π
2 ă β1 y β0 ą

π
2 ě β1. El perímetro de OβHpP 1q tendrá

máximos locales en β0 y β1.

Lema 4.9. El perímetro de OβHpP q alcanza su máximo en valores de β que
pertenecen a la secuencia de eventos.
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Demostración. Por la Ecuación (4.15) sabemos que el perímetro de OβHpP q
está dado por la siguiente ecuación:

perpOβHpP qq “ A cotpβq `B cscpβq ` C,

donde A,B ě 0. Buscando puntos críticos en esta expresión, llegamos a

cospβq “ ´
A

B
, (4.16)

donde β ‰ 0, π. Al analizar las posible raíces en la Ecuación (4.16), tenemos
los siguientes casos:

1. A ą B. No hay raíces en este caso, ya que A
B ą 1. La función perímetro

es monótona en un intervalo entre eventos.

2. A “ B. De nuevo no hay raíces en este caso, ya que β no puede ser
igual que 0 o π. La función perímetro es de nuevo monótona en un
intervalo entre eventos.

3. A ă B. Hay una raíz en β “ cos´1p´A
B q, ya que A y B son siempre

positivos y diferentes de cero. En un intervalo entre eventos tenemos
un punto de inflexión, así que hay dos máximos locales o dos mínimos
locales, ambos ubicados en los extremos del intervalo.

El algoritmo de búsqueda. Buscaremos los ángulos que maximizan el
perímetro de la misma forma en que buscamos los ángulos que maximizan el
área. Primero calculamos la lista de eventos, después obtenemos el ángulo
de máximo perímetro en el primer intervalo, y finalmente repetimos este
proceso en los intervalos restantes. Mientras recorremos la lista de eventos,
actualizamos el ángulo óptimo sólo si el valor previo del perímetro es mejorado.
Un análisis de complejidad similar también es válido.

Teorema 4.4. Calcular los valores de β P p0, πq para los cuales OβHpP q
tiene perímetro máximo toma Opn log nq tiempo y Opnq espacio.

4.3.3. El problema del p2, βq-ajuste no orientado

Para k ě 1, θ P r0, πq, y β P p0, πq, una cadena pk, βq-poligonal con orien-
tación θ, Ck,βpθq, es una cadena con 2k´ 1 eslabones alternantes consecutivos
con pendientes tanpθq y tanpθ ` βq tal que los eslabones de los extremos
son rayos con pendiente tanpθq. Denotemos con `i,βpθq la recta que pasa por
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pi P P con pendiente tanpθ ` βq. La distancia de ajuste entre pi y Ck,βpθq
está dada por la expresión

df ppi, Ck,βpθqq “ min
pP`i,βpθqXCk,βpθq

dppi, pq,

donde dppi, pq representa la distancia euclidiana entre pi y p. La tolerancia
de Ck,βpθq con respecto de P es la distancia máxima de ajuste entre Ck,βpθq
y los elementos de P , es decir

µpCk,βpθq, P q “ máx
piPP

df ppi, Ck,βpθqq.

El problema del pk, βq-ajuste para P con el criterio Min-Max consiste en en-
contrar una cadena poligonal Ck,βpθq que minimiza la tolerancia µpCk,βpθq, P q.
Ver la Figura 4.21.

Teorema 4.5 (Díaz-Báñez et al. [54]). El problema del
`

2, π2
˘

-ajuste puede
resolverse en tiempo Θpn log nq y espacio Opnq.

Consideramos el caso en el que θ tiene un valor constante, digamos 0,
y queremos encontrar la cadena C2,βp0q “ C2,β que minimiza la tolerancia.
Formalmente, resolvemos el siguiente problema.

Problema del p2, βq-ajuste no orientado. Dado un conjunto P de n
puntos en el plano, calcular la cadena poligonal C2,β tal que µpC2,β, P q tiene
valor mínimo.

Consideremos el algoritmo utilizado en [54] para obtener la cota de tiempo
Opn log nq para el problema del

`

2, π2
˘

-ajuste que es usada para demostrar el
Teorema 4.5. El cierre Oπ

2
-convexo de P es utilizado como una herramienta

para resolver el problema en tiempo Oplog nq para un valor fijo de θ en un
intervalo cerrado de orientaciones rθi, θi`1s. Se crea una secuencia de eventos
de un número lineal de intervalos de orientaciones para mantener Oπ

2
HpP q

mientras θ crece desde 0 hasta 2π.
Para resolver el problema del p2, βq-ajuste no orientado podemos seguir

exactamente las mismas técnicas. Sugerimos al lector la referencia [54] para
ver los cambios evidentes que deben hacerse para utilizar una estructura
diferente. Más concretamente, la estructura Oπ

2
HpP q es reemplazada por

OβHpP q, que también necesita mantener un número lineal de eventos de
intervalo rβi, βi`1s, y donde el barrido angular se realiza en β. Entonces,
podemos reescribir los Lemas 3 y 4 en [54] de la siguiente forma:
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(i) Dado un valor β P rβi, βi`1s, la solución óptima del problema del p2, βq-
ajuste para β está definida por la recta `i,β con pendiente tanpβq que
pasa por un punto pi de P que nos da una bipartición de P .

(ii) La solución óptima del problema del p2, βq-ajuste para un intervalo de
eventos rβi, βi`1s ocurre en uno de los extremos del intervalo, es decir,
en βi o βi`1, o en un valor β0 P rβi, βi`1s cuando la tolerancia izquierda
y derecha son iguales.

Usando las propiedades (i), (ii) y siguiendo el algoritmo de mantenimiento
de OβHpP q, el problema se resuelve como describimos a continuación:

Algoritmo p2, βq-ajuste no orientado

1. Calcular el error de tolerancia óptimo en el primer intervalo entre
eventos.

2. Recorrer la secuencia de eventos, obteniendo el error óptimo de
tolerancia en cada intervalo.

3. Actualizar la solución anterior sólo cuando es mejorada.

El enfoque y argumentos utilizados en el Teorema 4.5 siguen siendo válidos
en el caso del problema del p2, βq-ajuste no orientado (ver la Figura 4.21).
Como consecuencia, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.6. El problema del p2, βq-ajuste no orientado puede resolverse
en tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

4.4. Conclusiones

Hemos presentado un algoritmo para mantener el cierre Oβ-convexo
de un conjunto de puntos en el plano mientras β cambia desde 0 hasta
π, y extendimos este resultado para resolver problemas relacionados de
optimización. Consideramos los problema de maximizar el área y el perímetro
de OβHpP q, y consideramos una variación del problema del 2-ajuste estudiado
en [54]. En nuestra versión, la curva de ajuste es una poligonal alternante
con segmentos que forman un ángulo β.

Una extensión natural de este trabajo es reemplazar Oβ con un conjunto O
que contenga más de dos rectas. Podemos obtener diferentes variantes pueden
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Figura 4.21: La cadena poligonal C2,β y el cierre Oβ-convexo de P .

al restringir las orientaciones o el número de rectas en O. En particular, la
caracterización de las funciones de área y perímetro en cada variante parecen
ser problemas interesantes y no triviales.

Al igual que el cierre convexo ortogonal, el cierre Oβ-convexo puede
utilizarse como separador o una curva envolvente. Ya que siempre se encuentra
contenido en el cierre convexo estándar (y por lo tanto, en otras curvas
envolventes tradicionales), también es relevante para aplicaciones donde se
requiere que el separador o la curva de contención tengan área mínima.
Finalmente, notemos que podemos extender fácilmente los resultados de la
Sección 4.2 para optimizar el número de vértices de OβHpP q, manteniendo
el número de vértices en cada intervalo entre eventos. Sin mucho esfuerzo,
el enfoque y argumentos de Alegría-Galicia, Seara y Urrutia [19] pueden
extenderse al caso de la Oβ-convexidad, y aplicarse a problemas relacionados
con la contención entre cierres Oβ-convexos de puntos coloreados.



Capítulo 5

Captura de puntos con un
polígono

En este capítulo estudiamos el problema de rotar un polígono simple hasta
que contenga el máximo número de elementos de un conjunto de puntos,
ambos en el plano.

Consideramos variantes de este problema en las que el centro de rotación
debe encontrarse en un punto dado, un segmento, una recta, o una cadena
poligonal. Resolvemos también una extensión en 3D en la que rotamos un
poliedro alrededor de un punto dado hasta que contenga el máximo número
de elementos de un conjunto de puntos en el espacio.

90
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5.1. Introducción

Sean P un polígono simple con m vértices, y S un conjunto de n puntos en
posición general, ambos en el plano. En este capítulo estudiamos el problema
de calcular el ángulo por el que debemos rotar P para que contenga el máximo
número de puntos de S. Consideramos variantes de este problema en el plano
y en el espacio. Llamamos a estas variantes la familia de problemas de Máxima
Cobertura bajo Rotación (MCR). Definimos a continuación los problemas de
esta familia que resolveremos a lo largo de este capítulo:

Problema de Máxima Cobertura bajo Rotación con centro Fijo
(MCR-F). Dado un punto r en el plano, calcular el ángulo θ P r0, 2πq tal
que, después de rotar P alrededor de r por θ en sentido horario, el número
de puntos de S contenidos en P es el máximo1.

Problema de Máxima Cobertura bajo Rotación con centro Restrin-
gido a un Segmento (MCR-RS). Dado un segmento de recta `, encontrar
un punto r P ` y un ángulo θ P r0, 2πq tal que, luego de rotar P alrededor de
r por θ en sentido horario, el número de puntos de S contenidos en P es el
máximo.

Adicionalmente, comenzamos el estudio de estos problemas en 3D con la
siguiente versión del problema MCR-F:

Problema de Máxima Cobertura bajo Rotación en 3D con centro
Fijo (MCR-F3D). Dado un punto r, un poliedro P y un conjunto de
puntos S en R3, calcular el azimut y la altitud pθ, ϕq P r0, 2πs ˆ r´π, πs que
dan la dirección en la esfera unitaria tal que, luego de rotar P llevando el
eje z hacia esa dirección, el número de puntos de S contenidos en P es el
máximo.

Mostramos que el problema MCR-F es 3SUM-hard [67], es decir, que
resolver este problema en tiempo Opn2´Op1qq implica la existencia de un algo-
ritmo con la misma complejidad para resolver el problema 3SUM2. Después,
presentamos dos algoritmos para resolver el problema MCR-F: el primero
consume tiempo Opnm logpnmqq y espacio Opnmq, y el segundo toma tiempo
Oppn` kq log n`m logmq y espacio Opn`m` kq, donde k “ Opnmq. Des-

1Al resolver este problema, en lugar de girar P en sentido horario, giramos equivalente-
mente los puntos de S en sentido antihorario.

2Actualmente se conjetura que un algoritmo con esa complejidad no existe ni siquiera
en tiempo esperado [84].
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cribimos también un algoritmo para resolver el problema MCR-RS en tiempo
Opn2m2 logpnmqq y espacio Opn2m2q. Este algoritmo puede ser extendido
fácilmente para resolver una variante del problema MCR-RS en la que r se
encuentra sobre una recta. Finalmente, resolvemos el problema MCR-F3D en
tiempo Opn2m2 logpnmqq y espacio Opn2m2q extendiendo las técnicas para
resolver el problema MCR-F.

5.2. Máxima cobertura con centro fijo

En esta sección estudiamos el problema de máxima cobertura bajo rotación
con centro fijo. Dado un punto r en el plano y un punto p P S, sea Cpprq
el círculo con centro r y radio |rp|. Si rotamos S en sentido antihorario
alrededor de r, Cpprq es la curva descrita por p durante una rotación de 2π
de S alrededor de r. Los extremos de los arcos circulares que resultan de
cortar P y Cpprq determinan los ángulos de rotación donde p entra (evento de
entrada) y sale (evento de salida) de P . En el peor caso, el número de estos
eventos por elemento de S es Opmq, como se muestra en la Figura 5.1. Si
consideramos todos los puntos de S podemos tener a lo más Opnmq eventos.

p

Figura 5.1: Un polígono con forma de peine puede generar Ωpmq eventos de
entrada y salida por cada punto de S.

5.2.1. Reducción a 3SUM-hard

Ahora mostramos que el problema MCR-F es 3SUM-hard, por una reduc-
ción del problema Contención entre Puntos y Segmentos : Dado un conjunto
A de n números reales y un conjunto B de m “ Opnq intervalos disjuntos
por pares en el eje real, ¿existe un número real u tal que A` u Ď B? Se sabe
que este problema es 3SUM-hard [26].

Teorema 5.1. El problema MCR-F es 3SUM-hard.

Demostración. Sea I un intervalo del eje real que contiene el conjunto A de
puntos, y el conjunto B de intervalos que definen una instancia del problema



CAPÍTULO 5. CAPTURA DE PUNTOS CON UN POLÍGONO 93

Contención entre Puntos y Segmentos. Podemos envolver3 I en un círculo C
cuyo perímetro tiene longitud de al menos el doble de la longitud de I. Esto
efectivamente mapea los puntos de A y los intervalos de B a un conjunto A1

de puntos y un conjunto B1 de intervalos en C. Ver la Figura 5.2.
Claramente, encontrar una traslación (si existe) de los elementos de A

tal que A ` u Ď B, es equivalente a encontrar una rotación del conjunto
de puntos A1 alrededor del centro de C tal que todos los elementos de A1

son mapeados a puntos contenidos en los intervalos de B1. Para terminar la
reducción construimos un polígono como se muestra en Figura 5.2.

(a)

(b)

Figura 5.2: Envolviendo I de (a) el eje real hacia (b) un círculo C. Los intervalos
que forman B y B1 están resaltados con azul. Los elementos de A y A1 están
representados con puntos blancos. Los vértices adicionales que forman el polígono
son los puntos de intersección entre las tangentes C que pasan por los extremos
de cada intervalo de B1.

5.2.2. Un algoritmo que toma tiempo Opnm logpnmqq

A continuación presentamos un algoritmo de tiempo Opnm logpnmqq para
resolver el problema MCR-F (notemos que, por el Teorema 5.1 y la discusión
del último párrafo de la Sección 5.1, esta complejidad no está lejos de ser
óptima):

1. Intersección entre P y los círculos de rotación. Dado un punto
fijo r, calcular la intersección entre Cpj prq y P para todo pj P S. Cada
uno de esos puntos determina un ángulo de rotación de pj alrededor de

3Por envolver nos referimos a proyectar I en el circulo C, de forma que obtengamos un
arco cuya longitud es la misma que la longitud de I.
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r cuando pj entra o sale de P , ver Figura 5.3. Estos ángulos determinan
un conjunto de intervalos Ij “ tIj,1, . . . , Ij,mju cuyos extremos corres-
ponden a los ángulos de rotación (con respecto del rayo que emana
de r y pasa por pj) en el que pj entra o sale de P y, por lo tanto,
especifica los ángulos de rotación en los cuales pj se encuentra en el
interior de P , ver de nuevo la Figura 5.3. Sea I “ I1 Y ¨ ¨ ¨ Y In. El
conjunto de extremos de los intervalos en I puede ser ordenado en
tiempo Opmn logpmnqq.

x
y

Figura 5.3: Un evento de entrada en x (giro a la derecha), y un evento de salida
en y (giro a la izquierda).

2. Calcular el ángulo de cobertura máxima. Utilizando técnicas
estándar, podemos realizar un barrido en el conjunto I “ I1 Y ¨ ¨ ¨ Y In
como se muestra en la Figura 5.4.

0 2π

p1

pn

`

...

pj

... Ij,1 Ij,ij· · ·

Figura 5.4: La secuencia de eventos y la línea de barrido en el ángulo θ. Resaltado
con un círculo rojo, la intersección de la recta ` con el intervalo correspondiente
a p1 (donde p1 se encuentra en el interior de P ). Resaltado con un círculo azul,
la intersección de la recta ` con uno de los extremos de un intervalo de pn (un
evento de entrada).
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Durante el proceso de barrido, mantenemos el número de puntos de S
que se encuentran dentro de P . Si ocurre un evento de entrada o de
salida, este número es incrementado o decrementado por uno, respec-
tivamente. Al final del proceso de barrido, reportamos los intervalos
angulares donde el número es máximo.

Ya que la complejidad de nuestro algoritmo está dominada por el Paso 1,
que toma tiempo Opnm logpnmqq, concluimos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. El problema MCR-F puede resolverse en tiempo Opnm logpnmqq
y espacio Opnmq.

5.2.3. Un algoritmo sensible a la salida

Ahora mostramos que, al barrer el plano utilizando un círculo de barrido
con centro en r cuyo diámetro crece continuamente, es posible calcular más
eficientemente las intersecciones entre P y el conjunto de círculos de rotación.
La idea es mantener una lista de las aristas que cortan el círculo de barrido,
ordenadas por aparición a lo largo del círculo de barrido. Utilizando la misma
técnica que se muestra en la Figura 5.3, las aristas se etiquetan según el tipo
de evento que definen. Describimos el algoritmo a continuación.

1. Normalización de P . En los pasos siguientes suponemos que P no
tiene aristas que intersecan algún círculo con centro r más de una vez.
Podemos garantizar esta condición preprocesando P de la siguiente
manera: Para toda arista e “ uv de P , sea pe el punto de intersección
entre la recta ` que contiene e y la recta perpendicular a ` que pasa por
r. Si pe pertenece al interior relativo de e, dividimos e en las aristas
upe y pev. En el peor de los casos, dividimos cada arista de P en dos
partes. Ver la Figura 5.5.

2. Procesamiento de un vértice de P . Ordenar primero los vértices
de P y S de acuerdo con su distancia a r. Éste es el orden en el cual un
círculo de barrido con centro en r que crece continuamente encontrará
a los puntos.

Mientras el círculo de barrido crece, nos detenemos en cada vértice
pj de P . Cada vez que esto sucede, el número de intersecciones entre
Cpj prq y la frontera de P se incrementa o decrementa en dos. Podemos
mantener y actualizar la lista ordenada de aristas cortadas por Cpj prq
utilizando un árbol rojinegro en tiempo logarítmico. Esto nos permite
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u

r
v

Figura 5.5: Partiendo una arista de P .

calcular las intersecciones de Cpj prq en tiempo proporcional al número
de aristas. Es suficiente caminar a lo largo de la lista ordenada de
aristas cortadas por el círculo de barrido. Cada vez que el círculo de
barrido toca un elemento de S, el número y orden de las intersecciones
entre el círculo de barrido y las aristas de P se mantiene sin cambios.
Sin embargo, ya que los puntos de intersección cambian, debemos
recalcularlos cada vez que tocamos un punto de P o de S.

3. Cálculo de la secuencia de intervalos para cada elemento de S.
Ahora podemos calcular, con la misma complejidad, los intervalos en los
cuales Cpj prq cortan el interior de P . Notemos que estos intervalos no
son elementos de Ij , tienen que ser rotados de acuerdo con la posición
de pj respecto de r.

4. Construir la secuencia de eventos. Ya que por cada punto pj
de S calculamos la secuencia correspondiente de intervalos ordenados
Ij , mezclamos las (a lo más n) secuencias para formar la secuencia
completa de eventos.

El proceso de normalización toma tiempo Opmq. Ordenar los elementos
de S y los vértices de P por su distancia desde r toma tiempo Opn log nq
y Opm logmq, respectivamente. La lista ordenada de aristas que cortan el
círculo de barrido puede mantenerse en un árbol rojinegro de tamaño Opmq,
por lo que podemos procesar todos los vértices de P en tiempo Opm logmq.
Por otra parte, procesar todos los puntos de S nos toma tiempo Opkq,
donde k P Opnmq denota el número total de eventos de entrada y salida.
Finalmente, mezclar las Opnq secuencias de intervalos ordenados de forma
balanceada nos toma tiempo Opk log nq. Barremos entonces la lista mezclada
I1Y¨ ¨ ¨YIn en tiempo Opkq para obtener una solución a nuestro problema. La
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complejidad total en tiempo es Opn log n`m logm`k log nq. La complejidad
total en espacio es Opn`m` kq. Concluimos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. El problema MCR-F puede resolverse en tiempo Oppn `
kq log n ` m logmq y espacio Opn ` m ` kq, donde k P Opnmq denota el
número total de eventos de entrada y salida.

5.3. Máxima cobertura con centro restringido

En esta sección estudiamos el problema de máxima cobertura bajo rotación
con centro restringido a un segmento. Nuestro enfoque para resolver este
problema es caracterizar, para cada p de S, la intersección entre el polígono P
y el círculo de rotación Cpprq mientras el centro r de Cpprq se mueve a lo
largo del segmento ` “ ab desde a hasta b. Por simplicidad asumimos que a
se encuentra en el origen p0, 0q y b sobre en semieje positivo x`. Para cada
arista e “ uv de P , parametrizamos la intersección entre Cpprq y e utilizando
una función ω “ fpxq, donde x es la coordenada en x de r (que va desde
0 hasta b.x. la coordenada en x de b) y ω es el ángulo antihorario que es
barrido por el rayo ÝÑrp hasta que coincide con el rayo que parte de r y pasa
por el punto actual de intersección q de Cpprq y e (asumimos por el momento
que hay exactamente uno de estos puntos de intersección). Ver Figura 5.12.

Dejando los detalles para la Sección 5.3.4, obtenemos la siguiente expresión
de ω como una función de x:

ω “ arc cos

˜

γpxq ˘
a

δpxq

εpxq

¸

, (5.1)

donde γpxq, δpxq, y εpxq son polinomios de grados 2, 4, y 2, respectivamente.
El movimiento de r a lo largo de ` entonces corresponde al conjunto de
puntos px, ωq para el cual p toca la frontera de P . Por cada punto p P S, estos
puntos forman Opmq curvas que acotan una colección de regiones simples en
el plano x-ω; un punto px, ωq en cada una de estas regiones corresponde a
una rotación de p por un ángulo antihorario de tamaño ω con respecto del
centro de rotación en px, 0q, para el cual p se encuentra en el interior de P .
Notemos que, para cada punto p, los interiores de estas regiones son disjuntas
por pares, mientras que sus fronteras pueden cortarse a lo más una vez en un
vértice común, ya que P es simple.
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5.3.1. Subdividiendo las aristas del polígono

Mencionamos anteriormente que, por conveniencia, subdividimos las aris-
tas del polígono P en sus puntos de intersección (si hay alguno) con el eje
x; así que, en adelante, asumimos que cada arista no tiene puntos en ambos
lados del eje x. Dividimos nuevamente las aristas para simplificar el cálculo
del ángulo ω en términos de las coordenadas en x del centro de rotación r
mientras se mueve a lo largo del segmento ab.

Marco teórico. Consideremos que estamos procesando el punto p P S, y
denotemos con Dpprq el disco cerrado acotado por Cpprq, donde r es un punto
en ab. En la Figura 5.7, asumimos que p se encuentra arriba del eje x donde
a.x ď p.x ď b.x (figura superior) o b.x ă p.x (figura inferior). Los casos
donde p.x ă a.x o p se encuentra debajo del eje x son simétricos. Los casos en
los que p se encuentra sobre el eje x son similares (ver las Figuras 5.9 y 5.10).
Además, el punto p1 simétrico de p respecto del eje x claramente coincide
con p si p se encuentra sobre el eje x. Finalmente, sea HL

p (resp. HR
p ) el

semiplano abierto del lado izquierdo (resp. derecho) de la línea perpendicular
al eje x que pasa por p. Es útil observar las propiedades siguientes.

Lema 5.1. Sea p un punto, y sean HL
p , HR

p , Cpprq, y Dpprq, para r P ab,
como las definimos anteriormente.

(i) Consideremos dos puntos cualesquiera r, r1 P ab con r ‰ r1. Si el punto p
se encuentra sobre el eje x, entonces los círculos Cpprq y Cppr1q se cortan
sólo en p. Si el punto p no se encuentra sobre el eje x, los círculos
Cpprq y Cppr1q se cortan en p y en la imagen simétrica p1 de p respecto
del eje x, y el segmento pp1 pertenece a Dpprq y a Dppr

1q.

(ii) Ź Para cada punto s en el interior de HL
p XDpprq, existe un único

círculo con centro en el eje x que pasa por p y s y su centro se
encuentra a la derecha de r;

Ź para cada punto t en HL
p ´Dpprq, hay un único círculo con centro

en el eje x que pasa por p y t tal que su centro se encuentra a la
izquierda de r.

Simétricamente,

Ź para cada punto s1 en el interior de HR
p X Dpprq, hay un único

círculo con centro en el eje x que pasa por p y s1 y su centro se
encuentra a la izquierda de r;
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Ź para cada punto t1 en HR
p ´Dpprq, hay un único círculo con centro

en el eje x que pasa por p y t1 tal que su centro se encuentra a la
derecha de r.

Demostración.

(i) Por la definición de los círculos Cpprq para toda r P ab, p pertenece a
cada uno de estos círculos.

Después, supongamos que p se encuentra sobre el eje x y suponemos por
contradicción que dos círculos Cpprq y Cppr1q con r ‰ r1 se cortan en un
punto p1 ‰ p. Entonces, r y r1 pertenecerían al bisector perpendicular
del segmento pp1; por lo tanto, el bisector perpendicular debe coincidir
con el eje x. Entonces, ya que p se encuentra sobre el eje x, p1 coincidiría
con p, contradiciendo la suposición de que p1 ‰ p. Entonces, si p se
encuentra sobre el eje x, cualesquiera dos círculos Cpprq, Cppr1q con
r ‰ r1 se cortan sólo en p.

Supongamos ahora que p no se encuentra sobre el eje x. Entonces, ya
que p1 es el simétrico de p respecto del eje x, el eje x es el bisector
perpendicular de el segmento pp1. Entonces p1 pertenece a todos los
círculos con centro sobre el eje x que pasan por p. Que pp1 pertenezca
a cada uno de los discos Dpprq, para todo r P ab, se sigue del hecho de
que cada disco Dpprq es una región convexa que contiene a p y a p1.
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Figure 1: For the proof of Lemma ??. (left) The perpendiular bisetors Bsp,

Bqp, Btp interset the x-axis at points r′, r, r′′, respetively. (right) The lines

through p that are perpendiular to the tangent at p and to tp interset the

x-axis at points r, r′′, respetively.

Figura 5.6: Ilustración del Lema 5.1. (Izquierda) Los bisectores perpendiculares
Bsp, Bqp y Btp cortan el eje x en los puntos r1, r y r2, respectivamente. (Dere-
cha) Las rectas que pasan por p que son perpendiculares a la tangente en p y a
tp cortan el eje x en los puntos r, r2, respectivamente.
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(ii) Sea q el punto de intersección entre Cpprq y la recta L que pasa por p y s,
ver la Figura 5.6(izquierda). La recta L está bien definida ya que s ‰ p.
De hecho, s.x ă p.x (ya que s pertenece a HL

p ), y entonces L no es
perpendicular al eje x, lo que implica que el bisector perpendicular Bqp
del segmento de recta qp corta al eje x en un sólo punto; este punto
de intersección es precisamente el centro r de Cpprq. Ya que el bisector
perpendicular del segmento sp es paralelo a Bqp y se encuentra del lado
derecho de Bqp (ya que s es un punto interior de qp), corta el eje x
en un mismo punto r1 a la derecha de r; r1 es el centro del círculo con
centro sobre el eje x que pasa por p y s.

Ahora. consideremos que t P HL
p ´ Dpprq, y sea Tpprq el semiplano

abierto que es tangente al círculo Cpprq en p y que contiene a r. Si
t P Tpprq, entonces la recta L que pasa por p y t corta Cpprq en p y en
otro punto q, y q P tp. Entonces, al igual que anteriormente, el bisector
perpendicular Bqp de qp corta al eje x en r, mientras que el bisector
perpendicular de tp es paralelo y se encuentra a la izquierda de Bqp
(ya que q es un punto interior de tp), y entonces corta al eje x en el
punto r2 a la izquierda de r; ver Figura 5.6(izquierda). Es importante
observar que hasta el momento la demostración es válida sin importar
si p se encuentra sobre el eje x o no.

A continuación consideremos el caso en que t R Tpprq; este caso no es
posible si p se encuentra sobre el eje x ya que entonces Tpprq “ HL

p . La
recta que pasa por p que es perpendicular a la tangente al círculo Cpprq
en p corta en eje x en r. Ya que t R Tpprq, la recta perpendicular a la
recta que pasa por t y p no es paralela al eje x y entonces corta al eje
x en un sólo punto r2. De hecho, ya que el ángulo xtpr del triángulo que
tiene a t, p, r como vértices es más grande que π{2, r2 se encuentra a la
izquierda de r; ver la Figura 5.6(derecha).

Los resultados para puntos s1 en el interior de HR
p X Dpprq y t1 P

HR
p ´Dpprq se obtienen de forma simétrica (de izquierda a derecha) al

resultado que utilizamos par obtener los resultados para los puntos s
en el interior de HL

p XDpprq y t P HL
p ´Dpprq, respectivamente.

El enunciado (ii) del Lema 5.1 implica directamente que la unión de
todos los círculos Cpprq forma precisamente el cierre de la diferencia simétrica
Dppaq‘Dppbq de los discosDppaq yDppbq con centro en a y b, respectivamente
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(ver Figura 5.7); notemos que cualquier punto en el interior de
´

`

Dppaq ´Dppbq
˘

XHL
p

¯

Y

´

`

Dppbq ´Dppaq
˘

XHR
p

¯

se encuentra en el círculo Cpprq con r en el interior de ab, a diferencia de
cualquier otro punto. El Lema 5.1(ii) también implica el siguiente corolario.

Corolario 5.1.

(i) Para todo par r, r1 P ab tal que r se encuentre a la izquierda de r1:

Ź
`

Cpprq XDppr
1q
˘

XHL
p “ H y Dppr

1q XHL
p Ă Dpprq XH

L
p ;

Ź
`

Cppr
1q XDpprq

˘

XHR
p “ H y Dpprq XH

R
p Ă Dppr

1q XHR
p .

(ii) Supongamos que un segmento I corta el círculo Cpprq, donde r P ab, en
los puntos w1, w2 tales que el segmento w1w2 se encuentra completamen-
te contenido en el cierre

`

Dppaq ´Dppbq
˘

. Entonces, el segmento I es
tangente a un círculo Cppr1q para algún r1 P ab y el punto de tangencia
pertenece a w1w2. Simétricamente, el mismo resultado es válido si el
segmento w1w2 se encuentra completamente contenido en el cierre de
`

Dppbq ´Dppaq
˘

.

Demostración.

(i) Demostramos las proposiciones para el semiplano HL
p ; las demostracio-

nes para HR
p son simétricas de izquierda a derecha.

Ya que r se encuentra a la izquierda de r1, el Lema 5.1(ii) implica
que Cppr1q XHL

p se encuentra en el interior de Dpprq XH
L
p . Esto a su

vez implica que (i)
`

Cpprq XH
L
p

˘

X
`

Dppr
1q XHL

p

˘

“ H, es decir, que
`

Cpprq XDppr
1q
˘

XHL
p “ H y (ii)

`

Dppr
1q XHL

p

˘

Ă
`

Dpprq XH
L
p

˘

ya
que Dppr

1q está acotado por Cppr1q. Ya que este disco es un conjunto
convexo, tenemos una relación de contención propia entre conjuntos
porque los puntos en Cpprq XHL

p no pertenecen a Dppr
1q XHL

p .

(ii) Más adelante, demostraremos el enunciado para el caso en el que w1w2

se encuentra completamente contenido en el cierre de
`

Dppaq ´Dppbq
˘

.
La demostración para el caso en que w1w2 P cierre

`

Dppbq ´Dppaq
˘

es
simétrico de izquierda a derecha.

Ya que w1 ‰ w2 y w1w2 P cierre
`

Dppaq´Dppbq
˘

, entonces r ‰ b. Sea t P
ab un punto infinitesimalmente a la derecha de r. Entonces, de acuerdo
con el enunciado (i),

`

Cpprq X Dpptq
˘

X HL
p “ H y

`

Dpptq X HL
p

˘

Ă
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`

Dpprq XH
L
p

˘

, que juntos implican que
`

Dpptq X I
˘

Ă w1w2; notemos
que al menos uno de w1, w2 (que pertenecen a Cpprq) pertenecen a
HL
p , ya que de otra forma w1w2 degenera en un punto contradiciendo

el hecho de que w1 ‰ w2, o w1w2 “ pp1 con p ‰ p1 contradiciendo
el hecho de que w1w2 se encuentra completamente en el cierre de
`

Dppaq ´ Dppbq
˘

. Ya que el centro de rotación se mueve de forma
continua a lo largo de ab existe un punto r1 P rb tal que Dppr

1q X I
es un punto, es decir, que el segmento I es tangente al círculo Cppr1q;
además, ya que Dppr

1q X I Ă w1w2, el punto de tangencia pertenece al
segmento w1w2.
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Figure 1: Subdividing the polygon edges so that eah sub-edge is interseted at

most one by eah of the irles cp (white disks denote points of edge subdivi-

sion).

Figura 5.7: Subdividiendo las aristas del polígono de forma que cada subarista es
cortada a lo más una vez por cada uno de los círculos Cpprq (los discos blancos
denotan puntos de la subdivisión de la arista).
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El procedimiento de subdivisión. Nuestro proceso de subdivisión de
aristas mientras preprocesamos un punto p P S funciona en dos fases: en la
Fase 1, nos aseguramos que cada círculo Cpprq corta cada subarista resultante
en a lo más un punto; en la Fase 2, nos aseguramos que por cada subarista
o bien 0 ď ω ď π o bien π ď ω ď 2π, lo que implica que el valor de ω está
determinado de forma única por el valor de su coseno.

Fase 1: Si una arista uv del polígono P no corta a DppaqYDppbq o si al menos
uno de sus extremos pertenece a Dppaq X Dppbq, entonces no necesitamos
hacer nada, en caso contrario:

Si uv no corta el interior de Dppaq XDppbq, entonces uv es tangente a
lo más a dos de los círculos Cpprq y lo subdividimos en esos puntos de
tangencia; ver aristas u1v1 y u2v2 en la Figura 5.7.

Si uv corta el interior de Dppaq XDppbq, entonces cruza Dppaq XDppbq.
Si uv corta el segmento pp1, entonces subdividimos uv en su punto de
intersección con pp1 (ver arista u3v3 en la Figura 5.7); si no, entonces
los puntos de intersección entre uv y la frontera de Dppaq X Dppbq
pertenecen a Cppaq o Cppbq (ver arista u4v4 en la Figura 5.7), en este
caso subdividimos uv en su punto más cercano a a o b, respectivamente.

Es fácil ver que si la arista uv interseca dos veces con un círculo Cpprq, los dos
puntos de intersección pertenecen a diferentes partes de la arista subdividida.

Una vez que ha terminado la Fase 1, aplicamos la Fase 2 en las subaristas
resultantes. Sean a1 y b1 dos puntos tales que a y b son los extremos de
los segmentos pa1 y pb1, respectivamente (ver la Figura 5.8); claramente,
a1 P Cppaq y b1 P Cppbq. Entonces, la Fase 2 se compone de los siguientes
pasos.

Fase 2:

Si una subarista interseca al segmento a1b1, la subdividimos en el punto
de intersección (en la Figura 5.8, ver la subarista u1v1 y la subarista u2v2

en la parte superior de la figura).

Adicionalmente, si la subarista es tangente a dos círculos, la subdivi-
dimos en su punto de intersección con la recta que pasa por p y es
perpendicular al eje x (ver subaristas u2v2 en Figura 5.8).

Al tomar en cuenta que tanto la Fase 1 como la Fase 2 agregan a lo más
dos puntos de subdivisión a una arista del polígono, concluimos que cada
arista es subdividida en a lo más 5 subaristas.
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Figure 1: Further subdividing the polygon edges so that the angle ω belongs

either to [0, π] or to [π, 2π] (white disks denote points of edge subdivision).

Figura 5.8: Subdividiendo por segunda vez las aristas de forma que el ángulo ω
pertenece a r0, πs o a rπ, 2πs (los discos blancos denotan puntos de subdivisión).

Finalmente, es importante notar que introducimos la subdivisión de
aristas precisamente para preprocesar el punto actual p P S; es decir, para el
siguiente elemento de S, ignoramos los puntos de subdivisión que agregamos
y comenzamos de nuevo con las aristas del polígono P (subdividido sólo por
el eje x).

El proceso es correcto. En el Teorema 5.4 demostramos que el proceso
de subdivisión es correcto. Necesitamos el siguiente lema auxiliar.

Lema 5.2. Sea p un elemento de S y p1 el simétrico de p con respecto del
eje x.

(i) Si el punto p es tal que 0 “ a.x ď p.x ď b.x, entonces p1 pertenece al
segmento a1b1.

(ii) Para cualquier punto q P a1b1 tal que q ‰ p1, hay un punto r P ab para
el cual Cpprq tiene al segmento qp como diámetro.
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Demostración.

(i) Primero, asumamos que p se encuentra sobre el eje x. Entonces, p1 “ p.
La suposición a.x ď p.x ď b.x implica que p P ab, lo que implica que
ab Ă a1b1; ver Figura 5.10. Entonces, p P a1b1, es decir, p1 “ p P a1b1.
Consideremos ahora que p no se encuentra sobre el eje x. Sea c la
proyección ortogonal de p sobre el eje x. Ya que a.x ď p.x ď b.x,
tenemos que c P ab. La recta definida por p, c (notemos que p ‰ c)
es perpendicular al eje x. Sea d el punto de intersección de esta recta
con la recta de soporte del segmento a1b1. Ya que c P ab, concluimos
que d P a1b1. Además, debido a esta construcción, el segmento a1b1 es
paralelo al eje x, y ya que |pa| “ |aa1|, la semejanza de los triángulos
con vértices p, a, c y p, a1, d implica que |pc| “ |cd|. Entonces, p1 “ d y
entonces p1 P a1b1.

(ii) Asumamos que p se encuentra sobre el eje x. Sea q P a1b1 con q ‰ p, y
supongamos sin pérdida de generalidad que q se encuentra a la izquierda
de p (el caso en que q se encuentra a la derecha de p es simétrico).
Entonces, el punto medio del segmento qp está en el segmento ap, y es
además el centro del único círculo Cpprq que pasa por q. Por lo tanto,
Cpprq tiene el segmento qp como diámetro.

Supongamos ahora que p no se encuentra sobre el eje x. Considera
cualquier punto q P a1b1 con q ‰ p1. Sea z el punto de intersección entre
el segmento de recta pq con el eje x (z existe porque p y a1b1, y por lo
tanto p y q, se encuentran en lados opuestos del eje x). Notemos que
z P ab ya que q P a1b1. Entonces, por la semejanza de los triángulos4paz
y 4pa1q tenemos que |pz| “ |zq|; es decir, el punto z es el punto medio
del segmento pq. Por lo tanto, z pertenece al bisector perpendicular
de pq y de hecho, es el único punto de intersección entre este bisector
y el eje x. Notemos que, ya que q ‰ p1, la recta que pasa por p y q
(recordemos que p ‰ q) no es perpendicular al eje x. Esto implica que
el centro r de cualquier círculo Cpprq que pasa por q coincide con z, es
decir, qp es un diámetro de Cpprq.

El Lema 5.2(ii) implica que para cualquier punto q ‰ p1 que pertenece al
segmento a1b1, el ángulo correspondiente ω “yprq es igual a π, donde r P ab
es el centro del círculo Cpprq que pasa por q.

Estamos listos para demostrar el Teorema 5.4 que establece que las fases
de subdivisión 1 y 2 son correctas.

Teorema 5.4.
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(i) Al terminar la Fase 1, ninguna subarista resultante interseca algún
círculo Cpprq para alguna r P ab en más de un punto.

(ii) Al terminar la Fase 2, para cualquier pareja de puntos q, q1 (que se
encuentran en los círculos Cpprq y Cppr1q, respectivamente) de cada
subarista resultante, los ángulos antihorarios yprq y zpr1q1 o bien perte-
necen ambos al intervalo r0, πs o bien pertenecen ambos al intervalo
rπ, 2πs.

Demostración.

(i) Supongamos por contradicción que existe una subarista cd y un círcu-
lo Cpprq con r P ab que se cortan en dos puntos w1 y w2. El punto p
y su simétrico p1 subdividen el círculo Cpprq en dos arcos abiertos,
ALp “ Cpprq X HL

p y ARp “ Cpprq X HR
p . El primero se encuentra a

la izquierda de la recta que pasa por p y es perpendicular al eje x,
y el segundo se encuentra a la derecha de esta recta (notemos que si
p se encuentra sobre el eje x, uno de estos arcos desaparece). Enton-
ces, w1, w2 deben pertenecer al mismo arco; en caso contrario, p no
se encontraría sobre el eje x y el segmento de recta w1w2 cortaría al
segmento de recta pp1, y entonces la subarista cd hubiera sido dividida
en la Fase 1 en su punto de intersección con pp1. Supongamos sin pér-
dida de generalidad que w1, w2 pertenecen al arco ALp . Pero entonces,
sin importar si el segmento w1w2 corta el interior de Dppaq X Dppbq
tenemos una contradicción. En el primer caso, la subarista cd hubiera
sido dividida en la Fase 1 en la proyección ortogonal de b sobre cd; la
proyección de b sobre cd pertenece a DppaqXDppbq y es por lo tanto un
punto interior de w1w2. En el segundo caso, la subarista cd hubiera sido
dividida en la Fase 1 en el punto de tangencia con un círculo Cpptq con
t P ab; este punto de tangencia pertenece a w1w2 como se muestra en
el Corolario 5.1(ii). Por lo tanto, luego de la Fase 1, ninguna subarista
resultante corta un círculo Cpprq para alguna r P ab en más de un
punto.

(ii) Supongamos sin pérdida de generalidad que el punto p se encuentra
arriba o sobre el eje x y que p.x ě a.x; el caso en el que p.x ă a.x
es simétrico de izquierda a derecha (los ángulos correspondientes son
iguales a 2π menos los ángulos correspondientes cuando p.x ą b.x),
mientras que el caso en el que p se encuentra debajo del eje x es simétrico
de arriba a abajo (en este caso los ángulos correspondientes son iguales
a 2π menos los ángulos correspondientes cuando p se encuentra arriba
del eje x).
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Sea R1 (resp. R3) el subconjunto de puntos en el cierre de la diferen-
cia DP paqzDppbq que se encuentran sobre o arriba (resp. sobre o abajo)
a1b1; simétricamente, sea R2 (resp. R4) el conjunto de puntos en el
cierre de la diferencia DP pbqzDppaq que se encuentran sobre o arriba
(resp. sobre o abajo) a1b1, ver las Figuras 5.9 y 5.10. Consideremos un
punto w sobre un círculo Cpptq con t P ab. Ya que por el Lema 5.2(ii),
para cualquier punto q P a1b1 el segmento qp es un diámetro del círculo
con centro sobre el eje x que pasa por p, q, si w P R1, el ángulo antiho-
rario yptw se encuentra en r0, πs. De forma similar, si w P R2 entonces
yptw P rπ, 2πs, si w P R3 entonces yptw P rπ, 2πs, y si w P R4 entonces
yptw P r0, πs. Ya que ninguna subarista resultante de la Fase 2 contiene
puntos en más de una de las regiones R1, R2, R3 y R4, el lema está
demostrado.
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Dp(b) about the line segment a′b′ and the line de�ned by p, p′ into regions
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Figura 5.9: La partición del cierre de la diferencia simétrica Dppaq ‘ Dppbq
respecto del segmento a1b1 y la recta definida por p, p1 en las regiones R1, R2, R3

y R4 cuando el punto p no se encuentra en el eje x. Notemos que los segmentos
ps, ps1, pt y pt1 son diámetros.
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Figure 1: The partition of the losure of the symmetri di�erene Dp(a)⊕Dp(b)
about the line segment a′b′ and the line that is perpendiular to the x-axis at
p into regions R1, R2, R3, R4 when the point p lies on the x-axis. Note that the
line segments ps, ps′, pt, pt′ are diameters.

Figura 5.10: La partición del cierre de la diferencia simétrica Dppaq ‘ Dppbq
respecto del segmento a1b1 y la recta que es perpendicular al eje x en p en las
regiones R1, R2, R3 y R4 cuando el punto p se encuentra en el eje x. Notemos
que los segmentos ps, ps1, pt y pt1 son diámetros.

5.3.2. El algoritmo

Estamos ahora listos para describir el algoritmo para resolver el problema
MCR-RS. El lector podrá notar similitudes con el algoritmo para calcular la
suma de Minkowski de un par de polígonos simples [2]:

1. Subdividir las aristas del polígono P por el eje x.

2. Procesar cada punto p P S. Para cada punto p, subdividimos cada
arista del polígono P (que resulta del paso previo) en subaristas (ver
el proceso de división de aristas que describimos en la Sección 5.3.1).
A continuación, para cada subarista calculamos la curva del ángulo ω
con respecto de la coordenada x del centro de rotación mientras se
mueve a lo largo de ab (ver la Ecuación (5.1)). Finalmente, formamos
las regiones acotadas por estas curvas.

3. Construir y recorrer el arreglo de todas las regiones. Utilizando
técnicas estándar [58] construimos el arreglo de todas las regiones
para todos los elementos de S. Después, recorremos la gráfica dual del
arreglo resultante para encontrar una subregión de máxima profundidad
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(o de mínima profundidad, si estuviéramos interesados en la versión
de minimización del problema MCR-RS). Cualquier punto en esta
subregión determina una posición px, 0q de r y un ángulo de rotación ω
que constituye una solución al problema.

5.3.3. Complejidades de tiempo y espacio

El Paso 1 claramente nos toma tiempo y espacio Opmq, y divide las
aristas del polígono en a lo más 2m subaristas. La subdivisión al procesar
un punto p P S en el Paso 2 nos toma tiempo y espacio Opmq, produciendo
Opmq subaristas: Para cada subarista uv nos toma tiempo Op1q decidir si
sus extremos pertenecen a los discos Dppaq y Dppbq, y para determinar si uv
interseca a los círculos Cppaq y Cppbq, al segmento pp1, o a la recta de soporte
del segmento pp1, así como para calcular los puntos de intersección.

Además, los centros de los círculos Cpprq para r P ab, a los cuales el
segmento uv es tangente son precisamente los puntos de intersección entre
el segmento ab y la parábola que es equidistante al punto p y a la recta
que soporta el segmento uv. Entonces, luego de procesar p obtenemos Opmq
curvas que acotan Opmq regiones. Luego de procesar todos los puntos de
S en el Paso 2 nos toma un total de tiempo Opnmq y produce un total de
Opnmq regiones acotadas por Opnmq curvas en el plano x-ω. Usaremos la
Ecuación (5.1) para demostrar el siguiente lema.

Lema 5.3. Entre cualquier par de curvas (ω-x) definidas por la Ecua-
ción (5.1) tienen a lo más 32 puntos de intersección.

Demostración. La idea se basa en el hecho de que un polinomio de grado
constante tiene un número constante de raíces. En nuestro caso, tenemos
una raíz cuadrada que tiene que ser elevada al cuadrado para ser eliminada.
Consideremos dos curvas (ω-x)

ω “ arc cos

˜

γ1pxq ˘
a

δ1pxq

ε1pxq

¸

y ω “ arc cos

˜

γ2pxq ˘
a

δ2pxq

ε2pxq

¸

.

Ya que un punto de intersección entre estas curvas pertenece a ambas curvas,
tenemos que:

ω “ arc cos

˜

γ1pxq ˘
a

δ1pxq

ε1pxq

¸

“ arc cos

˜

γ2pxq ˘
a

δ2pxq

ε2pxq

¸

ùñ γ1pxq ε2pxq ´ γ2pxq ε1pxq “ ˘

´

ε1pxq
a

δ2pxq ´ ε2pxq
a

δ1pxq
¯

(5.2)
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al elevar al cuadrado dos veces para eliminar las raíces cuadradas obtenemos

´

γ1pxq ε2pxq ´ γ2pxq ε1pxq
¯2

“

´

ε1pxq
a

δ2pxq ´ ε2pxq
a

δ1pxq
¯2

ùñ

´

γ1pxq ε2pxq ´ γ2pxq ε1pxq
¯2
´ ε21pxq δ2pxq ´ ε

2
2pxq δ1pxq

“ ´2 ε1pxq ε2pxq
a

δ1pxq δ2pxq

ùñ

ˆ

´

γ1pxq ε2pxq ´ γ2pxq ε1pxq
¯2
´ ε21pxq δ2pxq ´ ε

2
2pxq δ1pxq

˙2

“ 4 ε21pxq ε
2
2pxq δ1pxq δ2pxq. (5.3)

La última ecuación es un polinomio de grado a lo más 16 y por lo tanto,
tiene a lo más 16 raíces reales en x. Es importante notar que el valor de x
en cualquier par pω, xq que satisface la Ecuación (5.2) satisface también el
polinomio de la Ecuación (5.3), aunque lo contrario no es necesariamente
cierto; es decir, no todas las raíces del polinomio satisface la Ecuación (5.2).
Entonces, si sustituimos las raíces reales del polinomio de la Ecuación (5.3)
en la Ecuación (5.1), obtenemos a lo más 32 puntos de intersección, debido
al operador ˘.

Por lo tanto, el número total de puntos de intersección de todas las curvas
es Opn2m2q. Utilizando técnicas estándar [58] podemos calcular el arreglo de
todas estas regiones en tiempo Opn2m2 logpnmqq, para después recorrer la
gráfica dual de este arreglo y encontrar la subregión de profundidad máxima.
Cualquier punto en esta subregión determina una posición del centro de
rotación r y un ángulo de rotación ω que constituye una posible solución del
problema. La complejidad en espacio es Opn2m2q.

Teorema 5.5. El problema MCR-RS se revuelve en tiempo Opn2m2 logpnmqq
y espacio Opn2m2q.

Notemos que los métodos descritos también son válidos para resolver la
variante en la que se busca minimizar el número de puntos de S contenidos
en P . Por otra parte, el problema MCR-RS también puede resolverse en
tiempo Opn2m2 logpnmqq incluso cuando restringimos el centro de rotación
de forma que se encuentre en una recta L: Calculamos el diagrama de Voronoi
del conjunto P Y S, y aplicamos el algoritmo que acabamos de describir al
segmento de L que contiene los puntos de intersección entre L y las aristas
del diagrama de Voronoi. Finalmente, si restringimos el centro de rotación
de forma que se encuentre en uno de un conjunto de h segmentos de recta,
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ya sea que formen una cadena poligonal o que no tengan ninguna relación
entre sí, podemos obtener trivialmente la ubicación óptima de P en tiempo
Ophn2m2 logpnmqq. En ambos casos, la complejidad en espacio es Opn2m2q.

5.3.4. El parámetro w como una función de x

Para simplificar el desarrollo matemático que resulta en la Ecuación (5.1),
para cada punto s en el plano diferente del centro de rotación r, definimos
un ángulo ϑs con respecto de r. Sean H è el conjunto de puntos arriba del
eje x o sobre el eje x y a la derecha de r, y H

è
el conjunto de puntos debajo

del eje x o sobre el eje x y a la izquierda de r. Claramente, los conjuntos H è

y H
è
son una partición de R2 ´ tru. Entonces,

si s P H è , entonces ϑs es el ángulo barrido por el rayo derecho horizontal
que parte de r mientras se mueve en sentido antihorario alrededor de r
hasta que coincide con el rayo ÝÑrs (ver la Figura 5.11, izquierda);

si s P H
è
, entonces ϑs es el ángulo barrido por el rayo horizontal

izquierdo que parte de r mientras se mueve en sentido antihorario
alrededor de r hasta que coincida con el rayo ÝÑrs (ver la Figura 5.11,
derecha).

Notemos que para todos los puntos s en el eje x, ϑs “ 0. De la definición de
ϑs, tenemos que en todos los casos

0 ď ϑs ă π. (5.4)

Consideramos que los ángulos antihorarios y horarios son, respectivamente,
positivos y negativos, y por lo tanto

cosϑs “
s.x´ r.x

dps, rq
sgnps.yq, senϑs “

|s.y|

dps, rq
“

s.y

dps, rq
sgnps.yq (5.5)

donde dps, rq denota la distancia del punto s al centro de rotación r, y p.x
y p.y son respectivamente las coordenadas en x y en y de un punto p, y
sgnps.yq es el signo de s.y.

Ahora, distinguimos dos casos principales:

El punto p y el punto de intersección q entre el círculo Cpprq y la
arista e “ uv de P pertenecen ambos a H è o H

è
(ver la Figura 5.12(a)):

si ϑp ď ϑq entonces
ω “ ϑq ´ ϑp (5.6)
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en caso contrario

ω “ pπ ´ ϑpq ` π ` ϑq “ 2π ` ϑq ´ ϑp. (5.7)

El punto p y el punto de intersección q entre el círculo Cpprq y la aris-
ta e “ uv de P no pertenecen ambos a H è o H

è
(ver la Figura 5.12(b)):

en este caso,

ω “ pπ ´ ϑpq ` ϑq “ π ` ϑq ´ ϑp. (5.8)

Es importante observar que la definición de H è y H
è

asegura que las
ecuaciones (5.6) a (5.8) son válidas para todos los casos especiales en donde
al menos uno de los puntos p y q se encuentra en el eje x, como se resume en
la Tabla 5.1.

En todos los casos se cumple que:

cospωq “ cospϑq ´ ϑpq “ cospϑqq cospϑpq ` senpϑqq senpϑpq

lo que, debido a la Ecuación (5.5) y el hecho de que dpq, rq “ dpp, rq, implica
que:

cospωq “
pq.x´ xq pp.x´ xq ` q.y p.y

d2pp, rq
sgnpq.yq sgnpp.yq

“
pq.x´ xq pp.x´ xq ` q.y p.y

pp.x´ xq2 ` pp.yq2
sgnpq.yq sgnpp.yq

“
x2 ´ pq.x` p.xqx` q.x p.x` q.y p.y

x2 ´ 2 p.x x` pp.xq2 ` pp.yq2
sgnpq.yq sgnpp.yq. (5.9)

Por conveniencia, subdividimos cada arista que corta el eje x en este
punto de intersección de forma que el valor de sgnpq.yq se encuentra fijo en
cada subarista sin importar donde se encuentre q.

Las coordenadas q.x, q.y del punto de intersección q pueden expresarse
en términos de x considerando que q pertenece a la recta que soporta la
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p P H è

p en el eje x p arriba del eje x

ϑp “ 0 0 ă ϑp ă π

q P H è q en el eje x, ϑq “ 0 ω “ 0 ω “ 2π ´ ϑp
q arriba del eje x, 0 ă ϑq ă π ω “ ϑq Ecuaciones (5.6) y (5.7)

q P H
è

q en el eje x, ϑq “ 0 ω “ π ω “ π ´ ϑp
q debajo del eje x, 0 ă ϑq ă π ω “ π ` ϑq Ecuación (5.8)

p P H
è

p en el eje x p debajo del eje x

ϑp “ 0 0 ă ϑp ă π

q P H è q en el eje x, ϑq “ 0 ω “ π ω “ π ´ ϑp
q arriba del eje x, 0 ă ϑq ă π ω “ π ` ϑq Ecuación (5.8)

q P H
è

q en el eje x, ϑq “ 0 ω “ 0 ω “ 2π ´ ϑp
q debajo del eje x, 0 ă ϑq ă π ω “ ϑq Ecuaciones (5.6) y (5.7)

Tabla 5.1: El valor del ángulo ω para las diferentes posiciones de los puntos de
intersección p y q entre Cpprq y la arista uv.

arista uv y que r es equidistante a q y p. Lo primero implica que existe un
número real λ donde 0 ď λ ď 1 tal que el vector ÝÑuq es λ veces el vector ÝÑuv,
de lo que tenemos que

pq.x´ u.xq “ λ pv.x´ u.xq ðñ q.x “ λ pv.x´ u.xq ` u.x (5.10)

y

pq.y ´ u.yq “ λ pv.y ´ u.yq ðñ q.y “ λ pv.y ´ u.yq ` u.y, (5.11)

mientras que lo segundo implica que

d2pq, rq “ d2pp, rq

ðñ pq.x´ xq2 ` pq.yq2 “ pp.x´ xq2 ` pp.yq2

ðñ pq.xq2 ´ 2x q.x` pq.yq2 ´ pp.xq2 ` 2x p.x´ pp.yq2 “ 0. (5.12)

Sustituyendo q.x, q.y de las ecuaciones (5.10) y (5.11) en la Ecuación (5.12)
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Figura 5.12: La intersección entre Cpprq y uv expresada en función de la distancia
recorrida por r mientras se mueve sobre ab. En las figuras se muestra un punto p
y un punto de intersección q entre Cpprq y uv que, con respecto del eje x, se
encuentran (a) en el mismo semiplano y (b) en semiplanos opuestos.

obtenemos
“

λ pv.x´ u.xq ` u.x
‰2
´ 2x

“

λ pv.x´ u.xq ` u.x
‰

`
“

λ pv.y ´ u.yq ` u.y
‰2
´ pp.xq2 ` 2x p.x´ pp.yq2 “ 0

ðñ λ2
“

pv.x´ u.xq2 ` pv.y ´ u.yq2
‰

´ 2λ
“

x pv.x´ u.xq ´ u.x pv.x´ u.xq ´ u.y pv.y ´ u.yq
‰

´ 2x pu.x´ p.xq ` pu.xq2 ` pu.yq2 ´ pp.xq2 ´ pp.yq2 “ 0,

que tiene a lo más 2 raíces para λ en términos de x de la forma

λ “ αpxq ˘
a

βpxq, (5.13)

donde αpxq y βpxq son polinomios de grado 1 y 2, respectivamente.
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Entonces, al substituir q.x, q.y y λ de las ecuaciones (5.10), (5.11) y (5.13)
respectivamente, en la Ecuación (5.9), obtenemos:

cospωq “
γpxq ˘

a

δpxq

εpxq
ùñ ω “ arc cos

˜

γpxq ˘
a

δpxq

εpxq

¸

, (5.14)

donde γpxq, δpxq, y εpxq son polinomios de grado 2, 4, y 2, respectivamente.

5.4. Máxima cobertura en 3D

En esta sección extendemos las técnicas anteriores al equivalente en 3D del
problema MCR-F. Consideramos un conjunto S de n puntos en 3D, un centro
de rotación r, y un poliedro simple (que no se corta consigo mismo) P de
complejidad m, es decir, con m caras. Identificamos las rotaciones alrededor
de r con puntos en una esfera con centro r. A continuación mostramos cómo
extender el algoritmo que utilizamos para resolver el problema MCR Fijo:

1. Regiones de inclusión. Para cada pj P S, la intersección entre la
esfera Cpj prq con centro en r y radio |rpj | y el poliedro P resulta en
un conjunto de regiones sobre la frontera de la esfera. Estas regiones
consisten de copias rotadas de pj que se encuentran en el interior de P .

Sin importar si P es convexo o no, cada cara puede contribuir
a estas regiones un número constante de veces. Por lo tanto, la
complejidad total es Opmq. Notemos además que una región puede
tener hoyos incluso cuando P es convexo.

Los lados de estas regiones sobre la esfera Cpj prq son arcos circu-
lares, ya que cada uno es la intersección entre una esfera y una
cara del poliedro. Cada lado puede calcularse en tiempo constante,
intersecando Cpj prq con el plano que contiene la cara del poliedro.

Para calcular las Opnmq regiones consumimos en total tiempo y
espacio Opnmq.

2. Regiones de inclusión normalizadas. Sea Rpj el conjunto de las
regiones de inclusión de pj P S. Consideremos la esfera unitaria S2

centrada en r y las regiones proyectadas en S2. Entonces, rotamos S2 a
lo largo de pj y sus regiones de inclusión alrededor del eje z hasta que
pj se encuentre sobre el plano yz y después alrededor del eje x hasta
que pj coincida con el polo norte N . Denotemos esta rotación con τj .
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3. Profundidad de N . Necesitamos calcular cuántas de las regiones que
describimos anteriormente contienen el polo norte N (en su interior o
en su frontera). Llamamos a esta cantidad la profundidad de N . Para
calcular la profundidad, realizamos un algoritmo de localización de
puntos en la subdivisión plana sobre la superficie de la esfera, es decir,
revisamos si el punto N pertenece a cada una de las Opnmq regiones
con un costo de tiempo Oplogmq por región. La complejidad total en
tiempo es de Opnm logmq.

4. Proyección estereográfica. Utilizamos una proyección estereográfica
estándar desde el polo norte N hacia el plano tangente a la esfera en
el polo sur antipodal. El hecho de que esta proyección es conforme
implica que los círculos en la esfera son transformado en círculos en el
plano [94]. Por lo tanto, las proyecciones de las regiones de inclusión
τjpRpj q tienen fronteras compuestas por arcos circulares. Debido a
que dos lados cualesquiera (que son arcos de circunferencia) de las
regiones se cortan a lo más dos veces, el arreglo A de las regiones
proyectadas puede calcularse en tiempo y espacio Opn2m2q, ya que el
número total de puntos de intersección entre los arcos es de Opn2m2q.
Para calcular un arco proyectado procedemos de la siguiente manera:
Calculamos la proyección de los dos extremos y de un tercer punto
del arco (la proyección del punto medio del arco por ejemplo). Con
estos tres puntos proyectados calculamos el círculo que contiene el arco
proyectado además del mismo arco proyectado.

5. La región en A de mayor profundidad. Para realizar este cálculo
trabajamos en la gráfica dual del arreglo A, sabiendo que la cara exterior
no acotada de A es la cara que contenía el punto N , y por lo tanto
conocemos su profundidad. Comenzando en esta cara, realizamos un
recorrido de la gráfica dual, calculando la profundidad de cada región
y manteniendo la región de máxima profundidad, en tiempo total de
Opn2m2q.

Luego de calcular el punto de la región de máxima profundidad, calcu-
lamos su punto correspondiente en la esfera unitaria para conocer los
dos parámetros θ, ϕ que resuelven el problema.

Teorema 5.6. El problema MCR-F3D puede resolverse en tiempo Opn2m2 logpnmqq
y espacio Opn2m2q.
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5.5. Conclusiones

Estudiamos el problema de encontrar una rotación de un polígono simple
de forma que cubra el máximo número de puntos de un conjunto de puntos
dado. Describimos algoritmos que resuelven este problema cuando el centro de
rotación está fijo, o se encuentra sobre un segmento, una recta, o una cadena
poligonal. Sin mucho esfuerzo, nuestros algoritmos pueden ser aplicados
también cuando el polígono tiene hoyos, y pueden ser modificados para
resolver versiones de estos problemas donde buscamos minimizar el número
de puntos que son cubiertos por el polígono.

Resolvimos también el problema de cobertura cuando el centro de rotación
es un punto dado en el espacio. Dejamos como problema abierto el análogo en
el espacio del problema MCR-RS, donde el centro de rotación debe encontrarse
en un segmento de recta dado.



Capítulo 6

Iluminación de Brocard

Un α-reflector es una fuente de luz que ilumina una cuña del plano acotada
por dos rayos ` y r que parten de un punto x, de forma que r se obtiene al
rotar ` alrededor de x en sentido horario por un ángulo α. Decimos que `, r
y x son respectivamente, el rayo izquierdo, el rayo derecho, y el ápice del
α-reflector.

Sea P un polígono simple con vértices v0, . . . , vn´1 etiquetados en sentido
horario alrededor de su frontera. Decimos que un α-reflector fi está alineado
con una arista de P , si su ápice se encuentra sobre vi y su rayo izquierdo pasa
por vi`1. El problema de la Iluminación de Brocard consiste en encontrar
el ángulo α más pequeño tal que el conjunto tf0, . . . , fn´1u de α-reflectores
alineados con las aristas de P iluminan el interior de P .

En este capítulo resolvemos el problema de la iluminación de Brocard
en diferentes clases de polígonos. Describimos un algoritmo que resuelve
el problema en tiempo Opn log nq y espacio Opnq cuando el polígono es
convexo, y un algoritmo que consume tiempo Opn3 log2 nq y espacio Opn3q

si el polígono es simple pero no necesariamente convexo. Cuando P es un
triángulo, resolver este problema equivale a encontrar el punto de Brocard
de P .

118
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6.1. Introducción

Sean P un polígono simple y v0, . . . , vn´1 los vértices de P etiquetados en
sentido horario alrededor de la frontera de P 1. Un reflector con ápice x P R2

y ángulo de iluminación α P r0, 2πq es una fuente de luz que proyecta luz
desde x hacia el interior de una región angular de tamaño α. Un reflector
de vértice sobre P es un reflector que tiene como ápice un vértices de P
y que apunta hacia el interior de P . Un reflector de vértice de ángulo α
está alineado con una arista si, para toda α P r0, 2πq, el reflector ilumina
completamente una de las dos aristas adyacentes a su vértice. El reflector está
orientado en sentido horario o antihorario si la arista iluminada es vivi`1 o
vivi´1, respectivamente.

Un conjunto F de n reflectores de vértices alineados con una arista
están colocados en P en una configuración de Brocard, si sus ápices se
encuentran sobre los vértices de P en una correspondencia uno-a-uno y todos
los reflectores en F tienen el mismo ángulo. La asignación de orientaciones
de la configuración es un etiquetado binario de los elementos de F que indican
la orientación de cada reflector, y el ángulo de iluminación de la configuración
es el ángulo de los reflectores en F .

Problema de la Iluminación de Brocard. Encontrar una configuración
de Brocard de ángulo mínimo para F tal que P es iluminado por los reflectores
en F . Ver la Figura 6.1.

Como un primer paso para resolver el problema de la iluminación de
Brocard, un problema interesante es caracterizar la asignación de orientaciones
en las cuales se obtiene la configuración de Brocard de ángulo mínimo.
Idealmente nos gustaría demostrar que, de las 2n posibilidades, la asignación
de ángulo óptimo contiene un único tipo de orientación (horaria o antihoraria),
o puede ser fácilmente caracterizada (por ejemplo, que haya el mismo tipo de
orientación en vértices convexos o cóncavos). Como veremos más adelante,
incluso si consideramos asignaciones de orientaciones de un sólo tipo, podemos
obtener variaciones no triviales de este problema al considerar que P pertenece
a una familia específica de polígonos.

A menos que digamos lo contrario, durante este capítulo consideramos
una asignación de orientaciones de un mismo tipo con una orientación en
sentido horario.

1Por conveniencia, durante este capítulo asumimos que todas las operaciones de los
subíndices se realizan en aritmética módulo n. Asumimos también que P denota la región
cerrada acotada por la poligonal cerrada definida por sus vértices.
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(a)
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Figura 6.1: Un conjunto de reflectores en una configuración de Brocard sobre un
polígono simple. Los reflectores están etiquetados con 1 o 0 si están orientados
en sentido horario o antihorario, respectivamente. (a) Comenzando en el vértice
de más a la izquierda y en orden circular horario, una configuración con la
asignación 1, 1, 1, 0, 0, 1. (b) Una configuración con la asignación de orientaciones
0, 1, 0, 1, 0, 1 para el mismo polígono.

6.2. Polígonos de Brocard

Cuando P es un triángulo, la solución del Problema de Iluminación de
Brocard (en ambas asignaciones de orientaciones de tipo único) está dada
por la construcción de Brocard2: Denotemos con ` y r los rayos que acotan la
región iluminada del reflector f que tiene ápice x y ángulo α. Los rayos son
tales que, luego de rotar r por α alrededor de x, obtenemos `. Decimos que `
y r son respectivamente, los rayos izquierdo y derecho de f . Al incrementar
el ángulo de los reflectores sus rayos eventualmente se cortan en un mismo
punto, iluminando por completo a P . Este punto es conocido como el punto
de Brocard de P , y el ángulo óptimo de los reflectores es conocido como el
ángulo de Brocard de P 3. Ver la Figura 6.2.

Sean θi y φi “ π´ θi respectivamente, los ángulos interno y externo de P
en vi, y sea xi el punto de intersección entre los rayos derechos de vi y vi`1.
Notemos que =vixivi`1 “ φi`1 y por lo tanto, mientras incrementamos el
ángulo de los reflectores, el punto xi describe un arco de circunferencia que
conecta vi y vi`1 que es tangente a vi`1vi`2 en vi`1. Al extender este arco
obtenemos un círculo ci que es conocido como el círculo adjunto de P para
los vértices vi y vi`1. Ver la Figura 6.3.

2En un trabajo relacionado se encontró que la construcción de Brocard también puede
utilizarse para resolver un problema de iluminación similar [48].

3Una referencia clásica para la motivación y los resultados iniciales sobre la construcción
de Brocard puede encontrarse en Bernhart [31]
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Figura 6.2: La configuración de Brocard en sentido horario. El ángulo de Brocard
es etiquetado con w y el punto de Brocard con Q.

v1
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α

α

α

φ2 r1

r′1

r2

φ2
x1

v2

(a)

v1
v3

Q

v2

(b)

Figura 6.3: (a) La recta r11 (que es paralela a r1) hace evidente que r1 y r2 serían
paralelos a v1v2 y v2v3 respectivamente, si los rotamos en sentido antihorario por
α alrededor de x1. En otras palabras, los ángulos formados por r1 y r2 son iguales
a los ángulos formados por v1v2 y v2v3 y por lo tanto, =v1x1v2 “ φ2. (b) El
grupo de círculos adjuntos en sentido horario y el punto de Brocard.

Describimos a continuación propiedades bien conocidas de la configuración
de Brocard.

Lema 6.1 (Identidad de Brocard). El ángulo de Brocard de un triángulo
satisface la ecuación

cotw “ cot θ1 ` cot θ2 ` cot θ3.

Corolario 6.1. El ángulo de Brocard de un triángulo siempre es menor o
igual que π

6 . La igualdad se alcanza cuando el triángulo es equilátero.

Podemos obtener directamente una generalización de la construcción de
Brocard a un polígono convexo de n lados. El punto de Brocard es un punto Q
en el interior de P tal que w “ =Qvivi`1 “ =Qvi`1vi`2 para toda 0 ď i ă n,
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donde w es el ángulo de Brocard de P . El punto de intersección entre los rayos
derechos de reflectores consecutivos se encuentra sobre el círculo adjunto
que conecta vi y vi`1 e igual que antes, el círculo es tangente al segmento
vi`1vi`2 en vi`1. La construcción de Brocard de sentido antihorario se define
análogamente.

Del grupo de círculos adjuntos podemos deducir que, a diferencia de los
triángulos, la solución al problema de la iluminación de Brocard no siempre
está dada por la construcción de Brocard. En un polígono de Brocard (un
polígono convexo con al menos un punto de Brocard), el grupo de círculos
adjuntos tienen un punto en común. Una familia de polígonos con esta
propiedad son los polígonos regulares: en un polígono regular el punto de
Brocard es su centro, y el ángulo de Brocard es igual a la mitad de su ángulo
interno. En contraste, los círculos adjuntos de cualquier rectángulo no se
cortan en un mismo punto. Ver la Figura 6.4.

w

(a) (b)

Figura 6.4: (a) La construcción de Brocard de un pentágono regular. (b) Un
rectángulo no es un polígono de Brocard.

La existencia del punto de Brocard horario no implica la existencia del
punto de Brocard antihorario. Consideremos por ejemplo el hexágono no
regular presentado por Ben-Israel y Foldes [28] que es definido por los vértices
v1 “ p0,´1q , v2 “ p1,´1q , v3 “

`

3
2 ,´

1
2

˘

, v4 “
`

3
2 ,

1
2

˘

, v5 “
`

1, 1
2

˘

, y un
vértice v6 en el punto intersección de la recta que pasa por v5 con pendiente 1
y el círculo unitario con centro en p0, 0q. El ángulo de Brocard antihorario es
igual a π

4 y el grupo de círculos adjuntos horarios no se cortan en un mismo
punto. Ver la Figura 6.5.

Consideremos ahora el triángulo 4vivi`1Q (ver la Figura 6.6). Por la ley



CAPÍTULO 6. ILUMINACIÓN DE BROCARD 123
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v6 v1 v2

v3

v4
v5

(b)

Figura 6.5: Un hexágono que no tiene punto de Brocard horario. (a) El grupo
de círculos adjuntos antihorarios. (b) El grupo de círculos adjuntos horarios.

de los senos tenemos
ai

senpw ` φi`1q
“

ai`1

senw
“

si
senφi`1

,

donde ai “ }Qvi}, si “ }vivi`1}, y φi es el ángulo externo de P en vi.

Q

vi

vi+1

vi+2

w

si

ai+1

φi+1

φi+1

ai

Figura 6.6

La división ai
ai`1

es entonces igual a

ai
ai`1

“
senpw ` φi`1q

senw

y entonces, el producto de todas las divisiones similares en P es igual a

a0

a1
¨
a1

a2
¨ . . . ¨

an´2

an´1
¨
an´1

a0
“

n´1
Π
i“0

sen pw ` φiq

psenwqn
“ 1,
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y por lo tanto
n´1
Π
i“0

sen pw ` φiq “ psenwqn

o equivalentemente
n´1
Π
i“0
pcosφi ` cotw ¨ senφiq “ 1. (6.1)

Podemos considerar la Ecuación (6.1) como el análogo para polígonos
convexos de la identidad de Brocard para triángulos4. La misma ecuación se
obtiene si consideramos una asignación de un sólo tipo con una orientación
en sentido antihorario. En el siguiente lema se muestra que la Ecuación (6.1)
no sólo establece una condición necesaria, sino también suficiente para que
un polígono convexo tenga un punto de Brocard.

Lema 6.2 (Bernhart [31]). Sea Φ “ xφ0, . . . , φn´1y una secuencia de ángulos
tales que 0 ă φ0, . . . , φn´1 ă π y φ0 ` ¨ ¨ ¨ ` φn´1 “ 2π. Un polígono de
Brocard siempre puede ser construido usando Φ como secuencia de ángulos
externos con un ángulo de Brocard que satisface la ecuación

n´1
Π
i“0
pcosφi ` cotw ¨ senφiq “ 1.

El ángulo de Brocard de un polígono con un punto de Brocard horario (resp.
antihorario) está entonces determinado por sus ángulos externos. Además,
es fácil ver que si P tiene ambos puntos de Brocard, entonces sus ángulos
de Brocard correspondientes son iguales. Finalmente, ya que el orden de los
ángulos no es relevante en la Ecuación (6.1), podemos crear n! polígonos
de Brocard con el mismo ángulo de Brocard a partir de un conjunto de n
ángulos, donde cada uno corresponde a una permutación de los ángulos en
el conjunto. La siguiente cota superior puede obtenerse de la secuencia de
productos que nos lleva a la Ecuación (6.1)5.

Lema 6.3 (Besenyei [32]). El ángulo de Brocard de un polígono convexo de
n lados es menor o igual a π

2 ´
π
n . La igualdad se alcanza cuando el polígono

es regular.
4Aunque tanto la Ecuación (6.1) como la identidad de Brocard relacionan los ángulos

exteriores -o interiores- con el ángulo de Brocard de un polígono convexo, no parece posible
(o al menos no directamente) obtener la identidad del Lema 6.1 a partir de la Ecuación (6.1)
considerando que n “ 3.

5El “producto circular” que resulta en la Ecuación (6.1) se obtiene de una generalización
para polígonos del Teorema de Ceva. El caso en el que las cevianas no son concurrentes
resulta en una generalización estudiada por Ben-Israel y Foldes [27]. De esta generalización,
el Lema 6.3 y otras desigualdades relacionadas se obtienen como un caso particular donde
las cevianas cumplen con la restricción de Brocard.
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Un polígono armónico es un polígono cíclico con un punto p en su interior
tal que, para cada arista del polígono, la longitud del segmento que conecta
p con su proyección ortogonal sobre la arista es proporcional a la longitud de
la arista6.

Lema 6.4 (Casey [41]). La familia de polígonos con ambos puntos de Brocard
(horario y antihorarios) es la familia de polígonos armónicos.

6.3. Polígonos convexos

La existencia de una solución para el problema de la iluminación de
Brocard no depende de que P sea un polígono de Brocard. Sean fi el reflector
en vi, θs el ángulo interior más pequeño de P , y α el ángulo de la configuración
de Brocard. Notemos que los reflectores en F no cubren P cuando α “ 0, y P
es iluminado completamente por fs cuando α “ θs. Por lo tanto, sin importar
si P es un polígono de Brocard, por continuidad hay un ángulo wp tal que P
no está cubierto para cualquier α P r0, wpq, y está completamente iluminado
para todo α ě wp. Decimos que wp, el ángulo óptimo de la configuración de
Brocard, es el ángulo de pseudo-Brocard de P .

Observación 6.1. Todo polígono convexo tiene un ángulo de pseudo-Brocard
horario y uno antihorario.

Para toda 0 ď α ă wp, la región obscura de P es el polígono convexo

Pdpαq “ P z pP X pf0 Y ¨ ¨ ¨ Y fn´1qq

en el interior de P que todavía no es iluminado por los reflectores en F ,
donde el ángulo de la configuración de Brocard es igual a α7. Recordemos
que xi es el punto de intersección entre los rayos derechos de fi y fi`1, y ci
es el círculo adjunto que conecta vi con vi`1. Denotamos con ai al segundo
punto de intersección entre ci y ci`1, con αi al ángulo =aivivi`1, y con `i al
ángulo que pasa por vi y vi`1. Ver la Figura 6.7.

Supongamos que α0 es el ángulo más pequeño en α0, . . . , αn´1. Para
cualquier α P p0, α0q, cada punto xi cae en el círculo adjunto ci y Pdpαq tiene
los puntos x0, . . . , xn´1 como vértices. Al incrementar α hacia α0 el polígono

6Un extenso conjunto de propiedades y caracterizaciones de los polígonos armónicos
puede encontrarse en el artículo de Casey [41].

7Los polígonos P y Pdpαq son semejantes si P es un polígono de Brocard, ya que los
triángulos formados por el haz de rayos con origen en el punto de Brocard y que pasan por
los vértices de P son semejantes a los triángulos formados análogamente con los vértices
de Pdpαq.
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`j
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Figura 6.7: (a) La región obscura de P , el círculo adjunto ci, y el punto de
intersección xi entre los rayos derechos fi y fi`1. (a) Los círculos adjuntos ci y
ci`1, su segundo punto de intersección ai, y la recta `j .

Pdpαq se encoge, ya que para toda 0 ď i ă n los puntos xi y xi`1 se mueven
sobre ci y ci`1 respectivamente, acercándose a ai (Figura 6.8(a)). Cuando
α “ α0 tenemos que x0 “ x1 “ a0; es decir, la arista x0x1 degenera en un
punto. Notemos que el rayo derecho de f1 no participa en la frontera de
Pdpα0q, por lo que f1 puede ser “apagado” sin que cambie el área iluminada
de P . Mientras incrementamos α desde 0 hasta θs, decimos que α0 es un
evento de apagado. Ver la Figura 6.8(b).

a0

α

x0

x1

v0 v1

v2

(a)

v1

v2

α0

a0

v0

(b)

Figura 6.8: (a) La configuración para algún α P p0, α0q. El ángulo α0 es el más
pequeño en α0, . . . , αn´1. (b) Cuando α “ α0 tenemos que a0 “ x0 “ x1. El
rayo derecho de f1 no participa en la frontera de Pdpα0q.

Sea ε un ángulo tal que el primer evento de apagado después de α0 es
mayor que α0 ` ε. Los vértices de Pdpα0 ` εq son xp0,2q, x2, . . . , xn´1, donde
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xp0,2q es el punto de intersección entre los rayos derechos de f0 y f2. Los
rayos derechos de f0 y f2 forman ángulos iguales a los formados por `0 y
`2 y entonces, xp0,2q cae en el arco circular que conecta v0 y v2 con ángulo
π´=v2vp0,2qv0, donde vp0,2q es el punto de intersección entre `0 y `2. Decimos
que el círculo cp0,2q que contiene este arco es el círculo adjunto de P para los
vértices v0 y v2. Notemos que =v2vp0,2qv0 “ π ´=v0xp0,2qv2 y entonces, los
puntos v0, v2, xp0,2q, y vp0,2q se encuentran sobre cp0,2q. Ver la Figura 6.9.

v2α

v0 v1 v(0,2)

x(0,2)

Figura 6.9: La configuración cuando α0 ` ε y el círculo adjunto cp0,2q.

Si seguimos incrementando α, el siguiente evento de apagado está dado por
el ángulo más pequeño en el conjunto α0, α2, . . . , αn´1 de ángulos calculados
luego de reemplazar c0 y c1 por cp0,2q en el conjunto de círculos adjuntos de
P . Es decir, calculamos α0 utilizando ahora el segundo punto de intersección
entre cn´1 y cp0,2q, y αn´1 utilizando el punto de intersección entre cp0,2q y
c2. Ver la Figura 6.10.

Claramente, lo siguiente es verdadero en cada evento de apagado: los
vértices de Pdpαq se reducen en uno, tres elementos son eliminados de la
secuencia de ángulos (uno de ellos es el evento de apagado actual), y dos nuevos
elementos son agregados. Mientras incrementamos α hacia θs eventualmente
llegaremos al valor de α donde los círculos adjuntos restantes se intersecan
en un mismo punto [27], es decir, cuando α es la solución al problema de
iluminación de Brocard. Este proceso naturalmente nos lleva al siguiente
algoritmo para obtener el punto y el ángulo de pseudo-Brocard de un polígono
convexo.

1. Calcular el conjunto α0, . . . , αn´1. Reetiquetar el conjunto para obtener
la secuencia A “ αi0 , . . . , αin´1 de ángulos en orden creciente.

2. Realizar los siguientes pasos hasta que el primer y último elementos en
A sean iguales (es decir, cuando todos los círculos adjuntos comparten
un punto).



CAPÍTULO 6. ILUMINACIÓN DE BROCARD 128
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v0 v1

aj

vj
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Figura 6.10: La configuración durante el cambio en el conjunto de círculos
adjuntos en un evento de apagado. (a) Antes del evento de apagado. (b) En
el evento de apagado. (c) Después del evento de apagado. Notemos los nuevos
puntos de intersección inducidos por cp0,2q. (d) El siguiente evento de apagado
es αj , donde xj “ xj`1 “ aj .

a) Eliminar de A el ángulo αi0 (el más pequeño en la secuencia).

b) Calcular el círculo cpi0,i0`2q, y los puntos de intersección entre
ci0´1 y cpi0,i0`2q, y entre cpi0,i0`2q y ci0`2.

c) Eliminar de A los ángulos αi0´i, αi0 , y αi0`1. Agregar a A los
ángulos correspondientes a los puntos de intersección entre ci0´1,
cpi0,i0`2q, y ci0`2.

El Paso 1 nos toma Opn log nq, ya que podemos calcular el conjunto
α0, . . . , αn´1 en tiempo Opnq. De la discusión previa, es claro que el Paso 2
se realiza a lo más Opnq veces: A comienza con n elementos, y en cada
evento de apagado sus elementos se reducen en uno. Si almacenamos A en
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un árbol balanceado de búsqueda, los Pasos 2a y 2c (los más costosos del
Paso 2) consumen tiempo Oplog nq, para un tiempo total de Opn log nq. De
este análisis obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.1. El punto y el ángulo de pseudo Brocard de un polígono convexo
puede calcularse en tiempo Opn log nq y espacio Opnq.

Sea F 1 Ď F el conjunto de reflectores de vértice en una configuración de
Brocard sobre P cuyos rayos derechos se cortan en el punto de pseudo-Brocard
cuando su ángulo de apertura es igual al ángulo de pseudo-Brocard. Notemos
que sólo un número constante de reflectores en F 1 son necesarios para iluminar
P . En efecto, podemos cubrir el plano con dos semiplanos si sus líneas de
soporte son paralelas entre sí, y tres semiplanos son suficientes si ningún
par de ellos tienen líneas de soporte paralelas entre sí. Describimos estas
propiedades en el siguiente lema, ya que nos permite comparar la iluminación
de Brocard con tipos relacionados de iluminación [60, 116] que expresan su
optimalidad en términos de la suma de la apertura de los ángulos de los
reflectores que se requieren para iluminar un polígono.

Lema 6.5. Utilizando la iluminación de Brocard, tres reflectores son siempre
suficientes y a veces necesarios para para iluminar un polígono convexo. Ver
Figura 6.11.

p1

p2

p3

p4

(a)

p1

p2

p3

p4

w

w

(b)

Figura 6.11: Cualquier rectángulo es iluminado por dos reflectores. La última
región iluminada es un segmento. El punto de pseudo Brocard es cualquier
punto en este segmento. (a) El rectángulo no está completamente iluminado
cuando α ă w. (b) El rectángulo está cubierto cuando α “ w.

Ya que el punto y el ángulo de pseudo-Brocard pueden obtenerse utilizando
un número constante de reflectores, creemos que es posible obtenerlos en
tiempo Opnq. Como trabajo futuro tenemos la caracterización de polígonos
con un sólo ángulo de pseudo-Brocard.
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6.4. Polígonos simples

En esta sección estudiamos el problema de la iluminación de Brocard
en polígonos simples que no necesariamente son convexos. Comenzamos
generalizando las observaciones que hicimos en la Sección 6.2 en el siguiente
lema.

Lema 6.6. El ángulo de iluminación de Brocard de P está determinado
por tres rayos ri, rj y rk que se intersecan en un punto interior de P (Fi-
gura 6.1(a)), o por dos rayos ri y rj que coinciden en un segmento vivj
(Figura 6.12(b)).

vi

vk

vj

(a)

vi

vj

(b)

Figura 6.12: Iluminación de Brocard en polígonos simples. Las flechas indican
la apertura de los reflectores. (a) Una solución al problema de Brocard dada
por tres reflectores en los vértices vi, vj y vk. Sus rayos derechos están por
intersecarse en el punto de Brocard, indicado en blanco. (b) Una solución al
problema de Brocard dada por dos reflectores en los vértices vi y vj con rayos
paralelos entre sí. Sus rayos derechos están por coincidir en el segmento vivj .
La última región iluminada es un segmento de recta, por lo que hay un número
infinito de puntos de Brocard. Uno de ellos se indica en blanco.

Dados dos puntos p y q en el interior de P , decimos que p es visible desde
q si el segmento que conecta p con q está completamente contenido en P . El
polígono de visibilidad de un vértice vi es el conjunto de puntos en el interior
de P que son visibles desde vi. Definimos el polígono de α-visibilidad de vi
como el polígono simple Pipαq formado por los puntos en el interior de P que
son visibles desde vi a través de fi. Basado en el Lema 6.6 realizamos una
búsqueda binaria. Describimos a continuación el algoritmo.
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1. Ángulos candidatos. Con base en las condiciones del Lema 6.6, cal-
culamos el conjunto A de Opn3q ángulos candidatos de iluminación
de Brocard. Luego de calcular los ángulos candidatos, ordenamos los
elementos de A en orden creciente.

a) Agregamos a A los ángulos dados por los puntos de intersección
Qpi,j,kq entre todas las tripletas de los círculos cpi,jq, cpj,kq y cpj,kq
tales que Qpi,j,kq se encuentra en el interior de P . Estos ángulos
candidatos cubren el caso donde tres rayos coinciden en un punto
y ninguno de ellos pasa por un segundo vértice de P , como se
muestra en la Figura 6.13.

vj

vi

vk

Figura 6.13: Una solución al problema de Brocard dada por tres reflectores en
los vértices vi, vj y vk. Sus rayos derechos están por intersecarse en el punto de
Brocard (indicado en blanco) y ninguno de ellos pasa por otro vértice.

b) Por cada par pvi, vjq tal que vj es visible desde vi y vj es cóncavo,
añadimos a A el ángulo =vjvivi`1. Estos ángulos cubren el caso
donde tres rayos ri, rj y rk coinciden en un punto y al menos uno
de ellos pasa por otro vértice de P . Ver Figura 6.12(a), donde ri
parte de vi y pasa por un segundo vértice del polígono.

c) Por cada par pvi, vjq tal que vj es visible desde vi y vivi`1 es
paralelo a vjvj`1, añadimos a A el ángulo =vjvivi`1. Estos ángulos
candidatos cubren el caso donde dos rayos ri, rj coinciden en el
segmento vivj . Ver la Figura 6.12(b).

2. Procesar polígonos de visibilidad. Calcular el polígono de visibili-
dad Pi de cada vértice vi, y el conjunto S de puntos de intersección de
todos los segmentos de recta dentro de P inducidos por los polígonos
P0, . . . , Pn´1. Es fácil ver que hay Opnq puntos de intersección para cada
par pPi, Pjq y por lo tanto, hay Opn3q elementos en S. Para finalizar
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este paso, agregamos los vértices de P a S y ordenamos después los
elementos de S en orden creciente de acuerdo con su coordenada en x.

3. Búsqueda binaria. Realizamos una búsqueda binaria en los elemen-
tos de A. En cada iteración, determinamos si los reflectores en Fpαq
iluminan el interior de P para el valor actual de α y así decidir en cuál
de las dos partes de A realizar la búsqueda recursiva.

Para saber si Fpαq ilumina todo el interior de P , calculamos la unión
de los polígonos P0pαq, . . . , Pn´1pαq para el valor dado de α realizando
un barrido de línea como sigue;

a) Utilizamos los elementos del conjunto (ordenado) S como eventos
de parada.

b) Mantenemos las intersecciones entre la línea de barrido, P , y
el conjunto P0pαq, . . . , Pn´1pαq. Estas intersecciones forman un
conjunto de intervalos en la línea de barrido, y representan el
interior de P y el área iluminada por los reflectores en Fpαq para
el valor actual de α. Notemos que los intervalos no son disjuntos
entre sí y que varios intervalos pueden compartir un extremo.

c) Ignoramos los eventos que corresponden a puntos que no pertene-
cen a un polígono de α-visibilidad para el valor actual de α, ya
que no pertenecen a la unión de los polígonos P0pαq, . . . , Pn´1pαq.

d) Basado en los intervalos sobre la línea de barrido, decidimos si el
valor actual de α es suficiente para iluminar el interior de P .

Análisis del algoritmo. El Paso 1 nos toma tiempo Opn3 log nq y espacio
Opn3q. En el Paso 1a usamos ray-shooting para saber si los segmentos
Qpi,j,kqvx, x P ti, j, ku, se encuentran en el interior de P , gastando tiempo
logarítmico por tripleta. En los Pasos 1b y 1c calculamos primero la gráfica
de visibilidad de P en tiempo Opn2q, para luego obtener el ángulo en tiempo
constante por cada pareja de vértices que son adyacentes en la gráfica.
Finalmente, cuando hemos agregado los Opn3q ángulos candidatos, ordenar
los elementos de A nos toma tiempo Opn3 log nq.

El Paso 2 consume tiempo Opn3 log nq y espacio Opn3q. La búsqueda
binaria del Paso 3 es el paso más costoso del algoritmo: En cada una de las
Oplog nq iteraciones, realizamos un barrido de línea en un conjunto ordenado
de Opn3q eventos de parada, y nos toma tiempo Oplog nq procesar cada evento.
Es decir, nos toma tiempo Opn3 ¨ log n ¨ log nq “ Opn3 log2 nq y espacio Opn3q.
De este análisis obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 6.2. El ángulo de iluminación de Brocard de un polígono simple
puede calcularse en tiempo Opn3 log2 nq y espacio Opn3q.

Nuestro enfoque para resolver el problema de iluminación de Brocard para
polígonos simples está basado en el cálculo eficiente de la unión del conjunto
de polígonos de α-visibilidad para un valor dado de α. Ya que no necesitamos
calcular la unión de estos polígonos (en contraste con decidir si la unión
ilumina el interior de P ), creemos que nuestra cota de tiempo Opn3 log2 nq
puede ser mejorada, aunque no parece un problema fácil de resolver.

6.5. Cotas del ángulo de Brocard

En problemas de iluminación es común utilizar el número de lámparas
necesarias para iluminar un polígono como medida de eficiencia. Cuando se
estudian problemas de iluminación con reflectores, comúnmente se considera
además el “poder total”, es decir, la suma de las aperturas de los reflectores
que iluminan el polígono. Terminamos este capítulo con algunas reflexiones
sobre el número de reflectores y el poder total requerido para resolver los
problemas de iluminación de Brocard que estudiamos anteriormente.

En un polígono convexo es fácil obtener una cota de π
2 en el ángulo de

iluminación de Brocard. Por lo tanto, tres reflectores son siempre suficientes
para iluminar el polígono utilizando a lo más 3

2π de poder total. En un
polígono de Brocard, de la cota αb ď π

2 ´
π
n obtenemos un poder total de a

lo más πp3
2 ´

3
nq.

Se sabe que un polígono simple puede iluminarse utilizando π-reflectores
de vértice [59]. Sin embargo, si los reflectores están alineados con una arista
no es difícil demostrar que un ángulo de apertura de π no siempre es suficiente
para iluminar el interior del polígono. Ya que un polígono simple que requiere
un número lineal de reflectores alineados con una arista no es difícil de obtener,
requerimos en este caso un poder total de Ωpπnq.

6.6. Conclusiones

Hemos explorado una variante de la iluminación tradicional de polígonos
con reflectores. En esta variante utilizamos un tipo especial de reflectores que
llamamos “alineados con una arista”. Cuando resolvemos nuestro problema
en un triángulo, la solución equivale a calcular el punto de Brocard del
triángulo. Por lo tanto, nuestra variante puede ser considerada también como
una generalización de las propiedades de Brocard en triángulos a polígonos
simples no necesariamente convexos.
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En los polígonos de Brocard, podemos resolver el problema de la ilumina-
ción de Brocard en tiempo lineal. La clase de polígonos de Brocard es la clase
de polígonos armónicos. Como trabajo futuro tenemos la caracterización de
polígonos con un sólo ángulo de pseudo-Brocard. En polígonos convexos el
punto y el ángulo de pseudo-Brocard pueden obtenerse utilizando un número
constante de reflectores. Por lo tanto, creemos que es posible calcularlos en
tiempo Opnq. En polígonos simples, nuestro enfoque para resolver el problema
de iluminación de Brocard está basado en el cálculo eficiente de la unión del
conjunto de polígonos de α-visibilidad para un valor dado de α. Ya que no
necesitamos calcular la unión de estos polígonos (en contraste con decidir si
la unión ilumina el interior de P ), creemos que nuestra cota de Opn3 log2 nq
tiempo puede ser mejorada, aunque no parece un problema fácil de resolver.
En particular, el ejemplo que mostramos en la Figura 6.14 puede reproducirse
en otras clases de polígonos.

Con el objetivo de ajustar más la complejidad en tiempo entre los polígonos
convexos y los simples, un camino que podemos explorar es estudiar el
problema en otras clases de polígonos. Algunas posibles clases son los polígonos
O-convexos, o los polígonos angostos [113, 114]. Creemos que en el caso
particular de los polígonos orto-convexos, la complejidad de la unión de los
polígonos de α-visibilidad es Opn2q.

n
4

n
4

n
4

O(n2)

intersecciones

n
4

n
4

n
4

O(n2)

intersecciones

Figura 6.14: La unión de polígonos de α-visibilidad tiene complejidad Opn3q.
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Conclusiones y trabajo futuro

Convexidad con orientaciones restringidas. Un resultado en vías de
ser publicado es la relación de contención entre cierres O-convexos de conjun-
tos de puntos en el plano. Dados dos conjuntos disjuntos R y B de n puntos
rojos y n puntos azules en el plano, calculamos los valores de θ para las cuales
el cierre Oθ-convexo de R no contiene puntos azules en su interior. Nuestro
algoritmo toma tiempo Opkn log nq y espacio Opknq. De forma similar a
los problemas que estudiamos en capítulos anteriores, nuestro algoritmo es
óptimo cuando k es una constante.

Otro problema que se encuentra en proceso es el de mantener el diagrama
de Voronoi de un conjunto de puntos en el plano en la métrica L8. La
intención de este trabajo es aplicar el algoritmo resultante a problemas
relacionados, como el cálculo del cuadrado vacío más grande en todas las
orientaciones del plano. Algunas extensiones interesantes son la utilización
de otras figuras dependientes de la orientación como medida de proximidad.
La opción más natural son los polígonos con orientaciones restringidas.

Dos direcciones que faltaron por explorar son extensiones en el espacio
del cierre O-convexo y extensiones de visibilidad e iluminación. En la primera
línea estoy interesado en estudiar el problema de calcular y mantener el cierre
convexo rectilíneo de un conjunto de puntos en el espacio cuando variamos el
sistema coordenado. A pesar de contar con un número constante de elementos
en el conjunto de orientaciones, el problema parece de por sí suficientemente
complicado. En la segunda línea estoy interesado en trabajar en extensiones de
los modelos actuales de visibilidad ortogonal. Comencé con algunos resultados
explorando problemas de testigos y de guardias independientes. Mi intención
es explorar versiones cromáticas o con nuevos modelos de visibilidad con
orientaciones restringidas.

135
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Captura de puntos. En este tema, la pregunta natural es saber si la
complejidad en tiempo de nuestros algoritmos puede mejorarse. En particular,
sería interesante saber si existe un algoritmo que en tiempo cuadrático resuelva
el problema de rotar un polígono simple hasta que contenga el máximo número
de puntos de un conjunto dado, cuando el centro de rotación se restringe a
un punto.

Una variante interesante por explorar es el diseño de estructuras de datos
que permitan hacer preguntas dinámicamente. En esta variante permitimos
preprocesamiento en el polígono y el conjunto de puntos, de forma que
podamos especificar una curva (o región) de restricción del centro de rotación.
El objetivo es obtener lo más rápido posible el valor del ángulo de rotación
que resuelve el problema.

Iluminación de Brocard. El trabajo en progreso más inmediato es deter-
minar la complejidad del problema de iluminación de Brocard para polígonos
convexos. Nuestra conjetura es que el problema puede resolverse en tiempo
lineal, aunque no hemos podido obtener un algoritmo, o la demostración de
una cota inferior superlineal. Con el objetivo de ajustar más la complejidad
en tiempo entre los polígonos convexos y los simples, un camino que podemos
explorar es estudiar el problema en otras clases de polígonos. Algunas posibles
clases son los polígonos O-convexos o los polígonos angostos. Creemos que en
el caso particular de los polígonos orto-convexos, la complejidad de la unión
de los polígonos de α-visibilidad es Opn2q.

En el caso de polígonos simples, un problema interesante es determinar
lo más eficientemente posible si la unión de un conjunto de reflectores cubre
un polígono. En espíritu, este problema es una variante del problema de
determinar si un conjunto de semiplanos tiene una intersección no vacía. Es
sabido que este último problema puede resolverse en tiempo lineal.

Otro problema interesante es el de explorar extensiones de la iluminación
de Brocard en el espacio. La primera dificultad es determinar (o investigar si
tiene sentido) el equivalente del orden horario o antihorario de los reflectores.
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