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y amigos. A mi asesora y amiga Karen, por su tiempo y ayuda a lo largo de todo
el trabajo de esta tesis. Y al proyecto PAPIIT IN114517 y la beca de ayudante
de investigador SNI.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El problema que se presenta en este trabajo es una part́ıcula microscópica
confinada en dos trampas ópticas (las cuales representan un doble pozo) sujeta
a fluctuaciones debido al movimiento Browniano, lo que constituye una buena
aproximación al problema de Kramers, en el cual, para el doble pozo, se estudia
la transición de estados de una part́ıcula de un pozo a otro. Los pozos repre-
sentan entonces un estado meta–estable. Los estados meta–estables son estados
excitados de un sistema que presentan tiempos de permanencia mayores a un es-
tado excitado normal; este tiempo de permanencia puede ser muy largo, pero no
mayor al estado base del sistema en el cual eventualmente decaen. Este tipo de
estados han sido un tema de estudio muy útil para el desarrollo de modelos que
buscan explicar un proceso real ocurrente en la naturaleza. Una de las primeras
aproximaciones al estudio de este tema fue dada por H. A. Kramers en 1940
[17], trabajo en el que propone su teoŕıa sobre la tasa de transición entre estos
estados. El trabajo que presenta lo realiza pensando en reacciones qúımicas, sin
embargo en la época que lo propone, la qúımica no teńıa aplicaciones directas
de estas predicciones que da Kramers. Su teoŕıa tuvo que esperar un progreso
experimental hasta finales de la década de los 70 para ser más apreciado[12].

Posterior al trabajo de Kramers mucho se ha hecho en lo que respecta a
su teoŕıa de transición de estados [12]. Principalmente, a partir de la década de
1990, gracias al gran avance experimental, su teoŕıa empezó a ser tomada más en
cuenta, ya que conforma un buen modelo para entender y explicar la transición
de estados. El interés particular en la aplicación de su teoŕıa es la predicción
del comportamiento de sistemas metaestables, debido a sus muchas aplicaciones
en diversos campos, por ejemplo: en la bioloǵıa, donde se presentan procesos
como el doblamiento y desdoblamiento de moléculas [34, 40]; en la qúımica, tal
como el mismo Kramers propuso en un principio; y en espećıfico en la f́ısica
los ejemplos son muy vastos como el funcionamiento de un láser por ejemplo.
También su teoŕıa se ha llegado a aplicar en temas de matemáticas financieras
y la bolsa de valores [5].



Una aproximación experimental, utilizada para verificar los resultados de
Kramers sobre la tasa de transición en el doble pozo, fue realizada por McCann
et al. [25] y Libchaber et al. [36]. En éstos trabajos el problema del doble pozo se
aborda utilizando arreglos de pinzas ópticas, las cuales son generadas por medio
de láseres enfocados a través de un objetivo de microscopio [2]. En el trabajo de
McCann et al. se genera un doble pozo de potencial mediante un arreglo de pin-
zas ópticas con los haces de dos láseres. En este arreglo se confina una part́ıcula
y por la dinámica que ésta presenta dentro del doble pozo se logra reconstruir
el potencial generado por este arreglo y estudiar con ello el problema de la tasa
de transición dada por Kramers. Libchaber et al.[36] generan también un doble
pozo con pinzas ópticas, en el cual confinan a su vez una part́ıcula y estudian
los tiempos de residencia estudiados también por la teoŕıa de Kramers; estos
tiempos de residencia obtenidos experimentalmente se utilizan para obtener la
tasa de transición.

En este trabajo se revisará lo realizado por Kramers en lo que concierne a la
teoŕıa de transicion de estados, y se abordará este problema tanto numérica-
mente como experimentalmente, basándose en los trabajos de McCann et al. y
Libchaber et al. para esta última parte. Como objetivos principales de esta tesis
se tienen los siguientes:

• Realizar un estudio numérico sobre la predicción de la tasa de transición
en un sistema de doble pozo basado en la teoŕıa de Kramers.

• Reproducir experimentalmente un doble pozo de potencial como el obte-
nido por McCann et al., y estudiar en éste la tasa de transición de una
part́ıcula.

Entre los objetivos particulares se plantea analizar las implicaciones y retos ex-
perimentales en un arreglo de este tipo y realizar un estudio numérico del pro-
blema experimental para obtener resultados similares. También se tiene como
objetivo el hacer un estudio breve de la precisión entre los métodos numéricos
utilizados para resolver la ecuación de Langevin, la cual es una ecuación es-
tocástica que describe el movimiento browniano en un potencial, y analizar el
tratamiento del ruido térmico en las soluciones numéricas de esta ecuación.

En el Caṕıtulo 2 de ésta tesis se introducirá sobre la teoŕıa de las pinzas
ópticas, herramienta que utilizaremos para realizar nuestro montaje experimen-
tal del doble pozo. También en este caṕıtulo se explicará a detalle el problema
de Kramers, abordando desde el movimiento browniano para una part́ıcula libre
hasta el movimiento en el doble pozo. En el Caṕıtulo 3, a partir de la solución
numérica a la ecuación de Langevin, se calculará la posición como función del
tiempo de la part́ıcula en el doble pozo y se reconstruye el potencial, obteniéndo-
se la tasa de transición de la part́ıcula de un pozo a otro. La parte experimental
de este trabajo se abordará en el Caṕıtulo 4 y consiste en el montaje de un arre-
glo de pinzas ópticas que genera un doble pozo de potencial para confinar una
part́ıcula de poliestireno de 2 µm inmersa en agua. Como en la parte numérica,
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

se reconstruye el potencial en base a la dinámica de la part́ıcula y se obtiene la
tasa de transición para cada pozo. Previamente se realiza una caracterización
de las constantes de difusión de la part́ıcula a atrapar y una caracterización de
la constante de restitución de una pinza individual.
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Caṕıtulo 2

Aspectos teóricos

Como se mencionó en la introducción, una de las maneras de abordar el pro-
blema de Kramers experimentalmente es mediante un arreglo de pinzas ópticas
que generen un doble pozo de potencial en el cual se confina una part́ıcula. Por
esta razón es necesario analizar primero las implicaciones teóricas de una pinza
óptica, que abarcan desde las fuerzas ópticas involucradas en el confinamiento
de una part́ıcula en una trampa de este tipo hasta el problema del montaje ex-
perimental. Una vez aclarada la teoŕıa que involucra una pinza óptica se procede
a analizar el problema de Kramers, analizando previamente la matemática del
movimiento browniano, el cual es esencial en este problema. Por lo tanto en este
caṕıtulo los aspectos teóricos constan de dos partes. En la primera hablaremos
sobre lo que es una pinza óptica y los fundamentos f́ısicos que involucra este
sistema, y en la segunda parte se hablará sobre la dinámica estocástica, la cual
describe el movimiento la part́ıcula en el sistema de doble pozo que se estudia
en esta tesis.

2.1. Trampas ópticas

Las pinzas o trampas ópticas constituyen una buena herramienta para la ma-
nipulación de objetos microscópicos. Éstas fueron desarrolladas por A. Ashkin[2]
en la década de los 70. En sus trabajos, Ashkin et al. demostraron que las fuerzas
ópticas pod́ıan levitar part́ıculas dieléctricas micro-métricas, desarrollando una
trampa tridimensional estable al contra propagar dos haces láser. Estos estudios
derivaron en el descubrimiento de la fuerza de gradiente y el desarrollo de la
primera pinza óptica de un solo haz. En las siguientes secciones se explica el
origen de las fuerzas ópticas presentes en una pinza óptica, y la implementación
de una pinza óptica simple.



CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

2.1.1. Descripción cualitativa de las fuerzas ópticas

Cuando se habla de fuerzas ópticas, la más intuitiva es la fuerza de esparci-
miento (scattering) o presión de radiación debido a los fotones que inciden sobre
las part́ıculas del medio que se está iluminando. Sin embargo, existe también
otra fuerza que ocurre cuando se trabaja con luz cuyo perfil de intensidad no es
plano, como los láseres, los cuales poseen un perfil Gaussiano. Esta otra fuerza
debida al gradiente de intensidad juega un papel importante., y se le conoce co-
mo fuerza de gradiente[3]. Cuando se trabaja en micromanipulación óptica, más
espećıficamente, cuando se atrapa una part́ıcula con una pinza óptica, la combi-
nación de estas dos fuerzas constituyen las herramientas para el confinamiento.
Tomaremos como ejemplo para explicar estas fuerzas que se quiere atrapar una
part́ıcula dieléctrica sumergida en un medio con un ı́ndice de refracción nm tal
que np > nm, con np el ı́ndice de refracción de la part́ıcula.

Figura 2.1: Fuerza de esparcimiento producida por un perfil de intensidad plano inci-

diendo sobre una part́ıcula.

Como se observa en la Fig. 2.1, un rayo b que incide a un costado de la
part́ıcula, generado por un perfil de intensidad plano, se refleja y a su vez re-
fracta dentro de la misma y se refracta nuevamente al salir de la part́ıcula, pre-
sentando un cambio de momento lineal de la luz ∆pb = pbi−pbf , siendo pbi y pbf
el momento lineal del rayo b en la Fig. 2.1 a la entrada y salida de la part́ıcula
respectivamente. De la tercera ley de Newton se tiene que ∆pb = −∆ppart, con
∆ppart el cambio en el momento lineal de la part́ıcula. Entonces, este cambio en
el momento debido al rayo b genera una fuerza contraria a la dirección de ∆pb, a
la cual denotaremos Fb. Esto mismo sucede para el rayo a, simétricamente loca-
lizado al rayo b. Como estas fuerzas son de la misma magnitud, la componente
transversal se anula y tan sólo queda la componente paralela a la dirección de
propagación de la luz incidente, lo que da origen a la fuerza de esparcimiento
Fscat. La contribución de la luz reflejada esta presente también en la dirección
+z, saliendo de la hoja en la dirección ortogonal al plano de la figura.

Cuando el perfil de intensidad de la luz no es plano y presenta un gradiente,
como en el caso de un láser, y la part́ıcula no está centrada respecto al máximo
de intensidad, una de las componentes laterales de la fuerza se verá afectada
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2.1. TRAMPAS ÓPTICAS

Figura 2.2: Fuerza de esparcimiento y gradiente producida por un perfil de intensidad

Gaussiano incidiendo sobre una part́ıcula.

con una magnitud mayor respecto a la componente contraria. En la figura 2.2
se observa a la part́ıcula desplazada ligeramente hacia arriba con respecto a
la región de mayor intensidad del haz, dando como consecuencia una mayor
magnitud de la fuerza Fa con respecto a la fuerza Fb. Entonces la fuerza neta
apunta en la dirección de Fa en su componente transversal al eje de propagación,
y empuja a la part́ıcula hacia el máximo de intensidad del haz. Esta fuerza
la llamamos fuerza de gradiente Fgrad. Si la part́ıcula se encuentra centrada
respecto al haz, la fuerza neta es cero, por lo tanto la fuerza de gradiente actúa
como la fuerza restauradora de un resorte.

2.1.2. Aspectos experimentales de una pinza óptica simple

En conjunto, con la fuerza de esparcimiento y la fuerza de gradiente se
puede confinar a una part́ıcula en una región del espacio. Si se contra-propagan
dos haces similares en intensidad, la fuerza de esparcimiento de ambos seŕıa
suficiente para mantener a la part́ıcula estable en el eje de propagación de los
haces y la fuerza de gradiente seŕıa suficiente para limitar el movimiento de
la part́ıcula en los ejes transversales[2]. Sin embargo, existe una forma más
conveniente de generar una pinza óptica, y es enfocando fuertemente un solo
láser a través de un objetivo de microscopio.

Para generar este tipo de arreglo de pinza óptica, el objetivo de microscopio
a usarse debe tener una alta apertura numérica. La apertura numérica es un
número adimensional que caracteriza el rango en ángulo de aceptación de luz
de un sistema, y está definida por AN = nsinθ, con n el ı́ndice de refracción
y θ la mitad del ángulo máximo del cono de luz que puede entrar o salir de la
lente. Este número se relaciona con la distancia focal de la lente, y esta relación
para una lente delgada enfocando un objeto en el infinito es f = 1

2AN , por lo
tanto cuando se habla de una amplia apertura numérica se refiere t́ıpicamente
a una f de 0,85 − 1,5. En la Fig. 2.3 se muestra un ejemplo de un arreglo de
pinza simple.
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CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

Figura 2.3: Arreglo pinza óptica simple. L1 y L2 representan un arreglo de lentes tipo

telescopio para agrandar el haz que los atraviesa, y E1 y E2 son espejos. E1 es un

espejo dicroico que permite pasar a la luz de la lámpara que ilumina la muestra hasta

llegar a la cámara CCD, pero refleja la luz del láser para que ésta llegue al objetivo de

microscopio.

Figura 2.4: Ampliación

del láser a la salida del

microscopio. En el diagra-

ma se aprecia la cintura

del haz que se forma por

el enfocamiento del láser.

El haz que pasa a través del objetivo de microsco-
pio es fuertemente enfocado por éste, generando una
“cintura” en el camino óptico, tal como se puede apre-
ciar en la figura 2.4. Como el haz se encuentra fuer-
temente enfocado en la cintura, esta región presenta
la mayor intensidad en el eje de propagación del haz
(que a partir de ahora llamaremos eje z ), lo que conlle-
va a que la fuerza de gradiente empuje a la part́ıcula
hacia la cintura. Sabemos que la fuerza de esparci-
miento está empujando a la part́ıcula en la dirección
de propagación del haz, pero ahora tenemos una com-
ponente más de la fuerza en el eje z debido a la fuerza
de gradiente, que es de magnitud similar a la fuerza de
scattering (v pN). Cabe aclarar que la fuerza de gra-
diente depende de la posición de la part́ıcula dentro
de la región del haz, al ser proporcional al gradien-
te de intensidad, esta fuerza actúa como una fuerza
restauradora. Con esto, la part́ıcula queda atrapada
en el eje z, y como hab́ıamos visto antes, en el plano xy la fuerza de gradiente
confina a la part́ıcula en la región donde se encuentra el máximo de intensidad
transversal del láser. Por todo esto, enfocando un láser a través de un objetivo

4



2.1. TRAMPAS ÓPTICAS

de microscopio, se puede lograr un atrapamiento en las 3 dimensiones espaciales
con un solo haz, obteniendo la pinza óptica.

A pesar de que el arreglo mostrado en la figura 2.3 es muy simple, no es la
configuración más simple. El arreglo más simple de una pinza óptica se obtendŕıa
removiendo el telescopio, formado por el arreglo de lentes L1 y L2, y dejando que
el láser llegara directamente a la apertura posterior del objetivo de microscopio.
La razón de utilizar un telescopio en este sistema es porque generalmente el
ancho del haz de láser no llena completamente la apertura posterior el objetivo
de microscopio y, por lo tanto, no se aprovecha la alta apertura numérica de
éste. Entonces, utilizando el telescopio se expande el haz hasta llenar toda la
apertura posterior del objetivo [27].
En el montaje experimental mostrado en la figura 2.3, si quisiéramos mover
una part́ıcula atrapada por la trampa en el plano xy, tendŕıamos que mover la
muestra (mediante la base de traslación XYZ). Sin embargo, existe también una
forma alternativa de mover a la part́ıcula, dejando la muestra fija y moviendo
el láser. Es preciso tener cuidado al mover el láser, ya que podŕıamos provocar
una desalineación de todo nuestro arreglo. Para evitar tal problema, se puede
colocar un espejo a una distancia f1 de la primera lente, como en la

Figura 2.5: Arreglo pinza óptica simple con sistema 4f. Se monta un espejo posterior

E1 a la salida del láser, t́ıpicamente montado en una montura Gimbal para pivotar

el haz y con ello mover la part́ıcula sin mover la muestra. La distancia que separa al

lente L2 de la parte posterior del objetivo de microscopio es justamente la distancia

focal de la lente.
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CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

Figura 2.6: Diagrama de un sistema 4f en óptica de rayos. El objeto corresponde a el

espejo E1 de la Fig. 2.5

Fig. 2.5, que esté en una montura que nos permita pivotar libremente el láser,
sin perder la alineación.
Esta configuración, si bien no es algo indispensable, nos ayuda bastante en el
arreglo, ya que asegura que el camino óptico del láser llegará siempre correcto
a la apertura posterior del objetivo de microscopio, llenándola en su totalidad
y sin perder la alineación. Esto es por que en la configuración 4f la distancia
que existe entre el espejo E1 y el objetivo de microscopio es exactamente la
distancia de 2 veces la distancia de ambos focos, de ah́ı el nombre 4f. En la
figura 2.6 se puede apreciar un diagrama en óptica de rayos que ejemplifica el
sistema 4f. Como se observa en la figura, aún si los rayos no inciden de mane-
ra normal en la superficie de la primera lente, debido al arreglo, śı llegan a la
apertura posterior del objetivo de microscopio con una ligera inclinación. Esta
ligera inclinación produce que a la salida del microscopio la cintura del haz esté
ligeramente desplazada en el plano transversal, lo que será bastante útil como
se explicará en el caṕıtulo 3. El espejo E2 es un espejo dicroico, espećıfico para
la longitud de onda del láser, ya que éste debe dejar pasar la luz proveniente del
sistema de iluminación y reflejar el láser.

La longitud de onda del láser utilizado para atrapar a las part́ıculas puede
ser cualquiera (desde la región visible del espectro electromagnético hasta el
rango del infrarrojo) que no dañe a las mismas. Si se trabaja con part́ıculas de
poliestireno, como en el caso de este trabajo, uno puede usar longitudes de onda
que vayan desde el infrarrojo cercano, hasta longitudes de onda más pequeñas
(λ v 532 nm) en el visible. Si lo que se quiere atrapar son part́ıculas vivas, como
el caso de bacterias, es preferible utilizar una λ cercana al infrarrojo para no
dañarlas, ya que la materia viva absorbe la luz en el infrarrojo produciendo que
se calienten. Las part́ıculas que t́ıpicamente se llegan a atrapar en un arreglo de

6



2.1. TRAMPAS ÓPTICAS

pinza óptica, por ejemplo, con un láser λ = 532 nm, se encuentran en el rango
de 0.2 - 5 µm de diámetro[16]. Esto último permite desarrollar casos ĺımite en
el tratamiento de las fuerzas que actúan en una pinza óptica.

2.1.3. Casos ĺımites en el cálculo de las fuerzas ópticas

Anteriormente se realizó un análisis cualitativo de las fuerzas que actúan en
una pinza óptica desde el régimen de rayos. Este tratamiento para las fuerzas
se puede aplicar cuando las condiciones para el esparcimiento de Mie (Mie scat-
tering) se satisfacen, y esto sucede cuando el radio R de la part́ıcula es mucho
mas grande que la longitud de onda del láser (R� λ).

En el caso contrario (R� λ) se satisfacen las condiciones del esparcimiento
de Rayleigh (Rayleigh scattering), por lo que resulta mejor tratar a la part́ıcula
como un dipolo puntual. Para esta aproximación la fuerza de esparcimiento se
expresa en términos de la intensidad de la luz incidente (I0), el ı́ndice de refrac-
ción del medio (nm), la sección transversal de esparcimiento (σ) y la velocidad
de la luz:

Fscatt =
I0σnm
c

, (2.1)

donde σ es

σ =
128π5R6

3λ4

(
m2 − 1

m2 + 2

)
, m = np/nm. (2.2)

La fuerza de gradiente proviene de la interacción de los dipolos inducidos
con el campo inhomogéneo

Fgrad =
2πα

cn2
m

∇I0, (2.3)

la cual depende de la polarizabilidad de la part́ıcula, α, que está expresada como

α = n2
mR

3

(
m2 − 1

m2 + 2

)
. (2.4)

La fuerza de esparcimiento, tal como se vio en el régimen de rayos, apunta
en la dirección de propagación del láser, mientras que la fuerza de gradiente
apunta en la dirección del gradiente de intensidad cuando m > 1.

Al final de la sección anterior se mencionó que el rango de tamaño del diáme-
tro de las part́ıculas t́ıpicamente atrapadas está entre 0.2 - 5 µm. Esto tomando
una longitud de onda de λ = 1064 nm, que es una de las que se usó en este
trabajo, representa un rango de 0.1λ a 10λ, por lo que ninguno de los dos casos
ĺımites anteriores aplican, y más bien nos encontramos en el caso R v λ. A
continuación se explica este caso.
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CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

2.1.4. Teoŕıa electromagnética de las fuerzas ópticas

Para entender mejor la f́ısica del atrapamiento de una part́ıcula con radio
R v λ es necesaria una teoŕıa electromagnética más completa que brinde una
mejor descripción de las fuerzas de radiación y torque que actúan sobre una
part́ıcula [14]. Lo primero que se debe atender con esta teoŕıa es un estudio
de los campos eléctricos y magnéticos esparcidos por la part́ıcula cuando es
iluminada por una onda electromagnética incidente. Supongamos que la mag-
nitud del campo eléctrico incidente es Ei(r) y el campo eléctrico esparcido es
entonces Es(r), por lo que el campo eléctrico total fuera de la part́ıcula es
Et(r) = Ei(r) +Es(r). Se puede considerar el esparcimiento producido por una
sola onda plana incidente linealmente polarizada, ya que cualquier campo elec-
tromagnético puede ser descrito por la superposición de ondas planas. Entonces

Ei(r) = Eie
iki·rêi, (2.5)

siendo ki = kmk̂i el vector de onda en la dirección de propagación incidente y
êi el vector unitario que indica la dirección de polarización.

Como el campo eléctrico esparcido Es(r) = [Es,x(r), Es,y(r), Es,z(r)] satisface
la ecuación de Helmholtz, los componentes cartesianos deben también satisfacer
la ecuación escalar de Helmholtz. La solución a esta ecuación que satisface las
condiciones de radiación al infinito está dada por[39]:

Es,x(r) = Es,x(r, k̂s) =

+∞∑
l=0

hl(kmr)

+l∑
m=−l

Clm,x(k̂i)Ylm(k̂s). (2.6)

En este caso k̂s es el vector radial unitario que indica la dirección de esparcimien-
to de la onda, hl(kmr) es una función de Hankel esférica, Ylm(k̂s) los armónicos
esféricos, y las amplitudes Clm,x(k̂i), están determinadas por las condiciones de
frontera de la superficie de la part́ıcula. Usando las propiedades asintóticas de
hl(kmr) para kmr →∞, la forma asintótica de Es,x(r) es

Es,x(r) = Ei
eikmr

r
fx(k̂s, k̂i), (2.7)

con fx(k̂s, k̂i) la amplitud de esparcimiento normalizada de la componente x,
que definimos como

fx(k̂s, k̂i) = k−1
m

+∞∑
l=0

+l∑
m=−l

(−i)l+1Clm,x(k̂i)Ylm(k̂s). (2.8)

Al hacer lo mismo para los componentes y y z, se obtiene la amplitud normaliza-
da de esparcimiento f(k̂s, k̂i), y la forma asintótica del campo de esparcimiento

Es(r) = Es(r, k̂s) = Eif(k̂s, k̂i)
eikmr

r
. (2.9)
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2.2. DINÁMICA ESTOCÁSTICA

Con esta última ecuación conocemos ya el campo eléctrico total Et(r). Los
campos magnéticos de inducción correspondientes están dados por:{

Bi(r) = − i
ω∇×Ei(r),

Bs(r) = − i
ω∇×Es(r).

(2.10)

La fuerza que actúa sobre una part́ıcula iluminada por una onda electromagnéti-
ca se puede calcular por medio del tensor de Maxwell. Para un campo armónico,
e integrando el tensor de Maxwell sobre una superficie esférica de radio r que
contiene a la part́ıcula, el tensor está dado por[39]

Frad =
1

2
εmr

2Re

{∮
Ω

[
Et ⊗E∗t +

c2

n2
m

Bt ⊗B∗t −
1

2

(
|Et|2 +

c2

n2
m

|Bt|2
)]
·̂rdΩ

}
,

(2.11)
con εm la permitividad dieléctrica del medio y nm el ı́ndice de refracción de la
part́ıcula. ⊗ denota el producto tensorial. A partir de esta ecuación se puede
calcular directamente la fuerza óptica que actúa sobre la part́ıcula al integrar la
parte que se obtiene de los campos ópticos en una superficie que encierran a la
part́ıcula en campo cercano.

2.2. Dinámica estocástica

El término estocástico se refiere a un proceso o sistema cuyo comportamiento
es no determinista [30]. También se puede ver como un objeto matemático el cual
está definido por una colección de variables aleatorias. En f́ısica, el movimiento
de una part́ıcula micro-métrica en agua representa un proceso estocástico, ya
que el movimiento que presenta es debido a las interacciones de ésta con las
moléculas del medio, y esto deriva en pasos completamente aleatorios. A este
tipo de movimiento aleatorio se le conoce como movimiento browniano, y de-
bido a la presencia de este tipo de proceso es que una part́ıcula micro-métrica
inmersa en agua puede moverse y escapar del confinamiento de un potencial. En
esta sección se explicará las ecuaciones que describen el movimiento browniano,
tanto para una part́ıcula libre, como para el movimiento de ésta en presencia
de un potencial, y más adelante en la sección 2.3 se explicará como este tipo de
dinámica influye en el problema del doble pozo.

2.2.1. Movimiento browniano

En las secciones anteriores se mencionó que el tamaño de las part́ıculas t́ıpi-
camente atrapadas por una pinza óptica se encuentran en el rango ≤ 10 µm. A
este nivel, el movimiento browniano se vuelve un factor importante a considerar,
ya que al ser un fenómeno de transporte a escala microscópica aporta de manera
notoria al movimiento de la part́ıcula atrapada.
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CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

El movimiento browniano se observa como un movimiento aleatorio, no co-
rrelacionado. Ésto para part́ıculas coloidales inmersas en un ĺıquido en equilibrio
térmico. Los movimientos irregulares que presenta este tipo de part́ıculas son
causados por el movimiento térmico de las moléculas del ĺıquido [10], es de-
cir, por las fluctuaciones de las colisiones con las moléculas del ĺıquido que las
rodea. Este fenómeno fue descubierto por Robert Brown en 1827, y el primer
acercamiento teórico lo realizó Albert Einstein en 1905 [10], trabajo en el cual
no se tomaba en cuenta el papel de la inercia. Poco después, en 1908, Paul
Langevin realizó una nueva teoŕıa sobre el movimiento browniano, en la cual
śı se tomaba a consideración el papel que juega la inercia en el movimiento de
una part́ıcula Browniana. Posteriormente, se realizó un estudio del movimiento
browniano en presencia de un potencial [17], tomando como base la ecuación
de Fokker-Planck, pero que también puede ser descrito desde la perspectiva de
la ecuación de Langevin, dada su equivalencia. Este nuevo estudio deriva en la
ecuación de Kramers y se abordará en la sección siguiente. A continuación se
describe brevemente el desarrollo de las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck.

2.2.2. Ecuación de Langevin

El modelo desarrollado por Langevin [20] considera part́ıculas “pesadas”
(con masa mucho mayor que la de las moléculas del fluido) inmersas en un
fluido, que sienten la colisión de las moléculas del fluido. Dos fuerzas actúan
sobre la part́ıcula: la fuerza de fricción viscosa, caracterizada por el coeficiente
de fricción, γ = 6πηR

−γ
(
dx

dt

)
, γ > 0 (2.12)

y la fuerza debida a las fluctuaciones ξ(t), provenientes de las interacciones de
la part́ıcula con las moléculas del medio. Donde R es el radio de la part́ıcula y
η representa la viscosidad del medio.

En ausencia de un potencial, la ecuación de Langevin para una part́ıcula
libre en el caso unidimensional es

m
d2x

dt2
= −γ dx

dt
+ ξ(t), (2.13)

donde m es la masa de la part́ıcula.

El modelo de Langevin toma algunas consideraciones respecto a ξ(t):

1. ξ(t) es independiente de la velocidad y su valor promedio es 〈ξ(t)〉 = 0.

2. ξ(t) cambia demasiado rápido respecto a la velocidad.

Si suponemos que el tiempo necesario para que ξ(t) cambie considerable-
mente es τc, al cual llamamos el tiempo de correlación, entonces el promedio del

10



2.2. DINÁMICA ESTOCÁSTICA

producto de ξ(t) con ξ(t′) se hace cero para |t − t′| > τc. Entonces la función
de autocorrelación de esta fuerza tiene su máximo en t = t′ y se hace cero en
|t − t′| = τc. Si este tiempo τc, es mucho más pequeño que los demás tiempos
caracteŕısticos, podemos escribir la función de autocorrelación como

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (2.14)

D representa al coeficiente de difusión en el espacio de velocidades y δ es la
función delta. Normalmente se asume por conveniencia que ξ(t) es un proceso
Gaussiano, el cual es un proceso estocástico que cumple que cada colección finita
de sus variables aleatorias tiene una distribución normal.

2.2.3. Ecuación de Fokker-Planck

En el trabajo que presenta Einstein [10], analiza el movimiento Browniano
en el espacio de coordenadas, y establece que la evolución de la distribución de
las part́ıculas suspendidas está dado para el caso unidimensional por

f(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
f(x+ x′, t)φ(x′)dx′ (2.15)

con x′ = ∆x, y donde φ(x′) es la probabilidad de salto de una posición x+ x′ a
x. Tomando la forma diferencial de la ecuación anterior, se obtiene la ecuación
de difusión [35]:

∂f(x, t)

∂t
= D

∂2f(x, t)

∂x2
, (2.16)

con D =
∫ +∞
−∞

x′2

2 φ(x′)dx′ el coeficiente de difusión en el espacio de coordenadas.

Volviendo al caso de Langevin, en el que se aborda el problema del movi-
miento Browniano desde el espacio de velocidades, se puede tomar la Ec. (2.15),
y reformularla para el caso de la evolución temporal de la distribución de pro-
babilidad de velocidad [35]:

f(v, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
f(v − v′, t)φ(v − v′, v′)dv′, (2.17)

siendo en este caso φ(v−v′, v′) la probabilidad de un paso v′, para una part́ıcula
con velocidad v− v′. Si se expande f(v, t+ τ) alrededor de t y f(v− v′, t)φ(v−
v′, v′) alrededor de v, se introduce lo que resulta en la Ec. (2.17) y se toma

Ddrift(v) =
〈v′(v)〉
τ

=
1

τ

∫ +∞

−∞
v′φ(v, v′)dv′ (2.18)

Ddiff (v) =
〈v′2(v)〉

τ
=

1

τ

∫ +∞

−∞

v′
2

2
φ(v, v′)dv′

11
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como los coeficientes de deriva (drift) y difusión, la ecuación 2.17 se puede
reescribir como

∂f(v, t)

∂t
= − ∂

∂v
Ddrift(v)f(v, t) +

∂2

∂v2
Ddiff (v)f(v, t). (2.19)

Esta es la ecuación de Fokker-Planck. Para entender completamente la ecuación,
uno puede hacer el calculo de Ddrift(v) y Ddiff (v), obteniendo [35]

Ddrift(v) =
〈v′〉
τ

= −γv (2.20)

Ddiff (v) =
〈v′2〉
2τ

= D, (2.21)

siendo γ la constante de disipación o amortiguamiento y D la constante de
difusión en el espacio de velocidades, la cual se obtiene que es[35]

D = γkBT/m. (2.22)

Aqúı kB es la constante de Boltzmann y T la temperatura. Con esto la ecuación
de Fokker-Planck (ec. 2.19) queda

∂f(v, t)

∂t
=

∂

∂v
[γv]f(v, t) +

∂2

∂v2

[
γkBT

m

]
f(v, t) (2.23)

Con lo cual termina el análisis del movimiento Browniano, habiendo abarcado
la descripción en el espacio de velocidad por la aproximación de Langevin y
Fokker-Planck. Queda por resolver la descripción en el espacio fase, con lo que
se llega a obtener la ecuación de Kramers para una part́ıcula Browniana en un
campo de fuerza.

2.3. El problema del doble pozo de potencial

El problema del doble pozo de potencial que se presenta en este trabajo es
un problema de estados metaestables y transición de estados. Empezaremos des-
cribiendo el problema de Kramers, que fue la primera aproximación al problema
de transición de estados, descrito por Hendrik Anthony Kramers en 1940, en su
trabajo [17]. En aquel trabajo, presenta un modelo para calcular la tasa de reac-
ciones qúımicas. El modelo presenta lo siguiente: una part́ıcula que se mueve en
un campo de fuerza externo, pero que siente también las fuerzas irregulares del
medio que la rodea, se encuentra inicialmente atrapada en un pozo de potencial,
pero puede escapar eventualmente, saltando una barrera de potencial, gracias al
movimiento Browniano. Lo que se busca calcular es la probabilidad de escape,
considerando la temperatura y la viscosidad del medio.
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2.3.1. El problema de Kramers

Consideremos que la forma del potencial es como la mostrada en la Fig. 2.7.
Supongamos que las part́ıculas que se encuentran en x0 y x1 se encuentran en
estados ligados 1, pero las que se encuentran en x1 tienen menor enerǵıa. Si el
sistema se encontrara en equilibrio térmico, la densidad de probabilidad espacial
seŕıa e−E(r)/kBT , donde E representa la enerǵıa en el potencial, y r la posición;
entonces el número neto de part́ıculas que pasan la barrera se haŕıa cero. Sin
embargo, si el número de part́ıculas en x0 es mucho mayor de las que corres-
pondeŕıan a un equilibrio térmico con x1, iniciaŕıa un proceso de difusión que
tendeŕıa al equilibrio. Si se asume que la barrera ∆U es bastante grande compa-
rada con kBT , el proceso de difusión seŕıa bastante lento, con lo que podŕıamos
pensarlo como un proceso estacionario [17].

Figura 2.7: Part́ıculas Brownianas en el fondo de un pozo de potencial con una barrera

de potencial ∆U . En la figura, x0 representa la posición de las part́ıculas atrapadas en

el pozo y x1 su posición al escapar de éste.

Kramers resolvió el problema de esta difusión cuasi-estacionaria (que llama-
remos ahora metaestable) en el espacio fase para los casos ĺımites de valores
grandes y pequeños de la viscosidad, dejando abierto el problema para valores
arbitrarios.

1La combinación lineal de los estados estacionarios del sistema corresponden a valores de
la enerǵıa del hamiltoniano
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Para continuar ahora con la revisión de este problema, se reescribirá la ecua-
ción de Fokker-Planck para el caso de movimiento en un campo de fuerza y
llamaremos a esta nueva ecuación, la ecuación de Kramers. Finalmente se estu-
diará el problema que concierne a este trabajo: el problema del doble pozo de
potencial, el cual es una extensión del problema de Kramers.

2.3.2. La ecuación de Kramers

La ecuación de Kramers que obtendremos en esta sección, aśı como la ecua-
ción de Fokker-Planck, es una función de distribución de densidad de probabi-
lidad. Lo que la hace distinta de la ecuación de Fokker-Planck obtenida antes
(Ec. 2.23) es que ésta la desarrollaremos en el espacio fase. La ecuación que
describe la evolución en la distribución está dada como[35]

f(p′, q′, t′) =

∫ +∞

−∞
f(p− P, q, t)φ(p− P, q,P)dP, (2.24)

donde (p, q) representan el par de momento a tiempo t, (p′, q′) el par de momen-
to a tiempo t′ = t+ τ y P es la magnitud de salto (en unidades de momento),
debido a la fuerza Browniana a la que está sujeta la part́ıcula, con función de
probabilidad φ(p− P, q,P).

En ausencia de movimiento Browniano, el movimiento seŕıa determinista,
entonces q̇ = p y ṗ = K(q), siendo K(q) la fuerza que actúa sobre la part́ıcula,
por lo que para un tiempo τ , (p′, q′) quedaŕıan

q′ = q + pτ, (2.25)

p′ = p+Kτ. (2.26)

Sustituyendo esto en la Ec. (2.24), obtenemos

f(p+Kτ, q + pτ, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
f(p− P, q, t)φ(p− P, q,P)dP (2.27)

y expandiendo el lado izquierdo y el integrando del lado derecho de Ec. 2.27 en
series de Taylor obtenemos, respectivamente,1

f(p+Kτ, q + pτ, t+ τ) = f(p, q, t) +
∂f

∂p
Kτ +

∂f

∂q
pτ +

∂f

∂t
τ + ... (2.28)

f(p− P, q, t)φ(p− P, q,P) = f(p, q, t)φ(p, q,P)− ∂(fφ)

∂p
P +

1

2!

∂2(fφ)

∂p2
P2 + ... (2.29)

Integrando la Ec. 2.29 con respecto a P obtenemos

f

∫ +∞

−∞
φ(p, q,P)dP− ∂

∂p
f

∫ +∞

−∞
Pφ(p, q,P)dP+

∂2

∂p2
f

∫ +∞

−∞

P2

2
φ(p, q,P)dP. (2.30)

1En esta sección, cuando se utiliza f en el texto se refiere a f(p, q, t)
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Estableciendo las equivalencias entre Ec. 2.29 y Ec. 2.30, tenemos∫ +∞

−∞
φ(p, q,P)dP = 1 (2.31)∫ +∞

−∞
Pφ(p, q,P)dP = P̄ (2.32)∫ +∞

−∞

P2

2
φ(p, q,P)dP =

P̄2

2
(2.33)

y sustituyendo todo esto en la Ec. 2.27, obtenemos

∂f

∂p
Kτ +

∂f

∂q
pτ +

∂f

∂t
τ = − ∂

∂p
f P̄ +

∂2

∂p2
f P̄2. (2.34)

Arreglando esta ecuación, pasando las parciales temporales a la izquierda y las
de momento al lado derecho, y dividiendo por τ toda la expresión, obtenemos

∂f

∂t
= −∂f

∂p
K − ∂f

∂q
p− ∂

∂p

f P̄
τ

+
∂2

∂p2

f P̄2

τ
(2.35)

Ahora, retomando la Ec. 2.23 de la sección anterior, y reescribiéndola en el
espacio de momento, tomando p = mv y tomando P → f se obtiene

∂P (p, t)

∂t
=

∂

∂p
[γp]P (p, t) +

∂2

∂p2

[
γkBT

m

]
P (p, t). (2.36)

Identificamos entonces en la Ec. 2.35 que Ddrift = P̄/τ y Ddiff = P̄2/τ . Y de
lo obtenido para el movimiento browniano, recordando el teorema de la equi-
partición 1

2m〈v
2〉 = 1

2kBT , se sabe que

Ddrift = −αp = −αmv (2.37)

Ddiff = D = mαkBT, (2.38)

y como K(q) se deriva de un potencial, podemos establecer la relación K(q) =
−U ′(q). Tomando m = 1, α = γ, q = x y p = v, la Ec. 2.35 queda

∂f

∂t
=
∂f

∂v
[U ′(x)]− ∂f

∂x
v +

∂

∂v
[γv]f + γkBT

∂2f

∂v2
(2.39)

la cual es la ecuación de Kramers[12]. Los primeros dos términos del lado derecho
de la ecuación describen un movimiento determinista, mientras que los últimos
son caracteŕısticos del movimiento Browniano.

2.3.3. El doble pozo de potencial

Como extensión al problema de Kramers está el problema del doble pozo de
potencial, que a diferencia del problema que propuso Kramers donde exist́ıan
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part́ıculas atrapadas en un solo pozo, en este caso se agrega un estado metaes-
table igual al pozo inicial, obteniendo un doble pozo separado por una barrera
de potencial de altura ∆U como el mostrado en la figura 2.8. Este problema del
doble pozo da un modelo para el estudio de la transición de estados metaesta-
bles muy comunes en la naturaleza.

Se ha hecho investigación ya en lo que refiere al doble pozo [25, 14] y los
estados metaestables. La motivación de estos estudios recae en la aparición de
estos estados en muchos procesos biológicos [34, 40, 7], qúımicos [38] y f́ısicos
[37, 13], aśı como también en finanzas [5]. Estos ejemplos se refieren a procesos
estocásticos en los que se puede aplicar el modelo del doble pozo.

Figura 2.8: El problema del doble pozo de potencial toma como modelo la tasa de

transiciones que sufre una part́ıcula Browniana entre un pozo y otro.

El problema que se presenta en este trabajo es una part́ıcula microscópica
confinada en dos trampas ópticas, sujeta a fluctuaciones debido al movimiento
Browniano, lo que constituye una buena aproximación al problema de Kramers.
Se realizó un análisis numérico del problema usando la ecuación de Langevin
(Ec. 2.40) , ya que resulta aśı más sencillo de resolver, esto porque si la velocidad
de una part́ıcula Browniana es pequeña comparada con la de las part́ıculas del
fluido, el modelo más simple para el problema es cuando la fuerza de fricción es
proporcional a la velocidad

dx

dt
= v,

dv

dt
= −U ′(x)− γv + ξ(t).

(2.40)

Esta es una manera alternativa más intuitiva que la aproximación de Fokker-
Planck, para estudiar procesos estocásticos.
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2.3.4. Descripción de la fuerza estocástica ξ(t)

Se mencionó en la sección 2.2.2 que ξ(t) se toma como un proceso gaussiano,
esto proviene del modelo de la caminata aleatoria, el cual es la descripción
más simple del movimiento de una part́ıcula Browniana en agua. Dado que
ξ(t) tiene su origen de múltiples colisiones individuales es necesario considerar
la intensidad de la influencia molecular sobre la part́ıcula. Si suponemos una
part́ıcula Browniana en agua con posición inicial x0, que experimenta cambios
aleatorios Gaussianos en su posición a medida que t aumenta un número de
pasos tj = j∆t, y cada cambio tiene la misma volatilidad σ,entonces x es igual
a la suma de todos los cambios en posición

xt = x0 + σ

t∑
i=1

εi, (2.41)

donde εi son números Gaussianos con promedio 0 y varianza 1. La suma de εi
la definimos como una variable de Wiener discreta

Wt =

t∑
i=1

εi = ε
√
t. (2.42)

Si consideramos N pasos, tal que t = N∆t, esta igualdad refleja que la suma de
t números Gaussianos es otro número Gaussiano con volatibilidad

√
t. Con esto

la ecuación 2.41 queda
xt = x0 + σWt, (2.43)

ahora falta encontrar el significado f́ısico de σ. Recordemos la sección anterior
donde se introdujo la ecuación de Langevin. Particularmente, en la ecuación
2.14, se hab́ıa definido que la función de autocorrelación de la fuerza ξ(t) es [29]

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (2.44)

tomando por ahora σ2 = 2D. En la Ec. 2.40, v(t) se refiere un proceso estocástico
con valor inicial v0 y puede ser resuelta expĺıcitamente [6]:

v(t) = v0e
−γt + e−γt

∫ t

0

eγt
′
ξ(t′)dt′ (2.45)

Ahora, si elevamos al cuadrado la Ec. 2.45 y tomamos promedio obtenemos

〈v(t)
2〉v0 = v2

0e
−2γt + e−2γt

∫ t

0

∫ t

0

eγ(t′+t′′)〈ξ(t′)ξ(t′′)〉dt′dt′′ (2.46)

usando 2.44 y por la propiedad sifting de la delta
∫
f(x)δ(x − x0) = f(x0) se

tiene que

〈v(t)
2〉v0 = v2

0e
−2γt + e−2γt

∫ t

0

∫ t

0

eγ(t′+t′′)σ2δ(t′ − t′′)dt′dt′′

= v2
0e
−2γt + e−2γt

∫ t

0

dt′eγ(t′′+t′′)σ2

= v2
0e
−2γt + σ2e−2γt

[eγ(2t)

2γ
− e0

2γ

]
.

(2.47)

17



CAPÍTULO 2. ASPECTOS TEÓRICOS

Finalmente se llega a

〈v(t)
2〉v0 = v2

0e
−2γt +

σ2

2γ
(1− e−γ(2t)), (2.48)

de aqúı se puede entonces identificar el valor del parámetro σ, si hacemos t→∞.
Como el valor de 〈v(∞)

2〉v0 debe ser kT , por el teorema de equipartición de la
enerǵıa, entonces

〈v(∞)
2〉v0 =

σ2

2γ
= kT (2.49)

⇒ σ =
√

2kTγ (2.50)

con lo que la ecuación de Langevin queda

dx

dt
= v

m
dv

dt
= −U ′(x)− γv +

√
2kTγWt

(2.51)

Esta es la ecuación que usaremos, con un potencial adecuado, para el estudio
numérico del problema del doble pozo en este trabajo.
Posterior al estudio numérico se realizó un montaje experimental del problema
del doble pozo, usando como base trabajos anteriores [25] ligando los resultados
obtenidos con la teoŕıa.
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Caṕıtulo 3

Estudio numérico de la
trampa de doble pozo

Para realizar un estudio numérico de la trampa de doble pozo se necesita rea-
lizar una revisión a los métodos numéricos para resolver ecuaciones estocásticas,
ya que la dinámica de una part́ıcula en un doble pozo está sujeta a fluctuaciones
térmicas. Esto conlleva la aparición de la componente de ruido térmico en las
ecuaciones de movimiento, lo que le da el carácter estocástico a la ecuación, tal
como vimos en el caṕıtulo anterior. En este caṕıtulo se mostrarán los resultados
obtenidos numéricamente por dos diferentes métodos, aśı como los resultados
para la tasa de transición de estados de la part́ıcula en el doble pozo, que es uno
de los objetivos de esta tesis.

Como se ha ido mencionando, para estudiar la dinámica de una part́ıcula
sujeta a movimiento browniano, en presencia de un potencial, utilizaremos la
ecuación de Langevin. El potencial U(x) que se escogió para este caso es un
potencial de la forma

U(x) = a

(
x4

4
− bx2

2

)
. (3.1)

Ya que representa un potencial doble simétrico, el cual es el que esperamos
obtener experimentalmente. Tomando F (x) = −dU(x)/dx, la ecuación ec. 2.51
queda

dx

dt
= v

m
dv

dt
= a(−x3 + bx)− γv +

√
2kTγWt

(3.2)

Donde T = 298,15 K, γ = 6πηR y η es 3,4 × 10−3 Pa · s. Este valor para
la viscosidad se obtuvo experimentalmente determinando la difusión de una
part́ıcula en agua. El montaje experimental, los resultados obtenidos y el análisis
de datos se explican en el caṕıtulo siguiente.



CAPÍTULO 3. ESTUDIO NUMÉRICO DE LA TRAMPA DE DOBLE
POZO

3.1. Solución numérica de ecuaciones estocásti-
cas

Una ecuación diferencial estocástica o SDE (stochastic differential equation)
puede describirse por la forma general de la fórmula de Itô [30]

dXt = a(Xt)dt+ b(Xt)dWt. (3.3)

Para realizar la integración de esta ecuación uno no puede simplemente recurrir
a los métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias (ODE, por sus siglas en inglés). Debido a la presencia del término de ruido
dW (t) es necesario hacer una integración distinta para este tipo de ecuaciones.

En el caṕıtulo anterior se realizó un corto análisis del término dW (t), donde
se mencionó que se refiere a un proceso de Wiener estándar (también llamado
movimiento Browniano). Las caracteŕısticas principales de un proceso de Wiener
son las siguientes [19]:

1. W0 = 0.

2. Wt es continua en t, con probabilidad 1.

3. Wt tienen incrementos independientes y estacionarios, y los incrementos
Ws+t −Ws tiene una distribución normal N(0, 1).

Dado que los incrementos tienen una distribución normal, se refiere al proceso
como Gaussiano.

Para la discretización de esta variable, utilizamos el tamaño de paso del
tiempo dt como

dW v
√
dtN(0, 1) (3.4)

Para generar una distribución normal o Gaussiana, se recurre generalmente
al algoritmo de Ziggurat propuesto por G. Marsaglia[23], el cual nos da una
distribución de números pseudo-aleatorios, con varianza 1 y promedio 0, con un
periodo en el orden de 264 [26]. Un estudio más detallado se encuentra en el
Apéndice A.

Se puede encontrar la solución a ecuaciones estocásticas introduciendo el
término de ruido (usando la variable de Wiener), en variaciones de métodos
numéricos utilizados para ODE, o métodos creados espećıficamente para resolver
SDE. En esta tesis se recurrió a los métodos de Euler–Maruyama y el método
de punto medio impĺıcito para encontrar la solución a la ecuación de Langevin .

Euler–Maruyama

El método de Euler-Maruyama, es la integración de Euler para ecuaciones
diferenciales, aplicada a procesos estocásticos. Éste considera inicialmente la
ecuación de Itô (Ec. 3.3), y se toma como valor inicial X0 = x0 en un intervalo

20
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[0, T ]. Euler–Maruyama propone como solución la cadena de Markov definida
como

Yn+1 = Yn + a(Yn)∆t+ b(Yn)∆Wn (3.5)

tomando Y0 = x0, siendo ∆t el tamaño de las particiones N del intervalo de
tiempo [0, T ], es decir ∆t = T/N , y

∆Wn = Wτn+1 −Wτn (3.6)

con τi las particiones del intervalo [0, T ]. ∆Wn es un proceso de Wiener estándar,
y será introducido en el algoritmo como se menciona en el Apéndice A. Para
fines prácticos, nos referimos a la discretización de este proceso en el algoritmo
con la notación dW (t).

Para implementarlo primero observaremos una de las ventajas de nuestro
sistema. Una part́ıcula inmersa en un medio viscoso (como el agua), descri-
be un buen ejemplo de un movimiento sobre amortiguado. En el experimento
numérico, simularemos la trayectoria de una part́ıcula de poliestireno en agua,
confinada en un arreglo óptico de doble pozo, por lo que podemos despreciar el
término inercial de la Ec. 2.51, ya que mẍ � 1, con lo que la ecuación queda
[39] como

dx

dt
=

1

γ
f(x) +

√
2DW (t), (3.7)

con D el coeficiente de difusión, el cual se relaciona con la enerǵıa cinética
promedio por medio de la relación de Einstein γD = kBT . E implementando el
método de Euler–Maruyama resulta en

xn+1 = xn +
1

γ
f(xn)∆t+

√
2D∆twn. (3.8)

f(xn) representa una fuerza que actúa sobre la part́ıcula y wn el ruido gaussiano
para el paso n. La expresión de esta fuerza será discutida en la sección 3.2.

Método de punto medio impĺıcito

Si consideramos un caso más general, en el que no necesariamente nos en-
contremos en un caso de sobre amortiguamiento [15], y por lo tanto no podamos
hacer a un lado el término de la masa, se tendŕıa que tomar completa la ecuación
de Langevin (Ec. 2.51). Si suponemos que f(x) = −gx, la ecuación de Langevin
toma la forma de una ecuación lineal de segundo orden, y puede resolverse con
diversos métodos numéricos. Uno de estos métodos que resulta bastante preciso
para este tipo de ecuación es el método de punto medio impĺıcito [8].

El método de punto medio impĺıcito, es de segundo orden, en contraste con
el de Euler, el cual es de primer orden. Para obtener éste, se recurre en principio
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al método de Euler–Maruyama para obtener los valores intermedios, tomando
como tamaño de paso ∆t

2 :

X̂n+1 = Xn +
1

2
V̂n∆t, (3.9)

V̂n+1 = Vn −
1

2
γV̂n∆t+

1

2
f(X̂n+1)∆t+

1

2
σwn,

junto con

Xn+1 = Xn + V̂n+1∆t, (3.10)

Vn+1 = Vn − γV̂n+1∆t+ f(X̂n+1)∆t+ σwn.

σ representa
√

2D∆t. En el caso de nuestra simulación, la fuerza está dada por
f(x) = a(bx−x3), por lo que la Ec. 2.51, se convierte en una ecuación un tanto
más compleja, permitiendo analizar el caso de ruido aditivo. Más adelante en
la sección 3.2 se discute la forma del potencial y la razón de los parámetros a y
b. Generalmente en los métodos impĺıcitos, aplicados a ecuaciones no lineales,
se requiere aplicar un proceso iterativo a cada intervalo de tiempo, aunque, la
estructura de sistemas de segundo orden hace posible una iteración sencilla. El
valor intermedio de X̂ en este caso se obtiene de una evaluación repetitiva de
[8]

X̂n+1 = Xn +

(
1 +

1

2
γ∆t

)−1
1

2
∆t

(
Vn +

1

2
∆tf(X̂n) +

1

2
σwn

)
, (3.11)

tomando como valor inicial X̂n = Xn, con el resto del algoritmo de la siguiente
forma

V̂n+1 =

(
1 +

1

2
γ∆t

)−1(
Vn +

1

2
f(X̂n+1)∆t+

1

2
σwn

)
, (3.12)

Xn+1 = Xn + V̂n+1∆t,

Vn+1 = Vn − γV̂n+1∆t+ f(X̂n+1)∆t+ σwn.

El número de iteraciones por paso usado en la Ec. 3.11 que se utilizó en las
simulaciones fue de 10 pasos.

3.2. Dinámica de una part́ıcula en un doble pozo
de potencial

Para estudiar la dinámica de una part́ıcula, sujeta a fluctuaciones térmicas
(movimiento browniano), confinada en un doble pozo de potencial, recurrimos a
la ecuación de Langevin (Ec. 2.51). El potencial es el mostrado en la Ec. 3.1. En
la ecuación, las constantes a y b toman los valores 1× 107 N/m3, 1× 10−13 m2
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respectivamente. Éstos fueron escogidos después de una serie de simulaciones
con distintos valores, ya que con ellos se construye un potencial que permite
que el número de saltos de la part́ıcula sea ideal. Con esto nos referimos a que
no son tan frecuentes, pero hay suficientes para poder reconstruir el potencial.
Una discusión de la obtención de éstos valores y su relación con las variables del
ruido térmico es mostrada en la sección 3.2.2.

Para el tratamiento de este problema se utilizaron los dos métodos explicados
en la sección anterior, para cada uno de los casos, el caso sobre amortiguado y
el caso general. Ejemplos de los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 3.1.
Lo que se observa en estas gráficas es la posición que tiene la part́ıcula dentro
del doble pozo, a lo largo del tiempo. Algo importante que se debe hacer notar,
y que se ha mencionado impĺıcitamente a lo largo de todo esta tesis, es que el
movimiento de la part́ıcula se debe en gran medida al ruido térmico, provocado
por las interacciones de la part́ıcula con las moléculas del medio.

(a)

(b)

Figura 3.1: Gráficas de posición vs tiempo para una part́ıcula en un doble pozo. Es-

tas gráficas muestran los resultados para la dinámica de la part́ıcula en el doble pozo

obtenido con: (a) Método de Euler–Maruyama y (b) Método de punto medio impĺıcito.
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Si tuviéramos un sistema determinista, la ausencia del ruido provocaŕıa que el
movimiento de la part́ıcula dependiera enteramente de su velocidad y posición
iniciales. Para los resultados mostrados en la Fig. 3.1 la velocidad y posición
inicial son cero, si usáramos estos valores iniciales en un sistema determinista,
la posición de la part́ıcula no cambiaŕıa a lo largo del tiempo, esto quiere decir
que al colocar a la part́ıcula en la cima de la barrera de potencial, en ausencia de
ruido térmico, la part́ıcula permaneceŕıa en esa posición. En esto es que recae la
importancia de conocer que nuestro problema está tratando un caso estocástico.

3.2.1. Reconstrucción del potencial a partir de la dinámica
de una part́ıcula

A partir de las gráficas ilustradas en la Fig. 3.1, se obtuvo en cada caso el
histograma de posición, con ello se pudo verificar la preferencia de posición de la
part́ıcula en los pozos. Los datos del histograma corresponden a la densidad de
probabilidad ρ(r) de que la part́ıcula se encuentre en una posición determinada.
Utilizando esto es posible reconstruir la forma del potencial [25] recordando que
la densidad de probabilidad espacial está dada por

ρ(r) = Z−1exp(−U(r)/kBT ), (3.13)

con Z una constante de normalización. En nuestro caso, el problema fue abor-
dado en una sola dimensión, por lo que tomamos solo ρ(x) y U(x).

Los resultados para la reconstrucción del pozo, junto con los histogramas de
posición se muestran en la Fig. 3.2.

Se realizó un cálculo de error para los métodos, utilizando la forma del
potencial invariante [28]

ρ(x)inv = e−βU(x), (3.14)

con ρ(x) normalizada y con la expresión anaĺıtica del potencial.

El error εx, obtenido con respecto al potencial invariante, se calcula como

εx = ||ρ(x)hist − ρ(x)inv|| (3.15)

que, por desigualdad del triángulo inversa, satisface

||ρ(x)hist − ρ(x)inv|| 6 ||ρ(x)hist||+ ||ρ(x)inv|| = 2, (3.16)

ya que las ρ(x) están normalizadas.

El error fue estimado repitiendo el experimento numérico 200 veces obte-
niendo los resultados mostrados en el Cuadro 3.1.
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(a)

(b)

Figura 3.2: Histogramas de posición representando ρ(x) (la densidad de probabilidad

espacial) junto con la reconstrucción del potencial a la derecha. En la reconstrucción se

muestra también la comparación del potencial teórico con el potencial numérico. U(x)

representa el potencial que se mostró en la Ec. 3.1. (a) Método de Euler-Maruyama,

(b) Método de punto medio impĺıcito.

Método εx Tiempo de cómputo

Euler-Maruyama 0.1369 9.94 seg
Punto medio impĺıcito 0.0899 144.3 min

Cuadro 3.1: Error εx y tiempos de cómputo de las simulaciones, realizadas con una

computadora con un procesador intel i5 3.2 GHz quad-core con 8 GB en RAM para

cada método. El ∆t es de 0.01.

El error en la estimación del potencial surge de la manera en la que esta-
mos planteando el problema. En nuestro caso nosotros ya conocemos la forma
del potencial, con base en éste realizamos las simulaciones para obtener aśı la
reconstrucción del mismo, por lo que esta reconstrucción debe tener la misma
forma del potencial que propusimos. El error en este caso, surge entonces de la
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diferencia entre el potencial numérico y el teórico propuesto. Aqúı cabe men-
cionar el por qué de este proceso de alguna manera ćıclico. En la naturaleza
muchas veces nos encontramos con potenciales de los cuales desconocemos su
forma, tomemos el caso que nos concierne. Si tenemos dos pinzas ópticas muy
próximas entre śı, esperaŕıamos con ésto estar formando un doble pozo de po-
tencial, sin embargo, si la potencia no es la misma en ambos, obtenemos una
asimetŕıa en el doble pozo. Saber si en nuestro arreglo experimental se nos pre-
senta una asimetŕıa es muy dif́ıcil tomando sólo como base la intensidad de
los haces, además de que la forma también depende de la separación de los
pozos (la cual afecta directamente la altura de la barrera que los separa). Es
por ello que se recurre a la reconstrucción con base en la posición de la part́ıcula.

Volviendo a la estimación del error, del Cuadro 3.1 podemos notar que en
Punto medio, εx es menor en comparación al otro método. Estos resultados se
pueden comparar con las gráficas mostradas en la Fig. 3.2, y es aqúı donde po-
demos hablar de la estimación del error comparativo con el potencial teórico.
En la gráfica que corresponde a la reconstrucción del potencial obtenida con el
método de Euler-Maruyama, se observa que los puntos obtenidos con el expe-
rimento numérico caen sobre la curva teórica en la región cercana al centro de
los pozos. Sin embargo, para el resto de la forma del potencial, los puntos de
la reconstrucción numérica caen bastante alejados y la altura de la barrera es
menor que en el caso teórico. En el caso de punto medio al contrario, es mejor
la reconstrucción del potencial, ya que podemos observar que al igual que en
Euler-Maruyama, los puntos de la reconstrucción que caen en la región cerca-
na a los pozos son lo esperado por la teoŕıa, y aśı lo siguen siendo salvo en la
región más cercana a la cima de la barrera. Al igual que en Euler la altura de
la barrera es más baja que el caso teórico, sin embargo en este caso se acer-
ca más a lo esperado teóricamente. Este análisis complementa a la estimación
del error εx, concluyendo la precisión de punto medio impĺıcito con respecto a
Euler-Maruyama.

Estos resultados, nos motivan a inclinarnos por el método de punto me-
dio para resolver este problema. Sin embargo, cabe recordar que el método de
punto medio se utilizó para resolver el caso general (es decir, sin considerar so-
bre amortiguamiento), y Euler-Maruyama fue utilizado para el caso en cuestión
considerando sobre amortiguamiento. Además es importante considerar que los
tiempos de cómputo para ambos casos son bastante discrepantes, siendo mucho
mayor en el caso del punto medio. Es por ello que por eficiencia, el método del
punto medio es preferible, además de que si se trabaja con un caso que no pre-
senta sobre amortiguamiento, este es el caso a utilizar y el método que presenta
mejores resultados [8], pero si se conoce que el caso con el que se trabaja pre-
senta sobre amortiguamiento, se puede utilizar el método de Euler-Maruyama,
el cual es rápido y eficiente.

La reconstrucción del potencial depende mucho de la estad́ıstica del mues-
treo, es por ello que el número de repeticiones del experimento es de 200. Cada
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3: Reconstrucción del potencial con (a) 1 realización, (b) 10 realizaciones,

(c) 100 realizaciones y (d) 1000 realizaciones. Simulaciones realizadas por el método

de punto medio impĺıcito. U(x) representa el potencial que se mostró en la Ec. 3.1.
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uno de éstos recaba 10000 datos de posición, a partir de los cuales se genera un
histograma, obteniendo al final del experimento 200 histogramas. Después de
promediar éstos se reconstruye el potencial. Este tratamiento en la estad́ıstica es
lo que genera una mayor precisión en la reconstrucción del pozo. En la Fig. 3.3
se puede apreciar el como vaŕıa la precisión en la reconstrucción del potencial en
función del número de realizaciones. Podemos notar también que al aumentar
el número de realizaciones la dispersión en la cima de la barrera va decreciendo.
Si tomamos, como la Fig. 3.3d 1000 realizaciones la dispersión decrece notable-
mente, sin embargo ya con 200 realizaciones el tiempo de cómputo es de 144
minutos, con 1000 realizaciones fue alrededor de 12 horas, y el cambio además
no es tan significativo, por ello fue más eficiente utilizar 200 realizaciones para
este trabajo.

3.2.2. La forma del potencial

El potencial propuesto para nuestro problema esta dado por la Ec. 3.1, donde
a y b, son los parámetros a modificar para obtener distancias distintas en la
separación en los pozos, como también una profundidad mayor en ellos.
Si la separación entre los pozos se modifica, la altura de la barrera en el potencial

Figura 3.4: Forma del potencial teórico para diferentes valores de a, con b = 1 ×
10−13m2.

se modifica a su vez, haciéndose más pequeña si se juntan, y más grande si se
separan. Si en cambio, la separación entre pozos es constante, pero aumentamos
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la profundidad de los pozos, la altura de la barrera aumenta si incrementa la
profundidad, y disminuye si decrece la misma. Este parámetro en el experimento
se controla con el valor de la potencia del láser. En el caso de nuestra simulación
si reescribimos al potencial de la Ec. 3.1 de la forma

U(x) = a

(
x2

2
−
√
b

2
x

)(
x2

2
+

√
b

2
x

)
, (3.17)

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Gráficas de posición vs. tiempo para distintos valores de a, con b = 1 ×
10−13m2. (a) a = 1 × 106N/m3, (b) a = 5 × 106N/m3, (c) a = 1 × 107N/m3 y (d)

a = 1,5 × 107N/m3.

vemos que al variar independientemente las variables a y b, se puede llegar a
obtener diferentes formas del potencial, cambiando la distancia que separa a los
pozos y la profundidad de los mismos con respecto a la barrera. El aumento y
disminución de la altura de la barrera produce un cambio en la razón de salto
de la part́ıcula entre los pozos. Esta variación se presenta en los resultados mos-
trados a continuación.

Comenzaremos este análisis observando cual es el papel de cada una de
éstas variables en la forma del potencial, analizando primero la repercusión de
modificar el parámetro a. Para este caso b es constante, y usaremos el valor que
hemos estado usando para nuestras simulaciones hasta ahora.
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En la Fig. 3.4 se puede ver que al modificar el parámetro a de nuestra ecua-
ción se modifica la altura de la barrera, y la posición en los pozos permanece
constante. Lo importante en este análisis, es que lo único que se modifica al
variar este parámetro es la altura de la barrera y la curvatura de los pozos.
En el experimento, cuando aumentamos la intensidad del láser, aumentamos las
fuerzas que atrapan a la part́ıcula y con ello la barrera entre los pozos es más
grande, por esto el parámetro a de nuestra ecuación podŕıamos relacionarlo con
la intensidad del láser en el experimento. Ahora bien, ya que conocemos mejor
como modifica el parámetro a la forma del potencial, la siguiente cuestión seŕıa
saber cómo repercute ésto en la razón de salto de la part́ıcula.

En la Fig. 3.5a podemos observar que para un valor de a = 1× 106N/m3, la
part́ıcula salta muy frecuentemente entre los pozos. Ésto es por que la barrera es
lo suficientemente baja como se puede apreciar en la Fig. 3.4 con la ĺınea conti-
nua, lo cual permite que la part́ıcula salte sin mayor problema de un pozo a otro.
Para valores entre 5×106N/m3 y 1×107N/3 la altura de la barrera permite que
la part́ıcula salte moderadamente en un intervalo de tiempo largo. Conforme la
profundidad de los pozos va aumentando, los saltos de la part́ıcula se vuelven
menos frecuentes, al punto en el que la part́ıcula pueda quedarse atrapada en

Figura 3.6: Forma del potencial teórico para diferentes valores de b, con a = 1 ×
107N/m3.

un sólo pozo o perderse en el salto, que es lo que sucede en el experimento real.
La Fig. 3.5d muestra el rastreo de posición de la part́ıcula a lo largo del tiempo
para un valor de a = 1,5× 107N/m3, aqúı se puede apreciar que la part́ıcula se
queda atrapada en uno de los pozos sin posibilidad de escapar. Esto es lo que
sucede en el caso de una sola trampa óptica.
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Veamos ahora el caso en el que a es constante y toma el valor de 1×107N/m3,
con b es el parámetro a modificar. La Fig. 3.6 muestra la variación de la forma
del potencial con respecto al cambio de b. Algo muy importante que se hace
notar al comparar los resultados de la Fig. 3.4 y la Fig. 3.6 es que el aumentar
o disminuir b se modifica la separación entre los pozos, además de la altura de
la barrera. Si volvemos a relacionar este parámetro con lo que sucede en el ex-
perimento real, podemos pensar que esto es lo mismo que sucedeŕıa al separar
los pozos, un parámetro que si se puede controlar en el laboratorio como se verá
en el caṕıtulo siguiente. Este cambio como se espera, se ve reflejado también
en la dinámica de la part́ıcula. En la Fig. 3.7a vemos que la part́ıcula presenta
saltos muy frecuentes, algo similar a lo que observamos cuando variamos con a
la altura de la barrera a niveles bajos. En la Fig. 3.7b tenemos un valor de dos

(a) (b)

(c)

Figura 3.7: Gráficas de posición vs. tiempo para distintos valores de b, con a = 1 ×
107N/m3. (a) b = 0,5 × 10−13m2, (b) b = 1 × 10−13m2 y (c) b = 2 × 10−13m2.

veces b del valor anterior, y el comportamiento de la part́ıcula cambia bastante,
ya que aqúı los saltos de ésta se vuelven menos frecuentes, teniendo con ésto una
permanencia mayor en cada uno de los pozos. En la Fig. 3.7c se ve como es que
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el rastreo de la posición de la part́ıcula se asemeja mucho al comportamiento
que tendŕıa si estuviera atrapada en un sólo pozo, esto por que la altura de la
barrera es muy alta, y los pozos tienen una separación bastante grande entre śı.

3.2.3. La tasa de transiciones

Continuando con el problema del doble pozo, es necesario calcular la tasa
de transiciones de la part́ıcula entre los pozos para acercarnos a la solución del
problema de Kramers.

Para una part́ıcula browniana sobreamortiguada en un potencial U(x), la
tasa de transición propuesta por Kramers[25] es

WK = WK
0 exp

(
− ∆U

kBT

)
(3.18)

con WK
0 el prefactor de Kramers y ∆U la altura de la barrera, que para el caso

3-dimensional está dado por [25]

WK
0 =

|ω(1)
s |ω(1)

2πγ

ω(2)ω(3)

ω
(2)
s ω

(3)
s

(3.19)

siendo ω
(i)
s y ω(i) las frecuencias caracteŕısticas de la barrera y los pozos res-

pectivamente, e i = 1, 2, 3 las dimensiones. En la ecuación γ es 6πηR, con R el
radio de la part́ıcula y η la viscosidad. En nuestro caso, sólo consideramos una
dimensión, por lo que el prefactor se reduce a[9]

WK
0 =

|ωs|ω
γ

(3.20)

además consideramos que nuestro potencial es simétrico y ω es la misma para
ambos pozos. Con esto, uno puede calcular la tasa de transición de un pozo
en una dimensión. Experimentalmente, la tasa de transición se obtiene a partir
de un histograma de tiempos de residencia y ajustando por mı́nimos cuadrados
1 una distribución de Poisson. Se espera que una distribución de tiempos de
residencia tenga la forma

ρ(τr) = λe−λτr (3.21)

donde τr es el tiempo de residencia, λ = 1/τ̄ , con τ̄ el tiempo medio de residen-
cia. Por lo tanto λ corresponde a la tasa de transición medida, que llamaremos
a partir de ahora W k

meas, por usar la misma notación que [25]. Para la obtención
de esta variable se utiliza un histograma de los tiempos de residencia, conta-
bilizando a su vez el número de saltos de la part́ıcula. A este histograma se le
realiza un ajuste exponencial de la forma ρ(τ) = Aexp(−λτ). Donde el error de
este ajuste viene directamente de los intervalos de confianza del mismo.

1Para el ajuste se utilizó la función de mı́nimos cuadrados de matlab lqscurvefit.
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Las frecuencias caracteŕısticas para los pozos se obtuvieron mediante la re-
lación ω2 = U ′′(xe)/m, con m la masa de la part́ıcula y xe representa el punto
metaestable del potencial. Para la barrera se ocupa la misma relación cambiando
U ′′(xe) por |U ′′(xs)|, con xs la posición de la barrera. Esto cambia la expresión
de la ecuación 3.20 a

W k
0 =

√
U ′′(xe)U ′′(xs)

γ
. (3.22)

Figura 3.8: Histograma de tiempo de residencia con un número de eventos (saltos)

de N = 1527 y un intervalo de bin de 1
10

. La curva representa el ajuste exponencial

realizado.

Utilizando el método de punto medio, y tomando R = 1 × 10−6m y η =
3,4 × 10−3Pa.s, se obtuvieron los resultados mostrados en el Cuadro 3.2 para
la tasa de transición, esto para la separación establecida con los parámetros a
y b definidos en las secciones anteriores. Los valores de U ′′(xe) y U ′′(xs) vaŕıan
con respecto a la forma del potencial. Estos resultados, como ya se mencionó,
se obtuvieron por medio de un ajuste exponencial al histograma de tiempos de
residencia mostrado en la Fig. 3.8. Para este caso se contabilizaron 301 saltos
de la part́ıcula, que llamaremos número de eventos y lo representaremos con la
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letra N. El intervalo de tiempo en el que se evalúa el histograma lo llamaremos
bin, y el tamaño de este bin afecta a la estad́ıstica ya que a bins más grandes el
ajuste se vuelve menos preciso.

W k [s−1] WK
meas [s−1] ∆WK

meas

0.0803 0.0995 0.01

Cuadro 3.2: Tasa de transiciones teórica y numérica para un potencial de la forma

U(x) = a(x4/4 − bx2/2), con a = 1 × 107 N/m3 y b = 1 × 10−13 m2.

Vamos ahora a cambiar la altura de la barrera variando el parámetro a, ya
que como vimos en la sección 3.2.2, es el que produce un cambio en la altura de
la barrera sin modificar la posición de los pozos. La Fig. 3.9a muestra el cambio
en la tasa de transición con respecto a la altura de la barrera y la Fig. 3.9b
muestra la correspondencia entre los valores teóricos y numéricos.

En la Fig. 3.9.b la ĺınea representa la coincidencia de la teoŕıa con los datos
numéricos, con esto podemos ver que los resultados obtenidos caen muy cercanos
a esta ĺınea, por lo que esto confirma la teoŕıa de Kramers de transición de
estados. La relación que muestra la Fig. 3.9.a confirma la idea intuitiva de que
a barreras más grandes, la razón de salto es menor.

(a) (b)

Figura 3.9: (a) Relación de la altura de la barrera de potencial ∆U con la tasa de

transición numérica W k
meas .(b) Relación de la tasa de transición obtenida numéri-

camente W k
meas, con la teórica W k. La ĺınea representa lo esperado si los resultados

numéricos coincidieran con la teoŕıa.
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Caṕıtulo 4

Montaje experimental de
una trampa óptica de doble
pozo

Una vez realizados los experimentos numéricos se prosiguió a realizar la
parte experimental de este trabajo. Uno de los primeros pasos a tomar en esta
parte experimental fue la caracterización de los parámetros de la viscosidad y
constante de restitución, que utilizaŕıamos en el experimento y, en el caso de
la viscosidad, también en la parte numérica. Utilizando el arreglo experimental
de doble pozo se obtuvieron las tasas de transición de cada uno de los pozos al
otro, con las trampas generadas por un láser de 1064 nm y después se realizó
de nuevo el experimento con un láser de 532 nm, el por qué de ésto se explicará
más adelante en el caṕıtulo. Como primer punto a abordar, se explicará como
fue realizado el montaje experimental, ya que éste fue utilizado para cada parte
del trabajo, desde la caracterización de los parámetros hasta el experimento del
doble pozo en śı.

4.1. Arreglo experimental de doble trampa

Para generar experimentalmente una doble trampa óptica, se usó un láser
con longitud de onda λ = 1064 nm marca Ekspla, con él se atraparon part́ıcu-
las de 1,99 µm de poliestireno, inmersas en agua. El arreglo experimental es el
mostrado en la Fig. 4.1. Para el experimento se utilizó un espejo a la salida del
haz para asegurar que la alineación del camino óptico del láser fuera paralela
a la superficie de la mesa donde fue montado el experimento. Posterior a este
espejo se colocó un arreglo de lentes (L1 +L2) el cual se utilizó para colimar el
haz, ya que el láser utilizado en el experimento no estaba colimado. En seguida
de estos lentes de colimación se colocó una placa λ/2 y un interferómetro Mach-
Zender montado con dos cubos polarizadores, por lo cual obtuvimos dos haces
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Figura 4.1: Arreglo experimental para la generación del doble pozo. La distancia que

separa la lente L4 de la apertura posterior del objetivo es la distancia focal f4. Las

distancias focales de cada uno de los lentes son f1 = 2,5 cm, f2 = 5 cm, f3 =

10 cm, f4 = 17,5 cm, f5 = 20 cm, f6 = 2,5 cm.

con polarizaciones perpendiculares, con la placa λ/2 se rotaba la polarización
del haz antes del interferómetro y con ello se obtuvo una potencia del 50 % del
haz original en cada uno de los dos haces nuevos. En el interferómetro se colocó
una montura Gimbal para el espejo más próximo al lente L3 para con ella mover
la posición del haz en la muestra y asegurar la alineación. El camino óptico del
láser que pasa por la montura Gimbal formará la trampa que nombraremos r2
y el camino óptico que pasa por la montura que dejaremos fija la nombraremos
r1. Se utilizó un segundo arreglo de lentes (L3 + L4) que se colocó posterior
a la generación de los dos haces y se utilizó para ensanchar los haces y con
ello asegurarnos de que éstos llenaran en su totalidad la apertura posterior del
objetivo de microscopio. Este arreglo de lentes hacia el objetivo de microscopio
forma un sistema 4f, como se discutió en el caṕıtulo 2. El arreglo 4f se utilizó
para no perder la alineación en el experimento y poder mover uno de lo haces
para modificar la separación entre los pozos.

En el interferómetro tipo Mach-Zender, uno de los caminos ópticos del láser es 2
cm más largo que el otro, para deshacernos de la coherencia temporal del láser,
y ésto, junto con la polarización ortogonal de los dos haces generados, aseguren
la no interferencia de ambos en el objetivo de microscopio. Cabe destacar que
en principio los dos haces no interfieren debido que la polarización de uno es
ortogonal a la polarización del otro, como se mencionó, pero esta configuración
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utilizada en el arreglo es una precaución más para evitar cualquier tipo de inter-
ferencia remanente debido a componentes no paraxiales en el foco del objetivo
de microscopio, por la alta apertura numérica la cual es de 1.4.

Finalmente, para el sistema de visualización, y la generación de la pinza, se
utilizó un objetivo de inmersión en aceite, de amplificación 100x, con apertura
numérica de 1.4, marca Edmund Optics. La orientación de este sistema en don-
de fue montado el objetivo se escogió hacia arriba, de forma perpendicular a
como hab́ıa estado viajando el haz en el arreglo. Posterior al objetivo se colocó
la muestra, la cual iba montada en una base de traslación XYZ. Por encima de
la muestra se colocó la iluminación, la cual consistió en una luz led enfocada con
una lente con distancia focal de 2.5 cm que sirve como condensador. El espejo
dicroico mostrado en la Fig. 4.1 se utilizó para reflejar el haz del láser hacia la
muestra y permite pasar la imagen de lo que se observa con el microscopio a
una CCD marca Thorlabs modelo DCU223C. Con ella se registró en video la
dinámica de la part́ıcula. Esta parte del sistema de visualización, que corres-
ponde a la CCD+L5 , tuvo una orientación paralela al plano de la mesa donde
fue montado el experimento, al contrario de la parte donde estaba montado el
objetivo.

Antes del experimento, fue necesaria una caracterización de los parámetros invo-
lucrados en el fenómeno, como la constante de fricción, cuyo valor experimental
fue utilizado también para las simulaciones del caṕıtulo anterior, y la determina-
ción de la constante de restitución de la pinza. Estas caracterizaciones, aśı como
su montaje experimental, se explican detalladamente en las siguientes secciones.

4.2. Caracterización preliminar de parámetros

4.2.1. Estimación del coeficiente de viscosidad cinemática

Una de las maneras de conocer el coeficiente de viscosidad cinemática de
una part́ıcula es determinando la difusión de la misma en el medio. Ésto se hace
midiendo el desplazamiento cuadrático medio (MSD). Para una mejor estad́ısti-
ca, se utilizó el método descrito en [31]. El MSD se calcula generalmente con la
ecuación

∆~r2 = (xi − x0)2 + (yi − y0)2, (4.1)

es decir, se obtiene el promedio de las diferencias entre el paso inicial y los i-
pasos que dio la part́ıcula en el experimento. El refinamiento para éste propone
que para cada valor de t se obtenga el promedio (sobre n− k valores):

∆~r2 = (xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2, (4.2)

con i = 1, 2, ..., n − k, para t = ∆t. Esto es posible por que el movimiento que
presenta la part́ıcula es browniano, por ello representa un proceso markoviano,
es decir, cumple la propiedad de que la distribución de probabilidad del valor
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Figura 4.2: Arreglo óptico utilizado para la determinación del coeficiente de fricción

efectivo.

futuro de la posición (la cual es aleatoria en este caso) depende únicamente de
su valor presente, y no de la historia de esta variable. Con ésto, la estad́ıstica
para t = ∆t es muy grande, pero mientras t = k∆t es más grande, la estad́ıstica
es más pobre. Por ello tomamos

∆~r2
2 = (xi+2 − xi)2 + (yi+2 − yi)2 para t = 2∆t (4.3)

...

∆~rk
2 = (xi+k − xi)2 + (yi+k − yi)2 para t = k∆t (4.4)

Los k valores de ∆~r2 se promedian con ello obteniendo el MSD refinado.

El montaje experimental utilizado para la determinación de este coeficien-
te es el mostrado en la Fig. 4.2. Éste es parte del arreglo que se utilizó más
adelante en la caracterización de la constante de restitución de la pinza y en
el experimento del doble pozo. Los datos fueron obtenidos mediante el rastreo
de la posición de la part́ıcula en un v́ıdeo grabado por una cámara Thorlabs
DCU223C. El rastreo se realizó por medio del programa trackvideos.m, hecho
para Matlab (véase Apéndice B).

En la Fig. 4.3 se observa la comparación del MSD calculado con la Ec. 4.1
(izquierda) con el refinamiento (derecha) para el mismo experimento. Este re-
finamiento permite hacer un ajuste lineal más preciso. Para éste se tuvo una
estad́ıstica del promedio de 1100 datos por cada punto. Este experimento fue
repetido para varias part́ıculas para mejorar aún más la estad́ıstica. Pensando
solamente en el MSD, lo anterior es lo que se realiza normalmente, pero en el
caso del MSD refinado, el repetir el experimento incrementa enormemente la
estad́ıstica, especialmente para valores pequeños de t.
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(a) (b)

Figura 4.3: Gráficas de MSD con y sin refinamiento, del desplazamiento de una

part́ıcula de 2 µm de poliestireno en agua, ambas gráficas fueron obtenidas para el

mismo experimento. (a) MSD sin refinamiento en función del tiempo con un ajuste

lineal por el origen. (b) MSD con refinamiento en la estad́ıstica en función del tiempo

con un ajuste lineal por el origen.

Una vez realizado lo anterior se procede a calcular el coeficiente de difusión.
Para esto recordamos que la ecuación de difusión está dada por

∂ρ

∂t
= D∇2ρ (4.5)

cuya solución, suponiendo que las part́ıculas se encuentran adyacentes (ρ =
δ(x− x0), para t = 0) es

ρ =
1√

4πDt
e−

(x−x0)2

4Dt , (4.6)

este resultado representa la probabilidad de encontrar a la part́ıcula en una
posición x a un tiempo dado t. Como x̄ = 0, la varianza es (x− x0)2 = 2Dt.
Ésto para el caso unidimensional, en dos dimensiones σ está dada por 4Dt. Por
ésto, un cuarto de la pendiente del ajuste lineal que realizamos en la estad́ıstica
representa el valor de la constante de difusión, es decir

D =
∆~r2

4t
. (4.7)

Finalmente, de la ecuación de Stokes-Einstein, la viscosidad cinemática está
dada por

η =
kT

6πDR
. (4.8)

Los resultados obtenidos siguiendo esta lógica se muestran en el Cuadro 4.1.
Éste valor de η concuerda con lo reportado en la bibliograf́ıa [31] y es utilizado en
todos los siguientes cálculos de cada experimento, aśı como en las simulaciones
del caṕıtulo anterior.
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r [µm] ∆r T [K] D [µm
2

s ] ∆D η [Pa.s] ∆η

1.0 0.03 298.15 0.0647 0.00065 0.0034 0.00011

Cuadro 4.1: Coeficiente de difusión y viscosidad obtenida por la relación de Stokes-

Eisntein para una part́ıcula de diámetro de 2 µm inmersa en agua.

4.2.2. Determinación de la constante de restitución en una
pinza óptica

Para obtener la constante de restitución de una pinza óptica uno puede
optar por varios métodos. Uno de ellos es el atrapar una part́ıcula y moverla
continuamente en una dirección a una velocidad constante (moviendo la muestra
en la que está inmersa), con esto se desplaza a la part́ıcula una distancia ∆x de
su posición de equilibrio en la pinza. Como la fuerza de la pinza es una fuerza
restitutiva se puede analizar por la ley de Hooke

FH = −k∆x, (4.9)

donde k representa la constante de restitución de la pinza. Ahora, observando el
diagrama de la Fig. 4.4 se puede observar que el desplazamiento de la part́ıcula
en la dirección contraria al movimiento de la muestra se debe a la fuerza de
arrastre. Para estudiar esta fuerza uno recurre a la ley de Stokes

FS = 6πηRv (4.10)

con R el radio de la part́ıcula y v su velocidad. La fuerza FS y FH son iguales,
por lo tanto, igualando la Ec. 4.9 con Ec. 4.10 y despejando para k se obtiene

k =
6πηRv

∆x
(4.11)

con esta relación es que obtendremos la constante de restitución de la pinza. Ca-
be mencionar que en nuestro caso tenemos una doble trampa óptica, por lo cual
habŕıa que obtener una constante para cada pinza. En el experimento buscamos
tener un doble pozo simétrico, por ello las constantes en principio debeŕıan ser
las mismas, sin embargo esto no siempre es posible debido a variaciones en la
potencia producidas por los componentes ópticos utilizados en el arreglo, debi-
do a esto fue importante obtener la constante para cada pinza y verificar que
fueran similares. También cabe aclarar que una vez obtenida la doble trampa,
las constantes se modifican por que el nuevo potencial no corresponde a los
potenciales individuales, sin embargo esta caracterización sirve como referencia
para tener un poco más de control en la forma del potencial. Las constantes k
del doble potencial se calcularán en la siguiente sección para con ellas conocer la
tasa de transición de la part́ıcula. Las constantes fueron caracterizadas para el
arreglo mostrado en la Fig. 4.1, que fue el utilizado en el experimento del doble
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Figura 4.4: Diagrama de las fuerzas presentes en el desplazamiento de la part́ıcula al

mover la muestra en una dirección a velocidad constante. FS representa la fuerza de

Stokes y FH la fuerza de Hooke. ∆x representa el desplazamiento de la part́ıcula de su

posición de equilibro con respecto al centro del haz gaussiano.

pozo. En la montura de traslación XYZ se colocó un motor en uno de los ejes
paralelo al plano de la mesa, marca Newport, para mover la muestra de manera
controlada en esa dirección.

Los resultados obtenidos son como la gráfica ilustrada en la Fig. 4.5a. Ésta
representa el desplazamiento de la part́ıcula en función del tiempo con la mues-
tra moviéndose a una velocidad de 0,08 mm/s y teniendo una potencia del láser
medida a la salida del objetivo de microscopio de 3,807 mW . El movimiento
que tiene la muestra en el experimento es periódico con respecto a su posición
inicial, esto se hace para mejorar la estad́ıstica. Para tomar el desplazamiento
con respecto a la posición x = 0, la de equilibrio de la part́ıcula, se toman las
distancias a ambos lados y se obtiene el promedio para todas éstas. Este expe-
rimento fue repetido para distintas velocidades con 5 diferentes potencias. El
resultado de esto son gráficas como la mostrada en la Fig. 4.5b donde la pen-
diente es la constante de restitución de la pinza para esa determinada potencia.

Como se mencionó anteriormente, este experimento se realizó en ambos bra-
zos del láser, para poder lograr un doble pozo simétrico. En la Fig. 4.5c y 4.5d
se puede ver la comparación de las potencias de cada trampa en función de la
constante de restitución determinada. La Fig. 4.5c corresponde a la trampa r1
(la que no moveremos en el experimento) y la Fig. 4.5d a la trampa r2, que
pasa por la montura Gimbal. Podemos observar que el comportamiento en am-
bos es lineal y muy parecido. En el experimento manejamos una potencia de
4 mW , por lo que estos resultados nos comprueban que estamos trabajando en
la región lineal de la trampa, esto nos asegura que estamos trabajando en el

41
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DE DOBLE POZO

régimen lineal de la fuerza de confinamiento, lo que nos permite aproximar la
fuerza óptica por 4.9.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.5: (a) Rastreo de la posición de la part́ıcula confinada en r2 en función del

tiempo, moviéndose la muestra, con un movimiento periódico, a una rapidez de 0.08

mm/s alternando de dirección, y teniendo una potencia del láser de 3.807 mW. (b)

Fuerza de Stokes FS en función del desplazamiento de la part́ıcula confinada en r2

de su región de equilibrio en la pinza. La caracterización de la constante para cada

potencia se realizó determinando el desplazamiento para cuatro distintas velocidades.

Se muestra también la potencia de la trampa en función de la constante de restitución

para la (c) trampa r1, y (d) trampa r2
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4.3. Reconstrucción del potencial óptico a partir
de la dinámica de la part́ıcula

Se ha ido mencionando a lo largo de este caṕıtulo lo que se utilizó para
obtener la dinámica de la part́ıcula en el doble pozo. Uno de los componentes
fundamentales fue todo el sistema de visualización montado en el arreglo que se
muestra en la Fig. 4.1, incluyendo la CCD. Los v́ıdeos recopilados por la cámara
fueron analizados por el programa trackvideos, del cual se habla en el Apéndice
B, y finalmente los datos obtenidos con éste son las posiciones en pixeles de la
part́ıcula. La conversión a micras se realizó utilizando un portaobjetos gradua-
do, lo que dio como factor de conversión la equivalencia 1 pixel = 0.045 micras.

Hemos estado mencionando que el objetivo es obtener un doble pozo simétri-
co, como el que se obtuvo en las simulaciones, sin embargo, esto en la práctica es
más complicado y se deben cuidar muchos detalles para conseguirlo. En nuestro
caso, se logró la generación del doble pozo, pero la simetŕıa resultó más compli-
cada de obtener.

En la Fig. 4.6 se presenta lo obtenido con una separación entre los pozos
mı́nima. Con esto se puede comprobar que sucede lo mismo que en el caso
numérico y la part́ıcula parece confinada en un solo pozo de potencial. Para
este caso la potencia medida del láser en la muestra es de 4.079 mW en el brazo
con montura Gimbal y de 4.404 mW en el brazo con el haz fijo. Ésta variación
en la potencia es lo que nos llevará a un problema en la simetŕıa del doble pozo,
sin embargo, corregir esta asimetŕıa resultó bastante complicado debido a las
limitaciones en el instrumental utilizado. Con ésto nos referimos a que la mon-
tura de la placa retardadora teńıa una graduación mı́nima de 2 grados, por ello
el modificar la posición de la placa para conseguir la misma potencia en los dos
brazos del haz resultaba muy complicado.

Después de modificar la separación entre los haces (algo también complicado
debido a que esto se realizaba manualmente moviendo uno de los tornillos de
la montura Gimbal) se obtuvieron las gráficas mostradas en la Fig. 4.7. Con
ésto podemos ver los saltos que da la part́ıcula de un pozo a otro. Ésta gráfica
es similar a las obtenidas en el caso numérico, salvo por la frecuencia de salto.
En la reconstrucción del potencial (Fig. 4.7c) se puede apreciar que la forma
de éste no representa un pozo simétrico, y más bien uno de los pozos tiene una
profundidad mayor con respecto al otro.

Una de las razones por la cual buscábamos una simetŕıa en el doble pozo es
el estudio de los estados metaestables. En un potencial simétrico la estabilidad
de la part́ıcula en un pozo se ve afectada por la presencia del otro, por lo que en
ambos pozos la part́ıcula presenta una estabilidad temporal y es por ello que los
llamamos metaestables. En nuestro caso, debido a que uno de los pozos tiene
una potencia mayor que el otro, la estabilidad en este sistema estaŕıa presente
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Figura 4.6: (a) Rastreo de la posición de la dinámica de la part́ıcula en el doble pozo

en función del tiempo. La separación entre los pozos para este caso es mı́nima. (b)

Densidad de probabilidad de posición de la part́ıcula, con esto se puede observar que

la part́ıcula ve sólo un pozo. (c) Reconstrucción del potencial a partir de la dinámica

de la part́ıcula.

en el pozo más profundo.

A pesar de esta asimetŕıa, se obtuvo satisfactoriamente un arreglo de do-
ble pozo, por lo que éstos datos se pueden analizar para hacer un estudio del
problema de Kramers. Lo que se espera obtener en este caso es que la tasa de
transición para el pozo con potencia 4.079 mW sea mucho mayor que la trampa
con una potencia de 4.404 mW, ya que habrá más saltos del estado metaestable
al estable. El estudio de la tasa de transición śı se hará entonces para cada uno
de los pozos, en contraste con el caso numérico del caṕıtulo 2, ya que ahora la
tasa de transición no será la misma para ambos pozos.

La tasa de transición de Kramers para este caso se muestra en el Cuadro
4.2. En él se puede ver lo que mencionamos antes, la tasa de trasición del pozo
r1 (llamaremos aśı al pozo más profundo a partir de ahora) es mucho mayor que
la del pozo r2 (usamos la notación representada en la Fig. 4.7). En este cuadro
se muestran los valores de la tasa de transición, tanto para los valores teóricos
como los experimentales de cada uno de los pozos.
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Figura 4.7: Segunda posición entre los haces del doble pozo. Las gráficas mostradas re-

presentan lo mismo que en la figura anterior. (a) Rastreo de la posición de la dinámica

de la part́ıcula en el doble pozo en función del tiempo. (b) Densidad de probabilidad de

posición de la part́ıcula. (c) Reconstrucción del potencial a partir de la dinámica de la

part́ıcula.

WK [s−1] ∆WK WK
meas [s−1] ∆WK

meas

r1 0.1571 0.1244 0.2624 0.0790
r2 3.199 2.84 3.9559 1.709

Cuadro 4.2: Tasa de transiciones para el doble pozo. En este caso r1 y r2 representan

a cada uno de los pozos, la simboloǵıa es la usada en la Fig. 4.7. WK representa la

tasa teórica y WK
meas la tasa medida experimentalmente

En las gráficas de la Fig. 4.8 se muestra el histograma de los tiempos de
residencia de la part́ıcula en cada pozo, con el ajuste exponencial que se hizo
para cada una, a partir del cual se obtuvo la tasa de transición. Este ajuste no
es bueno, por que el muestreo estad́ıstico es pobre, si se hubiera aumentado el
número de experimentos realizados, resultaŕıa un ajuste mejor con respecto a
lo obtenido.
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(a) (b)

Figura 4.8: Histograma de tiempos de residencia de las part́ıculas en cada pozo, para

el caso del láser de 1064 nm. (a) pozo r1, (b) pozo r2.

Como se mencionó antes, el manipular la potencia en los pozos para lograr
la simetŕıa fue algo muy complicado. Se realizaron otros experimentos con este
mismo arreglo para lograrlo, sin embargo, el mostrado fue uno de los que dio
mejores resultados. Durante la realización de esta tesis, se montó otro sistema de
pinzas ópticas que generaban un doble pozo, pero con mucho más control sobre
las variables que lo compońıan y con un láser de longitud de onda de 532 nm.
Entre éstas se encuentra la separación entre los pozos, que en el primer arreglo
modificábamos manualmente moviendo uno de los tornillos de la montura Gim-
bal. En el nuevo sistema se utilizó un motor a pasos, con un desplazamiento en
nanómetros. Otra variable muy importante es la graduación de la montura de la
placa retardadora, que en el caso anterior era de 2 grados, mientras que en este
nuevo caso la resolución era de 0.05 grados, lo que nos dio mayor control en la
potencia de ambos brazos. También se monitoreó la temperatura del laboratorio
durante el experimento y se utilizó un objetivo inmersión en agua con apertura
numérica de 1.2. En el caso del láser infrarrojo la temperatura del agua incre-
mentaba con la presencia de éste, debido a que el agua absorbe la luz en esta
longitud de onda, lo que crear corrientes de convección afectando la dinámica
de la part́ıcula. Con el láser de 532 nm ésto no ocurre ya que no se absorbe por
lo que también representa una mejora en el arreglo. En esta nueva versión del
experimento se utilizaron part́ıculas de poliestireno, pero de 1.5 µm de diámetro.

La dinámica de la part́ıcula en esta nueva trampa de doble pozo se muestra
en la Fig. 4.9. Haciendo un comparativo de esta gráfica con la mostrada en la
Fig. 4.7a podemos observar que la part́ıcula presenta una mayor cantidad de
saltos entre los pozos, y además no se aprecia una preferencia notable de la
part́ıcula en alguno de los pozos, lo que lleva a pensar que en este caso se logró
una simetŕıa del potencial, sin embargo se tiene que reconstruir el potencial para
poder afirmar esto último.
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Figura 4.9: Gráfica de la dinámica de la part́ıcula en el doble pozo generado por un

láser verde de 532 nm en función del tiempo.

WK [s−1] ∆WK WK
meas [s−1] ∆WK

meas

r1 3.923 1.851 4.238 0.87
r2 4.672 2.296 6.775 0.1505

Cuadro 4.3: Tasa de transición para el doble pozo generado con un láser verde de 532

nm. r1 y r2 representan a cada uno de los pozos.

La reconstrucción del potencial se obtuvo del análisis de alrededor de 20
videos y promediando los potenciales resultantes de la dinámica de la part́ıcula
para cada uno de éstos. El haber contado con una cantidad de videos mucho
mayor que en el experimento anterior para la pinza infrarroja resultó en una
mejor estad́ıstica que contribuyó para una mejor reconstrucción del potencial.
El potencial obtenido se muestra en la Fig. 4.11. Podemos ver que, aunque la
asimetŕıa sigue presente, la estad́ıstica mejoró considerablemente, lo que dio lu-
gar a una mejor reconstrucción del potencial.

Los resultados para la tasa de transición de cada pozo se muestran en el
Cuadro 4.3 y el ajuste exponencial al histograma obtenido para los tiempos de
residencia para cada pozo se muestran en la Fig. 4.10. Hagamos de nuevo una
comparativa de los resultados obtenidos para este potencial y el anterior, pero
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(a) (b)

Figura 4.10: Histograma de tiempos de residencia de las part́ıculas en cada pozo, para

el caso del láser de 532 nm. (a) pozo r1, (b) pozo r2.

esta vez analizando un poco más la forma del potencial obtenido.

Llamemos ∆Ui, i = 1, 2, a la altura del fondo de cada uno de los pozos a
la cima de la barrera. En el Cuadro 4.4 se muestran estas diferentes alturas del
potencial. Podemos observar que la diferencia ∆Ur = ∆U1−∆U2 es mucho más
grande en el infrarrojo, mientras que en la pinza del láser verde sólo difiere en
2×10−21 J. Debido a esta asimetŕıa, a la part́ıcula le resulta más complicado es-
capar del pozo r2 de la trampa infrarroja, y es por ello que la tasa de transición
es más pequeña comparada con la del pozo r1.

Ahora, del Cuadro 4.3 vemos que la diferencia de la tasa de transición para
los pozos obtenidos con el láser con λ = 532 nm, vaŕıa en sólo 1 s−1, en contraste
con la diferencia del infrarrojo, la cual es mucho mayor. Con esta comparación y
la anterior referente a la forma del potencial podemos concluir que a pesar de no
haber obtenido un doble pozo simétrico con este nuevo arreglo, śı se disminuyó
la asimetŕıa del doble pozo.

∆U1 [J] ∆U2 [J] ∆Ur [J]

Infrarrojo 1,72× 10−20 4,26× 10−21 1,3× 10−20

Verde 6,58× 10−21 4,74× 10−21 1,84× 10−21

Cuadro 4.4: Alturas del fondo de cada uno de los pozos a la cima de la barrera y su

comparación entre ambos.

En la Fig. 4.11 del lado izquierdo se puede notar un “hombro” en la forma
del potencial, algo que no se esperaba que apareciera. La aparición de esta ano-
maĺıa se puede deber a posiblemente un reflejo del haz de la pinza que generaba
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Figura 4.11: Potencial obtenido de un promedio de los potenciales reconstruidos a

partir de la dinámica de la part́ıcula en 20 videos.

una trampa “fantasma”, con una potencia menor a la de las trampas del doble
pozo. En los videos que se obtuvieron de la dinámica de la part́ıcula, se puede
notar que, entre los saltos que da en cada uno de los pozos, ésta sale eventual-
mente de estas posiciones dando un salto a una tercera posición. Estos saltos
eran ocasionales y no se presentaban en todos los videos, por lo que al hacer
la estad́ıstica del total de los videos este tercer pozo prácticamente desaparece
dejando solo entrever una especie de hombro en el potencial. El reflejo que se
menciona como hipótesis de la aparición de este pozo pudiera ser producido por
el espejo anterior al objetivo de microscopio. Dado que el espejo tiene un cierto
espesor y el recubrimiento reflejante se encuentra en la parte posterior, el primer
contacto del láser es con la primer superficie de éste, al ser una superficie de
vidrio pudiera estar generando este reflejo fantasma que produce un tercer pozo.

Algo bastante curioso al reconstruir el doble pozo, tanto con el láser infrarro-
jo y el de 532 nm es que la asimetŕıa prevalece, y no sólo esto, sino que además
el pozo de la izquierda en ambos casos resulta ser más prominente que el de
la derecha. Esto pudiera deberse al reflejo mencionado antes que se generaba
debido al espejo. En el caso de IR (infrarrojo), no hubo tanta estad́ıstica en el
experimento por lo que la reconstrucción del pozo fue muy pobre, por ello no se
pudo llegar a observar si hab́ıa o no presencia de este hombro, como en el caso
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del láser verde. Sin embargo, la magnitud del pozo izquierdo con respecto al
derecho pudiera sugerir que śı, ya que una hipótesis seŕıa que el reflejo del doble
pozo se esta superponiendo con el pozo izquierdo, generando un incremento en
la potencia del láser en esa zona.

También, otra de las razones del bajo muestreo y del por qué fue complicado
seguir realizando experimentos con estos arreglos fue que la part́ıcula fácilmente
escapaba del doble pozo, por ello a pesar de grabar un buen número de videos,
muchos eran desechados debido al escape de la part́ıcula, o también por que
la part́ıcula sub́ıa en el plano de propagación del láser, debido a la intensidad
del mismo, y al subir ésta se desenfocaba en el video y ya no era posible seguir
realizando el rastreo de posición. La razón de todo esto puede deberse en gran
medida la composición de las part́ıculas utilizadas. En la literatura [36][25] se
reporta que las part́ıculas utilizadas son de śılice, mientras que las part́ıculas que
empleadas en estos experimentos fueron de poliestireno. Las part́ıculas de śılice
son considerablemente más “pesadas” que las de poliestireno (densidad óxido
de śılice: 2,65 g/cm3, densidad poliestireno: 1,04 g/cm3) lo que provoca que la
fuerza de esparcimiento del láser, a las potencias utilizadas, no logre empujar a
las part́ıculas fuera de la región de atrapamiento, y la fuerza de gradiente logre
confinarlas.

Estas consideraciones finales seŕıan muy necesarias a tomar en cuenta para
futuros experimentos de este tipo, para con ello obtener un buen muestreo y
poder reconstruir, a partir de la dinámica de la part́ıcula, el potencial al cual se
encuentra sujeta esta misma.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El objetivo de esta tesis, fue el de investigar de forma teórica y experimental
los resultados de Kramers sobre la tasa de transición en estados metaestables,
lo cual se logró satisfactoriamente. Ésta se calculó de forma numérica, ligando
los resultados con la teoŕıa, y lo mismo se hizo para la parte experimental. En lo
que corresponde a los objetivos particulares, se hace una breve discusión sobre
cada uno a continuación:

• Se resolvió numéricamente la ecuación de Langevin para una part́ıcula en
presencia de un potencial de doble pozo, de la forma U(x) = a(x4/4 +
bx2/2). Las soluciones numéricas se obtuvieron por medio de dos métodos
distintos, y se evaluó la precisión de cada uno de éstos por medio del error
εx, calculado en base a la densidad de probabilidad espacial invariante y
el error comparativo del potencial teórico con el potencial numérico.

• Se analizaron dos casos para las simulaciones: tomando en cuenta el caso
sobre amortiguado y el caso general.

• Se reconstruyó satisfactoriamente la forma del potencial usando la dinámi-
ca de la part́ıcula en función del tiempo, y se hizo un estudio de la forma
que debe tener el potencial para observar el comportamiento deseado, to-
mando en cuenta la altura de la barrera que separa los dos pozos y la
distancia entre ellos.

• Utilizando el estudio numérico se obtuvo la tasa de transición de la
part́ıcula en el doble pozo, comparando el resultado obtenido con la teoŕıa
establecida por Kramers. Con esto se realizó una gráfica que se ajusta a
una recta y = x, siendo x y y, la tasa de transición numérica y la teóri-
ca respectivamente, ésto para diferentes formas del potencial, lo que nos
indica que los resultados obtenidos se corresponden de buena forma con
la teoŕıa. Ésto permite corroborar que es un buen sistema modelo para
verificar los resultados realizados por Kramers.



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES

• Se obtuvieron los coeficientes de difusión de las part́ıculas de poliestireno
de 2 µm inmersas en agua que se utilizaron en el experimento, y este
resultado fue utilizado para los cálculos numéricos y el análisis de los
resultados obtenidos experimentalmente.

• Se obtuvieron las constantes de restitución de una pinza óptica para di-
ferentes potencias del láser, obteniendo con esto una gráfica lineal de la
potencia en función de la constante, lo que confirma que se trabajó en el
régimen lineal de la fuerza de atrapamiento.

• Se realizó un montaje experimental de una trampa óptica de doble pozo
con un láser de 1064 nm, atrapándose con ella una part́ıcula de poliestireno
de 2 µm, y se rastreó la posición de la misma en función del tiempo. Con
base en este rastreo se reconstruyó el potencial óptico satisfactoriamente.
Un objetivo que se buscaba lograr en este punto era generar un doble
pozo simétrico con las pinzas ópticas. Sin embargo, la complejidad de este
objetivo recayó principalmente en las limitantes del instrumental utilizado
para el montaje, por lo que en la reconstrucción del potencial se observó
que era muy dif́ıcil lograr la simetŕıa de los pozos con este arreglo. Se optó
entonces por montar un nuevo arreglo que permitiera una mayor precisión
en el control de la potencia del láser en cada uno de los brazos de la pinza,
aśı como también mayor control en la temperatura, la alineación y las
vibraciones en el ambiente que afectaban seriamente al experimento.

• Un segundo montaje experimental fue realizado utilizando un láser de
532 nm y part́ıculas también de poliestireno, pero de 1,5 µm. Al recons-
truir el potencial en base a la dinámica de la part́ıcula se obtuvo que la
asimetŕıa en el doble pozo segúıa presente. Sin embargo, ésta disminuyó
considerablemente respecto a la obtenida con el experimento anterior. Al
reproducir el experimento dos veces saltó a la vista un detalle en el mon-
taje experimental que condujo a la obtención de un doble pozo asimétrico,
el cual es el tipo de part́ıculas. En la bibliograf́ıa[25, 36] se menciona que
las part́ıculas que se atrapan para arreglos de doble pozo son part́ıculas
de śılice, las cuales tienen una densidad mayor que las part́ıculas de poli-
estireno,y a su vez un peso relativo mayor dentro del fluido. El problema
que presentan las part́ıculas de poliestireno es que al pasar por el punto
silla entre los dos pozos se escapan fácilmente ya que se ven más afectadas
por la fuerza de esparcimiento debido a la baja densidad que poseen.

• La tasa de transición fue calculada satisfactoriamente en ambos expe-
rimentos, obteniéndose valores consistentes con los obtenidos en el caso
numérico.
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Apéndice A

El método de Ziggurat

En general, es fácil recurrir al algoritmo generado por G. Marsaglia comúnmen-
te conocido como el método polar[22], ya que es un método superior al de Box-
Muller[11] y tiene una fácil implementación, sin embargo un algoritmo un tanto
más complejo, pero con una mayor eficiencia es el algoritmo de Ziggurat, tam-
bién creado por G. Marsaglia et al.[23]. Éste algoritmo lo llaman de rechazo de
muestreo. El funcionamiento de éste es básicamente generar un punto en una
distribución ligeramente más grande que la distribución deseada. Esta distribu-
ción un tanto más grande de la cual el algoritmo escoge valores, está formada
por n regiones de igual área. La región superior esta formada por n−1 rectángu-
los que cubren la parte superior de la distribución deseada, y la parte inferior es
la base de los n− 1 rectángulos junto con la cola (tail) de la distribución. Una
vez generado este punto, prueba si se encuentra dentro de la distribución desea-
da, si no es aśı, vuelve a intentar generando otro punto. Dado finalmente un
punto aleatorio que se encuentre debajo de la curva de la densidad de probabili-
dad, la coordenada x de éste, es el número aleatorio con la distribución deseada.

La función de densidad de probabilidad, de la distribución normal está dada
por

f(x) = ce−
x2

2 (A.1)

donde c = 1/(2π)1/2 es una constante de normalización.

Los lados derechos de los n− 1 rectángulos se encuentran en los puntos zk,
para k = 2, ..., n. Teniendo f(z1) = 1 y f(zn+1) = 0, la altura de la k-ésima
sección es f(zk) − f(zk+1). Marsaglia propone en su art́ıculo n=256 secciones,
sin embargo comenta que es válido utilizar también n=128,64,... etc., el cambiar
el número de secciones afecta la velocidad del algoritmo, pero no la precisión.

La base del algoritmo es la siguiente:

1. Se escoge una capa de números aleatorios i tal que 0 ≤ i < n.
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2. Para x = U0xi si x < xi+1 devuelve x.

3. Si x = 0 regresa un valor de la cola.

4. Si [f(xi−1)− f(xi)]U1 < f(x)− f(xi) devuelve x.

5. De otra manera se escogen nuevos valores aleatorios y se regresa al paso
1.

U0 y U1 son variables aleatorias uniformes tal que U0, U1 ε [0, 1).

Para los valores de la cola se utiliza el siguiente algoritmo:

1. Sea x = −ln(U1)/x1.

2. Si −2ln(U2) > x2, devuelve x+ x1.

3. De otra forma regresa al paso 1.

En este trabajo se utilizó la función randn de Matlab, la cual hace uso de este
algoritmo. El código implementado en Matlab para esta función luce parecido
al siguiente[26]

j = randi ( 2 5 6 ) ;
u = 2∗ rand−1;
i f abs (u) < sigma ( j )

r = u∗z ( j ) ;
r = t ip computat ion

end

donde randi regresa una distribución uniforme de enteros pseudo-aleatorios y
sigma() una función que calcula valores singulares de la respuesta en frecuencia
de un sistema dinámico (véase [18]). En el código, tip computation hace refe-
rencia al algoritmo para calcular la cola, éste itera de la manera que se explicó
anteriormente.
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Apéndice B

Tracker

El programa tracker es un programa escrito para Matlab, proporcionado por
Alejandro V. Arzola, el cual procesa imágenes identificando a las part́ıculas del
video y calculando los centroides para cada una de éstas, y a partir de la posición
del centroide obtiene las coordenadas de la posición de la part́ıcula en función
del tiempo. El programa primero requiere una introducción a los parámetros de
la part́ıcula antes del rastreo de la posición.

%
c l o s e a l l
c l e a r a l l
addpath t racker mat lab
parametros . d i r =pwd ;
parametros . f p s =32; % frames de l v ideo
parametros . namevideo=’ 0 .72 2 ’ ; % nombre de l v ideo
parametros . nframe =2; % cuadro de pruba
parametros . l o =86; %(va l o r bajo de g r i s e s actua l , va l o r de l a dona )
parametros . h i =107; %(va lo r a l t o en g r i s e s actua l , va l o r de l fondo )
parametros . gc =155; %(va lo r en g r i s e s de l cent ro )
parametros . D1=65; %diametro aprox . e x t e r i o r de l a p a r t i c u l
parametros . D2=29; %diametro de l hueco en l a p a r t i c u l a
parametros .w=4; %nos d i c e que tan rapido caen l a s c o l a s que de f inen
a l a p a r t i c u l a

parametros . t r s =2.5 ; %va lo r minimo de p ico
r e c t=t rack ing prueba v ideo v3 h ( parametros , ’ f u l l ’ ) ;
%r e c t=t rack ing prueba v ideo v3 h ( parametros ) ;
parametros . r e c t=r e c t ;
save ( [ ’ param ’ parametros . namevideo ’ . mat ’ ] , ’ parametros ’ ) ;

% %
c l o s e a l l
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c l e a r a l l
parametros=’ 0 .72 2 ’ ;
v ideo=’ 0 .72 2 ’ ;
t r ack v3 h ( video , [ ’ param ’ parametros ] , video , ’ on ’ ); %

function t rack v3 h ( namesave , parametros , namevideo , vararg in )
% Encuentra l o s c e n t r o i d e s de l a s p a r t i c u l a s , con l o que obt i ene l a s
% t r a y e c t o r i a s para cada una de l a s p a r t i c u l a s .
%
% v i d e o f i l e : nombre de l v ideo s i n . av i
%parametros : Archivo de parametros (p . e j . ’ parametros . mat ’ )
%generados con t rack prueba v ideo .m
%namesave : nombre base con que se guardan l o s datos
%vararg in {1} : ’ o f f ’ no muestra l o s cuadros de l t r a ck ing
% como se va dando ( es mas rapido )
%vararg in {2} : f p s
%vararg in {3} : number of frames
%
%==========S a l i d a s========
% c−namesave . txt : son l o s c e n t r o i d e s ordenados a l a s e cuenc i a de cuadro
% r−namesave . txt : son l o s c e n t r o i d e s ordenados de acuerdo a l numero de
% p a r t i c u l a
%#−namesave . txt : l o s c e n t r o i d e s para cada # de p a r t i c u l a . La primera
% columna es e l numero de cuadro , l a segunda x y l a t e r c e r a y .
% p−namesave . txt : parametros u t i l i z a d o s en e l r a s t r e o
% namesave . f i g : f i g u r a de l a s t r a y e c t o r i a s (x , y )
param=load ( [ parametros , ’ . mat ’ ] ) ;
pardata=param . parametros ;
d i r=pwd ;
v i d e o f i l e=namevideo
xyloObj=VideoReader ( [ d i r f i l e s e p v i d e o f i l e ’ . av i ’ ] ) ;
f p s=1; %xyloObj . FrameRate ;
nframes = xyloObj . NumberOfFrames ;
v idHeight = xyloObj . Height ;
vidWidth = xyloObj . Width ;

optshow=’ on ’ ;

d i sp ( [ ’num of frames : ’ num2str ( nframes ) ’ f p s : ’ num2str ( fp s ) ] )

f r a m e i n i c i a l =2;
f r a m e f i n a l=nframes ;
nVarargs = length ( vararg in ) ;

58



i f ˜( nVarargs==0)
i f nVarargs==1
optshow=vararg in {1} ;
else
optshow=vararg in {1} ;
f r a m e i n i c i a l=vararg in {2} ;
f r a m e f i n a l=vararg in {3} ;
end
end
d i r r ead =[ d i r f i l e s e p v i d e o f i l e ’ t r a c k ’ num2str ( f r a m e i n i c i a l )

’− ’ num2str ( f r a m e f i n a l ) f i l e s e p ] ;
mkdir ( d i r r ead ) ;
d e l e t e ( [ d i r r ead ’ r− ’ namesave ’ . txt ’ ] )
d e l e t e ( [ d i r r ead ’ c− ’ namesave ’ . txt ’ ] )
d e l e t e ( [ d i r r ead ’ e r ror− ’ namesave ’ . txt ’ ] )

paso =1;
% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
D1=pardata . D1 ;
D2=pardata . D2 ;
w=pardata .w;
t r s=pardata . t r s ;
h i=pardata . h i ;
l o=pardata . l o ;
gc=pardata . gc ;
kc=(gc−hi )/ ( hi−l o )+1;
%disp ( kc ) ;
r e c t=pardata . r e c t ;
frame0=read ( xyloObj , f r a m e f i n a l ) ;
%r e c t =[1 ,1 , vidHeight , vidWidth ] ;
indcrop1=round ( r e c t ( 2 ) : ( r e c t (2)+ r e c t ( 4 ) ) ) ;
indcrop2=round ( r e c t ( 1 ) : ( r e c t (1)+ r e c t ( 3 ) ) ) ;

l s=s i z e ( frame0 ) ;
% use the whole area
%f u l l =0; %in other case ˜( f u l l ==0)
%i f l s (1)> r e c t (2)+ r e c t ( 4 ) | | l s (2)> r e c t (1)+ r e c t ( 3 ) | | f u l l==1
% indcrop1 =1: l s ( 1 ) ;
% indcrop2 =1: l s ( 2 ) ;
%end

%==================================================================
%c e n t r o i d s
%==================================================================
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for j=f r a m e i n i c i a l : paso : f r a m e f i n a l
d i sp ( [ num2str ( j ) ’ , ’ num2str ( nframes ) ] ) ;
c r i = read ( xyloObj , j ) ;
frame=c r i ( indcrop1 , indcrop2 ) ;
im0=double ( frame ) ;
iminv0=double ( hi−im0 )/( hi−l o ); % f i g u r a con e l c o n t r a s t e i n v e r t i d o
invframe=iminv0 ;
c r i=invframe ;

[ c1 , c2 , ˜ , r e s ]= c e n t r o i d h h o l e ( c r i , D1 , D2 ,w, t r s , kc , j , namevideo ) ;
% f i n d maxima

i f s i z e ( c1 )

datos =[c2 , c1 , ones ( s i z e ( c1 , 1 ) , 1 ) . ∗ ( j −1) ] ;
% y agrega una columna con e l numero de cuadro
dlmwrite ( [ d i r r ead ’ c− ’ namesave ’ . txt ’ ] , datos , ’−append ’ , ’ d e l i m i t e r ’ ,
’ \ t ’ , ’ p r e c i s i o n ’ , ’ %.5 f ’ , ’ newl ine ’ , ’ unix ’ )
% crea l o s a r ch ivo s con a l in formac ion

end

i f strcmp ( optshow , ’ on ’ )
f i g u r e (1 )
%subplot ( 2 , 1 , 1 ) ; imagesc ( r e s ) ; a x i s equal ; a x i s t i g h t ;
%subplot ( 2 , 1 , 2 ) ;
imagesc ( frame ) ; a x i s equal ; a x i s t i g h t ; hold on ;
p l o t ( c2 , c1 , ’ ∗k ’ , ’ MarkerSize ’ , 1 0 ) ;
for l l l =1: l ength ( c2 )
r e c t a n g l e ( ’ Po s i t i on ’ , [ c2 ( l l l )−D1/2 , c1 ( l l l )−D1/2 ,D1 , D1 ] , ’ Curvature ’ , 1 )
end
t i t l e ( num2str ( j ) )
hold o f f
end

end

c l e a r mov c1 c2
%================================================
%track ing p a r t i c l e s
%=============================
dat=dlmread ( [ d i r r ead ’ c− ’ namesave ’ . txt ’ ] ) ;
%==================================================================
param . dim=2; %number of dimensions
param . good=round ( 0 . 2 5∗ ( f r ame f ina l−f r a m e i n i c i a l ) ) ;
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% minimum number of frames to con s id e r for good p a r t i c l e
param .mem=3; %minimum number of frames to l o s e a p a r t i c l e
param . qu i e t =1; %1: i f you dont r e q u i r e any text
d i f f u s i o n =29; %round (D1 / 1 . 2 ) ;
% maximun number of p i x e l s to be d i f f u s e d beteewen frames
t r=track ( dat , d i f f u s i o n , param ) ;

%==================================================================
dlmwrite ( [ d i r r ead ’ r− ’ namesave ’ . txt ’ ] , tr , ’ d e l i m i t e r ’ ,

’ \ t ’ , ’ p r e c i s i o n ’ , ’ %.6 f ’ ) ;
%====================================================================
%p l o t s the r e s u l t of the t ra ck ing and save the t rack ing of every
% p a r t i c l e in a f i l e
%====================================================================
%
c r i=frame0 ( indcrop1 , indcrop2 ) ;
hh=f i g u r e ( 2 ) ; set (hh , ’ v i s i b l e ’ , ’ o f f ’ )
imagesc ( c r i ) ; a x i s equal ; a x i s t i g h t ; a x i s xy %p lo t the l a s t frame
hold on
nmax=t r (end , 4 ) ;
for j =1:nmax ;
indn=f i n d ( t r (: ,4)== j ) ;
c l r=rand ( 1 , 3 ) ;
p l o t ( t r ( indn , 1 ) , t r ( indn , 2 ) , ’ c o l o r ’ , c l r , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;
time=t r ( indn ,3 )∗1/ fp s ;
dlmwrite ( [ d i r r ead num2str ( j ) ’− ’ namesave ’ . txt ’ ] , [ time , t r ( indn , [ 1 , 2 ] ) ] ,
’ d e l i m i t e r ’ , ’ \ t ’ , ’ p r e c i s i o n ’ , ’ %.6 f ’ ) ;
data ( j ) . t=time ;
data ( j ) . x=t r ( indn , 1 ) ;
data ( j ) . y=t r ( indn , 2 ) ;
end
save ( [ namesave ’ ’ num2str ( f r a m e i n i c i a l ) ’− ’ num2str ( f r a m e f i n a l )

’ . mat ’ ] , ’ data ’ ) ;

% % % hold o f f
saveas (hh , [ d i r r ead ’ f i g− ’ namesave ’ . png ’ ] )
saveas (hh , [ d i r r ead ’ f i g− ’ namesave ’ . f i g ’ ] )
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