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1.Resumen

La finalidad de este trabajo es mostrar las analogias que se presentan en la
propagacion de ondas transversales y la existencia de estados superficiales en un
sistema fisico particular; como lo es, un medio isotropico semi-infinito unido a un
arreglo periodico semi-infinito; en este caso la base compleja consistente de 2-
capas por periodo. Esto se hara mediante una ecuacion general que reproduzca
las relaciones de dispersion y describa los estados superficiales que se generan
en el sistema fisico bajo las perspectivas acustica, electromagnética y cuantica.
Este trabajo no sélo requirié de hacer un analisis matematico para la obtencion de
los estados superficiales en los diferentes enfoques de forma analitica, sino
también de simulaciones numéricas que posteriormente nos permitieron visualizar
graficamente a partir de qué valor (ancho de la capa) de uno de los materiales de
la heteroestructura, se empiezan a formar estos estados superficiales.

2.Introduccion

El ser humano a través del tiempo ha utilizado muchos mecanismos para aprender
de fendmenos que no podia explicar. Un recurso muy utilizado por el hombre es la
comparacion de fendbmenos. Otro de gran relevancia es la busqueda de analogias.
En la ciencia, muchos fenédmenos naturales presentan analogias en diferentes
ramas de la ciencia. En particular, las ondas se presentan en fendmenos
acusticos, electromagnéticos y de mecéanica clasica.

En un sentido mas especializado articulos cientificos estudian analogias de
fenémenos fisicos. Como, por ejemplo, la existencia de analogias en el fenémeno
de difraccion, desde el punto de vista acustico y electromagnético, como el llevado
a cabo en una guia de onda semi-infinita [1].

En el pasado, en los fenomenos de reflexion y refraccion también se han
estudiado buscando analogias [2], estudiando estos dos fendbmenos desde dos
perspectivas distintas; como son el caso acustico y electromagnético.

Este trabajo también buscara analogias para un fendmeno muy interesante en el
estado sdélido como lo es la existencia de estados superficiales.

En el campo de la fisica y muy particularmente en la rama del estado solido se han
hecho varios estudios en la creacién de nuevos materiales. Un tipo de sistema que
se ha estudiado mucho ha sido la llamada heteroestructura que es la union de
diferentes materiales en capas muy delgadas. Esta heteroestructura resulta ser
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muy interesante de analizar para predecir comportamientos del sistema incluso sin
haber sido sintetizado aun. En particular en estas heteroestructuras se pueden
presentar los estados superficiales que como su nombre lo indica se forman “casi”
en la superficie lo cual puede tener muchas aplicaciones interesantes. Por
ejemplo, estos sistemas pueden funcionar como dispositivos de deteccion al
presentarse el estado superficial o como filtros. También, se pueden hacer otros
planteamientos de aplicaciones para el caso de ondas sismicas. Una aplicacion
que podria tener en este rubro seria como filtro ya que al llegar la onda sismica al
dispositivo (grande en dimension) parte de su energia podria quedar atrapada en
el dispositivo (heteroestructura) y dejar pasar sélo una pequefia cantidad de
energia lo cual ayudaria a reducir la magnitud de su impacto.

A continuacion, se dard una breve descripcion de lo que se encontrara en cada
capitulo de la tesis.

El Capitulo 1, describe las bases tedricas que son fundamentales para la
comprension de dicho trabajo.

El Capitulo 2, da una descripcion detallada de la metodologia que se utilizé para la
obtencion de los estados superficiales.

El Capitulo 3, presenta los resultados obtenidos.

En el Capitulo 4 se presenta un informe de las conclusiones obtenidas del
presente trabajo y se comentan los problemas que quedan por resolver en
trabajos posteriores.

3.Capitulo 1

Marco teodrico

En el campo de la ciencia y muy en particular en la fisica podemos encontrar
planteamientos generales de un fendmeno atendiendo solo sus rasgos
fundamentales. Tal es el caso de electrones atraidos por un potencial. Este
potencial puede ser modelado por un pozo de potencial rectangular. Esta situacion
de cambiar un potencial real por otro mas simple, pero que conserva las
propiedades basicas nos permite estudiar el fendbmeno de una forma mas
simplificada; llegando muchas veces a una comprension mas profunda del
fendbmeno, que de otra forma no se lograria si se trabajara con el fenbmeno real y
todas las implicaciones que conlleva.

Para la comprension de nuestro problema a tratar es basico tener en cuenta
algunos fendmenos ya modelados por la fisica cuantica. Hagamos un repaso muy
breve por los diferentes fendmenos que ocuparemos en este trabajo de
investigacion.



Un problema muy popular en fisica cuéntica es el pozo infinito (ver Figural) cuya
ecuacion que rige los estados permitidos de energia para los electrones, y esta
dada por

h?n?
" 4mL? (1.1)
donde n=1,2,3,...

Precisamente de construir un pozo infinito se generan niveles discretos de energia
que puede adquirir el electron y que hacen que éste se encuentre confinado en
esa region.

Figura 1.Pozo de potencial infinito

El pozo finito también nos proporciona informacién sobre la dispersiéon de la
particula dentro y fuera de un pozo. En la Figura2 podemos observar que si un
electron es afectado por un potencial menor a la energia que él posee sélo sera
dispersado de su trayectoria. Sin embargo, si su energia es menor a la del pozo
apareceran un numero finito de niveles de energia permitidos.

| ! m

T [E<Vo

E'=Vo-[E|

Figura 2.Pozo de potencial finito



La ecuacion a resolver para encontrar el comportamiento de un electron frente a
este sistema es

ytany=./ys —y* (1.2)

donde
87z2ma2V0
Yo = %\ TR (1.3)
La y es una variable adimensional
y =329 (1.4)
Tomando a g como
87°m
2 = 2 E (1.5)

Como se muestra en la Figura3 el punto de interseccion es la solucién a la
ecuacion transcendental (ec. 1.2). Desde luego que, existiran soluciones pares e
impares lo cual conformaran una solucién general dependiendo del caso que se
trate.

F(y)

m
=y

5 m
. - - - - - -

Figura 3. Interseccion ecuacion transcendental



Para una barrera de potencial como la mostrada en la Figura4, si la energia E del
electron es menor que el potencial Vo de la barrera, la particula es repelida, pero
puede existir tunelaje. En cambio, si la energia E es mayor al potencial Vo, la
particula es dispersada.

f i E=Vo

Vo

E<Vo

Figura 4. Barrera de potencial finita

También podemos hacer combinaciones de pozos y barreras de
potencial(Figura5) para estudiar los estados electronicos que se pueden presentar
en el sistema, para lo cual se tienen que hacer un analisis detallado para saber el
comportamiento del electrén.

Figura 5. Combinacion de pozos y barreras de potencial finitas



Modelo Kronig-Penney

Analicemos la situacién en la cual electrones se propagan en una red cristalina
periodica. Al darse la interaccion electron-ion aparecen una serie de fendbmenos
importantes que nos permiten establecer la diferencia entre un conductor y un
aislante.

Desde el punto de vista cuéntico y para fines de una visualizacion mas sencilla del
problema, el modelo de Kronig-Penney [3] resulta ser un modelo “simple” para
entender algunas propiedades fisicas de los electrones en un sdlido cristalino. A
través de este trabajo, también se utilizard este modelo para estudiar la
propagacion de electrones en superredes. En este modelo se considera un sélido
cristalino en el que los iones se encuentran en los vértices de la red y los
electrones se mueven por todo el sélido. Se toma un electron como muestra
representativa de todos los electrones del cristal. Este electron que esta inmerso
en un potencial aproximadamente periddico es afectado por la distribucion de
carga asociada a los iones de la red, ademas de un potencial promedio aportado
por el resto de los electrones; es decir, esta aproximacion toma en cuenta la
interaccion promedio de un soélo electron con todos los demas. Es por eso que
comunmente se trabaja no con la masa del electrén, sino con su masa efectiva. A
este potencial peridodico se le puede modelar en términos de pozos vy
barreras(Figura7) y desde luego siempre hay que considerar que ésta es una
aproximacion al modelo real como se muestra en la Figura6é pero nos da mucha
informacion acerca de cédmo se comporta el sistema fisico.

7t
7 Z 4 7

-

Figura 6.Potencial real en una red cristalina



Kronig-Penney realizaron estudios sobre una estructura cristalina asociada a dos
capas que se repiten periédicamente [3]. Este analisis lo efectuaron al proponer un
perfil de potenciales en cada capa de la estructura (ver Figura7). Ellos concluyen
que se forman bandas de energia donde existen niveles permitidos de energia y
fuera de ellas se tienen niveles prohibidos. Este desarrollo es reproducido en
muchos libros de texto[10].

" ® = ‘_a_"_b_’ " = n

— L —

Figura 7.Potenciales propuestos por Kronig-Penney

Dado este sistema periddico mostrado en la Figura?7, utilizando las condiciones de
Bloch, asi como las condiciones de frontera se llega a la siguiente ecuacioén que
representa los estados permitidos

senx

coska=cosx+A—— (1.6)
X
donde
x=aD 1.7)
87°mE

D2 - hiz (1.8)
Y A esta dada por

A=my, T2 (1.9)

h:

La ecuacion (1.6), es una ecuacion trascendente que se resuelve por métodos
numéricos y de la cual se obtienen las bandas permitidas y prohibidas para un
cristal, tal como lo muestra la siguiente Figura8.
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Figura 8:Bandas de energia permitidas y prohibidas

Heteroestructuras

Se le llama heteroestructura a la unién de dos materiales diferentes en capas muy
delgadas. Estos materiales por lo regular son semiconductores y a la cohesion
entre ellos se le llama heterounion. La mayoria de los dispositivos estan formados
por diferentes combinaciones de heterouniones por lo cual a estos se les llama
heteroestructuras (ver Figura9)

Desde el punto de vista de la Fisica Cuantica, al producirse una heterounion se da
una reconfiguracion electrénica del material lo produce una estructura de bandas.
Estas discontinuidades formadas las podemos interpretar como pozos que
mantienen a los electrones y pozos confinados de una forma cuantica en una
regibn activa. Lo importante de estas estructuras es que la concentracién de
huecos y electrones es mayor que las que se presentan cuando dopamos de
impurezas a un solo semiconductor.

Figura 9.Heteroestructura
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Enfoque cuantico

La heteroestructura, es representada por una serie de capas apiladas alternadas.
Cada una de ellas tiene un potencial definido que modela la interaccién del

electron con cada capa.

Figura 10.Serie de capas apiladas y alternadas

Para un mejor analisis se muestra la heteroestructura vista desde el eje “y

s

Figura 11.Estructura vista desde el eje “y
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Siguiendo esta interpretacion, tendremos un sistema periodico representado por
un perfil de pozos y barreras de potencial.

() J— a=Ly+l, —

1—L[ir—i

— L, —*

()

— =

x =0

Figura 12.Perfil de potenciales cudntico

Dada la estructura de capas se proponen los siguientes potenciales.

Opara0<x
V(x):{ para<x <L, (1.2.1)
V, paral, <x<a

Usando la ecuaciéon de Schrodinger para un solo electron de masa m en una celda
del potencial periédico unidimensional

n* d’
{_Zmdxﬁv(x)}y(x) _ b () (122

Dado el sistema de la Figural2 planteamos las “funciones de onda” resultantes
para los diferentes medios
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¥ (x)= Je™+Le™; 0<x<L,
" M. e +N.e™; L,<x<a
con a=L,+1L,

y donde las k’s cumplen con las siguientes expresiones

k=(2mJ1/2x/g

hT
2m 1/2
d¥,(x)

Aplicando las condiciones de frontera ¥n(X) y dx continuas
Para x = a paralaceldan se tiene.

J,+L =M _e“+N_ e "
ikJ_ —ikL, = KM_e" —KN,_e™®

y para x = L, tendremos:

Jnew 4 e kv = MpeKtw 4 NeKbw

ikJ e" —ikL e ™ = KM e~ — KN, e

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)

Debido a la periodicidad del sistema las funciones propias se pueden escribir en

términos de funciones de Bloch

¥, (x) = ™M (x)

(1.2.7)

donde k es el vector unidimensional de Bloch y u(x) es una funcién que contiene la

periodicidad del sistema.
Aplicando la condicion de Bloch se tienen las igualdades

\]n — einKaJo, I—n =einxaL0

14



Mn :einKaMO, Nn :einKaNO
M, =ePepM N =etVeN (1.2.8)

Con lo anterior hemos descrito la dindmica del sistema fisico. Se desea llegar a
una ecuacion que describa totalmente al sistema. Después de un desarrollo
extenso de operaciones algebraicas y sustituciones llegamos a la siguiente

expresion

cos(ka) = %sin(k}_’.w] sinh(KL,) E — i] + cos(kL,,)cosh(KL,) (1.2.9)
La ecuacion (1.2.9) es la relacion de dispersion que satisface el electréon para el
sistema de Kronig-Penney sin fronteras.

Ahora, si ponemos una capa de un tercer material con diferente potencial y
ademas agregamos que a partir de €l ya no haya periodicidad por la izquierda,
so6lo por el lado derecho que es donde aparecen los otros materiales (ver Figural3
y 14); es decir, agregamos una frontera. Al hacer esto se rompe la periodicidad y
veremos a partir de cierto ancho de la capa b, los estados superficiales o de

Tamm.[4]

Figura 13. Estructura a la cual se le agregd una tercer capa como frontera

15



Figura 14.Estructura vista desde arriba

Figura 15.Perfil de potenciales cudntico
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Dadas las condiciones del sistema vistas con anterioridad (ver conjunto de
ecuaciones (1.2.3), (1.2.4) y si ademas agregamos otras mas correspondientes a
un material ¢

, 2m 1/2 :

Partiendo de las mismas condiciones que en la ec.(1.2.3) y aplicando condiciones
de fronteraen x = 0 se tiene:

F=Jo+Lo
KF =ik(J, - L) (1.2.11)
sisetoma Lo = CJg

F=Jo(1+c)

K'F = ikJo(1-¢) (1.2.12)

Se llega a
K[k? + Kp?]- Kp[K? + k?]tanh(Kb)

[K? — Kp?]tan(Kb) =k cot(ka) (1.2.13)

Esta Gltima ecuacién es la que nos permite obtener los estados superficiales del
sistema.[5]

Ahora haremos un desarrollo equivalente bajo el punto de vista electromagnético.
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Enfoque electromagnético

Se considera un sistema periédico de capas alternadas de dos diferentes
materiales (metalicos o semiconductores altamente dopados) apilados a lo largo
del eje z (ver Figuras 16,17 quitando la capa con subindice ¢ que es el
sustrato).Cada capa tiene una densidad electronica n»;funcidbn de un conjunto
parametros i1, 0 J={a,b} depende del tipo de capa en la superred.

Figura 16.Estructura vista desde el eje “y”
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Figura 17.Perfil electromagnético

En la aproximacion hidrodindmica, el vector de onda asociado a la propagacién
transversal esta dado por

1
q' =k = E\/a)z —ws (1.3.1)

y el vector de onda asociado a la propagacion longitudinal estd dado por

1
q =k= E\/a)z —a)f) (1.3.2)

Para este trabajo estamos interesados en estudiar la propagacion transversal
Se propone que la densidad electronica tenga la forma:

p@,t) = pa(2)e™
I(z)=j,(2)e™ (1.3.3)

n, para O0<x<L,
n(x)=4n, para L,<x<a (1.3.4)
n, para —o<x<0
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A e+ A e 0<z<a
j,(2)= (1.3.5)
B,.e +B, e a<z<L

y para Pn@ setendra
%[Ameiq'aZ -~ Anfe“ql"*z} O<z<a
pa(2) = (1.3.6)

qI iq'z —iq'z}
g[Bme ¥ —-B,e ™| a<z<L

conL=a+b

Vectores de onda para la propagacion transversal

qa:kzﬁl w? — 0f?
a

s 1
Tb =K = Ex/a):jz -’ (1.3.7)

Se tomaran como condiciones a la frontera a #iz(2) y vpa(Z) como expresiones
continuas, ademas de que la expresiéon

v-J =—ap(gtz"[):ia)p(z,t) (1.3.8)

también debe ser continua

Aplicando condiciones de frontera de continuidad ( #Jz = =™
vp = vpn(2)e™ y gus derivadas también continuas)

enz =L paralacelda n setiene

.| .
HaAns + paAn- = UpBno1),€"" + 1y B(n_1)-e 71k

20



| | | |
14 4 VpQ igl. Vo ~ig!
E;?a An. — iga A, = = b B(n—1)+e|qu - b B(n—l)—e iqyL

(1.3.9)
y para z = a tendremos:

il il il .|
l.laAn+elqaa + ﬂaAn_e_lqaa = ‘Ub Bn+e|qba + ‘Ub Bn_e_lqba

| [ | |
Va( iql Va( gl Vp( ol Vp( il
TaAn+elqaa - TaAn—e idaa — TbBrH_eKIba - Tan—e igpa

(1.3.10)

aplicando_la condicion de Bloch
Pn(2) = ™o (2) (1.3.11)

se tienen las igualdades

An. = e‘”KLA0+ A, = einKLAO_
B _ inKLB B _ imcLB
nt =€ 0+ bpn- =€ 0—

Bn-1)+ = ei(n—l)KLBO+ Bin1). = ei(n—l)KLBO_
(1.3.12)

sustituyendo los valores de las ecs. (1.3.12) en las ecs. (1.3.9), (1.3.10)
tendremos

. . . - I . . I
uaeanLAo+ _|_‘uae|m<LA0_ — ubel(n—l)KLBO+elqu +ybe'(”‘1)"LBo_e"%L

| | | |
Ve;ga eincLA . — Vezga einlA = Vtng ei(n—l)KLBO+eiq{,L _ Vlng ei(n—l)KLBO_e—iq'bL
uae‘”’(LAo+e‘q'aa +uaeinKLA0_e—iq'aa _ ‘ubeinKLBOJreiqLa +ube‘”’“LBo_e“QLa

| | | |
Vézga einKLA0+eiqLa _ Vizga einKLAO_e—iqLa _ Vba?b einKLBO+eiqLa _ Vba?b einKLBO_e—iq{,a

(1.3.13)
21



.. inkL .
Eliminando © de las ecs. anteriores se llega a:

,UaA0+ +,UaA0— — ,Ube_IKLBO+elqu +ube"KLBo_e"qu

_. . | _. _. |
vaQhAg: — vaQhAg_ = vpgle ¥t Bo, it — vy gl eTKLB, et

.| il . .
LaPo, €158 + 11aAg_e 196 = 1 By, eidha 4 1y, By e-idba

VaQhAo, 892 — v,qhAg_e %2 = v, By, e — v, gl By_eate (1.3.14)

Que sera nuestro sistema a resolver. Después de un desarrollo matematico que
implica resolver un determinante llegamos a la siguiente expresion.

cos(KL):cos(q;a)cos(qt',b)—;[Eazbg":" +za:bg‘l’}sin(q;a)sin(qt',b) (1.3.15)
b/~ a™b b” aHa

Esta ecuacion es el equivalente a la dispersion de Kronig Penney sin frontera visto
anteriormente para el caso cuantico (ver ec. (1.2.9))
Ahora obtengamos los estados superficiales.

Para romper la periodicidad se usa una interface de otro material semiconductor
en z = 0 con parametros e _r.s. y densidad electronica n., coOmo se muestra en la

Figura 17.

Con las mismas condiciones vistas anteriormente (ecs. (1.3.4)y(1.3.5)) y solo
agregando la condicion

CI!; / 1 2 2
—_ = K = — ce
i B VP T (1.3.16)
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Entonces aplicando condiciones de continuidad de la frontera en x = 0 se tiene:
ucF = ua(Jo +Lo)

Ve e _ Vair( _
i K'F o Ik(Jo Lo)

(1.3.17)
Y consideremos
Lo = cJp
pcF = uado(1+c0)
Vek'E = Yaj _
0T = ke -c) (1.3.18)
La ecuacion que rige los estados superficiales es la siguiente
2,2 2,,2
Yallo K|:k2 4 YeHa g J _ Yella K’[KZ + Yalb 2 :|tanh(KLb)
i Vot i ks = koot(kLy,)
2,2 - w
[KZ - el e :|tanh(KLb)
Ve (1.3.19)

Observamos que es equivalente a la obtenida para los estados superficiales en el
caso cuantico (ver ec.(1.2.13)).
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Enfoque acustico

En éste otro caso la heteroestructura la modelaremos por una serie de capas
apiladas y alternadas como ya se ha hecho en los casos anteriores. Cada seccion
esta caracterizada por una velocidad del sonido, asi como su densidad. Con esto

se modela la interaccion de la onda con cada capa.

1

Figura 18.Estrucutura vista desde el eje “y
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Figura 19.Perfil acustico
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Consideraremos una onda transversal cuyo desplazamiento sea en la direcciéon y
paralela al plano de las laminas. La propagacion de la onda sera en el plano xz.
Con estas consideraciones la ecuacion de movimiento esta dada por

2 0 0 4
M = Ct2 (—22 + 22 )UY(X’Z’t)
ot OX oz (4D

Para el primer medio a se propone que la solucion de la ecuacion sea de la forma
de onda plana con propagacion a lo largo de z . Asi tendremos

Uy(X,z,t) = uy(x)e'kzed

(1.4.2)
Al sustituir la ec. (1.4.2) en la ec. (1.4.1) obtenemos
(c2k2 - 0?)uy () = ¢F- Loy (x)
ox (1.4.3)
La solucién general para la ec. (1.4.3) es
Uy(X) = A ekeX 4 A g ke
yX) = As (1.4.4)
donde
2
k = k2-%_
T e
(1.4.5)
2
k= k2-2_ 1.4.6
b \ z Ct:é ( )
L=a+b

Debido a la periodicidad de la estructura laminada queremos que la solucion
u,(x) esté en la forma de onda de Bloch, asi u_(x) debe tomar la forma

uy(X) = einUY(qlx) (147)

donde

uy(d,x) = uy(g,x + L) (1.4.8)

con L= a+ b siendo el periodo de la estructura en la direcciébn x . De las ecs.
(1.4.4)y (1.4.7) tenemos

Uy(g,x) = e X[A,ekaX + A_geX] (1.4.9)
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Debemos tener que u,.(g.,x) sea una funcion periddica de periodo L. Podemos
lograr esto al reemplazar x con x—mnL con x perteneciente ala capa n -
ésima. Asi tendremos

u, (g, x) =6 0| A gl . g el | (1.4.10)

con nL < x<nL+a.DelasEcs.(1.4.7)y (1.4.10) tenemos
X) = ignL A Ka(x-nL) A —ka(x—nL)
Uy(x) = (A8 tAe ] (1.4.11)

con nL < x << nL + a . Para el medio b podemos obtener una expresion similar, es
decir

Uy(X) = elnL[B, ekexnL=a) 4 B_gkolx-nl-a)]

ahora nL +a<x<(n+1)L.Y

(1.4.12)

Tenemos entonces cuatro constantes a determinar A, ,A4_,B.,BE_. Para ello

necesitamos las condiciones de continuidad, en el desplazamiento U vy la
componente normal de tension, en las interfaces. La tension T, esta dada por la

expresion
ou
— Ae2 y
Txy - pct ( ax )

Las ecuaciones para el desplazamiento u,(x) y para el estrés T, (x) seran

(1.4.13)

eian[A+eka(X_nL) + Aie—ka(x—”L)] nL<x<nL+a

glanL[B, gko(x-NL-a) 4 B g-ko(x-NL-a)] nL+a<x<(+1)L

(1.4.14)

€'k apaCh (A, &40) — A g a1y L < x <nL+a

Ty (X) = .
Y elantky ppcd (Bieko-nt-a) _ B_g-kn(x-nL-a)) nL+a<x < (n+1)L

(1.4.15)

Si se aplican condiciones de frontera continuasen x=nL+a

Ae“+Ae** =B +B.

KaPaCoA 8" —k,p,CoA ™" =k, 0,C0B, —k,0,CB. (1.4.16)

ta”
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en x ==nlL

A, +A_ =eI[B,ekP + B_gkoP]

KapaChA: — KapaCiA_ = e 9k, pyc2 [B,ekeb — B_gkeb]

(1.4.17)

nota: al aplicar las condiciones a la frontera en x = nL , la ecuaciones para el

desplazamiento y el estrés que se toman son:

elant[A ghalxnb) 1 A_gkatx-nL)] nL<x<nL+a
uy(x) =
0 eld(-DL[B ghol-(-DL-a] 4 B_g-keDx-(n-1)L-a]] (h—-1)L+a<x<nL
() itk paC2 (A, ke L) _ A gkalxnl)y nL<x<nL+a
X) =
Xy eiq(nfl)Lkbprth(B+ekb[x—(n—l)L—a] _ B_e—kb[x—(n—l)L—a]) (n _ 1)|_ +a<X<nL

pues tomamos la frontera "izquierda” de a.
De las ecs. (1.4.16)- (1.4.17) se tiene

A+ekaa + A_e_kaa = B+ + B_

Ra[A,ek — A_e™*ea] = Ry[B, — B_]

(1.4.18)

(1.4.19)

(1.4.20)

Al aplicar el ansatz de una funcién que decae fuera de la superficie en x =0

dentro de la super-red

Uy(x) = ePug(x)

se tiene
e PIL[A gkelb) 4 A g kalnL)] nL<x<nL+a
uy(x) = e PIL[B, ek N-a) L B gko(x-nl-a)] nL+a<x<((n+1)L
g PnLCekex X <0
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e Pk, paCZ (A ekaL) — A gkaxnl)) nL<x<nL+a
Ty (X) = e Pbky, ppcd (Biekenl-a) — B_g-ko(x-NL-a)) nL+a<x<((+1)L

e Pk pcC2 (CekeX) x<0

(1.4.22)

Si se aplican las condiciones de frontera en x = 0 obtenemos las ecuaciones
siguientes

A++A_:C

KapaCh(As —A_) = Kepec2C (1.4.23)

considerando A_ = cA, , las condiciones de frontera se expresan como

KapaCiA.(1—c) = KepeCaC (1.4.24)

Trabajando con las ecs. (1.4.10) y despejando &, se tiene

2
ke = pactza Kq l1-c
pCCtC 1 +C
(1.4.25)

Si se aplican condiciones de continuidad de la frontera en x =nL + a

A+ekaa + A_e_kaa = B+ + B_

KapaCh[A.e% — A_e™*a?] = ky pyc2 [B, — B_] (1.4.26)

en x =nlL
A, +A_ = ePL[B,ekb + B_gkob]
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kapactza |:A+ - A_] = ekabprtzb [B+ekbb - B_e_kbb]

(1.4.27)
Al aplicar las condiciones a la frontera en x = nL , la ecuaciones para el
desplazamiento y el estrés que se toman son:
e PIL[A ek L) L A gkalx-nL)] nL<x<nL+a
Un(x) =
() e P(-DL[B, gkolx-(1-1)L-a] L B g-ke[x~(n-1)L-a]] (n-1)L+a<x<nL
(1.4.28)
00 e Pk, paC (A ekl _ A gkal-nb)y nL<x<nL+a
X) =
e PO-Dlky ppcd (Biekel-(-DL-a] _ B_g-kex-(n-1)L-al) (n-1)L+a<x<nL
(1.4.29)
Después de un procedimiento matematico extenso y tomando a
E_ Ra _ KapaCh
Ro  kyppc2
bPb%t (1.4.30)
Llegamos finalmente a
cosh(pL) = cosh(kaa) cosh(k,b) + %sinh(kaa)(F 4 %) sinh(k,b)
(1.4.31)

La ecuacion (1.4.17) rige la dispersion de la funcion de onda acustica para un
sistema como el de Kronig-Penney sin frontera. Como se puede ver esta ecuacion
es equivalente a las vistas para los casos cuantico y electromagnético (ver ecs.
(1.2.9), (1.3.15)).

Como se ha hecho en los otros enfoques agregaremos un material ¢ que cumpla
como frontera. Con esto rompemos la periodicidad del sistema con lo cual se
generaran estados superficiales (ver Figura 18 y 19).

Con este nuevo material también agregamos una condicion adicional.
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k= k-2 (1.4.32)

z 2
o
Consideremos las siguientes expresiones matematicas
L=a+b
Ra = kaPaCta ; Ry = kathzb 7 Re = chcCtzc

2
’ - b=/k§—w—2 ke = kz——
Cta Cib s
(1.4.33)

De las Ecs. (1.4.12), (1.4.13) , (1.4.19) y tomando A_ = cA, obtenemos

A eka? (1 + &> + CA, e Fe2 (1 — &> A,ePLekeb (1 P Ra ) + CA e Plekeb (1 - &)
Rb Rb Rb Rb

A, ekad (1 - &> + CA e ka (1 Ra ) = A, e PLekob (1 Ra ) +CcA,e- pLekbb(l Ra )
Ry Ro Ry

(1.4.34)

Finalmente, después de un poco de algebra llegamos a la expresion matematica
para los estados superficiales en el caso acustico

ko poch [—kapach + k& péce] — kepech[kj phcy,—k3 pict ] tanh(kyb)

= kapaC? coth(kaa)
k3 pict, — k& péci Jtanh(k,b) AR

(1.4.35)

Vemos que también es similar a las ecuaciones vistas anteriormente (ecs (1.2.13),
(1.3.19)) para los casos cuantico y electromagnético.
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Al observar las ecs. (1.2.9), (1.2.13), (1.4.17), (1.2.13), (1.3.19), (1.4.21) las
diferentes analogias llegamos a la conclusion que si cumplen una ecuacion
general dada por las siguientes expresiones

cos(gL) = cosh(k_a) cosh(k,b) + %[ + %]sinh[kﬁa]sinh(kbb] (1.4.36)

k
K

K[k*+K,’] —K,[K* + k*]tanh(k,b) — keot(k.q)
[k? — K,?]tanh(k,b) .

(1.4.37)

Donde k = f(k,); K = f(k,); K, = f(k.)

Heteroestructuras con diferentes anchos de la barrera de
potencial.

Los primeros estudios en superredes se basaban usualmente en la periodicidad
de una doble capa; es decir, una estructura pozo barrera. Sin embargo, se han
estudiado sistemas mas complicados que exhiben nuevas propiedades y dan
como resultados nuevos fendmenos fisicos. Estos sistemas mas complicados son
superredes con bases complejas que consisten en un nimero N de capas mas
complicada que la mas simple superred de pozo-barrera. Un aspecto importante
de estas superredes con base de multicapas es el poder hacer cierta ingenieria de
propiedades electronicas de las superredes para poder construir dispositivos con
diversas aplicaciones.

En este sentido el anterior desarrollo visto en los apartados anteriores fue para
cuando las anchuras de las barreras de potencial de las dos capas periddicas son
iguales (ver Figura20).
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Figura 20. Perfil de barreras de potencial donde el ancho de las capas a y b son iguales

Estudiaremos ahora el caso en el que los anchos de las barreras de potencial de
las capas son diferentes (ver Figura 21 considerando que ahora las anchuras de

a”’ y “b” son diferentes)

© iy it ——
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|
x =0
Figura 21.Perfil de barreras de potencial donde el ancho de las capas es diferente
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Con un procedimiento algebraico equivalente pero aun mas extenso podemos
obtener las expresiones siguientes:

La relacion de dispersion que obtenemos es
Cos(KD) = 2B, (€)B, (€) — Cosh(k, (b, —Db,)) (1.5.2)

Cos(KD) = 2B, (€)B, () — Cosh(k, (b, —b,)) -1

Cos(KD) = 2B, (€)B, (€) - Cosh(k, (b, —b,)) +1 (15.2)
Donde
Cos(K,.,, D,.,, ) = Cosh(k,a)Cosh(k,b,) + £ (== + =)Senh(k,a)Senh(k,b,) = B, (€)

C05(K s, Dasp,) = Cosh(k,a)Cosh(kybyg) + %(E—z + E—:)Senh(kaa)Senh(kbm) = B,(€)

(1.5.3)

En las superredes simples (pozo-barrera), para que exista un estado superficial
debe incluirse un medio semi-infinito que represente una barrera de potencial
suficientemente alta o suficientemente baja con respecto al potencial de las otras
capas que componen la estructura. Usando estas bases complejas la aparicion de
estados superficiales no depende de la altura de la barrera semi-infinita que se
incluyo.

La expresion para los estados superficiales es
M(€) = 2B,[(%—2)] Senh(k,a)Cosh (kb,) + (% — £)Cosh(k,a)Senh (k,b,) +

+ (& — 2)Senh(k,a)Senh(k,b,)] + (£ — £)Senh(k, (b, —b,))

(1.5.4)

Condicion de validez para los estados superficiales
|L(e)|>1 (1.5.5)
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Donde

L(€) = £ [(sSenh(k,a)Senh(k,b,) + Cosh(k,a)Cosh(k,b,))Senh(k,a)Cosh(k,b,) +
+Cosh(b, —b,)Cosh(k,a)Senh(k,a)] + £ [( Cosh(k,a)Senh(k,b,) +
+ Senh(k,a)Cosh(k,b, ))Senh(k,a)Cosh(k,b,) + Senh(b, —b,)Cosh?(k,a)]—
—-2B, (e)(% Senh(k,a)Senh(k,b,) + Cosh(k,a)Cosh(k,b,)) + Cosh(k, (b, —b,))

(1.5.6)

Las ecs. (1.5.3), (1.5.4) y (1.5.4) son las mismas para los tres casos 0 puntos de
vista que anteriormente se estudiaron; es decir, caso cuantico, electromagnético y
acustico. Lo Unico que cambia para cada caso son los valores de las K's (ver
tablal 2 paginas adelante) y las F’s.

En resumen, los factores que cambiaran en las ecs. (1.5.3), (1.5.4), (1.5.5), (1.5.6)
para cada enfoque seran:

Caso cuantico

2
|2TMq
kE[E] - | h2 (VE_EJ
N
|Emb
kyle]l = | 2 (Vy, —€)
N
|2m3
ks[E] - | 2 [:Vs_ Ej
R
kﬂ
F,=—
mﬂ
k
F,=—2
My,
kﬂ'
F=—t

(1.5.7)
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Caso electromagnético

——
1 % ]
d.w]l= [Fa’—o?
4 Fa
1 .2 ,
qp[w] = |'ﬁ—m§ — w?
P
—
1 ,
a0l = |7a - o
e
FE:YE%
Kg
Fb:‘r’b%
Ky
F = Y4

[ w2
k&[w] = ||k§ - 2
Y a
| w2
kylw] = [k2——
aY b
w0
ks[m] = ||k§ - c?2
y =
F, = kﬂpﬂcg
F, = kbl:"bcj
F, = k.p,C
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Hagamos una comparacion entre las tres perspectivas y si observamos ciertas
similitudes podemos ver que las perspectivas tienen un patrén en comun

Cuantico Electromagnético Acustico
. ﬂ
|2'm:r _ 1 L2 ) » w2
kx[e]: | -hz U'{T_E:] qx[m]_ |ﬁ_mﬂ —w kx[m]= |k;_£‘2
N NTF N =

Fo= K F = Yels F,=k,p,C2

mx |‘L:r
Tabla 1

Hasta aqui se ha mostrado el marco te6rico sobre el cual se apoya esta tesis.

Para realizar los calculos numéricos con el que obtendremos las graficas que se
presentaran, vamos a adimensionalizar las ecs. (1.5.3), (1.5.4) y (1.5.4) asi como
cada uno de los elementos de la tablal para que puedan ser procesadas. Para
todos los casos planteados (cuantico,acustico y electromagnético) este desarrollo
se presenta en los apéndices A,By C.
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4.Capitulo 2

Metodologia de trabajo

En este capitulo se explica detalladamente la metodologia utilizada para conseguir
el objetivo de la tesis.

Se desarrollé un trabajo desde la perspectiva cuantica para poder llegar a las
expresiones obtenidas por Bloss|[5].

Se propuso un modelo para el caso electromagnético y se siguidé un planteamiento
equivalente obtuvimos una relacion de dispersion similar. Después se procedio a
desarrollar la expresion que nos diera en forma analitica los modos superficiales.
Deducimos que si se acomodaban de cierta forma los factores que aparecen en la
ec. (1.3.19) se parecia mucho a las obtenidas en la literatura [5]. En este sentido la
propuesta era obtener una ecuacién general que reprodujera los dos puntos de
vista (cuantico y electromagnético). Cuando logramos esto al obtener los factores
F’s, procedimos a aplicarlo a un sistema acustico. Esa fue la direccidén que tomo el
trabajo.

Apoyandonos en las ecuaciones generales obtenidas en el capitulo 1 se
encontraron los pardmetros Fa,Fb,Fs (ver tablal) que correspondieran a los
fendmenos acustico y electromagnético.

Después de haber obtenido estos factores F's se procedié a obtener los estados
superficiales a partir de datos propuestos en cuanto al tipo de material y las
anchuras de las barreras de potencial. Con ésto se buscé reproducir algunas
gréficas que se reportaban en la literatura [6],[7] para el caso cuantico.

El programa Mathematica fue el software que se emple6é para la obtencién de
graficas y calculos necesarios.

Finalmente, el sistema tenia que cumplir con la condicién [L(e)| >1

para la interpretacion de los resultados. Esta condicion indica si un estado
obtenido es posible o no.
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5.Capitulo 3

Resultados

Caso Cuantico

Las raices para la ecuacion (1.5.3) que reproduce las bandas de Kronig-Penney
las podemos observar en la figura 22.

o FDO(.FD1(E)

201

15} Parametros:
ancho de barrera
a=h2=20A

10 ,
Masas efectivas
ma=0. 067 ,mb=0.15(unidades masa del electrdn)

&l Potencial
vb=944mev|
. : . : . : . €
OWO.M 0.06 0.0S\-@J:/(TTIZ/E.M
_5_

Figura 22. Raices de FDO,FD1.

Con las raices obtenidas de forma aproximada de la figura 22 podemos establecer
una vecindad donde es posible que existan estados superficiales.

En donde aparezcan las raices de la curva de la figura 23 serd donde se cumple la
ecuacion (1.5.4) que es la que reproduce los estados superficiales.

M(e)

10 )
Parametros:

ancho de barrera
a=h2=204

0.01 0.02
Masas efectivas
ma=0. 067 ,mb=0.15(unidades masa del electron)

Potencial
Vb=944meV|

Figura 23. Raices de la ec. de los Estados superficiales
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De la figura 24 observamos que la expresion L cumple la condicion de validez
dada por la ecs. (1.5.5) y (1.5.6) en el punto donde la ecuacién de los estados
superficiales se cumple. En este caso se da que L>1

L(e)

300

200 Parametros:
Aancho de barrera

100 a=h2=20A
Masas efectivas

€ ma=0. 067 ,mb=0.15Cunidades masa del electrén)
0.1 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Potencial

-100 Vb=944mev|

-200

=300

Figura 24.Intervalo de validez

Se muestran los estados superficiales en la figura 25. Se graficaron las dos
primeras bandas de energia tal y como estan reportadas en la literatura[6]
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Energia(eV)

350 ¢t
340 | Primera banda de energia de
\Z la dispersion de K.P.
330 ¢
/Estados Superficiales
320

310 | K

Segunda banda de energia

300 ¢ de la dispersién de K.P.
[/ 20 40 60 80 100
Parametros:
Ancho de barrera
a=h2=204A

Masas efectivas
ma=0. 067 ,mb=0.15(unidades masa del electrdn)

potencial
vb=944meV|

Figura 25. Estados superficiales
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Caso electromagnético

Siguiendo el mismo procedimiento antes visto, en la figura 26 se graficaron las
raices que cumplan la relacion de dispersion (ver ec(1.5.3)). Se observa que las
dos curvas estan muy pegadas por lo cual sblo se aprecia una curva
correspondiente a la primera banda de energia.

FDO(e), FD1(e)
5000
4000
3000
2000
1000
€
1.2 1.4 1.6 1.8 222 2.4

Figura 26. Raices de FDO,FD1

Procedemos a graficar la expresiéon (1.5.4) para encontrar el momento en que la
ecuacion antes citada sea igual a cero. Asi podremos saber a partir de qué valor
tendremos estados superficiales (figura 27).

3000 M)

2000

1000

—-1000
-2000

—-3000

4000
Figura 27. Raices de la ec de los Estados superficiales
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Se presenta la grafica (figura 28) de L que corresponde a las ecs. (1.5.5) y (1.5.6),
gue es la condicion para la existencia de los estados superficiales. Aqui vemos
gue cerca de la vecindad donde empiezan a aparecer los estados superficiales se
cumple la condicién ya que L<-1 por lo cual los estados superficiales hallados son
validos.

L(e)

. 1.2 1.4 .6 1.8 2
-1:10%
-210°

-3>10% }
-4>10% |
-5:10° |
-6x10° |
=7:10% F

Figura 28. Intervalo de validez

La grafica de la figura 29 estd dispuesta de tal forma que la relacion entre las
variables es adimensional de tal forma que evitemos trabajar con cantidades
pequefias que dificulten algun tipo de calculo.

Energia

1.81
! ! 1 + Espesorb
20 40 60 80

1.79 E R Primera banda parala

L dispersion de K.P.
1.78

REstados superficiales

1.77
1.76

Figura 29. Estados superficiales
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Caso acustico

Por ultimo se obtuvieron las raices de la relacion de dispersion (ec (1.5.3)), la cual
nos es util para ubicar la vecindad de los estados superficiales y asi saber por
donde estan (Figura 30). En este caso estoy considerando el material Oro como el
material de mi tercera capa. Trabajo con este material ya que existe en la literatura
reporte de obtencion de los estados superficiales[7].

 FDO(e), FD1(e)

Figura 30. Raices de FDO,FD1

Graficamos la ecuacion (1.5.4) en la figura 31.El lugar donde es igual a cero la
ecuacion es el valor de € que cumple la igualdad, por lo cual nos interesamos en
es0s puntos. Aqui no sélo hay uno sino varios, pero nos interesa el primero ya que
corresponde a la primera banda de energia.
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M(e)

10

1.02 1.04 1.06 1.08 1.12

-30

Figura 31. Raices de la ec de los Estados superficiales

Como ya hemos mencionado se debe cumplir la condicion de validez (ecs. (1.5.5)
y (1.5.6)) .Para la figura 32 se cumple ,ya que en la vecindad de la raiz donde
existen los estados superficiales L>1

L(e)
26+

24 +

22+

20

1.04 1.05 1.06 1.07 1.08

Figura 32. Intervalo de validez

Estos son los resultados para otro material como es el Platino. Es el mismo tipo de
analisis. Aqui solo mostraré las graficas que méas nos interesan.
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Estados superficiales

10 (M(¢e)
7.5

5

2.5

.02 1.04  1.06__ 1.08" 1.12

2.5

5
1.5

Figura 33. Raices de la ec de los Estados superficiales

Gréfica para el valor de L. Aqui L>1

L(e
50

30+

. . . 10 +
1.04 1.06 1.08 €

Figura 34. Intervalo de validez

La siguiente grafica es la correspondiente a los estados superficiales.
La gréfica esta dispuesta de tal forma que la relacion entre las variables es

adimensional.
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Energia
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Figura 35 Estados superficiales
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6.Capitulo 4

Conclusiones

La relevancia de esta propuesta est4 en el hecho de mostrar una equivalencia
entre tres sistemas fisicos en principio muy diferentes pero que siguen un
comportamiento similar ante ciertos fendmenos muy particulares

La propuesta es alin mas ambiciosa, ya que si se nos presenta un fenomeno en
una estructura por mas compleja que sea dicha estructura, si logramos obtener
algunos resultados bajo una perspectiva (ya sea cudntica, electromagnética o
acustica) que nos parezca la mas facil de abordar para su analisis, entonces
estaremos en la disposicion de trasladar este mismo problema a otra perspectiva
con el sélo hecho de saber los valores de la F's. de cada sistema en particular.
Esto trae consecuencias muy importantes, ya que esto daria lugar a buscar el
comportamiento de un fendmeno en una diversidad de estructuras de base
compleja bajo una perspectiva y asi predecir el mismo fenébmeno bajo otra
perspectiva diferente. Incluso abordar otro tipo de fendbmenos fisicos con soélo
darle la “forma” a las ecuaciones que rigen la fisica en términos de ecuaciones de
continuidad y vectores de onda.

Se quiso aterrizar este trabajo mediante un caso particular como es el de los
estados localizados y méas en patrticular adn, los estados superficiales.

Se pudo corroborar que las expresiones obtenidas muestran una equivalencia ya
que al graficar las soluciones de las ecuaciones para las diferentes perspectivas
correspondian con lo esperado; es decir, la existencia de estados superficiales.
Con esto podemos predecir a partir de qué ancho de uno de los materiales que
componen la heteroestructura podemos encontrar estados superficiales

Posteriores trabajos podrian realizar experimentos fisicos en donde se puedan

comprobar las predicciones hechas. A partir de esto se pueden buscar las
aplicaciones gue se pudieran tener.

47



/.Bibliografia

[1] A.Snakowska,Acousto-electromagnetic analogies in diffraction phenomena
ocurring in the semi-infinite cylindrical waveguide, Acta Phys.Pol. A 116(2009) 410-
413

[2] Carcione, J.M. & Robinson, E.A. Studia Geophysica et Geodaetica (2002) 46:
321.

[3] R.de L.Kronig ,W.G. Penney ,Quantum mechanics of electrons in crystal
lattices,Proc.Roy.Soc.London Series. A 130(1931) 499-513.

[4] I. Tamm, Phys. Z. Sowjet Union 1, 733, (1932)

[5] W. L. Bloss, Phys. Rev. B, 44-15, 8035, (1991)

[6]R.Kucharczyk, M.Steslicka.Electronic surface states in superlattice with complex
basis.

[7]G.J.Vazquez Fonseca,S.Tejada,F.Roa Surface Elastic Waves of Semi-infinite
Superlattice.

[8] F. Fortsmann and H. Stenschke, Phys. Rev. Lett. 38, 1365, (1977); Phys. Rev.
B 17, 1489, (1978)

Otras obras consultadas

[9] John P. McKelvey, Fisica del Estado Soélido y de Semiconductores, Editorial
Limusa, México, 1996.

[10] Neil W. Ashcroft, N. David Mermin, Solid State Physics, Sounders College,
Philadelphia, 1976. p. 29, 35,133, 16.

[11] Charles Kittel, Introduction to Solid State Physics, John Willey & Sons, New
York, 1996, p. 180, 185, 177,174.

[12] J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, Second Edition, John Wiley & Sons,
New York, 1975.

48



8. Apéndices
Apéndice A

Formulas para el calculo numérico caso Cuantico.

Para el caso cuantico las expresiones las dividimos entre 2 rydberg lo cual hace
que la constante de Planck y las anchuras de las capas dadas en angstroms no
aparezcan en la ecuacion.

Sabemos que la energia de 2 Rydberg esta dada por

-

E, = n = 2R
. _mga% Yy
(5.2.1)
Las ecs. (1.2.9),(1.2.10) las podemos normalizar de la siguiente forma
(auka_ e 2e e
m  h®  h? €
2mgai  mgaj
(5.2.2)

Con lo anterior podemos ver que coincide con la normalizacion de Hartree que es
muy utilizada en este tipo de analisis

EH=

_n?
m,ag
(5.2.3)
Trabajando los siguientes valores de k's
Ka - [ma ‘/E
Kp = /My /(Vp —€)
Ks = /ms J(Vs —€) (5.2.4)
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Obtenemos las F’s que utilizaremos en nuestra ecuacion general seran:

Fazrlf]_z
Fo = >
_ K
Fs = m, (5.2.5)

Apéndice B
Formulas para el calculo numérico caso electromagnético.
Tomando para éste problema el modelo de Forstmann [8] que propone una

u=1

— A2/,2
v = Flop (5.2.6)
para el caso electromagnético, donde
2
o2 = Anne
Poom (5.2.7)
y
2y Yoz _ Y(HKe\?> _ Y h% 2 _ ¥ h% (o _2.\2B
ﬂz = —EF = =VE = _(T) = __2k|: = ——2(371' n)
5m 5 5 Sm 5m (5.2.8)

siendo “m” la masa efectiva de un electron y “n” la densidad de portadores libres
en la regién a considerar. “E¢”, “ve “y “ke “ son la energia, la velocidad y el vector

de onda de Fermi. “h” es la constante de Planck dividida entre 2rn y
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donde “h” es la dimensionalidad, es decir; para 1-Dimension vale 1, 2-

Dimensiones vale 2 y 3-Dimensiones vale 3

(5.2.9)

Sustituyendo estos valores en la ecs. (1.3.15), (1.3.19) y considerando los

siguientes valores de las k's

r=4Jo%-1 Ka=Tr
f; =1la)2—|:2 Ky —T_fi

- F2/3
Tgi

o 2 2 _
gi = Jo -G Ks = G

Con esto tenemos que la F's quedan de la forma:

Fa = Ka = I’T
Ky O TH
Fp = F2/3 A
_ K _ Tgi
s G2/3 - G4/3

Apéndice C

Formulas para el calculo numérico caso acustico

(5.2.10)

(5.2.11)

Aqui la forma mas sencilla de hacer adimensional las dos ecuaciones (1.4.31) y
(1.4.35), es dividir las densidades por la densidad del medio a y las velocidades

por la velocidad del sonido del medio a.
Si empleamos

I _ @a
O = T
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o _ 0)2 r o & . ' &

Ky = |1 o a = Kya Camgd=1 pu=52-1
2

, C ,

K,= 1- 2 b’ =K,b C, =" o, ="
| KEC,? C. Pa

I 2 C I Pc

KC = |1- [0 / C/ — KxC CC — ~C ¢ = =
KZC¢ Ca pa (5.3.2)

Asi, las F's que pondremos en la ecuacién general qguedan de la siguiente forma:
Fa = Ka

! ! !

Fs = KepcCo (5.3.3)

Apéndice D

Modelo Hidrodinamico

El modelo hidrodinamico ha sido utilizado frecuentemente para estudiar diversas
propiedades fisicas de los sistemas conductores, tales como la no-localidad de la
respuesta electromagnética de un gas de electrones y el acoplamiento de los
plasmones con las ondas transversales en sistemas no homogéneos. Este modelo
no toma en cuenta las excitaciones electron-hueco, pero describe adecuadamente
la excitacién de ondas electromagnéticas longitudinales.

Funciones dieléctricas y relaciones de dispersion

El modelo hidrodinamico es una manera simple de incluir la dispersion espacial
en la funcion dieléctrica. De la misma manera que en el modelo de Drude no se
toma en cuenta la interaccion entre iones y electrones. En la ecuacion de
movimiento de los electrones se considera un término de presion
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mdv:e(E+lv><Bj—mv— (5.5.1)
dt c T n

donde 7 es el tiempo promedio entre colisiones o tiempo de relajacion, Vpn es
la fuerza sobre la particulay N es la densidad de particulas.
Se puede expresara VP como

_9%P _%Pon _p
Vp_ar S onor anVn.
(5.5.2)
Se define
2_ 1P
B =m on
(5.5.3)
como la velocidad caracteristica relacionada a la velocidad aleatoria de la
particula, por lo que
Vp = mB?vn.
(5.5.4)

Si se usa la ecuacion de continuidad en la forma de conservacion del nUmero de
particulas

on . —
ot +V.e(nv) =0
(5.5.5)

y definimos No como la densidad de particulas en equilibrio, entonces en el
término VPN de la ec. (5.5.1) hacemos que N = No para poder linealizarla. Por

otro lado, si consideramos en el término V - (V) de la ec. (5.5.5)
que
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n = ng + n'ei@r-eb

V =V ei(q-r—wt)

(5.5.6)
se tendria
—ion'e' @Y 1 ingq - vee'@re = Q,
—iown’ +ingg - vy = 0,
ingq - Vo = iown’,
n/ — nog-Vo )
(5.5.7)
Entonces, la ec. (5.5.1) se puede escribir como
mdy = eE+e(lv>< B) - my_ mp® yNod - v
dt C T Ng 0] (5 . 8)
despreciando el término magnético
e m, _ imB%a(g-v)
— Imov = eE - TV ——
mv+ m —imou = eE
T (0] ’
(5.5.9)
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Como V y E son vectores se escriben en términos de sus componentes
transversales y longitudinales, v=V'+Vv! y E=E'+E'  Porlo que

imB2a(q «(v' + V"))
()]

Mt +vh) + —imo(vt+ V') = e(Et + E").
T

(5.5.10)

Separando explicitamente las componentes transversal y longitudinal se tiene
que

m ., imgq-v')

—imav' =eE', (5.5.11)
T 0]
H 2 |
my +%(qv)—imwv' —eE'. (5.5.12)
T w
Por definicion
q-v'=0, gqxv'=0 (5.5.13)

Para la componente transversal se usa la ec. (5.5.13) en la ec. (5.5.11) y se
obtiene

%vt — imoVt = eEt,

mv‘(% — ia)) = eEl.
(5.5.14)
55



Por lo que la velocidad transversal es

(5.5.15)

Sise usalaec. (5.5.13) en la ec. (5.5.12) la componente longitudinal queda

m( v+ L — ﬁz I iwv') = eE!,

(5.5.16)

(5.5.17)

Como la densidad de corriente es J =nev , conla ec. (5.5.15) y la ec. (5.5.17),
las densidades de corriente transversal y longitudinal son

m(+ - io)
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(5.5.18)
y las conductividades transversal y longitudinal son
o'(0, @)= ng® (5.5.19)
m(a)+;—)
ogo)= e (5.5.20)
m(e - 5" + o)

Se puede expresar la funcion dieléctrica como €(0,@) = 1+ (4nilw)o(q, @) | que
con la ec. (5.5.19) y la ec. (5.5.20), permite obtener

47ne’

gt(q,a))=1—m,

2

! w)=1- : 4rne .

GO @ v od)
(5.5.21)

Si 5 = 4me’/M g |a frecuencia de plasma, entonces
a)Z
£ o)=1-_", (5.5.22)
0 4 g

T
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g%q“»=1_Wg—;#Jz+w2 (5.5.23)

que es una funcion dieléctrica que depende de g por lo que es una funcion no-

local. Si se emplea la ec. (5.5.13) y la ec. (5.5.22) con 7 >> 1 | larelacion de
dispersion para la componente transversal del modelo hidrodinamico es

w? = g’ + w3,
(5.5.24)
gue es igual a la del modelo Drude, . Si se emplea la ec. (5.5.12) y la ec. (5.5.23)

con 7>>1 larelacion de dispersion para ondas longitudinales es

0% = 2P + .
(5.5.25)

Apéndice E

6.1Simulacién de los estados superficiales caso cuantico
a=37.7945375;

b2=37.7945375;

Vb=0.0693821;
Vs=0.0693821;

b4=1.889726b

58



kaple ]:= Vo067 Ve

kb[E_]:= Vv o.15 V(Vb—e)

kS[E_]:= \/0.15 V(Vs—e)

Fal[e_]:=kap[€]/0.067
Fb[e_]:=kb[e€]/0.15
Fs[e_]:=ks[€]/0.15

(*++++++++++++++HHH
++++++HH A Y)

(*B2[e_] :=Cos[kap[€e] a] Cosh[kb[e]b2]+0.5(1/K[€] -
K[e])Sin[kap[€] alSinh[kb[e]b2]

B4[e_]:=Cos[kap[€] a] Cosh[kb[e]b4]+0.5(1/K[€]-
K[e])Sin[kap[€] alSinh[kb[e]b4]*)
(*+++++++++++++++++++++++++++++ A+
++++++ A Y)

B2[e_] :=Cos[kap[€] al] Cosh[kb[e]b2]+0.5(Fb[e] /Fa[€] -
Fa[e] /Fb[e])Sin[kap[€] a]Sinh[kb[e]b2]

B4[e_]:=Cos[kap[e] a] Cosh[kb[e]b4]+0.5(Fb[e]/Fa[€]-
Fal[e] /Fb[e])Sin[kap[e] a]lSinh[kb[e]b4]

FDO[e_]:=2 B2[e] B4[€e]-Cosh[kb[€] (b4-b2)]-1
FD1[e_]:=2 B2[e] B4[€e]-Cosh[kb[e€] (b4-b2)]+1

M[e _]:=2B2[€] ((Fs[e]/Fa[e]l+ Fa[e] /Fs[e])Sin[kap[€]
a]Cosh[kb[e]b4]+ (Fs[€] /Fb[e] -Fb[e] /Fs[€])Cos[kap[€]a]
Sinh[kb[e]b4]- (Fb[e] /Fa[e]+ Fa[e]/Fb[e])Sin[kap][€]
a]Sinh[kb[e]b4]) +

(Fs[e]/Fb[e]-Fb[e] /Fs[€])Sinh[kb[€] (b2-b4) ]

m[e_]:=FindRoot[FDO[e]==0,{€,0.011,0.01,0.025}]

n[e_]:=FindRoot[FD1l[e]==0,{€,0.011,0.01,0.025}]
z[e_] :=FindRoot[w[e]==y[€], {€,0.0236,0.0235,0.03}]
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ml[e_ ] :=FindRoot[FDO[e]==0,{€,0.028,0.020,0.034}]
nl[e ] :=FindRoot[FD1l[e]==0,{€,0.028,0.020,0.034}]
s[e_] :=FindRoot[M[e]==0,{€,0.021,0.02,0.03}]

tt={ 13606.8 €/.N[m[e]],13606.8
€/.N[n[e]],13606.8€/.N[s[€]],13606.8 €/.N[ml1[e]],13606.8
€/.N[nl[€]ll};

pp=Plot[Evaluate[tt],{b,1,100}];

Clear[tt,ppl;

6.2Simulacion de los estados superficiales caso electromagnético
na=34.527 107°°;

F=4;
G=6.;

=3;
b2=5;
h=3;
v=(h+2) /h;

20 (na)1/3

T= Y (9 7.(.)1/3 ;
rle_]:=V¢ 1
fife ]:=VF -¢
gife 1:=V¢& ¢

Fa[e_]:=T r[e]

Fb[e ]:=1/F%3 T file]
Fs[e_]1:=1/G*3 T gile]

B2[e _]:=Cos[T r[e] a] Cosh[1/F?/3 T fi[e] b2]+1/2 Sin|[T

r[e] a] Sinh[l/F%/3 T fi[e] b2] (Fb[e]/Fal[e]-Fal[e]/Fb[e])

B4[e ]:=Cos[T r[e] a] Cosh[1/F?/3 T fi[e] b4]+1/2 Sin|[T

r[e] a] Sinh[1/F?/3 T fi[e] b4] (Fb[e] /Fa[e]-Fal[e] /Fb[e€])
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fO[e_]:=2 B2[e] B4[e]-Cosh [ 1/F?/3 T fi[e] (b4-b2)]

M[e ]:=2B2[e] ((Fs[e€]/Falel+ Fal[e]/Fs[e])Sin[T r[e]

a]Cosh[1/F?/3 T fi[e] b4]+ (Fs[e]/Fb[e]-Fb[e]/Fs[e])Cos[T

r[e]a] Sinh[1/F?/3 T fil[e] b4]- (Fb[e]/Fale]l+

Fa[e] /Fb[€])Sin[T r[e] a]Sinh[1/F?/3 T fil[e] b4])+
(Fs[e] /Fb[e] -Fb[e] /Fs[€])Sinh[1/F?/3 T fil[e] (b2-b4)]

m[e_]:=FindRoot[f0[e]==1,{€,1.011,1.01,2.4}]
c[e_]:=FindRoot[f0[e]==-1,{€,1.011,1.01,2.4}]
zl[€_]:=FindRoot[M[e]==0,{€,1.011,1.01,2}]
Do|
t={e/.N[m[e]],e/.N[c[e]],e/.N[z1l[€]l]};
pp=Plot[Evaluate[t], {b4,5,80}];
Clear([t,ppl;
Print["----- """ ——— "1,

 {k,4}1;

6.3Simulacién estados superficiales caso acustico
b2=4;

(*bd=b2*)

pb=2.69/19.3;

cb=3.22/2.88;

ppt=21.5/19.3;

pau=19.5/19.3;

cpt=1.88/2.88;

cau=1.47/2.88;

kx=1;

(*kb[e_]:=Sqrt[e*2/cb*2-kx"2]
ka[e_]:=Sqrt[ (e*2) - (kx*2) ]
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(*ka[e_]:=Sqrt[kx"2-€"2]*)
ks[e_]:=Sqrt[e*2/cpt”2-kx"2]
kau[w_]:=Sqrt[w"2/cau*2-kx"2]*)

kb[e ]:= ob?

ka[e ]:=V€¢ ~=

(*ka[e_]:=Sqrt[kx"2-€"2]*)

. I kx? - e
2
ks[e_]:= Pt
kx? - e
kau[w ]:= cau?

Fal[e_] :=ka[€]

Fb[e ] :=kb[e]pb cb?
Fs[e_]:=kb[e]ppt cpt?
Fsau[e ] :=kb[e]pau cau?

fce[w_]:=Cos[ka[w]] Cosh[kb[w] b2]+1/2 Sin[ka[w]]
Sinh[kb[w] b2] (-(ka[w]/(kb[w] pb cb?))+(kb[w] pb
cb?) /ka[w])

B2[e_]:=Cos[ka[e€]] Cosh[kb[e] b2]+1/2 Sin[kal[e]]
Sinh[kb[e] b2] (Fb[e]/Fal[e]l- Fa[e]/Fb[e€])
B4[e_]:=Cos[ka[e]] Cosh[kb[e] b4]+1/2 Sin[ka[€]]
Sinh[kb[e] b4] (Fb[e]/Fal[e]l- Fa[e]/Fb[e€])
fO[e_]:=2 B2[e] B4[e]-Cosh[kb[e] (b4-b2)]

M[e ]:=2B2[€] ((Fs[e]/Fale]+ Fal[e]/Fs[€])Sin[kal[€]
]Cosh[kb[e]lb4]+ (Fs[e] /Fb[e]-Fb[e] /Fs[e])Cos[ka[€]]
Sinh[kb[e]b4]- (Fb[e]/Fa[e]+ Fal[e]/Fb[e])Sin[ka]€]
]1Sinh[kb[e]b4]) +
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(Fs[e] /Fb[e]-Fb[e] /Fs[e])Sinh[kb[e] (b2-b4) ]

Mau[e ]:=2B2[€] ((Fsaule] /Fale]l+ Fa[€]/Fsau[€])Sin[ka[€]
]Cosh[kb[e]b4]+ (Fsaul[e] /Fb[e]-Fb[e] /Fsau[e])Cos[ka[€]]
Sinh[kb[e]b4]- (Fb[e] /Fa[e]+ Fal[e]/Fb[e])Sin[ka][€]
]1Sinh[kb[e]b4]) +

(Fsau[e] /Fb[e]-Fb[e] /Fsau[€])Sinh[kb[e] (b2-b4) ]

zau[€_] :=FindRoot[Mau[e]==0,{€,1.021,1.02,1.08}]
zpt[e_] :=FindRoot[M[e]==0,{€,1.021,1.02,1.08}]
kpl[e_]:=FindRoot[f0[e]==-1,{€,1.021,1.02,1.08}]
kp2[e_] :=FindRoot[f0[e]==1,{€,1.021,1.02,1.08}]

tl={e/.N[zpt[e]],e/.N[zau[e]], e/ .N[kpl[el], e/.N[kp2[e]]};
pl=Plot[Evaluate[tl], {b4,4,20}];
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