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Introduccion

Este trabajo estd basado en [6], el objetivo principal es construir panales de rango
cuatro, los cuales obtenemos de identificar aristas a distancia ¢ a lo largo de poligonos
de Petrie derechos de panales esféricos regulares de rango cuatro. De los panales que
resultan algunos son regulares y otros quirales. En un panal regular todas sus simetrias
son generadas por ciertas reflexiones (generadores distinguidos). Por otro lado, los panales
quirales tienen como simetrias a todas las rotaciones, pero no hay reflexiones, en este
trabajo estamos interesados en estos panales quirales.

Antes del estudio de estos panales quirales, en 1927 Brahana inicia el estudio formal de
mapas regulares y quirales en [2]. En 1948 se conocian mapas quirales (o poliedros quirales),
pues Coxeter en [5] enumera todos los mapas regulares y quirales en el toro. Y en 1980,
Coxeter y Moser describen tres familias infinitas de mapas quirales en el toro con simbolos
de Schlafli {3,6}, {6,3} y {4,4} (ver [8]). Los panales quirales {p, ¢, r}; que describimos en
este trabajo son los primeros ejemplos de rango mas grande. Esto di6 pie a definir en 1990
politopos (abstractos) quirales (ver [19]). Después de los panales construidos por Coxeter,
los primeros ejemplos de estos objetos de rango 4 aparecen en 1994, cuando Schulte y
Weiss construyeron ejemplos de panales hiperbdlicos en [20] usando la correspondencia
entre isometrias del 3-espacio hiperbdlico y transformaciones complejas de Mdébius. Un
ano mas tarde, en [21], Schulte y Weiss construyen (n + 1)-politopos quirales infinitos
empezando con n-politopo quiral finito, pidiendo que sus (n — 1)-caras sean regulares, con
lo cual se prueba la existencia de politopos quirales infinitos de rango 5. En 2006, Conder,
Hubard y Pisanski construyeron los primeros ejemplos de politopos quirales finitos de
rango 5 (ver [4]). Esto lo hicieron usando MAGMA y buscando subgrupos G de grupos de
Coxeter W de manera que GG que no fuera normal en W, pero que si fuera normal en el
subgrupo de rotaciones W. De esta forma el cociente de W+ por G puede ser el grupo
de automorfismos de un politopo quiral si satisface ciertas propiedades de interseccién
(que se detallan en el capitulo 2 de [4]). Para 2009, Conder y Devillers usan algoritmos
maés eficientes y obtienen ejemplos de rango 6, 7'y 8. En 2010, Pellicer construye (n + 1)-
politopos quirales con facetas isomorfas a algtin politopo regular usando graficas GPR las
cuales representan toda la informacion del subgrupo de rotaciones de politopos quirales
(orientables). Con lo cual se realiza una prueba constructiva de la existencia de n-politopos
quirales para cualquier n > 3 (ver [17]).

Como podemos ver, el trabajo de Coxeter en [6], da origen al estudio de politopos
quirales, otros trabajos sobre estos politopos son: [1], [3], [9], [14], [17], [18], [20].
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Todos los politopos quirales mencionados anteriormente son abstractos. Pensando
geométricamente, en 2004, McMullen crey6 haber demostrado que no existen n-politopos
quirales en R™ (ver [15]), pero en 2014, Bracho, Hubard y Pellicer encontraron un ejemplo
de un 4-politopo quiral en R?* (ver [1]), el cual veremos que se puede obtener a partir de
uno de los panales quirales construidos por Coxeter. Este trabajo recapitula el trabajo de
Coxeter en [6] y motiva a buscar mds 4-politopos quirales en R?.

En el capitulo 1, se introducen los conceptos béasicos para el desarrollo de esta tesis.
Se define panal y como todo panal esférico, euclidiano o hiperbdlico es un politopo, se
enuncian resultados de politopos, siendo uno de los conceptos fundamentales el de grupo
de automorfismos y rotaciones de un politopo regular. Y se definen politopos quirales.

En el capitulo 2, describimos los panales a partir de los cuales vamos a trabajar, estos
son los panales regulares de rango cuatro en el espacio euclidiano y esférico. También,
notamos la relaciéon que tienen los poligonos de Petrie de los panales regulares descritos y
ciertos elementos sus grupos de automorfismos llamados torsiones.

En el capitulo 3, construimos nuevos panales a partir de los descritos en el capitulo 2,
llamados panales de tipo {p,q,7}:, los cuales son el tema principal de esta tesis. Se
ejemplifica con el panal {4,3,3}5. Luego se clasifican los panales {p,q,r}; en regulares
y quirales. Por ltimo se describen a los panales {3,4,3}2, {3,4,3}3 v {5,3,3}s.

En las conclusiones, relacionamos el panal {4, 3,3}, con el tnico ejemplo conocido de
un 4-politopo quiral en R?* encontrado por Bracho, Hubard y Pellicer en [1].

Por dltimo, en el apéndice A se incluyen calculos de los panales descritos a lo largo de
este trabajo, para lo cual se utiliz6 GAP (ver [11]).



Capitulo 1

Panales y politopos abstractos

El objetivo de este capitulo es introducir el concepto de panal. Ademas, como todo
panal es un politopo, enunciaremos algunas propiedades y resultados de politopos.

En la seccion 1.1, definiremos panal y politopo abstracto. Al hablar de politopo abstracto
tenemos que definir j-cara, bandera, seccion, condicion diamante, conexidad fuerte. Ilustramos
estos conceptos con varios ejemplos. Un concepto importante que usaremos los préximos
capitulos es el de poligono de Petrie. En la seccion 1.2, definiremos isomorfismo y anti-
isomorfismo de politopos. La definicion principal de la secciéon 1.3, es la de automorfismo
de un politopo, enunciaremos resultados con respecto a como actiian los automorfismos
en el conjunto de todas las banderas y como son los grupos de automorfismos en politopos
duales. En la seccién 1.4, definiremos politopo regular y generadores distinguidos respecto
a una bandera base, los cuales existen si el politopo es regular y viceversa. Ademas, los
automorfismos de una seccién de un politopo regular se pueden expresar mediante los
generadores distinguidos y cumplen ciertas relaciones. En la seccion 1.5, definiremos el
grupo de rotaciones de un politopo regular, también describiremos los generadores del
estabilizador de una i-cara bajo el grupo de rotaciones de P. Por tltimo, en la seccion 1.6,
definiremos politopo quiral.

1.1 Definiciones

El casco convexro de un conjunto S, es el conjunto convexo mas pequeno que contiene
a S. Un n-politopo convezo es el casco convexo de un conjunto finito de puntos que estan
en un espacio de dimension n. Construiremos panales con estas piezas.

Por ejemplo, el decidgono de la figura 1.1 (izq.) se muestra un 2-politopo convexo,
mientras que el decdgono con forma de estrella de la figura 1.1 (der.) no es convexo. En
la figura 1.2, se muestra un cuboctaedro, el cual es un 3-politopo convexo cuyas caras
son cuadrados y triangulos. Los solidos platénicos ilustrados en la figura 1.3 también son
3-politopos convexos.

Definimos a un hiperplano como:

H(u,a) :={x € E" | (z,u) = a}.

9
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Figura 1.1: 2-politopo convexo (izq.) y 2-politopo no convexo (der.)

Figura 1.2: Cuboctaedro

Figura 1.3: Soélidos platénicos
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Sea K un conjunto convexo. El hiperplano tiene soporte K, si
a =sup{(z,u) | z € K},

donde es un » un vector normal.

Si K es un n-politopo, decimos que la intersecciéon de K y el hiperplano con soporte
K es una cara de K.

Una teselacion de rango n + 1 es una coleccién T de n-politopos convexos, llamados
celdas, las cuales cubren un espacio (esférico, euclidiano, hiperbdlico), tales que, la interseccion
de cualesquiera dos celdas distintas es una cara o vacio; por lo que celdas distintas tienen
interiores disjuntos.

En [16], McMullen y Schulte definen un panal simplemente como una teselacién. Sin
embargo, en [6], Coxeter define un panal como una subdivisién de una 3-variedad en celdas
poliédricas, todas iguales, de manera que cualquier simetria de rotaciéon de una celda es
simetria de la configuracion completa. Aunque casi todos los panales que se consideran en
este trabajo satisfacen la definicién de Coxeter, optamos por trabajar con la version de
McMullen y Schulte, que es méas general.

Por ejemplo, en la figura 1.4 (izq.), se muestra un panal donde sus celdas son cuadrados
que cubren el plano euclidiano. Sin embargo los cuadrados colocados como en la figura 1.4
(der.) no son una teselacién del plano euclidiano pues algunas aristas se intersectan con
dos aristas distintas. Por otro lado, la figura 1.5 cubre al plano euclidiano con hex4dgonos,
parecido a un panal de abejas. Para otros autores (ver [10], [12]), una teselacién del plano
es una familia de conjuntos llamados celdas o tejas que cubren el plano sin espacios o
superposiciones, por ejemplo la figura 1.4 (der.) es una teselacién.

Figura 1.4: Teselacién de E? (izq.). No es una teselacién (der.)

Figura 1.5: Teselacion por hexagonos de E?

Otras teselaciones de E? se muestran en la figura 1.6, donde las celdas en la figura de la
izquierda son triangulos y cuadrados, y las celdas en la figura de la derecha son cuadrados
y octagonos.
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Figura 1.6: Teselaciones de [E?

El espacio euclidiano de dimensién tres se puede cubrir mediante cubos, como se ilustra
en la figura 1.7. Por otra parte, el cubo se puede pensar como un panal en S?, es decir,
cubre a la esfera con cuadrados, como se muestra en la figura 1.8. Otro ejemplo, es el
hipercubo, al que consideramos como un panal en S3, donde sus celdas son cubos, la
figura 1.9 muestra un hipercubo.

. ---'.;;:Z:'.'.'."'.--'.'.'."'

Figura 1.8: Teselaciéon por
cuadrados de S?

Figura 1.9: Teselacién por cubos de S3

Podemos pensar que los elementos de los panales estan ordenados por contenciéon. Por
ejemplo, en la figura 1.10, el vértice v pertenece a la arista e y a su vez e pertenece a
la cara f, es decir, v C e C f. El concepto de politopo abstracto que a continuacién
definimos, ordena a elementos mediante un conjunto parcialmente ordenado.
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Un politopo abstracto de rango n o n-politopo es un conjunto parcialmente ordenado P
junto con una funcién de rango (la cual se define como rango : P — {—1,0,...,n} tal
que si F,G € P, con F' < G entonces rango(F') < rango(()) que satisface las propiedades
A), B), C), D) que mencionamos abajo. Al enunciar estas propiedades, definiremos otros
conceptos.

Los elementos de rango j de P se llaman j-caras. Las caras de rango 0, 1 y n — 1 se
llaman vértices, aristas y facetas, respectivamente.

A) P tiene una cara minima F_; de rango —1 y una cara maxima F,, de rango n. A estas
dos caras las llamamos caras impropias. Decimos que una cara es propia si no es
impropia.

Llamamos banderas a las cadenas maximales. Al conjunto de banderas de P lo denotamos

por F(P).

B) Cada bandera de P contiene exactamente n + 2 caras, incluyendo las caras F_; y F,.
Dado que F' < G implica que el rango(F') < rango(G), entonces cada bandera tiene
exactamente una cara de cada rango.

Dadas dos caras F'y G de P, tales que F < G, la seccion G/F de P es el conjunto de
caras {H | ' < H < G}. Si Fy es un vértice, decimos que la seccién F,,/Fy es la figura
de vértice de Fy. Si F,_; es una cara de rango n — 1, a la seccién F,_1/F_; le llamamos
faceta. Si rango(G) = j y rango(F) = i, entonces decimos que el rango de la seccién G/F
es j—1— 1.

C) P es fuertemente conexo. Es decir, cualquier seccion Q con rango mayor que 1 es
conexa en el siguiente sentido: para cualesquiera dos caras propias de Q, digamos F'
y (G, existe una sucesion de caras propias de Q

F:F[),Fl,...,Fk:G,

donde F; y Fjyi son incidentes, es decir, F; < F;,1 o F; > F;1, para cada
i €{0,...,k—1}. Ademas diremos que todas las secciones de rango 1 son conexas.

D) Paracadai=0,1,...,n—1, se cumple la condicion diamante. Es decir, si 'y G son
caras tal que F' < G y ademas el rango(F') = j — 1 y el rango(G) = j + 1, entonces
hay exactamente dos caras H de rango j tales que F' < H < G.

Para ilustrar la definicién de politopo usaremos como ejemplo al cubo. En la figura 1.10
marcamos en el cubo, un vértice v, una arista e y una cara f. Y en la figura 1.11 se
representa la bandera que contiene a v, e y f de la figura 1.10. Ademas, en la figura 1.12
se representa la seccion Fj3/v;.

En la figura 1.13 se ilustra en un diagrama el conjunto parcialmente ordenado correspondiente
al cubo. Marcamos en color azul la bandera de la figura 1.11 y en color rojo un diamante.
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f
S I
e
Figura 1.10: Cubo Figura 1.11: Bandera

Figura 1.12: Una seccién en el cubo
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Sean P un n-politopo y & € F(P). La condicién diamante nos dice que para cada
i € {0,...,n — 1} hay exactamente una bandera que difiere en la i-cara de ®, la cual
es llamada la bandera i-adyacente y se denota por ®'. Definimos &/ := (®')/ y por
induccién se extiende la definicion. Ademads, denotamos por (®); a la i-cara de la bandera ®.
Podemos denotar a una bandera ® escribiendo sus caras pero omitiendo la caras impropias:
O = {(®)o, (®)1,...,(P)n_1}. Se sigue de las definiciones que ()" = & y si |i — j| > 1,
entonces 7/ = &7 para 1,5 € {0,1,...,n — 1}.

Por ejemplo, en la figura 1.14 se muestra una bandera a la que llamamos ® y en la
figura 1.15 se muestra su bandera 0-adyacente pues conserva la misma arista y 2-cara de ¢
pero cambia el vértice. En la figura 1.16 se dibuja el diagrama del conjunto parcialmente
ordenado del cubo, en donde marcamos la bandera 0-adyacente de ® correspondiente a la
figura 1.15.

VS

Figura 1.14: Bandera ¢ Figura 1.15: Bandera ®°
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Las secciones de los politopos también son politopos. Para ver esto tomamos F, G € P
tales que F' < Gy mostraremos que la seccién G/ F es un politopo abstracto de rango(G/F') =
rango(G) — rango(F') — 1.

Sean la seccion G/F = {H | F < H < G} y m := rango(G) — rango(F') — 1. Definimos
la funcion r : G/F — {—1,0,...,m} dada por r(H) = rango(H) — rango(F') — 1.

La seccién G/F es un conjunto parcialmente ordenado cuyo elemento minimo es F'y
su elemento maximo es G. Ademds r es su funcién de rango. Veamos que G/F cumple
las otras propiedades que definen a un politopo. Sea ® una cadena maximal de G/F,
consideremos ® € F(P) tal que ® C ®. Asi que

= @\{(é)fla SRR ((i)>rango(F)—17 ((I))rango(G)—i-l, ceey ((I))n}

Como @ tiene una i-cara de cada rango para cada i € {rango(F'), rango(F)+1,...,rango(G)},
entonces ® tiene (n+2)— (rango(F') —1+2) — (n—rango(G)) = rango(G) —rango(F)+1 =
m + 2 elementos.

Por otra parte, la condicién diamante se hereda de P, pues si tomamos dos caras
A, B € G/F talesque B < Ayr(A)—r(B) = 1, existen exactamente dos caras Hy, Hy € P
tales que FF < B < Hy,Hy, < A <G.

Finalmente, también se hereda la conexidad fuerte de P, pues todas las secciones de
GG/ F son secciones de Py entonces son conexas, por lo tanto, la seccién G/ F' es fuertemente
conexa. Con esto concluimos que cualquier secciéon de P es un politopo.

Decimos que P es fuertemente conexo por banderas, si cualesquiera dos banderas ®,
U € F(P) estan unidas por una secuencia de banderas:

d=0y,d,,..., 0=,

tal que dos banderas sucesivas ®; ; y ®; son adyacentes, y ® "W C ®,, para todo 7. Ser
fuertemente conexo es equivalente a ser fuertemente conexo por banderas. Omitiremos la
demostracion de esta equivalencia, pero usaremos estas propiedades indistintamente segin
nos convenga para las proximas demostraciones. El lector interesado puede encontrar una
prueba de esta equivalencia en [16].

Definimos a la grdfica de banderas Gp de P como sigue: los vértices de Gp son las
banderas de P y si los vértices corresponden a banderas adyacentes entonces hay una
arista entre estos vértices.

Notemos que si tenemos la propiedad de ser fuertemente conexo por banderas entonces
cualesquiera dos banderas estan conectadas por banderas adyacentes, lo cual quiere decir
que la grafica de banderas es conexa, pues existe un camino que une a cualesquiera dos
vértices. De forma andloga si Gp es conexa entonces tenemos la conexidad fuerte por
banderas.

En la figura 1.17, se muestra el 2-politopo més pequeno y la figura 1.18, muestra el
diagrama del conjunto parcialmente ordenado que lo representa. Notemos que tiene dos
vértices y dos aristas, ya que si Fj y Fj son los dos vértices, entonces por la condicién
diamante existen dos aristas Fy y F] tales que F_; < Fy, F| < F,. Andlogamente se cumple
la condiciéon diamante para las otras secciones de rango 1.
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Anélogamente, los 2-politopos con n vértices, tienen n aristas, para n > 2. Si P es un 2-
politopo, decimos que es un poligono, si tiene p vértices le llamamos p-gon. La figura 1.19
muestra diagrama de Hasse de un m-gon con n finito. Un 2-politopo puede tener una
infinidad de vértices y de aristas.

Figura 1.17: 2-gon

Figura 1.18: Diagrama de un 2-gon  Figura 1.19: Diagrama de un n-gon

Sea P un n-politopo con n > 2, decimos que P es equivelar si paracada j =1,...,n—1,
existe un entero p;, tal que, para cada ® € F(P), la seccién (®);11/(P);_2 es un p,-gon.
En este caso, decimos que P tiene simbolo de Schlifli o tipo {p1,pa,...,pn_1}. Asi que el
cubo tiene tipo {4, 3} y la teselaciéon por cubos de E? tiene tipo {4,3,4}.

Sea P un n-politopo. Un poligono de Petrie de P es un camino de aristas de P que
tiene exactamente k aristas consecutivas en la misma k-cara, para cada k =2,3,... ., n—1.
La figura 1.20 muestra un poligono de Petrie en el cubo, pues tiene exactamente dos
aristas consecutivas en cada 2-cara (no hay una tercera arista en la misma 2-cara). Y
la figura 1.21 muestra un poligono de Petrie en el hipercubo, pues hay exactamente dos
aristas consecutivas en cada 2-cara y tres en cada celda.

Figura 1.20: Poligono de Petrie en el cubo
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Figura 1.21: Poligono de Petrie en el hipercubo

1.2 Homomorfismos y anti-homomorfismos

Sean P y Q politopos. Un homomorfismo es una funciéon ¢ : P — Q que preserva
incidencias, es decir, si F,G € P tales que F' < G, entonces F < G. Un isomorfismo
1 es una funcién biyectiva, tal que ¢ y 1! son homomorfismos. Si existe un isomorfismo
entre Py Q decimos que P y Q son isomorfos y lo denotamos esto como P = Q.

Sean Py Q politopos. Un anti-homomorfismo es una funciéon ¢ : P — Q que invierte
el orden, es decir, si F, G € P tales que F' < (G, entonces F'y > Gv. Un anti-isomorfismo
1 es una funcién biyectiva, tal que 1 y 1~! son anti-homomorfismos.

Sean P y Q dos n-politopos. Si existe un anti-isomorfismo o : P — Q, decimos que P
y Q son duales y § es una dualidad. Usualmente denotamos a @ como P*. Un ejemplo de
politopos duales son el cubo y octaedro.

Vamos a demostrar que el dual de un politopo es tnico bajo isomorfismos. Sean Q y
Q' politopos duales de P, es decir, existen los anti-isomorfismos: ¢ : P — Qyd: P — Q.
Demostraremos que Q y Q' son isomorfos. Como ¢ y ¢ son anti-isomorfismos, estas son
funciones biyectivas. Ademds ¢, §, ¥~! y 67! son anti-homomorfismos. Sea v : Q' — Q
dada por v = § 1. Notemos que ~y es biyectiva, pues composicién de funciones biyectivas.
Por otra parte, sean F,G € Q' tales que F' < G, tenemos que F6~! > G671, pues 6! es
anti-homomorfismo. Se sigue que F'6~1¢ < G511, pues ¥ es anti-homomorfismo. Asi que
F~ < G, por lo tanto v es un homomorfismo. Andlogamente se demuestra que v~ ! es un
homomorfismo. Por tanto, @ y @’ son politopos isomorfos. De manera similar podemos
demostrar que (P*)* = P, para cualquier politopo P.

Si el dual de P es isomorfo a P, decimos que P es autodual. Por ejemplo, el politopo
dual del tetraedro es él mismo, asi que el tetraedro es autodual.

1.3 Simetrias de politopos

Sea P un n-politopo. Un automorfismo o simetria de P es un isomorfismo v : P — P.
Por ejemplo, la reflexion en la figura 1.22 es una simetria del cubo y la rotacién de w/2 en
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el eje marcado en la figura 1.23 también es simetria del cubo. En la figura 1.24 se muestra
un automorfismo del panal {4, 3,4}, el cual corresponde al plano de reflexiéon dibujado en

color azul.

Figura 1.22: Reflexion Figura 1.23: Rotacion

o |

Figura 1.24: Reflexion

Dado que por definicién la identidad es un automorfismo y el inverso de cualquier
automorfismo también lo es, entonces el conjunto de automorfismos de un politopo P es
un grupo. Denotamos al grupo de automorfismos de P como I'(P). Se puede considerar la
accién de I'(P) en conjuntos de P, por ejemplo en las banderas, vértices o aristas de P. Si
® € F(P)y~y € '(P), entonces &y := {(P)o7, ()17, ..., (P)n_17}. Veamos que cualquier
automorfismo ~ induce una biyeccion en las banderas de P. Sea

v: F(P)— F(P)
O — Oy

y &, € F(P). Si &y = U, entonces ()7 = (V);y para cada ¢ € {0,...,n — 1}. Como
~ es una funcién biyectiva, entonces (®); = (V); para cada ¢ € {0,...,n—1}, por lo tanto
® = U, es decir, v es inyectiva en F(P). Por otro lado, v es suprayectiva en F(P), pues
si U e F(P), existe ® = Uyt € F(P) tal que &y = V.
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Lema 1.3.1. Sea P un n-politopo, v € I'(P) y ® € F(P). Entonces
(®)y = (D7),
para cadat=0,...,n — 1.
Demostracion. Sea ® una bandera de P:
O = {(P)g,...,(®); =F,...,(P)n_1},
coni € {0,...,n— 1}. Su bandera i-adyancente es:
D' = {(®)g,...,(®)i=H,...,(®)n 1},

donde F'y H son i-caras distintas. Asi que

Oy = {(P)oyy s Fvy oo o (P17}

y
(@) = {(®)o7, .-, Hy, .o, ()1}

Como F # H entonces Fy # H~ ya que 7 : P — P es una biyeccién. Ahora
((I)’}/)Z = {(q))o")/, ey G, ce (q))nfl"y},

como la i-cara de @ es distinta a la i-cara de (®v)?, tenemos que Fy # G.
Por otro lado, notemos que todas j-caras de ®v, (®*)y y (Pv)" son iguales para j # 1.
Por la condicién diamante en la seccién (®);117/(P);_1y tenemos que:

(®)icry < Fry, Hy < (®)iz17-
Como G # Fry entonces G = H+. Por lo tanto (®%)y = ($v)". O

Lema 1.3.2. I'(P) actia libremente en F(P), es decir, cualquier automorfismo de P que
fije a una bandera es la identidad.

Demostracion. Sean v € I'(P) y ® € F(P) tal que &y = &. Notemos que v también fija
a la bandera j-adyacente para j € {0,...,n — 1}, pues ®/y = (®7)? = &J. Como P es
fuertemente conexo por banderas, toda bandera ¥ de P, se puede escribir como

U — Pitsizeik
donde i; € {0,...,n — 1}, para algin k € N.
(@) = (@) = (897)" = (@)% = @
Es decir, v fija a la bandera ®2. Anilogamente:
(q)il,ig,ig),y _ ((I)il,ig)ig,y _ (cbil,ig,y)ig — (q)il,ig)ig _ @il,ig,ig.

Es decir, v fija a la bandera ®%2%_ Por induccién, obtenemos que ~ fija a W = @2k,
Por lo tanto v fija a todas banderas de P, lo que implica que ~ fija a todas las caras de P,
asi que 7 es la identidad. [
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Ahora, sean P y Q n-politopos duales, entonces existe un anti-isomorfimo ¢ : P — O.
Definimos la funcién 3 : T'(P) — I'(Q) dada por y3 := 6~ 1vd con v € T'(P) para ver que
I(P) 2 I(Q).

Veamos que v es un automorfismo de Q.
o La funcién 0 es biyectiva, pues es composiciéon de funciones biyectivas.

e Sean F,G € Q, tales que F' < G. Entonces F'6~! > G671, pues 67! es un anti-
homomorfismo. Luego Fd~1y > Gd 17, pues v es un homomorfismo. Se sigue que
Fé 'y < G549, ya que § es un anti-homomorfismo. Por lo tanto 73 es un
homomorfismo. Andlogamente se demuestra que (73)™! es un homomorfismo.

Ahora probaremos que 3 es un isomorfismo de grupos.
e Sean 71,72 € I'(P). Entonces:
(172)8 = 6 'nyed
== 6_1’)/1(5(5_1)’725
= (6710)(6" " 9)
= 711570

Asi que 8 es un homomorfismo.

o Sean 7,7, € I'(P) tales que 71 # 2. Demostraremos que 713 # o5. Como 7y, # 7o,
existe ' € P tal que Fy; # Fvy,. Asi que F§6 1y, # F§51v,. Como 6 es una
funcién biyectiva tenemos que F&(6719,0) # Fo(671y0). Si G := F§ € Q, entonces
G108 # Gyf. Por lo tanto 718 # v y [ es inyectiva.

o Sea a € I'(Q). Definimos 7, := dad~* € I'(P). Entonces
7&6 = 5_1'7046
=5 15ad716
=«
Asi que [ es suprayectiva.

Por lo tanto I'(P) = I'( Q).

1.4 Politopos regulares

Un n-politopo P es regular si su grupo de automorfismos I'(P) actiia transitivamente
en F(P). Los sélidos platénicos, el panal euclidiano de tipo {4,3,4} y el toro de la
figura 1.25 son ejemplos de politopos regulares y es facil comprobarlo encontrando sus
generadores distinguidos de los cuales hablamos mas adelante.
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Figura 1.25: Toro teselado con 9 cuadrados

Proposicion 1.4.1. Sea P un n-politopo y ® una bandera base de P. Entonces P es regular
si y solo si para cada i € {0,...,n — 1} existe un automorfismo p; tal que ®p; = P°.

Demostracion. Si P es regular, entonces I'(P) es transitivo en F(P), en particular si
tomamos la bandera ® y su bandera i-adyacente ®°, existe p; € I'(P) tal que ®p; = 7,
para cada i € {0,...,n — 1}.

Ahora suponemos que existe p; € I'(P) tal que ®p; = @' para cada i € {0,...,n — 1}.
Probaremos que P es regular, es decir, que para cualquier ¥ € F(P), existe ¢ € I'(P) tal
que ®p = V.

Como P es fuertemente conexo por banderas, existe una sucesiéon de banderas

d=0y,d,,..., 0, =10,

donde ®; y ®;,; son adyacentes para i € {0,...,m — 1}. Usaremos induccién sobre m
para probar que P es regular.

Si m = 0 then & = U, entonces P1 = ¥ y 1 € I'(P), donde 1 denota el elemento
identidad de T'(P). Por hipétesis de induccién, para m > 1, existe ¢p € T'(P) tal que
Pyp = ®,,,_1. Ademds, por hipdtesis, existe p; tal que ®p; = &7, Por otro lado, como ®,,
y ®,, son j-adyacentes, para algin j € {0,...,n — 1}. Entonces tenemos:

U= (D,_1) = () = &) = Dpjr.
Definimos ¢ = p;¢, asi que ¢ € I'(P) y ®¢ = V. Por lo tanto, P es regular. O

Llamamos estos automorfismos py, . . ., pp_1 generadores distinguidos de P con respecto
a la bandera base ®.

Por ejemplo, las figuras 1.26, 1.27, 1.28 y 1.29 nos muestran los generadores distinguidos
de la teselacion por cubos de [E? con respecto a la bandera base (marcada como un tetraedro
en la figuras).

Sean F,G € P tales que F' < G y sea la seccion Q = G/F. Si v € I'(P) es tal que
Gy =Gy Fvy=F, entonces
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es un automorfismo de Q, asi que podemos pensar a 5 € I'(Q).

Demostraremos que si P un n-politopo regular, entonces todas las secciones de P son
politopos regulares.

Sea la seccién @ = Fj/F; con —1 < i < j < n. Sean ®,¥ € F(Q), extendemos estas
banderas de Q a banderas de P, es decir, sean ®, U € P tales que ® C & y ¥ C V.
Como P es regular, existe v € I'(P) tal que &y = ¥. Entonces &y = V. Por lo tanto Q es
regular.

Ademés, si P un n-politopo regular y &, ¥ € F(P) con i,j € {—1,...,n} e i < j.
Entonces las secciones Q = (@), /(®); y K = (¥),/(¥); son isomorfas, pues existe y € I'(P)
tal que &y = ¥ y se puede ver que

7¥:Q—=K
Hw— Hy

es un isomorfismo entre Q y K. En particular si j —¢ = 3, tenemos que existe p;_; € NUoo
tal que (®);/(®P); es un p,;_1-gon para toda bandera & € F(P) y por tanto P es equivelar,
con tipo {p1,P2, .-, Pn_1}-
Sea J C {0,...,n—1}. Definimos a una cadena @ y al estabilizador de una cadena ®,
de la siguiente manera:
O, ={F;ed|jeJ},

Stabp(p)(q)J) = {")/ € F(P) ’ D,y = (DJ}
Lema 1.4.2. Sea P un politopo regular, ® una bandera base de P, Q = (®);/(®); y

J=A{-1,...,i,j,...,n}. Si a € T'(P) tal que (?);a = (®); y (®);a = (P); entonces
existe un tinico v € Stabppy (P ;) tal que Fo = Fy para toda cara F' € Q.

Demostracion. Sea ® = {(®);,...,(®);} y sea ¥ := da € F(P). Dado que

(V) = (Pa); = ()i = (P);

(V); = (®a); = (D)0 = (D)5,
entonces ¥ = {(¥);,...,(¥);} = {(®)i, (¥)it1-..,(¥);_1,(®);}. Por lo que podemos

pensar a ® y a ¥ como banderas de Q.
Consideremos la bandera

A={(P)_1,.. ., (P)is (V)ig1, oo, (V) 1, (R), .., (D)}

de P. Como P es regular, existe v € I'(P) tal que &y = A. Notemos que (®),y = P, para
todo k < iy para todo k > j. Entonces v € Stabrp(®;). Y como v actiia en la bandera ®
de Q de la misma forma en que lo hace «, entonces v y a inducen el mismo automorfismo
de Q, ya que el grupo de automorfismos de Q actiia libremente en F(Q). Por lo tanto
Fa = F~ para toda cara F € Q.
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Ahora demostraremos que <y es unico. Supongamos que existe 8 € Stabp)(®) tal
que Fa = Ff3 para toda cara F' € Q. Por demostrar que v = (.

Como Fa = Ff paratoda F € Q entonces Ff( = F~v paratoda F € Q. Y
como 3 € Stabpp)(®;), tenemos que ;5 = ;. Entonces &y = ®3. Como I'(P) actiia
libremente en F(P), entonces v = (3, por lo tanto 7y es tnico. O

Proposicién 1.4.3. Si P es un n-politopo regular, ® una bandera base y F; su j-cara,
F; sui-cara con —1 < i < j < n. FEntonces Stabppy(®y) = ['(F;/F;), donde
J:{—l,...,i,j,...,n} y(DJ:{F_l,Fo...,E,P},...,Fn}.

Demostracion. Si vy € Stabppy(® ), entonces denotamos por 7 al automorfismo de Fj/F;
que induce . Por el lema anterior, si v, 8 € Stabr¢py y v # 3, entonces inducen automorfismos
de F}/F; distintos, es decir, 4 # B. Por lo tanto, cada elemento de Stabp@py(®;) induce
una automorfismo diferente de I'(F;/F;). Es decir, la funcién ¢ : Stabpp)(® ;) — I'(F}/F;)
que manda a cada y € Stabrp)(®) al automorfismo que induce de Fj/F; es inyectiva.

Ahora demostraremos que ¢ es suprayectiva. Sea ¥ € I'(F};/F;), veremos que 7 es un
automorfismo de F/F; inducido por algin v € Stabp)(® ;). Pero antes demostraremos
que el Stabpp)(®) es transitivo en las banderas de F}/F;.

Sea W € F(F;/F;) y extendemos esta bandera a una bandera de P:

U= (@) gy (D)t (Do, (0), (81 (D))
={Fq,. . F,(Y)is1,..., ()1, F}, ..., F,},

es decir, ®; C ¥. Como P es fuertemente conexo, existe una sucesion de banderas
O =y, Py,...,0, =V

donde banderas consecutivas son adyacentes y ®; C ®; para cada i € {0,...,m}.
Por induccién sobre m. Para m = 0, 1 € Stabpp)(®;) y &1 = . Por hipdtesis de
induccion existe v € Stabpp)(® ;) tal que &y = ®,,_;, tenemos que:

U= (1) = (D7) = ¥y = Bpjy

donde j ¢ J y p; es un generador distinguido, como j ¢ J, entonces Fjp; = Fj, para
todo k # j y entonces p; € Stabpip)(®,). Se sigue que a = p;y € Stabppy (P ), es decir,
Pa = U. Asi que, podemos decir que el Stabpp)(®;) es transitivo en las banderas de
F;/F;.

Ahora, tenemos los siguientes hechos:

a) Laseccién F;/Fj es regular por ser una seccién de P regular y I'(F; / F;) actta libremente
en F(F;/F;), entonces la accién de I'(F;/F;) en F(F;/F;) es simplemente transitiva.

b) Y el Stabrp)(® ;) es transitivo en las banderas de Fj/F)
Por el inciso a), para cualesquiera banderas U,y € F(F/F), existe 7 € I'(F;/F;) tal
que Uy = Wy, Por el inciso b), existe 7' € Stabppy (P ;) tal que W17 = Wy, pero como 7

es unico, entonces 7 = 7. Asi que, ¥ € I'(F};/ F;) es inducido por v € Stabr(py(P;), por lo
tanto ¢ es suprayectiva. Asi que Stabp@py(® ;) = I'(F;/F). O
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Proposiciéon 1.4.4. Sea P un n-politopo reqular y ® una bandera base de P. Dado
JCH{O,....,n—1}, sea ®;:={(P); € | j € J}. Entonces

Stabr(p)(q)J) = FJ = <pj ’ j ¢ J>

Demostracion. Sea v € I'y entonces 7 se puede escribir como v = p;,pi, -, pi,,, donde
ii ¢ J, por lo que &y = Dp; psy -+, p;, = P Dado que i; ¢ J entonces (P); =
(@%"); para toda j € J, es decir, v € Stabpp)(®;). Se sigue que I'; < Stabrp)(P,).
Nos falta demostrar que Stabpp)(®;) < T';.

La demostracién de la proposicién 1.4.3 implica que Stabp@py(®;) es transitivo en las
banderas que contienen a ® ;. Ahora, demostraremos que I'; también es transitivo en estas
banderas.

Sea ¥ una bandera tal que ®; C ¥. Como P es fuertemente conexo por banderas,
existe una sucesién de banderas ®; que contienen a la cadena ®; con i € {0,...,m}:

d=0y,d,,...,0,=U

donde ®; y ®;,; son k;-adyacentes para i € {0,...,m — 1} y como para toda j € J,
(®); € 2NV C &;, 44, entonces k; ¢ J.

Demostraremos por induccion sobre m que I'; es transitivo en las banderas W. Si
m = 0 entonces ® = V. Ademas ®1 = ¥ y 1 € I', para cualquier J C {0,...,n — 1}.
Por hipdtesis de induccion, existe ¢ € I'; tal que &y = &,,_y. Como ®,, 1 v P,, son
j-adyacentes y j ¢ J tenemos:

U= (ém—l)j = (¢¢)] = @Ml} = q)pj¢a

definimos ¢ := p;1v y p € I'; pues p; € I'; ya que j ¢ J. Asi que, P = ¥ donde ¢ € I';.
Por lo tanto, I'; es transitivo en el conjunto de banderas que contienen a & .

En resumen, tenemos que Stabppy(® ) es transitivo en banderas ¥ tales que ®; C W,
es decir, sean Wy, ¥, que contienen a @, existe v € Stabppy (P ;) tal que

\Ifl’)/ = ‘112.

Como I'; también es transitivo en estas banderas, existe 7 € I'; tal que

‘I’l”}/l = \Ifg.
Pero T'(P) es simplemente transitivo en las banderas W entonces v = «/. Asi que,
Stabp(p)(®s) < T';. Por lo tanto, Stabrp)(®,) =T';. O
Sean P un n-politopo regular y po, ..., pn_1 los generadores distinguidos de P con

~Y

respecto a una bandera ®. De las proposiciones 1.4.3 y 1.4.4 tenemos que I'((®);/(®);) =
Stabr(p)(q)J) = FJ.

e« Si J =10 entonces I'(P) = Stabpp)(®,) =Ty = (po,...,pn-1). Por lo tanto
F(P) = <p07 .. ,,On_1>.
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« Consideremos la secciébn Q := (®);/(®); de P, con —1 < i < j <n. Si

J={-1,...,4,7,...,n} entonces I'(Q) = (pi+1,...,pj-1)-

Sean P un n-politopo regular con simbolo de Schlafli {py,...,p,—1} y ® la bandera base
de P. Como P es regular, podemos considerar sus generadores distinguidos pg ..., pn_1 ¥
sabemos que ®p; = &' para cada i € {0,...,n — 1}. Asi que

Bp? = (®)p; = (Bpy)i = B = . (11)
Ademés si |i — j| > 1, entonces
Dpip; = (¥)p; = (Pp;)' = &' = @ = Dp;p; (1.2)

De la ecuacién (1.1), vemos que p? fija a la bandera @, como I'(P) acttia libremente en
F(P) tenemos que p? = 1. De la ecuacion (1.2), p; y p; conmutan cuando |i — j| > 1,
asi que (p;p;)* = 1. Por otra parte, para una secciéon Q = (®);41/(®);—2 con 0 < i < n,
el grupo I'(Q) = (pi_1,pi), por lo tanto (p;_1p;)?* = 1. Hemos demostrado entonces el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.5. El grupo de automorfismos de un n-politopo reqular con simbolo de
Schlafli {p1,...,pn1} es:
F(P) = <p07 e 7pn71>7

que satisfacen las relaciones
pi = (pips)? = (pr—apr)? =1, (1.3)
coni,j€{0,....,.n—1}, ke{l,...,n—1} e|i—j] > 1.

Cuando las relaciones en (1.3) determinan por completo el grupo, entonces el grupo
de automorfismos I'(P) se suele denotar como [py, ..., p,—1]. Esto sucede por ejemplo, en
el caso en que P sea un politopo convexo (o teselacion de la esfera) o una teselacion en el
espacio euclidiano o hiperbdlico.

1.5 Grupo de rotaciones

Sea P un n-politopo regular con I'(P) = (po,...,pn—1) donde po,...,p,—1 son los
generadores distinguidos para alguna bandera base ®. Definimos:

Oi -= Pi-1pPi,
para i € {1,...,n — 1}. El subgrupo

I (P):=(o1,...,001)
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de I'(P) es llamado subgrupo de rotaciones de I'(P) o grupo de rotaciones de P. Si P tiene
simbolo de Schléfli {py,...,pn_1} se satisfacen la siguientes relaciones:

oPi=1 paral<i<n-—1,
(0i0i41---0;)* =1 paral<i<j<n-—1

Notemos que [['(P) : I'"(P)] es a lo més dos. En el caso que T'(P) = [p1,...,pn1], €8
comun denotar al grupo de rotaciones de P como [p1,...,pn1]".

Proposicion 1.5.1. El grupo de rotaciones T (P) es igual a todos los automorfismos que
se escriben como palabras pares en términos de los generadores distinguidos po, ..., Pn—1,
con respecto a una bandera base .

Demostracion. Como I'Y(P) = (01,...,0,_1) con o; = p;_1p; para i € {1,...,n — 1}. Si
p € 'Y (P) entonces = 0,04, - - - 0;,, claramente [ es una palabra par con respecto a los
generadores distinguidos.

Ahora, si v € T'(P) tal que v = pi, pi, - -+ pi, con k par (sin pérdida de generalidad
consideramos que 7; # i;41), demostraremos que v € I't(P).

Siij <ijpq conje{l,..., k— 1} entonces:

Pi;Pij 1 = (Pijp¢j+1)(/)ij+1pij+2) T (Piﬂlfzﬂmrl)(Pijﬂflpiﬁl)

=04 +104;42 """ 04,1104, 1, (1-4)

‘ _ +
asl que pijpij-H — O-ij-!-lo-ij-.‘r2 e O-ij+‘1—10-ij+1 el (P)
Por otro lado, si i; > ;41 con j € {1,...,k — 1} tenemos:

pijpij+1 - (pijpij—l)(pij—lpij—Q) e (pij+1+2pij+1+1)(pij+1+1pij+1)

= (Oij)_l(gij—l)_l e (O-ij+1+2)_1(0-ij+1+1)_17 (15)

ast que pijpi]'-H = (O-ij)il(o-ij—1>71 T (Uij+1+2)7l(gi]~+1+l)il € F+(P>
Concatenando p;p,41 para j = {1,...,k — 1} escribimos a vy como en (1.4) si i; < i;4;
o como en (1.5) si i; > i;41. Por lo tanto v € I't(P). O
Sean P un n-politopo regular, ® € F(P) una bandera base. Para cadai € {0,...,n—1}
denotamos por F; a la i-cara de . Sean pg, p1, ..., pp_1 los generadores distinguidos de P

con respecto a ®. De la proposicion 1.4.4, sabemos que:

Stabr(p) (Fi) = (p; | J # i). (1.6)

Entonces el estabilizador de F; bajo I'"(P) es:
Stabp+(p)(Fl-) = <,0j ‘ Jj# Z> N F+(P)

Encontraremos este grupo en términos de los generadores de I'"(P).
Demostraremos que:

Stabp+(7))(F,;) = <O'j, 0,041 ‘ j 7é l,Z + 1> (17)
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Veamos primero que (0, 00,41 | j # i,1+ 1) < Stabrip) (£;) = Stabpee) (£5) NTH(P).
Para lo cual tenemos que demostrar que cada generador de (0j,0;0:41 | j # 4,1+ 1)
pertenece al Stabp+p)(F;). Sea o; con j # 4,7+ 1. Como 0; = p;j_1p; con j # i,i+ 1,
entonces 0; € (pi | k # i) = Stabrp)(F;) y 0; € IT'"(P). Por lo tanto o; € Stabp+py(F;)
para j # 1,1+ 1. Por otro lado, como ;0,11 € IT'7(P) y 0,0i01 = pi—1pis1 € {px | k # 1) =
Stabrp)(F};) entonces 0;0;41 € Stabp+p)(F;).

Ahora demostraremos que Stabr+ ) (F;) < (0, 050541 | J # i,14+1). Seay € Stabr+py(F;)
entonces v € Stabpp)(F;) = (p; | 7 # @) y v € I''(P). Como v € I'*(P), de la
proposicién 1.5.1 sabemos que v = p;,pi, - -+ p;, con k par (sin pérdida de generalidad
consideramos que i; # 4;41).

Sii; < 1j41 < 1 entonces:

Pi;Pij = (pijpij+1)(pij+lpij+2> e (pij+172pij+171)(pij+171pij+1)

= 04410042 """ 04;1 104,44, (1.8)

en este caso no aparece o; ni 0;41 en la expresion (1.8).
Siij41 < i; <7 tenemos:

pijpij+1 = (pijpij—l)(pij—lpij—Q) e (pij+1+2pij+1+l)(pij+1+lpij+1)

= (gij)_l(aij—l)_l T (Jij+1+2)_1(0ij+1+1)_17 (19>

en este caso tampoco aparecen o; ni 0;, 1 en la expresion (1.9). Andlogamente no aparecen o;
ni 011 en pg, P, cuando @ < ij < ijy1 01 < i1 < iy
Por tltimo, si i; <4 < @41 (el caso 441 < i < i; es andlogo):

pij+1pij = pijpij+1 = (pijpij-i-l)(pij-l-lpij-i-?) e (pij+1—2pij+1—1)(pij+1—1pij+1)

= 04410442 " 030441 * " " 0451104544, (1.10)

En este caso aparecen o; y 0,41 exactamente una vez y lo hacen de manera consecutiva
por lo que p;,p;,,, € (0j,0i0041 | j # 4,1+ 1).

Como v = p;, piy - - - Piy, €scribimos a 7 concatenando p;p;+1 para j = {1,...,k — 1}
segiin sea el caso. Por lo tanto Stabp+p)(F;) < (05,0041 | § # 0,0+ 1).

1.6 Politopos quirales

Sea P un n-politopo. Decimos que P es quiral o torcido si su grupo de simetrias I['(P)
induce dos érbitas en banderas y banderas adyacentes estan en diferentes orbitas.

La condicién de que banderas adyacentes estan en diferentes Orbitas es importante,
pues existen politopos de dos orbitas que no cumplen esta condicion, como es el caso del
cuboctaedro (figura 1.30) pues las banderas 0-adyacentes y 1-adyacentes estan en la misma
orbita.
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Figura 1.30: El cuboctaedro tiene dos orbitas pero no es quiral

Sea @ una bandera base de P un n-politopo quiral. Denotemos como O, O, a las
dos drbitas en banderas. Si ® € O; entonces @1, " € Oy con i € {1,...,n—1}. Como
Pl v &' estdn en la misma Orbita, existe o; € T'(P) tal que ®lo; = &' para cada
ie{l,...,n—1}. Entonces (01,...,0,_1) <T'(P) y:

(I)Ui — (((I)O'Z')iil)iil — ((I)iflo,i)ifl — ((I)i)ifl — (I)i,z'fl,‘
De donde se sigue que si ¢ < 7, entonces:
@Uiai+1 0 = ((I)Ui>0i+1 0 = ((I)i’iil)O'iJrl 0= ((I)O'zurl s O'j)i’iil

= ((q)i+1’i)0¢+2 .. .Uj)i,i—l — ((q)o.i+2 L. O_j)z’+1,i>i,i—1

_ pid— i L2t Lisii—1 _ il

El toro de la figura 1.31 es un ejemplo de un politopo quiral, dibujamos en esta figura a
la bandera base ®. En la figura 1.32 dibujamos a la bandera ®o; = ®*° y en la figura 1.33
se muestran las banderas ®, ®oy, ®o? y $o3.

La figura 1.34 muestra la bandera ®oy = ®*!. Y en la figura 1.35 se muestran las
banderas ®, ®oy, Poy? y Poy?.

Si continuamos del mismo modo, es decir, aplicamos (01,09) a las banderas verdes
obtenidas hasta ahora, obtenemos la érbita de ® bajo (01, 09) (la cual corresponde a las
banderas verdes de la figura 1.36). En la figura 1.36 se muestra las dos érbitas en banderas
bajo su grupo de simetrias ya que (01, 09) = ['(P) (el cual es un resultado que mas adelante
se demuestra).

Sea ¥ una bandera de P. Decimos que V¥ es par con respecto a  si existe una sucesion
de banderas

® = q)07q>17 .. '7q)2k—17(1)2k = \Ija

donde cualesquiera dos banderas consecutivas son adyacentes. Decimos que ¥ es impar
(con respecto a ®) si no es par.

Lema 1.6.1. Sea P un n-politopo quiral y ® una bandera base. El conjunto de banderas
pares e impares con respecto a ® son las dos érbitas en banderas que induce I'(P).
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Figura 1.36: Orbitas en banderas

Demostracion. Primero probaremos que I'(P) es transitivo en el conjunto de banderas
pares.
Sea ¥ una bandera par, es decir,

D=, Dy, Doy, Pop = ¥

es una sucesion de banderas donde cualesquiera dos banderas consecutivas son adyacentes.
Definimos V¥, := &9, para [ = 0,..., k. Entonces de la sucesiéon de banderas

q):\PO)\Pb"'a\Dk—hq/k:\P

se tiene que si V1 # U; entonces ¥; y ¥, difieren exactamente en dos caras.
Demostraremos por inducciéon en k que existe ¢ € I'(P) tal que o = V. Si k =0
tenemos ¢ = 5 = Uy = ¥ entonces 1 cumple que 1 = W.
Sea k > 0. Por hipétesis de induccién existe o € I'(P) tal que o = Vy_4. Si
U, = W,_q, entonces o = ¥, ; = W,. Por otro lado, si ¥, #£ ¥y ¢, como ¥, y ¥y,
difieren exactamente en dos caras, existen i, j con 7 # j tal que

Uy = (V1) = (®o)™ = (@")o.
Veamos que existe p € I'(P) tal que p = &%,
o Sii=j, entonces p = 1.
e Sii<j,definimos p=o0;7to;_; 05417 . Como @~ lo; = @' entonces Doyt =
d~! y se sigue que:
@0;1 _ (q)o,i—l)i,i _ (@z‘alfl)i _ (q)ifl)i — piLi
Asi que:

_ -1 -1 -1 _ §i—1.J -1 -1
(I)p— (I)O'j 051 0441 =@’ JO’j,1 c 0441

= (Do o T T = (o o TR

— @l,74+1)7.]_27.]_17.]_17] — @i,j‘
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e Sij=1i—1, definimos p = 0; pues p = Po; = P41 = Pi,
e Sij<i—1,definimos p=o0j41--0; ya que &p = P4,

En cualquier caso p € (o1,...,0,-1) < I'(P). Por lo que definimos ¢ := po € I'(P) y
dp = Wy como se queria. Hemos demostrado que I'(P) es transitivo en banderas pares.

Ahora probaremos que I'(P) es transitivo en banderas impares.

Si ¥ es una bandera impar con respecto a ®, entonces existen A una bandera par y
7 €{0,...,n—1} tal que ¥ = AJ. Como A estd en la érbita de @, pues A y ® son banderas
pares (las banderas pares son una 6rbita). Ahora, como P es quiral, entonces A7 no estd
en la érbita de ®. Como solo hay dos 6rbitas en banderas, entonces ¥ = A/ estd en la
érbita de ®°. Por lo tanto todas las banderas impares estdn en la érbita de ®°. Entonces
I'(P) es transitivo en banderas impares.

Por definiciéon banderas adyacentes estan en diferentes 6rbitas. Entonces las dos orbitas
en banderas de P son las banderas pares e impares. O

Lema 1.6.2. Sea P un n-politopo quiral. El grupo de automorfismos I'(P) es simplemente
transitivo en cadenas ¥; donde J = {—1,0,...,i—1,i+1,...,n} coni € {0,...,n—1}.

Demostracion. Primero demostraremos que I'(P) actia transitivamente en cadenas W ;.
Sean ® y ¥ la bandera base y una bandera de P, respectivamente. Entonces

Oy =0\ {(®)}

Uy =\ {(¥):}.
Por demostrar que existe v € I['(P) tal que ¢ ;v = ¥ .

Si ¥ es una bandera par. Como ® es par, por el lema anterior, existe v € I'(P) tal que
®vy = U, entonces ¢ ;v = V.

Por otro lado, si ¥ es impar. Como ®° pertenece a la érbita de banderas impares, ya
que banderas adyacentes estan en diferentes érbitas. Por el lema anterior existe a € I'(P)
tal que ®’'a = U, se sigue que ®y;a = ¥;. Por lo tanto, I'(P) actiia transitivamente en
cadenas V.

Ahora demostraremos que I'(P) actia libremente en cadenas ¥ ;. Sea W € F(P), como
la accién es transitiva en cadenas de tipo ¥, existe v € I'(P) tal que ;v = ¥ ;. Asi que

(¥);y = (V¥); para cualquier j # i.

Supongamos que (¥);y # (¥);. Por la condicién diamante tenemos que (¥);y = (¥*);. Por
lo que

Uy = U’ (1.11)

Si ¥ es una bandera par entonces U! es impar, pues son banderas adyacentes, es

decir, estan en diferentes érbitas. Asi que la ecuacién (1.11) no puede pasar, por lo tanto

(¥)iy = (¥);, se sigue que Uy = W. Como la accién de I'(P) es libre en F(P) entonces
v =1
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Anslogamente, si ¥ es una bandera impar entonces W! es par, pues son banderas
adyacentes. Por lo que la ecuacién (1.11) no puede pasar, pues ¥ y U’ estdn en diferentes
érbitas. Asi que (V)7 = (¥); y por lo tanto tenemos que Uy = W. Como la accién de
I'(P) es libre en F(P) entonces v = 1.

En cualquier caso si ¥,y = W, entonces v = 1. Asi que ['(P) actiia libremente en
cadenas V.

Por lo tanto, la acciéon de I'(P) en las cadenas de W es simplemente transitiva. ]

Como consecuencia del lema 1.6.2, I'(P) acttia transitivamente en las i-caras, para
todoi € {0,...,n —1}.

Teorema 1.6.3. Sea P un n-politopo quiral. Entonces
F(P) = <0'1, . ,O'n_1>.

Demostracion. Analogamente a las demostraciones de los lemas 1.6.1 y 1.6.2 se prueba
que el grupo (oy,...,0,_1) es simplemente transitivo en cadenas W; = ¥\ {(¥);} donde
i=40,...,n—1}.

Tenemos que (o1, ...,0,-1) < T'(P). Siy € I'(P) queremos ver que y € (01, ...,0,_1).
Sea U € F(P) entonces ¥; = U\ {(V);} v Vv es alguna cadena de P, digamos A, es
decir,

Uy =Ay,

ademés ~y es tnico. Por otro lado (oy,...,0,_1) también es simplemente transitivo en
cadenas W;. Es decir, existe 7 € (o1,...,0,_1) tal que ¥4 = A;, donde 7 es tnico.
Entonces v = 4. As{ que v € {(01,...,0,_1). Por lo tanto (o1,...,0,-1) > T'(P) y
finalmente I'(P) = (o1, ...,0,_1) como se queria. O

Sea ® € ;. Por definicién de quiralidad, el grupo de simetrias induce dos érbitas
en banderas, donde ®vy € Oy, para cualquier v € I'(P) y ® € Oy, entonces no existe
v € T'(P) tal que &y = ®* € O, , es decir, no hay “reflexiones” como simetrias. Entonces
nos serd ttil definir TH(P) := I'(P) = (01, ...,0,_1). Asi que el estabilizador de F; una
i-cara de un politopo quiral P serd como en la ecuacién (1.7), es decir,

Stabp+(73)(Fi) = St&bp(p)(ﬂ) = <O'j, 0011 ‘ ] 7é Z,Z -+ 1> (112)

Lema 1.6.4. Sea P un n-politopo y denotemos al conjunto de todas las orbitas en
banderas de P bajo la accién de T'(P) como Orb(P). Sean Oy, Oy € Orb(P) y ® € O;. Si
¢ € Oy para cada i € {0,...,n — 1}, entonces para cualquier bandera ¥ € Oy, V¢ € O,.

Demostracién. Sea ® € Oy y ® € O, para cada i € {0,...,n — 1}. Por otro lado, sea ¥
cualquier bandera en O;. Como ®, ¥ € O, entonces existe v € I'(P) tal que &y = V.
Entonces tenemos que:

U= (Py)" = D'y,

asi que ®° y U’ estdn en la misma 6rbita, es decir, ¥ € O,. N
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Proposiciéon 1.6.5. Sea P un n-politopo no regular y sean O, Oy € Orb(P) donde
O, # Oy con ® € 0. Si ® € Oy para cada i € {0,...,n — 1}, entonces P tiene
exactamente dos orbitas en banderas.

Demostracién. Primero observaremos que ®/* € O para i, € {0,...,n — 1}. Como
® € Oy, entonces &', P € Oy, es decir, existe a € T'(P) tal que:

P = 'a = (Pa)".

Por otro lado, tenemos:
' = ((Pa)")' = Qay,
es decir, ® y ®/% estan en la misma érbita, por lo tanto 7% € O;.

Sea U € F(P), como P es fuertemente conexo por banderas, existe una sucesion de

banderas, tal que:
O =y, Py,...,0, =V,

donde ®; y &, son adyacentes para i € {0,...,m — 1}. Usaremos inducciéon sobre m par
para probar que si ¥ es cualquier bandera par con respecto a ® (es decir, si m = 2k) esta
en O;.

Sim = 0, entonces ® = &5 = ¥ por lo tanto ¥ € ;. Por hipdtesis de induccion, para
m > 1, la bandera ®,, » € O, es decir, ® y &,, 5 estan en la misma oOrbita, entonces
existe v € I'(P) tal que &y = ®,,_».

By = (B )1 = (B9 = (@91,
para algunos j,! € {0,...,n — 1}. Por la observacién anterior, sabemos que &' € O, asf
que (®)y € Oy. Por lo tanto &, € O;.
Enseguida demostraremos que las banderas impares con respecto a ® estan en la
orbita Oy, ahora m = 2k + 1.
Como ®,, 1 es una bandera par, entonces ®,, | € Oy, es decir, ® y ,, | estan en la
misma érbita, entonces existe v € I'(P) tal que &y = &, 1. Asi que:

v=29e,= (q)m—l)k = ((I)V)k = (I)k%

es decir, ®* y U estdn en la misma 6rbita, pero sabemos por hipétesis que ®* € O,, por
lo tanto ¥ € O,.

Por la conexidad fuerte por banderas, cualquier bandera de P se puede escribir como
una bandera par o impar con respecto a ®, por lo tanto hay exactamente dos orbitas en
banderas. [

Proposiciéon 1.6.6. Sea P un n-politopo no reqular y ® una bandera base. Si existen
o; € T(P) tales que ®o; = 41 para cada i € {1,...,n — 1}, entonces P es quiral.

Demostracién. Primero notemos que como ®o; = &%~ para cada i € {1,...,n — 1},
tenemos que (®o;)"t = (®%~1)""1 de donde se sigue que:

P lg; = P, (1.13)
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es decir, ®~! y & estdn en la misma orbita.
Ahora, supongamos que ® € O;. Como P no es regular, existe i € {0,...,n — 1} tal
que ®' ¢ Oy, con P € O,.

o Como se cumple la ecuacién (1.13), tenemos que ®~lo; = @', es decir, &1 y &
estan en la misma 6rbita, asi que, @1 € O,. Luego, como ®2¢;_; = &~ es decir,
®=2 y ®~1 estdn en la misma 6rbita, entonces &2 € O,. Continuando del mismo
modo, obtenemos que ® € O, para todo j € {0,...,i}.

« Por otro lado, tenemos que ®‘o;; = P! es decir, ®* y & estdn en la misma
érbita, entonces, @1 € O,. Luego, como ® oy, = 2 es decir, @+ y &2 estdn
en la misma érbita, entonces ®+2? € 0,. Continuando del mismo modo, obtenemos
que &7 € Oy, para todo j € {i+1,...,n—1}.

Por lo tanto, ®° € Oy para cada i € {0,...,n — 1}. Asf que se cumplen las hipétesis de la
proposicién 1.6.5. Por lo tanto P tiene exactamente dos érbitas en banderas. Luego por el
lema 1.6.4, tenemos que banderas adyacentes estan en diferentes orbitas. Se sigue que P
es quiral. Il



Capitulo 2

Panales regulares de rango cuatro

En este capitulo estudiaremos los panales (o teselaciones) regulares del espacio euclidiano
E3 v de la esfera S°: los panales regulares en el espacio hiperbélico H? se estudian en [6].
Todos ellos son politopos regulares de rango cuatro. En la seccién 2.1 describiremos
estos panales, sus grupos de simetrias y sus subgrupos de rotaciones. En la seccion 2.2,
observaremos la relaciéon que tienen los poligonos de Petrie y ciertos elementos de sus
grupos de rotaciones, llamados torsiones.

2.1 Panales regulares de tipo {p,q,r}

De ([7],8§7) v ( [13], §23) sabemos que solo hay un panal regular en E3 y tiene simbolo
de Schlafli {4,3,4}. Ademds hay seis panales regulares esféricos de rango cuatro de tipo:

{3,3,3}, {4,3,3}, {3,3,4}, {3.4,3}, {5,3,3}, {3,3,5}.

En la tabla 2.1 aparecen estos panales con su respectivo niimero de vértices, aristas, caras
y celdas. El nombre del panal es acorde al niimero de celdas que tiene.

Tipo Panal No. de vértices | No. de aristas | No. de caras | No. de celdas
{3,3,3} | bH-celda 5 10 10 5
{4,3,3} | 8-celda 16 32 24 8
{3,3,4} | 16-celda 8 24 32 16
{3,4,3} | 24-celda 24 96 96 24
{5,3,3} | 120-celda 600 1200 720 120
{3,3,5} | 600-celda 120 720 1200 600

Tabla 2.1: Panales regulares esféricos de rango cuatro

El 8-celda y el 16-celda son panales duales, asi como el 120-celda y 600-celda. Y los
panales 5-celda y 24-celda son autoduales.

Ademas, cominmente se piensa que los panales 5-celda, 8-celda, 16-celda, 120-celda y
600-celda son andlogos al tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro respectivamente.
El 24-celda es el tinico que no tiene un panal analogo de rango tres.

39
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Recordemos lo que significa tener un panal de tipo {p, q,r}: todas las caras del panal
son poligonos de p vértices, dada una celda C, alrededor de cada vértice v hay ¢ caras
de C, y alrededor de cada arista hay r celdas.

Describiremos los panales mencionados. Comenzaremos con el tnico panal regular
en E? cuyo simbolo de Schlafli es {4,3,4}. Como es una teselacién por cubos de E3,
las caras son cuadrados, alrededor de cada vértice hay tres caras que pertenecen a una
misma celda y alrededor de cada arista hay cuatro cubos, como se muestra en la figura 2.1.
Es un panal con un ntimero infinito de vértices, aristas, caras y celdas.

il
il

—1

,————

- ke

=== rr

-

B

Figura 2.1: Panal de tipo {4,3,4}.

Ahora describiremos a los panales regulares en S®. El 5-celda o 4-simplejo tiene simbolo
de Schlifli {3, 3,3}, este es una teselaciéon de S* cuyas celdas son tetraedros. Asi que, sus
caras son tridngulos y en cada vértice v de una celda C' dada, hay tres triangulos de C'
alrededor de v. Por dltimo, hay tres tetraedros alrededor de cada arista. La figura 2.2
muestra un 5-celda.

Figura 2.2: 5-celda

El 8-celda o hipercubo es una teselacién de S® que tiene como celdas a ocho cubos,
tres de ellos alrededor de cada arista. Tiene simbolo de Schlafli {4,3,3}. La figura 2.3 es
un hipercubo. El 16-celda es el dual del hipercubo, tiene tipo {3,3,4}. Es una teselacién
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de S? cuyas celdas son tetraedros, difiere del 5-celda por que alrededor de cada arista hay

cuatro tetraedros.

Figura 2.3: 8-celda o hipercubo

El 24-celda tiene tipo {3,4,3}. Es una teselacién de S® cuyas celdas son octaedros y
alrededor de cada arista hay tres octaedros. En la figura 2.4 marcamos algunos octaedros

en la proyeccion del 24-celda.
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Figura 2.4: 24-celda

El 120-celda es una teselacién de S que tiene por celdas a dodecaedros. Tiene simbolo
de Schlafli {5, 3,3}, es decir, hay tres dodecaedros alrededor de cada arista. Dado que es

mas dificil de visualizar, daremos una forma de construirlo:

o Formamos una pila de nueve dodecaedros como en la figura 2.5. Al quinto dodecaedro

de la pila le llamaremos la celda central del 120-celda.
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Figura 2.5: Pila de dodecaedros

e Alrededor de la pila construida, colocamos un anillo de diez nuevos dodecaedros,
como se muestra en la figura 2.6.

Figura 2.6: Anillo de dodecaedros

o Nuevamente colocamos otro anillo de diez dodecaedros alrededor de la pila, como el
anillo de color rosa en la figura 2.7. Analogamente continuamos con el mismo proceso
hasta cubrir la pila de dodecaedros de color rojo, en total cinco anillos cubren a esta
pila. Tenemos hasta este momento 59 dodecaedros.

o Una vez cubierta la pila de dodecaedros con los cinco anillos de dodecaedros. Cubrimos
lo que queda con otro anillo de dodecaedros como el de color gris de la figura 2.8.
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Figura 2.7: Otro anillo de dodecaedros

Continuamos con el mismo procedimiento como se ilustra en la figura 2.9. Ahora
usamos seis anillos de este tipo. Asi que en total tenemos 119 dodecaedros y contando
el dodecaedro exterior que se forma al tener todos los anillos de dodecaedros juntos
como se muestra en la figura 2.10, tenemos finalmente 120 dodecaedros que forman

el 120-celda.

Figura 2.8:

El 600-celda es el dual del 120-celda. Tiene tipo {3,3,5}, es decir, hay cinco tetraedros

alrededor de cada arista.
De los panales mencionados conocemos sus grupos de simetrias y sus grupos de rotaciones.

Del teorema 1.4.5, el grupo de simetrias de P un politopo regular de tipo {p,q,r} es:

[pqur] = <R0731, Ry, R3 |R(2) = R% = R% = R§ = (RoRl)p = (Rle)q = (RQRB)T
= (RoR2)* = (RoR3)* = (R1R3)* = 1),
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Figura 2.9:

Figura 2.10:



2.2. POLIGONOS DE PETRIE Y TORSIONES DERECHAS 45

donde los generadores distinguidos son la reflexiones en hiperplanos que, abusando de la
notaciéon, denotamos también por Ry, Ri, Rs y R3, respectivamente.
Por otro lado, su grupo de rotaciones es:

p,q,7]" = (A, B,C | A" = B" = C" = (AB)* = (ABC)? = (BC)* = 1),

donde A = R()Rl, B = RlRQ y C = RgRg.

2.2 Poligonos de Petrie y torsiones derechas

Recordemos que un poligono de Petrie de un panal tiene cualesquiera dos aristas
consecutivas en una 2-cara; pero tres consecutivas no estan en una 2-cara, tiene tres aristas
consecutivas en una celda pero no cuatro.

Notemos que en panales {p,q,r} dadas tres aristas consecutivas de un poligono de
Petrie, el poligono de Petrie estda completamente determinado. Ademas, estas tres aristas
también determinan a la celda a la que pertenecen. Dada una bandera le asociamos
un poligono de Petrie dando tres aristas consecutivas en la forma que describimos mas
adelante. Notaremos que dos banderas distintas pueden determinar el mismo poligono de
Petrie (empezando en distintos caminos de tres aristas).

Por ejemplo, la bandera ® := Py P, P, P3 del panal {4,3,4} de la figura 2.11, contiene
al vértice D, a la arista CD, a la cara BCDF' y a la celda superior. Le asociamos el
poligono de Petrie DCBA de la siguiente forma. Las tres aristas del poligono de Petrie
que pertenecen a la celda superior son: la arista C'D que es un elemento de ®, la arista
BC' que pertenece a la cara BCDF que también es un elemento de ® y la arista AB, pues
el camino no puede continuar con la arista BF puesto que no pueden haber tres aristas
consecutivas sobre la cara BC'DF', como la otra cara de la celda superior que contiene a
la arista BC' es ABCG, el camino tiene que continuar por AB. Asi que, el camino de tres
aristas del poligono de Petrie que esta asociado a la bandera ® y que pertenece a la celda
superior es ABCD.

Analogamente, el camino de tres aristas del poligono de Petrie asociado a la bandera
U := PiP{P;P; es EDCB. Asi que, los poligonos de Petrie asociados a las banderas @ y
¥ son DCBA y EDCB respectivamente; ambos determinan el mismo poligono de Petrie
EDCBA que aparece en color naranja en la figura 2.11.

Sean Ry, R1, Ry, R3 los generadores distinguidos respecto a la bandera base ® = Py P, P, P3
del panal {4,3,4}. Como ya vimos, ABCD es el camino de tres aristas que corresponde
al poligono de Petrie asociado a la bandera ®. Veamos qué pasa con el camino ABC'D
cuando aplicamos RyR;RyR3 al panal {4,3,4}.

Observamos en las figuras 2.12 a 2.16, cuando aplicamos RyR; Ry R3 al panal {4,3,4},
el camino ABC'D se transforma en BCDFE, es decir, el camino de tres aristas del poligono
de Petrie correspondiente a la bandera ®, avanza una arista en el poligono de Petrie
completo (--- ABCDE - ), avanzando de una celda a otra, pues BCDE es un camino de
tres aristas que pertenecen a la celda inferior.
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Figura 2.11: Poligono de Petrie en un panal tipo {4,3,4}.

1
\

AY

-]
®
\
o-------@-==-===1%

\

&
®
.

Figura 2.12: Poligono de Petrie
(ABCD) y Ry



2.2. POLIGONOS DE PETRIE Y TORSIONES DERECHAS 47

Figura 2.15: Rj
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Veamos que lo anterior sucede en general, es decir, si aplicamos RyR; Ry R3 a cualquier
panal regular de tipo {p,q,r}, el camino de tres aristas del poligono de Petrie asociado a
la bandera base ® avanza de una celda a otra. Tomemos como referencia la figura 2.17,
enseguida describimos el poligono de Petrie asociado a la bandera base & = FyP, P, P3
cuyas aristas pertenecen a la celda (', este poligono contiene a la arista e; = vgv; que es
la extension de FPyPy, luego la 2-cara F) que corresponde al plano PyP; P, indica que el
poligono de Petrie debe tener a la arista que esté sobre esta misma 2-cara y celda C1, la
cual es e; = v1vy en nuestro dibujo y después el poligono de Petrie continua con la arista
e3 = v9v3 que se obtiene cambiando a una 2-cara que contenga a e; y que esté sobre la
misma celda €} como nos indica el punto P; de la bandera base. Asi que, el camino del
poligono de Petrie asociado a la bandera ® es e;eses3, estas aristas pertenecen a la celda C
(alternativamente, es vgvvav3).

®Us

vo = P : &,
P, €1
Figura 2.17: Bandera base ® y su poligono de Petrie asociado (vov1v9v3)

Veamos a qué bandera es enviada la bandera ® cuando le aplicamos Ry R RoR3.

®RyR1RyRy = (PRo) Ry RyRs = (P°) Ry RoRy = (PR RoR3)° = ((PRy) RoRs)"
= (DY) RoR3)" = ((PR2R3)")" = ((PR2)R3)")" = (((9*)Ra)")°
= (((2R3)1)1)" = ((2%)1)")° = @>*17,

Ahora veamos cuéles son los elementos de la bandera ®32%%° nos basaremos en la figura 2.18.

La bandera ®3 conserva el vértice vy, la arista e; y la 2-cara Fj, cambiando la celda,
llamemosle a esta celda Cy. Ahora cambiaremos a la 2-cara Fi, conservando a los elementos
Vg, e1 y Ca, llamemos F, a la 2-cara a la que nos movemos, asi obtenemos la bandera ®32,
Luego nos movemos a la arista e4, en donde conservamos a vy, Fy y Cs, consiguiendo asi
a 321 Por 1ltimo, cambiaremos el vértice vy por el vértice vy, manteniendo ey, Fy y

(Y, para obtener la bandera ®32°. Entonces los elementos de la bandera ®3219 son: vy,
eq4 = vyvo, Fo = eqey -+, Cy = FoFy -+ .
El camino de tres aristas del poligono de Petrie asociado a la bandera ®32° contiene

a la arista e, = v,y el cual es un elemento de ®3%Y. El camino continua con la arista
que contiene a vy y que pertenece a la cara Fy € ®3210 esta arista es e;. Las caras que
contienen a e; y que pertenecen a Cy € ®3210 son Fy y Fy, pero como el camino no puede
tener tres aristas consecutivas en F5, entonces tiene que continuar sobre una arista en F,
esta arista es ey. Asi que, el camino de tres aristas del poligono de Petrie asociado a la
bandera ®3210 es ey e;e9, cuyas aristas estan en Cb.
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®Us

€3

Figura 2.18: Bandera ®3%10 y su poligono de Petrie asociado (v4vgv1v)

En resumen, al aplicar RyR;RyR3 al panal regular de tipo {p,q,r}, tenemos que
DRyR RyR3 = 3210 es decir, el camino de tres aristas del poligono de Petrie asociado
a la bandera ® en (] es ejeqes y es enviado al camino de tres aristas del poligono de
Petrie asociado a la bandera ®3210 = P/ PP, P;, el cual es ese ey, cuyas aristas estan en
Cs5. El poligono de Petrie determinado por los caminos ejeses y eseies es el mismo. En
otras palabras, RyR, Ry R3 recorri6 una arista en el poligono de Petrie e eqeqes, es decir, lo
podemos pensar como la “rotaciéon” de un paso del poligono de Petrie. Si denotamos por
h al ntimero de aristas del poligono de Petrie, tenemos que (RoR;RyR3)" = 1. Notemos
que en panales regulares esféricos h es finito y su valor se encuentra en la tabla 2.2.

Regresando al caso {4,3,4} , el poligono de Petrie (--- ABCDE---) se extiende en
forma de “hélice” a lo largo de la torre de cubos, por lo tanto, h es infinito. También, en
panales regulares hiperbdlicos de tipo {p,q,r}, h es un nimero infinito.

[lustramos un poligono de Petrie del 5-celda, hipercubo, 24-celda y 120-celda en las
figuras 2.19, 2.20, 2.21 y 2.22 respectivamente. Notemos que h es igual en los panales que
son duales: sean h v h" el tamaiio de los poligonos de Petrie de P y P* respectivamente,
y sean Ry, Ry, Ry, Rs v Ry, R}, Ry, Ry los generadores distinguidos de I'(P) y T'(P*)
con respecto a las banderas base de P y P* respectivamente, mostraremos que h = h.

Sabemos que (RyR; RoR3)" = 1y existe una dualidad § : P — P*, tal que RZ-LR;_Z-. Asi
que,
1" = (1) = ((RoR1 Ry R3)")5 = ((Ro0)(R10)(R20)(Rs6))" = (RyRyRy Ro)" = (RoR\ Ry Ry) ™",

entonces h|h’. Andlogamente h'|h y por lo tanto h = h'.
Recordemos que el grupo de simetrias [p, g, r| tiene la presentacion:

[p,q,7] = (Ro, R1, Ry, R3 |R(2) = R% = R% = R§ = (RoR1)? = (R1Ry)? = (RaR3)"
= (RoRy)?* = (RoR3)? = (R1R3)* = 1). (2.1)



CAPITULO 2. PANALES REGULARES DE RANGO CUATRO

{p.q.7}
{3,3,3}
{4,3,3}, {3,3,4}
{3,4, 3}

30 | {5,3,3}, {3,3,5}

co o

—_
N}

Tabla 2.2: Longitud del poligono de Petrie, h.

4

Figura 2.19: Poligono de Petrie en el 5-celda

Figura 2.20: Poligono de Petrie en el hipercubo
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Figura 2.21: Poligono de Petrie en el 24-celda

Figura 2.22: Poligono de Petrie en el 120-celda
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Llamemos a sus relaciones R, asi que escribimos [p, ¢, 7] = (Ro, R1, R2, R3 | R).
Y el grupo de rotaciones de {p, q,r} es generado de la siguiente forma:

[p,q,7]" = (A, B,C | A» = B = C" = (AB)* = (ABC)*> = (BC)* = 1), (2.2)

donde A = RyRy, B = R1{Ry, C' = RyR3. Si R son las relaciones, denotemos al grupo
[p,q,r]T como (A, B,C | Ry).

Sean L = R1R3 = R3R1, M = RoRg = RgRO, N = ROR2 = R2R0 y RQ las relaciones
del grupo:

(L,M,N | L> = M? = N> = (LM)* = (LMN)? = (MN)" = 1), (2.3)
Del mismo modo, denotaremos al grupo (2.3) como (L, M, N | Ra).
Teorema 2.2.1. (A,B,C | Ry) = ( L, M,N | Ra).

Demostracion. Claramente (A, B,C | Ry) y (L, M,N | Rs) son subgrupos de [p,q,r],
pues son cerrados bajo la operacion y satisfacen las condiciones de ser grupos. Nuevamente
escribimos las relaciones Ry y Ro:

Ri = {AP, B1,C", (AB)? (ABC)? (BC)?}.

Ro = {L27 M27 N27 (LM)p7 (LMN)q7 (MN>T}
Notemos que las relaciones R; y Rs son consecuencia de R.
Escribimos a (A, B,C | Ry) en términos de L, N, M:
A=ML, B=LMN, C =NM.

Asi que,
AP = (ML) = (LM)?, B = (LMN)4, C" = (NM)" = (MN)",
(AB)? = (MLLMN)? = N?, (ABC)? = (MLLMNNM)? = M?,
(BCO)? = (LMNNM)? = L2,
Por lo tanto, (A, B,C' | Ry) = (ML,LMN,NM | Rs) < {( L, M, N | Rs).
Por otra parte, escribimos al grupo (L, M, N | Rs) en términos de A, B, C:

L=BC, M= ABC, N = AB.

Asi que,
L* = (BC)* M? = (ABC)*, N* = (AB)?, (LM)? = (BCABC)? = AP,
(LMN)?! = (BCABCAB)?= B, (MN)" = (ABCAB)" =(C".
Entonces, (L, M, N | Ry) = (BC,ABC,AB | R1) < (A, B,C | Ry).

Por lo tanto,
<A7BJC | R1> = <L7M7N | R2>
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Por otro lado, RyR1RyR3 = AC'y RyR3RyR; = C' A son conjugados pues
A(CA)A™ = AC.
Por lo tanto CA y AC tienen el mismo orden. Notemos que
CA = RyR3RyRy = RoRy- RsRy = NL.

Entonces si (AC)" = 1, también (CA)" = (NL)" = 1. Ademds (LN)" =1 pues NLy LN
son conjugados ya que N~'(NL)N = LN.

Decimos que w € [p,q,r] es una torsion si existe a € [p,q,7] tal que la accién por
conjugacion cwa ! es igual a RyR; Ry Rs. Por lo tanto,

w = Oé_l(RoRlRQRg)OZ.

Sea P el poligono de Petrie asociado a la bandera base . Recordemos que Py también es
el poligono de Petrie asociado a la bandera ®*?° y esta bandera es obtenida de enviar
a ¢ bajo la torsion RyRRsR3, asi que, podemos decir que Py es el poligono de Petrie
correspondiente a la torsion RyR;RoR3. Dada o € [p,q,r], como w = a ' (RyR1 Ry R3)«x
es la torsion que mueve a Py mediante «, diremos que el poligono de Petrie Pya resultante
de aplicarle a a Py corresponde a la torsion w.

Decimos que w € [p,q,r] es una torsidn derecha si existe a € [p,q,r]" tal que la
accién por conjugaciéon awa ! es igual a RyR;RyRs. Por ejemplo, LN = R3R1RyR; es
una torsiéon derecha pues:

(M)LN(M)™" = (RoR3)LN(RoRs3)™"
— (RoRs)RsRyRoRy(RyRs)™"
= (RoRs)R3RiRoRy(R3 ' Ry ")
= RoR3R3R, RyRyR3 R,
— RoRiRoRyRsRy
— ROR1R2R0R3RO
= R0R1R2R3RORU
= RyR1 Ry R;, (2.4)

donde « = M = RyR3 € [p,q,r|T. A los poligonos de Petrie correspondientes a las
torsiones derechas les llamamos poligonos de Petrie derechos.
Sea w € [p, q, 7], si existe a € [p, q,r|T Ry tal que

Oéwa/_l = ROR1R2R3,
decimos que w es una torsion izquierda. Por ejemplo,

LMNM = RiRsR3RoRyRoRogR3 = R1RoRogR3 = R RyRyR3,
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es una torsiéon izquierda pues:

(R))LMNM (Ry)™ = (Ry)Ri Ry Ry R3(Ry)
= RoR1RyRyRoR3
= RoR1 R2Rs,

donde o« = Ry. A los poligonos de Petrie correspondientes a torsiones izquierdas les
llamamos poligonos de Petrie izquierdos.
En resumen:

LN = R3R,RyR5 es una torsion derecha vy,
LMNM = RiRyRsR3 es una torsion izquierda.

Un elemento w € [p, q,r] es una torsién si es una torsién derecha o una torsién izquierda
dado que [p,q,r] = [p,q,r|T U [p,q,r]T Ry. Veamos que [p, q, 7] es transitivo en torsiones
cuando pensamos a [p, ¢, r] actuando por conjugacién en si mismo. Sean wq,wy € [p, g, 7]
torsiones, es decir, existen oy, ay € [p,q,7] = [p,q,r]T U [p, ¢, 7]T Ry tales que:

0é1w10él_1 = RyRi1 Ry R3,
042w2042_1 = RyRi1 Ry R3,

de donde wy = ay ' (RoRy Ry R3) . Asi que
(a;lal)wl(aglal)’l = a;l(alwlafl)az = a;l(RORlRQRg,)ag = wy.

Por lo tanto, existe a := a;'a; € [p,q,7] tal que aw,a™! = wy. Asi que, [p,q,7] es
transitivo en torsiones.

Andlogamente veamos que [p,q,r|T es transitivo en torsiones derechas. Si oy, ay €
[p,q,7]" (tomadas como arriba) entonces o = o 'y € [p, ¢, 7). Por lo tanto, aw;a™t =
wy. Asi que, [p,q,r|T es transitivo en torsiones derechas.

También [p, ¢, 7] es transitivo en torsiones izquierdas. Notemos que si ay, s € [p, q,7]T Ry
entonces a == a, 'ay € [p,q,r]". Ahora, siw; y w, son torsiones izquierdas, es decir, existen

ag,a € [p,q,r]T Ry tales que:

0411111041_1 = RyR1 Ry R3,
0421020451 = RyRi1 Ry R3,

U= wy. Asi que, [p,q,7]" es transitivo en

Como a = a;'ay € [p,q,7]*, entonces cw o™
torsiones izquierdas.

En la tabla A.1 del apéndice A.1 aparecen el nimero de torsiones de los panales esféricos
regulares, asi como el niimero sus torsiones derechas e izquierdas. GAP no calcula el nimero
de torsiones para los panales {5, 3,3} y {3,3,5} debido a que el orden de estos grupos es

grande.
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Por otra parte, notamos que LN y LM N M son torsiones derecha e izquierda respectivamente
y ademds son conjugados en [p, ¢, 7] pues

Rg(LMNM)R:;l - R3<R1R0R2R3)R§1 == RgRlRoRQ == LN (25)

Entonces (LN)" = (LMNM)" = 1. En otras palabras LN y LM N M son conjugados en
[p, q, 7], pero no son conjugados en [p,q,r|", pues R3 € [p,q,r] pero R3 ¢ [p,q,r]". En la
seccién 3.3 veremos que en el grupo [p, ¢, 7]"/((LN)*), como las torsiones LN y LM NM
no son conjugadas en [p,q,r]", entonces LN y LM NM no tienen que tener el mismo
orden, es decir, si h v k' es el nimero de aristas en los poligonos de Petrie derechos e
izquierdos, respectivamente, entonces

(LNY" = (LMNM)" =1,

. . /
donde no necesariamente se va a cumplir que h = h .
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Capitulo 3

Panales de tipo {p,q,r}¢

En el capitulo 2 describimos ciertos panales regulares. A partir de ellos, en este capitulo
obtendremos nuevos panales. En la seccion 3.1 describiremos la construccion de los panales
{p,q,r}: a partir de los panales esféricos regulares que se detallan en el capitulo 2, y se
demuestra que los elementos de cierto grupo son simetrias; introduciremos esta seccién
tomando como ejemplo al hipercubo para construir el panal {4,3,3}s. En la seccién 3.2,
obtendremos panales regulares de tipo {p,q,7}; y en la seccién 3.3, obtendremos panales
quirales de tipo {p, ¢, r}, describiendo en las subsecciones 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 a los panales
{3,4,3}2, {3,4,3}3 y {5, 3,3}3 respectivamente.

3.1 Construccién de panales de tipo {p,q,r}¢

Tomemos un panal esférico regular de tipo {p,q,r} y sean h el niimero de aristas de
sus poligonos de Petrie y ¢ tal que t|h. Recordemos que LN € [p,q,r]T es una torsiéon
derecha, sean Z = ((LN)!) y Z la cerradura normal de Z en [p, q,7]*.

Sea X; el conjunto de i-caras de {p,q,r} y X = |JX; los elementos de {p,q,r}.
Definiendo Y; como las 6rbitas de X; bajo Z, decimos que Y; son las i-caras de {p, q,7}; ¥
que Y = [JY; los elementos de {p, ¢, r};. Por ejemplo, si = es una arista en {p, ¢, r}, ahora
w7 es una arista en {p, ¢,7},. Es decir, tomamos elementos en {p, g, 7} y los identificamos
bajo Z = ((LN)!) para obtener {p, ¢, 7};. En vez de hacer esto podriamos identificar aristas
a distancia ¢ a lo largo de poligonos de Petrie derechos y el resultado es el mismo.

Por ejemplo, para construir el panal {4,3,3},, tomamos el panal esférico regular
{4,3,3}. Sea a € Xj, la arista en color verde de la figura 3.1. A continuacién describimos,
por medio de dibujos aZ € Y;. Para esto veamos la érbita de a bajo Z = {(LN)2). Como
(LN)2,(LN)* (LN)S € Z aplicaremos estos elementos de Z a a.

Recordemos que LN = RiR3RsRy, pues L = RiR3 = R3R; y N = RyRy = Ry Ry. Asi
que, de la figura 3.1 a 3.2 aplicamos LN = R;R3R>R, a la arista a € X;, nuevamente
aplicamos LN y se muestra en la figura 3.3 la arista a(LN)?.

57
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Figura 3.3: a(LN)?

Andalogamente seguimos aplicando LN para obtener en la figuras 3.4 y 3.5 que corresponden
a a(LN)* y a(LN)® respectivamente.

Figura 3.4: a(LN)* Figura 3.5: a(LN)®
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En la figura 3.6 se muestran las aristas de las figuras 3.1, 3.3, 3.4, 3.5 que corresponden
aa,a(LN)?, a(LN)?*, a(LN)® respectivamente, estas aristas pertecen a la 6rbita de a bajo
Z. Del apéndice A.3 sabemos que Ry Ry Ry RyR, RyR3 R es un generador de Z, aplicaremos
este elemento a las aristas de la figuras 3.6. Asi, en la figura 3.7 aparecen las aristas a las
que fueron enviadas las aristas de la figura 3.6 bajo Ry RyRiRqR1RsR3Ry. Entonces las
aristas de las figuras 3.6 y 3.7 son todas las identificaciones de la arista a bajo Z, es decir,
estas aristas son una sola arista de {4, 3, 3}».

RiRyR1Ro Ry RaR3 Ry

Figura 3.6: Aristas en la Figura 3.7: Otras aristas en
orbita de a bajo Z la orbita de a bajo Z

Si continuamos identificando las aristas del hipercubo bajo Z obtenemos el dibujo de
las figura 3.8, donde aristas del mismo color pertenecen a la misma Orbita.

Figura 3.8: Identificaciones de aristas en {4,3,3} bajo Z

Ahora, describiremos cémo obtener el panal {4, 3,3}, identificando aristas distancia
dos a lo largo de péligonos de Petrie derechos, y compararemos esto con lo que hicimos
anteriormente.

La figura 3.9 muestra el poligono de Petrie de la torsiéon RoR; R R3, la cual definimos
como derecha. Dibujamos la bandera base en color gris. En la ecuacién (2.4), mostramos
que LN es una torsiéon derecha, pues M(LN)M ™' = RyR, Ry R3. Se sigue que,

LN = M ' (RoR,RyR3) M.
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Figura 3.9: Torsion derecha RyRiRsR3

Es decir, cuando rotamos por M al poligono de Petrie correspondiente a la torsién derecha
RoR1RyR3 de la figura 3.9, obtenemos el poligono de Petrie correspondiente a la torsion
derecha LN de la figura 3.10 (der).

Figura 3.10: Torsién derecha RgR;RsR3 (izq). Le aplicamos la rotacion M = RyR3 para
obtener la torsiéon derecha LN (der).

Anélogamente, ahora rotamos por LM = Ry R3R3Ry = R Ry al poligono de Petrie de
la figura 3.9, el cual corresponde a la torsion RyR; Ry R3. Obtenemos el poligono de Petrie
de la figura 3.11 (der), es decir,

(ML) Y (RyR1RyR3)(ML) = (ML) *(RoR1RyR3)(ML)
= (LM)(RoRyRyRy)(ML)
= (R1Ro)(RoR1R2R3)(Ro Ry)
= RiR1RyR3Ro Ry
= Ry Rz Ro Iy
= RyRoR3R,
= NL.

Asi que el poligono de Petrie de la figura 3.11 (der) corresponde a la torsién N L.
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Figura 3.11: Torsién derecha RgR;RsR3 (izq). Le aplicamos la rotaciéon LM = R; Ry para
obtener la torsiéon derecha N L (der).

Nuevamente vamos a rotar al poligono de Petrie de la figura 3.9 correspondiente a
RoR, Ry R3, pero ahora rotaremos por el elemento LM N = RiR3R3RyRyRs = R1Rs, es
decir,

(R1Ry) M (RoR1RyR3)(R1Ry) = (LMN) Y (RyR1RyR3)(LMN)
= (LMN) Y (MLNM)(LMN)

Asi que el poligono de Petrie derecho de la figura 3.9 es enviado en el poligono de Petrie
derecho de la figura 3.12 (der).

Figura 3.12: Torsién derecha RoR;R2R3 (izq). Le aplicamos la rotacion LMN = R R
para obtener la torsién derecha (LM N)"'(MLNM)(LMN) (der).

Continuamos rotando por (ML)? = (RyR3R3R;)? = (RoR1)? al poligono de Petrie de
la figura 3.12 (der). Obtenemos el poligono de Petrie de la figura 3.13. Asi que podemos
considerar que rotamos por LM N (M L)? al poligono de Petrie de la figura 3.9 y obtenemos
al poligono de Petrie de la figura 3.13 correspondiente a la torsién (LM N (M L)*)" (M LN M )(LMN ()
pues:

(RlR2(RoRl)z)fl(RoRlRﬂ%s) (Rle(RoR1)2)
= (LMN(ML)*) Y (RyR,RyR3)(LMN(ML)?)
= (LMN(ML)*)" Y (MLNM)(LMN (ML)?).
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Figura 3.13: Aplicamos la rotacién (ML)?> = (RyR;)? para obtener la torsién derecha
(LMN(ML?)-X(MLNM)(LMN(ML)?).

Identificamos las aristas a distancia dos a lo largo del poligono del Petrie correspondiente
a la torsion derecha Ry R Ro R3, representamos a las aristas identificadas con el mismo color
como en la figura 3.14.

Figura 3.14: Torsiéon derecha RgR;RsR3

Notemos que los poligonos de Petrie derechos de la figura 3.10 tienen en comun a las
aristas a; y as. Entonces estas aristas son de color verde (como se aprecia en la figura 3.14)
en el poligono de Petrie derecho de la figura 3.10 (der) y como estamos identificando aristas
a distancia dos a lo largo del poligono de Petrie, las aristas del poligono de Petrie de la
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figura 3.10 (der) se identifican como en la figura 3.15 (las aristas de color gris estén
identificadas pues son parte del poligono de Petrie, mas adelante les asignamos un color).

Anéalogamente los poligonos de Petrie derechos de la figura 3.11 tienen en comin a las
aristas by y be. Entonces la figura 3.11 (der) tiene aristas identificadas como se muestra en
la figura 3.16. Del mismo modo, después les asignaremos color a las aristas de color gris.

Figura 3.15: Aristas identificadas Figura 3.16: Aristas identificadas

También vemos que los poligonos de Petrie derechos de la figura 3.12 tienen en comun
a las aristas ¢; y co. Entonces estas aristas son de color azul (como en la figura 3.14) en
el poligono de Petrie derecho de la figura 3.12 (der) y como estamos identificando aristas
a distancia dos a lo largo del poligono de Petrie, las aristas del poligono de Petrie de
la figura 3.12 (der) se identifican como en la figura 3.17 (las aristas de color gris estén
identificadas, mas adelante les asignamos un color).

Ademés el poligono de Petrie derecho de la figura de la figura 3.12 (izq) y de la
figura 3.13 tienen en comin a las aristas d; y ds (estas son aristas azules, como se aprecia
en la figura 3.14). Entonces la figura 3.13 tiene aristas identificadas como se muestra en
la figura 3.18. Del mismo modo, después les asignaremos color a las aristas de color gris.

Figura 3.17: Aristas identificadas Figura 3.18: Aristas identificadas

Usando todos los poligonos de Petrie derechos e identificando aristas a distancia dos
a lo largo de estos, vemos que las aristas de las figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18 son todas
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las identificaciones de aristas verdes y azules en el hipercubo. Analogamente se identifican
la aristas de color gris de estas figuras (checando las aristas grises de todos poligonos de
Petrie derechos que se intersectan e identificando estas aristas a distancia dos a lo largo de
los poligonos de Petrie mencionados). De esta forma obtenemos la figura 3.19. Notemos
que esta figura es justo la figura 3.8 que obtuvimos identificando aristas bajo Z.

Vemos en la figura 3.20 que el panal {4,3,3}, tiene 2 vértices, 4 aristas, 3 caras
cuadradas y 1 celda que coincide con los calculos del apéndice A.3 al hacer las cuentas de
los subgrupos y clases laterales inducidos por Z (se explica con detalle en la seccién 3.3
como obtener el nimero de vértices, aristas, caras y celdas de los panales tipo {p, ¢, 7}
sin realizar el dibujo del panal).

Figura 3.20: Panal {4, 3,3},

Figura 3.19: Identificaciones de aristas en
{4, 3,3} con poligonos de Petrie derechos

Ya vimos en el ejemplo que para obtener el panal de tipo {p,q,r}: podemos tomar
elementos en {p,q,r} e identificarlos bajo Z = ((LN)!) o identificar aristas a distancia t
a lo largo de poligonos de Petrie derechos, enseguida vamos a justificar esto en general.

Notemos que como Z < [p,q,7]*, entonces aZa~! = Z para todo a € [p,q,7]T.

Recordemos que LN es una torsién derecha pues M € [p,q,7]" v
M(LN)M™" = RyR,RyR3,

lo cual implica

(M(LN)YM 1)t = M(LN)'M™" = (RyR; Ry R3)",
como (LN)! € Z entonces M(LN)M~t € MZM~ = Z, por lo tanto (RyR,RoR3)' € Z.
Si w es una torsién derecha, entonces existe « € [p, ¢, r]" tal que

Oé'LUCY_l = RoRleRg,

de donde tenemos:
w = Oé_lRoRlRQRgOé,
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lo cual implica:
U)t = (OéilRoRlRQRgOé)t = Q71<R0R1R2R3)t6(,

como a Y(RyR1RyR3)'a € a™'Za = Z entonces w' € Z. Recordemos que cada torsion
derecha tiene asociado un poligono de Petrie, asi que la 6rbita de las aristas de {p,q,r}
bajo Z identifica las aristas a distancia ¢ en cualquier poligono de Petrie derecho.

Si z,y € X decimos que x < y si x C y. Analogamente, si Z,y € Y decimos que = < gy
si existen z,y € X tales que & = 27, § = yZ y < y. Un homormorfismo es una funcién

fAp.a,r}e — {p,q, 7},

que preserva el orden, es decir, si Z,7 € Y tal que & < y entonces zf < yf. Una simetria
de {p,q,r}; es un isomorfismo g : {p,q,r}; — {p, ¢, 7}, es decir, es una biyecciéon de los
elementos de {p, q,7}; tal que g y ¢! son homomorfismos.

Proposicién 3.1.1. Los elementos de [p,q,r)*/Z son simetrias de {p,q,7}:.

Demostracion. Sean Y los elementos de {p,q, 7}, w € Y y g € [p,q, r|*/Z. La accién de
p.q,7]"/Z en Y: .
«:Y x[p,q,r]"/Z =Y,
esta dada por w * ¢ = wg. )
Veamos que la accién de [p,q,r]t/Z sobre Y estd bien definida. Sean &, € Y y

r]
G,h € [p,q,7]/7Z tales que # = y § = h. Es decir, tenemos:

t=al =yZ =1,
para algunos z,y € X, donde X son los elementos de {p,q,7}. Asi que 7'y € Z. Y como
g = h tenemos que: ) L
g=gZ =hZ =h
para algunos ¢, h € [p,q,7]*. Se sigue que g~'h € Z. Por lo tanto:
ig=1aZ9Z =2z ) Zg(¢g" ' h)Z = yZhZ = jh.

Asi que la accién de [p,q,r]*/Z sobre Y estd bien definida.

Sea § € [p,q,r]"/Z, podemos escribir a § = gZ donde g € [p,q,r]*. Empezaremos
demostrando que ¢ es inyectiva. Sean Z,7y € Y tales que 2§ = ¢¢. Entonces existen
z,y € X tales que & = 2Z y i) = yZ y se tienen las siguientes ecuaciones:

vgZ = (v2)gZ
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Entonces como zgZ = ygZ, existe z € Z tal que g = ygz. Por lo tanto, tenemos:

x=ygzg~
=y(g9297")
=y,
donde 2’ = gzg~' € Z. Por lo tanto & = 7 = y2'Z = yZ = 4, asi que § es inyectiva.
Ahora demostraremos que g es suprayectiva. Sea y € Y, entonces existe y € X tal que
§ = yZ. Como g es suprayectiva ya que es una simetria de {p, q, 7}, existe z € X tal que
xg = y. Por lo tanto, tenemos:

) =yZ =a9Z = 2927 = xZgZ = x7j.
Por lo tanto existe xZ € Y tal que (z2)§ = 4.

Finalmente veamos que g preserva el orden, para lo que utilizaremos que g preserva el
orden en X. Sean z,y € Y tales que & < . Tomemos z,y € X talesque v <y, & =22y
Yy = yZ. Entonces:

v <y g <yge (29)Z < (y9)Z < (v9)2Z < (
& (22)92 < (yZ)9Z & (22)§ < (y2)§ < 19 < 99.
Asi que § y §~! preservan el orden. B
Por lo tanto ¢ es una simétria de {p, ¢, r}; y los elementos de [p, q,7]*/Z son simetrias

de {p7Q?r}t' [

Recordemos que el grupo [p, ¢, 7] tiene una presentaciéon en términos de los generadores

L, N, M:
(L,M,N | L* = M?* = N? = (LM)” = (LMN)? = (MN)" = 1), (3.1)
donde L = R1R3 = R3R1, M = ROR3 = R3R0, N = ROR2 = RQRQ, y Ro, Rl, RQ, R3 son

los generadores distinguidos de [p,q, 7:] con respecto a la bandera base .
Sean oy = (ML)Z, 09 = (LMN)Z, 03 = (NM)Z. Entonces:

doy = (PZ)ML)Z = (ML)ZZ ®(ML)Z = ®(RyR,)Z = (PRyRy)Z
= (®°R\)Z = (PR,)°Z = (") Z = ("9 Z. (3.2)
Por otro lado, como z € Z es una simetria de {p, q,}, tenemos:
(@"9)z = ((21)")z = ((21)2)° = ((®2)")" = (22)"",

por lo tanto (®'0)Z = (®2)'°0 = P10, Asi, de la ecuacién (3.2), se sigue que doy =
$0. Andlogamente, tenemos que: ®oy = O ! y do3 = 32 Esto demuestra la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.1.2. Si t|h, entonces el panal {p,q,r}; es reqular o quiral.

Demostracion. Se sigue de la observacién anterior y de las proposiciones 1.4.1y 1.6.6. [
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3.2 Panales regulares de tipo {p,q,r}¢

Sean {p,q,r} un panal esférico regular y h la longitud de sus poligonos de Petrie.
Denotaremos por [p,q,7]; al grupo [p,q,r]7/Z donde Z = ((LN)'), Z es la cerradura
normal de Z en [p, q,r]* y t|h. Y denotaremos por [p, g, r]; al grupo [p, q,r]/2 donde Z es
la cerradura normal de Z en [p, q,r].

Si {p,q,r} no es el panal {3,3,3}, entonces usando GAP, se puede ver que si h es
par, entonces (LN)"/? es la inversién central, es decir, si x es un vértice de {p,q,r},
donde x = (z1, 9, T3, 24), entonces x((LN)"?) = —x. Para construir el panal {p, ¢ 7}n)2
identificamos puntos antipodales, es decir, sea x ~ —x, el panal esférico {p,q,r} se
convierte en un panal en el espacio proyectivo, asi que identificamos vértices que estéan a
t = h/2 de distancia a lo largo del poligono de Petrie. En la tabla 3.1, aparecen los valores
de h para cada panal {p,¢,7}. Como h = 5 para el panal {3,3,3}, entonces {3,3,3}5/2 no
tiene sentido.

h {p.q,r} {p.a,7}n

5 {3,3,3} -

8 | {4,3,3}, {3,3,4} | {4,3,3},, {3,3,4}4
12 {3,4,3} {3,4,3}

30 | {5,3,3}, {3,3,5} | {5,3,3}15, {3.3,5}15

Tabla 3.1: Panales proyectivos de tipo {p,q,r} 5

En el apéndice A.2, mostramos que en los panales esféricos regulares {p, ¢, r} donde h es
par, se tiene: ((LN)"2)a[p, q,r]* y ((LN)"?)<[p, q,r]. El grupo de simetrias de {p, ¢, 7} /o
es entonces [p, ¢, 7]n/2 = [p, ¢, 7]/ ((LN)"?), su grupo de rotaciones es [p, q, 7“};/2 = [p,q, 7T J{(LN)"?)
y el indice [[p, ¢, 7] : [p,q,r]{’] = 2. Por lo tanto, el panal {p,q,7},/2 es regular.

Sea P un panal de tipo {p, ¢, 7} /2, el cual ya sabemos que es regular. De la ecuacién (1.6),
sabemos que el estabilizador de una i-cara F; de {p,q,r}; es:

Stabrp)(Fi) = (R; | j # 1),

donde I'(P) = [p, ¢, r]n/2.

Recordemos que Y; son las i-caras del panal P = {p,q,r};, como P es regular, I'(P)
acttia transitivamente en Y;. Por el teorema orbita-estabilizador, podemos conocer el
nimero de vértices, aristas, caras y celdas de los panales {p,q,7};, ya que |orbg(x)| =
|G : Stabe(x)]. El panal {p,q,7}s/2, tendréd la mitad de vértices, aristas, caras y celdas
de {p,q,r}.

En la tabla 3.2 calculamos el orden de [p,q, 7|2 ¥ [p, ¢, T]Z/Q, el nimero de vértices,
aristas, caras y celdas de los panales de tipo {p, ¢, r}/2, asi como el grupo abstracto de
[p, q, T]Z/Q. Los célculos de los primeros tres renglones de la tabla se encuentran en A.2.

GAP no calcula el grupo isomorfo a [5,3, 3]s v [3,3,5]{s, este grupo lo obtuvimos de la
tabla 2 de [6].
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Panal \pa.rlil | V| E| F | C 1, ¢, 7] s
143,31, 96 8 16 | 12 | 4 | (((2xC2xC2x(2):03):C2
(3,3,4}, 96 4 (12 116 | 8 | ((02xC2xC2xC2):C3):C2
{3,4, 3}6 288 12 48 48 12 (A4 X A4) - C2
{5,3,3}15 3600 300 | 600 | 360 | 60 As X As
{3,3,5}15 3600 60 | 360 | 600 | 300 As X As

Tabla 3.2: Panales regulares de tipo {p,q,7}n/2

Por ultimo, si {p,q,r}; es regular, veremos que LN y LMNM (torsiéon derecha e
izquierda respectivamente) son conjugados en [p, q, ;.

Si {p,q,7}; es regular, tenemos que [p,q,7]; = [p,q,7]/Z, entonces R3 € R3Z es una
simetria de [p, ¢, 7];. De la ecuacién (2.5) tenemos:

Rs(LMNM)R;' = LN.

Asi que, LN y LM N M son conjugados en [p, ¢, 7];. Por lo tanto LN y LM N M tienen el
mismo orden.

3.3 Panales quirales de tipo {p,q,r}

Vamos a analizar el panal {p, ¢, r}; donde t|h. Primero, no estamos interesados en los
panales {p,q,r}; tales que su grupo [p,q,r]; = |[p,q,7]7/{((LN)!)| = 1, pues la tnica
“rotacion” de {p, q,r}; es la identidad. Por ejemplo, para cualquier panal {p, ¢, 7} cuando
t = 1 o para el panal de tipo {5,3,3},, el grupo [p,q,r]; = 1. Por otro lado, si t = h
entonces {p,q,r}: = {p,q,r}, los cuales son panales regulares. Y ya sabemos de la seccién
anterior, que si t = h/2 entonces {p, q,7}; es regular.

Descartando los casos anteriores, nos queda por analizar los valores de ¢ de la tabla 3.3.

Veremos que para todos estos valores obtenemos panales de tipo {p, ¢, r}; que son quirales.

Panal h | Valores de t
{3,3,3} | 5 -
{4,3,3} | 8 2
{3,3,4} | 8 2
{3,4,3} | 12 2,3,4
{5,3,3} | 30| 3,5,6,10
{3,3,5} | 30| 3,5,6,10

Tabla 3.3: Valores de ¢

Por la proposicién 3.1.2, sabemos que {p, ¢, 7} es regular o quiral. Y como vimos en la
seccién anterior, LN y LM N M tienen el mismo orden en los panales regulares {p, q,r}.
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En el apéndice A.3 se calcula con GAP el orden de los LN y LM NM para los panales
{p,q,r}: donde t son los valores de la tabla 3.3. Estos cdlculos aparecen en tabla 3.4.
Observamos que como los ordenes de LN y LM N M son distintos, los panales {p, ¢, 7}
son quirales, para los valores de t en la tabla 3.3.

Panal t Orden de LN | Orden de LM NM D, q, )i
{p,q,7}
(43,3} | 2 2 1 51
3,3,4) | 2 2 1 51
2.4 2 3 54
{343} 3 6 (O3 x Ad): 02
3.6 3 5 A5
15,33} =745 5 3 A5
3,6 3 5 Ab
{3’ 3, 5} 9, 10 5 3 A5

Tabla 3.4: Panales {p, q,r}; quirales y sus grupos de simetrias

En la ecuacién (3.3) escribimos a [p, ¢, r];” como una presentacion:
[p,q,7]f =(L,N,M | L> = N> = M? = (LM)? = (LMN)? = (MN)" = (LN)" = 1)
(3.3)
Los grupos de simetrias de los siguientes panales de tipo:
{p7 q, T}ta {T7 q, p}t7 {t7 Q7p}7“7 {p7 q, t}m {Tv q, t}pa {t7 q, T}p

son isomorfos. Por ejemplo, los grupos de simetrias de {p,q,r}: v {r, ¢, p}+ son isomorfos,
pues son panales duales, y la presentacién de uno se obtiene al intercambiar L y N en la
presentacion del otro.

Comprobaremos que el panal {t, q, p},, tiene el mismo grupo de simetrias de {p, q, r},.
Sean L', N', M’ los generadores del grupo de simetrias de {p’,¢,7'}, donde L' = N,
N =M, M’ = L, es decir,

[p',q’,r’];f _ <L/,N/,M/ ’ L/2 _ N/2 _ M/2 _ (LIM/>p/ _ (L/M/N/)q’
— (M/N/)’r‘/ — (L/N/)t/>
= (N,M,L|N?>=M?=1%=(NL)” = (NLM)
= (LM)" = (NM)") (3.4)

de las ecuaciones (3.3) y (3.4) inmediatamente vemos que " = p. Ademés p' =t, ¢ = q
t' =r, ya que:

e Como LN y NL son conjugados, pues
N(LN)N™'=NL,

tienen el mismo orden, es decir, (NL)" = 1. Por tanto p’ = t.
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e Como LM N y LNM son conjugados, pues
N(LMN)N™'= NLM,

entonces LM N y N LM tienen el mismo orden, es decir, (NLM)? = 1. Por lo tanto
¢ =q

e Como MN y NM son conjugados, pues
N(MN)N™' = NM,

tenemos que M N y N M tienen el mismo orden. Por lo tanto (NM)" = 1, entonces t’ =
r.

Entonces p' =t, ¢ = q, " = p, t' = r. Por tanto, el grupo de simetrias del panal de tipo
{t,q,p}, es igual al grupo de simetrias del panal de tipo {p, ¢, };. Ademas, como {p, ¢, t},
es el panal dual de {t, ¢, p},, entonces tienen grupo de simetrias isomorfos. Andlogamente
para los panales {r,¢,t}, y {t, ¢, 7}, se demuestra que tienen el mismo grupo de simetrias.
La tabla 3.4 muestra los grupos de simetrias de los panales {p, ¢, r};, donde varios célculos
los completamos con la observacién anterior, por ejemplo el panal {p, ¢, 7} tienen el mismo
grupo de simetrias que {r, ¢, p}.

Para los valores ¢ de la tabla 3.3, los panales {p,q,r}; son quirales. Del lema 1.6.2,
sabemos que I'({p,q,7}¢) = [p, ¢, ] actda transitivamente en Y;, donde Y; es el conjunto
de i-caras de {p,q,r}:, para todo i € {0,1,2,3}. Con esta observacién calcularemos el
nimero de elementos de la érbita de una i-cara de {p, g, 7}, quiral. Y con esto determinaremos
el nimero de i-caras de {p, q,r}; quiral para i € {0, 1,2, 3}.

Si P es un panal {p, ¢, r}; quiral entonces I'"(P) = I'(P) = [p, ¢, 7]; y de la ecuacién (1.6),
sabemos que el estabilizador de F; una i-cara de {p,q,r}, es:

Stabr+(p) (F;) = Stabrp)(Fi) = (0}, 05041 | j # 4,1+ 1),
asi que, los estabilizadores para un vértice, arista, cara y celda de {p,q,r}; quiral bajo
['(P) son:
<02,U3> = <LMN> NM>> <U3,0102> = <NM, N>> <01,0203> = <ML,L>7
<O'1,0'2> = <ML,LMN>,

respectivamente, donde L, M, N son los generadores de la presentacion de la ecuacion (3.2).

Por otro lado, si Y; son las i-caras del panal quiral P = {p,q,r};, sabemos que el
grupo de simetrias de P estd dado por I'(P) = I''(P) = [p,q,r]*/Z. Por el teorema
orbita-estabilizador, podemos conocer el nimero de vértices, aristas, caras y celdas de los

panales {p7 q, r}ta ya que
|Orbp+(7>) (x)| = [F+ (P) : Stabr+(p) ()],

donde = € Y; es una i-cara de P. Como la Orbr+py(z) = {zvy | v € T"(P)} y ademés
L(P) = T(P) = [p,q,r]f actta transitivamente en Y;, entonces la cardinalidad de
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{p,q,r} | t | Vértices | Aristas | Caras | Celdas D, q, 7]} Ilp, q, )} |
43,3V 2 2 1 3 1 51 24
(3.3,4) | 2 1 3 4 2 54 24
2.4 1 1 1 1 54 21
{3.4.3} = 3 12 2 3 [ (C3xAd).C2| 72
3,6 5! 10 6 1 Ab 60
{5,3.3} 5,10 5 10 6 1 Ab 60
3,6 1 6 10 5) Ab 60
{3,3,5} 5,10 1 6 10 5) A5 60

Tabla 3.5: Panales quirales de tipo {p,q,r}:

Orbr+(py(z) nos dice el nimero de i-caras de P. En la tabla 3.5 se muestra el niimero
de vértices, caras y celdas de los panales {p,q,7}; y con GAP en el apéndice A.3 se
realizan estos caculos, pues sabemos calcular [I'"(P) : Stabr+p)(z)].

Como podemos ver en la tabla 3.5, para los panales {p,q,r} cuyo valor ¢ estd en la
misma fila, se tiene el mismo ntimero de vértices, aristas, caras y celdas para los panales
{p,q, 7}, por lo tanto son el mismo panal. Por ejemplo, para el panal {5, 3,3}, los panales
{5,3,3}3y {5, 3, 3}6 son isomorfos, también los panales {5, 3,3}5 y {5, 3, 3}10 son isomorfos.
Sabemos que los panales {p, ¢, r}; con valores de ¢ en diferente fila, tienen diferente orden
para su torsion derecha LN y su torsion izquierda LM N M, si tienen el mismo nimero
de vértices, aristas, caras y celdas estamos hablando de panales {p, ¢, r}; isomorfos. Por
ejemplo, el panal {5, 3, 3}3 es isomorfo al panal {5, 3, 3}5. En las siguientes secciones vamos
a describir a los panales {p, ¢, 7}; no isomorfos, es decir a {3,4,3}s, {3,4,3}3 v {5, 3,3},
con excepcion de los panales {3,3,4}2 v {3,3,5}3 pues estos son los panales duales de
{4,3,3}2 v {3,3,5}3, respectivamente y sus grupos de simetrias son isomorfos.

3.3.1 Panal {3,4,3},

De la figura 3.21 a la figura 3.44 se ilustran todos los poligonos de Petrie correspondientes
a torsiones derechas del panal esférico {3, 4, 3}.

Anédlogamente, como obtuvimos el panal de tipo {4,3,3},, identificamos aristas y
vértices a distancia dos en los poligonos de Petrie derechos del panal {3,4,3}, de la
figura 3.46, en la que aristas del mismo color estédn identificadas.

3.3.2 Panal {3,4,3}3

Con los mismos poligonos de Petrie derechos de las figuras 3.21 a 3.44 se construye el
panal {3,4,3}3, lo inico que cambia es que ahora tenemos tres colores en cada poligono
de Petrie, ya que t = 3. Sabemos de la tabla 3.5 que el panal {3,4,3}3 tiene tres celdas y
12 aristas. En las figuras 3.47 y 3.48 se muestran las tres distintas celdas en {3, 4, 3}3.
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Figura 3.33: Poligono de Petrie 13
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Figura 3.47: Celdas distintas en {3,4,3}3, donde aristas del mismo color estén

identificadas.
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Figura 3.48: Otra celda distinta en {3,4, 3}3, donde aristas del mismo color en esta figura

y en la figura 3.47 estan identificadas.
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3.3.3 Panal {5,3,3};

Sea el dodecaedro de la figura 3.49, la celda central del panal {5,3,3}, en donde
marcamos la bandera base y las aristas del dodecaedro correspondientes poligono de Petrie
en el panal {5, 3, 3}.

Figura 3.49: Bandera base y poligono de Petrie asociado en {5, 3,3}

Luego en las figuras 3.50 a 3.52 representamos a los generadores distinguidos (reflexiones)
con respecto a la bandera base. Queremos construir un panal {5, 3,3}, en la figura 3.53
etiquetamos los vértices del poligono de Petrie asociado a la bandera base. De la tabla 3.4,
vemos que este panal tiene una sola celda, por lo tanto veremos cémo estan identificados
los vértices y aristas en dicha celda.

’-_'
Figura 3.50: Ry Figura 3.51: R,
.

Figura 3.52: Ry
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Rotamos por LM N = R;R, al poligono de Petrie derecho de la figura 3.53 (izq) y
obtenemos el poligono de Petrie derecho de la figura 3.53 (der), como estamos identificando
puntos a distancia t = 3, el vértice marcado en la figura 3.53 (der) también es d. Y luego
nuevamente rotamos por LM N = Ry Rs a este iltimo Petrie y obtenemos el Petrie derecho
de la figura 3.54 (der), en donde encontramos otro vértice identificado con d.

Figura 3.53: En color naranja el poligono de Petrie asociado a la torsion derecha RgR; Ry R3
(izq). Le aplicamos la rotacién LM N = Ry R, (der).

N—— o~

Figura 3.54: Rotamos nuevamente por LM N = R Rs.

Ahora, rotamos por LM = R; R, al poligono de Petrie asociado a la bandera base de
figura 3.55 (izq) y obtenemos un vértice identificado con e en figura 3.55 (der). Usaremos el
grupo de rotaciones del dodecaedro central para identificar puntos y asi obtener el panal
{5,3,3}3, por lo que rotamos %’T y (2?“)2 sobre el eje marcado en azul y obtenemos los
vértices identificados con e en las figuras 3.56 y 3.57.

Figura 3.55: En color naranja el poligono de Petrie asociado a la torsion derecha RgR; Ry R3
(izq). Le aplicamos la rotaciéon LM = Ry Ry (der).
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O 2/3

S— o7

rotacién por 27 / 3 ‘
—

Figura 3.56: Vértice e Figura 3.57: Vértice e

rotacién por 27/3

Analogamente, rotamos por M LN = RqR1RRs al poligono de Petrie derecho asociado
a la torsién derecha RoRiRsRs3 (primer dibujo de la figura 3.58) y nos queda el poligono
de Petrie derecho (tltimo dibujo de la figura 3.58), donde podemos identificar al vértice b.
Por tltimo rotamos 2 y (2F)? sobre el eje marcado en azul en el tltimo dibujo de la

figura 3.58 y obtenemos los vértices identificados de la figura 3.59.

Figura 3.58: En naranja el poligono de Petrie asociado a la torsion derecha RyR;RsR3
(primer dodecaedro). Le aplicamos la rotacion M LN = RyR; RyR, (dltimo dodecaedro).

&

Figura 3.59: Vértice b
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En la figura 3.60 se muestran los vértices que se han identificados en la celda central
de {5,3,3}.
b

-

T

€

Figura 3.60: Vértices identificados en la celda central de {5, 3,3}

Sabemos de la tabla 3.4, que hay cinco vértices en total en {5,3,3}3 y como sus caras
son pentagonos entonces etiquetamos los vértices que faltan en la cara marcada de la
figura 3.61.

b

-

T

e

Figura 3.61: Vértices a y ¢

Completamos las identificaciones de la figura 3.61 pensando en formar caras pentagonales,
con lo cual obtenemos en la figura 3.62 el panal {5, 3, 3}5 en donde no coloreamos las aristas
pero hay identificaciones de estas, por ejemplo la arista ab aparece tres veces en la figura
3.62. Finalmente en la figura 3.63 se muestra el panal {5,3,3}3 en donde las aristas del
mismo color estan identificadas.
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Figura 3.62: Panal {5, 3,3}3, donde vértices del mismo color estan identificados.

Figura 3.63: Panal {5, 3,3}3, donde aristas del mismo color estén identificadas.



Conclusiones

En este trabajo, se describieron los panales esféricos regulares de rango cuatro de
tipo {p,q,r} y a partir de estos se construyeron nuevos panales {p,q,r}, identificando
aristas a distancia ¢ a lo largo de los poligonos de Petrie derechos de los panales {p, ¢, r}.
Describimos sus grupos de automorfismos y los clasificamos en regulares o quirales, para
describirlos con detalle se requiri6 teoria de politopos abstractos.

En las tablas 3.6 y 3.7 se muestran los panales regulares {p,q,7}n/2 v los panales
quirales {p,q,r}; respectivamente (solo se muestran los panales {p,q,r}; no isomorfos,
con excepcion de los panales {3,3,4}2 v {3,3,5}3 pues son duales a {4,3,3}s y {5, 3,3},
respectivamente y sus grupos de simetrias son isomorfos). En ambas tablas se muestra el
nimero de vértices, aristas, caras y celdas de los panales {p,q, 7}, asi como sus grupos

Ip,q. 7]

{p>Q7T}t \4 E F C [pacbr];Q

{4334 | 8 [16 | 12 [ 4 [((C2xC2xC2xC2):C3):C2
{3,4,3}¢ | 12 | 48 | 48 | 12 (A4 x A4) : C2
{5,3,3}15 | 300 | 600 | 360 | 60 As x As

Tabla 3.6: Panales regulares de tipo {p,q,7}n/2

{p.ar} [t[V]E|F |C P, q, 71}
(43322431 S4

ol 1441 54
B s e s x4
(5,33 3510 6 |1 A5

Tabla 3.7: Panales quirales de tipo {p,q,r}:

Recordemos que la figura 3.19 muestra una coloracién de aristas en {4, 3,3}, cuya
coloracion indica las aristas identificadas para construir el panal {4, 3,3},. Esta coloracion
se obtuvo identificando las aristas a distancia dos a lo largo de los poligonos de Petrie
derechos.

Por otro lado en [1], se construye un 4-politopo quiral en R* a partir de la figura 3.64,
donde los vértices y aristas son los vértices y aristas del hipercubo de la figura 3.64, las 2-
caras son las componentes conexas de dos colores, las 3-caras son las componentes conexas
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de tres colores. Notemos que la figura 3.19 y 3.64 es la misma. Resulta que este es el tinico
ejemplo conocido de un 4-politopo quiral en R*.

Figura 3.64: 4-politopo quiral en R*

Surge la siguiente pregunta, con las identificaciones encontradas en los panales {3, 3,4},
{3,4,3}, {5,3,3} vy {3,3,5} para construir los panales {3,3,4}s, {3,4,3}2, {3,4,3}s,
{5,3,3}3 v {3,3,5}3 ise podran encontrar 4-politopos quirales en R* de forma andloga
como se hace en [1]7

Otra pregunta que queda por responder es si podemos obtener panales quirales de
rango mayor a cuatro, usando técnicas similares a las descritas en este trabajo, es decir,
usando torsiones (y sus correspondientes poligonos de Petrie) y haciendo cociente con
estas.



Apéndice A
GAP

A.1 Panales esféricos regulares de tipo {p,q,r}

Hipercubo

A continuacion, definimos un grupo libre g con cuatro generadores. Luego, redefinimos
las variables de g por las letras Ry, Ri, Ro, R3, las cuales usamos para los generadores
de [4,3,3]. Después, definimos en G el grupo [4,3,3] y obtenemos el orden de G. En F
definimos el subgrupo de rotaciones de {4, 3,3} y también calculamos su orden.

gap> g:=FreeGroup(“R0",“R1","R2","R3");
<free group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> R0:=g.1;;
gap> Rl:=g.2;;
gap> R2:=g.3;;
gap> R3:=g.4;;
gap> G:=g/[R0"2,R1/2,R2"2,R3"2,(RO*R1)"4,(R1*R2)"3,(R2*R3)"3,(RO*R2)"2,
(RO*R3)"2,(R1*R3)"2);
<fp group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> Order(G);
384
gap> F:=Subgroup(G,[G.2*G.4,G.1*G.4,G.1*G.3)]);
Group([ R1*R3, RO*R3, R0*R2 ])
gap> Order(F);
192
Se verifica que [4,3,3]t <[4,3,3] y [[4,3,3] : [4,3,3]T] = 2.

gap> IsNormal(G,F);
true
gap> Index(G,F);
2
Se redefinen los generadores de F' = [4,3,3]", es decir, L = Ri1R3, M = RoR3 y
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N = RyR;.

gap> L:=F.1;;
gap> M:=F.2;;
gap> N:=F.3;;
Ahora obtendremos las torsiones del grupo G = [4, 3, 3]. Primero listamos los elementos
de G.

gap> e:=Elements(G);;
Definimos una lista [ de tamano (Size(G))(Size(G)) cuyas entradas son todas cero.
gap> l:=[];; gap> for i in [1..(Size(G)*Size(G))] do I[i]:=0; od;

En el siguiente c6digo, tomamos un elemento e[j] de G y lo conjugamos con todos elementos
eli] de G, es decir, e[ile[j](e[i])™", donde ¢ € {1,...,Size(G)}. Queremos checar, cudndo
elile[7](e[i]) " es igual a RyRyRyR3 = M LN M. Asi, conoceremos los elementos de [4, 3, 3]
que son torsiones derechas, donde j € {1,...,Size(F)}. La lista [ contiene las torsiones
derechas.

gap> for j in [1..Size(G)] do

> for i in [1..Size(G)] do

> dif e[i]*e[j]*Inverse(e[i])=M*L*N*M then I[(j-1)*Size(G)+i]:=e[j]; fi;
> oaq;

> od;

gap> |;;

Si quitamos las torsiones repetidas y las entradas iguales a cero de [, obtenemos todas las
torsiones. En total son 48 torsiones.
Anéalogamente como obtuvimos a las torsiones obtendremos las torsiones derechas.

Veremos que hay 24 torsiones derechas. Tomamos w € [4, 3, 3], veremos si existen elementos
a € [4,3,3]" tales que awa™' = RyRiRyR3 = MLNM.

gap> w:=Elements(G);;
gap> a:=Elements(F);;

Nuevamente definimos una lista m de ceros:

gap> m:=[];;
gap> for i in [1..(Size(G)*Size(F))] do m[i]:=0; od;

Guardamos las torsiones en la lista m.

gap> for j in [1..Size(G)] do
> for i in [1..Size(F)] do

:cf.a[i]*W[j]*Inverse(a[i]):M*L*N*M then m[(j-1)*Size(F)+i]:=w]j];
od; |

vV VvV V
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> od;
> m;;

Quitamos los elementos repetidos de la lista m y obtenemos las 24 torsiones derechas.
Para obtener las torsiones izquierdas, primero definimos w € [4,3,3] y cl[2]= [4, 3, 3]" Ry.

gap> w:=Elements(G);;
gap> cl:=RightCosets(G,F);
[RightCoset(Group([R1*R3,R0*R3,R0*R2 | ),<identity ...>),
RightCoset(Group([R1*R3, RO*R3, RO*R2 ]),R0)]

gap> a:=Elements(cl[2]);;

Nuevamente definimos una lista n de ceros:

gap> n:=[|

gap> for i in [1..(Size(G)*Size(F))] do n[i]:=0; od;

Guardamos las torsiones izquierdas en la lista n, donde alil€ [4, 3, 3] R,.

gap> for j in [1..Size(G)] do

if afi]*w[j]*Inverse(a[i])=M*L*N*M then n[(j-1)*Size(F)+i]:=w[j];

> for i in [1..Size(F)] do
>

> fi:

> od;

> od;

> n;;

Quitamos los elementos repetidos de la lista n y obtenemos las 24 torsiones izquierdas.
Los célculos de los panales esféricos regulares que restan se encuentran en la tabla A.1

pero omitimos los detalles.

Panal | Orden [p,q,r] | Orden [p,q,7]" | No. torsiones | No. torsiones der. e izq.
14,3,3) 384 192 48 24
{3,3,4} 384 192 48 24
(3,3,3) 120 60 24 12
(3,4,3) 1152 576 96 48
(5,3,3) 14400 7200 - .
(3,3,5) 14400 7200 - -

Tabla A.1: Panales regulares esféricos
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A.2 Panales regulares tipo {p,q,r}¢

Panal de tipo {4,3,3}4

A continuacion, definimos un grupo libre g con cuatro generadores. Luego, redefinimos
las variables de g por las letras R0, R1, R2, R3 las cuales usamos para los generadores de
[4,3,3]. Después, G es el grupo [4, 3, 3].

gap>g:=FreeGroup("R0","R1","R2","R3");

<free group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> R0:=g.1;

RO

gap> Rl:=g.2;

R1

gap> R2:=g.3;

R2

gap> R3:=g.4;

R3

gap> G:=g/[R0% R12,R22 R32,(RO*R1)%,(R1*R2)3,(R2*R3)3,(R0O*R2)?,(R0O*R3)?,(R1*R3)?;
<fp group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> Order(G);

384

Definimos en S al grupo ((LN)*), en NG a la cerradura normal de ((LN)?*) en G = [4, 3, 3]
y en C' al grupo cociente [4, 3, 3]/((LN)*).

gap> S:=Subgroup(G, [(G.2*G.4*G.1*G.3)%));
Group([ (R1*R3*R0*R2)* ])

gap> NG:=NormalClosure(G,S);

Group(<fp, no generators known>)

gap> C:=FactorGroup(G,NG);

<permutation group with 4 generators>

gap> Order(C);

192

El subgrupo de rotaciones [4, 3, 3]" estd definido en F' y redefinimos las variables por L,
My N.

gap> F:=Subgroup(G,[G.2*G.4,G.1*G.4,G.1*G.3)]);
Group([ R1*R3, RO*R3, R0O*R2 |)

gap> Order(F);

192

gap> L:=F.1;

R1*R3

gap> M:=F.2;
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RO*R3
gap> N:=F.3;
RO*R2
Veamos que ((LN)*) es normal en F' = [4,3,3]" y P =[4,3,3]"/((LN)*).

gap> z:=Subgroup(F,[(L*N)*]);

Group([ (R1*R3*R0*R2)* ]); gap> IsNormal(F,z);
true

gap> P:=FactorGroup(F,z);

<permutation group with 3 generators>

gap> Order(P);

96

Calcularemos el [C : P]? €s decir, Hp7q7r]t : [paCJﬂ"]j] Yy IOS grupos de [p7Qar]t y [paqﬂa]z_a
donde : en GAP significa producto semidirecto.

gap> Index(C,P);

2

gap> StructureDescription(C);

"(((C2x C2x C2xC2):C3):C2):C2"
gap> StructureDescription(P);

"((C2x C2x C2x C2) : C3): C2"

Veamos que P = F'/z es isomorfo a el grupo con la presentacién H.

gap> Hi=f/[L2,N2,M2 (LXM)*, (L*M*N)? (M*N)? (L*N)4];
<fp group on the generators [ L, N, M |>
gap> IsomorphismGroups(P,H);

La instruccion IsomorphismGroups(P,H) nos devuelve el isomorfismo entre los grupos P y
H, como sucede en este caso, simplemente no mostramos el isomorfismo. Si P y H no
fueran isomorfos, GAP regresa el valor fail.

Ahora, se calcula el orden de los elementos LN y LMNM en H = [4,3,3]].

gap> Order(H.1*H.2);

4

gap> Order(H.1*H.3*H.2*H.3);
4

Los calculos de los otros panales regulares {p, ¢, 7}; se obtienen anidlogamente y estan
en la tabla 3.2.
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Panal de tipo {4, 3,3},
Primero definimos en F al grupo [4, 3, 3]*.

gap> f:=FreeGroup(“L",“N",“M");
<free group on the generators [ L, N, M |>
gap> L:=f.1;;
gap> N:=f.2;;
gap> M:=f.3;;
gap> F:=f/[L% N2 M2 (L*M)*,(L¥*M*N)3,(M*N)3];
<fp group on the generators [ L, N, M |>
Podemos escribir al grupo P = [4,3,3]"/((LN)2) o con la presentacién de G-
gap> z:=NormalClosure(F, Subgroup(F, [(F.1*F.2)%]));
Group(<fp, no generators known>)
gap> P:=FactorGroup(F,z);;
gap> G:=f/[L% N2 M2, (L*M)*,(L*M*N)3,(M*N)3,(L*N)?];
<fp group on the generators [ L, N, M |>
gap> IsomorphismGroups(P,G);
gap>Size(G);
24
El orden de los de las torsiones LN y LM N M es dos y cuatro respectivamente. Ademas
encontramos que G = [4,3,3]; = Sy:

gap> Order(G.1*G.2);

2

gap> Order(G.1*G.3*G.2*G.3);
4

gap> StructureDescription(G);
175471

Obtenemos el nimero de vértices, aristas, caras y celdas:

gap> V:=Subgroup(G,[G.1*G.3*G.2,G.2*G.3]);
Group([ L*M*N, N*M ])

gap> Index(G,V);

2

gap> E1:=Subgroup(G,[G.2*G.3,G.2]);
Group([ N*M, N ])

gap> Index(G,E1);

4

gap> F1:=Subgroup(G,[G.3*G.1,G.1]);
Group([ M*L, L ])
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gap> Index(G,F1);
3
gap> C:=Subgroup(G,[G.3*G.1,G.1*G.3*G.2]);
Group([ M*L, L¥*M*N |)
gap> Index(G,C);
1
Analogamente calculamos los datos de la tabla 3.4 y 3.5.

Cerradura normal de Z en [4,3, 3]"

Definimos en G al grupo [4,3,3] y en F' al grupo [4,3,3]" y en z definimos la cerradura
normal de ((LN)?) en [4,3,3]". Con la instruccién z; GAP que nos regresa los generadores
de ((LN)?).

gap> g:=FreeGroup(”"R0","R1","R2","R3");

<free group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> R0:=g.1,;

RO

gap> Rl:=g.2;

R1

gap> R2:=g.3;

R2

gap> R3:=g.4;

R3

gap> G:=g/[R0% R1%?,R2% R3% (R0O*R1)*(R1*R2)? (R2*R3)3,(R0O*R2)?,(R0O*R3)?,(R1*R3)?;
<fp group on the generators [ RO, R1, R2, R3 |>
gap> F:=Subgroup(G,[G.2*G.4,G.1*G.4,G.1*G.3)]);
Group([ R1*R3, R0O*R3, R0O*R2 ])

gap> L:=F.1;
R1*R3
gap> M:=F.2;
RO*R3
gap> N:=F.3;
RO*R2

gap> z:=NormalClosure(F,Subgroup(F,[(L*N)?]));

Group(<fp, no generators known>)

gap> z;

Group(<fp, no generators known>)

gap> Elements(z);;

gap> z;

Group([ RI*RO*R2*R1*R371*R271*R1-1*R0~!, R1*R2*R1*R0*R1~1*R271*R371*R0~! ])
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