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INTRODUCCION

Las matematicas han sido, durante siglos, una de las ramas del conocimiento mas estudiadas y que ha
ofrecido una cantidad considerable de problemas que merecen atencion, no Unicamente por parte de
aquellos que se limitan a su estudio, sino también por algunos otros cuyos intereses se relacionan con
éstas. En filosofia, las matematicas interesan por su relacion con la l6gica y algunos aspectos relativos a
ésta (como la naturaleza de los nimeros, las propiedades de los sistemas, la relacion de las matematicas
con el lenguaje, etc.), los cuales parecen estar relegados a la misma debido a su naturaleza y a que
parecen ser objeto de estudio de la filosofia méas que de las matematicas.

En este sentido, aqui me ocuparé de hablar sobre uno de estos aspectos: la consistencia de los
sistemas formales. EI motivo de esto es el siguiente: los Gltimos afios del Siglo XIX y la primera mitad
del Siglo XX estuvieron marcados por el intento de fundamentar las matematicas: se intentaba idear o
encontrar un método seguro que permitiera dar cuenta de donde y como se obtienen las afirmaciones
hechas sobre figuras, nimeros o conjuntos de estos.

Una de las personalidades méas notables en esta empresa fue el matematico prusiano David
Hilbert (cfr. Ladriere, 1969, Hilbert, 2011 y Pifieiro, 2012) pues él ideé un programa —basado en el
método axiomatico que Aristdteles presentd en los Analiticos Segundos (Cfr. Aristételes, Analiticos
Segundos, 71a — 89b) el cual se encarga de construir sistemas formales que, con ayuda de un lenguaje
basado en simbolos, pretenden representar, a través de férmulas, las estructuras de los objetos
encontrados en las Ilamadas teorias matematicas intuitivas o reales. Ademas de esta formalizacion, él
propone la aceptacion de un conjunto de férmulas llamadas axiomas, a partir de las cuales es posible
obtener las afirmaciones ya mencionadas llamadas teoremas. La demostracion es el procedimiento
mediante el cual se obtienen los teoremas: debe permitirnos observar, mediante un numero finito de
pasos, que cada una de las formulas involucradas en ésta procede de los axiomas con ayuda de reglas de
transformacion (las cuales proceden del calculo 16gico).

Para poder asegurar que todos estos elementos funcionan de manera correcta, Hilbert propone la
creacion de una metamatematica (a la cual también se le puede llamar metateoria 0 metalenguaje). Esta
es un lenguaje con el cual se pueden expresar cuestiones relacionadas con el lenguaje del sistema en
cuestion, principalmente se ocupa de hablar de las propiedades del sistema matematico y de sus
formulas.

Entre las propiedades del sistema se encuentran: consistencia, completud, correccion y

decidibilidad. De manera resumida, la consistencia de un sistema es la propiedad que hace que un



sistema no demuestre contradicciones: una expresion que tiene la afirmaciéon y la negacion de una
proposicion del mismo tipo. En logica clasica (usada por Hilbert), las contradicciones solo se siguen de
contradicciones. Por tanto, si de un conjunto de axiomas se sigue una contradiccion, esto quiere decir
que antes ya se encuentra una contradiccion en éste, esto es, dicho conjunto (y también el sistema en el
que se encuentra) es inconsistente. Ademas, el hecho de que haya contradicciones implica, por el
principio de explosion, que se puede demostrar cualquier férmula. Con ello también es posible
demostrar la afirmacion de un teorema, asi como su negacion. Esto no es conveniente porque, dado que
un sistema de este tipo nos habla de una teoria formal, si es inconsistente, puede demostrar afirmaciones
falsas sobre la teoria de la que habla. Por ello es necesaria la consistencia.

Por otro lado, existen dos tipos de completud. El primero nos dice que el sistema es capaz de
demostrar las férmulas universalmente vélidas, es decir, aquellas que resultan verdaderas en todas sus
posibles interpretaciones —en todas las situaciones en que se les asignan valores de verdad a los signos
que las componen-. El segundo, también llamado completud para la negacién, afirma que el sistema es
capaz de demostrar todos los teoremas 0 sus negaciones, pero no ambos (por ejemplo, si tenemos dos
teoremas, T; y —T;, entonces Unicamente serd demostrable T; 0 —T;, pero no ambos al mismo tiempo).

La correccion nos asegura que todos los axiomas y las formulas que son teoremas de un sistema
formal también son verdaderos: sus valores de verdad se hacen verdaderos cuando se les pone en
correspondencia con un determinado tipo de objetos.

Por ultimo, la decidibilidad permite decir si existe 0 no un método mecanizable y efectivo para
demostrar un teorema o su negacion.

En este escrito me ocuparé de hablar de la consistencia por la siguiente razon: Hilbert proponia
que se diera una demostracion de la consistencia para asi asegurar, entre otras cosas, que los sistemas
axiomaticos libraran a las matematicas de las paradojas y contradicciones que los recientes trabajos en
teoria de conjuntos habian traido consigo. Sin embargo, en 1931, Kurt Godel publicé Sobre sentencias
formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines (Gddel, 2006, pags. 53 — 87),
texto en el cual demuestra dos teoremas acerca de los sistemas formales: 1) En todo sistema que sea
recursivamente axiomatizable y que formalice alguna parte de la aritmética, existen sentencias que son
formalmente indecidibles; y 2) En todo sistema recursivamente axiomatizable que formalice una parte

de la aritmética, la sentencia que afirma su consistencia es indemostrable.



De manera resumida, el trabajo de Gddel en el escrito mencionado es el siguiente: Godel toma el
lenguaje formal de los Principia Mathematica y los axiomas de la aritmética de Peano para formar un
sistema que aqui llamare P.

Hecho esto, Godel decide formalizar el metalenguaje a través de los nimeros Godel y de los
enunciados de PA. Los nimeros Godel son representaciones numéricas de los simbolos de P —todo
simbolo, sucesion de simbolos, formula y sucesion de formulas posee un Gnico nimero Godel- y los
enunciados de PA sirven para indicar que dichos nimeros tienen ciertas propiedades como ser una
formula, ser una férmula demostrable, ser una demostracion, etc. Asi, es posible hablar de las
expresiones de P a través de los objetos y expresiones de la aritmética. Dichas enunciados se componen
de un predicado como Form(x) y se definen con una féormula aritmética, y estos, después pueden ser
formalizados con formulas de P.

Por otro lado, Godel usa el método diagonal, el cual consiste en hacer que expresiones del
sistema hablen de si mismas. Dicho de otra manera, el método diagonal es posible hacer que tales
expresiones sean autorreferentes. Ademas, construye una formula que habla de si misma mediante su
namero Godel. Esta formula es G, su nimero Godel es g, y ésta significa “x no es una férmula
demostrable”. Mediante el método diagonal, es posible sustituir x por g con lo cual se obtiene la
expresion “g no es una formula demostrable”, asi, G dice de si misma mediante su nimero Gddel que no
es demostrable.

Ahora bien, si suponemos que G es demostrable, entonces también estamos suponiendo que G es
verdadera (esta cuestion se profundizard mas adelante). Pero si G es verdadera, entonces lo que afirma
de hecho es verdadero. Por tanto, es verdadero que tal formula no es demostrable. Asi, llegamos a una
contradiccion porque se esta demostrando algo que dice de si mismo que no es demostrable. Esto no es
posible porgque P se supone como consistente. Por tanto, G no puede ser demostrable.

Podemos pensar que su negacién si es demostrable —para buscar que P sea completo-, por lo
cual: si suponemos que —G es demostrable, entonces suponemos, al mismo tiempo, que —G e€s
verdadera. Si =G es verdadera, entonces G es falso. Con lo cual tenemos que G es demostrable. Ahora,
cabe resaltar que bajo el supuesto de que -G es demostrable, entonces G también lo es. Por tanto, tanto
G como —G son demostrables, lo cual nos lleva a otra contradiccion. Por tanto, tampoco —G es

demostrable porque esto nos lleva a contradicciones.



En consecuencia, G ni su negacion son demostrables. En términos de GoOdel, G es una
proposicion indecidible porque ni G ni su negacion se pueden demostrar con los axiomas de P. De esta
manera GOdel demostro el primer teorema de incompletud.

En lo que respecta al segundo teorema de incompletud, Godel se ocupa, primero, de construir
una expresion de la aritmética que representa la consistencia de P. Segundo: se formaliza esta expresion
mediante una férmula: Con(P). Dicha férmula no es demostrable porque hacerlo también implicaria
demostrar G, lo cual no es posible. Por tanto, la consistencia de P no es demostrable.

A raiz de este segundo teorema, y de todo el aparato formal propuesto por Godel, surge la
pregunta ¢;es la consistencia un objeto de la teoria que formaliza P? dicho méas especificamente ¢la
consistencia tiene las mismas propiedades que los nimeros naturales (o0 puede ser una propiedad de
estos) estudiados por P y PA? A manera de respuesta, puedo decir que no, porque la consistencia de un
sistema (y ésta es la hipotesis de este escrito), en este caso P, ademas de estar relacionada con la
metateoria y la correspondencia entre este sistema y los nimeros naturales, no es un objeto que podamos
encontrar en el conjunto (N) de los objetos con los que trabaja ésta teoria, tampoco es una propiedad de
estos y sus propiedades no le son aplicables. La consistencia, segin este punto de vista, es mas bien una
propiedad del sistema P*.

Dicho esto, debo recalcar que el objetivo principal de este escrito es mostrar la tesis mencionada
y los objetivos particulares se encontraran a lo largo de los capitulos del mismo. Por tanto, la tesis tendra
la siguiente estructura:

El objetivo del Capitulo I es exponer qué es un sistema formal. Para realizar esto, me ocuparé
de mencionar la nocién de sistema y los componentes que lo conforman: 1) lenguaje formal; y 2) la
parte axiomatica (axiomas, reglas de transformacion y teoremas).

Luego mencionaré qué es la demostracién. Para esto tendré que decir qué son las
interpretaciones y modelos de un sistema formal, hablar sobre la nocién de consecuencia logica y la
diferencia entre deduccion, derivacién y demostracion, para entender la relacion que esto tiene con las
teorias intuitivas. Por ultimo, explicaré que el objetivo de los sistemas formales son las demostraciones.
Para realizar este capitulo me basaré, principalmente, en las obras Limitaciones internas de los
formalismos de Jean Ladriere, Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics de Haskell B. Curry,

El juego de los principios de Alejandro Cassini y Fundamentos de las matematicas de David Hilbert.

1 , . . ~ . . . .
Aqui también es conveniente sefialar que la consistencia tampoco es una propiedad de las expresiones encontradas del
sistema, sino una propiedad del sistema en su totalidad (esto se vera conforme el trabajo progrese).
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El Capitulo 11 tiene como objetivo hablar sobre algunas propiedades de los sistemas formales,
haciendo énfasis en la consistencia. Para ello, diré qué es la metateoria de un sistema formal. Asi, haré
las distinciones entre las nociones lenguaje-objeto y metalenguaje, sintaxis y semantica. Hacer esto me
servira para explicar las relaciones entre el metalenguaje y las propiedades de los sistemas formales.
Luego mencionaré algunas de éstas, a saber: consistencia, completud, decidibilidad, categoricidad. Para
realizar este apartado me basaré en Limitaciones internas de los formalismos de Jean Ladriere, Outlines
of a Formalist Philosophy of Mathematics de Haskell B. Curry, El juego de los principios de Alejandro
Cassini y Fundamentos de las matematicas de David Hilbert.

Aqui debo hacer una pausa y mencionar lo siguiente: estos dos capitulos seran la base para
entender varias nociones que mencionaré en los dos siguientes. Su utilidad es, pues, dar cuenta de las
partes y propiedades de los sistemas formales para saber qué son y para qué sirven, de modo que el
lector pueda ubicar estos aspectos en el momento en que se encuentre con la exposicion de P. Asi, por
ejemplo, cuando mencione axioma de P, el lector sabra que un axioma tiene tales y cuales propiedades y
que se comporta de tal o cual manera. Si no hiciera esto, es decir, si dijera qué es cada uno de los
elementos de P al momento de presentarlos, entonces la exposicién se volveria confusa.

Dicho esto, el objetivo del Capitulo 111 es explicar qué es la numeracion de Godel y en qué
consisten los Teoremas de Incompletud de Gddel. Para llevar a cabo este objetivo debo, en primer lugar,
explicar como se constituye el sistema P, pues con su lenguaje y con su relacién con PA (Aritmética de
Peano), fue posible realizar la numeracién de Godel.

Hecho esto, explicaré algunas cuestiones relacionadas a la correspondencia entre P y la
Aritmética®. Sobre esto, también mostraré las propiedades mas basicas de los nimeros que podemos
encontrar en PA. Luego explicaré por qué P es capaz de formalizar estos aspectos encontrados en PA.

El siguiente paso es explicar la numeracion de Godel. En este apartado, explicaré como se asigna
un numero Gdodel a cada simbolo del sistema P, luego a cada expresion, y por ultimo a cada férmula de
P. Con esto me sera posible decir que estos numeros sirven para realizar las expresiones
metamatematicas de P y que los nimeros Gddel son también nimeros naturales.

El siguiente paso es explicar los dos Teoremas de Incompletud de Goédel. Explicar estos
teoremas me sirven para dar cuenta de como se construye la expresion de la consistencia en la aritmética
y su posterior formalizacién en P. Para realizar este capitulo me basaré, principalmente en Sobre

sentencias formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines de Kurt Gddel, Como

2 . o . . .
Aritmética y PA se refieren a una misma teoria.
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argumentar a favor de una proposicion indecidible de Cristian Gutiérrez Ramirez, la tesis de doctorado
de Carlos Torres Alcaraz Elementos para una critica de la razén filoséfica: La filosofia matematica de
David Hilbert y Kurt Godel y Gadel’s Incompleteness Theorems de Raymond M. Smullyan.

En el Capitulo 1V me ocuparé de mostrar cdmo es que la consistencia de P (y posiblemente la
consistencia en general) no se encuentra en el conjunto N: no es un nimero natural, una propiedad de los
numeros y tampoco puede tener alguna de estas propiedades. Para lograr este objetivo me ocuparé de
profundizar en el aspecto de los nimeros Godel como nimeros naturales. Esto me servira para decir que,
si los nimeros Godel son ndmeros naturales, entonces la consistencia tampoco es una de sus
propiedades.

También retomaré algunos aspectos de la consistencia para recordar que esta es una propiedad de
sistemas formales. Luego mostraré tres razones por las que no pertenece a N: 1) es una propiedad de
sistemas; 2) no puede ser una propiedad de nimeros naturales; 3) no es posible que tenga propiedades de
nameros naturales por ser una propiedad de sistemas (y junto a esto también diré que las propiedades de
los nimeros Godel tampoco pertenecen a la consistencia). Con esto puedo afirmar que la consistencia no
es uno de los objetos tratados por P y PA.

Por ultimo, trataré de manera breve tres preguntas que, ademas de lo anterior, me permiten
suponer que la consistencia no debe ser tratada como un ndmero en tanto que no es un numero. Para
realizar este apartado me basaré en lo dicho en los capitulos anteriores.

Por otra parte, la relevancia del escrito aqui presente es la siguiente: es un hecho que hasta
nuestros dias gran parte del trabajo matematico se desarrolla de una manera muy similar a aquella
propuesta por Hilbert: en areas como la aritmética, el algebra, la geometria, la teoria de conjuntos e
incluso en aspectos relacionados con la computacion, como la programacion, se nos da un conjunto de
principios (axiomas), asi como una serie de reglas que nos indican los pasos y operaciones que podemos
0 no aplicar a dichos principios para asi obtener nuevos resultados que nos hablan de un determinado
tipo de objetos. Tenemos, pues, que una buena porcién del edificio matematico ain se basa en un
método que da cuenta de sus avances de manera algoritmica, esto es, el trabajo matematico se lleva a
cabo mediante una serie de pasos y herramientas que no deben dejar duda alguna de la procedencia de
Sus avances.

Al mismo tiempo, es un hecho que las teorias matematicas que trabajen de la manera

mencionada, y que ademdas axiomaticen parte de la aritmética, seran afectadas por los teoremas
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desarrollados por Kurt Godel: tendran proposiciones que no podran ser demostradas y seran incapaces
de demostrar su propia consistencia.

Hablar sobre la indemostrabilidad de la consistencia da cuenta de las limitaciones que implica
que las instancias que usan el método axiomatico en sistemas formales intenten hablar de si mismas con
este mismo método. De igual manera, hablar de que la consistencia es una propiedad de los sistemas
axiomaticos-formales y no un objeto estudiado por estos, ademas de contribuir al sefialamiento de tales
limitaciones, puede mostrar que el método ideado por Hilbert no puede tratar de la misma manera a
todos sus componentes. También podria mostrar que todo lo permeado por el método hilbertiano, como
lo son las matematicas, la ldgica, la computacion, y cualquier otra area en la que se intente usar sistemas
construidos bajo los postulados del método axiomatico, lleva consigo la imposibilidad de tratar todos los
aspectos relacionados consigo de la misma manera y de resolver todos los problemas que surjan en
estos.

Por ultimo, aunque haré aclaraciones sobre varias nociones relacionadas con toda la simbologia y
las nociones aqui encontradas, es conveniente que el lector tenga conocimientos basicos de logica de

primer orden y teoria de conjuntos.
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CAPITULO I: SOBRE LOS SISTEMAS FORMALES.

Introduccion

En este capitulo daré una definicion general de sistema formal. El objetivo de esto es dar cuenta de la
estructura bésica de dicho tipo de sistemas, pues esta parte del trabajo es necesaria para identificar tal
estructura en el sistema P ideado por Gdodel en el que se llevaron a cabo sus pruebas de incompletitud.

Para realizar esta empresa, primero enunciaré la nocion general de sistema. Posteriormente,
mencionaré los elementos de un sistema formal.: 1) lenguaje formal (donde enunciaré las definiciones
de los términos primitivos); 2) parte axiomatica (donde diré qué son los axiomas, reglas de formacion y
teoremas). Respecto a estas dos partes, mencionaré, primero, las partes de un lenguaje formal y después
cdmo se usan para construir las expresiones fundamentales del sistema.

Una vez hecho lo anterior me ocuparé de explicar cdmo los dos elementos anteriores se
relacionan para dar paso a la demostracion. En el apartado referente a este proceso diré qué es una teoria
intuitiva y como se diferencia el sistema formal. Ademas mencionaré qué son las interpretaciones,
modelos y campos de interpretacién. En relacion con esto, también haré mencién del concepto de
consecuencia logica para ver la relacion entre formulas que se siguen de otras. Por ultimo, explicaré la

diferencia entre deduccion, derivacion y demostracion.

1. Definicién de sistema formal.
1.1. Sobre la nocidn de sistema.

Antes de decir qué es un sistema formal, primero debemos tener en cuenta que un sistema en general
puede ser entendido como un conjunto de partes o elementos relacionados entre si. Cada uno de estos
elementos tiene una funcién en especifico y la conjuncion de todas ayuda a que el objetivo de todo el
sistema pueda llevarse a cabo. Para esclarecer este aspecto, pensemos en la gran variedad de sistemas
que usamos Y en los que vivimos de manera cotidiana: automaviles, teléfonos celulares, refrigeradores,
bicicletas, computadoras, sistemas de consulta de datos por internet, sistemas politicos, judiciales, etc.
En cada uno podemos identificar sus partes para ver como se relacionan, las funciones que tienen y
cémo todo esto cumple un objetivo general.

En una computadora, por ejemplo, podemos identificar una parte fisica: teclado, pantalla, bocinas
y mouse (cursor, ratén, como queramos llamarle). También encontramos la parte virtual, compuesta por
un sistema operativo, el cual consta de procesadores de texto, navegadores de internet, reproductores de
musica y demés. La parte fisica permite que nos comuniquemos con la virtual. Con estas dos en

conjunto, podemos escribir documentos (cartas, tareas, ensayos, etc.), hacer céalculos, ver videos,
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escuchar musica, crear imagenes, buscar informacion, hacer programas con funciones diferentes a las
que ya tenemos, etc. Y todas estas funciones en conjunto tienen, en dltima instancia, el objetivo de
hacernos la vida mas facil (si queremos negar esto, pensemos en lo tardado y dificil que hubiera sido
escribir estas palabras a mano).

De manera similar podemos pensar en un sistema formal: un conjunto de componentes formales
que, a grandes rasgos, nos ayudan a hacer calculos y ver cOmo ciertas cosas se siguen de otras ya dadas

0 que en un principio adoptamos como hipdtesis.

1.2. Elementos de un sistema formal.

1.2.1. Lenguaje formal.

El primer elemento del sistema formal es el lenguaje formal, éste es, basicamente, el conjunto de
simbolos encontrados en el sistema. La funcion de dicho lenguaje es simbolizar los elementos con los
que dicho sistema debe tratar. El tipo y la manera en que se usen dichos simbolos estaran determinados
por el tipo de objetos que trate el sistema formal al que pertenecen, por ejemplo, si un sistema formal se
ocupa de trabajar con las oraciones del lenguaje natural, entonces los simbolos usados y el orden que les
da sentido seran diferentes a los de un sistema que se ocupe de formalizar la aritmética elemental y se
ocuparan de representar las estructuras encontradas en la lengua.

Asimismo, el lenguaje formal se compone de tres partes. La primera es un conjunto de términos
primitivos, el cual es una lista, posiblemente infinita®, de los términos que se usaran en el sistema
(Curry, 1951, pags. 11 - 12) para formar las expresiones con las que trabajara. Los términos primitivos
en la mayoria de los sistemas pueden ser constantes, variables, letras predicativas, letras enunciativas
(o proposicionales), letras de funcién y cuantificadores.

Las constantes son los términos encargados de designar objetos determinados (como un nimero
entero 0 un individuo encontrado en un conjunto). Debo mencionar que, en un sistema totalmente
formal, las constantes deben ser consideradas como objetos que no tienen significado y cuyo sentido esta
determinado por el sistema en el que se encuentra (Ladriere, 1969, pag. 450). Por ejemplo, si nos
encontramos ante un sistema que trabaja con nimeros enteros y en éste encontramos una constante a

(que simboliza un numero entero), entonces debemos considerarla como si no representara un objeto en

3 . , . e 4 . . .

El hecho de que la lista de simbolos pueda ser infinita no es problematico, sino conveniente en ciertos casos, pues en
algunos sistemas formales es necesario que tal lista sea infinita porque los objetivos de los mismos exigen formar
combinaciones que necesitan tal cantidad de simbolos. Un ejemplo de esto se verd en paginas posteriores.
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especifico (como 3), pero si como si cumpliera con las cualidades de los numeros enteros, es decir, en el
contexto de dicho sistema no podemos asegurar que a = 3, pero si que dicho simbolo puede usarse en
las operaciones de suma y resta. A estos simbolos también se les llama constantes porque no cambian en
cuanto a sus propiedades.

Las variables, por otro lado, son aquellos términos que pueden ser reemplazados por constantes
pertenecientes a su misma categoria (constantes que representen ndmeros, individuos o predicados).
Estas, pues, indican que existe un lugar vacio que puede ser ocupado por una constante. Las variables, al
igual que las constantes, pueden ser encontradas en las formulas (mas adelante explicaré qué es una
férmula) de los sistemas en cuestion. En Vx (Px — Qx) la letra x es un simbolo al que se le asignan dos
predicados (P y Q). En dicha férmula x indica que hay un lugar vacio que puede ser sustituido con una
constante que cumpla con las dos propiedades, cualquieras que estas sean. Asi, se puede obtener la
siguiente expresion: (Pa — Qa) donde a puede ser un numero o un individuo, seguin el sistema en el
que se encuentre. De igual manera, las variables carecen de significado y su sentido (asi como su
comportamiento con las operaciones) estan determinados por el sistema en el que se encuentren.

Las letras predicativas, como ya se pudo observar, son los términos usados para dar cuenta de
las propiedades de las constantes y variables. De igual manera, dichas letras pueden indicar relaciones
entre estos dos 0 mas elementos y pueden funcionar como variables (Garrido, 1974, pag. 54). Las letras
pueden ser: monadicas, cuando competen s6lo a una variable 0 a una constante, como la propiedad de
ser un numero, la cual es simbolizada por Hilbert con Z (Hilbert, 2011, pag. 104); diadicas, cuando
indican una propiedad que se da mediante una relacion de dos constantes o dos variables mediante
constantes predicativas como =, <, #,* etc. (aqui una de las propiedades puede ser la igualdad entre dos
constantes) o con predicados como Rx, y, donde se indica que x tiene una relacion con y; triadicas, si la
propiedad en cuestion es una relacion entre tres objetos como aRbc (la cual puede simbolizar una
relacion cualquiera R que a tiene con b y c). El nimero de términos que pueden estar en relacion
mediante estas letras puede ser superior a tres y para escribir expresiones mas abstractas que aRbc, se
pueden usar expresiones como Ri,..., R%, donde n puede ser sustituido por el nimero de términos que
se encuentran relacionados con R y m es lugar que ocupa en la sucesion de simbolos predicativos. Es

aqui donde podemos ver el caracter variable de estas expresiones, pues un simbolo del tipo R}, nos dice

* Los simbolos indicados también predicados, la diferencia con las letras es, segln entiendo, que éstas dan cuenta de que
hay un predicado asignado a los elementos en cuestidn, pero no se indica cudl es, mientras que los simbolos de constantes
indican, por ejemplo, que dos constantes o dos variables son iguales, desiguales, o0 menores que otro entre si (a = b,
a < b,a # b). Cfr. Ladriere, 1969 y Garrido, 19.
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que existe una relacién entre determinado numero de objetos, pero no nos indica de qué relacion se trata
ni qué objetos estan involucrados en dicha relacion.

Las letras enunciativas o proposicionales son los términos que simbolizan las proposiciones
encontradas en el sistema formal. “Una proposicion es algo que puede ser entendido como una

afirmacion —de decir algo- con un significado intuitivo constante”®

(Curry, 1951, pag. 8) es decir, una
proposicion es un enunciado que afirma algo sobre algun objeto y eso que dice sobre el objeto
comUnmente se entiende sin mayor explicacion y se mantiene constante. Asi, por ejemplo, la oracion “2
es un numero par” afirma que el nimero 2 es par porque cumple con las condiciones para serlo. Ahora
bien, las letras proposicionales (representadas cominmente con p, g, r, etc.) también tienen un caracter
variable porque no nos dicen a qué proposicion representan, pero si podemos tener la seguridad de que
se refieren a afirmaciones sobre los objetos del sistema y que son susceptibles de ser verdaderas o falsas.

Las letras de funcion, como su nombre lo dice, son los simbolos utilizados para representar los
objetos con los que trabajan las funciones encontradas en los sistemas. Dichas letras, normalmente,
pueden ser las mismas que se usan en las variables, constantes y proposiciones mencionadas arriba.
También existen otros signos que pueden usarse para representar funciones que relacionan conjuntos de
nameros, funciones que relacionan funciones, funciones que relacionan dos objetos (como v o0 +, los
cuales pueden ser considerados como funciones, y relacionan dos letras proposicionales o dos constantes
o0 variables matematicas), etc.

Los términos faltantes son los cuantificadores, los cuales son usados para hablar de objetos
especificos o de conjuntos de objetos. Existen dos: existencial y universal. Ambos se usan junto con las
letras predicativas, las variables y las constantes. Asi, con el cuantificador existencial se puede decir que
existe un objeto que tiene una propiedad cualquiera, mientras que con el cuantificador universal se
pueden asignar una propiedad a la totalidad de objetos de un conjunto cualquiera (se puede decir, por
ejemplo, que en un conjunto de numeros, todos son enteros y por o menos uno es un nUmero primo).
Los simbolos més usuales de cuantificadores son V, para el universal y 3 para el existencial.

Ahora bien, debo mencionar que los simbolos usados para representar todos los términos
mencionados dependeran del objetivo y corriente de pensamiento, (y en algunos casos del autor)
responsables de hacer el sistema formal. A manera de ejemplo, tenemos las diferentes maneras en que se

representa el cuantificador universal: v, (),A. El primero se usa en los cursos convencionales de logica

“A proposition is something which is capable of being understood as an assertion, -of saying something- with a constant
intuitive meaning.” Debo aclarar, ademds, que no profundizaré en este asunto, sino que Unicamente lo menciono para decir
cual es la funcién de los simbolos en cuestion.
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proposicional y cuantificacional, el segundo es usado por Hilbert en sus textos relacionados a los
fundamentos de las matematicas y por Russell y Whitehead en sus Principia Mathematica (Russell y
Whitehead, 1981), mientras que el ultimo es usado por Garrido (cfr. Garrido, 1974). Lo mismo pasa con
los términos para representar las operaciones (explicadas a continuacion): A y - son usados para
representar la conjuncion de la logica proposicional (p A q, p - @), mientras que X y - se usan para
representar la multiplicacion en algunos sistemas gque contienen nociones de aritmeética (a X b, a - b).

La segunda parte del lenguaje formal son las operaciones (también conocidas como operadores),
las cuales son los modos en que los términos mencionados pueden ser combinados para formar términos
mas complejos o formulas, es decir, los operadores son objetos que, en conjuncion con los términos
primitivos, forman términos méas grandes y complejos, que tienen forma de sucesion. En cada sistema
formal se debe especificar una lista con todos los operadores, asi como el nimero y tipo de argumentos®
que usara cada uno (Curry, 1951, pag. 12). A manera de ejemplo tenemos los operadores
proposicionales A,v,— los cuales se usan con dos argumentos para obtener términos del tipo p A g,
pVq, p = q. También se encuentran las operaciones de la aritmética +,x, — con las cuales se pueden
formar foérmulas del tipo a + b,a X b,a —b. Cabe mencionar que cada sistema formal usara las
operaciones que le permitan llevar a cabo sus objetivos. Asi, habra sistemas formales que usen
Unicamente operaciones proposicionales, mientras que otras pueden usar estas y ademas operaciones
matematicas. Todo depende del objetivo del sistema formal y sus objetivos.

La tercera y Gltima parte del lenguaje son las reglas de formacion, las cuales son las oraciones
que nos indican como deben ser construidas las expresiones aceptadas en el sistema: nos indican el
orden en que las operaciones y los términos primitivos deben ser escritos para formar suseciones
admitidas en un sistema determinado. Las reglas, ademas, nos dicen que todo lo que no se construya
bajo lo que dictan, no sera una expresion permitida en el sistema. Cada sistema formal tiene su propio
conjunto de reglas de formacion, por tanto, una susecion valida en un sistema puede no serlo en otro
(Hunter, 1981, pag. 18; Curry, 1951, pags. 12, 17 — 27). Cada expresion que se construya con estas
reglas se llamara formula o formula bien formada (fbf).

Un ejemplo de reglas de formacion de formulas son las reglas de formacion de la logica

proposicional. Se presentan a continuacion:

6\,2 P . . .z . ; . . s

Véase apéndice Il para una explicacién mas detallada de estos términos. De momento, diré que los argumentos son cada
uno de los elementos que ubican a los lados de cada uno de los simbolos de operador. Estos, ademas, tienen un valor que
ayuda a complementar el valor de la conectiva.
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- Teniendo en cuenta los signos para operadores para la l6gica proposicional: —,AV, =, < y las
letras para variables proposicionales p, q, .

Toda letra proposicional p, g, r es una formula bien formada (fbf).

Si p es una fbf, entonces —p también es una fbf.

Sipyqsonfbf’s,entoncesp Aq,pV q,p = q,p < q.
Nada mas es férmula.

w0 N oE

Estas cuatro reglas de formacién indican qué sucesiones de simbolos seran formulas en la logica
proposicional. Asi, toda expresion que tenga una estructura similar a las presentadas en ellas serd una
férmula bien formada. La Gltima regla indica que sélo seran formulas aquellas sucesiones de signos que
se formen con las tres reglas anteriores.

Por otro lado, en este contexto (Curry, 1951, pags. 34 - 35), una férmula es una cosa abstracta,
es decir, si bien debido a las reglas de formacion tiene un sentido que nos indica qué tipo de fomula es y
como se comporta en el sistema, esta carece, en un primer instante, de significado (Hunter, 1981, pag.
18). Retomando el ejemplo de las letras proposicionales, variables y constantes, una formula puede ser
pAq 0 axb. En el primer caso sabemos que la operacién y el tipo de argumentos encontrados nos
hablan de una férmula que puede hacer referencia a proposiciones, pero no sabemos a qué proposiciones
especificamente se refiere. En el segundo caso, podemos encontrarnos ante una formula de la aritmética,
por lo que el comportamiento de las constantes debe obedecer al de los nimeros usados en dicho
sistema, pero no nos da cuenta de nimeros en especifico. En ambos casos, pues, tenemos términos que
tienen un sentido determinado, pero que no hacen referencia a significados concretos.

En general, existen dos tipos de formulas en los sistemas formales de caracter l6gico: atbmicas y
moleculares. Las formulas atdmicas son aquellas formadas por una Unica letra predicativa (con uno o
mas argumentos) o con una letra enunciativa. Algunos ejemplos de dichas formulas son las siguientes:

Pla Q%ab Q3aaa p q

Por otro lado, las férmulas moleculares son aquellas que no son atémicas, esto es, aquellas que
ademas de letras enunciativas o predicativas, también estad compuestas por operaciones proposicionales.
Algunos ejemplos de dichas formulas son las siguientes:

-p pAq pVgq
Hasta este momento he presentado los componentes de un lenguaje formal, el cual es, al mismo

tiempo una parte de un sistema formal. Para completar el objetivo de presentar la estructura de un
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sistema formal, en el siguiente apartado me ocuparé de exponer la parte restante: la axiomatica (la cual

se compone de axiomas Yy reglas de trasformacion).

1.2.2. Sobre la parte axiomatica: axiomas y reglas de transformacion.
El segundo elemento del sistema formal esta compuesto, como mencioné, por una parte axiomatica, la

cual, a su vez, de divide en dos partes mas: axiomas y reglas de transformacion. Estos dos componentes,

son tomados convencionalmente como las proposiciones fundamentales de los sistemas formales.

1.2.2.1. Sobre los axiomas
Los axiomas son definidos, de manera muy general, como las proposiciones o férmulas bésicas en las

que se fundamenta una gran cantidad de sistemas formales (aunque puede haber sistemas formales que
no requieran de estos, como algunas versiones de la logica de proposiciones). Los axiomas seran
matematicos o l6gicos segun el sistema en el que se encuentren, pero lo que tiene en comdn es que estos
son las expresiones de las que se parte para llevar a cabo las demostraciones o derivaciones (términos
que seran explicados mas adelante).

Ahora bien, los axiomas pueden ser definidos de varias maneras. La manera mas convencional de
hacerlo es diciendo que son enunciados, proposiciones (o incluso férmulas) que se aceptan porque su
verdad es evidente. Tal es el el caso de los postulados encontrados en los Elementos de Euclides
(Euclides, 1991, pag. 197). A manera de ejemplo, se encuentra los siguientes postulados:

1. Postulece trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera.
2. Y el prolongar continuamente una recta finita en linea recta.
De manera mas explicita, el primer postulado nos dice que podemos trazar una linea recta de un

punto A a un punto B de la siguiente manera:

Ae *5

El segundo postulado nos dice que dicha recta puede se extendida en cualquiera de las dos
direcciones. El caso es que ambos postulados son evidentes porque si trazamos las lineas como lo
indican, entonces obtenemos figuras que podemos entender de manera inmediata. No necesitamos, pues,
de una demostracién compleja para poder entender estos enunciados. Ademas, debido a que no hay algo
que niegue que podemos hacerlo asi, entonces los aceptamos como verdaderos.

Sin embargo, en los sistemas formales no ocurre asi porque, como mencionamos, los términos de

los sistemas formales deben carecer de significado, esto es, en un principio no deben hacer referencia a
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ningun tipo de objetos (aunque estén destinados a trabajar con un tipo determinado de estos). Ahora
bien, como los axiomas estan formados con los términos primitivos del sistema, tampoco haran
referencia a algun significado (Cassini, 2006, pags. 60 - 61). Son, pues, cosas abstractas que tienen un
sentido gracias a las reglas de formacion de férmulas.

Dicho esto, los axiomas en este contexto deben definirse como subconjunto de formulas bien
formadas de un sistema formal-axiomatico. Estas también se aceptan sin prueba, pero no debido a su
evidencia (pues al carecer de significado, también carecen de ésta), sino que se eligen por convencion,
esto es, el creador del sistema axiomatico es quien decide qué férmulas seran o no axiomas de su
sistema. Sin embargo, la eleccion de estas formulas no debe hacerse sin més, sino que debe hacerse
pensando en que deben ser suficientes para poder demostrar todas las formulas verdaderas encontradas
en el sistema y que hablen sobre aspectos relativos a las propiedades, relaciones y operaciones de los
objetos que el sistema formaliza.

El conjunto de axiomas de un sistema puede o no ser finito. Si un sistema puede ser
axiomatizado mediante un conjunto finito de férmulas, entonces puede hacerse una lista explicita con
todas y cada una de éstas. Por el contrario, cuando el sistema requiere de un numero infinito de estos, es
claro que no podemos dar una lista ordenada de todo el conjunto. En consecuencia, el sistema necesita
un medio con el cual pueda representar este nimero infinito de axiomas: esquemas de axiomas (los
cuales estan formulados con metavariables’). Cada esquema es una representacion de la forma que debe
tener una formula para ser considerada axioma. Asi, si suponemos un conjunto infinito de formulas y
estas tienen la forma de tales esquemas, entonces seran axiomas del sistema. Por ejemplo, si nuestro
esquema de axioma es A — A, podemos sustituir A por p Aqop Vg, 0 por un nimero infinito de
férmulas de este tipo para obtener un nimero infinito de axiomas de la formapAq > pAq, pVq -
p V q, etc. Cabe mencionar que el nimero de estos esquemas debe ser finito.

Por otro lado, no todos los conjuntos de axiomas son Utiles para cualquier sistema formal, pues
no permiten deducir todas las formulas verdaderas en cada uno de éstos. Dicho de otra manera, cada
sistema formal necesita de su propio conjunto de axiomas porque cada uno se ocupa de demostrar

férmulas diferentes, y porque no todos los sistemas formales se ocupan del mismo tipo de objetos. Por

7 Las metavariables son simbolos de un metalenguaje usados para abreviar y hablar sobre expresiones del lenguaje objeto
(aspectos que seran tratados mas adelante). Por ejemplo, una expresion del lenguaje objeto es la férmula p A q y ésta
puede ser abreviada con el simbolo metalinglistico A. A tiene el mismo valor de verdad que p A g, la diferencia es que A es
aun mas abstracto (Garrido, 1974, pags. 54 - 55). Todos los simbolos del tipo de A son variables porque pueden representar
cualquier férmula o un conjunto de férmulas del lenguaje objeto al que se refieren.
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ejemplo, podemos ver que los axiomas de los numeros reales, usados en algebra, no sirven para
demostrar los teoremas de la logica de proposiciones. E incluso dichos axiomas pueden no servir para
fundamentar a la aritmética béasica, porque, si bien hay ciertos axiomas semejantes, puede que algunos
del &lgebra no sirvan para demostrar teoremas de la aritmética y viceversa (aunque ambos sistemas se
ocupen de objetos matematicos). Como consecuencia de esto, existe la posibilidad de elegir y postular
axiomas segun el objetivo de los sistemas formales.

Sin embargo, puede existir equivalencia entre dos sistemas formales cuando ambos tienen el
mismo conjunto de teoremas y cuando sus lenguajes resultan equivalentes, es decir, cuando sus teoremas
son férmulas que dicen lo mismo sobre un tipo de objetos y el lenguaje con el que forman todas sus
expresiones tiene signos destinados a formalizar el mismo tipo de objetos.

Una caracteristica méas de los axiomas es la independencia. Existen dos tipos de independencia,
el primero consiste en que un axioma es independiente de un conjunto de férmulas del mismo tipo si no
es consecuencia logica de éste (Torres, 1999, pag. 16). En otras palabras, un axioma sera independiente
de un conjunto cuando sea imposible obtenerlo a partir de los otros axiomas pertenecientes a éste con la
ayuda de las reglas de transformacion (todos los aspectos relacionados con reglas de transformacion y
consecuencia logica, seran explicados en los apartados siguientes).

Por otro lado, el segundo tipo consiste en que un conjunto de axiomas sera independiente si cada
uno de sus elementos es independiente de los otros axiomas que se encuentran en éste. Dicho en otros
términos, un conjunto de axiomas sera independiente si ninguno de sus axiomas puede obtenerse de los

otros a partir de las reglas de transformacién del sistema en el que se encuentra.

1.2.2.2. Sobre las reglas de transformacion.
Las reglas de transformacion, como mencioné, pertenecen a la parte axiomatica y también son

proposiciones elementales del sistema. Por tal razon, podemos entender que dichas reglas, al igual que
los axiomas, deben ser aceptadas por convencion y tienen el objetivo de hacer demostraciones y
derivaciones. Estas reglas pueden representarse como expresiones formales, en el caso de la logica
proposicional, o como estructuras formales. Son, ademas, las proposiciones que nos indican los pasos
que deben seguirse para que, con ayuda de los axiomas, las formulas verdaderas del sistema sean
demostradas para convertirse en teoremas (Cassini, 2006, pag. 60). Es necesaria la existencia de por lo
menos una regla de transformacién en todo sistema formal, pero el nimero de la lista en la que son
enumeradas puede no tener limite siempre y cuando sea finito —segun entiendo, puede haber un gran

numero de reglas de transformacion sii todas pueden ser explicitadas en la lista que les corresponde.
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Cabe mencionar, ademas, que tales reglas forman parte del sistema, pues ellas nos indican como han de
manipularse las férmulas y, en este sentido, son una herramienta necesaria para la demostracion®.

Dichas reglas deben tener la caracteristica de correccion, la cual hace que las premisas a las que
son aplicadas conserven la verdad. Esto quiere decir que para que las reglas de trasformacion sean
correctas, deben hacer que férmulas verdaderas se sigan de formulas verdaderas. Asi, la correccion de
las reglas nos asegura que si los axiomas son verdaderos, entonces las formulas verdaderas demostradas
con estos también lo seran.

Una de las propiedades de los sistemas axiomaticos también es la correccion (y de hecho, esta se
deriva de la correccion de las reglas de derivacion): un sistema axiomatico es correcto cuando las
formulas deducidas de los axiomas son al mismo tiempo consecuencias l6gicas de los mismos®. Es decir,
un sistema sera correcto cuando todas las formulas que son deducidas mediante las reglas de inferencia a
partir de los axiomas, también son verdaderas bajo las interpretaciones que hacen verdaderos a dichos
axiomas. Por tanto, de igual manera se puede decir que un sistemas es correcto si todos sus teoremas son
verdaderos (esto, claro esta, teniendo en cuenta que los teoremas son férmulas que se siguen de los
axiomas).

Esto puede explicarse de manera esquematica de la siguiente manera: “F” es el simbolo que
usamos cuando queremos indicar que una férmula se obtiene de otra mediante reglas de trasformacion
(consecuencia sintactica) y “E” es simbolo que usamos para decir que las interpretaciones de un
conjunto de formulas hacen verdadera a otra formula que es su consecuencia (consecuencia semantica).
' es una metavariable usada para representar un conjunto de axiomas, A es la metavariable usada para
representar las formulas cualquiera que pueden ser consecuencias o conclusiones de ese conjunto, y S es
la letra con la que designamos a un sistema axiomatico-formal. Por lo tanto, si para toda A ocurre que

I'AyT E A, entonces S es correcto.

® Un ejemplo de regla de transformacién es el Modus Ponendo Ponens de la Légica Proposicional, la cual se representa con
el siguiente esquema: (P - Q),P, . Q, en el que Py Q representan letras de variable en la Légica Proposicional y — es el
simbolo del operador légico de implicacidén. Una lectura de dicha regla puede ser esta: si tenemos que P implica Q, y
ademads tenemos la afirmacidn de P, entonces podemos concluir Q. En otras palabras, esta regla nos indica que en todos los
casos parecidos a los del ejemplo se puede hacer la misma inferencia. Ademas, dicha regla es correcta, pues si hacemos
verdaderas a las formulas (P — Q), P, entonces la conclusién Q, también sera verdadera. Cfr. Garrido, 1974, para revisar las
maneras en que se pueden asignar interpretaciones de valores de verdad a las formulas ejemplicadas. Cabe mencionar que
esta regla solo funciona en la légica clasica.

° Una férmula es consecuencia légica del conjunto de axiomas de un sistema, si toda interpretacién que haga verdaderas a
las formulas de ese conjunto, también hacer verdadera a esa formula (Garrido, 1974, pag. 230). Todos los aspectos sobre
consecuencia Iégica, interpretacion, modelo, semdntica y sintaxis de un sistema, seran explicados en secciones posteriores.
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1.2.2.3. Sobre los teoremas.
Hasta ahora, he mencionado las dos partes principales en la composicion de un sistema formal-

axiomatico. Como hemos podido ver, el lenguaje sirve, basicamente, para enlistar todos los elementos
que se usarén en un sistema formal y para indicar como estos elementos deben ser combinados para
obtener nuevos terminos Ilamados formulas. Una vez que se establece esto, es posible establecer
axiomas, los cuales seran el fundamento de los sistemas. Los axiomas son el fundamento porque con
estos y las reglas de transformacion es posible llevar a cabo el objetivo de los sistemas formales: hacer
demostraciones para obtener teoremas (Cassini, 2006, pag. 62).

Un teorema es una formula que afirma cuestiones acerca de los objetos con los que trabajan los
sistemas formales. Comunmente, estas cuestiones tienen que ver con sus propiedades, relaciones y
operaciones. Dichas férmulas se consideran como verdaderas por la relacion existente entre el sistema 'y
la teoria de dichos objetos, por lo cual son suscetibles de ser demostrables. Sin embargo, tales formulas
sOlo seran teoremas si existe una demostracion. Cuando una formula se puede derivar de esta manera,
esto es, cuando existe una demostracion para ésta, se le llama teorema derivable o demostrable. Si
tenemos un sistema formal que usa la operacion de negacion, entonces podemos definir un teorema
refutable, esto es, una férmula cuya negacion es demostrada. Dicho de otra manera, si la negacién de
una férmula A (=A) tiene una demostracion y A no la tiene, entonces A es refutable.

Debido a la correccion de las reglas de transformacion, las interpretaciones que hagan verdaderos
a los axiomas, también haran verdaderos a los teoremas. De igual manera, por esta misma propiedad,
todas las caracteristicas de los axiomas seran poseidas por los teoremas.

A proposito de los teoremas, Cassini dice lo siguiente (Cassini, 2006, pag. 62):

“Los axiomas se consideran fbf deducibles de si mismas (pues la reflexividad es una propiedad esencial
de la relacion de deducibilidad: toda formula se deduce de si misma). Luego, todo axioma es también
teorema. Asi, el conjunto de los axiomas de un sistema esta incluido en el de los teoremas; y a su vez el
conjunto de los teoremas esté incluido en el conjunto de las fbf de ese sistema. Casi siempre el conjunto
de los teoremas de un sistema axiomatico es infinito.”

Con esto vemos, ademas, que los axiomas y teoremas parecen pertenecer al mismo tipo de

férmulas. Sin embargo, una diferencia que puedo sefialar es que los teoremas, si bien se deducen de si
mismos al igual que los axiomas, también deben ser deducidos de otras formulas, que no son estos,
mediante las reglas de derivacion.

Por otro lado, podemos identificar dos tipos comunes de teoremas: a) aquellos que estan
compuestos Unicamente por los términos primitivos de los sistemas en los que se encuentran (como los

encontrados en algunos sistemas de ldgica proposicional); y b) aquellos que se presentan como
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enunciados que dan cuenta de las propiedades de los elementos con los que trabaja el sistema formal en
el que se encuentran. Ejemplos de los dos tipos de teoremas son los siguientes:

a) --4- (A-B)

b) Paratodo nimero real a se daque a = —(—a).

El primer teorema establece que de una formula negada, se sigue otra férmula de implicacion en
la que el antecedente es la afirmacion de la misma y el consecuente es una formula cualquiera. Ademas,
podemos notar que la formula esta constituida con metavariables, con lo cual podemos deducir que
también existen esquemas de teoremas (como los esquemas de axiomas) y que existe la posibilidad de
tener infinitos teoremas con esa forma. El segundo nos dice que todos los nimeros reales son iguales al
inverso aditivo de su inverso aditivo. En este caso, el teorema es construido con constantes, pues el
objetivo es mostrar el comportamiento de los nimeros reales.

Una vez dicho qué son los teoremas, es momento de decir como se relacionan con las
derivaciones y demostraciones, pues dichos procesos se llevan a cabo con los axiomas y reglas de

derivacion.

1.3. Sobre la demostracion.
En el apartado anterior, mencioné los componentes méas béasicos de un sistema formal-axiomatico y

algunas de las expresiones que fundamentan a los mismos de los mismos. Por tanto, en este apartado se
mencionaran los elementos necesarios para llevar a cabo el objetivo de los sistemas axiomaticos:
demostraciones. Cabe mencionar que dichos elementos tienen que ver con la parte semantica de los
sistemas, esto es, con las interpretaciones, modelos y el concepto de consecuencia logica, pues, como se
vera mas adelante, estos tienen un papel imprescindible en el objetivo de dichos sistemas, asi como en el

tema de los fundamentos de las matematicas en general.

1.3.1. Sobre las interpretaciones y modelos de un sistema formal
1.3.1.1. Diferencia entre teoria intuitiva y sistema formal
Existen sistemas axiomaticos que no son formales (dichos sistemas también son Ilamados teorias), es
decir, son sistemas que también enuncian sus elementos de manera similar a los sistemas formales, pero
la diferencia es que sus términos y proposiciones elementales si tienen contenido y de hecho éste puede
resultar intuitivo —recordemos el ejemplo de la geometria euclideana mencionado en el apartado
anterior- (Ladriere, 1969, pags. 55 - 61).
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En tales teorias pueden formarse enunciados, de todos estos algunos son verdaderos o falsos. Los
verdaderos son los axiomas y los teoremas. Al igual que en los sistemas formales, un teorema es un
enunciado que puede deducirse de los axiomas o teoremas ya demostrados por medio de
demostraciones.

Cuando se dice que estos elementos se dan de manera intuitiva, se quiere decir que apelan a
objetos dados, es decir, los axiomas y los teoremas de las teorias intuitivas tienen un significado, en
apariencia evidente, porque pretenden hacer referencia directa a objetos mateméticos concretos:
nameros, conjuntos de numeros, figuras geométricas y las relaciones que puedan existir entre estos. La
diferencia con los sistemas formales es que los elementos de éstos no tienen, en un inicio, significado, y
cuando llegan a tenerlo éste es determinado por las reglas del sistema o porque se les pone en relacién
con los objetos de las teorias en cuestion (esto se explicard méas adelante) y no porque dichos elementos
sean objetos evidentes por si solos.

Sin embargo, existen objetos analogos en ambos tipos de sistemas. Asi, las nociones de
proposicion de los sistemas formales es andloga a la de enunciado de las teorias intuitivas, la derivacion
a la demostracion'®, la proposicién derivable a enunciado cierto y la proposicion refutable a la de
enunciado falso. La nocién de teorema, como hemos visto, es la misma en ambos tipos de sistemas. Esto
se debe a que, como se verd, los sistemas axiomaticos formales retoman la estructura de los objetos
encontrados en tales teorias.

A partir de esto, deben hacerse especificas las nociones de presentacion, representacion e
interpretacion de un sistema. Esto, ademéas de sentar las bases para explicar la demostracién, nos
ayudara a hacer mas explicita la nocion de sistema formal.

La presentacion se refiere a la eleccion de simbolos con los que un sistema formara sus
expresiones. Mediante esta eleccion, debe hacerse especifico el sentido que estos tendran. Normalmente
tienen un sentido designativo, el cual les hace representar los términos primitivos y las operaciones del
sistema. Es decir, cuando elegimos los simbolos con los que trabajarad un sistema, entonces debemos
especificar si estos representaran un operador o un término primitivo (y en este caso debemos
especificar qué tipo de término es el que designaran). De igual manera, un simbolo puede considerarse
como un objeto y no como una designacion de éste. Sin embargo, esto ocurre solo en las teorias

intuitivas anteriormente mencionadas, no en los sistemas formales, pues en estos, como mencioné, los

10 T . .z .
En este contexto usaremos otra distincién entre derivacion Yy demostracion.
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simbolos solo tienen el objetivo de designar la estructura de un objeto o un tipo determinado de objetos,
pero no pueden considerarse objetos en especifico*.

Por otro lado, la representacion de un sistema consiste en que se atribuya un sentido determinado
a los simbolos de los términos primitivos del mismo. Esto significa que dichos términos se ponen en
correspondencia con objetos perfectamente definidos. Tales objetos suelen ser aquellos que se utilizan
en las teorias matematicas intuitivas o los objetos l6gicos que no han sido formalizados. Retomando el
ejemplo de los teoremas mencionados en paginas anteriores, el simbolo A esta determinado a representar
términos proposicionales (como p,q,r.), los cuales, a su vez, estan determinados a designar
proposiciones, esto es, objetos definidos fuera del sistema que no han sido formalizados (como la
proposicion “los niimeros son objetos” que puede representarse con p).

Como consecuencia de lo anterior, los teoremas, como son férmulas armadas con estos simbolos,
también cumplen con la correspondencia a una determinada clase de objetos. En el teorema “Para todo
namero real a se da que a = —(—a)” vemos que los simbolos involucrados hacen referencia a una
determinada clase de objetos (los nimeros reales) y aunque los simbolos no sean un numero en
especifico, estos deben comportarse como tal, esto es, las operaciones y propiedades de los nimeros
reales también pertenecen a a. En suma, la representacion de un sistema es una correspondencia
biunivoca entre los simbolos de un sistema y una clase determinada de objetos.

En relacion con lo anterior se encuentra la nocion de interpretacion, la cual se refiere a la
correspondencia (no necesariamente isomérfica'?) de las proposiciones elementales de un sistema con
una determinada clase de objetos. Esto quiere decir que los axiomas de un sistema formal (férmulas bien

formadas sin contenido) pasan a ser representaciones de objetos que no pertenecen a ese sistema, sino

" Esto se debe a gue uno de los objetivos de los sistemas formales es representar, a través de simbolos, las relaciones y las
propiedades que pueden tener los objetos de una teoria intuitiva, pero sin referirse, especificamente, a los objetos que ésta
estudia.

2 El isomorfismo se explica de la siguiente manera: supongamos que A y B son conjuntos de objetos, R y S son relaciones
entre los objetos de dichos conjuntos, respectivamente, y h representa el isomorfismo entre estos dos conjuntos. Por lo
tanto, si h es un isomorfismo entre los pares (4, R) y (4, R), entonces h establece una correspondencia entre los elementos
de A y B, de manera que los elementos de A se relacionan por R del mismo modo que los elementos correspondientes en
B se relacionan por S. Por lo tanto, si (4, R) y (4, R) resultan ser isomorfos entre si, R se comporta del mismo modo en A
que S en B (Badesa, Jané y Jansana, 2007, pag. 113).

En el contexto en cuestion, lo anterior querria decir que si los sistemas formales y las teorias intuitivas fueran
conjuntos de proposiciones isomorfas en entre si, encontrariamos relaciones en ambos de manera que los elementos en
uno se comportarian de misma manera que lo hacen en el otro. Sin embargo, esto puede no ocurrir, con lo cual podemos
entender que puede haber relaciones en las teorias intuitivas que no se encuentran en los sistemas formales axiomaticos.
Que un sistema sea isomorfo con los objetos que pretende formalizar, depende de si el lenguaje de dicho sistema es
suficiente para este fin.
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que pertecen a otros sistemas o teorias en los que dichos objetos hacen verdaderas a sus expresiones. Lo
mismo pasa con los simbolos usados para las operaciones: estos son operaciones encontradas en las
estructuras de los objetos de las teorias intuitivas.

Como consecuencia de lo anterior, los axiomas pueden representar propiedades y elementos
encontrados entre nimeros, conjuntos de numeros, objetos geométricos y demas que ya son aceptados
como verdaderos, y los simbolos de operadores tendran el mismo significado y comportamiento en el
sistema formal que en las teorias intuitivas que representan.

Debido a la correccion de las reglas de transformacion, podemos pensar que al hacer
derivaciones, esto es, al aplicar dichas reglas a los axiomas con el objetivo de obtener férmulas, estas fbf
heredaran la verdad de los axiomas y también nos hablaran de los objetos representados por estos. Asi,
por ejemplo, si un axioma nos habla sobre los nimeros reales o sobre los objetos de la aritmética, sus
teoremas también lo haran siempre y cuando las reglas aplicadas a éste, y el sistema en general, cumplan
con tener la correccién. Sin embargo, debido a la falta de isomorfismo entre sistemas formales y teorias
intuitivas, esto puede no ser asi: puede pasar que un enunciado demostrado en una teoria intuitiva no lo
sea en el sistema formal.

Por otro lado, la falta de isomorfismo puede darse en otros aspectos como las reglas de
transformacion (que también son proposiciones elementales) y las operaciones, de modo que en una
teoria intuitiva haya operaciones y reglas de transformacion que no sean expresables en los sistemas
formales.

De manera esquematica, esto se da de la siguiente manera: supongamos que S es un sistema
formal, T' es el conjunto de sus axiomas, tal que I' = {P;, P,, P;}. Por otro lado, tenemos una teoria
intuitiva T, en la que A es el conjunto de enunciados verdaderos acerca de sus objetos, de manera que
A = {E;, E,, E3}. Supongamos ademas que las operaciones y las reglas de transformacion son las
mismas en ambos sistemas. Asi, si existe una interpreacion para S en la que se le haga corresponder con
los objetos de T, entonces P;, P,, P; seran analogos a E;, E,, E5, porque ambos conjuntos de expresiones
se refieren a los mismos objetos. Ahora, supongamos que mediante las operaciones y las reglas
aplicadas a los enunciados de T obtenemos E, (un teorema de T). Analogamente, podemos podemos
formar en S la proposicion P;, esto es, el teorema analogo de T en S. Sin embargo, debido a la falta de
isomorfismo entre los objetos de ambos sistemas —debido a que los objetos de S pueden no comportarse

igual que los de T-, es posible que P,no sea derivable en S.
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Hay otra nocion que debo mencionar porque es similar a la de sistema formal, a saber, la nocion
de célculo. El calculo es parecido al sistema formal, la diferencia es que este ultimo resulta ser mas
abstracto. El célculo tiene elementos similares a los de este tipo de sistemas: 1) una lista de simbolos; 2)
un conjunto de reglas de formacioén encargadas de especificar las hileras que seran formulas bien
formadas; y 3) un conjunto de reglas de transformacion que especifican qué fbf’s se consideran validas.
Estas suponen una lista de formulas bien definidas —los axiomas- y reglas formuladas de manera
recurrente que nos dicen como obtener formulas bien formadas a partir de los axiomas.

Como podemos observar, es dificil hacer una diferencia clara entre la nocion de célculo y la
nocion de sistema. Sin embargo, puedo decir que el céalculo parece hablarnos s6lo de estructuras, es
decir, cuando se necesita que se especifiquen Unicamente los simbolos y férmulas validas, no es
necesario que se les ponga en relacién con cierto tipo de objetos (como se hace con el sistema formal).
El calculo, pues, parece centrarse Unicamente en la manera en la que unas formulas se siguen de otras y
no en la relacion de sus expresiones con los objetos de las teorias matematicas intuitivas.

La ultima nocidn relativa a la teoria intuitiva y a los sistemas formales es la nocion de modelo.
Esta nocion estad ligada con la de interpretacion, pues se trata de un conjunto T de elementos
(posiblemente pertenecientes a una clase de objetos o teoria intuitiva) que se encuentran en
correspondencia con los elementos de un sistema formal S. Para realizar esta correspondencia se
necesita lo siguiente:

1) Hacer corresponder los enunciados construidos con los componentes de T con las proposiciones

del sistema S.

2) Debe ser posible determinar si un enunciado especifico es verdadero o falso independientemente

del sistema S.

3) A toda proposicion derivable de S debe corresponder un enunciado verdadero de T.

Para emparejar un sistema formal con un modelo son necesarios los siguientes elementos:

. Una familia de campos. Cada miembro de esta familia tienen el objetivo de corresponder una de
las categorias de los simbolos del sistema. Existen dos tipos de campos: a) individuos, cuyos
elementos son los objetos considerados como individuos; y b) campos funcionales, los cuales
tienen como elementos a las funciones.

Il.  Una funcién (metatedrica) de correspondencia, encargada de asociar todos los componentes del

sistema con los elementos del modelo.
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1. Unaregla de interpretacion, la cual hace posible determinar el valor de verdad de cada enunciado
formado con los elementos del modelo.

Un campo de interpretacion puede ser definido como una familia de dominios, de modo que se
pueda hacer corresponer a toda proposicion de S un enunciado formado con los elementos de tales
dominios. Respecto de los operadores proposicionales, puede existir un dominio funcional que les
corresponda o una regla que indiquen como deben interepretarse. Dicho en otros términos, los campos
pueden ser entendidos como grupos de objetos de diferente tipo, pueden, por ejemplo ser el conjunto de
los numeros naturales, el conjunto de operaciones llevadas a cabo con estos, operaciones de otro tipo de
objetos, etc. Es suficiente con el campo comprenda dichos objetos sin que estos se encuentren en una
teoria intuitiva.

En lo que respecta a los tipos de campos a) es el campo de los individuos, estos pueden ser
representados con constantes y pueden ser sutituidos en el lugar de las variables encontradas en las
expresiones construidas con predicados. Por ejemplo, en la formula VxP, P es un predicado mientras
que x es una variable. Cuando sustituimos la variable por una constante cualquiera y eliminamos el
cuantificador obtenemos Pa. a representa un individuo y la expresion completa nos dice que dicho
individuo tiene la propiedad designada por el predicado (Garrido, 1974, pags. 129 - 131). En general, los
individuos de un sistema formal, visto desde esta perspectiva, son aquellos objetos a los que se pueden
asignar los predicados. Asi, el campo en cuestion comprende a todos los individuos que se puedan
relacionar de la misma manera con los predicados.

Por otro lado b) se refiere a las operaciones y algunos otros predicados encontrados en el sistema.
Asimismo, no debe incluir necesariamente a las operaciones proposicionales. Lo que sera interpretado
en este caso como verdadero o falso son las operaciones involucradas en los sistemas formales.

La funcion metatedrica se refiere a la manera en que se asignaran los valores de verdad a cada
uno de los operadores proposicionales. Es decir, cada operador proposicional sera verdadero o falso
segun los valores de verdad de cada una de las proposiciones que se relacionen con éste.

La regla de interpretacion indica la manera en que deben interpretarse los operadores
proposicionales. Esto puede hacerse segun su significado intuitivo. Sin embargo, se puede hacer que los

operadores proposicionales correspondan a un campo constituido por funciones definidas de manera
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adecuada. Estas funciones son leyes encargadas de asociar proposiciones o parejas de proposiciones con
cualquiera de los valores de verdad verdadero o falso™.
Un ejemplo de esto puede ser la interpretacion de la operacion de disyuncion de la légica
proposicional. Dicha conectiva se encuentra en correspondencia con la siguiente ley:
- Dos proposiciones verdaderas involucradas en una disyuncién haran verdadera a esta conectiva.
- Dos proposiciones falsas haran falsa a la disyuncion.
- Una proposicion falsa y otra verdadera haran verdadera a la disyuncion.
Para completar el ejemplo tenemos la siguiente tabla de verdad:

p \Y

o O r K
o KB R R
o »r O r N

De manera similar, se hara la asignacion de los valores de verdad a las conectivas restantes de
dicha logica. Y la asignacion de valores de verdad a los operadores proposicionales de los demas
sistemas también obedecera a leyes similares.

El Gltimo aspecto en relacion con lo dicho es el isomorfismo de los modelos. Lo modelos son
isomorfos si existe una correspondencia biunivoca entre sus respectivos campos, esto es, a cada
elemento de un modelo le corresponde un Gnico elemento del otro. Asi, si en uno de los modelos existen
enunciados verdaderos formados con sus elementos, entonces, como el otro modelo es analogo al
primero, los enunciados del segundo también seran verdaderos (y esta relacion se da de manera
reciproca).

Como pudimos ver, el objetivo de todos los elementos mencionados es poner en correspondencia
a los sistemas formales con los objetos objetos encontrados en estas teorias matematicas. Debo aclarar
que lo que se formaliza en este contexto son las extructuras de los objetos de las teorias matematicas,

pero no éstas. Puede, sin embargo, existir ciertas similitudes entre las teorias y los sistemas que serviran

B Existe otra manera de dar una interpretacion (y con esto un modelo) a los operadores proposicionales, la cual consiste
Unicamente en asignar los simbolos de los valores de verdad (en este caso 1 y 0) a los simbolos proposicionales
relacionados por los operadores. El objetivo de esto es obedecer las funciones y las reglas de interpretacién para observar
el valor de verdad de los operadores sin la necesidad relacionar estos elementos con una teoria o con una clase de objetos.
Esto, ademas, sirve para ver si una férmula se sigue de otra.
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para que los sistemas formalicen las estructuras y tengan una correspondencia con los objetos en
cuestion, pero esto no implica que los sistemas formalicen las teorias.

En consecuencia, si decimos que los axiomas y teoremas de un sistema formal nos hablan de
objetos de teorias intuitivas, entonces los procesos aplicados a tales objetos formales también nos
hablaran de los objetos intuitivos. Asi, las derivaciones y demostraciones hechas con las formulas de los
sistemas también hablaran de los objetos de las teorias matematicas.

Con esto, de manera un tanto general, podemos observar que las demostraciones y derivaciones
sirven para ver como los teoremas se siguen de los axiomas, lo cual, teniendo en cuenta que existen
ciertas analogias entre teorias intuitivas y los sistemas formales —debido a todo lo dicho acerca de
modelos e interpretaciones-, también nos permite saber como se siguen los teoremas de los axiomas de

dichas teorias.

1.3.2. Sobre la nocion de consecuencia ldgica.

Ya he hablado sobre la nocion de consecuencia logica, pero ahora debo retomarla para ponerla en
relacion con lo dicho acerca de las interpretaciones, axiomas y teoremas, y, posteriormente, con el tema
de las demostraciones y derivaciones.

La consecuencia ldgica se define de la siguiente manera: supongamos que I' es un conjunto de
axiomas de un sistema formal-axiomatico y A representa una férmula que suponemos como
consecuencia de dicho conjunto. Si decimos que efectivamente A es consecuencia de I', entonces
estamos afirmando que toda interpretacion que haga verdaderas a las férmulas de T', también hara
verdadera a A (Garrido, 1974, pags. 230 - 232).

En relacion con lo mencionado anteriormente, si decimos que existe una correspondencia entre
un determinado tipo de objetos y un sistema, es decir, si hay una correspondencia entre los axiomas
contenidos en un conjunto I' con la estructura de los objetos de una teoria, y esta correspondencia hace
verdadero al conjunto completo de axiomas en cuestion, entonces toda formula que se siga de este
conjunto también serd verdadera. Por lo tanto, si A es un teorema obtenido de T, entonces los valores de
verdadad obtenidos con la correspondencia de los axiomas de ese conjunto, también haran verdadero a
A.
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A este tipo de consecuencia ldgica, como ya mencioné, se le representa con el simbolo “E” y se
le [lama comunmente consecuencia semantica porque se refiere a los significados —o valores de verdad-
asignados a las férmulas mediante las correspondencias mencionadas.

Existe otro tipo de consecuencia, que también mencioné, Ilamado consecuencia sintatica o
consecuencia formal y se representa con el simbolo “F”. Recibe ese nombre porque se refiere a cuando
una férmula es deducible o derivable a partir de un conjunto inicial de formulas mediante la aplicacion
de reglas de transformacion. Si llevamos esto al caso aqui presente, entonces tenemos que decir que A es
sintactica o formalmente deducible de T si podemos obtener tal resultado mediante la aplicacion de las
reglas de transformacion del sistema axiomatico en el que se encuentran.

Ahora bien, debido a la correccidon de las reglas de transformacion, la cual hace que la verdad de
las formulas se herede desde las férmulas iniciales a la conclusion, es posible que la verdad que obtienen
los axiomas cuando se les asigna un modelo se conserve en los teoremas que se obtengan de estos
mediante la aplicacion de las reglas.

Asimismo, existen formulas que no se deducen de otras (mas que de si mismas) porque
representan leyes logicas. Tales formulas se representan de la siguiente manera: + A. Las verdades
I6gicas, las formulas que son verdaderas bajo toda interpretacion se representan asi: = A.

Si relacionamos lo anterior con los axiomas y teoremas, podemos ver que los axiomas y las
reglas pueden ser leyes logicas porque no necesitan ser deducidos de otras férmulas pues, como son
aceptados como los fundamentos de los sistemas por convencién, no hay algo anterior a estos de donde
puedan seguirse. Esto no pasa con los teoremas porque estos son deducidos a partir de los axiomas. Sin
embargo, tanto teoremas como axiomas pueden ser verdades logicas si pensamos que todas las
interpretaciones que se obtienen con una correspondencia hacen verdaderos a los axiomas y los teoremas
se siguen de estos.

Hasta aqui, es posible pensar que existe una relacion estrecha entre ambos tipos de consecuencia,
a tal grado que podriamos afirmar que una formula que es consecuencia semantica de un grupo de
férmulas también es consecuencia sintactica de las mismas. Sin embargo, debo aclarar que esto no es asi
sino unicamente en los lenguajes de primer orden, por ejemplo, en la Idgica proposicional y en la logica
cuantificacional que no cuantifica los predicados (Ladriere, 1969), pues en éstas, una formula que es
sintacticamente derivable de otras, también es verdadera bajo toda interpretacion de las mismas. No
ocurre lo mismo en los lenguajes de orden superior, pues puede haber sistemas armados con esos

lenguajes en los que una formula sea consecuencia seméantica de un conjunto de formulas, pero puede
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que no sea formalmente deducible. Asi, puede haber formulas cuyos valores de verdad correspondan a
los de los axiomas, pero puede que éstas no sean deducibles mediante las reglas de transformacion.
Dicho todo lo anterior, es momento de mencionar cuéles son las diferencias entre deduccion,

derivacion y demostracion.

1.3.3. Sobre la diferencia entre deduccion, derivacion y demostracion.
En primer lugar, debo mencionar que la distincion entre deduccion y derivacion resulta ser un tanto

trivial debido a que en la mayoria de las fuentes consultadas dichos términos se usan sin distincion. Por
tanto, aqui las usaré de la misma manera. Sin embargo, la distincion entre derivacion y demostracion
parece estar bien definida. Anteriormente, mencioné que dicha distincion reside en que la deduccidn
pertenece a los sistemas formales, mientras que la demostracion se encuentra en el campo de las teorias
intuitivas. Empero, dicha distincion también resulta problematica porque el término “demostracion”
también es usado con frecuencia en el terreno de los sistemas formales. Por lo tanto, he decido tomar
otra distincion en la que la deduccidn es el nombre que se le da al proceso por el cual se obtienen unas
férmulas a partir de otras mediante el calculo (dentro de esta categoria se encuentra la deduccion formal
o derivacion). Esta es una definicion general, mientras que, por otro lado, la demostracion se refiere a
una version mas especifica de este Gltimo proceso, es decir, con ésta también se obtienen unas formulas
a partir de otras, la diferencia es que esta Gltima usa axiomas mientras que la deduccion formal puede o
no usarlos. Para hacer esto mas claro, primero debo explicar qué es la deduccién formal y después qué
es la demostracion.

La deduccion formal (Garrido, 1974, pags. 61 - 74) es una secuencia finita de férmulas en cuyo
desarrollo se debe formar una columna, en la que una formula se encuentra debajo de otra. Con la
deduccién formal primero se encuentran formulas supuestas de las cuales se obtienen supuestos
provisionales mediante inferencias inmediatas** o mediante introduccién (suposicién). La obtencién de
todas estas formulas se hacen para establecer una ultima formula llamada conclusion. Las formulas
encontradas en las derivaciones pueden ser: a) un supuesto inicial; b) un supuesto provisional; o c)
supuestos o subsidiarios.

Los a) supuestos iniciales son formulas consideradas de manera hipotética como dadas desde el

principio de la derivacion. Existen ocasiones en que el conjunto de formulas iniciales puede reducirse a

14 . . .. . . , . . . .2
Existe inferencia inmediata cuando se obtiene una formula a partir de otra u otras mediante la aplicacion de reglas de
inferencia.
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una sola formula. Estas férmulas son las primeras que se encuentran en una derivacion y se aceptan
como los supuestos de los que se partird para obtener otras formulas.

En lo que respecta a b) los supuestos provisionales, tenemos que estas son lineas™ que proceden
de lineas anteriores por obra de una regla de transformacion. Estas lineas, pues, son formulas obtenidas
de lo que ya tenemos dado en la derivacion, esto es, formulas que pueden obtenerse de las anteriores.

El tipo c) se refiere a una formula que se deriva légicamente de férmulas anteriores por medio de
inferencia inmediata. Estas lineas deberan cancelarse antes del establecimiento de la conclusion. De
manera mas especifica, puedo decir que estas formulas son supuestos hechos durante la derivacion para
poder obtener otras formulas necesarias para continuar con este procedimiento. Al ser supuestos, tales
férmulas se aceptan sin mas, esto es, se aceptan sin necesidad de ser obtenidas de otras.

Existen convenciones sobre estos tres tipos de lineas. La primera nos dice que cada una de las
férmulas encontradas en la columna de derivacién debe ir numerada por la izquierda para darles un
orden.

Las férmulas del tipo a) deben llevar un guién largo a la izquierda para indicar que se trata de un
supuesto inicial. Por ejemplo, si A es un supuesto inicial, entonces debera encontrarse en la columna de
la siguiente manera: —1 A. El significado de la expresion anterior es que A es supuesta como formula.

Para las lineas del tipo b) debe hacerse un comentario a su derecha, en el cual se indica de
manera abreviada la regla (o reglas) de inferencia mediante la cual se obtuvo y el nimero de las lineas a
las que dicha regla fue aplicada. Por ejemplo, si tenemos una columna de la siguiente forma:

1.A-B

2. A

y de esas dos férmulas obtenemos B, entonces deberemos indicar la linea en la que se encuentra esta
férmula —asi como las formulas y la regla que intervinieron en su aparicién- de la siguiente manera:
—1.A-B

—2. A

3.B MPP,1y2.

Las lineas del tipo c) se marcaran con el siguiente simbolo — A. El simbolo — indica que se abre
una deduccion subsidiaria de la deduccién principal y se le llama simbolo de descarga. Asimismo, existe

otro simbolo:

15 . . . .y , . .y
A los lugares donde se encuentran fdrmulas obtenidas a partir de otras también se les llama lineas de derivacion.
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que indica la cancelacién de dicha deduccion. El objetivo de esta deduccion es que, con ayuda del
supuesto, se pueda obtener una férmula necesaria para la deduccion principal. Esta deduccion puede o
no encontrarse dentro de la columna principal y, en este sentido, debe tener su propia numeracion. Los
simbolos mencionados se usan para indicar los bordes de un paréntesis, los cuales indican, como
mencioné, la apertura (o descarga) y la cerradura (o cancelacion) de este proceso. Por ejemplo, podemos
pensar en un escenario en que existe una regla de inferencia que nos dice que si de un supuesto se sigue
una contradiccion, entonces se puede obtener la negacidn de ese supuesto. Esto se puede esquematizar
de la siguiente manera:

n+m B AN =B
n+m+1 —A

Las letras n y m simbolizan nimeros naturales y la suma de ambos indica el namero del lugar
que ocupan las formulas en la sucesion. n + m + 1 marca otra linea de la sucesion. Lo encontrado
dentro del paréntesis es la deduccion supuesta (su descarga y cancelacion), y la nueva linea de sucesion
nos indica la formula obtenida con la cual debe finalizarse esta deduccion provisional.

Un ejemplo de deduccion formal en la I6gica proposicional es el siguiente:

—1.q-r
—2.pAT
—3. qVt

4.p
5 } Simp., 2

6.-nq  MTT.,5y1
7.t MTP., 6y 3
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Dicho esto, debo mencionar qué es la demostracion. Esta puede ser definida (Cassini, 2006, pag.
62) como una secuencia finita de férmulas bien formadas hecha con los elementos de un sistema
axiomatico, en la cual cada una de estas es un axioma, un teorema ya demostrado o una fbf deducible de
las formulas anteriores en la sucesion. Todas las formulas obtenidas de los axiomas deben seguirse de la
aplicacion de las reglas de transformacion a estos. La Gltima férmula obtenida mediante este proceso,
esto es, la conclusién, se llama teorema (es por esto que solo las formulas demostrables se Ilaman
teoremas).

Enunciaré las demostraciones de los axiomas mencionados a manera de ejemplo. Primero se
encuentra la demostracion del teorema del sistema axiomatico de l6gica proposicional: - =4 — (A =
B). Para llevar esto a cabo, debemos suponer el siguiente conjunto de axiomas:
Al-A- (B-A)
A2|—(A—>(B—>C))—>((A—>B)—>(A—>C))
A3+ (wA—->—-B)—> (B-A)
A4+ (A - Pa) - (A - VxPx)
A5+ VxPx — Pa

Hecho esto, la demostracion es la siguiente:

Basta con deducir

-A+-A-B
1. -A Suposicion
2. =A - (=B - =4) Al
3. =B—-> -4 MP 2,1
4. (=B - —=A) - (A—- B) A3
5. A-B MP 4,3

Por el teorema de deduccion® se sigue que - =4 — (A — B).
Ahora es momento de enunciar la demostracion para el teorema sobre nimeros reales: Para todo
numero real a se que a = —(—a). Primero, igual que el caso anterior, debemos suponer un conjunto de

axiomas (http://www.matem.unam.mx/quico/axiomascampo.pdf, sin autor, revisado en Enero de 2017):

16 . . . .z , .
El teorema o regla de deduccion dice que si tenemos la negacion de una férmula, entonces podemos deducir que la
afirmacién de esa férmula implica otra.
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Axiomas de las operaciones de numeros reales

Suma o adicién Producto o implicacién
Cerradura Para cualesquiera a y b nUmeros reales Para cualesquiera a y b nimeros reales
a+bestdenR a-bestaenR
Asociatividad Para cualesquiera a, by c nUmeros reales (a Para cualesquiera a, b y c nUmeros
+b)+c=a+(b+c) reales(a-b)-c=a-(b-c)
Conmutatividad Para cualesquiera a y b nimeros reales Para cualesquiera a y b numeros reales
a+b=b+a a-b=b-a
Existencia de Existe 0 numero real tal que para cualquier @ Existe 1 numero real (1 # 0) tal que para
elemento neutro numeroreala+0=a cualquier animeroreala-1 =a
Existencia de Para cualquier a nimero real existe (-a) Para cualquier a nimero real distinto de
elemento inverso numero real tal que a + (-a) =0 cero existe a~1 nimero real tal que
a-al=1
Distribitividad Para cualesquiera a, by c nimeros reales se tienequea-(b+c)=a-b+a-c

1.

La demostracion es la siguiente:

A partir del axioma del elemento inverso sucede que existe un nimero real —a, de modo que a +
(-a) =0.

Ya que - a es un numero real, una vez mas por el axioma de existencia del inverso aditivo, existe
—(—a) numero real, de modo que (—a) + (—(—a)) = 0.

En consecuencia, resulta que a + (—a) = 0 = (—a) + (—(—a)).

Por el axioma de la conmutatividad para la adicion resulta (—a) + a = (—a) + (—(—a)).
Sumando a en ambos lados de la igualdad obtenemos: a + ((—a) + a) = a + ((—a) +
(=(=a))).

Por axioma de asociatividad para lasuma: ((—a) + a) + a = (a + (—a)) + (—(—a)).

Por axioma de existencia del inverso aditivo se tieneque: 0 + a = 0 + (—(—a)).

Por el axioma del neutro aditivo: a = —(—a).

Hecho esto, cabe mencionar que la mayoria de las demostraciones de la I6gica y las matematicas

son hechas de este modo. Sin embargo, puede haber otras en las que, como ya mencioné, también se

usen teoremas ya demostrados. Esto, al mismo tiempo, no descarta que haya demostraciones en otros

sistemas que difieran de éstas.

Ahora bien, podemos observar que en ambas demostraciones se hace uso de expresiones bien

formadas con los elementos de los respectivos sistemas, las cuales carecen de significado y obedecen los

sentidos que les son asignados por los sistemas en los que se encuentran. En los pasos nimero 1 de cada
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demostracion vemos que, al igual que en la deduccion formal, se supone una férmula inicial para
comenzar con dicho proceso’’. En la demostracién del teorema de la l6gica proposicional, podemos
observar la presencia de las reglas de transformacion de dicho sistema, mientras que en el teorema de
numeros reales ademéas de la aplicacion de los axiomas también encontramos la intervencion de
operaciones matematicas (como la suma). Podemos ver en ambos casos que si bien los axiomas no son
reglas de transformacion, si nos ayudan a obtener formulas necesarias para seguir con las respectivas
demostraciones —la diferencia entre axiomas y reglas es que los axiomas son formulas bien formadas del
sistema y las reglas son una especie de Grdenes o leyes que nos dicen qué hacer con las formulas
encontradas en la linea de derivacion.

Con todo esto podemos observar, primero, que la demostracion es una especie de deduccion
formal porque, de la misma manera, usa supuestos iniciales y requiere de una columna de derivacion que
tiene lineas de férmulas a las que se aplican reglas de transformacion o inferencia. En segundo lugar,
podemos ver que la diferencia entre demostracion y deduccion reside en el hecho de que la primera
trabaja con axiomas y la segunda no. Ademas, la demostracién se ocupa de mostrar los pasos mediante
los cuales un teorema se sigue o se deriva de un conjunto de axiomas mientras que la deduccion se
ocupa de mostrar coémo férmulas cualquiera se siguen de otras formulas supuestas que no son axiomas,
es decir, son formulas bien formadas con un lenguaje formal que no son aceptadas como axiomas en un
sistema. Debo mencionar, ademas, que la deduccién formal se encuentra mas comdnmente en sistemas
formales no-axiomaticos, como es el caso de la l6gica proposicional usada en los cursos comunes de
I6gica (cfr. Hunter, 1981).

Asimismo, se pretende que tanto la deduccion como la demostracion obedezcan el concepto de
consecuencia légica tanto seméantica como sintacticamente. Por ejemplo si en

—l.q—>r
—2.pAT

—3.qVvt

4.p
- } Simp
.—q MIT., 5y1
MTP

t

Lh

~ (o))

17 . .z . . . . . .
Ademas, en lugar del guidn largo que se usa para indicar las suposiciones de las deducciones, en las demostraciones
indicamos explicitamente con una palabra las formulas supuestas.
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damos una interpretacion de modo que las formulas 1 — 3 sean verdaderas, entonces la conclusién t
también lo sera debido a la correccion de las reglas de inferencia. Lo mismo pasa con los axiomas, pues
si se hace una correspondencia entre éstos y un determinado tipo de objetos, entonces estos seran
verdaderos y por la correccion de las reglas de transformacion del sistema en el que se encuentran, los
teoremas demostrados a partir de los axiomas también seran verdaderos.

Por ultimo, cabe mencionar que tanto las deducciones formales como las demostraciones tienen
la forma P — @Q, en donde P representa el conjunto de supuestos iniciales o el conjunto de axiomas a
usar en la demostracion (que también pueden ser Ilamados hipdtesis), y Q representa la conclusion
obtenida mediante el célculo.

También pueden encontrarse estructuras como P — Q1,0 = Q5,05 = Q3,05 = Qp, ...Q, = Q
donde P vuelve a representar un conjunto de formulas bien formadas iniciales y Q,, representa un
namero finito de conclusiones diferentes de Q, pero que son necesarias para obtenerla. En el caso de la
deduccion formal, se trata de formulas obtenidas de P mediante inferencia inmediata que se usan para
llegar a Q. En cuanto a la demostracion, Q,, representa un nimero finito de teoremas ya demostrados

necesarios para llegar a Q que es el teorema final o demostrado®.

1.3.4. Sobre el objetivo del sistema formal.
Al principio mencioné gque un sistema de cualquier tipo es un conjunto de partes en el que cada una

desempefia un objetivo secundario con miras a lograr el objetivo general del sistema. Un sistema formal
con axiomas parece construirse con la misma idea. En este caso, la parte lingiistica se encarga de formar
las expresiones basicas con las cuales trabajara el sistema.

La parte de las interpretaciones nos ayuda a poner los sistemas formales en relacion con objetos
de las teorias matematicas con el objetivo de que estos puedan ser representados en los sistemas
formales. Al mismo tiempo, esta correspondencia ayuda a las expresiones construidas con el lenguaje a
tener valores de verdad.

La parte axiomatica, como vimos, interviene en la demostracion, esto es, una vez que se
construyeron las proposiciones fundamentales del sistema mediante el lenguaje y se les ha dado un
significado, es posible derivar formulas verdaderas de los axiomas para ver si los primeros se siguen de

los segundos, esto es, para ver si tales formulas son consecuencia sintatica y semantica de los axiomas y

18 5o .+ . . . . .
Basicamente, este esquema hecho con metavariables nos dice que las demostraciones y deducciones tienen forma de
Modus Ponens.
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se convierten, de este modo, en teoremas. Esto, ademas, funciona para observar los pasos y formulas
involucradas en esta obtencion.

Asi, el objetivo de los sistemas formales es, entonces, dar cuenta de la manera en que formulas
verdaderas se siguen de los axiomas. Dicho de otra manera, dado que en un sistema formal axiomatico
se hacen explicitos los elementos, relaciones y procesos llevados a cabo con sus componentes, cuando
hacemos que objetos matematicos correspondan a estos elementos, también es posible hacer explicito si
los si las formulas que representan la estructura de estos objetos se siguen de los axiomas y son, por lo
tanto, teoremas.

Por otro lado, para gue este objetivo pueda ser llevado a cabo, se necesita de una metateoria. Esta
establece ciertas caracteristicas que a los sistemas formales les permiten funcionar de manera correcta.
Es, pues, una especie de lenguaje ocupado de hablar de los componentes de un sistema formal. Este
aspecto se explicaré en el siguiente capitulo.
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CAPITULO II: SOBRE LAS PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS FORMALES

Introduccion

Una vez mencionados los componentes de un sistema formal, es momento de mencionar el medio que
nos haré posible hablar sobre las propiedades de dicho sistema, a saber, la metateoria. Por tanto, en este
capitulo mencionaré la distincion entre lenguaje-objeto y metalenguaje, para mostrar como con el
metalenguaje es posible hablar de las propiedades del lenguaje-objeto. Posteriormente, mencionaré las
nociones de sintaxis y semantica, asi como la relacion que existe entre estas y la metateoria. Por Gltimo,
mencionaré las siguientes caracteristicas de los sistemas formales: 1) consistencia; 2) completud; 3)
decidibilidad; y 4) categoricidad. El objetivo de mencionar estas caracteristicas es mostrar, de manera
un tanto general, que la metateoria es la que nos permite hablar de los sistemas y sus propiedades, y que,
en cierto sentido, es quien otorga dichas cualidades al sistema.

El objetivo principal de este capitulo es hablar de las propiedades de los sistemas formales y de
la metateoria para mostrar cdmo podemos encontrarlos en el sistema ideado por Gédel en su articulo de
1933. Ademas, cabe mencionar que haré énfasis en la consistencia, pues es el aspecto sobre el que los
teoremas de Godel fueron hechos y porque el objetivo principal de esta tesis es mostrar que la

consistencia es una propiedad metatedrica y no un objeto matematico.

2. Sobre la metateoria de un sistema formal.
2.1. Sobre Lenguaje-objeto y metalenguaje

La primera distincion que debe hacerse para hablar sobre la metateoria es la de lenguaje-objeto y
metalenguaje. El lenguaje-objeto (Garrido, 1974, pags. 54 - 55) es el lenguaje u objeto estudiado
durante una investigacion. El lenguaje en el cual se desarrolla la investigacion es llamado metalenguaje.
Por ejemplo, si nosotros deseamos estudiar las estructuras lingtisticas de una lengua viva, entonces tal
lengua sera el objeto de estudio, mientras que el metalenguaje, el medio en el que se presenta dicha
investigacion, sera nuestra lengua natal.

Si transportamos lo dicho a los sistemas formales, podemos suponer el lenguaje formal de un
sistema S como un lenguaje objeto y nuestro metalenguaje sera el espafiol de México. Ademas, a dicho
metalenguaje debemos agregar algunos signos auxiliares para poder hablar sobre el lenguaje-objeto en
cuestion.

Como consecuencia de esto se debe hacer la distincion entre expresiones del lenguaje-objeto, y

esquemas y nombres del metalenguaje. Las expresiones del lenguaje-objeto son aquellas formadas con

42



los simbolos de los lenguajes formales: p — q es un ejemplo de una expresion del lenguaje-objeto de un
sistema formal. Por otro lado, una expresion de un metalenguaje se usa para abreviar formulas de ese
tipo cuando se necesita hablar repetidamente de una formula o cuando se intenta hablar de su estructura.
Dichas expresiones se llaman esquemas de formula y, por ejemplo, las férmulas p - q, p = (gAT) Y
(pvr) - (gAt) pueden ser representadas mediante el siguiente esquema: A —» B, donde A y B son
metavariables de formulas —y en este caso, simbolizan las expresiones encontradas en los antecedentes y
consecuentes de las formulas de implicacién mostradas.

Otro aspecto que debe mencionarse sobre este topico, es el de la diferencia entre uso y mencion.
Se hace uso de una palabra cuando se le utiliza teniendo en cuenta su significado. Cuando una palabra es
usada se escribe sin comillas. Por ejemplo, en la oracion Pedro no escribira una palabra mas, la palabra
“Pedro” esta siendo usada porque se da a entender que en algin mundo posible existe un sujeto con ese
nombre que, por alguna razén que no comprendemos, desea detener el proceso de escritura de algln
texto.

Por otro lado, se hace mencidn cuando se le escribe para hablar sobre sus caracteristicas. Cuando
se menciona una palabra, debe escribirse entre comillas. Por ejemplo, cuando encontramos la oracion
“Pedro” es una palabra que estd compuesta por cinco letras, estamos frente a una mencion que se usa
para dar una propiedad de la palabra “Pedro”.

La manera de aplicar estas nociones de uso y mencién a las formulas es la siguiente: cuando una
férmula se encuentre dentro de un texto, esta siendo usada, y si se encuentra separada o fuera del
mismo, o representada con metavariables, entonces esta siendo mencionada. El poner una formula fuera
de un texto o representarla a través de metavariables es una analogia de poner una palabra entre
comillas: cuando ponemos una palabra entre comillas indicamos que ésta esta siendo estudiada por
nosotros y por eso debemos sefialar que es una parte diferente del discurso que esta siendo analizada.
Asi, separar la formula del texto y representarla con metavariables sirve para indicar que es nuestro
objeto de estudio.

Ahora bien, esto, como mencioné, nos ayuda a estudiar las propiedades de los sistemas. Por
ejemplo, cuando usamos los esquemas de formula podemos hablar sobre las caracteristicas que tienen
las formulas representadas por dichos esquemas, como ser axiomas, teoremas, estar construidas con
cuantificadores, etc. También podemos hablar sobre los posibles valores de verdad o comportamientos
que tienen dichas estructuras (tanto por si mismas, como cuando estan en relacién con otras formulas o

los objetos de las teorias matematicas).
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En este escrito hemos usado letras —metavariables- para representar sistemas, conjuntos y
esquemas de formulas con el objetivo de hablar sobre algunas de sus respectivas propiedades. Ademas
de estos simbolos y abreviaciones, podemos observar que todo esti escrito en espafiol de México.
Tenemos, pues, un ejemplo de metalenguaje.

Por otro lado, el metalenguaje puede ser formalizado (Ladriere, 1969, pags. 64 - 67) mediante los
simbolos del sistema formal del que habla. Dicho de otra manera, podemos tomar los simbolos usados
en la parte linguistica de un sistema formal para crear expresiones que hablen sobre el mismo sistema. El
grado en que un sistema pueda hablar de si mismo dependera de si tiene los medios de expresion y
deduccion suficientes para que describa sus propiedades mediante teoremas, llamados metateoremas™®.

La formalizacién puede hacerse de la siguiente manera: supongamos un sistema formal S;. Con
el objetivo de estudiar las propiedades de este sistema debemos agregar a la lengua utilizada como
metalenguaje un cierto numero de expresiones que nos permitan realizar tal objetivo. El resultado de
esto es una lengua base representada por LB. Por lo tanto, LB es una metalengua respecto de S;.

La parte de la lengua que utilizamos para realizar este estudio es limitada y sera llamada LB,. Es
posible construir un sistema formal con LB, al que se le llamard S, con el cual se puedan obtener
derivaciones sobre los razonamientos de LB,. Debe haber una correspondencia entre LB, y S, de modo
que a cada enunciado verdadero de LB, corresponda una férmula derivable de S,. Con esto podemos ver
que el objetivo es crear otro sistema formal para estudiar el primero que ya teniamos y, en lugar de
asignarle una propiedad al primer sistema s6lo mediante palabras, habré teoremas que representen dicha
propiedad y ésta, en tanto teorema, debera ser derivable del nuevo sistema formal. Ademas, es posible
estudiar las propiedades de S, con la creacion de una nueva metalengua, LB;, y la formalizacion de ésta
mediante la creacion de un nuevo sistema S;. Esto puede hacerse de manera sucesiva.

Sin embargo, esta formalizacion es s6lo parcial, pues s6lo se pueden estudiar algunas de sus
propiedades, por lo cual, hay otras que no pueden ser estudiadas porque dicha formalizacion no es
suficiente para ello. Seria posible formalizar la totalidad de una metalengua con los simbolos del sistema
formal que estudia, solo si la metalengua es reducida.

Asimismo, existen demostraciones metateoricas, las cuales se dividen en constructivas y no-
constructivas. Un procedimiento de caracter constructivo de demostracion es el que permite comprobar

el resultado demostrado en cada caso particular, esto es, una demostracion metateorica sera constructiva

19 . 71: .. . . .

Estos metateoremas enuncian resultados validos para clases de proposiciones y para la totalidad de un sistema. De igual
manera, pueden encontrarse en forma de reglas derivadas, propiedades generales de los predicados del sistema, clases de
teoremas del sistema, propiedades de conjunto y relaciones del sistema con otros sistemas.
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si el resultado obtenido al realizarla respecto de un determinado conjunto de objetos, puede obtenerse
respecto de objetos que sean del mismo tipo que los del conjunto o de objetos derivados de estos. Las
demostraciones no constructivas son lo contrario a las primeras demostraciones. Cuando se formaliza
una metateoria, es conveniente usar la teoria recursiva de los nimeros y el principio de induccién (que
debera extenderse a lo transfinito).

A manera de ejemplo, se encuentra el razonamiento por induccion estructural. Este es aplicado a
la construccion de proposiciones y a la derivacion de una proposicién (o teorema). En el primer caso se
establece una propiedad para las proposiciones elementales y se demuestra que ésta se conserva a través
de las reglas formacion. En el segundo, se establece una propiedad para los axiomas y se demuestra que
tal propiedad se conserva aunque se apliquen reglas de derivacion diferentes. En ambos escenarios se
traslada una propiedad de los casos particulares a los casos generales. Esto funciona Unicamente cuando
las reglas son formuladas de manera correcta.

Esquematicamente, lo anterior se puede representar con lo siguiente para establecer la
proposicion metatedrica “todas las proposiciones de un sistema formal S tienen la propiedad P”
necesitamos demostrar que:

1. Las variables proposicionales de S tienen la propiedad P.
2. Si las variables proposicionales A y B tienen la propiedad P, entonces las proposiciones armadas
con éstas y todos los operadores l6gicos también tienen a P como propiedad.

Las demostraciones metatedricas, pues, sirven para evaluar si los teoremas encontrados en los
sistemas axiomaticos son demostrados de manera correcta y para observar si heredan las cualidades de
los axiomas. Al mismo tiempo, sirven para ver si las reglas de transformacion y formacion funcionan de

manera correcta.

2.2. Sobre la sintaxis y la semantica.
La distincion entre las nociones de sintaxis y semantica debe hacerse debido a que una metateoria puede

tener cualquiera de estos caracteres. Por un lado, si la metateoria se toma como un estudio sintctico
(Ladriere, 1969, pags. 66 - 67), entonces se dedicara a analizar las propiedades del sistema referentes a

sus posibilidades deductivas. La sintaxis, pues, se dedica a analizar el proceso y las relaciones que los

%% La teoria recursiva de los nimeros es el estudio de los ndmeros naturales en el que solo es posible construir relaciones y
funciones recursivas. Estas funciones y relaciones son aquellas en las que sus valores pueden ser calculados de manera
efectiva mediante un procedimiento que se da paso a paso a partir de valores previamente dados para obtener un
resultado (Lercher, 1958, pag. 326; y Ladriere, 1969, pag. 84).
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elementos tienen al momento de ser formadas y cuando son usadas para llevar a cabo las
demostraciones.

Por otro lado, la metateoria vista como seméntica se ocupa de estudiar las relaciones establecidas
entre los sistemas y las clases de objetos usados para interpretarlos. Los problemas abordados por este
tipo de metateoria se pueden clasificar en dos tipos: 1) problemas sobre la nocién de verdad; y 2)
problemas sobre las posibilidades de expresion de un sistema. Cuando se trata de problemas del tipo 1)
la seméntica se ocupa de ver la manera en que los sistemas formales se relacionan con los hechos, esto
es, se ocupa de analizar las reglas, objetos, campos y modos de correspondencia para establecer los
aspectos de la interpretacion que expliqué en las secciones anteriores. Para llevar esto a cabo, la
semantica debe tener una Idgica adecuada a estos fines y simbolos para designar los elementos de un
sistema, elementos de un campo de interpretacién y relaciones existentes entre dos categorias de
elementos.

Cuando se trata de problemas del tipo 2) se ocupa de analizar hasta qué punto los sistemas
formales son capaces de representar objetos de teorias intuitivas, es decir, intenta dar cuenta de si los
componentes de dichos sistemas son suficientes para formalizar las teorias intuitivas con las que
pretenden entablar una correspondencia.

Una vez mencionados el objetivo y las caracteristicas de la metateoria, es momento de enunciar
las propiedades que posibilitan a los sistemas formales-axiomaticos llevar a cabo las demostraciones. Ya
he mencionado una: correccién. Pero faltan algunas més, también analizadas por la metateoria®, que
tienen relacion con las reglas de deduccion y las interpretaciones. Estas propiedades son: consistencia,

completud, decidibilidad y categoricidad. Todas seran explicadas en la siguiente seccion.

2.3. Sobre las propiedades de los sistemas formales.
2.3.1. Sobre la consistencia.
Para hablar de la consistencia debemos tener en cuenta lo explicado en secciones anteriores sobre la
relacién entre los objetos de una teoria intuitiva con los axiomas y los teoremas, asi como la relacién de
estos cuando se encuentran en una demostracion. Ademas, antes de dar una definicion de consistencia,

primero debemos revisar qué es el principio de explosion.

2 Aqui debo mencionar que la metateoria ayuda a observar estas propiedades, es decir, como se ver3a, estas surgen a partir
de las relaciones que las expresiones de los sistemas tienen entre si y de la relacion de estos con las teorias intuitivas. Pero
es la metateoria (el estudio que hacemos de los sistemas con nuestro lenguaje) lo que nos permitird observar si el sistema
tiene tal o cual propiedad.
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2.3.1.1. Sobre el principio de explosion.
El principio de explosibn nos dice que de una contradiccion se sigue lo que sea

(http://research.omicsgroup.org/index.php/Principle_of _explosion). Una contradiccion es una
declaracion en la que se encuentran términos contrarios (http://planetmath.org/contradictorystatement).
Por ejemplo, la oracién “estoy aburrido y no estoy aburrido” es una contradiccion porque primero se
afirma algo e inmediatamente después se afirma lo contrario de ese algo. Cabe recalcar que las
contradicciones son expresiones compuestas por un elemento y su negacién. En el ejemplo anterior la
negacion de “estoy aburrido” es “no estoy aburrido”. Si tuviéramos una oracion en la que se encuentran
términos opuestos como “aburrido” y “divertido”, estos no implicarian una contradiccion porque
ninguno de los dos términos es la negacion del otro, aunque en el habla cotidiana parezca que si lo son.
En légica y matemaéticas clésicas, una contradiccion también es considerada como falsa a pesar
de los valores de verdad de las declaraciones secundarias que la componen —es decir, aungque uno de sus
componentes sea verdadero, la totalidad de esta expresion sera falsa. Se trata, pues, de una proposicion
molecular compuesta por una conectiva (conjuncién) junto con una proposicion y su negacion. Debido a
esto, dicha proposicion resulta falsa en todos los casos. La forma bésica de esta expresion es AA Ay

su tabla de verdad es la siguiente?®:

A A - A
1 0 0 1
1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 1 0

Ahora bien, habia mencionado que el principio de explosion establece que de una contradiccion
se sigue lo que sea. En el contexto de la Idgica y las matematicas quiere decir que de una formula
contradictoria es posible deducir cualquier otra formula. ElI esquema de este principio en la logica de

proposiciones es el siguiente (Priest, 2008, pag. 76):

22 . . e ,
Debo aclarar que no toda féormula falsa es una contradiccion. Puede haber féormulas que sean falsas en sus

interpretaciones, pero esto no implica que tenga la forma A A =A. Por ejemplo, si tenemos una formula como PAQ y
tanto P como Q tienen valor de verdad falso, entonces toda la conjuncidn resulta ser falsa. Sin embargo, esta férmula no
tiene la forma de una contradiccion. Por tanto, no todas las férmulas falsas son contradicciones.
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Mediante este proceso de deduccidn es posible obtener cualquier férmula bien formada, esto es,
pueden obtenerse formulas atémicas, moleculares, tautoldgicas, contingentes, consistentes y
contradictorias. Cabe sefialar que las contradicciones sélo se siguen de contradicciones, es decir, una

contradiccion se encuentra en un conjunto de férmulas sii antes ya habia una contradiccion.

2.3.1.2. Consistencia.
Una vez aclarado el principio anterior, puedo enunciar dos nociones de consistencia, una sintactica y

una semantica. La consistencia sintactica es la propiedad por la que un sistema no tiene ni demuestra
contradicciones con las expresiones formadas con su lenguaje. Esta propiedad, a su vez, se divide en dos
definiciones (Ladriere, 1969, pags. 67 - 68). La primera, la consistencia en sentido débil, nos dice que un
sistema es consistente cuando no toda proposicion es derivable de éste, es decir, cuando existe por lo
mMenos una proposicion que no es demostrable en éste. La segunda, la consistencia en sentido fuerte, nos
dice que un sistema es consistente si es imposible derivar de éste una proposicion asi como su negacion.
Lo primero que debemos tener en cuenta con estas dos definiciones es que, cuando nos hablan de
una proposicion derivable o demostrable estan hablando de un teorema. Ahora bien, como expliqué
anteriormente, un teorema demostrable o derivable es una férmula que se puede obtener del conjunto de
axiomas de un sistema mediante el uso de éstos y la aplicacion de reglas de inferencia. Con esto,
podemos entender que un sistema axiomatico-formal es consistente cuando existe por lo menos una
formula que no puede ser demostrada —una formula que no es teorema- con las herramientas

mencionadas y cuando es imposible derivar una férmula junto con su negacién® (una contradiccién).

** Debo aclarar gue esta segunda nocidn de consecuencia sintactica sdlo es aplicable a los sistemas que cuentan con el
operador de negacidn (-). Todos los sistemas de tipo similar seran susceptibles de recibir dicha propiedad metatedrica, asi
como la de la primera nocidn. Sin embargo, los sistemas que no tengan negacion sélo pueden tener la primer nocién como
propiedad. De igual manera, en este escrito me referiré a sistemas que cuentan con el operador de negacion, pues los
teoremas de Godel implican el uso del mismo.
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Debemos retomar dos aspectos mencionados acerca de las contradicciones para ponerlos en
relacion con las dos nociones de consistencia sintactica: 1) de una formula contradictoria se sigue
cualquier otra; y 2) las contradicciones s6lo se siguen de contradicciones o de dos formulas que no son
contradicciones por si mismas, pero que si se contradicen entre si. Debido a esto podemos observar que
—en general y sin importar de qué nocion de consistencia estemos hablando- un sistema es consistente
cuando entre sus formulas que son axiomas no se encuentra una contradiccion.

Ahora bien, si suponemos que en el conjunto de axiomas de un sistema formal no existe
contradiccion alguna, entonces el principio de explosion no es aplicable en éste. Por tanto, tenemos que
en dicho sistema es imposible demostrar todas las formulas que pueden formarse con el lenguaje del
sistema (es consistente en el sentido débil). Seré mas especifico: un sistema formal tiene un lenguaje con
el que pueden formarse férmulas. Pueden, por ejemplo, formarse A,,A,, A5, ...,A, asi como
—4,,-4,, =45, ...,—A, (Sus negaciones), esto es, puede formarse una cantidad considerable de
férmulas. Si este sistema cuenta con reglas de transformacién, entonces puede demostrarlas. Si es,
ademas, consistente, entonces no existen contradicciones en éste. Por tanto, no se pueden demostrar
todas las férmulas que pueden construirse con su lenguaje porque, al no existir expresiones
contradictorias, el principio de explosion no aplica a este sistema: no pueden demostrarse todas las
férmulas construidas con su lenguaje, es decir, existe por lo menos una formula (o algunas formulas) no
demostrable en dicho sistema porque no existe una contradiccion. Esta formula puede ser alguna de las
negaciones de las formulas que si pueden demostrarse en este sistema: si este sistema es consistente, no
existen contradicciones en éste, no se demuestran contradicciones en el mismo y, en consecuencia, no
son demostrables las formulas que representan las negaciones de aquellas que si son derivables, esto es,
existen algunas formulas que no son demostrables. Por tanto, no todas las formulas son demostrables en
este sistema?*.

Para entender el sentido fuerte de la consistencia sintactica, debemos usar el segundo aspecto que
mencionamos sobre las contradicciones. Por tanto, si suponemos una vez mas que en el conjunto de
axiomas de un sistema formal cualquiera no existen contradicciones, entonces no es posible obtener mas
contradicciones. En consecuencia, es imposible obtener una formula y su negacion al mismo tiempo,
pues el demostrar estas dos férmulas contradictorias al mismo tiempo, implicaria la existencia de una

contradiccion previa. Lo cual no es el caso.

24 T . .2 . . , . . .
Debo aclarar: si dichas negaciones también fueran demostrables, esto implicaria que el sistema es contradictorio y, por
tanto, inconsistente.
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Para hacer esto mas claro, haré uso de las metavariables. Si decimos que existe un sistema formal
S sintacticamente consistente en sentido fuerte, entonces estamos diciendo que en el conjunto de
axiomas I' de dicho sistema no existe una expresion de la forma A A —=A. Por lo tanto, existe por lo
menos una formula que no es demostrable con dichos axiomas y que tampoco es teorema de S.

Por otra parte, si suponemos que existe un sistema formal R sintacticamente consistente en el
sentido fuerte, entonces en el conjunto de axiomas A de dicho sistema no hay una contradiccion. En
consecuencia, no podemos obtener expresiones de la forma B A —B. Debido a esto, es imposible que en
dicho sistema se demuestren las formulas T,, y —T,, al mismo tiempo, porque se trata de una
contradiccion®.

Cabe recalcar que la consistencia sintactica, como su nombre lo dice, se encuentra relacionada
con aquello que podemos hacer con los axiomas y las reglas de transformacion de los sistemas formales:
un sistema sera sintacticamente consistente si es imposible demostrar contradicciones haciendo uso de
sus axiomas Yy de sus reglas de transformacion, esto es, mediante el calculo. En este nivel de consistencia
podemos considerar a las expresiones del sistema en abstracto®®, esto es, podemos considerarlas sin la
necesidad de que se encuentren en relacion con objetos que las haga verdaderas, pues lo relevante es que
formalmente no haya una contradiccion, para que, formalmente, no se demuestre lo que sea?’.

Aclarado lo anterior, debo mencionar qué es la consistencia semantica. Como su nombre lo dice,
dicho tipo de consistencia se refiere al significado. Y, por tal razén y por todo lo que he venido
mencionado a lo largo de este escrito, podemos inferir que el significado del que estoy hablando es de
aquel que obtienen las formulas de un sistema cuando se les pone en relacion con los objetos de una
teoria matematica. En otras palabras, para que un sistema sea semanticamente consistente, primero debe

haber una correspondencia entre sus axiomas y teoremas con una clase de objetos determinada.

> Existe, ademas, cierta relacidon de equivalencia entre estos tipos de consistencia: si un sistema es inconsistente en el
sentido débil, entonces se sigue cualquier férmula, esto incluye a A A =A. Lo cual también lo hace inconsistente en sentido
fuerte. Si un sistema es inconsistente en sentido fuerte, entonces tiene una expresion como A A —A, de la cual se sigue
cualquier férmula, por tanto, dicho sistema también es inconsistente en sentido débil.

%% La utilidad y funcion de los sistemas formales no comprende la totalidad de lo tratado aqui, pero debo hacer esta
aclaracidn para evitar confusiones: cuando digo que las expresiones de un sistema formal pueden ser vistas en abstracto sin
la necesidad de ponerlas en relacién con los objetos de una teoria matematica intuitiva, no estoy afirmando en ningun
momento que los sistemas sean constructos que se construyen de manera independiente de las teorias mencionadas y
después se busque con cual de todas estas se puede poner en relacién. Mas bien, los sistemas formales se construyen
siguiendo las estructuras de los objetos con los que se han de poner en relacidn. A pesar de esto, es posible verlos
separados de éstas, valga la expresion, para poder analizar sus componentes y propiedades. (Cfr. Hilbert, 2011, pags. 89 —
122.)

%’ Dicho de otra manera, lo que nos interesa en este nivel de consistencia es que entre las férmulas que componen el
conjunto de axiomas de un sistema formal no haya una férmula contradictoria.
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Anteriormente mencioné que una correspondencia de este tipo de objetos hace verdaderos a los axiomas
del sistema formal con el que se relaciona. Por lo tanto, y gracias a la correccion del sistema, los
enunciados derivados de los axiomas también seran verdaderos. La consistencia semantica es, pues, la
propiedad por la que las expresiones axiomaticas de un sistema formal —asi como las demostradas con
estas- son verdaderas y la propiedad por la cual el sistema no contiene ni demuestra contradicciones
cuando se le pone en correspondencia con teorias matematicas intuitivas o reales. Ahora bien, debemos
hacer la siguiente observacion: la consistencia semantica de un sistema formal depende de la verdad que
los axiomas obtienen cuando se les pone en relacion con los objetos de una teoria intuitiva.

Supongamos qué pasaria si una teoria intuitiva fuera inconsistente, entonces seria complicado
decidir cuales de sus enunciados demostrados nos hablan de las caracteristicas y relaciones de los
objetos que estudian y cuéles no, porque ambos tipos de enunciados serian igualmente demostrables. Por
ejemplo, supongamos que tenemos una teoria Th que nos habla sobre los nimeros naturales y que ésta
tiene a los enunciados E;, E,, E5, E, como el conjunto I' de sus enunciados elementales. Supongamos
ademas que dicho conjunto es inconsistente, por lo tanto, cualquier expresion bien formada con el
lenguaje de tal teoria puede ser demostrada. Y, por la misma razén, si suponemos un teorema T; que nos
afirme que todos los nimeros naturales tienen la propiedad P, entonces éste sera demostrable por la
inconsistencia de I'. Pero, por el mismo motivo, también lo serd su negacion, esto es, el teorema (=T;)
que nos afirma que dichos nimeros no tienen esa propiedad. Asi, resulta complicado decidir cual de los
dos teoremas si nos habla sobre las propiedades de los numeros, porque, como dije, ambos son
demostrables debido a la inconsistencia?.

Teniendo en cuenta lo anterior, y el que los sistemas formales quieren emular las mismas
estructuras que las teorias intuitivas, puede suceder algo similar cuando los sistemas formales son
contradictorios: se demuestran formulas contradictorias que pueden ser teoremas sobre los objetos que
formalizan porque se demuestran bajo los estatutos que indican qué es una demostracion y un teorema, y
seria problematico decidir cual de los dos es verdaderos porque ambos se derivan de los mismos
axiomas, pero son contradictorios.

Antes de pasar a otros asuntos debemos mencionar un aspecto que parece poner en relacion los
dos tipos de consistencia aqui mencionados: en logica, cuando tenemos un conjunto de formulas

inconsistente, resulta que ninguna interpretacion que le asignemos hara verdadero a dicho conjunto. En

28 . . , , . .
Podriamos revisar nimero por numero para observar cudl de los dos teoremas es verdadero. Sin embargo, en tanto que
los nUmeros naturales parecen ser infinitos, esto podria resultar un tanto complicado
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I6gica de proposiciones dicha afirmacion puede ser representada formalmente de la siguiente manera:
A ={p AqA—q}. Siasignamos valores a las formulas encontradas en dicho conjunto, entonces las
conjunciones que las unen seran siempre falsas por la existencia de g y —q, lo cual hace falso a la
totalidad del conjunto.

Siguiendo el razonamiento anterior, si pensamos en un sistema con un conjunto de axiomas
inconsistente, entonces podemos inferir que ninguna interpretacion que le asignemos lo hara verdadero.
Asi, aungque pongamos en correspondencia dicho sistema con los objetos de una teoria para que sus
axiomas sean verdaderos, dicho sistema seguira siendo inconsistente por las contradicciones existentes.

Podemos ver esto de manera esquematica. Tenemos el conjunto A de un sistema formal S. Dicho
conjunto es inconsistente porque entre sus formulas se encuentra una contradiccion {A; A =4, A A, A
As}. Por otro lado, tenemos una teoria intuitiva con el conjunto I' de enunciados elementales {E; A E; A
E5}. Si hacemos una correspondencia, de modo que a cada axioma le correspondan los mismos objetos

que a un enunciado verdadero de la teoria (y que estos sean equivalentes), tenemos que:

Valor de Verdad del Enunciado Correspondencia Valor de Verdad del Axioma
E{=V E{=4, A=V
E, =V E, £ -4, —A, =F
E,=V E,=A, A, =V
E;=V E; = A; Az =V

Entonces podemos ver que uno de estos es falso, lo cual hace falsa a la totalidad del conjunto por
el hecho de estar unidos mediante conjunciones. Cualquier interpretacion que asignemos a dicho
conjunto, como mencionamos, lo hara falso, lo cual, al mismo tiempo, seguira haciendo inconsistente al
sistema.

Menciono esto por la siguiente razon: cuando pensamos en la consistencia semantica de un
sistema, queda claro que los objetos con los que se pone en correspondencia hacen verdaderas a sus
férmulas (axiomas y teoremas), pero, al mismo tiempo, el sistema debe ser sintacticamente consistente,
para que siga manteniendo la verdad que le otorgan estos objetos.

En suma, la relacion entre los dos tipos de consistencia puede darse de la siguiente manera:

primero, debe haber consistencia sintactica para evitar que entre los axiomas haya una contradiccion, y
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evitar asf que estos demuestren cualquier formula®. Después, se puede dar una correspondencia entre las
expresiones del sistema para que estos sean verdaderos a partir del significado que obtienen de los
objetos, de modo que el sistema formal tenga consistencia seméntica. Asi, teniendo ambos tipos de
consistencia en un sistema formal, se puede evitar que en éste se deriven formulas contradictorias.*

Antes de hablar sobre las demas propiedades de un sistema formal, primero debemos hablar
sobre un tipo de consistencia semantica llamada w-consistencia (Ladriere, 1969, pags. 68 - 69), la cual
solo es aplicable a sistemas que tienen una formalizacion de los objetos de la Aritmética: los nUmeros
naturales. Uso este tipo de consistencia para ejemplificar que hay diferentes tipos de tal propiedad y para
hacer notar como unos dependen de otros.

Ahora bien, debo mencionar que este tipo de consistencia es de tipo semantico, es decir, se
refiere al significado que obtienen los sistemas al ponerse en relacidn con los objetos de una teoria. En
este caso la teoria intuitiva en cuestion sera la aritmética y sus objetos seran los nimeros naturales. Para
que un sistema tenga w-consistencia debe cumplir con algunos otros requisitos: 1) debe tener el
operador de negacion (—); 2) debe usar el cuantificador universal (V); y 3) debe contener una
formalizacion de la aritmética™.

Para explicar mejor este tipo de consistencia, haré uso del ejemplo expuesto por Ladriere, pero
usaré la simbologia I6gica convencional para hacer la explicacion menos complicada: primero debemos
considerar un sistema formal S que cumpla las condiciones mencionadas. Luego, debemos suponer que
dicho sistema contiene constantes individuales correspondientes a los naturales: Ny, Ny, N, ... Ny;
variables individuales: x,, x4, x, ... x,; €l operador negacion — y el cuantificador universal V.

También se debe considerar una teoria intuitiva Th -que simboliza las estructuras de los
naturales- y una correspondencia entre sus enunciados y las expresiones de S.

Si S es w-consistente, entonces las proposiciones o teoremas demostrables en eéste

corresponderan a enunciados verdaderos de Th. En otras palabras, la w-consistencia depende de que

*® Habia mencionado que los sistemas se pueden ver separados de las teorias para analizar sus componentes y propiedades,
a pesar de que estos hayan sido construidos siguiendo su estructura. Este caso es un ejemplo de ello: se puede observar un
sistema sin necesidad de ponerlo en relacidn con su respectiva teoria para poder determinar si éste es consistente o no. Y
esto se hace para que no haya errores en su funcionamiento al momento de ponerlo en relaciéon con los objetos de la
teoria.

%0 Aqui debo aclarar que no estoy mencionado que ambos tipos de consistencia son equivalentes, sino que sélo hay una
relacion entre estos y que dicha relacién es necesaria si se pretende tener sistemas axiomaticos que sean consistentes al
darles una interpretacion a sus axiomas. Pero esto no implica que ambas nociones sean equivalentes, pues puede existir
sistemas axiomaticos que sean consistentes en sentido sintactico, pero no en sentido semdantico (Cfr. Ladriere, 1969).

31 Un sistema tiene una formalizacidn de la aritmética si se puede establecer una correspondencia entre sus expresiones
axiomaticas y las estructuras encontradas en los nimeros naturales con los que trabaja la aritmética.

53



haya una correspondencia entre S y los objetos de Th, en la que una expresion demostrable en el sistema
en cuestion represente a un enunciado verdadero encontrado en la teorfa intuitiva®

Por el contrario, si S no es w-consistente, entonces no habra una correspondencia entre éste y Th,
por lo cual habra expresiones de S que corresponderén a enunciados falsos de la teoria en cuestion. Por
ejemplo, supongamos que Th es una teoria compuesta Unicamente por enunciados verdaderos, y que en
el conjunto de todos estos encontramos uno que nos afirma lo siguiente: todos los nimeros naturales
tienen un unico sucesor —llamaremos a este enunciado E. Supongamos, ademas, que intentamos hacer
una correspondencia entre S 'y Th (de modo que E podamos representarlo con T), pero no podemos
hacerla porque en S encontramos la expresion —T —hay un numero natural que no tiene un Unico
sucesor-, que corresponde a un enunciado falso de Th por la negacion que representa a un enunciado
verdadero. Por tal razén, S no es w-consistente.

Sobre lo anterior, Ladriere afirma que un sistema w-consistente, también es consistente, pero no
a la inversa, con lo cual podemos entender que del hecho de que un sistema sea consistente, no implica
necesariamente que también sea w-consistente: no implica de manera necesaria que haya una
correspondencia entre las expresiones del sistema y los enunciados de la teoria. En otras palabras,
pueden existir sistemas formales de los que no se siga contradiccién alguna, pero puede que estos no
sean w-consistentes porque algunos de sus teoremas demostrables corresponden a enunciados falsos de
la teoria aritmética con que se relaciona o porque sus lenguajes son insuficientes para formalizar dicha
teoria (esto se explicara mas adelante).

Tal relacidon puede darse de la siguiente manera: podemos suponer un sistema formal I. I esta
construido de forma que es consistente y se pone en correspondencia con la aritmética intuitiva. Pero, de
esta correspondencia resulta que algunos de sus teoremas corresponden a enunciados aritméticos falsos,
es decir, hay teoremas demostrables de I que son negaciones de los enunciados aritmeticos verdaderos.
Especificamente, dice Ladriere, si se elige un enunciado aritmético como “todos los niimeros enteros
tienen la propiedad P”, entonces se pueden demostrar en | enunciados falsos como “existe por lo menos

un numero entero que no tiene la propiedad P”. Por esta razon I no es w-consistente.

2 Este tipo de consistencia también implica que de las teorias y sistemas formales involucrados en la correspondencia no se
siga cualquier formula, es decir, se requiere que en esas teorias y sistemas no haya contradicciones. Con esto podemos
mencionar lo siguiente: la w-consistencia, al ser un tipo de consistencia semdntica, también requiere de la consistencia
sintdctica del sistema, pues de nada servird que la teoria esté compuesta por enunciados verdaderos si entre las
expresiones del sistema encontramos contradicciones.
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Como hemos mencionado, dos expresiones contradictorias no pueden ser simultdneamente
verdaderas ni demostrables. Por tal razon, la consistencia nos exige que de un sistema se siga una u otra
de manera exclusiva. Del mismo modo, la w-consistencia nos exige que o bien una formula o bien su
negacion sean demostrables y que, al mismo tiempo, s6lo una de esas dos expresiones represente a uno
de los enunciados verdaderos que hablan de los objetos de la teoria intuitiva.

Antes de continuar con esta empresa, debo mencionar algunos aspectos acerca de la w-
consistencia. EI primero de estos tiene que ver con la consistencia semantica, pues, al igual que esta
ultima, la w-consistencia depende de que el sistema que se pondré en correspondencia con una teoria
aritmética sea consistente sintacticamente, esto es, otro requisito para que un sistema tenga w-
consistencia es que éste mismo sea sintacticamente consistente. Necesitamos de la consistencia
sintactica para que los sistemas no demuestren afirmaciones falsas acerca de las teorias —por todo lo
mencionado anteriormente, es claro que si existen contradicciones, entonces se puede demostrar
cualquier expresion bien formada de un sistema, asi, se podria demostrar la negacion de una expresion
que formalice un enunciado verdadero de una teoria aritmética, esto es, la expresion que represente un
enunciado falso de una teoria.

El segundo aspecto tiene que ver con la maquinaria formal de los sistemas que pretende
formalizar la aritmética. Para hacer cualquier correspondencia entre un sistema formal y una teoria
intuitiva, el sistema debe tener las herramientas suficientes para poder representar en éste todas las
expresiones de la teoria, es decir, debe tener todos los simbolos de variables, constantes, operadores,
cuantificadores y simbolos auxiliares que le permitan representar todos los enunciados encontrados en la
teoria. Si un sistema no tiene los elementos suficientes para formalizar una teoria, entonces puede haber
elementos de ésta que queden fuera del sistema. Por ejemplo, si en una teoria que estudia parte de la
aritmética existen enunciados que necesitan de expresiones como a > b 0 a < b e intentamos poner en
correspondencia dicha teoria con un sistema que no cuenta con los elementos suficientes para formalizar
>y <, entonces habra cuestiones de la teoria que no podran ser formalizadas en el sistema.

Este aspecto parece tener mas relacion con cuestiones de demostrabilidad o de completud
(explicada mas adelante), pero su relaciéon con la w-consistencia (y con la consistencia semantica) se
encuentra en lo siguiente: para que haya una correspondencia como la que nos exige dicho tipo de
consistencia, el sistema que formalice la aritmética debe ser capaz de poder representar todos los
componentes de la teoria aritmética en cuestion. De lo contrario, puede haber cosas que en la teoria sean

verdaderas y que en el sistema no sean si quiera formalizables debido a la insuficiencia de su lenguaje.
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Por ejemplo, podemos suponer una teoria aritmética Th en la que existe un enunciado que nos
afirma que todo namero natural es menor que su sucesor. Ahora, también podemos suponer un sistema

formal R, el cual no cuenta con los elementos suficientes para formalizar dicho enunciado mediante una

expresion como Vn(n < sn)33, es decir, entre su simbologia no encontramos, por ejemplo, el simbolo
que represente al cuantificador universal u otros simbolos que nos permitan simbolizar su equivalencia
(Vx = =3x—)3% Asi, no se puede representar la expresion de la teoria intuitiva. Esto nos pone frente a
un teorema que no seria demostrable en el sistema formal porque éste no cuenta con los elementos
suficientes para formalizar un enunciado verdadero. Asi, no hay una correspondencia total entre sistema
y teoria, lo cual no permite que el sistema sea w-consistente. Esto implica que el sistema R no es capaz
de demostrar todos los teoremas que se refieren a enunciados verdaderos de Th. Sin embargo, esto no
implica que R sea inconsistente: mencioné que un sistema puede ser consistente, pero no w-consistente.
Asi, R puede ser consistente (y no w-consistente) aunque no sea capaz de formalizar y demostrar las
cuestiones relacionadas con Th.*®

Por ultimo, debo mencionar que no profundizaré mas en la cuestion de cémo se generan todos
los tipos de consistencia que un sistema puede poseer, pues esto requiere recursos y metodos formales
que rebasan los objetivos de esta tesis, los cuales no necesitan tratar la consistencia con dichas

herramientas formales, sino Gnicamente como una propiedad de sistemas formales.

2.3.1.3.  Algunas consideraciones acerca de la consistencia
Para representar la relacion de un sistema formal con los tipos de consistencia mencionados -sintactica y

semantica [y dentro de ésta la w-consistencia]- y con los objetos de las teorias matematicas reales

> En dicha expresién, n es un numero natural, V es un cuantificador universal que indica la totalidad de un conjuntoy n + 1
es la operacion de la funcidn s (funcion sucesor); la expresion que representa al sucesor de n es sn. Asi, dicha expresién nos
dice que todos los niUmeros naturales son menores que su sucesor.

* la expresion (Vx=-3x- ) indica que el cuantificador universal es equivalente a un cuantificador existencial con dos
negaciones en cada uno de sus lados. Dicho de otro modo, afirmar que “para todo x es el caso que x cumple con tal
propiedad” es lo mismo que afirmar que “es falso que existe un x que no cumple con tal propiedad”: afirmar que todo un
conjunto cumple con una propiedad es exactamente lo mismo que afirmar que es falso que hay por lo menos un objeto que
no cumple con ella.

*Alo largo de esta explicacion, use expresiones como “poner en correspondencia los axiomas del sistema con los
enunciados verdaderos de la teoria”. Esto se debe porque la explicacidén de Ladriere sobre w —consistencia se maneja en
estos términos. Sin embargo, debo recalcar que lo que se pone en correspondencia son los objetos de la teoria y las
expresiones del sistema; tanto los axiomas del sistema como los enunciados de la teoria representan la estructura de los
naturales. Por eso, si se habla de una correspondencia entre enunciados y axiomas podemos entender que también es una
correspondencia entre axiomas y nimeros naturales. Pero también puede ocurrir que se entienda que el sistema formaliza
la teoria, cuando en realidad, lo que se quiere dar a entender con estas expresiones es que el sistema se pone en
correspondencia con los objetos.
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cuando se lleva a cabo una correspondencia, haré uso de cuatro esquemas. El objetivo de usar estos
recursos es mostrar, de una manera mas grafica, todo lo explicado acerca de la consistencia de los

sistemas formales. El primer esquema es el siguiente:

Lenguaje
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CONSISTENCIA SINTACTICA

Esquema 1

De lado derecho tenemos al sistema formal con sus componentes: 1) el lenguaje —simbolos para
variables, constantes y operaciones-; 2) Las reglas de formacién y transformacién —R.F. y R.T.-, que son
las reglas que nos dicen como posicionar los elementos del lenguaje para formar expresiones bien
formadas —férmulas-, y luego como éstas se relacionan entre si para dar lugar a otras mas; y 3) Axiomas
y teoremas, los cuales son las formulas bien formadas con los elementos anteriores —y también seran las
férmulas demostrables, en el caso de los teoremas-. El cuadro que parece envolver al sistema formal es
la consistencia sintactica, esto es, la propiedad que hace que en el sistema no existan ni puedan
demostrarse contradicciones a partir de sus expresiones.

De lado izquierdo tenemos una teoria matematica real, la cual, como mencionamos, es una teoria
formada por una serie de expresiones que nos hablan sobre objetos matematicos y sus propiedades —que
en este caso son nimeros. Ahora bien, de manera resumida, en el rectangulo posterior se encuentran los
objetos con los que trabaja la teoria, y en el rectangulo inferior estan los enunciados verdaderos sobre
esos objetos de dicha teoria, los cuales pretender ser emulados por las expresiones del sistema.

Las flechas ubicadas en los espacios vacios indican que se puede llevar a cabo una
correspondencia entre los componentes del sistema y los objetos de la teoria. Tal correspondencia puede

representarse asi:
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Lenguaje
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Esquema 2

La correspondencia entre el sistema y la teoria puede entenderse, pues, como la correspondencia
entre las expresiones de los sistemas y los objetos cuya estructura representan las teorias. En dicha
unién, usamos el lenguaje del sistema para representar a los objetos de la teoria. Las reglas de formacion
nos ayudan a formar los axiomas y los teoremas que seran analogos a los enunciados verdaderos de la
teoria. Las reglas de transformacion nos ayudaran a demostrar formulas —que deben a la estructura de los
objetos con los que trabajan las teorias- a partir de los axiomas. Dichas formulas, como mencioné, seran
teoremas al ser demostradas.

De dicha union surge la consistencia semantica: la propiedad por la que las expresiones del
sistema son verdaderas a partir de la correspondencia con los objetos representados por la teoria, y
también por la cual el sistema no contiene ni demuestra contradicciones a partir del significado de sus
férmulas.

Podemos hacer una representacion parecida para el caso de la w-consistencia. Veamos el

siguiente esquema:
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Lenguaje
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Axiomas y Teoremas

DAINIUT DIIUILL
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Esquema 3
Unicamente sustituimos la teoria matematica real por la aritmética intuitiva. Asi, los objetos con
los que trabajara dicha teoria son los numeros naturales y los enunciados verdaderos de la misma nos
hablaran de las propiedades y relaciones de estos. Por lo demas, el sistema con el que se puede poner en
correspondencia tiene los mismos elementos y propiedades que en el primer esquema.
Ahora bien, la correspondencia entre el sistema formal y la aritmética intuitiva puede

representarse de la siguiente manera:

Lenguaje
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Esquema 4.
En este caso, la union antes mencionada hace que los elementos del lenguaje del sistema formal

correspondan a los objetos de los que hablan los enunciados de numeros naturales de la aritmética
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intuitiva. Al igual que en el ejemplo anterior, las reglas de formacion indican como deben ser
posicionados los elementos del lenguaje para formar las expresiones que representen en el sistema la
estructura de los nimeros naturales. Las reglas de transformacion sirven para demostrar formulas
verdaderas que hablan sobre propiedades y relaciones encontradas entre los nimeros naturales.

De la unidn en cuestion, surge un rectangulo méas que representa la w-consistencia: la propiedad
que obtiene un sistema que cuenta con una formalizacion para la aritmética cuando se le pone en
correspondencia con una teoria de este tipo. Dicha propiedad hace que las expresiones bien formadas del
sistema correspondan a los nimeros naturales y no se obtenga una contradiccion de este hecho.

Ahora, la idea de representar la consistencia como un rectangulo que envuelve al sistema formal
es mostrarla como una propiedad. De manera cotidiana, podemos observar que las propiedades son
atributos o cualidades que poseen las cosas. Podemos observarlas en ellas cuando las miramos fijamente
—como los colores o las formas- o cuando observamos el funcionamiento de sus partes —como la
eficiencia o la velocidad con la que una computadora realiza cualquier actividad para la que esté
programada.

Estableciendo un simil, en teoria se puede observar algo parecido en un sistema formal:
realizando las pruebas indicadas, se puede determinar si un sistema formal tiene o no consistencia de los
tipos aqui mencionados. La consistencia, pues, resulta ser una propiedad que podemos observar
mediante el funcionamiento del sistema formal y las relaciones que tiene con aquello que formaliza.
Ademas, si pensamos en los esquemas mostrados aqui, en la relacion que los componentes de los
sistemas llevan a cabo para darle lugar en el plano sintactico y en la correspondencia que éstos
establecen con las estructuras de los objetos matematicos para obtenerla de manera semantica, entonces
podemos pensar que la consistencia parece ser mas una propiedad que es consecuencia de todas estas
relaciones, que algo que podamos encontrar entre los objetos de las teorias y los componentes de los
sistemas es decir, no podemos encontrarla entre los elementos del lenguaje del sistema ni entre los
objetos y enunciados de la teoria asi como encontramos formulas bien formadas o expresiones que nos
hablen de los nimeros.

Antes de continuar, debo decir que la importancia de la consistencia recae en que ella hace
posible que no se demuestren formulas que puedan contradecir a aquellas que formalizan a las estructura
de los objetos matematicos con los que estan relacion. Si un sistema es inconsistente, entonces puede
demostrar contradicciones. Si dicho sistema demuestra una formula A que habla sobre las propiedades

de los objetos de una teoria, también puede demostrar a —A, que es la formula que lo contradice. La
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inconsistencia, pues, permite que se demuestren expresiones contradictorias que pueden ser
consideradas teoremas por el hecho de ser obtenidas mediante una sucesion de formulas, lo cual, como
mencioné, es problematico porque si suponemos que formulas demostrables son verdaderas debido a la
verdad que obtienen de los axiomas, entonces las dos tendrian la misma posibilidad de ser verdaderas,
pero no se podria decidir cual dado que son contradictorias. Si decidimos otorgar la verdad a una de
ellas, entonces la otra es falsa, pero esto implica que el sistema demuestra expresiones falsas. Esto no es
deseable porque si pensamos que los sistemas nos hablan los objetos de las teorias matematicas,
entonces las expresiones que contradicen a las férmulas que formalizan enunciados verdaderos nos diran
cosas falsas sobre tales objetos. Esto puede no parecer importante si se piensa que el hecho de que los
sistemas sean contradictorios no afecta en la constitucidn de tales objetos, pero si pensamos que estos
sistemas parecen ser la manera méas adecuada para acceder a ellos, entonces podemos concluir que
sistemas contradictorios nos llevaran a concluir cuestiones erroneas sobre los objetos en cuestion.

Para terminar, debo decir que las propiedades que se presentaran en las paginas siguientes tienen
un caracter parecido al de la consistencia, en el sentido de que son cualidades o atributos que pertenecen

a los sistemas y no objetos con los que estos o las teorias trabajen.

2.3.2. Completud.
La completud es la propiedad que hace que un sistema formal demuestre todas las formulas verdaderas

que hablan sobre objetos matematicos. Al igual que en la consistencia, existen dos tipos de completud
(Ladriere, 1969, pags. 69 - 70): sintactica y semantica. La completud sintactica, a su vez se divide en
dos clases: 1) completud sintactica en sentido fuerte; y 2) completud sintactica en sentido débil. La
primer clase de completud sintactica, también conocida como completud para la negacion (Cfr.
Gutiérrez, 2014, pags. 141 - 142) es la propiedad encargada de hacer que toda proposicién de un sistema
sea demostrable o refutable —una vez mas, esta propiedad s6lo compete a los sistemas en los que se usa
el operador de negacion-. Lo que esto quiere decir es que toda formula perteneciente a un sistema formal
se puede demostrar a partir de los axiomas de éste, 0 bien se puede demostrar su negacion. Cualquiera
de las dos formulas que se demuestre sera, como he mencionado, un teorema.

Debo aclarar que cuando digo “toda féormula verdadera es demostrable” no lo digo en el sentido
del principio de explosion porque, de ser asi, serian demostrables todos las férmulas junto con sus
negaciones. De igual manera, estoy suponiendo que los sistemas hipotéticos de los que hablo aqui son

consistentes. Lo que quiero decir aqui es que, cuando un sistema es completo, éste debe demostrar todos

61



los posibles teoremas —formulas que pueden llegar a ser teoremas mediante la demostracion-
encontrados en éste 0 sus respectivas negaciones, pero no ambas al mismo tiempo (de lo contrario seria
inconsistente).

De manera esquematica, la completud sintactica en sentido fuerte se puede explicar de la

siguiente manera: supongamos un sistema formal axiomatico S, un conjunto de axiomas I' y dos

esquemas de formulas T,, y —T,,3¢. Si S es completo, entonces T,, es demostrable a partir de T" o bien lo
es —T,,. Si —T,, es demostrable, entonces queda cancelada la posibilidad de demostrar T,,, y lo mismo
pasa a la inversa. Esto en el supuesto de que S también es consistente.

Con esto ultimo, ademas, es posible ver que existe una relacion entre la consistencia y la
completud, pues es necesario que un sistema sea consistente para que pueda demostrar a sus formulas
que pueden ser teoremas 0 a Sus negaciones, pero no ambas asi seria completo para la negacion o en el
sentido fuerte. Si el sistema fuera inconsistente, también seria completo, pero surgiria el problema de
que con la inconsistencia podriamos demostrar todas las formulas asi como como sus negaciones. Esto
no afecta cuando demostramos todo en un sistema que se compone Unicamente de formas y no hace
referencia a algo. En cambio, cuando tenemos en cuenta sistemas formales que hacen referencia a
objetos matematicos, demostrariamos férmulas contradictorias que negarian y afirmarian un mismo
aspecto sobre éstos. Evidentemente, ambos tipos de formulas serian demostrables, por lo cual ambos
tendrian la misma posibilidad de ser teoremas, pero esto es probleméatico porque, como dije, ambos
tienen la posibilidad de ser verdaderos debido a lo que establece la correccion del sistema, pero son
contradictorias, lo cual hace dificil decidir cuales son los verdaderos.

Hablariamos, pues, de una completud que nos permitiria demostrar todas las férmulas que se
refieren a enunciados verdaderos de una teoria, pero que, al mismo tiempo, nos causaria problemas
porque también demostraria sus negaciones.

Por otro lado, la completud sintactica en sentido débil, dice Ladriere, es la propiedad por la que
un sistema se hace inconsistente cuando a su conjunto de axiomas se le agrega una expresion no
demostrable en éste. Ahora, para que un sistema sea inconsistente, es necesario que dentro del conjunto
de sus férmulas haya contradicciones. De modo que, para obtener la inconsistencia, la formula no
demostrada por el sistema que debe agregarse, es la negacion de una de las formulas que ya se
encuentran en éste. Teniendo una contradiccion, es posible demostrar todas las férmulas del sistema,

como explique arriba.

36 . . . . .
Con T,, y —T,,intento representar un numero finito de férmulas.
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Para ejemplificar esto, supongamos que tenemos el siguiente conjunto de axiomas de un sistema
formal: {44, A,, A3, A,}. Con este conjunto podemos demostrar las formulas {T;, T,, T5, T4}, pero no Ts.
Ademas, podemos suponer que dichos conjuntos son consistentes, por lo cual ninguna de sus negaciones
es demostrable, de la misma manera que Ts. Ahora bien, si agregamos la expresion —A4,, entonces el
sistema en cuestion tendra una contradiccion entre sus axiomas de manera que dicho sistema es
inconsistente. En consecuencia, dicho sistema es capaz de demostrar todos sus posibles teoremas,
incluido Ts, asi como sus negaciones debido a la contradiccion existente. Por tanto, es completo en
sentido débil.

Puedo decir que la idea detras de la completud en sentido débil es la siguiente: si un sistema debe
hacerse inconsistente para demostrar todos sus posibles teoremas, como afirma Ladriere, entonces quiere
decir que con el conjunto de axiomas y las reglas de transformacion con los que cuenta antes de la
inconsistencia no es capaz de demostrar todas las expresiones con caracter demostrable. Asi, pues, este
tipo de completud es débil porque necesita de un recurso adicional de los que tiene el sistema para poder
estar presente.

Por otro lado, la completud semantica también tiene dos tipos: 1) absoluta; y 2) relativa a una
interpretacion. La completud semantica en sentido absoluto hace que toda proposicién valida (en este
contexto verdadera) de un sistema axiomatico también sea demostrable, y a la inversa. Esto quiere decir,
que existe una correspondencia biunivoca entre las formulas demostrables y los objetos matematicos que
les corresponden en las distintas interpretaciones del sistema, de modo que todo lo demostrado en un
sistema formal sera verdadero por su relacion con los objetos —y sera anélogo a los enunciados de las
teorias matematicas intuitivas.

La completud semantica relativa a una interpretacion establece que todas las proposiciones o
formulas verdaderas correspondientes a un determinado tipo de objetos en una interpretacion son
demostrables en el sistema. Esto quiere decir, que un sistema representa una formalizacion de un tipo
determinado de objetos, y las proposiciones del sistema representan cuestiones relacionadas con estos.
Si estas proposiciones son demostrables en el sistema, entonces éste serd completo en este sentido.

Esta Gltima nocién también puede ponerse en relacion con los campos de interpretacion: un
sistema es completo en relacion con un campo de interpretacion si todas sus proposiciones validas o
enunciados verdaderos en relacién con dicho campo son demostrables y a la inversa —toda férmula

valida es demostrable y toda férmula demostrable es valida-.
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2.3.3. Decidibilidad.
Al igual que las dos propiedades anteriores, la decidibilidad también es de tipo sintactico y semantico.

La decidibilidad sintactica hace que un sistema pueda dar un procedimiento que permita decidir, para
todo teorema del sistema si éste es decidible o no. Un sistema serd decidible en este sentido si este
mismo es capaz de dar una serie de pasos para decir si un problema tiene una solucién o no®, esto es,
para decir si una formula verdadera puede ser o0 no demostrada con los axiomas del sistema en el que se
encuentra. Este proceso, ademas, debe ser efectivo y mecanizable como las tablas de verdad de la légica
proposicional o, en el contexto de los sistemas axiomaticos orientados a las matematicas, el proceso del
que se habla es la demostracion.

La decidibilidad semantica establece que un sistema es decidible cuando puede haber un
procedimiento que permita decidir si toda proposicion de éste es verdadera o no con respecto a un
campo de interpretacion —es decir, si hay un procedimiento capaz de dar cuenta de que los elementos de
un sistema son verdaderos cuando se les pone en correspondencia con un campo de interpretacion,
entonces éste sera decidible semanticamente-. Los componentes capaces de dar cuenta de esta propiedad

son las reglas de correspondencia y de interpretacion.

2.3.4. Categoricidad.
La categoricidad puede ser absoluta o relativa. Un sistema es categdrico en sentido absoluto si todos

sus modelos son isomorfos entre si. Es decir, si todos los elementos de sus modelos se comportan de la
misma manera cuando estan en una relacion determinada con otros elementos del modelo en que se
encuentran.

Un sistema es categorico en sentido relativo o categorico respecto a una clase de objetos (CL)
pertenecientes a éste si cada modelo de dicho sistema en los que CL recibe una interpretacion son
isomorfos. Ahora bien, segin entiendo, la clase de objetos CL comprende a aun tipo de las formulas
construidas con los términos primitivos. Este tipo de férmulas pueden ser los axiomas, por ejemplo. A
los axiomas se les pueden asignar varios modelos —estructuras de objetos matematicos- y si estos

modelos son isomorfos, entonces el sistema es categorico.

% Decidible y resoluble en este contexto pueden ser usados como sinénimos de derivable o demostrable (Torres, 1999, pag.
25).
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Una vez expuestas la estructura general y las propiedades de un sistema formal me ocuparé de
hablar, de manera general, de la numeracion de Gédel y de los Teoremas de Incompletud de la

Aritmética.
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CAPITULO Ill: LA NUMERACION DE GODEL Y SUS DOS TEOREMAS

Introduccion

El objetivo de este capitulo es, principalmente, mostrar cobmo es tratada la consistencia por Godel con
los componentes formales del sistema. Siendo asi, puede parecer innecesario que se mencionen los dos
Teoremas de Incompletud. Empero, considero que si se necesitan porque a partir de toda la maquinaria
usada para demostrarlos (los nimeros Godel —y con estos los naturales-, el método diagonal y la
autorreferencia), fue posible formalizarla y asi llevar a cabo las pruebas que muestran su
indemostrabilidad.

Ahora bien, la relacion de los capitulos anteriores con el presente es que el primero de estos me
ayudara a indicar cuales son los diferentes componentes del sistema en el que Gddel llevo a cabo la
demostracion de sus teoremas: diré cudles son las variables, constantes, reglas de formacion y
transformacion encontrados en tal sistema —es decir, su lenguaje. A dicho sistema, lo llamaré P (también
es llamado asi por Gddel). Ademdas, mencionaré como este se relaciona con la aritmética para
formalizarla junto con los elementos con los que estudia. Ademdas, mencionaré algunas de las
propiedades de los numeros naturales que se pueden expresar en tal teoria.

Sobre las propiedades del sistema sélo me centraré en completud y en consistencia. En este
contexto ambas tienen la misma definicion que la mencionada lineas arriba. No daré sus pruebas puesto
que Goddel mostré que hay proposiciones relacionadas con tales propiedades que nos indican que los
sistemas parecidos a P no son completos y no pueden demostrar su consistencia.

Para mostrar esto Ultimo, primero diré qué es la numeracion de Godel: indicaré qué son los
nimeros Godel y cdmo con estos se pueden representar los diferentes simbolos del sistema, asi como las
expresiones formadas con estos simbolos y las demostraciones llevadas a cabo con estos. Esto me
servira porque los nimeros Godel son uno de los aspectos necesarios para la demostracion de los dos
teoremas, pues con su ayuda se puede construir una formula que habla de si misma: G. Ademas, son
algunos de los elementos que me serviran para hablar sobre la consistencia como propiedad del sistema.

Hecho esto, me ocuparé de hablar sobre los Teoremas de Incompletud. Para ello, primero diré
cémo se construye la formula G que habla de si misma mediante el método de diagonalizacion y
también mencionaré en qué consiste la autorreferencia, pues, basicamente, para que G pueda referirse a
si misma —y decir de si misma que es indemostrable-, es necesario que dicha férmula sea autorreferente

y esto se consigue mediante la diagonalizacion.
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Con esto, podré mencionar como se demuestran los dos teoremas. Las demostraciones aqui
presentadas no seran mostradas de una manera puramente formal, porque los objetivos de este escrito no
lo requieren. Sin embargo, si haré uso de algunas férmulas, asi como de varias nociones de légica de
primer y segundo orden, teoria de conjuntos y teoria de clases —las cuales si seran necesarias para
entender algunos conceptos y razonamientos encontrados aqui. Ahora, el primer teorema dice que en
todo sistema que sea capaz de formalizar una parte de la aritmética, y que ademas sea consistente y
recursivamente axiomatizable®®, existiran proposiciones indecidibles, esto es, proposiciones que no son
demostrables y cuyas negaciones tampoco pueden ser demostradas en los sistemas mencionados. P es
capaz de formalizar una parte de la aritmética y la formula indecidible encontrada en tal sistema es G,
pues tanto G como —G son indemostrables.

El segundo teorema dice que todo sistema consistente, recursivamente axiomatizable y capaz de
formalizar una parte de la aritmética no puede demostrar su propia consistencia. Para realizar esta parte
del escrito, primero diré como se formaliza la consistencia, es decir, como con el lenguaje de P es
posible representarla mediante la formula Con(P). Hecho esto, mencionaré cual es la relacién entre G y
Con(P) y finalmente, diré como la formula Con(P) no es demostrable, con lo cual se demuestra el
segundo teorema.

Antes de continuar, debo mencionar que la explicacion de los teoremas no sera detallada porque
el objetivo aqui es hablar de la consistencia.

Algunas consideraciones sobre los Teoremas de Gaodel

En la parte final del Siglo XIX y en la primera mitad del Siglo XX, se buscé fundamentar las
matematicas para intentar resolver varios de los problemas ya existentes en este campo. Como
mencioné, David Hilbert (Gutiérrez, 2014) propuso realizar esta fundamentacion mediante la
presentacion de sistemas axiomaticos en lenguaje formal para deshacerse de todas las posibles
confusiones y lograr una mayor precision en los trabajos relacionados con las teorias matematicas. La
idea de Hilbert, pues, era representar en un lenguaje formal aquellas pocas proposiciones a partir de las

cuales podrian resolverse los problemas en cuestion. Ademaés del formalismo, el matematico aleman

*® Que un sistema sea recursivamente axiomatizable quiere decir que existe un método que permite decir qué expresiones
formadas con su lenguaje seran férmulas que representan axiomas. Dicho método debe ser mecanico y debe basarse en
una serie de reglas que sirvan para el fin mencionado. Comunmente, dichas reglas se presentan a través de esquemas de
axiomas: expresiones construidas con metavariables que indican la estructura que deberan tener aquellas formulas que
seran teoremas. Por ejemplo, una regla de este tipo puede decir algo como lo siguiente: toda expresidon que tenga la forma
A — A serd un axioma.
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proponia que todos estos problemas se resolvieran de manera algoritmica y finita (Pifieiro, 2012), esto
es, mediante un procedimiento con un ndmero finito de pasos y en el que se hicieran explicitos las reglas
aplicadas y las formulas obtenidas con ayuda de estas: demostraciones. Los problemas, pues, eran
férmulas que debian demostrarse, o bien se debia demostrar su negacion.

La propuesta hilbertiana tuvo tal impacto que comenzaron a desarrollarse sistemas con dicha
estructura y con los mismos objetivos. Sobre esto, Gédel menciona el sistema de los Principia
Mathematica y que la teoria axiomética de conjuntos de Zermelo-Fraenkel son los sistemas mas
desarrollados en lo que se refiere a sistemas formales-axiomaticos hasta 1931 (Godel, 1931, pags. 53 -
57). Todos los métodos usados en matematicas hasta ese momento podian ser formalizados en
cualquiera de esos dos sistemas, por lo cual, dice el matematico austriaco, resultaria natural pensar que
todas las cuestiones que se pudieran formalizar en el lenguaje de dichos sistemas serian demostrables.
Sin embargo, ello no es verdadero, pues Godel afirma que existen proposiciones indecidibles en ambos
sistemas que se refieren a la teoria de los nUmeros naturales.

Antes de continuar, debo mencionar que una proposicion indecidible es una “proposicion tal que
el sistema no puede demostrarla a ella ni a su negacion” (Gutiérrez, 2014, pag. 138). Dado que estamos
en el terreno de los sistemas formales, podemos entender que una proposicion de este tipo es una
expresion bien formada con el lenguaje de un sistema. Tal expresion no es demostrable con los axiomas
y las reglas de transformacién del sistema en el que se encuentra y tampoco lo es su negacion. La
indecidibilidad, pues, se encuentra en que ninguna de las dos férmulas se puede demostrar.

Ahora bien, estas proposiciones no son indecidibles en todos los sistemas existentes en
matematicas, sino que son relativas a sistemas en especifico. Una proposicion a puede ser indecidible en
un sistema S, pero no en un sistema R. Esto puede ser asi porque ambos sistemas se ocupan de
diferentes tipos de objetos, o porque S se ocupa de objetos y R Unicamente de relaciones, por ejemplo.
En consecuencia, si a versa sobre los objetos con los que trabaja S y es indecidible, entonces a sera
indemostrable en S, pero no en R porque a ser un sistema formal con un objetivo diferente, puede que ni
siquiera se pueda formalizar en su lenguaje.

Esto no quiere decir que las proposiciones indecidibles sean tales en un Gnico sistema. Los
Teoremas de Incompletud se desarrollaron en un sistema encargado de formalizar la aritmética, pero se
ha demostrado que se pueden obtener los mismos resultados en sistemas que no Se ocupen
exclusivamente del campo de los naturales, pero que si formalicen algunas nociones de la aritmética.

Asi, pueden existir en un sistema cualquiera.
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Hechas estas consideraciones, es momento de hablar del sistema en el que se realizaron los

Teoremas de Incompletud.

3. Sistema P
El sistema en que se desarrollaron los Teoremas de Incompletud se compone del lenguaje de los

Principia Mathematica (PM), los axiomas de la Aritmética de Peano (PA) y algunas modificaciones que
el mismo Godel hizo a dicha maquinaria formal para simplificar la demostracion en cuestién. Con eso
construyo un sistema al que llamé P (Gddel, 1931, pags. 58 - 60). Este sistema, como he mencionado, se
ocupa de formalizar la aritmética —especificamente la de Peano-, es decir, cada expresion formal de P se
ocupa de aspectos relacionados con los objetos trabajados por PA.

A continuacion, enunciaré los elementos que componen a dicho sistema tal y como se encuentran
en el texto de Godel de 1931. En primer lugar, presentaré el lenguaje, pues con sus elementos es posible

formar las expresiones de P.

3.1. Lenguaje.
El lenguaje del sistema P se compone de los siguientes signos primitivos:

I.  Constantes®:

a. ~ (negacién)

b. Vv (disyuncion)

c. [II (generalizacion)
d. 0 (cero)

e. s (el siguiente de)

f. () (paréntesis)

** Godel llama “constantes” por igual a los simbolos l6gicos (V, ~) y a los no-légicos (0, s, I1 y los paréntesis) encontrados en
este sistema. En otros contextos seran llamados de diferente manera dependiendo del autor y/o la corriente en que se
estén usando. Sin embargo, lo relevante en este contexto es que los simbolos en cuestién tienen el funcionamiento
convencional que conocemos, esto es: ~ sirve para negar las expresiones que se encuentran a su lado y obtiene el valor de
verdad contrario al que poseen tales expresiones; V se usa para construir férmulas con dos disyuntos y es verdadera
cuando cualquiera de estos es verdadero; II es el cuantificador V con el que se designa la totalidad de objetos de un
conjunto; O sirve para designar el primer elemento del conjunto de los nimeros naturales; s tiene la funcion de indicar el
elemento que se encuentra después de aquel que se encuentra entre sus paréntesis —por ejemplo, el sucesor de s(0) es el
elemento que se encuentra después del 0: 1; y (,) sirve para indicar los limites de una expresién bien formada.
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II.  Variables®
a. Tipo 1 (sirven para representar nimeros naturales incluyendo el 0): x4, y4, 27 ...
b. Tipo 2 (representan clases de individuos)*: x,, y,, z, ...
c. Tipo 3 (se ocupan de representar clases de clase de individuos)*: xs, y, zs ...

Ademas estos signos, Godel usa algunos otros simbolos para formar expresiones en el sistema
que no son mencionados por él como parte del lenguaje. Esto se debe, seglin entiendo, a que son
simbolos matematicos de uso comun. EI primer tipo de simbolos son: A, D, =,Z,= y son llamados
“abreviaciones” por Godel. Esto se debe a lo siguiente: son simbolos que sirven para construir
expresiones equivalentes a formulas formadas con los signos primitivos del sistema P. La equivalencia
se encuentra en que tanto las abreviaturas como las expresiones formadas con los signos primitivos
tienen el mismo valor de verdad. Dichas formulas estdn formadas con la ayuda de paréntesis y los
simbolos: ~,Vv,II, asi, por ejemplo, el simbolo A sirve para formar formulas como X AY, la cual es

equivalente a ~ (~ X v~ Y). Podemos ver la equivalencia mediante una tabla de verdad:

X A Y = ~ (~ X % ~ Y)
1 1 1 1 1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1 0

Ambas férmulas tienen el mismo valor de verdad. Sin embargo, X AY tiene menos simbolos y es, en

este sentido, mas simple que ~ (~ XV~ Y). Por ello es la abreviacidn de esta ultima. Un proceso similar

40 . P . , . .
Godel soélo llama variables a estos simbolos. Sin embargo, es conveniente recordar que en otros contextos,

especificamente en aquellos que se ocupan de los lenguajes de primer y segundo orden, las variables —asi como las
constantes- son llamadas “términos”.

" En este contexto, las clases de nimeros son algo parecido a lo que se conoce como “conjunto” en la Teoria de Conjuntos
usual, en el sentido de que algunas de las operaciones encontradas en los conjuntos también pueden llevarse a cabo entre
las clases. Sin embargo, las clases se distinguen de los conjuntos porque estas se componen de objetos que tienen un rasgo
en especifico, mientras que los conjuntos se definen por los objetos que los componen y no por las propiedades de estos
(Cfr. http://www.filosofia.org/enc/ros/clase.htm y Badesa, Jané y Jansana, 2007, pag. 30). En este apartado usaré la
terminologia de Godel para exponer el sistema tal y como se presenta en su obra. Sin embargo, en los demas usaré la teoria
de conjuntos por ser mas usual.

* Existe n tipos de variables.

70


http://www.filosofia.org/enc/ros/clase.htm

es llevado a cabo para o, =,XZ. = es el simbolo que representa la igualdad y es usado con el mismo
sentido que tiene en las matematicas usuales.

El otro tipo de simbolos son las metavariables X, Y, Z, etc. Estos, como se verd mas adelante, son
usados para representar esquemas de axiomas. El objetivo de esto es, como mencione, mostrar
unicamente las estructuras basicas de los axiomas que se pueden formar en el sistema —este es uno de los
requerimientos para que el sistema sea recursivamente axiomatizable.

Dado que ya se expusieron todos los simbolos involucrados en P, es momento de mencionar

cdémo se forman las expresiones validas en el sistema.

3.2. Reglas de formacion.
Las reglas de formacion de P no son presentadas por Godel de una manera convencional, esto es, como

una lista que enumera qué expresiones son las reglas aceptadas en P, sino que son presentadas de
manera textual (Gddel, 1931, pags. 58 - 59). En consecuencia, en este apartado me dedicaré a enumerar
dichas cualidades Unicamente para tener una forma que permita distinguirlas unas de otras, pero son
exactamente las mismas que se encuentran en el escrito y el orden en que aparecen es el mismo:

1. Entre los signos primitivos, no se requieren variables para representar relaciones binarias —o
relaciones que involucren un nimero de elementos mayor a 2- entre las variables de los tipos
mencionados, pues éstas pueden definirse como clases de pares ordenados y estos como clases
de clases. Por ejemplo: el par ordenado (a, b) se define como {{a}, {a, b}}, en éste {a, b} denota
la clase cuyos elementos son a y b, y {a} la clase cuyo tnico elemento es a.**

2. En P existen los signos del primer tipo, los cuales son una combinacion de signos con las formas
siguientes:

a, sa, ssa, sssa ...,etc.,
en dichas expresiones a representa 0 o una variable de tipo 1. También existen los signos de tipo
n, que son los signos que usan variables de tipos diferentes a 1**.

3. Son formulas elementales las combinaciones de signos de la forma a(b), donde b es un signo de

tipo n, y a un signo de tipo n + 1.

4. Se define la clase de las formulas como la minima clase que abarca todas las formulas

elementales y que, siempre que contiene a y 3, contiene a ~ (@), (a) v (B) y lIx(a)*> —donde x

es una variable cualquiera.

43 .. . . .
Godel usa las letras a y b para representar variables de cualquier tipo.
* Esto implica que asi como hay variables de tipo 1,2 y 3, también hay signos de tipo 1, 2 y 3.
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5. La sentencia es una férmula sin variables libres, es decir, sin variables que no se encuentren
ligadas a IT“°.

6. Una formula que contiene n variables libres (y ninguna otra variable) se llamara signo relacional
n-ario —esto quiere decir que indica n numero de elementos. Cuando n = 1, se llama signo de

clase.

7. En la expresion S2a#7, a representa una formula, v una variable y b un signo del mismo tipo que

Vv, y ésta resulta de reemplazar en a cada aparicion libre de v por b.

8. Una formula « es una elevacion de tipo*® de una férmula 8 si « se obtiene a partir de 8 mediante
la elevacion por el mismo numero de cada variable que aparece en f3.

9. Godel no es explicito en esto, pero por lo encontrado en el texto de 1931, puedo decir que nada
mas es formula.

Esta serie de reglas indican qué expresiones seran consideradas formulas bien formadas en P y
también indican como se pueden formar algunas otras a partir de la interaccion de sus variables y demas
componentes.

Hay otro aspecto importante sobre la formacion de férmulas que es conveniente mencionar, a

saber, el hecho de que estas reglas de formacion son reglas de formacién recursivas, las cuales son

“un conjunto de reglas que determinan en primer lugar un conjunto de formulas basicas y en segundo
lugar un conjunto de reglas que permiten construir mas férmulas a partir de las férmulas ya dadas, de
tal forma que estas reglas de construccidn se puedan aplicar de nueva cuenta a las formulas que se
obtienen a través de ellas.” (Gutiérrez, 2014, pag. 140, nota 7)

Con esto podemos observar que las reglas de P cumplen con los elementos restantes para ser
recursivas: cada una indica las formas basicas que deben tener las expresiones para ser consideradas
formulas bien formadas dentro del sistema. Ademas, estas reglas pueden ser aplicadas de manera
repetida para formar nuevas formulas con las reglas ya establecidas. Por ejemplo, la regla 4 nos dice que

(a) v (B) es una formula elemental y, al estar construida con metavariables, nos indica la estructura que

* Seglin el matematico austriaco, I[1x(a) también es una férmula cuando x no aparece o no esta libre en a. En tal caso
[Ix(a) significa lo mismo que a.

*® Una variable es ligada cuando es la misma que se encuentra a lado del cuantificador. Cuando una variable no se
encuentra ligada, se llama variable libre. En TIx;(X,(X1) = y,(X1)) X, es una variable ligada; x,no lo es porque es una
variable diferente a la que se encuentra a lado del cuantificador.

*Sivno aparece libre en a, entonces 530( =a

*® Elevar un tipo en una expresion de este tipo consiste en, por ejemplo, cambiar las variables de tipo 1 en la formula S por
variables de tipo 2 para obtener la férmula a. (Cfr. Torreti, 1998, p. 329)
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deben tener todas las formulas formadas con la conectiva V. Ademas, las metavariables pueden ser
sustituidas por variables de cualquier tipo, de modo que cualquier expresion formada con la misma
estructura y los simbolos de dichas variables puede ser considerada una férmula valida en P, por tanto,
X1V X1, X, V Xy, X3 V X3,..., etc., son férmulas. Lo mismo ocurre con el resto de reglas de formacién.
Anteriormente mencioné que, ademas del lenguaje y las reglas de formacion, los sistemas
axiomaticos formales también cuentan con una parte axiomatica en la que se presentan los axiomas del

sistema y las reglas de inferencia del mismo. Esta parte serd mostrada a continuacion.

3.3. Axiomas y reglas de inferencia.
Los axiomas del sistema P son de cinco tipos. Los del primer tipo son férmulas que usan en las

demostraciones tal y como Gddel los enuncia y los otros cuatro son esquemas de axioma, es decir, son
expresiones construidas con metavariables, las cuales se pueden sustituir por cualquier férmula bien
formada del sistema. Son los siguientes:
l.
1. ~(sx; =0)
2. SX{ =Sy, DX =V,
3. %2(0) ATIxy (X2 (x1) D X2(s%1)) D MMx4(x,(x1))
Il.  Todas las expresiones que resulten de sustituir X,Y y Z por cualquier formula bien formada del
sistema en los esquemas siguientes:
1. XvXoX
2. XoXVY.
3. XvYDYVX
4. Xo2Y)D2(ZvVXDZVY).
I1l.  Toda férmula que resulte de estos dos esquemas:
1. Mva D SSa.
2. Ilv(Bva) > BVIiv(a).
IV.  Toda expresion que resulte de:
1. Zullv(u(v) = a)
V.  Toda expresion que resulte de:

L Ix(x2(x1) Ey2(x1)) 2%, =y
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Los axiomas de la seccion | son tres axiomas tomados del sistema de Peano. En lenguaje natural
se pueden expresar de la siguiente manera (Garrido, 1974, pag. 302):
1. Cero no es un sucesor de ningdn namero.
2. Si dos numeros tienen el mismo sucesor, es que son iguales.
3. Toda propiedad que convenga a cero Yy al sucesor de cualquier nimero, supuesto que convenga
también a ese cualquier nimero, conviene a todo nimero.

También pueden expresarse en lenguaje formal de segundo orden. Para esto, las nociones de
cero, nimero y sucesor deben ser representadas por los simbolos 0, N, ’, respectivamente (Garrido, 1974,
pag. 303):

1. Vx(Nx - =(x' =0))

2. VxVy((Nx ANy A(x' =y")) = (x =y))

3. VP([POAVx{Nx A (Px —» Px")}] » Vy(Ny — Py))
Con esto, tenemos otra manera de entender tales axiomas. Ademas, sirve para tener una mejor
comprension el axioma 3: en la notacion de Godel las variables de tipo 2 —como x,- tienen la misma
funcion que P en el lenguaje formal recién presentado, esto es, ambas sirven para representar
propiedades®.

Los axiomas de la seccidn 11 son expresiones usuales de la I6gica de proposiciones y, en algunos
contextos, pueden ser encontradas como reglas de inferencia de la misma (Cfr. Garrido, 1974, pags. 64
67).

Sobre los axiomas de la seccion 111, Godel afirma que, a puede ser sustituida por una formula en
la que no aparezca una variable (v) libre y que c>° puede ser sustituido por un signo del mismo tipo que
la variable v. Esto puede hacerse solo si ¢ no contiene alguna variable que esté ligada (a un
cuantificador) en un lugar de o donde v se encuentre libre. La diferencia entre 1. y 2. es que en 1. debe
realizarse la operacion indicada por S.

Respecto del axioma de la seccion 1V, Godel dice que v puede ser sustituida por una variable de
cualquier tipo, u por una variable de tipo superior y a por una férmula en la que u se encuentre ligada a

un cuantificador.

* Anteriormente mencioné que las variables de tipo dos sirven para representar clases de individuos y que las clases estan
formadas por objetos que tienen una propiedad en comun. Por dicha razén, las variables de tipo 2 pueden tener una
funcidn similar a la de los predicados de la |dgica cuantificacional. De manera simplificada, podemos decir que si un objeto
pertenece a una clase, entonces ese objeto cuenta con la propiedad que define a la clase.

P puede ser una variable, el 0 o un sigo de la forma s ... su, donde u es 0 o una variable de tipo 1.
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El axioma de la seccion V afirma que si todos los elementos de una clase x, son los mismos
elementos que los de una clase y,, entonces x, Yy y, son la misma clase.

Todas estas formulas son las que representan los axiomas de P y, como hemos mencionado y
dado que son axiomas, sirven para demostrar los teoremas de P.

Para llevar a cabo estas demostraciones también se necesitan reglas de inferencia, esto es, una
serie de principios que nos indiquen como se pueden obtener formulas a partir de otras. Godel s6lo
menciona dos reglas y lo hace del siguiente modo (Godel, 1931, pag. 61): “una formula y se llama una
inferencia inmediata de a y B, si @ es la formula ~ B v y (y y se llama una inferencia inmediata de «, si
y es la formula Iva, donde v designa una variable cualquiera).”

La primera regla nos dice que y se obtiene o se sigue de B y a si esta ultima es la formula
~ BV y: esta primera regla es una especie de silogismo disyuntivo de la l6gica formal, pues nos indica
que y se sigue de ~ B Vv y debido a que se tiene f, la cual ayuda a eliminar ~ 8 y a obtener y. La
segunda regla nos indica que y debe ser Ilva, esto es, una férmula con un cuantificador universal y una
variable cualquiera. a se refiere a la parte de la formula cuyas variables pueden estar ligadas al

cuantificador. Asi, si y se sigue de a, entonces es el resultado de cuantificar universalmente las variables

de a5l

Con todos los elementos presentados hasta ahora, segun Godel, P es capaz de formalizar la
aritmética y demostrar aspectos relacionados con tal teoria. Por tanto, en los siguientes apartados, me
ocuparé de decir qué es la aritmética, qué son los nimeros naturales, cudl es la relacion de estos con P y
cdmo se pueden expresar algunas de sus propiedades con el lenguaje de la aritmética (especificamente

las propiedades de los nimeros Godel).>?

> Hacer esto puede parecer invélido, pero puede hacerse por lo siguiente: @ puede ser una expresion como X,(X;) —que
nos indica que x; es una variable que tiene una propiedad cualquiera [representada con x,]-. En logica formal, una
expresiéon como Xx,(x;), que no se encuentra ligada a un cuantificador, no puede ser cuantificada universalmente, a menos
gue no haya sido inferida de una expresién que nos indique tal propiedad pertenezca a un Unico individuo y que no esté
sujeta a ninguna otra condicién. Es decir, si no se indica que dicha expresién denota una propiedad que le pertenece a un
Unico individuo y no exista una condicidn que indique que la generalizacién no se puede llevar a cabo, entonces es posible
obtener I1x;[x,(x,)] de x,(x;). Para mas informacién sobre este aspecto, se puede revisar Ldgica Formal de Manuel
Garrido (Garrido, 1976, pags. 132 — 137).

> Como mostraré mas adelante, es necesario usar el lenguaje de la aritmética para expresar algunas de las propiedades de
los niUmeros, porque estos recursos son los que le permitieron a Gédel expresar propiedades de los numeros Godel.
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3.4. Correspondencia entre P y la Aritmética.
En este apartado me dedicaré hablar sobre la correspondencia entre la Aritmética y el sistema P de

manera general, porque lo importante de esto es mencionar cual es la teoria de la que proceden los
objetos que P pretende formalizar. No profundizaré en los aspectos de la Aritmética, sino en aquellos
que me serdn utiles para realizar este apartado, pues, de lo contrario, explicar a fondo esta teoria
desviaria esta tesis de su objetivo principal: hablar de la consistencia como una propiedad perteneciente
a los sistemas.

Dicho esto debo retomar algunos aspectos relacionados con las interpretaciones de los sistemas
formales, esto es, aspectos sobre las correspondencias que se establecen entre estos y los objetos de la
teoria en cuestion. Como mencioné, los sistemas formales estan hechos para realizar demostraciones
sobre sobre los objetos que estudian las teorias matematicas reales o teorias intuitivas. Estas teorias se
ocupan de objetos geométricos, numeros, conjuntos de ndmeros, las relaciones, operaciones,
propiedades que se pueden dar entre estos, etc. Estas hablan de dichos objetos a través de enunciados —
que pueden ser teoremas 0 axiomas-.

Dichos enunciados, asi como ciertas relaciones dadas entre estos, pueden ser representados de
manera similar en los sistemas axiomaticos formales para realizar demostraciones acerca de estos, esto
es, los sistemas formales representan las estructuras de dichos objetos con sus expresiones al igual que
las teorias lo hacen mediante sus enunciados. Asi es como, de manera resumida, se logra una
interpretacion —o correspondencia- entre un sistema formal y los objetos que trabaja una teoria intuitiva.
Ahora, en este contexto, la interpretacion o correspondencia entre un sistema y dichos objetos se dara
entre P, el sistema que describi en paginas anteriores, y los objetos de la Aritmética: los ndmeros

naturales.

3.4.1. Aritméticaen P
La Aritmética, como mencioné, es una de las ramas de las matematicas mas elementales. Se ocupa de las
propiedades del conteo de numeros y fracciones y de las operaciones béasicas aplicadas a estos
(Bogomolny, 2005). Los nimeros de los que se ocupa la Aritmética, cominmente, son los enteros y los
naturales. En este sentido, existe una diversidad algo extensa de las maneras en que se pueden expresar
las propiedades de estos. Aqui, debido a la constitucién de P y de la numeracién de Godel —que emplea
numeros naturales- me ocuparé de la Aritmética que estudia nimeros naturales y, especificamente, de la

Aritmética de Peano, pues con base en esta se hicieron los Teoremas de Incompletud de Gddel.
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Antes de explicar qué son los nimeros naturales y algunas de sus propiedades, debo explicar
algunos aspectos relacionados con P y la aritmética. EI primero es que, como dije, la Aritmética es una
rama de las matemaéticas: una teoria intuitiva cuyos objetos pueden servir como modelo de un sistema.
Aqui, la Aritmética de Peano —que de ahora en adelante la enunciaré como PA o simplemente como
Aritmética- sera el medio por el cual se observaran la estructura de los nimeros naturales ya que estos
son el modelo de ésta. Asi, y dado que P y PA tienen el mismo conjunto de axiomas y formalizan los
mismos objetos, entonces los numeros naturales seran su modelo.

El segundo aspecto tiene que ver con la manera en que formalizan los nimeros naturales, pues P
cuenta con herramientas para formalizarlos: tiene variables de n tipos para representar numeros, clases
de numeros, clases de clases, etc. Esto quiere decir que en P podemos construir expresiones que se
refieran a los objetos con los que trabaja PA.

Por otro lado, podemos encontrar los simbolos I1, 0, s que se ocupan de expresar propiedades de
los nimeros en P. s se refiere al sucesor de un ndmero: una relacion encontrada entre los nimeros
naturales. IT es un cuantificador y sirve para hablar sobre clases de numeros, esto es, sobre las
propiedades que estos pueden tener cuando se les considera en conjunto. O denota el primer elemento del
conjunto de los naturales. Con todos estos elementos es posible construir expresiones que se refieren a
naumeros. Por ejemplo, los axiomas de la seccion I, como mencioné, expresan algunas propiedades de los
naturales encontradas en los axiomas de Peano —los cuales expondré mas adelante.

Ahora bien, la Aritmética usa su propio lenguaje para construir sus propios enunciados sobre los
nameros naturales. Estos enunciados son repetidos en P, con su lenguaje, claro estd, y con ellos es
posible hacer demostraciones con ayuda de los axiomas y las reglas de transformacion. Por ejemplo, si A
es un enunciado, especificamente un teorema de PA, entonces es posible encontrar su contraparte
mediante la formula a del lenguaje del sistema P, que también serd un teorema —pues mencioné que los
teoremas tanto en las teorias como en los sistemas, tienen la misma definicién. Asi, con los axiomas y

las reglas de inferencia de P es posible determinar si a es demostrable.

3.4.2. Numeros naturales como objetos de la Aritmética.
En este apartado no me ocuparé de si los nimeros a los que apela PA se encuentran en el mundo que
experimentamos con los sentidos o si con construcciones mentales que usamos para explicarnos el
mundo. Me limitaré a mencionar algunas de las propiedades que se pueden denotar en el terreno

sistematico de las matematicas. Esto se debe, ademas, a que si bien Gddel si era realista y si consideraba
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que los numeros existian (Cfr. Gutiérrez, 2014 pags. 147 - 148), yo sélo hablaré de algunas de sus
propiedades, relaciones y operaciones.

Ahora bien, en matematicas se trabaja con diversos conjuntos de numeros. Todos estos
comparten algunas cualidades, pero existen algunas otras que los hacen ser diferentes entre si. El
conjunto mas basico es el de los numeros naturales. Estos son los nimeros que aprendemos en las
primeras etapas de nuestra vida y los usamos, comunmente, para contar las cosas que nos encontramos
en nuestro hacer diario. Personas, perros, arboles y libros son algunas de las cosas que podemos contar
con estos numeros.

Contar consiste en asignar un simbolo que representa un nimero a un conjunto de cosas (Gomez,
2014, pag. 129). De esta manera, el simbolo “1” representa al conjunto al que pertenece una cosa, “2” el
conjunto al que pertenecen dos cosas, “3” al que pertenecen tres y asi sucesivamente. También tiene el
objetivo de indicar orden, esto es, de decir en qué lugar o posicion se encuentra algin objeto en una
sucesion: decir si es el primero, segundo, tercero, etc. Aqui no trataré a los nimeros en relacion con las
cosas, sino como un conjunto de objetos.

Los conjuntos de numeros se representan con letras. La letra que se usa para representar al
conjunto de los naturales es N. Segun el contexto (cfr. NCTM, 1972, pag. 13) el conjunto de los
naturales puede ser entendido como N = {1,2,3,4...} o N = {0,1,2,3,4 ... }. Aqui, el conjunto que usaré
es N =1{0,1,2,3,4...} porque 0, como lo he venido mencionando, para Peano es un nimero y es el
primer elemento de N.

Antes de hablar sobre cdmo los axiomas de Peano pueden dar una definicion de estos nimeros y
de como otorgan ciertas propiedades a los mismos, debo mencionar un aspecto: estos nimeros pueden

representarse mediante una recta.

—Z

1

o T =
[N
W

+~

El objetivo de esta recta es tener una representacion de la manera en la que se ordenan los
numeros: el primer elemento es el 0; luego se encuentra el sucesor del O: el 1; despues el sucesor del
sucesor del 1, el 2; y asi sucesivamente. Ademas, todos estos se encuentran ordenados del mayor a

menor.
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3.4.2.1. Los axiomas de Peano.
Entre 1887 y 1908, Giuseppe Peano se dedico a construir un sistema axiomatico para la Aritmética de

nimeros naturales. Este sistema contiene axiomas que denotan algunas de las propiedades de tales
nameros. Ya mencioné tres de estos axiomas porque son retomados por Godel para construir P. Ahora
me ocuparé de mencionar algunos otros para dar cuenta de algunas otras propiedades, relaciones y
operaciones que se pueden encontrar entre los numeros naturales.
En Légica Simbolica (Garrido, 1974, pag. 302 — 305), Manuel Garrido dice que Peano toma
como base tres simbolos para operaciones —asi como funciones y relaciones-, tres nociones primitivas y
cinco axiomas.
Los simbolos usados en el sistema de Peano son:
1) = igualdad.
2) 'sucesor
3) 0 representacion simbdlica de cero.
Asi como los paréntesis y cuantificadores usados en los lenguajes de primer y segundo orden.
Las nociones son:
a) cero
b) numero
C) sucesor
Los axiomas en lenguaje natural son los siguientes:
Cero es un numero
El sucesor de un nimero es un namero.
Si dos numeros tienen un mismo sucesor, entonces son iguales.

Cero no es sucesor de ningun numero.

o &~ w0 NP

Toda propiedad que convenga a cero Yy al sucesor de cualquier nimero, en el supuesto de que tal
nimero también la tenga, conviene a todo numero.

Dichos axiomas también pueden ser representados en el lenguaje formal de segundo orden®.

>* Anteriormente, mencioné tres de estos axiomas retomados por Godel para construir P. A saber:

1. ~(sxy =0)

2. SX; =Sy; DX =Y

3. x2(0) ATIxg (X2 (x1) D x,(5%1)) D Mxy(x2(x1))
La Unica diferencia entre estos y los mostrados en este apartado es que no se encuentran formalizados los axiomas que
indican que 0 es un numero y que el sucesor de todo nimero es un nimero. Godel no da una explicacién de por qué hace
esto, pero una razon puede ser que, en primer lugar, para él es obvio que 0 sea un numero y, en segundo lugar, que las
variables que usa en dichas expresiones son designadas como expresiones que representan numeros desde que presenta
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1) NO

2) Vx(Nx - Nx")

3) VxVy((Nx ANy A (x' =y")) » (x =y))

4) Vx(Nx = =(x' =0))

5) VP([POAVx{Nx A (Px - Px")}] » Vy(Ny - Py))

El axioma 1) indica que 0 es un namero, mientras que el 2) nos indica que el sucesor de un
ndmero también sera un nimero.

El axioma 4) indica que 0 no es sucesor de ningin nimero. Con esto se puede inferir que, en PA
y en el campo de los naturales, no hay ningun nimero antes del cero. Por lo tanto, como mencioné
anteriormente, 0 es el primer elemento de N. Y debido a 1), 0 es el primer nimero de N.

Para obtener los demas nimeros, se puede recurrir a la nocion sucesor y a la funcion que la
describe, la cual nos permite saber qué nimero sigue después de otro en el conjunto de los naturales. * -0
s en el lenguaje de P- representa dicha funcién y describe el siguiente proceso: x’ = x + 1, esto es, el
sucesor de x es la suma de x mas uno. Asi, el sucesor de 0 se puede encontrar si sustituimos 0 en todas
las apariciones de x para obtener el siguiente resultado: 0’ = 0 + 1 = 1. Este mismo procedimiento se
puede aplicar al sucesor del 0, 1, y también al sucesor del sucesor del 0. EI objetivo de esto es aplicar
dicho procedimiento a cada numero para obtener su sucesor y asi obtener el conjunto N. Cabe
mencionar que cada sucesor es mayor al nimero que le antecede.

Por otro lado, el axioma 3) indica que dos numeros que tengan el mismo sucesor, seran iguales.
Por ejemplo, si hay dos nimeros que tienen como sucesor al nimero 4, entonces estos seran el 3 y no
otro.

Esto también es otra manera de decir que no es posible que dos numeros diferentes tengan el
mismo sucesor. Por ejemplo, si consideramos el 1 y el 2, y aplicamos la funcién descrita arriba, es claro
que el 2 es el sucesor de 1y el 3 sera el sucesor del 2. Ninguno de los respectivos sucesores es igual al
otro, de la misma manera que ninguno de los dos nimeros considerados son iguales entre si.

Lo anterior también implica que todo nimero tiene un Unico sucesor. Si aplicamos la funcién
sucesor a 1, el resultado serd 2 y no otro; no importa cuantas veces se realice la operacion 1' =1+ 1 =

2, el resultado sera siempre el mismo. Y algo similar pasa cuando aplicamos dicha funcién a 1, 2, 3,...,

los elementos del lenguaje de P. Otra diferencia que merece ser resaltada es que se necesita el uso del segundo orden en
este contexto para poder cuantificar las propiedades de los numeros, poder explicar algunos axiomas y para ser mas

especifico en que tales axiomas y propiedades son aplicables a todos los elementos de N.
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etc.: el resultado sera el sucesor de cada uno de estos y nunca serd un niumero igual o menor al que se
aplica la funcién, o al nimero que de hecho es el sucesor de tal nimero.

El axioma 5) dice que toda propiedad que pueda ser asignada al O y al sucesor de cualquier
numero, también podra ser asignada a cualquier otro numero de N. Esto quiere decir que hay
propiedades que todos los elementos de N comparten por el hecho de ser nimeros y de estar en dicho
conjunto. Asi, por ejemplo, si 0 cumple con la propiedad de tener un unico sucesor, y 1 también cumple
con ésta, entonces todos los nimeros posteriores también cumplirdn con dicha propiedad.

Garrido sugiere que se pueden hacer ciertas modificaciones para que los axiomas 1) y 3) sean
reglas gramaticales de PA, con el fin de que indiquen como deben formarse férmulas y términos.
Ademas, sugiere que se agreguen los simbolos: + de suma o adicién, y - de multiplicaciéon o producto.
Esto tiene el fin de presentar otros dos axiomas que resultan aplicables a los nimeros naturales. Son los
siguientes™*:

Axiomas de adicion

1) vx(x+0=x)

2) VxVy(x+y' =(x+y))
Axiomas de producto

1) Vx(x-0=0)

2) VxVy(x-y' =x-y+x)

El axioma de adicion 1) indica que la suma de cualquier nimero con cero tendra como resultado
ese mismo namero. Por otro lado, el axioma 2) dice que la suma de cualquier nmero x con el sucesor
de cualquier y tiene como resultado el sucesor de la suma de x méas el antecesor de y.

Los axiomas de producto dicen lo siguiente: 1) afirma que cualquier nimero multiplicado por 0
da como resultado 0; y 2) dice que multiplicar cualquier nimero x por el sucesor de cualquier otro y es
lo mismo que multiplicar x por y y sumar x al resultado de esa operacion.

Estos cuatro axiomas son aplicables a todos los elementos de N y, ademas, dan cuenta de las dos
operaciones basicas que se pueden realizar con los elementos de dicho conjunto de nimeros (NCTM,
1972, pag. 14). Ademas, también sirven como las definiciones recursivas de dichas operaciones.

>* Estos axiomas se encuentran expresados en lenguaje de segundo orden. Sin embargo, pueden ser expresados mediante
férmulas como n + 0 = n, que dicen exactamente lo mismo. El objetivo de usar el segundo orden en este contexto es,
como mencioné, ser especifico en el hecho de que estos pueden ser aplicados a todos los elementos de N. Si se quiere
encontrar una version puramente matematica de estos axiomas, asi como otras demostraciones relacionadas con estos se
puede consultar Algebra superior. Curso completo de Carmen Gémez Laveaga (cfr. Gdmez, 2014, pags. 203 — 211)
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Ahora bien, todos los axiomas de Peano presentados en este apartado nos muestran las
propiedades y las operaciones mas béasicas que se pueden encontrar en el conjunto de los numeros
naturales. A continuacién, presentaré algunas otras propiedades que pertenecen a los nimeros naturales
y otras cuantas que se encuentran entre sus operaciones para profundizar un poco méas en como pueden

usarse los nimeros.

3.4.2.2.  Algunas otras propiedades relacionadas con los nimeros naturales.

La primer propiedad que debo mencionar puede tener relacion con los primeros cinco axiomas de Peano.
Esta propiedad dice que N es un conjunto de nimeros ordenado (NCTM, 1972, pag. 14). Esto implica
que dados dos numeros diferentes, uno de estos es menor que otro. Por ejemplo, si se consideran los
nameros 2 y 3, resulta que 2 es menor que 3. Para representar esta relacion de orden se usa el simbolo <,
de modo que en lugar de escribir “2 es menor que 3” podemos escribir la expresion 2 < 3. Se puede
invertir el sentido de < para obtener el simbolo >, el cual representa la propiedad “ser mayor que” de
modo que también se puede representar la relacion dada entre 4 y 3 con la expresién 4 > 3.

Ahora la relacién con los primeros cuatro axiomas de PA se encuentra si consideramos los
aspectos mencionados de la funcion sucesor y del 0 como primer elemento de N: dado que antes de 0 no
hay ningln otro nimero, éste es el primer elemento de N. La funcién sucesor permite saber qué nimero
sera el siguiente a 0, y el siguiente al sucesor de 0 y asi sucesivamente. Dado que esto implica hacer una
adicion al namero anterior, el resultado (el sucesor) serd un numero mayor y esta relacion puede ser
representada con los simbolos <, >.

Por ejemplo, si a 0 aplicamos la funcién sucesor -(0)" = 0 + 1- sabemos que su sucesor es 1.
Como 1 es mayor que 0, entonces dicha relacion se puede representar con 0 < 1. Si aplicamos esta
funcion a 1 -(1)"' =1 + 1-, sabemos que su sucesor es 2. Dado que 2 es mayor que 1, podemos
representar esto con 1 < 2. Se puede llevar a cabo dicho proceso con todos los elementos de N. Todos
sus elementos son diferentes y, cuando se consideran dos de estos, uno es mayor y el otro menor. El
sucesor siempre es mayor que el antecesor.

Por otra parte, mencioné que las operaciones basicas de dichos nimeros son la suma o adicion y
la multiplicacion o producto, y mencioné algunas de las propiedades basicas de los mismos, las cuales

son expresadas mediante axiomas presentes en el sistema de Peano. Ademas de estas propiedades,
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existen algunas otras que mencionaré a continuacion, para mostrar la manera en que pueden comportarse
los nimeros naturales.

El primer conjunto de propiedades pertenece a la suma o adicién (Gémez, 2014, pag. 206)°:

1) im+n)+r=m+n+r) (propiedad asociativa)

2) m+n=n+m (propiedad conmutativa)

3y m+0=m (existencia del elemento neutro)
4) Sin+m=r+m,entoncesn =r (ley de cancelacion)

5) Sin # 0, entonces n + m # 0 paratodam € N.

La propiedad 1) dice que en una suma de tres numeros, estos pueden ser asociados de diferente
manera sin afectar el resultado de tal operacién. La propiedad 2) afirma que el cambiar el orden de los
elementos involucrados en una suma no afecta el resultado. 3) establece que la suma de cualquier
numero y 0 es igual a ese nimero —esta propiedad también puede ser presentada como axioma. 4) afirma
que si el resultado de sumar m mas n es el mismo que sumar m mas r, entonces n y r son el mismo
namero. La ultima propiedad, 5), afirma que si un nimero es diferente de 0 y se realiza una suma con
otro nimero, entonces el resultado también sera diferente de 0.

El segundo conjunto de propiedades pertenece a la multiplicacion o producto:

1) im-n)-r=m-(n-r) (propiedad asociativa)

2) m-n=n-m (propiedad conmutativa)

3y m-1=m (existencia del neutro multiplicativo: 1)

4 r-(m+n)=r-m+r-n (distributividad del producto respecto a la suma)
5 Sin#0yn-m=n-r,entoncesm =r (ley de cancelaciéon)

6) Sin#+0ym # 0,entoncesn-m # 0
Las propiedades 1) y 2) son similares a las encontradas en la suma: la propiedad asociativa indica
que en una multiplicacién de tres nUmeros, estos pueden ser asociados de distinta manera sin afectar el
resultado de la operacion, y la propiedad conmutativa implica que cambiar el orden de los componentes

de la multiplicacion no altera el resultado de la misma.

> Aqui no uso el lenguaje de segundo orden porque lo que pretendo es presentar las propiedades de las operaciones tal
como se pueden encontrar en un sistema de Peano y no como una expresiéon que indique que tales propiedades
pertenecen a las operaciones. Dicho de otra manera, usaria el segundo orden si quisiera indicar, mediante una férmula, que
todas las propiedades de la suma son aplicables a las expresiones construidas con los simbolos +, =,n, m, pero dado que el
objetivo es mostrar como se dan estas propiedades en tales operaciones, he decidido usar el lenguaje de los nimeros
naturales. Ademas, se puede usar el segundo orden para especificar que estas son aplicables a todos los numeros naturales,
pero por ahora es suficiente con tener este hecho en cuenta.

83



La propiedad 3) indica que la multiplicacion de cualquier nimero con 1 dara como resultado ese
mismo numero. 4) afirma que el producto de r por la suma de m y n, tiene el mismo resultado que
multiplicar r por m y r por n, y luego sumar los resultados. 5) nos dice que si un nimero n es diferente
de 0, y el resultado de multiplicar éste por m es el mismo que el de multiplicar n por r, entonces my r
son el mismo ndmero. Por ultimo, 6) indica que si dos nimeros son diferentes de 0 y son multiplicados,
el resultado también serd diferente de 0.

Todas estas propiedades de las operaciones de suma y producto pueden ser aplicadas a todos los
numeros naturales: los procedimientos que describen pueden ser llevados a cabo con todos los elementos
de Ny los resultados de realizar esto serdn similares a los comportamientos descritos renglones arriba.
Para comprobar esto, es suficiente sustituir las variables con los simbolos de los nimeros y realizar las
operaciones pertinentes. Por ejemplo:

{A+2)+3=1+2+3)}-{3)+3=1+(05)}]-6=6

Lo mismo puede realizar con las demas formulas que representan estas propiedades; como
mencioné, basta con sustituir las variables por nimeros.

Antes de continuar con el siguiente apartado, debo mencionar lo siguiente: tradicionalmente se
nos ensefia que en aritmética existen cuatro operaciones basicas, a saber, suma, resta, multiplicacién y
division. En algunos otros contextos también se considera a la exponenciacién como parte de las
operaciones de la aritmética. Aqui s6lo he mencionado la suma y la multiplicacion porque en PA son las
Unicas operaciones que se requieren. Godel también considera a la exponenciacién como una nocion
basica de la Aritmética. Sin embargo, si consideramos los numeros naturales fuera de lo dicho sobre PA,
la resta y la division si pueden encontrarse, pero éstas deben cumplir algunas condiciones dadas a partir
de las operaciones de suma, multiplicacion y la relacion de orden.

La resta —tambien llamada diferencia- se representa como n — m = r, donde m,n son nimeros
naturales y r es la resta o diferencia de dicha operaciéon. Dicha operacion se define a partir de las
siguientes condiciones: 1) se debe cumplir que m < n*%; y 2) r debe satisfacer m + r = n. Como se
puede observar, esta operacion se define a partir de condiciones establecidas con ayuda de la suma y la

relacion de orden.

56 , . e .
Este simbolo significa “menor o igual a”
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La division se representa con la formula % = r, que indica que dividir un nimero n entre un

nimero m da como resultado un tercer nimero r. Se define a partir de las siguientes condiciones: 1)
m#0;y2)n=r-m.

La potenciacion o exponenciacion se representa con la formula n™, ésta nos indica que n se debe
multiplicar m veces por si misma. n puede ser cualquier nimero natural al igual que m, la diferencia es
que m indica el nimero de veces que n debe multiplicarse por si misma. Asi, por ejemplo, la expresion
23 es lo mismo que tres veces 2, de modo que 23 =2-2-2. Se define a partir de las siguientes
condiciones: 1) m # 0; y 2) n™ =n!-n?-n3..n™ (para una definicion mas detallada Cfr. Ayres,
1969, pag. 33).

Hecho esto, es momento de mencionar como se pueden representar los nimeros naturales en P.

3.4.3. Numeros naturales en P,
Anteriormente mencioné que los nimeros naturales pueden ser formalizados en P porque este sistema

cuenta con las herramientas necesarias para llevar a cabo esta formalizacion: tiene variables de
diferentes tipos para representar a los numeros y a sus propiedades. Ademas de esto, tres de los cinco
axiomas de Peano se encuentran enunciados de manera explicita en éste, con lo cual es posible expresar
las propiedades mas basicas de los niUmeros (ya mencionadas), esto es, se puede expresar que el cero no
es sucesor de ningln numero, que los nimeros que tienen un mismo sucesor son iguales y que las
propiedades que le convengan al cero y al sucesor de un nimero®’, seran convenientes a todo niimero.

Por otra parte, las operaciones y sus propiedades mostradas en el apartado anterior, también son
formalizables en P. Sin embargo, dado que estas operaciones estan supuestas en el campo de los
naturales, es decir, se supone su existencia porque se trata de nociones basicas en este tipo de nimeros,
no son mencionadas de manera explicita en la lista de simbolos enunciada por Goédel. Hago esta
suposicion a partir del hecho de que en la nota 4 del articulo de 1931 (Cfr. Godel, 1931, pag. 54, nota 4),
Gaodel menciona que hay sentencias indecidibles relativas a la teoria de los nUmeros naturales en los que
aparecen los simbolos =, V,v, = (que aparecen en P con otras grafias) y +,-, que representan a la adicion
y la multiplicacion.

Ahora, en paginas anteriores mencioné que las teorias intuitivas, tienen enunciados que hablan

sobre las relaciones y propiedades de sus objetos, y que pueden tener expresiones analogas en los

> Aqui es importante mencionar que el nimero anterior a éste también debe tener dicha propiedad.
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lenguajes de sistemas formales. Asi, la aritmética también tiene enunciados que se refieren a los
nameros naturales y, de un modo similar, P puede tener férmulas que sirvan para los mismos fines.
Podemos pensar en un ejemplo: todos los niimeros naturales son menores a su sucesor>®, Este enunciado
puede ser expresado en el lenguaje de segundo orden —que también es el lenguaje de la aritmética a la
que Godel se refiere- mostrado arriba: Vx[(Nx A Nx") - x < x']. Una expresion similar puede ser
construida con el lenguaje de P para cumplir con los fines de GOdel —formalizar a los naturales:
Mx; ((x2(x1)) 2 X; < sXq).

En resumen, cada enunciado E,, de PA que sea relativo a los nUmeros naturales, también tiene
una expresion analoga formada con el lenguaje de P: a,,. Y ambos formalizan los mismos objetos, pero
con diferentes lenguajes.

Esta relacion dada entre el sistema, la teoria y los nUmeros se puede representar con el siguiente

esquema.

N |[—| PA |—| P

Esquema 5

En éste podemos observar que se encuentra el conjunto N de los nimeros naturales, en el cual se
encuentran los objetos de los que he estado hablando aqui. Después se encuentra la Aritmética, en este
caso PA, que es la teoria en la que se encuentran las expresiones que hablan sobre las propiedades,
relaciones y operaciones encontradas en los objetos de dicho conjunto de numeros. Por Gltimo se
encuentra P que es el sistema que formaliza la estructura de los naturales, con ayuda de los axiomas de
PA, a través de formulas construidas con su lenguaje. De esta manera podemos ver que primero se
encuentra el conjunto de los naturales, después la teoria matematica que habla de estos a través de su
lenguaje (PA) y luego el sistema formal (P) que retoma los axiomas de dicha teoria para también
formalizar la estructura de los naturales.

Como menciong, las formulas del sistema formal que representan objetos de una teoria intuitiva

son teoremas 0 axiomas Y sirven para realizar demostraciones. Asi, las formulas de P que representan

58 N . . sy , .

No estoy afirmando que este enunciado sea un teorema de la aritmética. Sélo lo estoy usando como ejemplo de lo que
hace P con la estructura de los nimeros. Ademas, usaré algunos simbolos extras en las expresiones para mostrar de qué
manera se lleva a cabo la formalizacidn.
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numeros naturales también serdn teoremas y axiomas Yy sirven para hacer demostraciones sobre los
mismos. Godel no usa para esto el sistema, en un principio, sino que antes de usar P para hablar de los
nameros naturales, enuncia las caracteristicas de dicho sistema y, posteriormente, usa la numeracion de
Godel para representar los componentes de P a través de numeros naturales —este aspecto sera explicado
mas adelante. Aqui haré algo parecido. Sin embargo, antes de mostrar la numeracion de Godel, me
ocuparé de mencionar algunos aspectos acerca de la expresion de propiedades y operaciones de nimeros

naturales con el lenguaje de la aritmética.

3.4.4. Expresion aritmética de propiedades de los nimeros naturales.
Para llevar a cabo la demostracién de su primer teorema, uno de los pasos realizados por Godel fue la
definicion de funciones en el lenguaje aritmético que expresan propiedades y relaciones de los nimeros
naturales. Hizo esto para mostrar que varias de las relaciones y propiedades encontradas entre los
nimeros naturales® pueden ser expresadas con los simbolos V,3,=, AV, +,, <. Se trata de 46

funciones destinadas a tal objetivo y tienen, en general, la siguiente forma (Gddel, 1931, pags. 65 — 70):

Primx & —3zz<xAz+1Az+xAx/z)Ax>1 «a)

Lo primero que debo resaltar de dicha formula es lo siguiente: las funciones de este tipo se
encuentran compuestas por el simbolo de equivalencia < -que nos indica que los simbolos encontrados
a sus lados son equivalentes-, un predicado y una férmula construida con el lenguaje de la aritmética
mencionada por Godel. En el ejemplo, Prim x es el predicado y =3z(z < xAz# 1Az #*xAx/2) A
x > 1 es la formula que lo define.

El predicado tiene el objetivo de representar dicha formula y quiere decir “x es un ndmero
primo” y la féormula se lee como “es falso que existe un nimero z tal que z es menor o igual que x, z es
diferente de 1, z es diferente que x y x es divisible por z. Ademas, x es mayor que 17, en otras palabras,
nos indica las condiciones que un numero natural debe cumplir para ser un nimero primo. Lo que hace
este tipo de formulas es, pues, indicarnos las condiciones que deben cumplir los nimeros naturales para
poder poseer el predicado.

También existen otro tipo de funciones como

59 . . . P . . .
Este método fue ideado para tratar, principalmente, a los nimeros Godel, pero menciono primero algunas

consideraciones sobre éste porque serviran para la explicacién del primer teorema.
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x/y © 3z(z < x ANx =y - z)—x esdivisible por y- )

En la cual podemos encontrar y - z, la cual representa la operacion multiplicacion, anteriormente
mencionada. Godel no ofrece una funcion de este tipo para esta operacion y tampoco lo hace respecto de
la suma y la exponenciacion, sino que las supone por ser nociones basicas de la Aritmética. Lo mismo
pasa con las nociones igual a (x = y) y la de orden (0 menor que x < y).

Este tipo de férmulas deben ser satisfacibles. Una formula es satisfacible si existe una
interpretacion en la que sea verdadera®. En légica proposicional, podemos decir que p Vg es
satisfacible si y s6lo si la conectiva adquiere el valor de verdad verdadero cuando alguno de sus
componentes es verdadero. En este contexto, no son valores de verdad sino numeros naturales los
encargados de satisfacer las formulas. EI que un ndmero —o una clase de numeros- sea capaz de
satisfacer una de estas formulas quiere decir que ese nimero cumple con la propiedad o la relacion que
esta representa y que, por tanto, en cierto sentido la hace verdadera. Una formula es satisfacible si hay
una secuencia de nimeros que cumplen con la propiedad que indica. En el caso contrario, es decir,
cuando no hay alguna secuencia que pueda satisfacerla, se llama insatisfacible.

Por ejemplo, 3z(z < xAx =1y -z) es satisfacible por aquellos nimeros que cumplan las
condiciones que establece, esto es, un nimero x y un nimero y van a satisfacer esta formula siempre y
cuando exista un nimero z menor o igual a x y que el resultado de multiplicar ese nimero por y sea
igual a x. Podemos pensar en la secuencia {1,2,3,4,5,6} y elegir tres nimeros para sustituirlos en la
férmula, realizar las operaciones y observar si la satisfacen. Pensemos en los nimeros 2 y 3. Podemos
suponer que 2 es divisor de 3 y que, por tanto, estos, y el resultado de esta division, satisfacen a 3z(z <
X ANx =y-z) porque cumplen con la propiedad que enuncia. Para comprobar esta suposicion,
sustituimos de la siguiente manera: 1) x = 3; 2) y =2;y 3) z = 1.5. Por tanto: 1.5 <3A3=2-1.5.
Con esto podemos ver que dichos numeros no satisfacen —o, en términos de l6gica formal, no hacen
verdadera- a la férmula en cuestién, pues, 1.5 si es menor a 3, y el resultado de multiplicar 2 por 1.5 es
igual a 3, pero 1.5 no es un numero natural, y estas formulas deben ser satisfechas por ndmeros

naturales. Por tanto, 2 no puede ser divisor de 3 en este contexto.

°En vez de usar el término “verdadero”, se usa el término “satisfacible”, debido a ciertas cuestiones de la representabilidad
de la verdad en estos sistemas que no seran tratadas a fondo en este escrito. Sin embargo, dado que no es el tema, debo
aclarar que en el contexto de estas formulas cuando use el término “verdad” me estaré refiriendo al término
“satisfacibilidad”. Para mas informacién sobre este aspecto, se puede consultar Ldgica Simbdlica de Manuel Garrido
(Garrido, 1976, pags. 226 — 227).
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Sin embargo, lo anterior no implica que dicha formula sea insatisfacible, pues hay mas numeros
que nos permiten evaluarla. Consideremos 6 y 3, de modo que 3 sea el divisor de 6. Siendo asi, y
sabiendo que el resultado de dividir 6 por 3 es igual a 2, la sustitucion se da de la manera siguiente: 1)
x=6;2) y=2;y 3) z=2. En consecuencia: 2 < 6 A6 = 3-2. Estos numeros si satisfacen a la
formula porque 2 es menor que 6 y multiplicar 3 por 2 es igual a 6, y ademas 2 es un numero natural. De
este modo es como se satisfacen las demas formulas encontradas en las definiciones.

Otra caracteristica de estas formulas es que tienen al menos una variable libre. Las variables
libres se llaman asi porque, como dije, son variables que no estan ligadas al cuantificador que aparece en
la férmula en que se encuentran. En a, x es una variable libre. En este contexto, este tipo de variables se
encuentran en estas formulas para evitar la presencia de proposiciones incorrectas —siendo mas
especifico, es para evitar las expresiones insatisfacibles. Segun Smullyan (Cfr. Smullyan, 1992, pag. 18)
las formulas correctas deben ser parecidas a 3v, (v, # v,), pues si tuvieran una forma como v, (v, #
v,), en la que ambas variables estuvieran ligadas al cuantificador, entonces cabria la posibilidad de que
hubiera expresiones insatisfacibles. Por ejemplo, si consideramos una formula como Jx,(x, = ss(0) X
X,), podemos observar que es insatisfacible pues cada posible interpretacion que asignemos a las
variables hara falsa a la formula: si en el lugar de x, ponemos el nimero 1, entonces, al efectuar todas
las operaciones, tendriamos una expresién como 1 = 2, lo cual es falso en este contexto porque 1 no es
la misma cantidad que 2.

Existe otro aspecto que debo mencionar sobre este tipo de formulas: estas expresan los conjuntos
(o clases) de numeros que las satisfacen (cfr. Torres, 2001, pags. 203 — 204 y Smullyan, 1992, pags. 19 —
20). Por ejemplo, a) expresa el conjunto de los nimeros naturales que son numeros primos. Todos los
nimeros encontrados en ese conjunto satisfacen (o hacen verdadera) a la formula que define el
predicado de la manera que mencioné (cuando sustituimos variables por numeros). Y, para que esta
férmula sea verdadera, también se debe cumplir que dichos nimeros pertenezcan al conjunto que esta
designa.

En otras palabras, un numero satisface a una férmula de este tipo si y s6lo si tal nimero
pertenece al conjunto de nimeros que poseen la propiedad que dicha formula designa.

Esto es importante porque los numeros Gdodel, al ser numeros naturales, tambien cumplen
propiedades y relaciones. Y estas relaciones y los conjuntos (o clases) son expresados mediante las
férmulas mencionadas. Ademas, esto ayudara a entender una parte de las explicaciones posteriores de

este trabajo.
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Una vez explicada la expresion aritmética de los numeros naturales, es conveniente hacer

algunas aclaraciones sobre la expresion de las operaciones que se pueden realizar con estos.

3.4.5. Expresion aritmética de operaciones de los nimeros naturales.

En los apartados 3.4.2.1. y 3.4.2.2. mencioné las operaciones mas basicas que se pueden llevar a cabo
entre los numeros naturales: suma, multiplicacion, resta, exponenciacion y division —estas ultimas tres
son definidas a partir de las dos primeras. También mencioné las relaciones de orden mas basicas que se
pueden dar entre estos y algunas de las propiedades de la suma y la multiplicacion.

Ahora bien, en el apartado anterior mostré como a través de formulas de la aritmética, Godel es
capaz de expresar ciertas relaciones y propiedades de los nimeros naturales a través de funciones
expresadas en formulas del lenguaje de la aritmética. También mencioné que entre estas formulas no se
encuentran expresiones que representen las operaciones de suma, multiplicacién y exponenciacion
porque son consideradas nociones basicas de tal teoria matematica y, en tanto tal, se suponen y no
necesitan ser definidas de dicha manera.

Teniendo en cuenta esto, no voy a representar tales operaciones por no ser necesario para poder
explicar los teoremas en cuestion. So6lo las supondré por la siguiente razén: los nimeros Godel
(explicados a continuacién) son nimeros naturales y, por tanto, con estos se pueden llevar a cabo todas

las operaciones explicadas anteriormente. Esto me servira para llevar a cabo el objetivo de esta tesis.

3.5. Numeracion de Godel.
La numeracién de Godel es un método ideado por Godel para representar las consideraciones
metamatematicas del sistema P (cfr. Godel, 1931, pags. 54 — 55). Este método se basa en una funcion
que va de las expresiones a los numeros naturales -f: E — N- y consiste en asignar un namero natural a
cada simbolo del sistema, es decir, a cada uno de los simbolos que mencioné cuando explique el sistema
se le asigna un Unico numero natural. Estos nimeros seran Ilamados nimeros Godel. Asi, dado que una
férmula es una sucesion de simbolos, el nimero Gddel de una férmula cualquiera del sistema P sera un

sucesion de nimeros naturales®.

61 . . . L4 ’ .

El que este método funcione depende del Teorema Fundamental de la Aritmética: todo numero natural tiene una
factorizacién Unica como multiplicacion de potencias de primos. La Numeracion de Gédel depende de este teorema porque,
como mostraré mads adelante, el nimero Godel de cada expresidon se obtiene al asignar a cada uno de sus simbolos un Unico
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Esto permitié a Godel convertir los conceptos metamatematicos en conceptos o predicados sobre
los numeros naturales, por lo cual, pueden ser expresados con los del lenguaje de la aritmética usado por
Godel para construir sus 46 funciones. Asi, segin Godel, se puede mostrar que los conceptos de
formula, deduccion y formula deducible son definibles en el interior del sistema P a través de las
férmulas mencionadas, es decir, a partir de este proceso, las propiedades y relaciones de las férmulas del
sistema P encontrados en la metamatematica, se pueden expresar como relaciones y propiedades de
numeros. Una vez que se ha hecho esto, es posible construir formulas del sistema P que representen
estos enunciados, para hacer demostraciones (Torres, 2001, pags. 201 — 205).

Ahora es momento de mostrar como se asignan los nimeros Gddel a los simbolos del sistema P.

3.5.1. Asignacion de un niumero Gdodel del sistema P.
Cuando digo que a cada simbolo del sistema P se le asigna un Unico numero natural, me refiero a que
cada simbolo se representa con un Unico numero natural. Existen varias maneras de hacer esta
representacion. En este apartado mencionaré dos, pues ambas sirven para hacer mas explicito el método

de la numeracion. La primera es la Godel (Godel, 1931, pag. 61):

Simbolo del sistema Numero natural que le
corresponde
0 1

S 3

~ 5

11

Vo]

13

Esta tabla representa qué numero le corresponde a cada simbolo con los que se pueden formar las
férmulas del sistema P. Para las variables de tipo n (de cualquier tipo de los mencionados en apartados
anteriores) la manera de asignar los nimeros es la siguiente: a cada una de estos se les asignan nimeros

de la forma p™, donde p es un namero primo mayor que 13 y n es el numero del tipo de variable en

numero natural, y después usar éste como la potencia de un primo que multiplica a la potencia del siguiente primo, cuyo
exponente es, a su vez, el nimero Godel del simbolo que esta a lado del primero.
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cuestion. Dicho de otro modo, si tenemos una variable de tipo 1 como x; entonces su nimero Godel
puede ser 171, donde 17 es un nimero primo mayor que 13 y 1 es el nimero del tipo de la variable en
cuestion. La expresion 171 indica que 17 se debe elevar a la potencia 1, esto es, se debe multiplicar 1
veces para obtener el nimero Godel de x,. EI nimero Godel de una variable como x, puede ser 172. De
una manera similar se obtienen los nUmeros Godel de variables de tipo superior.

Esta numeracion de Godel sélo asigna nimeros a los signos que Godel usa para las expresiones
mas basicas del sistema P. No asigna numeros a los simbolos o, =, =,A, Z. En el caso de A se debe a que
es una abreviacion para representar formulas compuestas con los conectivos = v (como = (=X V =Y),
por lo cual, el nimero Gddel de A puede ser el mismo que el de = V. En el caso de D, =, =,A, Z puede
ocurrir lo mismo, pues Godel dice que estos simbolos también son abreviaturas de otros conectivos.

Existen otras versiones de numeracion en la que si existe un nimero para cada simbolo del
sistema P. La idea de estas versiones es hacer explicito que cada simbolo debe tener su propio nimero

natural. Un ejemplo de esto puede ser:

Simbolo del sistema | Numero natural que le Simbolo del sistema | Numero natural que le
corresponde corresponde
v 1 3 2
- 3 ~ -
v 5 & 6
= 7 0 g
+ 9
X 10
= 11
E 12
S 13
_ = 14
( 15
16
17 )
\3 19 X, 18

Esta version de la numeracion especifica qué nimero le corresponde a cada simbolo del sistema.

Se encuentran aquellos enunciados por Godel (pero con otra grafia) y otros mas que también son usados
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en las expresiones P. A pesar de que se asignen numeros diferentes a los mencionados anteriormente, el
método sigue similar: a cada simbolo se le asigna un Unico nimero natural, a las variables de cada tipo
se les asigna un numero diferente (pero en este caso no deben ser primos).

Asi es como se asigna un numero Godel a cada simbolo involucrado en el sistema. Es momento

de mencionar como se asigna a las expresiones del mismo.

3.5.2. Asignacion de un numero Gddel a cada expresion del sistema.

En este contexto las expresiones pueden ser entendidas como sucesiones de signos o simbolos
encontrados en el sistema. Una expresion no debe ser necesariamente una férmula bien formada, pero si
debe ser cualquier sucesion finita de signos entre los cuales no debe existir un espacio. (cfr. Smullyan,
1992, pag. 2). Por ejemplo: 0~II Vv es una expresion compuesta con los simbolos de P pero no es una
férmula bien formada del mismo.

El objetivo de mencionar qué es una expresion es el siguiente: una formula bien formada
también es una sucesion de simbolos del sistema P, por tanto también es una expresion® y la manera en
que se asigne un niamero Godel a las expresiones también servira para asignar un ndmero a cada
férmula. Asi, debo mencionar primero qué es una expresion de dicho sistema y como se le asigna un
nimero Godel porque, de la misma forma, es como se asigna a las formulas.

Ahora bien, la manera en que se asigna un nimero Godel a una expresion de P es la siguiente
(cfr. Gutierrez, 2014, pag. 150 y Gddel, 1931, pag. 61: 1) se asigna el nimero Godel que corresponde a
cada signo encontrado en la expresion —si un simbolo se repite, entonces su niumero Gddel también debe
hacerlo; 2) se consideran los nimeros primos, de modo que el primer nimero primo se eleva a una
potencia, la cual es el nimero Gddel del primer simbolo encontrado en la expresion (Ilo mismo se hace
con el segundo, el tercero y asi sucesivamente); 3) el numero elevado al namero Gédel del primer
simbolo, se multiplica con el segundo, el tercero y los demas, con el fin de realizar dichas operaciones y
calcular el namero Godel de toda la expresion.

Esquematicamente, este procedimiento puede ser representado de la siguiente manera: en la

sucesion ny,n,, ns, ..., g, n representa un numero Godel de los simbolos de la expresion, mientras k se
refiere al orden en que estos aparecen en la misma. En la formula p;{lk, P €s el orden de los nimeros

primos y n; la potencia del mismo —el nimero Gddel del simbolo encontrado en el lugar k-.

62 . . .y . s , . . .
En este sentido, toda formula es una expresidn por ser una sucesién de simbolos sin espacios entre los mismos, pero no
toda expresién es una férmula del sistema pues no todas estan construidas con las reglas de formacion.
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Para ejemplificar esto, consideremos la sucesion: 0~II V. La correspondencia entre los simbolos

y los numeros Godel es la siguiente:

Simbolo Numero Godel
0 1
~ 5
I 9
\Y 7

Una vez que se ha realizado la asignacién, es momento de sefialar el orden en que los simbolos
aparecen en la expresion: 0 es el primero, ~ el segundo, I1 el tercero y V el cuarto. Ademas, debo sefialar
que estos numeros seran las potencias de los primeros cuatro ndmeros primos de modo que:
21,3%,5%,77. El siguiente paso es multiplicar estos nimeros, de modo que 2 - 35 - 5 - 77, El resultado
de esta multiplicacién es 781722457031250.

Con esto puedo hacer varias observaciones: 1) los numeros Godel de cualquier expresion
resultan ser muy grandes a pesar de que los signos encontrados en éstas no sean numerosos; 2) cada
expresion, al igual que cada simbolo del sistema, tiene su propio nimero Goédel; 3) las formulas tendran
naimeros igual o méas grandes dependiendo de los simbolos de los que esté compuesta.

De esta manera también se asignan los numeros Gddel a las formula de P. En el siguiente

apartado haré énfasis en este aspecto y otras cuestiones.

3.5.3. Asignacion de un numero Godel a cada formula del sistema
En el apartado anterior mencioné que las férmulas del sistema P también son expresiones porque son
sucesiones de simbolos sin espacios entre cada uno de estos. Asimismo, mencioné que la forma de
asignar un numero Gddel a una formula de P conlleva el mismo procedimiento que asignar un numero

Godel a una expresion gue no es una formula. Consideremos la siguiente formula:

HX1(~(X2 (x1)) VX (SX1))-
La asignacion a cada simbolo es la siguiente:
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Simbolo del sistema Numero Godel
I 9
~ 5
( 11
X1 171 =17
Xy 17% = 289
) 13
\Y 7
S 3

Hecho esto, es momento de elevar los nimeros primos a la potencia de los numeros Godel de
cada simbolo en orden de aparicién de la siguiente manera:

29 . 317 . 511 . 75 . 1111 . 13289 . 1711 . 1917 . 2313 . 2913 . 317 . 37289 . 4111 ,433 . 4717 . 5313 . 5913

Como se puede observar, esta expresion es muy grande, al igual que seria su resultado. Calcular
los nimeros Godel de cada formula tiene resultados similares. Por esta razon, para representar las
cantidades, en lugar de usar estos nimeros tan extensos, se usaran constantes como m,n,r, ..., etc.
Ademas, habra que especificar a qué formula pertenece cada constante. Haré esto para evitar posibles
confusiones al momento de referirme a una férmula a través de su nimero Godel®.

Este procedimiento también puede ser aplicado a las férmulas de una demostracion, de modo
que, a partir de la sucesion de los nUmeros Gddel que la componen, se obtiene el nimero Godel de la
demostracién. Y como los resultados son ain mas grandes en cantidad que el de las férmulas, también
usaré constantes para representarlos®*.

Por ultimo, cabe mencionar que, como Gdodel y varios autores citados aqui lo hacen ver, lo

importante de la numeracion de Godel es recordar que se representa a los simbolos de P con nimeros.

® Debo mencionar otro aspecto: es claro que entre mas signos tenga una expresion, mas nimeros primos se ocuparan para
calcular su nimero Godel y, por lo tanto, el resultado serd mayor. De la misma manera, si una formula esta compuesta por
menos signos que otra, entonces se requeriran menos numeros primos y el resultado de esto serd menor. Ademas, parece
haber una correspondencia uno a uno entre los signos de una férmula y los nUmeros primos usados para calcular su
numero Godel, a saber, el nimero de nimeros primos es igual al nimero de signos encontrados en la expresion. Asi, si una
formula estd formada por seis signos, entonces se requeriran los primeros seis nimeros primos para calcular su nimero
Godel.

® Las demostraciones, al ser sucesiones de formulas, en uUltima instancia también son sucesiones de simbolos. Por lo cual,
para obtener su nimero Gdodel, el procedimiento es exactamente el mismo que el de las férmulas.
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En este sentido, y debido a las diversas versiones de la numeracion que existen, no importan qué
nlmeros se usen siempre y cuando se sepa que son numeros naturales.

Dicho esto, es momento de hablar sobre la utilidad de los nimeros Godel y otras cuestiones.

3.5.4. Sobre la utilidad de los nUmeros Godel.
En apartados anteriores mencioné que Gddel construyo una serie de 46 funciones de nimeros naturales,
las cuales tienen el objetivo de asignar una propiedad o una relacién a los mismos. También mencioné
que estas funciones serdn satisfechas por aquellos nimeros que cumplan las propiedades que éstas
designan. Por otra parte, mencioné que los nimeros Godel sirven para hablar de las cuestiones
metamatematicas del sistema P. Dichos numeros pueden satisfacer las formulas de estas funciones y, en
consecuencia, dichas funciones sirven para hablar de las consideraciones metamatematicas del sistema
P. Dicho de otra manera, con este método, en vez de tener un metalenguaje construido en el lenguaje
natural y algunos simbolos de P, se tiene un metalenguaje expresado enteramente en el lenguaje de la
aritmética (la utilidad de esto sera explicada mas adelante).

Ahora bien, he mencionado que cada signo y cada expresion tienen su propio numero Gaodel.
Con las funciones es posible indicar si un nimero Godel es una variable, una férmula, una secuencia de
formulas, una demostracion o una férmula demostrable. Por ejemplo, la formula

nVarx & 3z(13 <z <x APrim(z) Ax=z")An#0

Nos indica que x es una variable de tipo n. Consideremos la variable x, sabemos que es una
variable de tipo 1 —porque su indice lo indica- y que su nimero Godel es 17 —debido a la expresion 171,
Ahora, la manera de sustituir los nimeros es la siguiente: en n se escribe el tipo de variable y en x el
nimero Godel de la variable. De modo que obtenemos la expresion 1 Var 17. Este predicado dice lo
mismo que el enunciado metamatematico “17 es una variable de tipo 1” o “el simbolo con nimero
Godel 17 es una variable de tipo 17

Anteriormente mencioné que para que los nimeros puedan poseer estos predicados, es necesario
que sean capaces de satisfacer las formulas que los describen, y para ello deben ser sustituidos en las
variables de las mismas para observar si cumplen las condiciones. Por tanto, la sustitucion es la
siguiente: n = 1,x = 17,z" = 171,z = 17. z y x son el mismo niimero porque elevar cualquier nimero
a la potencia 1 da como resultado ese mismo ndmero. Sin embargo, z s un nimero primo mayor que

13, lo cual es la condicidn que Godel establece para asignar un nimero natural a las variables de tipo n
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1Var17 & (13 <17 < 17APrim(17) A17 =17H) A1 # 0

En tal expresion podemos ver que z cumple con la condicion de ser mayor que 13 e igual o
menor que x. Ademas, z (17) es un nimero primo y x es el resultado de elevar z al nimero del tipo de la
variable. Por ultimo, el nimero del tipo de la variable (1) es diferente de 0. Por tanto, 17 es una variable
de tipo 1.

De esta manera funcionan las otras 45 funciones construidas por Godel. Ahora, a través de estas
férmulas y de los numeros Godel, es posible hablar de las cuestiones metamatematicas de los simbolos
de P, es decir, este método nos permite referirnos a los elementos de P con otro lenguaje: el lenguaje
matematico de la Aritmética. Asi, las expresiones de la Aritmética se convierte en una especie de
metalenguaje para P gracias a los nimeros Godel.

Una consecuencia de lo anterior es que, debido a los enunciados mencionados, los nameros
Gaodel también perteneceran a conjuntos (o clases) de niUmeros que posean cierta propiedad o entre los
que haya cierta relacion. Asi, habrad un conjunto de numeros que sean los numeros Godel que
representan variables, otra para las que representan férmulas, deducciones, formulas deducibles, etc.

Antes de continuar, debo mencionar el orden de los pasos en los que se realiza este
procedimiento para evitar posibles confusiones. Primero: se construye el sistema P, el cual tiene signos
y expresiones que permitan hacer formalizaciones y demostraciones sobre los objetos que también
representan los enunciados de PA. Segundo: a cada simbolo de P se le asigna un Unico nimero natural,
de modo que dicho nimero haga referencia a tal simbolo. Tercero: se le asigna un Unico nimero Gddel a
cada fbf de P. Cuarto: con los nimeros Godel y con las funciones construidas en el lenguaje de la
Aritmética, se hablan sobre las cuestiones metamatematicas de P.

El quinto paso es formalizar las formulas de las funciones en P. Esto se da de la siguiente
manera: como las funciones estan construidas en el lenguaje de la Aritmética y P formaliza los objetos
de dicha teoria con su lenguaje, entonces es posible construir formulas de P que formalicen dichos tales
objetos para hacer demostraciones. Por ejemplo, las férmulas x By & Bw x A (l(x))Glx =y Yy
Bew x < 3y yBx dicen que x es una deduccion de la formula y, y que x es una formula demostrable,
respectivamente. Dado que las férmulas que definen a los predicados x B y y Bew x estan construidas
en el lenguaje de la Aritmética, se pueden hacer expresiones similares con férmulas de P. El objetivo es
que dichas formulas expresen lo que dicen las funciones y, de este modo, que P pueda hablar de los
componentes de su lenguaje a través de su lenguaje mismo y de los numeros de Gddel. Dicho esto, es

momento de hablar sobre los nUmeros Godel como nlimeros naturales.
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3.5.5. Sobre los nimeros Godel como nimeros naturales.

En este breve apartado mencionaré algunas cuestiones sobre los numeros Gédel como ndmeros
naturales. Seré breve porque, en el Capitulo IV retomaré esta cuestion.

Los nimeros GoOdel, en tanto que son numeros naturales, comparten las mismas propiedades.
Siendo asi, los numeros Godel también pueden sumarse, multiplicarse, ser mayores 0 menores entre si,
tener un sucesor y demas cualidades. El hecho de que sean usados para hablar metamatematicamente de
los elementos de P no impide que puedan tener y realizar las operaciones mencionadas anteriormente y
poseer las propiedades que enuncié.

Para ser mas claro, no estoy afirmando que, por ejemplo, una formula a y una férmula g puedan
ser usadas en la operacion de suma, porque no son numeros y esta operacion solo es aplicable a
numeros. Lo que estoy diciendo es que los nimeros que representan a tales formulas si pueden ser
usados en dicha operacion.

Hecho esto, es momento de explicar los dos teoremas.

3.6. Los dos teoremas de incompletud

En este apartado explicaré los dos Teoremas de Incompletud. El objetivo de hacer esto es mostrar como
Gaodel formaliza la consistencia. Esta formalizacion procede de la demostracion del segundo teorema y
ésta, a su vez, depende de la demostracion del primero. Por tanto, haré una explicacion sobre ambos.
Para realizar esta empresa, utilizaré, principalmente, Como argumentar a favor de una proposicién
indecidible de Cristian Gutiérrez y Elementos para una critica matematica de la razon filosofica: La
filosofia matematica de David Hilbert y Kurt Gddel de Carlos Torres Alcaraz. Usaré la simbologia de
ambos para hacer mas simple la explicacion (si se quiere observar la version original de la prueba, se
puede consultar el texto de Godel de 1931). Por la misma razon, en lugar de clases, usaré conjuntos,
pues la notacidn conjuntista es mas usual (aunque debo recalcar que la notacion de ambas teorias es muy
similar).

Ahora bien, el primer teorema dice que en todo sistema matematico consistente, capaz de definir
las nociones bésicas de la aritmética y recursivamente axiomatizable, existen proposiciones indecidibles.
Por todo lo ya explicado, P es capaz de definir las nociones bésicas de la aritmética y es recursivamente
axiomatizable. Por otra parte, como mencioné anteriormente, las proposiciones indecidibles son aquellas
gue no son demostrables, al igual que sus negaciones son demostrables. La proposicion en este caso,

serd G.
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Sobre la consistencia de P debo decir lo siguiente: debo suponer que P es consistente porque, de
no serlo, no habria proposiciones indecidibles —y el primer teorema no seria aplicable a este caso. Es
decir, si P fuera inconsistente, entonces habria contradicciones entre sus axiomas y cualquier formula o
proposicion serian demostrables, incluso G —para esto debemos recordar todo lo que dije acerca del
principio de explosion. Ademads, este supuesto nos puede ayudar a entender la existencia de
proposiciones indecidibles: si P es consistente, entonces no hay contradicciones entre sus axiomas y es
falso que cualquier proposicion o formula es demostrable a partir de estos, y también es falso que de
estos se siguen contradicciones. Asi, existe por lo menos una férmula que no es demostrable. Esa
férmula puede ser G, pues al no poder ser demostrada por los axiomas de P, nos puede hacer entender
que entre estos no hay contradicciones®®. Y, como tampoco es demostrable su negacién (=G), se puede
observar que tampoco se siguen contradicciones.

Por otro lado, el segundo teorema nos dice que todo sistema con las caracteristicas de P es
incapaz de demostrar su propia consistencia. Es decir, los sistemas formales recursivamente
axiomatizables, consistentes, capaces de formalizar las nociones basicas de la aritmética son incapaces
de demostrar la consistencia.

Ahora es momento de explicar ambos teoremas.

3.6.1. G lasentencia que habla sobre si misma.

3.6.1.1. Diagonalizacion.
Para demostrar el primer teorema, primero se debe tratar lo relacionado con G. En tanto que G es una

sentencia, proposicién, o formula como todas las encontradas en P, afirma algo, a saber, afirma de si
misma que no es demostrable, es decir, a través de los lenguajes aqui involucrados (y a traves de un
método explicado a continuacion) y de su nimero Gddel, G es capaz de afirmar sobre si misma que no
es una férmula que se pueda demostrar con los axiomas y las reglas de transformacion encontrados en P.
Demostrarla, como se vera, implicaria una contradiccion, lo cual pone en duda la consistencia de P. Por
este motivo no puede demostrarse.

Como mencioné, lo anterior se logra con un método llamado diagonalizacion, el cual contribuye

a que una formula se refiera a si misma (Gutiérrez, 2014, pags. 152 - 154). Para llevar a cabo dicho

65 . . .. . . qe . .
En cierto sentido, este teorema nos hace ver que las proposiciones indecidibles son necesarias si suponemos la
consistencia de un sistema
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proceso, primero se elige una formula bien formada del sistema P. Dicha férmula puede ser . Dado que
es una férmula bien formada, se puede determinar su numero Godel. Este se puede representar con la
constante n.%° A la par se puede construir la siguiente expresion: Vx(x = 0™ > a), la cual es la diagonal
de a. Esta dice que para todos los objetos x que sean iguales al nimero de Godel de a, n, entonces se
sigue a. Dicha diagonal, ademas, cuenta con su propio nimero de Godel: m.

Ahora bien, la relacion “ser diagonal de una férmula” o “ la formula con niimero de Gddel y es
la diagonal de la formula con nimero Godel x” se puede representar con la siguiente expresion:
Diag(x,y), tal que esta formula dice que y es la diagonal de x. Si sustituimos los nimeros de Gddel de
las respectivas expresiones en la férmula que indica la relacion diagonal, entonces obtenemos
Diag(n,m), la cual nos dice que m es el nimero de Godel de la férmula que es la diagonal de la
férmula con nimero de Godel n.

Dicho esto, debo mencionar otros elementos necesarios para lograr la autorreferencia a través del
método diagonal. Primero esta el predicado Dem(x) el cual dice “la formula con niimero de Godel x es

una férmula demostrable”. En segundo lugar, se debe construir la siguiente formula:

dy(Diag(x,y) A ~Dem(y)) (a)

Esta se lee como “existe una férmula con nimero de Godel y, tal que ésta es diagonal de la formula con
namero de Godel x y dicha formula no es demostrable”. El nimero de Godel de esta expresion puede

ser k. Ahora bien, con todos estos recursos se puede construir la siguiente formula —que es su diagonal-:

vx(x = 0¥ o 3y(Diag(x,y) A =Dem(y))) (b)

Esta expresion nos dice que para todo objeto x que sea igual al nUmero de Godel k, entonces se cumple
que la diagonal de x no es una formula demostrable, en otras palabras, dice que la diagonal de la
férmula con nimero de Godel k no es demostrable, pero dicha formula es ella misma. Seré mas
especifico: el antecedente indica que para todo nimero natural que sea igual al nimero de Gddel de a,

esto es k, entonces se cumple que se sigue a, la cual dice que la diagonal de x no es demostrable. Ahora,

Y partir de este punto el uso de metavariables y constantes sera importante porque me ayudara a hacer menos confusas
las explicaciones y porque los numeros Godel de las expresiones son cantidades muy grandes. También se notara que los
simbolos usados para los cuantificadores y otros aspectos no son los mismos, sin embargo, tienen el mismo significado que
los ya mostrados.
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podemos suponer que x = k porque existe un objeto, k mismo, que es igual nimero de Gddel de a.
También podemos suponer que y = j porque existe una formula tal que es la diagonal de a, la cual es b
y su numero de Godel es j.

Como consecuencia de lo anterior, se cumple el antecedente de b porque k = 0. Por tanto, se
sigue el consecuente de b, que es a. A la par de esto y teniendo en cuenta las igualdades indicadas, la
existencia de estas formulas y sus numeros de Godel, hay elementos suficientes para decir que existe
una diagonal de a, que es b, de modo que se puede obtener Diag(a, b) A =Dem(b) *. El que existan
todos estos elementos es lo que nos permite demostrar b, pero demostrar b es contradictorio porque si se
cumple su antecedente, entonces al obtener el consecuente también se obtiene la afirmacion de que no se
puede demostrar. Por tanto, b dice de si misma que no es demostrable y no se puede demostrar por este
hecho.

Ahora, existe otra manera en que se puede representar b, es la siguiente: G, la cual tiene como
namero Godel a g. Ahora, el significado de G —siguiendo las explicaciones formales dadas arriba- es:
“la formula con numero GOdel g —esto es, G misma- no es demostrable”. Evidentemente, G no tiene
todos los elementos de Vx(x = 0% o 3y(Diag(x,y) A =Dem(y))), pero el significado es similar en
ambas, por lo cual usaré G para mencionar a la formula que no se puede demostrar.

Ahora es momento de mencionar algunas cuestiones sobre la autorreferencia.

3.6.1.2. Autorreferencia.

Como podemos observar, la autorreferencia se logra a través del método diagonal: se construye una

férmula que hable de si misma a través de su nimero Gddel. La autorreferencia, pues, se da a travées de

% Existe una explicacion mas que ayuda a entender este argumento y tiene que ver con la ldgica cuantificacional. Las
férmulas del tipo Vx(Px — Qx) se leen como “para todo x, si x tiene la propiedad P, entonces tiene la propiedad Q”. Esto
quiere decir, de otra manera, que si un objeto de un conjunto cumple con tener la propiedad P, entonces tendra la
propiedad Q. Se necesita la existencia de objetos con la propiedad P para que el antecedente sea verdadero y asi obtener
el consecuente y, ademas, se necesita que los objetos que cumplen el antecedente cumplan con las condiciones que
establece el consecuente para que toda la formula sea verdadera vy, en este contexto, también sea demostrable: si tanto su
antecedente como su consecuente son verdaderos, entonces la férmula es verdadera y demostrable. Un razonamiento
parecido puede ser aplicado a la férmula Vx(x = 0% o 3y(Diag(x,y) A ~Dem(y))): si alguno de los objetos del conjunto
de los nimeros naturales cumple con ser igual al nUmero Godel k, entonces el antecedente es verdadero. Si esto sucede,
entonces se sigue y(Diag(x,y) A =Dem(y)), la cual también se cumple porque existen todos los nimeros de Godel que
se quieren para que el consecuente sea verdadero. Asi, dicha formula es verdadera y demostrable, pero no se puede
demostrar por las condiciones que ella misma enuncia. Por tanto dicha férmula no es demostrable.
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expresiones y sus numeros Godel. Aqui, especificamente G habla de si misma a través de su nimero
Godel (g) y dice que no puede ser demostrada.

A partir de lo anterior debo mencionar lo siguiente: a lo largo de este escrito he dicho que los
sistemas formales se ponen en correspondencia con las estructuras de objetos matematicos para
demostrar formulas. Esta correspondencia, a su vez, hace que los axiomas de los sistemas sean
verdaderos. Si las reglas de transformacion de un sistema son correctas, entonces todo lo que se
demuestre con éstas y con los axiomas también lo serd y los teoremas asi obtenidos seran verdaderos y
también seran representaciones de los enunciados de las teorias.

En relacién con esto, también mencioné que no es conveniente que los sistemas formales
demuestren o trabajen con expresiones falsas porque, de hacerlo, tales expresiones hablarian de aspectos
falsos de los objetos de las teorias matematicas, y no estarian funcionando para llevar a cabo su objetivo.
Por tanto, aunque G diga de si misma que no es demostrable, dicha expresién debe considerarse como
verdadera, pues, de lo contrario, habria consecuencias relacionadas con la suposicion de que el sistema
es correcto: el sistema no seria correcto porque existe una férmula falsa en su conjunto de expresiones
bien formadas.

Ahora bien, G, como he mencionado habla de si misma a través de su namero Gdodel.
Obviamente g es un nimero natural que comparte propiedades y relaciones con los demas nimeros que
se encuentran en su respectivo conjunto. Sin embargo, en tanto que los nimeros Godel no son sino
representaciones de los simbolos del sistema, cuando hablo de g y digo que tiene tal y cual propiedad, o
esta 0 aquella relacién, también digo que estas relaciones y propiedades son representaciones de las
relaciones y propiedades de G.

Ahora bien, el que G diga de si misma que no es demostrable implica que no puede ser
demostrada a partir de los axiomas y reglas de inferencia del sistema P. Sin embargo, con esto no estoy
diciendo si dicha férmula es demostrable 0 no en otros sistemas. Aqui s6lo me dedicaré de hablar de la
indecidibilidad de G con respecto a P.

Dicho esto, es momento de explicar la demostracion del primer teorema.
3.6.2. Primer teorema.
3.6.2.1. G no puede ser demostrada

Para explicar el primer teorema debo retomar algunas cuestiones. La primera es que anteriormente

mencioné que pueden definirse conjuntos de nimeros a partir de las formulas que representan relaciones
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entre nameros para expresar predicados metamatematicos acerca del sistema P. Asi, a partir del
predicado Dem(x) —x es una formula demostrable- se puede obtener un conjunto F al que pertenecen
los numeros naturales que son nimeros Godel que representan formulas demostrables. Por tanto:
Dem(x) @ x €F
Esta formula dice que x es demostrable —y a su vez satisface la formula que representa el
predicado Dem(x)¢8- si y sblo si x pertenece al conjunto de los nimeros Godel de las formulas
demostrables. Del mismo modo, se puede definir el conjunto de las formulas no demostrables. Asi:
-Dem(x) & x €E
dice que x no es demostrable si y sélo si x pertenece al conjunto E. Estas formulas seran verdaderas o
falsas si los numeros Gddel de las formulas del sistema satisfacen o no los predicados y si pertenecen o
no a los conjuntos.
Ahora, las férmulas construidas con el lenguaje de P deben pertenecer a uno u otro conjunto, es
decir, deben ser demostrables o no. Debemos analizar si G pertenece o no a alguno de estos teniendo en
cuenta que dice de si misma que no es demostrable, esto es, debemos analizar si G es demostrable para

mostrar que no lo es. Esto se hace de la siguiente manera (Torres, 2001, pags. 205):

a) Sisuponemos que G es demostrable, entonces también estamos suponiendo que G es verdadera —
porque habiamos mencionado que, en este contexto, si un sistema formal es correcto, entonces
las oraciones acerca de los naturales deben considerarse verdaderas. Pero si G es verdadera,
entonces lo que afirma de hecho es verdadero. Por tanto, es verdadero que no es demostrable.
Asi, llegamos a una contradiccion —porque se esta demostrando algo que dice de si mismo que
no es demostrable, lo cual va en contra del supuesto de que P es consistente. Por tanto, G no

puede ser demostrable.

También podemos hacer suposiciones con el nimero Godel de G (g) y la formula
Dem(x) & x € F (I)
de la siguiente manera: si suponemos que g € F, entonces Dem(g). Pero si Dem(g), entonces G es
falsa porque dice de si mima que es demostrable y, asimismo, una vez mas llegamos a la contradiccion

mencionada: se demuestra algo que no se puede demostrar. Asi tenemos una contradiccion y una

6 Aqui uso el predicado en lugar de la férmula que representa a la funcién del predicado porque ambos son equivalentes.
Como mencioné, si un numero Godel satisface al predicado, significa que cumple las condiciones que establece la funcion.
Asi, si la funcion es satisfacible, entonces los nimeros cumplen con el predicado, y este ultimo también sirve para definir
una clase de numeros.
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férmula falsa en P, lo cual pone en duda su consistencia y su correccion. Podemos observar, ademas,
que llegamos a esta contradiccion gracias a su nimero Godel y las condiciones que establece (1).

Vimos que G no es demostrable, pero aun queda analizar si su negacion —G se puede demostrar.
-G, al ser la negacion de G, dice lo contrario a ésta: “es falso que G no es una formula demostrable” o
“es falso que la formula con nimero Godel g no es demostrable”; en otras palabras: G es demostrable.
En este paso debemos recordar que debido a la consistencia supuesta al principio de esta explicacion, no
puede haber contradicciones, por lo cual no se pueden demostrar una férmula y su negacion al mismo

tiempo. Esto se hace de la siguiente manera (Torres, 2001, pags. 205 — 206):

b) Si suponemos que —G es demostrable, entonces suponemos, al mismo tiempo, que =G es
verdadera. Si =G es verdadera, entonces G es falso. Con lo cual tenemos que G es demostrable.
Dicho de otra manera: dado que G dice de si misma que no es demostrable y es falsa, entonces es
verdadero que G es demostrable —porque es verdadero que —G. Ahora, cabe resaltar que bajo el
supuesto de que —G es demostrable, entonces G también lo es. Por tanto, tanto G como —G son
demostrables, lo cual nos lleva a una contradiccion y a poner en duda el supuesto de que los
axiomas de P son consistentes. Por tanto, tampoco -G es demostrable porque esto nos lleva a

contradicciones.

Podemos hacer la siguiente suposicion apelando a las formulas:
Dem(x) & x € F (I)
—Dem(x) & x € E (Il)

Si suponemos que el numero Gédel de =G (sea h) representa una formula demostrable, entonces
Dem(h). En consecuencia, h € F y deberia suceder que =Dem(g) < g € E. Sin embargo, por lo dicho
arriba acerca del significado de =G y G, tanto -G como G son demostrables. De modo que Dem(h) y
Dem(g), por lo cual se daque h € Fy g € F. Asi, los numeros Godel de dos formulas contradictorias
se encuentran en el conjunto de las formulas demostrables, pero esto es imposible porque dos formulas
contradictorias no pueden ser demostrables al mismo tiempo si suponemos que el sistema en que se
encuentra es correcto y consistente.

De todo lo anterior se sigue que ni G ni =G son demostrables. Por tanto G es una formula
indecidible. Y como G es una formula de P, y P es consistente, formaliza las nociones basicas de la
aritmética, entonces asi queda explicado el primer teorema.

Une vez explicado el primer teorema, es momento de explicar el segundo.
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3.6.3. Con(P) o de como P no puede demostrar su propia consistencia.

En este apartado hablaré del segundo teorema de incompletud de Godel. Haré esto de manera general
porque, especificamente, debo hablar més de aspectos relacionados con la formalizacién de la
consistencia de P que de la demostracion del segundo teorema. Ahora, al demostrar el primer teorema
(Gutiérrez, 2014, péag. 154), Godel se percatd de que si P es consistente, entonces no es posible
demostrar la formula que representa la consistencia de P. El que P no pueda demostrar su propia
consistencia es lo que se conoce como el Segundo Teorema de Incompletud de Godel, y éste se llevo a
cabo gracias a que el matematico en cuestion encontré una manera de formalizar la consistencia, es
decir, hall6 una forma de construir una formula como Con(P) —consistencia de P-. En suma, Con(P) no
es demostrable a partir de los axiomas y reglas de inferencia de P.

Cabe mencionar que la demostracion de este segundo teorema difiere un tanto de la demostracién
que mencioné del primero porque prescinde de la nocién de verdad de la que he venido hablando aqui —
esto sera explicado en su momento. Sin embargo, se siguen usando varios de los elementos usados para

desarrollar el primer teorema, con lo cual ninguna de las dos pruebas se aleja de lo ya visto hasta ahora.

3.6.3.1. Formalizacion de la consistencia

En apartados anteriores mencioné que la formalizacion es un procedimiento mediante el cual nos es
posible representar las estructuras de los objetos de una teoria matematica en el lenguaje de un sistema
formal determinado. En este contexto, he mencionado que P es capaz de formalizar los numeros
naturales, esto es, las propiedades y relaciones encontradas entre los nimeros de naturales. Incluso con
éste es posible formalizar algunas de las propiedades y relaciones encontradas entre sus expresiones a
través de sus numeros Godel. Ahora, para llevar a cabo la formalizacion de la consistencia, Godel
también tuvo que hacer uso de la aritmética, es decir, primero construy6 un enunciado con los simbolos
de la aritmética y, dado que P tiene la capacidad de formalizar sus objetos, fue posible expresar en P la
férmula de su propia consistencia.

Antes de dar cuenta de todas las formulas mencionadas, primero debo retomar algunos aspectos
relacionados con la consistencia. Mencioné que, ya sea sintactica 0 semantica, es una propiedad que
tienen los sistemas en los cuales no hay contradicciones entre sus férmulas basicas y en los que no se

puede demostrar contradiccion alguna. En el caso de la consistencia semantica (y también en el caso de
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la w-consistencia) mencioné que se encuentra como propiedad de un sistema formal cuando se le pone
en relacion con los objetos de alguna teoria.

Teniendo lo anterior en cuenta, puedo mencionar que el supuesto de que P es consistente implica
que P no tiene contradicciones entre sus axiomas Yy teoremas, que no demuestra expresiones
contradictorias a partir de estas formulas y que el ponérsele en correspondencia con la estructura de los
naturales este sigue siendo consistente, pues de este hecho no se deriva contradiccion alguna. Debo
sefialar que esto no cuenta como una demostracion de la consistencia de P porque sélo estoy retomando
lo que ya mencioné sobre el supuesto que se debi6 establecer para la demostracion que Godel dio del
primer teorema.

Ahora bien, el que entre las expresiones de P no se encuentren contradicciones y el que con éstas
no se demuestren contradicciones, también implica lo siguiente: con los teoremas ya demostrados y los
axiomas de P no se demuestran todas las formulas. Hay que recordar que, segun el principio de
explosion, si una contradiccion se encuentra en un sistema, entonces dicho sistema es capaz de
demostrar todas las expresiones bien formadas del mismo. Si P fuera inconsistente, entonces éste seria
capaz de demostrar todas y cada una de las formulas que se pudieran formar con su lenguaje, incluyendo
a G. Pero esto no es el caso porque suponemos que éste es consistente. Por tanto, como P no puede
demostrar todas las formulas y como no sabemos el nimero exacto de estas formulas, entonces debemos
suponer que por lo menos existe una que no puede ser demostrada®.

Como consecuencia de lo anterior, puedo decir que otra manera de definir la consistencia es la
siguiente: un sistema es consistente si y sélo si existe por lo menos una féormula que no es demostrable
en éste. En este contexto, P es consistente porque existe por lo menos una férmula que no puede ser
demostrada con sus axiomas. Esto es importante porque con base en esta definicion se puede construir
un enunciado con el que se expresa la consistencia de P. El enunciado es el siguiente (cfr. Torres, 2001,
pag. 207, para observar la version original):

Con(P) < Ax(form(x) A =Dem(x))7°

% El hecho de gue no podamos demostrar todas las formulas posibles de un sistema, no implica que haya un nimero
determinado de férmulas, es decir, no implica que sea sdlo una, o dos, o tres, etc. No sabemos exactamente cudantas
férmulas son indemostrables. Pero, si podemos suponer que existe por lo menos una que no se demuestra, porque suponer
s6lo una implica que no todas se demuestran y no incurrimos en la falacia de afirmar que hay un nimero determinado de
férmulas.

® De momento sélo mencionaré este predicado para hablar sobre la formalizaciéon de la consistencia. En el siguiente
apartado hablaré sobre su relacidén con el primer teorema. De este modo explicaré de dénde proceden todos los elementos
qgue lo componen.
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La expresion Con(P) da cuenta de la consistencia de P. form(x) indica que x es una formula
compuesta con el lenguaje de P y Dem(x) dice que x es un teorema o una formula demostrable en P. El
enunciado completo dice que P es consistente si y sélo si existe una formula x de P y esa formula no es
teorema de dicho sistema. Debo sefialar que esta formula expresa simbolicamente la definicion que
mencioné anteriormente, por lo cual, s6lo quiere decir que hay una formula que no se demuestra en P.

Sobre esta misma linea, he mencionado que el sistema en cuestion es capaz de expresar
cuestiones relacionadas con los nimeros naturales, y como Con(P) < Ix(form(x) A =Dem(x)) es un
enunciado aritmético, entonces también puede ser expresado mediante una formula construida con el
lenguaje de P. Tal formula puede ser Con(P) misma.

Antes de pasar a hablar sobre la relacion entre la oracion G y Con(P), debo hacer unos
sefialamientos sobre la formalizacion de la consistencia. EI primero de estos tiene que ver con la
formalizacidn en general: he dicho en varias ocasiones que un sistema formal se encarga de expresar con
su lenguaje formulas verdaderas sobre los objetos de una teoria matematica y dichas férmulas se refieren
a las propiedades y relaciones encontrados entre los objetos mencionados. Esto sucede con P. Del
mismo modo, la formalizacion nos permite tener expresiones de P que se refieren a las relaciones entre
los nimeros Godel que representan a las expresiones —y a sus relaciones- de P.

Teniendo lo anterior en cuenta, debo mencionar lo siguiente: la consistencia es una propiedad del
sistema. En este sentido, cuando es expresada en términos aritméticos, deberia hacer referencia a P
mediante los numeros Godel. Sin embargo, esto se hace mediante la referencia a objetos de P a través de
sus numeros. Es decir, el enunciado Con(P) < Ix(form(x) A =Dem(x)) define la consistencia del
sistema en cuestion a través de predicados que expresan propiedades de los numeros Godel de
expresiones de P; no asigna la propiedad de “ser consistente” al nimero Godel del conjunto de axiomas
de P o a P mismo. Asi, la diferencia se encuentra en que el enunciado que afirma la consistencia de P
involucra nimeros naturales que se refieren a objetos de P y no a P™.

El segundo aspecto se deriva del anterior: la formula Con(P) tiene un caracter diferente a las
demas férmulas del sistema debido a Con(P) = 3x(formp(x) y ~Demp(x)). Mencioné en apartados

anteriores que las férmulas de P hacen referencia a los objetos de la aritmética, los cuales hablan de

' No profundizaré sobre la cuestién de si P tiene o no numero Godel. Respecto de ello sélo diré lo siguiente: he
mencionado en varias ocasiones que los nimeros Godel se encargan de representar las sucesiones de simbolos de este
sistema. Hay expresiones que nos hablan acerca de numeros naturales y expresiones que nos hablan de propiedades y
relaciones entre nimeros Godel en P. Sin embargo, esto no nos permite asegurar que P sea expresable mediante un
numero Godel o mediante la suma de los nimeros Gédel de todos sus signos y férmulas bien formadas con los mismos.
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nimeros naturales (ya sean los numeros naturales comunes o los de Gddel). Sin embargo, como
Con(P) = Ax(formp(x) y =Demp(x)) nos habla de numeros naturales y hace referencia a una
propiedad que no pertenece a las expresiones de P.

Dicho lo anterior, cabe sefialar que no estoy diciendo que sea incorrecto o invalido formalizar las
propiedades y relaciones de los nimeros porque de hecho Goddel y los otros autores aqui citados
demostraron que esto es posible. Lo Unico que quiero resaltar con estos dos sefialamientos es que la
consistencia no es una propiedad parecida a las otras que se le asignan a los nimeros porque no
pertenece a un nimero o a una expresion del sistema aqui involucrado. Es decir, es una propiedad que
pertenece a un sistema formal con axiomas —a lo mucho al conjunto de axiomas que forma el sistema-.

Siendo asi, hablaré de la relacion entre G y Con(P).

3.6.3.2. Relacion entre Gy Con(P).
La relacion entre los dos teoremas, o entre la imposibilidad de demostrar G y la imposibilidad de
demostrar Con(P), reside en que Godel uso algunas modificaciones al trabajo aqui presentado, es decir,
el debid presentar la demostracion el primer teorema con ciertas modificaciones alrededor de las
nociones de demostrabilidad y verdad (Torres, 2001, pags. 206 — 207)".

Anteriormente mencioné que cuando un sistema se le pone en correspondencia con una teoria
matematica todas sus expresiones también son verdaderas, siempre y cuando el sistema sea consistente
y de esa correspondencia no resulten expresiones contradictorias. Mas aun, para llevar a cabo la prueba
del primer teorema se us6 la suposicion de que todo enunciado verdadero es demostrable. Ahora, la
modificacion es la siguiente: como la nocién ser una formula verdadera no es definible en el lenguaje
de P”, Godel decidié reemplazarla por la nocion de ser una formula demostrable, la cual si es definible
en el sistema.

Existe una explicacion de por qué ser una formula demostrable es definible en el lenguaje de P:

si se supone una sucesion finita de férmulas £ y una formula de A, se puede determinar si X es una

> En todo este trabajo he venido usando la nocidn de verdad y una prueba del primer teorema relacionada con esta porque
el objetivo no es hablar a profundidad de la demostracion de los dos teoremas tal y como Godel los desarrolld, sino de la
consistencia como una propiedad del sistema P (y de los sistemas formales en general). Menciono los dos teoremas porque
sus demostraciones me permiten hablar de como se formaliza la consistencia, pero, reitero, profundizar en estos no es el
objetivo porque podria entorpecer el objetivo de este escrito. Ademas, como el mismo Carlos Torres explica, deshacernos
de dicha nocidn complica el argumento.

73 En este contexto, el gue una nocién sea definible quiere decir que es representable mediante una férmula del lenguaje
de la aritmética.
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demostracion de A’. Una vez establecido que esto puede realizarse, deben codificarse los ndmeros
Godel de £ y A. Supondremos que dichos nimeros son m (este es el nimero de X) y n (el nimero de A).
Teniendo estos elementos, se puede construir una funcion f tal que, cuando se aplica a los numeros
mencionados, obtiene el valor de 1 -f(m,n) = 1- si y sélo si efectivamente m es el nimero de la
demostracion X y n es el nimero de la formula A que se demuestra con este procedimiento. Torres dice
que se puede tomar como base la funcion f para definir la nocion de ser una férmula demostrable (en P)
para construir el siguiente enunciado:
Dem(z) & Ix(f(x,z) = 1) (6)

Dicho enunciado puede leerse como: z es el nimero Godel de una férmula demostrable de P si y solo si
existe un numero Godel x que represente a la demostracion de z. Como P es capaz de formalizar los
nameros naturales, entonces es posible construir con su lenguaje una férmula similar a Demp(z) =
Ax(f(x,z) = 1). De esta manera es como se muestra que la nocion de ser una férmula demostrable si
es definible en P.

Por otra parte, la nocion de ser una férmula verdadera no es definible mediante el mismo tipo de
enunciados por lo siguiente: si bien se trata de una propiedad que se puede atribuir a las formulas de un
sistema formal y a enunciados de teorias matematicas, no es una propiedad que pueda expresarse
mediante relaciones de nimeros. Casi todas las propiedades que se pueden expresar en la aritmética
implican una relacion entre dos 0 mas nimeros; ya sea una propiedad de los nimeros naturales o una
propiedad de los nimeros Godel, se necesita de méas de uno para poder expresarlas.

La verdad, en cambio, no es una propiedad que necesite de dos objetos para poder asignarse a
uno de estos. Por ejemplo, en & se expresa que z es el nimero de una formula demostrable porque existe
otro numero, x, que es el nimero de una secuencia de formulas que funge como su demostracién, pero
cuando una férmula g es verdadera no necesita estar relacionada con otros objetos del mismo tipo, sino
que se requieren de otros aspectos como la correspondencia entre sistemas y objetos, interpretaciones
bajo las que se evalue la verdad de dicha formula, etc., que no necesariamente implican la relacion entre
dos 0 méas nameros.

Ademas de lo anterior, el determinar que una férmula es verdadera no se hace de la misma

manera en que se determina si una sucesion es una demostracion, es decir, para determinar que una

74 . . . . . . s . re .

Para determinar esto, segln Torres Alcaraz, es suficiente con observar dicha sucesion para verificar si cumple con los
requisitos que requiere una demostracion, a saber, que sea una sucesion de férmulas en la cual cada una sea un axioma, un
teorema ya demostrado con esos axiomas y que se siga la formula A.
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férmula es verdadera no basta con observar las formulas encontradas en una sucesion para decidir si se
puede o no atribuir dicha propiedad a una férmula. En resumen, con las herramientas presentadas hasta
ahora no es posible decir que z es verdadera como si lo es el decir que es demostrable. Esto también se
relaciona con las exigencias del programa hilbertiano: la verdad, a diferencia de la demostracion, no se
puede determinar en un nudmero finito de pasos.

Aclarado esto, debo mencionar que de los aspectos anteriores se pueden obtener resultados sobre
consistencia. Como afirma Torres, con ayuda de los predicados formp(x) y Demp(x), Godel logro, en
cierto sentido, transcribir expresar en lenguaje aritmético la consistencia de P. Dicho predicado es la
expresion Con(P) < Ix(form(x) A =Dem(x)) que ya habia mencionado. Como los predicados
mencionados corresponden a la propiedad de x de ser una férmula y a la propiedad de x de ser
demostrable, entonces se pueden tomar para representar la definicién de consistencia porque ésta
implica que si un sistema es consistente (en este caso P), entonces existe una formula que no puede ser
demostrada, como mencioné anteriormente. Asi, con la expresion Con(P) es posible hacer
demostraciones y demas procesos, como con las otras formulas de P.

Hecho esto, en el siguiente apartado me ocuparé de explicar como es que el segundo teorema no
es demostrable.

3.6.3.3.  Segundo Teorema: Con(P) es indemostrable.

Una vez que he mencionado como se formaliza la consistencia, debo explicar brevemente el segundo
teorema de GoOdel. Como mencioné, dicho teorema dice que si un sistema formal recursivamente
axiomatizable (en este caso P) es capaz de formalizar la aritmética y ademas es consistente —o
establecemos el supuesto de que es consistente-, entonces éste es incapaz de demostrar su propia
consistencia (Cfr. Smith, 2013 y Pifieiro. 2012).

Aclarado lo anterior, debo mencionar que la version de la demostracion del segundo teorema que
usaré aqui necesita de la formula G del primer teorema por lo siguiente: decir que P es consistente es lo
mismo que afirmar que si P es consistente, entonces existe al menos una formula de éste que no es
demostrable. G, como expliqué, no es demostrable porque afirma de si misma que no lo es. En
consecuencia, dicha férmula puede ser considerada como aquella para la que no existe una sucesion de

férmulas que funja como su demostracion.
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Siendo asi, y teniendo en cuenta el supuesto de que P es consistente, entonces podemos pensar
en el siguiente enunciado: si P es consistente, entonces existe una férmula que no es demostrable, esto
es, G. Podemos representar este enunciado con las formulas de las que hemos estado hablando aqui:
Con(P) y G. Asi, la representacion formal del enunciado en cuestion es Con(P) — G. Como estamos
suponiendo que de hecho P es consistente porque existe una formula G que no se puede demostrar,
tenemos el antecedente Con(P).

Al respecto de lo anterior, Smith dice que “Con [en la notacion aqui presentada Con(P)] esta
construida de una manera que la hace verdadera si y sélo si PA [P] es consistente. De modo que, [...],
podriamos decir que Con dice indirectamente que PA es consistente””>(Smith, 2013, pag. 234). Con esto
podemos entender que dado el supuesto de que el sistema en cuestion es consistente, se obtiene el
antecedente Con(P), porque dicho supuesto permite afirmar que tal formula es verdadera. Sin embargo,
como mencionamos que la nocion de verdad no puede estar involucrada en este contexto, tendremos que
considerar que el supuesto implica que Con(P) es demostrable.

Siendo asi, y debido a que tenemos el antecedente de la formula Con(P) — G, por modus
ponens, obtenemos G. Esto cuenta como una demostracion de G, pues se obtiene a partir de otras
formulas y mediante la aplicacién de una regla de transformacion. Sin embargo, como G dice de si
misma que no es demostrable, esto nos lleva a una contradiccién, con lo cual se anula el supuesto de que
P es consistente. Por tanto, demostrar que P es consistente es imposible porque nos lleva a
contradicciones.

Ahora bien, lo que implica una contradiccion es el hecho de demostrar el supuesto de que P es
consistente, mas no suponer que P es consistente. En otras palabras, bastaria con suponer que G no es
demostrable para tener la seguridad de que P es consistente. Sin embargo, esto no se adapta a las
exigencias del programa hilbertiano, pues es algo que suponemos sobre P mismo Yy las condiciones en
las que se encuentra, pero, desde el punto de vista de Hilbert, no seria aceptable porque no es explicado
paso a paso con los métodos de deduccion y de construccion de formulas establecidos en el sistema.

En lo que sigue, me ocuparé de hablar sobre algunas cuestiones relativas a la consistencia y a los
nimeros naturales para abrir el cuestionamiento de si la consistencia puede o no ser tratada como se

trata a los nimeros con las herramientas aqui mostradas.

7> “Con is constructed in such a way as to make it true if and only if PA is consistent. So, [...], we might comment that Con
indirectly says that PA is consistent.” (Smith,, pag. 234).
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CAPITULO IV: CONSISTENCIA FUERA DE N

Introduccion

En este capitulo me ocuparé de tratar el problema de si la consistencia puede ser considerada como uno
de los objetos estudiados por P. Esto se debe a lo siguiente: a lo largo de este escrito he explicado que
los sistemas formales se ocupa de formalizar las estructuras de objetos matematicos. P se encarga de
formalizar las propiedades y relaciones de los numeros naturales. P es capaz de hacer demostraciones de
los enunciados que resultan de esta formalizacion con ayuda de sus axiomas. También existe de la
posibilidad de representar los simbolos de P mediante nimeros naturales, para después formalizar las
propiedades de estos con el lenguaje de P y luego hacer demostraciones. Todos estos procesos, en mayor
0 menor medida, hacen referencia a nimeros naturales.

Con todas estas herramientas Godel fue capaz de demostrar sus dos teoremas. Aqui pondré
atencion sobre la formalizacion de la consistencia para la demostracion del Teorema I1: mencioné que la
consistencia es representada mediante un enunciado aritmético acerca de los numeros Godel de las
férmulas de P y luego representada mediante Con(P), pero la consistencia es una propiedad de P, es
decir, es una propiedad de un sistema formal. Y, en este sentido, parece no ser una propiedad de los
nimeros naturales y tampoco parece ser un objeto de este tipo —del mismo modo, tampoco es una
propiedad de las expresiones de P como ser una férmula, férmula demostrable, etc.

Para ser mas explicito con lo anterior, debo decir que en tanto que la consistencia es una
propiedad de los sistemas formales y hace que aquellos que la poseen no demuestren contradicciones
con los elementos que constituyen su lenguaje (asi como sus conjuntos de formulas), no puede ser una
propiedad de los nUmeros naturales porque estos no se constituyen igual que los sistemas (un nidmero no
se compone de lenguaje y férmulas) y porque estos tampoco tienen la finalidad de construir férmulas
para hacer demostraciones. Tampoco puede ser una propiedad como ser formula porque este tipo de
propiedades son poseidas por expresiones de un sistema y no por la totalidad de éste: se necesita de
todos los componentes del sistema para observar del sistema. Por ultimo, la consistencia no puede tener
las propiedades de los numeros naturales y tampoco puede usarse en las operaciones béasicas en las que
estos se usan. Por lo tanto, no puede ser tratada como tal. Mostraré todo esto a lo largo de este capitulo.

Entonces, el objetivo de este capitulo es mencionar ciertos aspectos que muestran que la
consistencia no es una propiedad de los nimeros naturales y que tampoco es un namero natural. Para
llevar a cabo esta empresa retomaré varios aspectos mencionados en este escrito para ponerlos en

relacion y profundizar acerca de la cuestion mencionada.
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Lo primero que haré es hablar de los nUmeros Godel como numeros naturales y como meras
representaciones de las expresiones de P. En segundo lugar volveré a tratar el asunto de la consistencia
como una propiedad de sistemas formales, pero esta vez poniéndola en relacion con lo dicho acerca de
los nimeros naturales y los nimeros Godel. Por tanto, aqui mostraré como la consistencia no es un
nimero natural y, en consecuencia, no se encuentra en N. Con esto me serd posible decir que la
consistencia no es una propiedad de los nimeros de este conjunto y que no es un numero. Ademas, esto
también servira para indicar que, posiblemente, la consistencia no puede ser tratada como estos numeros
y sus propiedades.

Esto resulta relevante porque puede mostrar que si la consistencia no puede ser tratada como un
nimero natural, entonces las herramientas y los métodos que se usan para trabajar con estos objetos no
pueden ser usados para tratar la consistencia. Esto, a su vez, posiblemente permitiria entender que la
consistencia debe ser tratada con otro tipo de herramientas o métodos diferentes a los propuestos por
Hilbert.

Por ultimo, debo mencionar que todo lo desarrollado en este capitulo se basard en las obras

citadas a lo largo de este escrito.

4. La consistencia de P no se encuentra entre de los objetos formalizados por P
4.1. Nameros Godel de las formulas de P como un subconjunto de N.

Primero debo mencionar la nocion de subconjunto. El simbolo N se usa para denotar el conjunto que
contiene a todos los nimeros naturales. Todos estos comparten propiedades y relaciones. En teoria de
conjuntos (Badesa, Jané y Jansana, 2007, pags. 32-33.) existen los simbolos c y €, los cuales sirven, en
general, para indicar cuando un conjunto estd contenido en otro. Especificamente, c se usa en
expresiones como A c B y se lee como “A esta incluido propiamente en B” o “A es subconjunto propio
de B” y denota que el conjunto A tiene cierto numero de elementos, que este numero es menor al que
podemos encontrar en B —por lo cual B tiene otros elementos que no se encuentran en A-, y que los
elementos de A se encuentran dentro de B.

Por otra parte, € se usa en expresiones como A S B y se lee como “A estd incluido
impropiamente en B” o “A es subconjunto impropio de B y denota que A es subconjunto de B, y que el

numero de elementos del conjunto A es menor o igual al nimero de objetos del conjunto B.
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Estos dos simbolos se pueden usar para denotar subconjuntos de N. Por ejemplo, A = {2,4,6,8}
contiene los numeros pares del 2 al 8 y, dado que son nimeros naturales, la expresion A c N es
verdadera, pues dichos numeros también se encuentran en N = {0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 ... }. Puede haber
maés subconjuntos de N, y estos estardn determinados por tener a elementos que se diferencian de los
demés elementos de N por alguna u otra razén, como ser nimeros naturales que son ndmeros primos o
numeros naturales que son multiplos de 2, o nimeros naturales que son menores que 10, etc. Lo que
cabe resaltar es esto: todos los nimeros encontrados en dichos subconjuntos comparten las mismas
propiedades y relaciones que todos los elementos de N por el hecho de ser nimeros naturales.

Dicho esto, mencionaré cémo se relaciona esto con los nimeros Godel, pues estos a pesar de que
se usan para representar toda la simbologia del sistema P, siguen siendo nimeros naturales. Esto implica
que la numeracion de Godel tiene las mismas propiedades y funciona con las mismas operaciones que
los elementos de N, sin embargo, resulta ser un subconjunto de éste porque dicha numeracion posee
algunas propiedades que no comparte con todos los numeros naturales como, por ejemplo, ser el nUmero

Godel que representa a algin simbolo de P.

4.1.1. NUmeros Godel como numeros naturales.
a) Numeros Gddel de los signos de P.

Cuando presenté la lista de los numeros Godel de los signos del sistema P, mencioné que estos nimeros
son numeros naturales. Es decir, Gdel tomo algunos de los elementos de N. Los cuales encontramos en

la siguiente tabla:

Simbolo del sistema Numero natural que le
corresponde
0 1

~

11

Vo]

13
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Cada nuamero, aunque funja como un simbolo para representar las propiedades de las expresiones
de P, también es un nimero natural. Si observamos la secuencia de N, podemos ver que estos se
encuentran ahi: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15 ... }. Lo mismo pasa con los numeros de
las variables de tipo n, pues estos se obtienen a partir de operaciones de nimeros naturales que dan
como resultado nameros naturales. Ahora, a partir de la tabla anterior, se puede formar el conjunto de
los nimeros naturales que son nimeros Godel de los signos de P. Dicho conjunto se puede representar
con la letra S, y en lenguaje conjuntista se representa como S = {1,3,5,7,9,11,13...}76. Como dicho
conjunto estd compuesto por Unicamente ndmeros naturales y estos se encuentran en N, entonces es
valido que S c N.

Estos nUmeros también comparten otras propiedades con los demas elementos de N. Por
ejemplo, cada uno de estos tiene un sucesor 0 es sucesor de algin otro namero, al igual que cada
elemento encontrado en N (salvo el 0). 1 (que representa al simbolo “0”’) es sucesor de 0, y su sucesor es
2. 3 (que representa al simbolo “s”) es sucesor de 2 y su sucesor es 4. Lo mismo ocurre con los otros
nameros del conjunto que representan simbolos del sistema P. Por otra parte, en el conjunto S también
existen nimeros menores que otros, de modo que 1 < 3, 3 < 5, 5 < 7, etc. Por tanto, la propiedad ser
menor que, también es poseida por los niimeros de este conjunto.”’

También podemos observar que existen otras propiedades entre estos nimeros, como la de ser un
nlmero primo: 3 es un numero que sélo es divisible por si mismo y por 1, y es mayor que 1, al igual que
5,7,9, 11, y 13. 1 no es un namero primo, pero, al igual que los otros nimeros encontrados en S, éste
también es un nimero natural. Por otra parte, la relacion ser mayor que también puede encontrarse entre
estos numeros: 3 > 1,5 > 3,7 > 5,11 > 7, etc.

Por otra parte, mencioné que en la aritmética en general, asi como en la Aritmética de Peano, las
operaciones mas bésicas son las de suma o adicion y multiplicaciéon o producto. También mencioné que
las operaciones de resta, division y exponenciacion son expresables o definibles a través de la sumay la
multiplicacién. Ademas, todas son aplicables a numeros naturales y tienen como resultado ndmeros
naturales. Y como los elementos de S son todos nimeros de este tipo, entonces también podemos aplicar

a estos dichas operaciones. Por ejemplo, sumar 3 mas 5 (los nimeros que representan a s y a ~) da como

7% Los puntos suspensivos estan ahi para representar que la sucesion sigue debido a los nimeros Godel de las variables de
tipon.

7 Ser menor que y ser sucesor son dos propiedades que se relacionan por el hecho de que los sucesores siempre son
menores que sus antecesores. Asi, los numeros del conjunto S que sean antecesores de alglin otro, también serdn menores
gue sus sucesores.
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resultado 8 (3 + 5 = 8), el cual, si bien no es la representacion de alguno de los signos de P, si es un
elemento encontrado en N. Se obtienen resultados similares si sumamos 1 con 3, 0 5 con 13, etc.
También pueden hacerse multiplicaciones con los nimeros de S: 3-5 =15, 7-11 =77, etc. y la
aplicacion de dicha operacion a tales numeros también tiene como resultado los nimeros naturales.
Asimismo, mencioné que la suma y la multiplicacion tienen ciertas propiedades. Las propiedades

que mencioné de la suma son las siguientes:

1) im+n)+r=m+(n+r) (propiedad asociativa)

2) m+n=n+m (propiedad conmutativa)

3y m+0=m (existencia del elemento neutro)
4) Sin+m=r+m,entoncesn =r (ley de cancelacion)

5) Sin # 0, entonces n + m # 0 paratodam € N.
Todas estas son aplicables a los elementos de S. Podemos observar esto con las primeras dos
propiedades y con los nimeros 1y 3, de modoque m = 1,n =3,r =5
1) Propiedad asociativa
(1+3)+5=1+3+5) (a)
Para comprobar que la expresion anterior es correcta basta con realizar las sumas. Asi:
.  (4)+5=1+(8)apartirde (a)
Il. 9 =9apartirdel.

2) Propiedad conmutativa
1+3=3+1(b)
Comprobacion:
I. 4 = 4 alefectuar las suma en (b).

Como podemos observar, los numeros Gdodel de los signos de P, al ser nimeros naturales,
también cumplen con las propiedades de la suma. Asimismo, cumplen con las de la multiplicacion.

Sobre esta Gltima mencioné las siguientes propiedades:

1) (m-n)-r=m-(n-r) (propiedad asociativa)

2) m-n=n-m (propiedad conmutativa)

3y m-1=m (existencia del neutro multiplicativo: 1)

4) r-(m+n)=r-m+r-n (distributividad del producto respecto a la suma)
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5 Sin+0yn-m=n-r,entoncesm=r (ley de cancelacion)
6) Sin+0ym =+ 0,entoncesn-m # 0
Consideremos los numeros 1, 3, 5 para mostrar como se aplican a las primeras dos propiedades. De

modoque:n=1,m=3yr =>5.

1) Propiedad asociativa.
(3:1):5=3-(1-5) (a)
Comprobacion:
I.  (3):5=3-(5) al efectuar las multiplicaciones en (a)

Il. 15 = 15 al efectuar las multiplicaciones en I.

2) Propiedad conmutativa.
3-1=1-3(b)
Comprobacién:

I. 3 = 3al efectuar la multiplicacion en (b)

Como podemos observar, los nimeros Godel de los signos de P son nimeros naturales y con estos se
pueden realizar las operaciones de suma y multiplicacion y, ademas, también funcionan correctamente
con sus respectivas propiedades.

De igual manera, con estos niumeros se pueden realizar las operaciones de exponenciacion, resta
y division. En todos los casos se obtienen numeros naturales como resultado. En el caso de la
exponenciacion podemos considerar el numero Godel de s (3) y realizar dicha operacion:

32=3-3=9
En el caso de la resta, podemos considerar los nimeros 5 y 3, de modo que:
5—-3=2
Respecto de la division, podemos observar que todos los numeros de S son divisibles por 1y por

s . 1 3
si mismos. Por ejemplo: 1= 1,-=3,

=1,
1

wlw
=R R

5
=5,-=1,etc.
5
Con todo esto podemos observar que los elementos de S, esto es, los nUmeros Godel de los

signos del sistema P, también son nimeros naturales y funcionan con las operaciones —asi como las

propiedades- de los mismos.
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Este es el primer paso para tratar el objetivo de este capitulo. Ahora, el segundo paso, es analizar
si esto mismo ocurre con los nimeros Godel de las formulas de P: queda analizar si los nimeros Godel
de las expresiones bien formadas de P también cuentan con las propiedades aqui mencionadas, y si

también pueden involucrarse en las operaciones bésicas de los nimeros naturales.

b) NUmeros Gaédel de las férmulas de P.

Anteriormente dije que las formulas del sistema P son consideradas sucesiones de simbolos y que para
obtener su nimero Godel, existe un método que consiste en: 1) asignar un Unico numero natural a cada
signo de P; 2) considerar los numeros primos y elevar el primero de estos a una potencia, la cual se
obtiene del numero Gddel del primer signo encontrado en la sucesion de simbolos (férmula), y lo mismo
de manera sucesiva con los deméas nimeros primos y los signos; y 3) una vez realizada la operacion
indicada por las potencias de los numeros primos, multiplicar todos estos resultados entre si. También
mencioné dos aspectos que debo retomar ahora. El primero es que los resultados de aplicar este
procedimiento a cada formula del sistema pueden ser cantidades muy grandes. Asi, si se aplica este
método a la formula l'lx1(~(x2 (xX1)) Vx, (sxl)), se obtendria una expresién como:

29 . 317 . 511 . 75 . 1111 . 13289 . 1711 . 1917 . 2313 . 2913 . 317 . 37289 . 4111 . 433 . 4717 . 5313 . 5913

Y el resultado de realizar todas estas operaciones seria una cantidad grande que entorpeceria las
explicaciones alrededor de dichas formulas, por tanto los nimeros se pueden abreviar con las constantes
n,m,r 0, Si se necesitan mas, entonces se pueden usar simbolos como ny, n,, ns, ... Ny, N1, €tC. En el
caso de las sucesiones de formulas —como las demostraciones- también se usaran estas constantes.

El segundo aspecto es que como se puede observar, los resultados de aplicar este método siempre
son numeros naturales, por lo tanto, estos nimeros también cuentan con las propiedades mencionadas
arriba. Supongamos dos formulas: 1) Tx; (~(x(x1)) V %2(s%1)); ¥ 2) Tx ((x2(x1)) V X5 (5%1) ). Ambas
son fbf’s de P porque obedecen sus reglas de formacion. Representaré estas formulas con metavariables,
de manera que: 1) TIx; (~(X2(x1)) V X2(s%1)) = a; ¥ 2) Txy((x2(x1)) V x5(5%;)) = . Supongamos,
ademas, que aplicamos el método de la numeracion de Godel para obtener sus respectivos nimeros. Asi,

el nimero Godel de @ es m y el de B es n. Podemos, ademas, suponer que n < m porque la féormula que

m representa tiene un signo de mas: ~ 78, Con esto se cumple una de las propiedades que mencioné

78 . , . . , . .
El signo ~ hace que el numero Gédel de @ necesite de un nimero primo extra de los que necesita . Esto, como
mencioné, influye en el cdlculo y hace que el resultado final sea una cantidad mas grande.
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sobre los numeros naturales (y que también comparten con los numeros Gédel de los signos que las
componen): ser menor que.

El simbolo que representa la propiedad ser menor que (<), también sirve para dar cuenta del
orden dentro N, pues cada nimero natural es menor que su sucesor, de modo que: n < snym < sm. A
su vez, estos numeros son sucesores de otros y, por lo tanto, estos mayores que sus antecesores. Asi
n>n—1ym>m—17.

Dado que n y m son numeros naturales, también es posible realizar con estos las operaciones de
suma y multiplicacion, pues tanto si los sumamos o multiplicamos entre si, como si lo hacemos con
otros numeros del mismo N, el resultado de estas operaciones también serd un nimero natural. De modo
que n+l=rym+1=0yreNyoeN. Del mismo modo, todas las propiedades de estas
operaciones son aplicables a estos. Y, de la misma manera, las operaciones de exponenciacion, resta y
division.

Todo esto es posible porque los nimeros Gddel de las formulas y sucesiones de formulas de P, al
igual que los nUmeros que representan a sus signos, son numeros naturales y pertenecen al conjunto N.

Sobre esta misma linea existe otro asunto que atafie a los numeros Godel. En apartados anteriores
dije que Godel construyd una serie de funciones que nos expresan las propiedades y las relaciones de las
expresiones de P a través de sus numeros Godel. De modo que propiedades como ser una variable, ser
una formula, ser una sucesion de formulas, ser una demostracion y ser una férmula demostrable (entre
otras, porque recordemos gue son 46 funciones) pueden ser expresadas mediante predicados aritméticos
que se asignan a los nimeros y que son definidos a través de formulas construidas en el lenguaje de esta
teoria matematica —dichas formulas establecen las condiciones que debe cumplir un nimero para que le
sea asignado dicho predicado-. Asi, las propiedades recién mencionadas se pueden representar con
predicados como los siguientes: Var(x), Form(x), Suc(x),D(x,y) y Dem(x). El predicado original de
Godel para x es una formula demostrable es Bew x y la férmula que lo define es 3y yBx. Esta se lee
como “existe un namero y tal que y es el nimero Godel de una demostracion de x”. Los predicados
mencionados arriba se definen de maneras similares.

De igual manera, mencioné que estas formulas definen conjuntos, es decir, a partir de estas
expresiones es posible formar conjuntos de numeros Godel segun la expresion de P que representen y el

predicado que les sea asignado. Por tanto, para cada uno de los predicados mencionados arriba, existe un

79 .y .. , , ,
El antecesor, el no ser una nocion definida en PA sdlo la representaré como x — 1, pues restar 1 a un nimero da como
resultado el nUmero que se encuentra antes de éste (lo cual es inverso a la funcion sucesor).
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conjunto de nimeros Gdodel en los que se encuentran aquellos nimeros que cumplen con la propiedad

que estos expresan. Asi, podemos suponer que:

Predicado Conjunto de NUmeros
Var(x) X
Form(x) @
Suc(x) p)
D(x,y) A
Dem(x) P

De esta manera, el nimero m pertenece al conjunto & porque es el numero Godel de una
férmula de P y cumple con las condiciones que establece la formula aritmética que define al predicado
Form(x). Lo mismo ocurre con los otros niumeros Godel que poseen las propiedades que denotan los
predicados en cuestion. Y, como todos los nimeros Godel son numeros naturales, entonces todos los
conjuntos mencionados arriba —asi como aquellos que se puedan formar con las funciones restantes- son

subconjuntos de N. Asi, las siguientes expresiones son validas:

. XcN
. ®cN
. XcN
IV. AcN
V. PcN

Ademas, todos los nimeros de estos conjuntos pueden ser agrupados en un unico conjunto en el
que se encuentren todos los nimeros naturales que son numeros Godel de las expresiones de P.
Supongamos que ese conjunto es (2, de modo que  c N.

Con todo esto se puede observar que los numeros Godel también pueden ser tratados como los
numeros naturales que no son numeros Godel de alguna expresion de P, es decir, los nUmeros Gddel
pueden tratarse como los nimeros naturales que no son representaciones de simbolos del sistema P.
Hecho esto, es momento de tratar la cuestion de si la consistencia puede ser tratada como un ndmero

natural.
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4.2. La consistencia como una propiedad de los sistemas.
A lo largo de este escrito se han mencionado varios aspectos acerca de la consistencia y los numeros

naturales, en especial algunos que se encuentran relacionados con P. Como se ha podido observar, P es
un sistema formal axiomatico que se ocupa de formalizar los nimeros naturales. Estos, al ser el objeto
de estudio de P resultan ser la principal herramienta para la demostracion de los teoremas de Gddel, de
los cuales, el segundo, versa sobre la consistencia. Esta Gltima es una propiedad de P que debe ser
supuesta para que ambos teoremas sean demostrados y, en tanto que pertenece al sistema aqui tratado,
resulta ser una propiedad metatedrica o metalinglistica, porque nos indica algo sobre el sistema y no
sobre los objetos que éste trata.

Por esto, surge el cuestionamiento ¢puede la consistencia ser tratada como uno de los objetos que
P estudia? O, en otras palabras ¢puede la consistencia ser tratada como un namero natural (o, a lo
mucho, como una de las expresiones encargadas de formalizar los numeros naturales y sus
propiedades)? Para tratar esta cuestion sefialaré algunos aspectos derivados de lo dicho acerca de la
consistencia y de los numeros naturales (aqui también se encuentran los nimeros Gdodel) en los
apartados recientes.

El primer paso para esto es recapitular qué es la consistencia.

4.2.1. Una vez mas: consistencia como una propiedad metatedrica de los sistemas
formales.
Anteriormente mencioné dos tipos de consistencia: sintactica y semantica. La consistencia sintactica es

una propiedad de los sistemas formales que hace que estos no demuestren contradicciones con sus
axiomas ni contengan expresiones de este tipo entre estos. Si observamos la lista de axiomas de P (que
se encuentra en el apartado 3.3), podemos observar que en esta no se encuentra alguna expresion que
contradiga a alguno de los axiomas. Por ejemplo, no existen formulas como~ [I1x; (X, (x;) = y,(x1)) 2
X, =y,2], ~[XVXDX]o[llv(BVa) DB VIlv(a)] que puedan ponerse en conjuncion con alguno de
sus similares para obtener alguna contradiccion. Y, dado que esto no ocurre, entonces de los axiomas no
puede obtenerse una contradiccion si se aplican las reglas de transformacion a dichas férmulas.

Por otra parte, mencioné que la consistencia semantica es un tipo de consistencia relacionada
con el significado que adquieren las formulas de un sistema formal cuando éste se pone en relacién o
correspondencia con alguna teoria matematica intuitiva. De modo que, cuando se realiza esta

correspondencia, el sistema no se hace inconsistente, es decir, al realizar dicha correspondencia, no es
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posible derivar o demostrar férmulas contradictorias de los axiomas (ya con significado) y de las reglas
de transformacion del sistema en cuestion. Puedo decir que P es semanticamente consistente porque,
primero, se tuvo que suponer su consistencia para poder hacer la demostracion de los dos teoremas de
incompletud y porque, segundo, el hecho de que Gddel haya supuesto su consistencia quiere decir que el
momento en que P se puso en correspondencia con los nimeros naturales no se generd contradiccion
alguna.

También mencioné un tipo de consistencia llamado w-consistencia, la cual es una propiedad que
tienen los sistemas encargados de formalizar los objetos de la aritmética. Mencioné ademas que la w-
consistencia implica consistencia, pero no a la inversa. Los requisitos para que un sistema formal
axiomatico sea w-consistente son: 1) debe tener el operador de negacion; 2) debe usar el cuantificador
universal; y 3) debe contener una formalizacion de la aritmética. P cumple con todos estos requisitos,
pues tiene un operador de negacion (~), cuenta con un cuantificador universal (IT) y, ademas, cuenta
con una formalizacion de la aritmética, pues con todo su lenguaje es capaz de expresar formulas
similares a las de PA. Por tanto, también podemos suponer que P es w-consistente.

Sobre esto, también presenté una serie de esquemas para ayudar a entender cdmo se obtiene la
consistencia a partir de la puesta en correspondencia de los sistemas con los objetos de las teorias

intuitivas. EI mas importante es el siguiente:

Lenguaje
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O B

Esquema 2

Con base en éste, y haciendo ciertas modificaciones, se puede construir el siguiente esquema:
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Esquema 6
En éste encontramos el lenguaje de P, sus axiomas y teoremas, y las reglas de formacion y
transformacion que permiten formalizar expresiones parecidas a los enunciados verdaderos sobre los
nameros naturales de la Aritmética de Peano, y como P es sintacticamente consistente y se la
correspondencia entre éste y los naturales, de la cual no se obtiene una contradiccion, entonces P es
semanticamente consistente (y también es w-consistente).

Todo lo anterior lo hice para lo siguiente: mostrar que la consistencia es una propiedad de los
sistemas formales. Esto no es un sefialamiento hecho al azar, sino que, como hemos observado, los
autores aqui citados tratan a la consistencia como una propiedad de sistemas. Puede ser que dichas
definiciones (como la que presenta Torres Alcaraz [también aqui citada]) impliquen el uso de algunas
férmulas referentes a los objetos aqui mencionados, sin embargo, el objetivo de dichas formulas es

denotar que la consistencia es una formula que pertenece a los sistemas. En este caso

Con(P) < Ax(form(x) A =Dem(x))

sirve para indicar que P es consistente porque hay una férmula bien formada del lenguaje de P que no es
demostrable con sus axiomas y que, por lo tanto, éste es consistente.

Sin embargo, la consistencia, en tanto que es una propiedad (aparentemente exclusiva de los
sistemas axiomaticos-formales) no es uno de elementos de N, tampoco es una de las propiedades

encontradas entre estos y tampoco es una propiedad como Prim x 0 form(x) que pueda ser usada en
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los enunciados aritméticos que hablan sobre los nimeros. Esto implica, como mencioné, que la
consistencia no puede ser tratada con los mismos métodos y herramientas que se usan con los nimeros
naturales. Ademas, el hecho de que no sea una propiedad como Prim x 0 form(x) implica que no
puede pertenecer a las expresiones del sistema P: puede ser una propiedad del sistema y de sus
conjuntos de formulas, pero no una propiedad de las expresiones de manera individual, es decir, por
ejemplo, el conjunto de axiomas I' puede ser consistente, pero el axioma A que pertenece a dicho
conjunto no puede ser consistente de la misma manera que el conjunto T'. Esto se explicard méas en los

siguientes apartados.

4.2.2. La consistencia no pertenece al conjunto de los niUmeros naturales.
Cuando digo que “la consistencia no pertenece a N”, me refiero a que no pertenece como objeto, y

tampoco como propiedad. Primero me dedicaré a indicar que no pertenece a los elementos de N como si
fuera una propiedad de éstos, y tampoco es una propiedad de N. El hecho de que no pertenece a N como

objeto se irda mostrando a lo largo de estos Gltimos apartados.

Ahora bien, anteriormente mencioné que un numero natural es aquel objeto que pertenece a N80
y que cumple con las propiedades de los deméas objetos que se encuentran en tal conjunto. Aqui di
cuenta de algunas: ser menor que, ser mayor que, Ser un sucesor, ser un ndmero primo, etc. Ademas
mencioné algunas propiedades que poseen las operaciones realizadas con estos objetos.

Con todo esto podemos ver que las propiedades hacen que los nimeros sean de una u otra
manera y que se comporten de una u otra manera (al igual que sus operaciones). Por ejemplo, nos dicen
gue estos son menores gque sus sucesores 0 que cuando se encuentran en una multiplicacion pueden
cambiar de lugar sin afectar el resultado de dicha operacion. La consistencia, por su parte, tiene una
funcion similar: hace que un sistema axiomatico no demuestre contradicciones. Pero no es una
propiedad de los nimeros naturales porque los nimeros naturales no son sistemas, son representaciones
de cantidades encontradas en un conjunto y, en tanto tal, estos no estan compuestos por un lenguaje, ni
por expresiones construidas con este lenguaje a las que puedan ser aplicadas reglas de formacion y
transformacion.

Siendo mas especifico sobre lo anterior: he mencionado que los sistemas formales se componen,

en general, de un lenguaje y un conjunto de reglas que nos dicen como formar expresiones con dicho

80 . . , . . ..
En este contexto no hablaré sobre si los nimeros naturales son objetos que existen en nuestro entendimiento o fuera de
éste. Me limitaré a tratar las propiedades matematicas mostradas en este escrito.
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lenguaje y qué acciones se pueden aplicar a éstas. Los nimeros naturales no tienen estas caracteristicas:
son representaciones de conjuntos de cosas. El 2, por ejemplo, es la representacion de un conjunto
compuesto de dos elementos: dos perros, dos personas, dos televisiones, etc. En este sentido, 2 no se
compone de un lenguaje y reglas que indiquen cémo manipular este lenguaje. Si usamos lenguajes y
reglas para indicar que 2 es un sucesor o que puede sumarse, pero estas son las herramientas que usamos
para observar sus propiedades o realizar las operaciones en las que puede involucrarse, no los
componentes que lo constituyen para ser una representacion de un conjunto de cosas.

Por las razones del parrafo anterior, los numeros naturales tampoco sirven para demostrar
teoremas acerca de teorias matematicas con ayuda de axiomas: dado que los numeros naturales no estan
constituidos por los mismos componentes que forman un sistema, entonces no pueden servir para los
mismos fines. Ser algo que representa cantidades de cosas no es lo mismo que ser algo que se usa para
demostrar teoremas acerca de las propiedades y relaciones de los objetos matematicos. Los numeros
naturales no pueden usarse para demostrar este tipo de expresiones porque ni si quiera tienen los medios
para construirlas: carecen de reglas de formacién que les permitan construir férmulas y de reglas de
transformacion que les permitan demostrarlas. Es claro, por todo lo que he mencionado aqui, que si
pueden construirse expresiones que hablen sobre los diversos aspectos que rodean a los ndmeros
naturales, y que estas pueden ser demostradas en los sistemas pertinentes, pero los nimeros no se
componen igual que estas expresiones y no tienen la misma finalidad. Por tanto, los nimeros no pueden
usarse para demostrar formulas.

Ahora bien, en tanto que la consistencia es una propiedad de sistemas y se relaciona con sus
componentes, asi como con la demostracion (pues un sistema consistente no demuestra contradicciones),
y en tanto que los nimeros no se constituyen igual que los sistemas y tampoco tienen la misma finalidad
que estos (por las razones mencionadas arriba), la consistencia no puede ser una propiedad de los
mismos: es una propiedad que se obtiene a partir de las expresiones de los sistemas y de sus relaciones,
y de que éstas no demuestren contradicciones. No se obtiene a partir de que los nimeros representen x
cantidad de objetos, ni hace que estos sean tales representaciones, 0 que sean sucesores 0 menores que
otros.

Ademas, la consistencia de un sistema formal tampoco hace que los nimeros tengan alguna
propiedad, es decir, no es una condicion para que los nimeros sean primos, mayores, menores,
sucesores, etc. Puede hacer que los teoremas tengan las condiciones necesarias para que nos hablen de

aspectos relativos a los objetos matematicos. Sin embargo, el que un sistema sea consistente no implica
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que los niimeros tengan una u otra propiedad®’. Por ejemplo, 3 es un nimero primo porque cumple con
las condiciones de ser divisible Unicamente entre 1 y entre si mismo. Con el lenguaje de la aritmética se
puede construir un enunciado que exprese la propiedad de ser nimero primo, en el cual se indiquen las
condiciones que 3 y los demas numeros primos deben cumplir para ser tales. Lo mismo sucede con las
expresiones que definen los predicados de la metateoria: ser demostrable, ser férmula, ser una
demostracion. Como podemos observar, el que un nimero tenga estas propiedades depende de que
cumpla con las condiciones enunciadas en el lenguaje de PA o P, pero en esto no influye que P sea
consistente. La importancia de la consistencia de P se encuentra en el hecho de que éste debe ser
consistente para que no demuestre afirmaciones falsas o contradictorias sobre los naturales.

Por otra parte, también mencioné a los nimeros Godel, los cuales son nimeros naturales usados
como expresiones que representan férmulas y signos de P, y con los cuales se puede hablar de las
propiedades de dichas férmulas y signos a través de enunciados metamatematicos construidos con el
lenguaje de la aritmética. Dichos enunciados tienen la forma Dem(x) < 3y D(y,x). Aunque estos
enunciados den cuenta de relaciones entre numeros, su principal funcion es denotar, como dije,
propiedades de las expresiones que los nimeros se encargan de representar. Estas propiedades tienen la
misma funcién que la que tienen las propiedades de los numeros: hacer que las formulas y los
componentes del lenguaje de P sean de tal o cual manera y que tengan un cierto comportamiento en los
procesos realizados en el sistema (como las demostraciones), es decir, las propiedades de las expresiones
hacen que éstas sean formulas, formulas demostrables, o demostraciones de una férmula determinada,
asi como las propiedades de los nimeros hacen que estos sean primos, pares, menores que, etc. y
también hacen que una férmula sea, por ejemplo, un axioma y otra un teorema y esto determina la
funcion que tendran en las demostraciones. Asi, aunque los enunciados designen propiedades a los
nimeros Godel de estas expresiones, su principal funcion es denotar que las expresiones representadas
por dichos numeros Gddel son de tal o cual manera y tienen esta y aquella funcion porque poseen la
propiedad que denota el enunciado.

Establecido lo anterior, parece que la consistencia no puede ser asignada ni a los nimeros Godel
ni a los componentes del lenguaje de P. Esto sucede por dos razones. La primera es que, como ya

mencioné, la consistencia no es una propiedad de nimeros del mismo tipo que ser un numero primo, ser

81 . . . , sae P
Aqui debo recalcar que no estoy hablando de la consistencia de las teorias matematicas porque éste no es el tema de la
tesis.
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un sucesor, etc., sino una propiedad de sistemas®. Por lo tanto, no se puede asignar a los nimeros Godel
porque estos también son numeros naturales y se encuentran incluidos en N.

La segunda razon es la siguiente: la consistencia de P, una propiedad de sistemas, tampoco es
una propiedad de las formulas. Podemos pensar que como la consistencia es una propiedad que tiene que
ver con férmulas —porque si un sistema es consistente, entonces existe por lo menos una que no es
demostrable- dicha propiedad puede ser asignada a estas. Es verdadero que la consistencia se relaciona
con dichas expresiones porque de su conjunto depende que P sea consistente 0 no. Sin embargo, las
formulas y los signos de P no pueden ser consistentes de la misma manera en que lo es P, es decir, la
consistencia de sistemas necesita de un conjunto de férmulas, como un conjunto de axiomas, pues con
éste es posible hacer las pruebas necesarias para determinar si un sistema es consistente, pero, por

ejemplo, la férmula

X2 (0) ATlx, (Xz (x1) DX, (SX1)) o HX1(X2(X1))

Sélo es un elemento de todo el conjunto de axiomas que hace que P sea consistente: Unicamente
con ésta no se puede determinar que de P no se siguen contradicciones y que, por tanto, no se
demuestran todas las formulas que se puedan construir con su lenguaje. Se necesita de las demas para
observar si existe una formula que la niegue y exista una contradiccion, o si existen expresiones
contradictorias entre las formulas restantes del conjunto de axiomas. Por tanto, la consistencia de
sistemas no pertenece a las formulas y no es una propiedad que pueda ser representada mediante
enunciados aritméticos y nimeros Godel como Dem(x) < 3y D(y,x) (algo parecido sucede con los
signos de P).

Sobre esto debo resaltar otro aspecto: mencioné que las formulas como Dem(x) < 3y D(y, x)
las propiedades o relaciones que denotan los predicados como Dem(x) se definen mediante relaciones y
operaciones de numeros naturales, y estos nimeros naturales representan formulas o secuencias de
férmulas, de modo que las relaciones que tienen pueden ser representadas con enunciados aritméticos a

través de sus numeros Godel. Ademas los predicados siempre involucran el nimero Godel de la férmula

8 Aqui debo hacer otra anotacion: la consistencia también resulta ser una especie de requisito que uno busca en el sistema,
esto es, resulta ser una propiedad que uno busca en los componentes y las relaciones de un sistema formal. El sistema, por
si solo, no tiene el objetivo de demostrar su propia consistencia, porque su objetivo principal es demostrar enunciados
relativos a nimeros. El interés en que el sistema demuestre su propia consistencia procede de la necesidad de que éste
trabaje sin error alguno y se realiza a través de un metalenguaje: una herramienta que, como mencioné, puede ser usada
por alguien que quiere analizar los componentes y propiedades del sistema.
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a la que se esté haciendo referencia. Asi, por ejemplo, si decimos que el nimero Gddel n representa una
férmula demostrable y m la secuencia de formulas que funciona como su demostracion, entonces

podemos sustituir sus respectivos nimeros en el enunciado Dem(x) < 3y D(y, x) de modo que:

Dem(n) & Im D(m,n)

Ahora, supongamos que el nimero n representa la formula a y g es la formula que representa el
namero m. Asi, el enunciado Dem(n) < Im D(m,n) nos dice, a través de n, que a es una formula
demostrable porque existe una secuencia de formulas g, representada con m, que funge como su
demostracién. El enunciado, pues, involucra los nimeros de las formulas a las que estd haciendo
referencia. Y la idea de este procedimiento es usar las herramientas que la aritmética usa con sus objetos
para hablar de las relaciones que se dan entre las expresiones de P

La relacion de lo anterior con la consistencia es la siguiente: la formula

Con(P) < Ax(form(x) A =Dem(x))

no indica que el predicado Con(P) exprese que un numero Godel de una expresion tenga la propiedad
de ser consistente, sino que indica que un sistema (P) es consistente y, ademas, dicha propiedad no se
expresa en una relacion numérica entre el nimero que posee la propiedad de ser consistente y otros
nimeros que contribuyan a indicar que esto es asi, sino que hace uso de los nimeros Gddel de las
expresiones del sistema al que hace referencia. Dicho de otra manera: no hay un nimero Godel de P a
través del cual podamos decir que éste es consistente —pero si hay expresiones que pueden expresar la
consistencia de P como relaciones entre conjuntos, sobre esto hablaré mas adelante.

Lo razén de lo anterior es la siguiente: a pesar de que la consistencia es expresada como una
relacion numerica entre elementos de P, parece no ser una relacion entre expresiones del sistema de P,
es decir, a diferencia de la relacion demostracion-formula demostrable que se da entre « y f que se
puede representar con el enunciado aritmético Dem(n) < Im D(m, n), la consistencia de P, no es una
relacién parecida a la demostracion-formula demostrable: la consistencia es una propiedad que surge de
la puesta en relacién entre un sistema y los objetos de una teoria, pero esto no es un proceso parecido al
que se lleva a cabo en las demostraciones o calculos que involucran férmulas del sistema, es decir, la

consistencia surge a partir de un procedimiento en el que las expresiones de un sistema y las estructuras
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de los objetos una teoria matematica se ponen en correspondencia, para que los primeros puedan tener
un significado y demostrar aspectos acerca de los segundos. Este procedimiento, como se ve, no puede
reducirse a una serie de simbolos porque involucra otros aspectos que quedan afuera de la simbologia.
Por ejemplo, la accion de poner en correspondencia un sistema con una teoria o el significado de los
enunciados y las formulas. Por otro lado, la demostracién es un procedimiento que puede representarse
con numeros Godel porque estd compuesta por simbolos: los axiomas y los teoremas que se obtienen de
estos estan compuestos Unicamente de simbolos del sistema P representables por nimeros Gddel, lo cual
no puede ocurrir con los aspectos mencionados sobre la correspondencia. Por esta razon, la consistencia
no puede representarse a través de un enunciado como una relacién de nimeros.

Para hacer esto méas entendible, primero debo tratar el asunto sobre el nimero Godel de P. Dije
que los nimeros Godel sirven para representar los signos del lenguaje de P y las formulas formadas con
estos. Sirven, pues, para representar sucesiones de simbolos. Sin embargo, P parece no tener nimero
Godel porque, al ser un sistema, existen cuestiones que no pueden ser reducidas a sucesiones de
simbolos, por ejemplo, las reglas de formacion y transformacion, los procesos que se realizan cuando se
pone el sistema en correspondencia con los objetos, las propiedades del sistema como completud,
consistencia, decidibilidad, etc. Sin embargo, se podria objetar que existen enunciados como Con(P) <
Ax(form(x) A =Dem(x)) con los cuales se puede representar la consistencia, la completud, la
decidibilidad, etc., y que las reglas de formacion y transformacion pueden ser expresadas en el lenguaje
de P. Ahora, asi como mencioné que el nimero Gddel de una demostracion se obtiene a partir del
supuesto de que una sucesion de formulas también es una sucesion de simbolos, se podria suponer que,
como todo en P resulta ser una sucesion de simbolos, entonces éste puede tener un nimero Godel.
Supongamos, pues, que el numero Godel de P es r. De este modo, se puede construir un predicado
aritmético como cons(x) que nos indique que el namero Godel r representa una sucesion de simbolos
que es consistente. Por tanto, cons(r) indica que P es consistente.

Lo anterior no permite afirmar que la consistencia sea una propiedad expresable a través de
numeros Gddel y enunciados aritméticos. La razon es la siguiente: mencioné que todas las propiedades y
relaciones asi definidas necesitan del niumero Godel de la expresion a la que se quiere asignar la
propiedad y otro (u otros) con el que se puedan realizar las operaciones y relaciones de numeros
naturales. Esto no puede hacer con la consistencia de P porque parece que no existe otro objeto,
diferente de P representable con numeros Godel, que nos permita expresar las relaciones y operaciones

de numeros naturales que dan lugar a la consistencia.
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Podriamos pensar que esto puede lograrse si consideramos al conjunto de axiomas como una
sucesion de simbolos y que la relacion que tiene éste con la totalidad P puede servir para expresar su
consistencia a través de un enunciado aritmético y niameros Godel. Sin embargo, hay que considerar que
estos axiomas son consistentes por la correspondencia existente entre estos y los enunciados de PA, y
que esta correspondencia, como mencioné, implica mas que sucesiones de simbolos: cuando un sistema
se pone en relacion con una teoria, es claro que se necesitan de los lenguajes de ambos, pero también se
necesita de nociones seméanticas como la verdad la cual obtienen los axiomas al poner en relacion con
los enunciados y la cual, como también mencioné, no es expresable en un lenguaje simbélico®. Ademés
de razones de esto tipo, también se encuentra el hecho de que la consistencia, como dije, no se puede
definir a través de una relacion de numeros Godel porque no es una propiedad parecida a ser una
formula demostrable.

Profundizaré mas en esto: la demostracion es un proceso que necesita de una serie de formulas.
En este procedimiento algunas son supuestas para aplicarles reglas de transformacion y obtener otras
hasta demostrar una formula de la cual se quiere saber si es teorema del sistema P. A través de los
nameros Godel y las 46 funciones aritméticas encontradas en el texto de 1931, Gddel mostrd que este
proceso es expresado a través de funciones que implican nimeros y sus operaciones. Esto es posible
porque cada relacion y cada elemento encontrado en ésta pueden ser replicados en lenguaje aritmético,
ya que estos se pueden representar con numeros Godel y las relaciones de estas expresiones, al ser
pertenecientes Unicamente a aspectos formales, también pueden replicarse en enunciados del mismo
tipo. Por ejemplo, D(x,y) expresa una relacion entre x y y (y, en cierto sentido, una propiedad de x,
porgue x es una demostracion): x es una demostracion de y. En ésta, x es el nimero Godel de todos los
simbolos involucrados en una linea de derivacion, y es el niUmero que representa a una formula que se
demuestra con las formulas representadas con x y D es el predicado que indica que x demuestra a y: se
trata de expresiones meramente formales y de una relacion que se da entre expresiones del mismo tipo.
Por estas razones si pueden representarse con los enunciados aritmeticos de Godel.

Por otro lado, la consistencia de un conjunto de axiomas (y la de un sistema) conlleva elementos

que no pueden ser expresados Unicamente con simbolos y, por lo tanto, no pueden ser representados con

 Un axioma por si mismo no puede ser consistente por una razén similar a la que impide que los nimeros no puedan ser
consistentes: un axioma no es un sistema. Si bien el axioma se supedita a las reglas de formacién y de transformacién del
sistema, éste no es un sistema porque no es un lenguaje y un conjunto de reglas que sirven para formar férmulas y hacer
demostraciones con ellas. Un axioma es parte de éste y contribuye a observar si es consistente, pero él no puede ser
consistente porque no se conforma por los mismos componentes que los de un sistema, sino que es una parte del sistema
gue ayuda a realizarlas.
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sus numeros y sus relaciones: he mencionado que cuestiones semanticas como la verdad, y algunas otras
que rodean a la correspondencia entre un sistema y los objetos de una teoria, y a la consistencia misma,
no pueden ser representadas Unicamente con simbolos, sino que necesitan de otros recursos que son
diferentes de la simbologia o que incluso no pueden ser formalizadas por ésta. Es por ello que no
podrian representarse con numeros y tampoco se podria hablar de ellas con los enunciados aritméticos.
Y por esta misma razon, la consistencia no es una propiedad expresable a través de nimeros Godel en el
mismo sentido que si lo es D(x, y).

Por otra parte, aun se puede objetar que Con(P) expresa la consistencia de P porque la formula
Ax(form(x) A =Dem(x)) nos habla de una relacion entre dos propiedades de nimeros Godel. Es cierto
que form(x) y Dem(x) se definen de la manera indicada, pero cuando se encuentran en la formula en
cuestion, expresan las relaciones de una férmula que no es demostrable en P, pero en ningin momento
se hace referencia al numero Godel de P (en caso de que este fuera posible). Seré mas explicito:
Ax(form(x) A =Dem(x)) expresa que existe en P una férmula no demostrable. Este hecho da cuenta
de que P es consistente, pero lo hace a través de la referencia a formulas de dicho sistema. Nosotros, a
través de la lectura que hacemos de la formula entendemos que, dado que ésta nos dice que hay una
férmula no demostrable, entonces el sistema de las expresiones a las que hace referencia es consistente.
En cierto sentido, sabemos de la consistencia de P gracias al supuesto que se hizo en un y a una
observacién metalinglistica que relacionamos con la definicion y el supuesto de la consistencia. Sin
embargo, si bien esta férmula expresa la consistencia de P, no lo hace refiriéndose a P, a través de un
namero, como los predicados form(x) y Dem(x) si hacen referencia a la formula que es representada
por el nimero x.

Para que la consistencia fuera una propiedad de nimeros (o de numeros Godel) deberia haber un
nimero Godel de P. Empero, he mencionado que obtener un nimero de este tipo para P parece no ser
posible porque, al ser un sistema formal, existen cuestiones que no pueden reducirse a una sucesion de
simbolos, lo cual impide que pueda ser expresado como un numero Godel. Por tanto, la consistencia no
puede ser una propiedad de niUmeros.

Existe otra razon que parece apoyar el hecho de que la consistencia no puede ser considerada una
propiedad de los numeros Gddel (y por tanto de los nimeros naturales): observamos que para cada
propiedad de los numeros Godel existe un conjunto en el que se encuentran dichos nimeros. Esto no

sucede con la consistencia, pues, como no hay niumeros Godel que representen expresiones 0 sucesiones
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de simbolos que cumplan con esta propiedad, entonces no hay un conjunto de los nimeros Godel que
representen expresiones que sean consistentes.

Por ultimo, tampoco es una propiedad del conjunto N, es decir, el conjunto N no puede tener la
propiedad de ser consistente porque éste no es un sistema formal, sino un conjunto de ndmeros. Estos
objetos no son sucesiones de simbolos que representen cuestiones relacionadas con teorias matematicas
y con las gque se puedan realizar demostraciones a partir de axiomas, sino que son representaciones de
cantidades con propiedades y a los que se pueden aplicar operaciones definidas en el conjunto en el que
se encuentran. Podemos, pues, suponer que N es ordenado debido a que sus elementos poseen la
propiedad de ser ordenados entre si, o podemos suponer que dicho conjunto es infinito porque la
sucesion {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ...} no termina. Sin embargo, no podemos suponer que tal conjunto es
consistente porque no cuenta con los elementos ni las condiciones para ello, y porque esa no es su
utilidad, como si lo es la de un sistema formal axioméatico como P.

Aqui debo hacer una aclaracién que se deriva de lo anterior: el que la consistencia no pueda ser
una propiedad de los numeros Gddel —y, en Ultima instancia, de los nimeros naturales- no es un
problema de la matemaética, de los objetos estudiados por la matematica o de los sistemas que estudian
estas cuestiones, sino que es un problema que surge, como mencioné, por la necesidad que se tiene de
que el sistema funcione de manera correcta y sin ningun error.

Por estas razones, parece ser que la consistencia tampoco es una propiedad que pueda ser
asignada a los numeros Godel ni a los nimeros naturales. Ahora es momento de mencionar algunas
razonas por las que la consistencia no es un nimero natural y por las que no puede ser tratada como tal.

Antes de continuar con el siguiente apartado, debo hacer algunas aclaraciones sobre la relacion
entre consistencia y ser una demostracion. En primer lugar, puedo decir que ambas son propiedades,
pero no son propiedades del mismo tipo. Por un lado, la demostracion es un procedimiento que se da,
como dije, entre una sucesion de simbolos a los que se les aplican reglas de transformacion para obtener
una formula o teorema. Este procedimiento puede ser representado con un predicado como Dem(x)
porque ser una demostracion es una propiedad que le podemos conferir a x, si la expresion representada
por x cumple con los requisitos para ser una demostracion, los cuales, como he dicho, son simbolicos y
pueden representar con numeros Godel (todo esto, a partir de la metateoria). Por otro lado, la
consistencia también es una propiedad, pero no es una propiedad relativa Unicamente a simbolos de un
lenguaje, sino que también se relaciona con otras cuestiones semanticas no reducibles a la simbologia de

un sistema (en este caso a la simbologia de P). Por este motivo, ella no puede ser representada con un
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predicado como Dem(x). Ademas, la consistencia también tiene que ver con la exigencia de que los
sistemas trabajen de manera correcta y sin errores, pues las contradicciones (sefial de que no hay
consistencia) no permiten que los objetivos del programa hilbertiano se lleven a cabo. Con esto, pues,
puedo decir que ambas son propiedades, pero no del mismo tipo porque una se relaciona con los
sistemas, su constitucién y sus relaciones, y la otra con los procesos formales de sus expresiones.

En segundo lugar, existe una dependencia entre la consistencia y la demostracion, en el sentido
de que la demostracion es el procedimiento que nos permite determinar si un sistema es consistente o no.
Dicho en otros términos: dado que la demostracion es un procedimiento que se encarga de obtener
férmulas a partir de axiomas, ésta nos puede ayudar a observar qué se sigue y que no de esos axiomas.
Y, cuando a partir de esos axiomas no se sigue una contradiccion, entonces nosotros podemos
determinar que el sistema es consistente. Sin embargo, debo aclarar que esto no implica que se pueda
demostrar Con(P): el que sepamos que un sistema es consistente porque no demuestra contradicciones,
se debe, como he mencionado, a que hacemos una observacién metalinguistica del sistema: éste se
convierte en un objeto de estudio, del cual hablamos con nuestro lenguaje y del que decimos “P [por
ejemplo] es consistente porque con sus axiomas no demuestra contracciones”. Pero este sefialamiento no
cuenta como una demostracion porque no implica el uso de una sucesion formulas de la cual se derive
Con(P). Por tanto, existen una dependencia entre estas dos nociones porque una (la demostracion) nos
muestra la existencia de la otra (consistencia). Pero no hay una demostracion de consistencia de por

medio.

4.2.3. Las propiedades de los numeros naturales no pertenecen a la consistencia.
En el apartado anterior mencioneé algunas razones por las que la consistencia no puede ser una propiedad

de los nimeros naturales ni de los nimeros Gddel, y que ademas no puede ser una propiedad de las
expresiones representas por estos nimeros. En este me dedicaré a mencionar algunas otras razones por
las que la consistencia no puede poseer propiedades de nimeros naturales ni de nimeros Godel.

La razon por la que la consistencia no podria poseer las propiedades de los nimeros naturales es
porque, precisamente, no es un numero. He mencionado que, en este contexto, los nimeros naturales son
aquellos que usamos para contar, es decir, son representaciones de cantidades encontradas en un
conjunto. La consistencia, como también he mencionado, es una propiedad de sistemas formales: no es
algo que usemos para representar alguna cantidad y tampoco pertenece al conjunto N. Esta se obtiene a

partir de la puesta en relacion entre los objetos una teoria matematica y un sistema formal, depende,
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pues de los lenguajes de las teorias y de los sistemas, y de como estos expresen las cuestiones de los
objetos con los que trabajan, es decir, la consistencia se obtiene de las relaciones que se dan entre los
lenguajes de los sistemas y de los objetos, porque, a partir de estos —y de las expresiones simbolicas del
sistema-, es como se puede observar si se demuestran o no contradicciones del sistema. Ahora, como ya
menciong, esta observacion hecha desde la metateoria surge de una exigencia que procede de aquellos
que analizan a los sistemas porque ellos necesitan que el sistema funcione de manera correcta y sin
errores. Se trata, pues, de algo inherente a la constitucion del sistema y sus relaciones y de las
observaciones que los agentes que los estudian hagan de éstos. No es, por el contrario, algo que se
relaciona con los numeros, sus propiedades y la manera en que estos se comportan, o sobre lo que se
pueda decir sobre este comportamiento. Por tanto, la consistencia, no puede poseer propiedades de
nameros: la consistencia se relaciona Unicamente con los sistemas, no con los objetos que estudia.

Ahora bien, en tanto que la consistencia no es un nimero, entonces no pertenece a N. Por lo cual
no es sucesor ni antecesor de algun otro nimero. Por tanto, tampoco es mayor 0 menor que algdn otro
namero, lo cual implica que las siguientes expresiones son erroneas: cons < 1y cons > 1.

Esto implica que la consistencia tampoco puede estar involucrada en las operaciones béasicas de
la Aritmética de Peano: la consistencia no puede sumarse ni multiplicarse con algin otro numero
encontrado en el conjunto de los naturales. Por lo tanto, expresiones como cons + 1 0 cons -1 no
tienen ningun resultado, pues necesitan de dos nimeros para poder funcionar de manera correcta. De la
misma manera, es imposible que se encuentre en las operaciones de exponenciacion, resta o division,
porque estas, como mencioné, se definen con ayuda de las operaciones basicas de PA. Por esta razon, las
expresiones cons?,2¢",1/cons,cons/1,1 — cons, cons — 1 también son incorrectas porque no estan
construidas con representaciones de objetos que sean validos en la aritmeética (a esto debo agregar que
tampoco seran aplicables a la consistencia las propiedades de dichas operaciones).

Como consecuencia de lo anterior, también podemos observar que la consistencia no puede tener
propiedades de los nimeros como ser un nimero primo, ser un nimero par, ser maltiplo de algin
nlmero, porque no es capaz de cumplir con las condiciones que establecen las propiedades, ya que estas
estan construidas con las propiedades y operaciones mencionadas. Siendo mas especifico: 3 es un
nimero primo porque es divisible entre 1 y entre si mismo. Esto se puede comprobar si se llevan a cabo
las operaciones mencionadas.

Una consecuencia de lo anterior es que la consistencia no pertenece a los subconjuntos de los

numeros que se forman con todas estas propiedades, esto es, no pertenece al subconjunto de los niUmeros
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pares o al subconjunto de los nimeros primos, pues no puede ser multiplo de dos y tampoco es divisible
entre 1 y entre si misma. Por tanto, expresiones como, cons € M, const € D, e incluso cons €N, y
cualquier otra que se refiera a subconjuntos, también es erronea: como la consistencia no es un numero,
entonces no puede pertenecer a algun conjunto.

La consistencia tampoco es un conjunto de numeros naturales: cada conjunto de numeros
naturales del que se ha hablado aqui se caracteriza por contener en si nimeros naturales que cumplen
con cierta propiedad. La consistencia no puede ser un conjunto de nUmeros porque no es un grupo de
cosas en el que se encuentre determinado tipo de objetos, es una propiedad de un sistema (y tampoco
puede ser una propiedad que defina un conjunto de nimeros, como se menciond anteriormente). La
consistencia, pues, no puede ser un conjunto de numeros naturales porque, como he dicho, es una
propiedad relativa a sistemas formales que surge a partir de la relacion de sus expresiones y la que éstos
tienen con los objetos de las teorias; ésta no surge de los objetos de los que hablan las teorias y tampoco
se determina como conjunto porque, al ser una propiedad de sistemas formales, no puede contener en si
objetos de un tipo determinado. Por tanto, no puede ser un grupo de numeros en el que ciertas
propiedades y operaciones estén definidos en éste y las cuales sean aplicables a tales niUmeros.

Hecho esto, podemos preguntarnos ¢;qué importancia tiene que la consistencia no sea un nimero?
La respuesta es la siguiente: si la consistencia no es un nimero natural y tampoco es un conjunto de
nimeros, entonces no se pueden hacer enunciados aritméticos con el lenguaje de PA acerca de esta
propiedad, esto es, no se pueden usar las relaciones y operaciones de este lenguaje para hablar de sus
propiedades o de sus relaciones: al no ser un nimero, no se pueden construir enunciados aritméticos
para decir que la consistencia es una propiedad de P, o que se obtiene de la correspondencia entre P y
los naturales, o que la consistencia es una propiedad que implica que no todas las formulas posibles de P
son demostrables.

Existe otra consecuencia de esto: como no es posible hacer enunciados acerca de la consistencia
con el lenguaje de la aritmética porque no es un numero, entonces tampoco es posible que P pueda
realizar formalizaciones referentes a ésta. Dicho de otra manera: si no hay un enunciado E; acerca de la
consistencia, entonces no puede haber una formula Con(P) con la que P pueda formalizar su propia
consistencia.

Seré mas claro con esto: en aritmética existen enunciados del tipo de E;. E;, al ser un enunciado

de nimeros, puede hablarnos sobre sus propiedades y relaciones, y hace esto a través de las operaciones
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y relaciones mas bésicas encontradas entre los numeros. P tiene el objetivo de construir expresiones
analogas y determinar si son consecuencia 0 no de sus axiomas.

La consistencia, al no ser un nimero o un conjunto, no puede ser tratada de la misma manera,
pues no puede haber enunciados como E. que nos hablen de la consistencia. Esto también implica que
no puede ser formalizada mediante una formula construida con el lenguaje de P como Con(P): si la
consistencia no es un numero natural, entonces no hay enunciados aritméticos en los que se encuentre
involucrada o enunciados en los que se nos diga algo sobre la consistencia. En consecuencia, no puede
haber una formula (o formulas) como T, que nos indique que la consistencia o algunas de las cuestiones
relacionadas se siguen de los axiomas de P*. En otras palabras, como no se puede construir Con(P),
entonces P no puede demostrar su propia consistencia (aunque esto también ya es demostrado por
Godel).

Esto nos deja ver que la consistencia, al no ser un nimero natural, no puede ser tratada con las
mismas herramientas con las que estos nimeros son tratados. Dicho de otra forma: como la consistencia,
una propiedad de sistemas, no es un numero natural, no puede ser usada en enunciados de la aritmética
para hablarnos de sus propiedades y relaciones, como si se puede hacer con los elementos de N. Al no
existir esta posibilidad, P tampoco puede hablar de dicha propiedad como si lo hace acerca de los
enunciados de los objetos de PA: P no puede hablar de su propia consistencia de la misma manera en
que habla de las propiedades y relaciones de los nimeros naturales porque ésta no es nimero natural.

Esto parece tener cierta relacion con los nimeros Gédel, pues con estos tampoco se puede hablar
de consistencia. La primera razdn para esto es que la consistencia no es y no puede ser representada con
una secuencia de simbolos del lenguaje P por las razones mencionadas en apartados anteriores, es decir,
entre las férmulas que se pueden formar con su lenguaje, no existe®® una formula que denote su propia
consistencia. Por lo tanto, no existe una sucesion de signos que pueda ser representada en el terreno de
los naturales: ademas de que la consistencia no es un namero natural, tampoco existe alguno de estos
con los que se pueda hablar de ésta con el lenguaje de P.

Siendo mas especifico, en el supuesto de que la consistencia no es una sucesion de simbolos y

que no puede ser representada porque su presencia en P requiere de otros elementos que quedan fuera de

# Esto nos permite observar otro aspecto: la consistencia tampoco puede ser un resultado que se obtenga a través de los
métodos usados para realizar las demostraciones, lo cual también ayuda a mostrar que ésta no es un objeto como los
estudiados por P, pues las demostraciones realizados con éste versan sobre los enunciados de los nimeros naturales y sus
propiedades.

¥ Antes de que la expresién consp < 3x(form(x) A =Dem(x)) aparezca.
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los simbolos del sistema, entonces no se puede representar con un nimero Godel al igual que s o
%X2(0) A TIxy (%5 (%1) D x5(5%;)) D x4 (x5(x;)). Esto también implica que, al no haber una
representacion numérica de la consistencia, no se puede construir un predicado como cons(x) que
indique que dicho namero tiene la propiedad de ser la consistencia de P y como las relaciones que dan
lugar a la consistencia no se pueden replicar de la misma manera que se hace con relaciones y
propiedades como ser una formula demostrable y ser una demostracion de una formula, entonces no se
puede construir la férmula que defina a dicho predicado.

Antes de continuar, cabe recalcar que, si esto es asi, entonces tampoco hay un nimero Godel que
sea el nimero Gdodel de la consistencia (o de la férmula que expresa la consistencia) que pertenezca a
algn conjunto definido por las propiedades que se puedan asignar a este nimero, como si los hay para
ser una férmula, ser una formula demostrable, etc., es decir, anteriormente mencioné que para cada
propiedad de los nimeros Godel existe un conjunto en el que se encuentran los nUmeros que poseen
dichas propiedades. Poseer una propiedad, en este contexto, implica que los nimeros satisfacen las
férmulas que denotan dichas propiedades, pero como no existe un nimero Godel que represente a la
férmula de la consistencia, ni una formula que defina dicha propiedad, entonces no puede haber un
conjunto de nameros naturales que sean numeros Godel de férmulas que formalizan la consistencia de
P. Por tanto, la expresion en la que n es nimero y C la variable que representa el conjunto de los
nameros naturales que representan consistencia (n € C) es incorrecta, porque no hay nimeros que
representen expresiones que tengan esa propiedad. De igual manera, no es posible que C < N.

Esto también ayuda a poner en evidencia que tratar a la consistencia como un nimero o algo
representable con nimeros es un tanto dificil porque no cumple con algunas de las condiciones que los
numeros Gddel necesitan para ser tales.

Con todo lo anterior ocurre algo muy parecido a lo que pasa en el supuesto de que la consistencia
no es un nimero: como no hay una secuencia de simbolos que expresen la consistencia y como no es
una secuencia de simbolos, entonces no existe un nimero Godel con el que se pueda representar. Si no
existe el nimero Godel, entonces no es posible construir el predicado y la férmula que expresan que
dicho numero cumple con las condiciones para ser el nimero de la consistencia de P. Y, al no suceder
esto, no es posible construir una formula en P que exprese este hecho.

Una vez mas, bajo este supuesto resulta que la consistencia no es formalizable en P y que, en

consecuencia, P no puede demostrar si su consistencia se sigue de sus axiomas.
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Todas estas razones son las que me permiten decir que la consistencia no es una propiedad de los
nimeros naturales y tampoco es un namero natural. Ademas, esto también parece indicar que por este

motivo no puede ser tratada con los mismos lenguajes y métodos usados con estos.

4.2.4. La consistencia no es un numero.
Una vez que he dado las razones por las que la consistencia no puede ser un nimero natural o una

propiedad de los naturales, queda tratar algunas preguntas para ver la relacion que tienen estas

afirmaciones con los trabajos mencionados de Godel.

4.2.4.1. ;Puede la consistencia ser tratada como un nimero natural?
Desde el punto de vista recién tratado, no. Las razones, como ya menciongé, son que la consistencia no es

un numero o una propiedad que pueda ser tratada con los métodos y lenguajes formales aqui
presentados. Ademas, como vimos la consistencia es una propiedad de sistemas formales que conlleva
aspectos que no pueden reducirse a expresiones matematicas y ldgicas.

Si bien el método ideado por Gddel y las herramientas usadas para llevarlas a cabo resultan ser
suficientes para tratar un nimero considerable de cuestiones relacionadas con la aritmética, estos
parecen no ser adecuados para tratar a la consistencia, pues no es igual a los nimeros, 0 a sus
enunciados, en el sentido de que no tienen las mismas propiedades ni son usados para los mismos

objetivos.

4.2.4.2. ¢Puede formalizarse la consistencia?
Por lo dicho, no. La formalizacion, como he mencionado a lo largo del trabajo, es un proceso

relacionado directamente con expresiones matematicas y con los objetos con los que trabaja. Cuando se
formaliza algo en P, este algo se encuentra relacionado con los nUmeros naturales y sus estructuras: son
expresiones que nos hablan de los numeros y sus propiedades, y como la consistencia parece no ser
ninguno de estos dos, entonces no puede ser formalizada. Ademas, si formaliza con una expresion como
Con(P), entonces se obtienen los resultados del Segundo Teorema de Incompletud.

Sin embargo, debemos tener en cuenta que la formalizacion es imposible en los términos

hilbertianos en los cuales se desarrollaron los teoremas aqui mencionados. No afirmo aqui que lo haya,
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pero puede suceder que exista un método diferente al axiomatico en el que se encuentre una
formalizacién (y posiblemente una demostracion) de la consistencia.
También cabe aclarar que, si bien la consistencia no puede ser formalizada como los aspectos

relacionados con los nUmeros, si puede ser representada con expresiones como:

Ax(Form(x) A =Dem(x))

Las cuales dan cuenta de relaciones dadas entre conjuntos de nimeros, las cuales, a su vez, dan cuenta

de la consistencia misma, pero, no formalizan a la consistencia como tal.

4.2.4.3. ¢Cbmo afectaria esto al Segundo Teorema de Godel?
Cuando mencioné que la consistencia no puede ser tratada como una propiedad 0 como un numero

Godel y que, por lo tanto, no puede ser formalizada en P, puede parecer que también se niega la
posibilidad de que el Segundo Teorema Incompletud sea valido porque éste necesita de la formula
Cons(P) para poder ser demostrado.

A pesar de lo anterior, considero que los razones aqui mostradas pueden estar relacionadas con
los objetivos de mostrar sus teoremas: Gddel llevd a cabo estas demostraciones para dar cuenta de que la
idea de que los problemas de la matematica podian ser resueltos a través de demostraciones de sistemas
axiomaticos-formales con un nimero finito de pasos era erronea. Uno de estos problemas era ofrecer
una prueba de consistencia bajo estas condiciones. EI matematico en cuestidn, con su segundo teorema,
demostro que dicha prueba era imposible con los métodos formales ideados hasta 1931. Dicho esto, la
relacion de la que hablo puede ser la siguiente: si la consistencia no es un nimero o una propiedad
numérica, y no puede ser tratada con los mismos lenguajes y métodos que estos, entonces no puede ser
formalizada igual que las cuestiones que rodean a estos objetos. Y si esto es asi, entonces los métodos
axiomaticos y formales tampoco sirven para expresar dicha propiedad. Dicho de otra manera: ademas de
que dichos métodos son insuficientes para demostrar la consistencia, también resultan ser insuficientes
para formalizarla.

En consecuencia, si lo dicho aqui es valido, no contradice a los resultados de Gddel, sino que, en
cierto sentido, contribuye a mostrar que no todos los aspectos de la matematica pueden ser tratados de

manera formal.
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Ademas, lo anterior también puede dar cuenta de como se puede estar confundiendo el uso de
ciertas herramientas en niveles en los que no pueden ser aplicadas, esto es, la demostracion, como se ha
mostrado, parece estar relegada a un nivel meramente simbolico, pues se trata de un proceso que implica
expresiones formales y acciones aplicadas a estas, mientras que la consistencia se encuentra en un nivel
en el que, si bien se involucran tales expresiones, también se necesitan de otros aspectos que no pueden
reducirse a cuestiones formales. Asi, el intentar usar recursos como la demostracion en niveles parecidos
a los de la consistencia, parece implicar los resultados de los teoremas aqui mostrados. Por lo cual, una

vez mas, parece que en la matematica no puede tratarse todo de manera formal.
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CONCLUSIONES
Como se pudo observar, es posible que la consistencia no pueda ser tratada como una propiedad de los
nameros naturales o como un nimero natural porque no es uno de estos, sino una propiedad de sistemas
formales (en especifico del sistema P). Ademas, se mostré que esto es posible debido a que no comparte
las propiedades de estos objetos y porque tampoco puede ser una propiedad de los mismos. Esto
contribuye a hacer claro que existe una diferencia entre los objetos con los que trabajan las teorias
matematicas y los sistemas que las formalizan, es decir, se trata de aspectos que son diferentes por el
hecho de que no se usan en los mismos contextos y para los mismos fines: por un lado, la consistencia es
una propiedad del sistema P, la cual es necesaria para que dicho sistema no demuestre teoremas que
puedan hacer afirmaciones falsas o incorrectas sobre los objetos de PA. Si P fuera inconsistente,
entonces podria demostrar un teorema asi como su negacion, lo cual es posible porque ambos serian
férmulas bien formadas y estarian demostrados bajos los estatutos de lo que es una demostracion. Se
necesita de ésta, pues, para que el sistema no haga este tipo de demostraciones. La consistencia, ademas,
se obtiene, como he dicho, de la puesta en correspondencia entre P y los objetos de la aritmética. Es
claro que PA es una teoria matematica que trabaja con nUmeros, y que sus expresiones contribuyen a que
P sea consistente®®, pero esto no implica que los nimeros contribuyan a que P tenga consistencia: el
hecho de que 2 sea un nimero primo no implica que P sea consistente. Lo que influye en la consistencia
es el hecho de que P y los naturales se puedan poner en correspondencia sin que surjan contradicciones.
Los numeros, por su parte, han sido tratados como representaciones de cantidades y objetos que
son definidos por sus propiedades. Estas propiedades son expresadas con el lenguaje de P. Esto no
implica que los nimeros posean esta propiedad, sino que P es el medio linglistico, por Ilamarlo de
alguna manera, que nos permite saber que dichos objetos poseen tales propiedades. Asi, necesitamos del
lenguaje de P para saber estos aspectos. Esto es lo que hace que la consistencia no pueda ser un nimero
y no se pueda comportar como tal, pues si depende de la relacion establecida entre el sistema vy tales
objetos®”.

% Esto ocurre, como mencioné, por obra de la correspondencia: cuando se ponen en relacidn las expresiones de una teoria
y las férmulas de un sistema, y no se genera contradiccidén, entonces el sistema es consistente. Debido al supuesto de la
consistencia de P que Godel hizo sobre la consistencia de éste, podemos suponer que cuando P y PA se ponen en
correspondencia no se genera contradiccién alguna. A esto debemos agregar que, por lo dicho por Godel, la teoria PA
también es consistente.

& Aqui debo aclarar que puede parecer que los numeros si estan relacionados con la consistencia o que incluso son
consistentes. Sin embargo, esto parece ser asi porque la teoria en la que se encuentran también parece ser consistente del
mismo modo que P. Esto tiene una explicacién: PA también es consistente, pues de lo contrario, al ponerla en
correspondencia con P, éste también seria inconsistente y se anularia el supuesto de la consistencia que se requiere para
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A la luz de esto, también se observé que parece ser imposible el tratar a dicha propiedad con los
métodos formales aqui mencionados. Y esto es asi por las diferencias sefialadas que existen entre los
nameros y la consistencia. En este sentido, parece conveniente dejar de usar las herramientas formales
para tratar a la consistencia (y quiza también a las otras propiedades de los sistemas) porque, al hacer
esto, suponemos que dos cuestiones que resultan ser diferentes (propiedades de un sistema y objetos que
estudia) pueden tratarse de la misma manera, lo cual puede ser incorrecto porque, como he mencionado,
la consistencia conlleva aspectos que no pueden reducirse a cuestiones meramente formales, y las
herramientas con que intento tratarse se reducen al formalismo. Una prueba de esto pueden ser todas las
razones aqui mencionadas, pues muestran, en parte, que esta diferencia existe y que seria un
impedimento para llevar empresas de este tipo.

Sobre esto, si bien mencioné que la consistencia no puede ser tratada como un nimero, debo
aclarar que si se puede expresar a través de una expresion que nos da cuenta de una relacion entre
conjuntos de nimeros. Anteriormente, mencioné que la férmula 3x(Form(x) A =Dem(x)) expresa la
consistencia de P sin hacer referencia directa al mismo, sino a través de una relacion existente entre los
objetos que formaliza tal sistema. Esta férmula, ademas, da cuenta de las siguientes relaciones entre
conjuntos de numeros de Godel:

1. Supongamos los siguientes conjuntos de nimeros Godel de expresiones de P:

a. F: el conjunto de los numeros Godel de las férmulas.
b. D: el conjunto de los nimeros de las formulas demostrables.

2. Ahora veamos la siguiente expresion: D c F ella nos dice, a través de c que el conjunto D esta
incluido en el conjunto F, pero que tiene menos elementos de éste ultimo, es decir, el nimero de
formulas demostrables es menor al nimero de formulas formadas con el lenguaje de P. Esto
quiere decir que existe al menos una formula que no es demostrable, es decir, Ix(Form(x) A
—Dem(x)) es verdadera porque hay una férmula que no se demuestra en P, lo cual quiere decir
que P es consistente.

Con esto, como podemos observar, existe una manera de tratar a la consistencia como una relacion entre

conjuntos de niimeros y esto no implica que la consistencia sea un nimero.®

demostrar los teoremas de Godel. Ahora, en tanto que PA es consistente, entre sus expresiones no existen contradicciones
y tampoco se deriva una contradiccion de ellas. La consistencia, pues, se encuentra en el conjunto de las expresiones de PA,
las cuales nos hablan de nimeros. Pero éstas no son numeros. Por tanto, los nimeros no son consistentes, pero el conjunto
de expresiones que nos hablan de ellos si lo son.

¥ Esta posibilidad se obtuvo de las observaciones que el Dr. Cristian Gutiérrez Ramirez hizo a este trabajo.
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Ahora bien, posiblemente otra manera en que se debe tratar a la consistencia, ademas de la
anterior, tenga que ver con el metalenguaje. Como sabemos, el metalenguaje, es el lenguaje con el que
hablamos de las expresiones de un sistema, en este caso el de P. Con éste podemos hablar de las
propiedades y relaciones de las formulas de P. EI metalenguaje de P puede estar compuesto por el
lenguaje natural y algunos simbolos del mismo, de modo que esto facilite su proposito. De la misma
manera, el metalenguaje de un sistema puede estar construido con el mismo lenguaje del sistema en
cuestion. Pero aqui, el metalenguaje esta constituido por nimeros naturales y el lenguaje de la aritmética
para que P pueda hablar de sus propios elementos y de sus propiedades. Como observamos, el que P
hable de sus expresiones a través de numeros Godel y de sus enunciados parece no implicar problema
alguno.

El problema surge cuando se usa este metalenguaje asi construido para hablar de la consistencia,
porque se usan métodos y herramientas formales que resulta insuficientes para expresar y demostrar
todas las cuestiones relacionadas con ésta, y esta insuficiencia se debe a su diferencia con los numeros.
Asi, una posible solucion seria usar otro metalenguaje que no se reduzca a cuestiones formales y que
esté hecho especificamente para trabajar con las propiedades de los sistemas formales, es decir, deberia
ser un metalenguaje que no implique mezclar los objetos con los que trabajan los sistemas y sus
propiedades.

Por otra parte, también debemos cuestionarnos si es necesario demostrar la consistencia. Lo digo
por lo siguiente: cuando Gddel demostrd sus teoremas, tuvo que suponer que P ya era consistente, esto
es, supuso que P era consistente para demostrar que su consistencia no es demostrable. Ademas, por esta
suposicion se puede entender que entre sus axiomas no existen expresiones que nos lleven a
contradicciones de manera sintactica. Siendo asi, parece si suponemos la consistencia, no es necesario
hacer una demostracion de la misma. Y si aun asi se quiere hacer una, entonces se deben considerar los
teoremas de Gdodel, y tal vez las cuestiones aqui sefialadas, para buscar otro medio de demostracion o
una manera de probar esto sin recurrir a los lineamientos hilbertianos.

Por otro lado, no estoy diciendo que el uso de los sistemas formales sea indtil, sino que
posiblemente sea insuficiente para tratar todas las cuestiones relacionados con estos: a partir de todos los
aspectos expuestos aqui sobre la Aritmética de Peano y el sistema ideado por Godel es claro que hay
herramientas suficientes para expresar y demostrar una cantidad considerable de cuestiones relacionadas
con los nameros naturales y sus cualidades. Incluso, dichas herramientas sirven para expresar y

demostrar algunas cuestiones relacionadas con el lenguaje de P. Sin embargo, también es claro que son
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insuficientes para tratar las cuestiones que no tienen que ver con demostraciones, como la consistencia.
Siendo asi, lo Unico que considero conveniente es sefialar que los sistemas formales deberian usarse
exclusivamente en los contextos en los que resultan ser suficientes.

Cabe mencionar: considero que el origen de la insuficiencia radica en que todas las herramientas
aqui mencionadas fueron pensadas para trabajar Unicamente con objetos matematicos, con ndmeros en
este caso. Ahora, en tanto que los nimeros tienen ciertas propiedades y cierto comportamiento, dichas
herramientas fueron pensadas, segun entiendo, para poder describir, mediante simbolos, estos aspectos.
De una manera similar se construyeron los sistemas formales: si observamos P, podemos darnos cuenta
que este se construyé con miras a replicar las expresiones de PA con férmulas para hacer
demostraciones: P se construyd para trabajar sobre expresiones referentes a numeros, no para trabajar
con cuestiones relacionadas consigo mismo (propiedades) que implican aspectos totalmente diferentes a
las cuestiones numéricas. El origen de la insuficiencia de la formalizacion es, pues, usar tales
herramientas para realizar empresas que no les competen.

Por ultimo, como mencioné, el segundo teorema de Godel muestra que la cuestion de la
consistencia no es demostrable a partir de los recursos ideados en su tiempo y que las razones por las
que la consistencia no es un objeto que pueda ser tratado con estos recursos, no entra en contradiccion
con dicho teorema, sino que contribuye a mostrar que posiblemente existan ain mas limitaciones para
pensar que esto puede ser asi. Ahora bien, esto también puede ser un punto de partida para considerar
que otras propiedades de los sistemas formales, como la completud, la correccidn, la decidibilidad, y
otras cuestiones como las reglas de formacion y de transformacién, también deben ser tratadas con
métodos y herramientas diferentes a las formales, es decir, esto puede ser un punto de partida para
pensar que existen varias cuestiones matematicas y varias cuestiones relacionadas con la matematica que
no pueden reducirse a axiomas y que deben ser tratadas con un metalenguaje diferente al lenguaje con
que el que estan escritas.

Por esta razon, es necesario idear un método adecuado para realizar esta empresa, pues de seguir
con el que se mostr6 aqui, puede que se sigan cometiendo los mismos errores y que se sigan obteniendo
resultados similares que pongan en duda la efectividad de las matematicas para resolver sus propios
problemas. Sin embargo, esta empresa rebasa los objetivos de esta tesis. Por tanto, debe ser desarrollada
en otro espacio.
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Apéndice I: Sobre la definicion de funcion.

El objetivo de este Apéndice es explicar de manera un tanto mas detallada lo relacionado con los
términos argumento y funcion, pues la funcion es uno de los elementos con los que el sistema formal
trabaja de manera constante y el argumento es uno de sus componentes. Ademas, este Apéndice se
encuentra aqui porque los aspectos relacionados con las funciones no es el tema principal de este escrito
y porque consideré necesario que tales asuntos se encontraran aparte para aquellos que pudieran
desconocerlos en cualquier grado.

El término argumento tiene que ver con el término funcion en matematicas. Una funcién puede
ser definida como un conjunto de pares de numeros, que tiene la propiedad de que los primeros
miembros de los pares son diferentes el uno del otro. Un ejemplo de una funcién es [{1, 1}, {2, 1}, {3,
2}], esta consta de tres pares y sus miembros son 1, 2 y 3. La notacion convencional de una funcion es
f(1) =1, f(2) = 1, f(3) = 2. Los primeros miembros de los pares son Ilamados argumentos y la totalidad
del conjunto se llama dominio de la funcién. Por tanto los, los argumentos de fson 1, 2 y 3 y su dominio
es el del conjunto de estos tres numeros. Los otros miembros de los pares son los valores de la funcion,
y el conjunto de estos es el rango de la funcién. Asi, por ejemplo, el valor del argumento 1 es 1. Los
argumentos del dominio deben ser todos diferentes porque a cada uno de estos le corresponde un Unico

valor del rango (http://www-math.mit.edu/~djk/calculus_beginners/chapter03/section01.html).

En relacion con los operadores, podemos ver que estos también pueden ser considerados como
funciones (Ladriere, 1969, pag. 456; y Russell y Whitehead, 1981). Por lo tanto, los elementos que
relacionan los operadores pueden ser considerados como argumentos a los cuales les corresponde un
valor (el cual puede ser un valor de verdad en el caso de la I6gica de proposiciones). Asi, por ejemplo, si
consideramos la expresion p A ¢, entonces p y g seran sus argumentos, y el dominio de dicha funcion
sera el conjunto de valores de verdad que se pueden asignar a ambas letras proposicionales, mientras que
los valores de la funcion seran aquellos que esta obtenga de la conjuncién de cada uno de los valores
asignados a las letras proposicionales, y el rango seran todos los valores de verdad de la conjuncion.

Para complementar este ejemplo, veamos la siguiente tabla de verdad:
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la funcion Funcion
/,

A
= £ Argumento
1 1 1 dela funcion
1 0 0 Valor de la

funcion

0 0 1
0 0 0
| J

|

Dominio dela
funcion

De igual manera, si consideramos la operacion x de la férmula a X b = ¢ como una funcion, entonces
podemos decir que a y b son argumentos de la funcién y c es el valor de la funcién. EI dominio y el
rango de esta quedaran determinados por los conjuntos de nimeros que se usen con la funcion en

cuestion.
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Apéndice I1: Version sintactica del primer teorema.

En este apartado me ocuparé de hablar de la version sintactica del primer teorema de incompletud de

Godel. Lo hago de esta manera porque presentar dicha version en la explicacion que di del segundo

teorema en péginas anteriores habria desviado el objetivo que tenia en dicho apartado: hablar sobre la

formalizacidn de la consistencia y el segundo teorema. Y porque, en general, la demostracion no difiere

en lo esencial de la ya presentada.

Aclarado lo anterior, debo mencionar que esta version del teorema es necesaria porque, como he

mencionado, el programa de Hilbert (Pifieiro, 2012, pag. 107) exige que las demostraciones realizadas

en los sistemas sean llevadas a cabo en un namero finito de pasos. Ademas, también es necesario que

existan s6lo nociones sintacticas en tales demostraciones, pues las nociones semanticas pueden acarrear

paradojas consigo.

Una formulacién puramente sintactica de tal teorema puede ser la siguiente:

“Si un conjunto de axiomas aritméticos es consistente y permite demostrar todos los enunciados
finitistas verdaderos, entonces es incompleto; es decir, existe un enunciado G tal que ni G, ni no-G,
ninguno de los dos, es demostrable.” (Pifieiro, 2012, pag. 107)

Esta manera de presentar el teorema esta compuesta en su totalidad por nociones sintacticas:

consistente, enunciado y demostrable. “Enunciados verdaderos” se refiere a enunciados que pueden ser

comprobados en un nimero finito de pasos.

Existe una serie de pasos que permitieron a GOdel demostrar el primer teorema de manera

sintactica (Pifieiro, 2012, pag. 109 - 115):

1)

2)

Se supone un conjunto de axiomas aritméticos que permita demostrar todos los enunciados
finitistas verdaderos y se retoma la numeracion de Godel para poder asignar nimeros a cada
férmula involucrada en la demostracion.

Se demuestra que la funcion proposicional “y es el numero Godel de la demostracion de la
formula con nimero x” puede traducirse a un enunciado aritmético que vincula a los numeros y e
X —podemos pensar en el predicado D(y,x) que nos indica que y es la demostracion de x-.
También demostro que para cualesquiera nimeros ny r, el enunciado: “n es el nimero Godel de

la demostracién de la formula con nlimero r” se puede comprobar en un numero finito de pasos®®

8 Aqui podemos recordar la afirmacion de Torres: para comprobar que una sucesion de formulas A es demostracidon de una
formula A, basta con observar que dicha sucesion cumpla con los requisitos que implica ser una demostracién y que la
formula A se obtenga de dicha sucesién. Es conveniente recordar esta nocidn porque es una manera de comprobar que las
demostraciones se dan en un nimero finito de pasos.
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3)

4)

5)

6)

7)

Hay que plantear la siguiente funcién proposicional: “No existe un namero Yy que sea el niUmero
Godel de una demostracion del enunciado x”

Es necesario definir la funcion diagonal: si n es el nimero Godel de la funcion proposicional
P(x), entonces d(n) —la diagonal- es el numero Gddel de P(n) —P habla de si misma a través de
su numero Godel-. De esta manera, dice Pifieiro, nos aseguramos que la funcién diagonal es
sintactica.

A partir de 3), 4) y el método de autorreferencia es posible construir una formula G. G dice “no
existe un numero Godel y que corresponda a la demostracion de la formula con nimero m” y m
es el nimero Godel de G misma.

Se prueba que G no es sintacticamente demostrable. Para esto, primero se debe suponer que G es
demostrable. De ser asi, existe una demostracion de G a la cual le pertenece un nimero Gdodel,
sea k. En consecuencia se obtiene: “k es el nimero Godel de la demostracion de la formula con
ndamero m”.

Dicho enunciado seria verdadero porque ambos nimeros pertenecen a la demostracion (k) y a G
(m). También es finitista porque es posible determinar su verdad en una cantidad finita de pasos
(es posible confirmar que k es la demostracion de G). Ahora, dado que se trata de un enunciado
finitista y verdadero, entonces se puede suponer que es demostrable.

De lo anterior se puede deducir el siguiente enunciado: “Existe y que es el cddigo de una
demostracién del enunciado de cédigo m”

El Gltimo enunciado resulta ser =G. Bajo esta Gltima afirmacion y el razonamiento mencionado,
G y -G son demostrables al mismo tiempo, lo cual contradice el supuesto de que el conjunto de
axiomas de P es consistente. Por tanto, G no es demostrable porque implica contradicciones.
Ahora, se debe mostrar como =G tampoco es demostrable. Para esto, se debe suponer que =G es
demostrable. Como P es consistente y =G es demostrable, entonces no se puede demostrar G,
esto es, no existe una demostracion para G. En consecuencia, no hay algun nimero que sea el
numero Godel de una demostracion de G. Asi, 1,2, 3 no son nimeros de demostraciones de G, al
igual que cualquier otro nlimero natural. Se pueden construir enunciados como “I1 no es el codigo
de una demostracion del enunciado con nimero Goddel m”, los cuales son finitistas y

demostrables.
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Como consecuencia de lo anterior el enunciado “Existe un numero y que es el codigo de una
demostracién del enunciado de cédigo m” no es demostrable®™. Sin embargo, este enunciado
resulta ser =G. Por tanto, -G no es demostrable, y esto contradice la suposicion de que si lo era.
Es decir, suponer que =G es demostrable implica que =G no es demostrable: una contradiccion.

Por lo cual, no es demostrable.

Con todos estos pasos se muestra que la demostracion del primer teorema puede reducirse a nociones

meramente sintacticas.

90 . . , .z .
No es demostrable porque, dado que ningln nimero representa la demostracion de m, no puede haber alguno que si lo

sea.
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