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-
141
2018
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2.2. Singularidades y puntos fijos hiperbólicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3. Estabilidad local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4. Clasificación local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.5. Variedad estable e inestable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.6. λ-Lema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3. Teorema de Kupka - Smale 83
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Introducción

Un campo vectorial sobre una variedad diferencial M genera un flujo el cual, a cada
tiempo t ∈ R define una aplicación diferenciable αt : M → M , la cual vaŕıa suavemente
respecto al tiempo t. Análogamente, al iterar un difeomorfismo f : M → M obtenemos,
para cada tiempo n ∈ Z, el difeomorfismo fn. En ambos casos, la trayectoria de los puntos
de M al variar el tiempo genera una dinámica sobre M . Como veremos a lo largo del texto,
hay cierta dualidad entre la dinámica de un campo vectorial y la de los difeomorfismos.
Aśı, para simplificar, nos referiremos a ambos como sistemas dinámicos. Decimos que dos
sistemas dinámicos son topologicamente equivalentes si sus dinámicas son homeomorfas.
Es decir, si hay un homeomorfismo h : M → M el cual lleva trayectorias de un sistema
en trayectorias del otro. El estudio de los sistemas dinámicos es el estudio de los campos
vectoriales y difeomorfismos módulo esta relación de equivalencia.

En la búsqueda de clasificar el comportamiento de los sistemas dinámicos aparece, de
manera natural, el tema de la estabilidad estructural. Decimos que un sistema dinámico es
estructuralmente estable si, bajo pequeñas perturbaciones, su dinámica no cambia. Una
pregunta interesante es cual es la relación entre la topoloǵıa de la variedad y las posibles
dinámicas que esta acepta. Un resultado clásico es que no se puede peinar a la esfera. Es
decir, todo campo vectorial sobre la esfera S2 tiene, por lo menos, una singularidad. A
diferencia del toro, donde puede haber flujos sin singularidades. Aśı, una pregunta natural
es si existe un campo estructuralmente estable en S2 con exactamente una singularidad.
Como veremos después, la respuesta es que no. Otro resultado interesante acerca de la
dinámica en la esfera es el Teorema de Poincaré-Bendixson. El cual nos dice como es el
comportamiento a largo plazo de las trayectorias generadas por un campo vectorial.

La importancia del estudio de la estabilidad estructural reside, a mi parecer, prin-
cipalmente en dos cuestiones. Por un lado, en la aplicación, todo fenómeno observable
debe ser estructuralmente estable. Esto debido a que las mediciones son sólo aproximacio-
nes. Por lo que si el fenómeno a estudiar no fuese estable, entonces nuestras mediciones
no reflejaŕıan su comportamiento. Es decir, no seŕıa observable. La segunda cuestión
es de un aspecto más teórico. Para clasificar la dinámica de los sistemas dinámicos, es
necesario restringirse a un subclase. Para mostrar esto, fijémonos en el ćırculo S1. Sea
X0 : S1 → R campo vectorial unitario. Aśı, todo campo vectorial sobre el ćırculo es de
la forma Xf = fX0, donde f : S1 → R es una función suave. Ahora, si tomamos un
compacto K ⊆ S1, entonces existe una función f tal que f−1(0) = K. Es claro que si dos
campos vectoriales tienen dinámicas equivalentes, entonces sus conjuntos de singularida-
des respectivos deben ser homeomorfos. Luego, existen, por lo menos, tantas dinámicas
para campos de vectores como subconjuntos compactos de S1. La cual cantidad no nume-
rable. Aśı, para tener alguna esperanza de clasificar la dinámica de campos vectoriales,
necesitamos alguna restricción sobre los sistemas dinámicos a estudiar.

Nos enfocaremos, primero, en estudiar cuales son las condiciones necesarias para que

v



vi INTRODUCCIÓN

un sistema dinámico sea estructuralmente estable. En el último caṕıtulo estudiamos bre-
vemente algunas condiciones suficientes para garantizar que un sistema dinámico sea
estructuralmente estable. En general, clasificar cuales son los sistemas dinámicos estruc-
turalmente estables sigue siendo un problema abierto.

En el primer caṕıtulo se dan resultados de cálculo y topoloǵıa diferencial que se usa-
ran a lo largo del texto. Tales como el Teorema de la función impĺıcita, el Teorema
de transversalidad de Thom y el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones di-
ferenciales. Se dan las definiciones básicas y damos una demostración del Teorema de
Poincaré-Bendixson como una motivación de lo que se busca para los siguientes caṕıtu-
los. Dotamos al espacio de aplicaciones Ck entre variedades con una topoloǵıa y se dan
las propiedades básicas de esta. En la última sección del caṕıtulo se dan las definiciones
de estabilidad estructural y varios ejemplos. Se estudia el caso particular de los difeomor-
fismos sobre el ćırculo y se clasifican los difeomorfismos estructuralmente estables sobre
este.

En el segundo caṕıtulo se busca generalizar la clasificación dada para el ćırculo y las
pruebas de estabilidad para los ejemplos que se dieron en el caṕıtulo anterior. Para esto
se estudia, en las primeras dos secciones, el comportamiento de los campos vectoriales
lineales e isomorfismos lineales sobre Rn. Clasificamos los sistemas dinámicos lineales que
son estructuralmente estables. En la tercer sección usamos lo aprendido sobre sistemas
dinámicos lineales para aproximar, mediante la diferencial, a los sistemas dinámicos sobre
variedades diferenciales. Podemos extender los resultados de sistemas lineales a sistemas
que sean “decentes” v́ıa el Teorema de Grobman-Hartman. En la cuarta sección clasifi-
camos los sistemas dinámicos que son localmente estables. En la quinta y sexta sección
extendemos propiedades de la dinámica de los sistemas lineales a los sistemas dinámicos.

En el tercer caṕıtulo se estudian las órbitas cerradas de campos vectoriales v́ıa el
mapeo de Poincaré. Se definen los sistemas dinámicos de Kupka-Smale y se muestra
que, si la variedad es compacta, entonces estos forman un subconjunto residual de los
sistemas dinámicos. En una variedad compacta, los sistemas dinámicos forman un espacio
de Baire, por lo que ser residual es “grande” en este sentido. Se muestra que todo sistema
dinámico estable es un sistema de Kupka-Smale. Aśı, para que un sistema dinámico sea
estructuralmente estable es necesario que sea un sistema de Kupka-Smale.

En el cuarto y último caṕıtulo buscaremos condiciones suficientes para que un siste-
ma dinámico sea estructuralmente estable. Para esto, primero definimos los sistemas de
Morse-Smale y mostramos que estos son estructuralmente estables. Para el caso de su-
perficies orientables se da una demostración del Teorema de Peixoto. El cual dice que un
campo vectorial sobre una superficie orientable es estructuralmente estable si y sólo si es
de Morse-Smale. En la tercer sección se da algunas generalizaciones para dimensiones ma-
yores que 2 y se muestra que en general los sistemas dinámicos que son estructuralmente
estables no son densos. Para finalizar, en la cuarta sección se describe un ejemplo debido
a Thom de un difeomorfismo sobre el Toro, que es estable, pero no es de Morse-Smale.
Este ejemplo motiva la definición de una nueva clase de sistemas dinámicos que son es-
tructuralmente estables, conocidos como sistemas de Anosov. Después se una definición
debida a Smale que generaliza los sistemas de Anosov y de Morse-Smale. Se conjetura
que un sistema dinámico es estructuralmente estable si y sólo si pertenece a esta clase.
Finalizamos dando el ejemplo de la Herradura de Smale, el cual satisface la definición
dada por Smale.



Caṕıtulo 1

Variedades diferenciales y campos
vectoriales

En este caṕıtulo recordamos algunos resultados de cálculo, tales como los teoremas
de la función impĺıcita y de la función inversa. Mostramos la existencia y unicidad del
flujo global para un campo vectorial sobre Rn. Definimos lo que entendemos por variedad
diferenciable Ck y extendemos los resultados de cálculo a variedades diferenciables. Una
vez que terminamos con estos preliminares, definimos los conceptos básicos del estudio
de los sistemas dinámicos y demostramos sus propiedades básicas.

Para poder hablar acerca de la estabilidad de un sistema dinámico necesitamos decir
cuando dos sistemas dinámicos son cercanos. Para esto dotamos al espacio de funciones
diferenciales entre una variedad diferenciable M y Rn de una topoloǵıa, conocida como
topoloǵıa Ck o topoloǵıa de Whitney. Mostraremos que el conjunto de campos vectoriales
es un subconjunto cerrado, y el conjunto de difeomorfismos es un subconjunto abierto.
Resulta que si M es una variedad compacta, entonces tanto el conjunto de espacios
vectoriales como el conjunto de difeomorfismos son espacios de Baire separables, lo cual
es importante para los resultados de genericidad de los últimos dos caṕıtulos.

1.1. Preliminares de Cálculo

En esta sección daremos algunos resultados que usaremos a lo largo de la tesis. Para
las demostraciones faltantes uno puede referirse al libro de Guillemin y Pollack [1]. En
particular buscamos establecer la notación que utilizaremos a lo largo de la tesis.

Lema 1.1.1 (Lema de contracción). Sean (M,d) espacio métrico completo y T : M →M
aplicación continua. Si T es una contracción, es decir, si hay k ∈ R con 0 < k < 1 tal
que, para cualesquiera x, y ∈M d(Tx, Ty) ≤ kd(, x, y), entonces T tiene un único punto
fijo z ∈M y para cada x ∈M se da que ĺım

n→∞
T nx = z.

Sean U ⊆ Rn abierto, f : U → Rm y p ∈ Rm. Decimos que f es diferenciable en p si
hay T : Rn → Rm función lineal tal que ∀v ∈ Rn f(p+v) = f(p)+Tv+R(v) donde R(v)
es una función continua y ĺım

v→0
R(v)/‖v‖ = 0. En este caso llamamos a T la diferencial de

f en p y la denotamos por dfp o Df(p). Si para todo p ∈ U f es diferenciable en p,

1



2 CAPÍTULO 1. VARIEDADES DIFERENCIALES Y CAMPOS VECTORIALES

definimos la diferencial de f como la aplicación:

df : U → L(Rn,Rm)

p 7→ Df(p)

donde L(Rn,Rm) es el conjunto de las funciones lineales T : Rn → Rm con la norma
‖.‖sup del supremo.

Si df es continua, decimos que f es de clase C1, abreviado como f ∈ C1. Es importante
notar que, si f es de clase C1, entonces df en las bases canónicas de Rn y Rm esta dada
por la matriz con entradas

(
∂f i

∂xj

)
. Es decir, (Df(p))i j =

(
∂f i

∂xj

∣∣
p

)

De la misma manera podemos definir d2fp, la diferencial de df en p. Entonces
d2fp ∈ L(Rn, L(Rn,Rm)) ∼= Bil(Rn,Rm) = L2(Rn,Rm) es un elemento del espacio de
funciones bilineales de Rn a Rm con la norma del supremo.

Decimos que f es de clase C2 si la aplicación d2f : U → L2(Rn,Rm) es continua.
Recursivamente definimos dkfp como la diferencial de dk−1f en p, dkfp ∈ Lk(Rn,Rm). f
es de clase Ck, abreviado por f ∈ Ck, si dkf : U → Lk(Rn,Rm) es continua.

f es de clase C∞ o suave, abreviado f ∈ C∞, si ∀k ∈ N f ∈ Ck.

Decimos que f : U → V ⊆ Rn es un difeomorfismo de clase Ck si f ∈ Ck y tiene
inversa f−1 ∈ Ck.

Proposición 1.1.2 (Regla de la cadena). Sean g : U ⊆ Rn → Rm y f : V ⊆ Rm → Rl

funciones Ck con V ⊆ img(f). Entonces f ◦g es una función de clase Ck con diferencial
dada por D(f ◦ g)(x) = Df(g(x))Dg(x)

Teorema 1.1.3 (Teorema de la función inversa). Sea f : U ⊆ Rn → Rn Ck con
k ≥ 1. Si dfp : Rn → Rn es isomorfismo para p ∈ Rn entonces hay V ⊆ U vecindad
abierta de p tal que:

1. f(V ) es abierto.

2. f |V : V −→ f(V ) es difeomorfismo Ck biyectivo.

3. (f |V )−1 : f(V ) −→ V es Ck diferenciable.

Demostración. Sea λ = dfp : Rn → Rn isomorfismo. Considerando h = λ−1 ◦ f , al ser λ
lineal

dλq = λ ∀q ∈ Rn.

Por lo que
dhp = λ−1 ◦ dfp = λ−1 ◦ λ = Id.

Bajo una traslación, podemos suponer p = 0.

Sea g(x) = x − h(x), entonces Dg(0) = Id(0) − Dh(0) = Id(0) − Id(0) = 0. Al ser
h ∈ Ck, es claro que también g ∈ Ck. En particular Dg es continua. Por lo tanto existe
un r > 0 tal que si x ∈ Br(0), entonces ‖Dg(x)‖ ≤ 1/2. Luego, por el teorema del valor
medio ‖g(x)‖ ≤ ‖x‖/2 ≤ r/2. Por lo tanto g[Br(0)] ⊆ Br/2(0).

Para cada y ∈ Rn definimos gy(x) = y + x− h(x) = y + g(x). Si ‖y‖ ≤ r/2 y ‖x‖ ≤ r
entonces ‖gy(x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖g(x)‖ ≤ r/2 + r/2 = r.

Por lo que si y ∈ Br/2(0) entonces gy|Br(0) : Br(0) −→ Br(0). Luego, para y ∈ Br/2(0)

y x1, x2 ∈ Br(0) se da la siguiente desigualdad

‖gy(x1)− gy(x2)‖ = ‖g(x1)− g(x2)‖ ≤ ‖Dg(c)‖‖x1 − x2‖ ≤ 1/2‖x1 − x2‖
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con c ∈ Br(0).

Esto muestra que gy es una contracción. Como Br(0) es un espacio métrico completo,
gy tiene un único punto fijo el cual satisface h(x) = y. Por lo tanto h es invertible en

Br(0). Luego también f es invertible. Falta mostrar que f−1 es de clase C1 en Br/2(0).

Sea y1 ∈ Br/2(0), con y1 = f(x1), entonces, para cualquier y ∈ Br/2(0), tenemos que
f(x) = f(x1) +Df(x1)(x− x1) +R(x− x1).

‖f−1(y)− f−1(y1)−Df(x1)−1(y − y1)‖ = ‖x− x1 −Df(x1)−1(f(x)− f(x1)‖
= ‖x− x1 −Df(x1)−1

(
Df(x1)(x− x1)

+R(x− x1)
)
‖

= ‖x− x1 − (x− x1)−Df(x1)−1(R(x− x1))‖
= ‖Df(x1)−1(R(x− x1)‖
≤ ‖Df(x1)−1‖‖R(x− x1)‖.

Como ‖x − x1‖ ≤ 2‖y − y1‖, pues x, x1 ∈ Br(0), entonces el limite ĺım
y→y1

R(x−x1)
‖x−x1‖ = 0.

Por lo tanto f es diferenciable. Dado que Df(x1)−1 = Df(f−1(y1))−1, para verificar que
f−1 ∈ C1, al ser f−1 y Df continuas, sólo falta verificar que la aplicación Inv : GL(n)→
GL(n) dada por:

(A−1)i j =
1

detA

(
(−1)i+jMi j

)
i j

donde Mi j es el menor de A, es continua. De hecho Inv es suave. Ya que si At ∈ GL(n)
es una curva con A0 = A, tenemos que para cada t ∈ (−ε, ε) AtA−1

t = Id. Derivando
respecto a t ambos lados de la igualdad, por la regla de Leibniz, obtenemos la siguiente
expresión:

0 =
dAtA

−1
t

dt
|t=0 = A0

dA−1
t

dt
|t=0 +

dAt
dt
|t=0A

−1
0 .

Despejando
dA−1

t

dt
|t=0 = −A−1

0

dAt
dt
|t=0A

−1
0 .

Aśı mostramos que Df−1 es continua. Inductivamente f ∈ Ck implica f−1 ∈ Ck en una
vecindad de p.

Teorema 1.1.4 (Teorema de la función impĺıcita). Sean U ⊆ Rn y V ⊆ Rm abiertos,
f : U × V → Rl función Ck, (a, b) ∈ U × V con D2f(a, b) : Rn → Rl (la parcial respecto
a la segunda variable) isomorfismo. Si f(a, b) = 0 hay g : U0 ⊆ U → V función Ck tal
que g(a) = b y para cada x ∈ U0 f(x, g(x)) = 0. Para U0 suficientemente pequeño, g es
única.

Demostración. Sea F (x, y) = (x, f(x, y)). D2f(a, b) invertible implica que

DF (a, b) =

(
Id 0
∗ D2f(a, b)

)

es invertible, por el teorema de la función inversa, F es invertible en una vecindad de
(a, b). La inversa de F tiene la forma F−1(z, w) = (z, h(z, w)), Entonces

(z, w) = F ◦ F−1(z, w) = F (z, h(z, w)) = (z, f(z, h(z, w)))
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por lo que f(z, h(z, w)) = w o equivalentemente, f−1(w0) = {(z, h(z, w0)} es la gráfica de
una función. Tomando g(x) = h(x, 0), tenemos que f(x, g(x)) = f(x, h(x, 0)) = 0.

Para mostrar la unicidad, si g̃(a) = b y f(x, g̃(x)) = 0 entonces

(x, g̃(x) ) = F−1 ◦ F (x, g̃(x) ) = F−1(x, f(x, g̃(x))) = F−1(x, 0 ).

Por lo tanto (x, g(x)) = (x, h(x, 0)) = F−1(x, 0) = (x, g̃(x)). Lo muestra que g(x) =
g̃(x).

Teorema 1.1.5 (Forma local de inmersiones). Sean f : U ⊆ Rn → Rn+m función
Ck y p0 ∈ U . Si dfp0 : Rn → Rn+m es inyectiva, entonces hay V ⊆ Rn+m vecindad
abierta de p0, U0 ⊆ U y W ⊆ Rm abiertos y h : V → U0 ×W difeomorfismo Ck tal que,
si x ∈ U0, entonces h ◦ f(x) = (x, 0). Es decir que, bajo un cambio de coordenadas, f se
ve localmente como la inclusión ϕ : Rn → Rn+m dada por ϕ(x) = (x, 0).

Teorema 1.1.6 (Forma local de submersiones). Sean f : U ⊆ Rn+m → Rn función
Ck y (x0, z0) ∈ U . Si df(x0,z0) : Rn+m → Rn es suprayectiva entonces hay U0 ⊆ U
vecindad abierta de (x0, z0), W ⊆ Rn vecindad abierta de c = f(x0, z0), 0 ∈ V ⊆ Rn y
h : V ×W → U0 difeomorfismo Ck tal que, si (x, v) ∈ W × V f ◦ h(x, v) = x. Es decir,
bajo un cambio de coordenadas, f se ve localmente como la proyección π : Rn×Rm → Rn

dada por π(x, z) = x.

Es importante remarcar que, como consecuencia de los Teoremas de forma local de
inmersiones y submersiones, una inmersión es localmente inyectiva y una submersión es
localmente una aplicación abierta.

Definición. f : U ⊆ Rn → Rm función Ck, con k ≥ 1.

• Decimos que x ∈ U es un punto regular de f si dfx es suprayectiva. En caso contrario
se dice que x es un punto cŕıtico de f .

• y ∈ Rm es un valor regular de f si ∀x ∈ f−1{y} x es punto regular de f .
En particular si y /∈ img(f) entonces y es valor regular de f . esto se debe a que
∅ = img(f) satisface la definición. Decimos que y es un valor cŕıtico de f si y no es
valor regular.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Sard). Sea f : U ⊆ Rn → Rm función Ck. Si f es
suficientemente diferenciable. De manera más concreta, si k > máx{0, n/m − 1}, el
conjunto de valores cŕıticos de f tiene medida cero en Rm.

Como consecuencia del Teorema de Sard tenemos que si f : Rn → Rn o X : Rn →
Rn × Rn son de clase Ck, con k ≤ 1, entonces el conjunto de valores cŕıticos de f y X
tienen medida cero. Debido a que estos son los casos que a nosotros nos interesan, no nos
preocuparemos por señalar cuando es o no válido el Teorema de Sard.

Daremos ahora algunos resultados básicos de ecuaciones diferenciales en Rn. Estos
fueron tomados del libro de S. Lang [3].

Sea U un abierto de Rn. Decimos que una aplicación Ck f : U → Rn es un campo
lineal sobre U . Una curva integral de f es una aplicación Ck, α : (a, b) ⊆ R −→ U
que satisface la ecuación diferencial α′(t) = f(α(t)). Decimos que tiene condición inicial
x ∈ U cuando α(0) = x.
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Definición. Un flujo local de f es una función α : (a, b)× V −→ U , donde V ⊆ E . La
cual satisface que, para x ∈ V , la aplicación definida por

αx(t) := α(t, x).

Es una curva integral de f con condición inicial x.

Teorema 1.1.8 (Existencia y unicidad del flujo local). Sean x0 ∈ U y 0 < a < 1 tal
que B2a(x0) ⊆ U y ∀y ∈ B2a(x0) ‖f(y)‖ ≤ L con L > 0. Si f satisface una condición de
Lipschitz con constante k > 0 y b ∈ R es tal que 0 < b < a/L y b < 1/k, entonces existe
un único flujo local

α : Jb ×Ba(x0) −→ U

Donde Jb = (−b, b).

Demostración. Sean Ib = [−b, b], x ∈ Ba(x0) y M = {α : Ib → B2a(x0) : α(0) = x y α
es continua }.

M ⊆ C0(Ib, B2a(x0)) y M es cerrado. Por lo tanto M es completo con la norma del
supremo (‖.‖).

Para cada α ∈M definimos la aplicación

Sα : Ib −→ E

t 7−→ x+

∫ t

0

f(α(u))du.

Al ser f y α continuas, Sα es continua y

|Sα(x)− x| =
∣∣∣x+

∫ t

0

f(α(u)) du)− x
∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ t

0

f(α(u)) du

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

|f(α(u))| du

≤
∫ b

0

|f(α(u))| du

≤
∫ b

0

L du = bL < a.

Por lo tanto Sα(t) ∈ Ba(x) ⊆ B2a(x0). Como Sα(0) = x entonces Sα ∈ M . Por lo que
podemos definir la aplicación S : M → M por S(α) = Sα.
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Notemos que si α, β ∈M entonces

‖Sα − Sβ‖ = sup
t∈ Ib
|Sα(t)− Sβ(t)|

= sup
t∈ Ib

∣∣∣∣∣x+

∫ t

0

f(α(u)) du−
(
x+

∫ t

0

f(β(u)) du

)∣∣∣∣∣

= sup
t∈ Ib

∣∣∣
∫ t

0

f(α(u)) du−
∫ t

0

f(β(u)) du

≤ sup
t∈ Ib

∫ t

0

|f(α(u)− f(β(u))| du

≤
∫ b

0

|f(α(u))− f(β(u))| du

≤
∫ b

0

k|α(u)− β(u)| du

≤
∫ b

0

k‖α− β‖ du

= bk‖α− β‖.
Luego S satisface una condición de Lipschitz con constante bk. Dado que 0 < bk < 1,
concluimos que S es una contracción. Por el lema de contracción S tiene un único punto
fijo αx, el cual satisface αx = Sαx = x−

∫ t
0
f(αx(u)) du y por lo tanto es una ĺınea integral

de f . Es decir α′(x) = f(α(x)). Variando x ∈ Ba(x0) definimos el flujo α(x, t ) = αx(t).
donde αx es el único punto fijo de S.

Proposición 1.1.9. El flujo local α de f es localmente de clase Ck. Es decir, si x0 ∈ U
entonces hay a, b > 0 tales que el flujo local α : Jb ×Ba(x0)→ U es de clase Ck.

Demostración. Sean x0 ∈ U y a, b > 0 tales que aseguran la existencia y unicidad local
del flujo α : Jb ×Ba(x0) −→ U .

Sabemos que α satisface D1α(t, x) = f(α(t, x)). Luego, al ser α y f continuas, D1α
es continua. Veamos ahora que D2α es también continua y satisface la igualdad :

D1D2α(t, x) = Df(α(t, x), D2α(t, x))

Para esto primero definimos F = C0(Ib, E) y V ⊆ F definido por: σ ∈ V si y solamente
si σ[Ib] ⊆ U . Definimos la siguiente aplicación:

T : U × V −→ F T (x, σ)(t) = x+

∫ t

0

f(σ(s)) ds− σ(t).

Afirmamos que T es de clase Ck y D2T (x, σ) =
∫

0

(
Df ◦σ

)
− Id. Para esto calculemos:

∥∥∥∥
∫

0

f ◦ (σ + h) −
∫

0

f ◦ σ −
∫

0

Df ◦ σ(h)

∥∥∥∥ ≤
∫

0

|f ◦ (σ + h) − f ◦ σ −
(
Df ◦ σ)h|.

Evaluando en u:

|f(σ(u) + h(u)) − f(σ(u))Df(σ(u))h(u)| = |Df(zu)h(u)−Df(σ(u))h(u)|
≤ |h(u)||Df(zu)−Df(σ(u))|
≤ ‖h‖ sup|Df(zu)−Df(σ(u)|.
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Como Df es continua, entonces ĺım‖h‖→0 sup|Df(zu)−Df(σ(u))| = 0. Luego

ĺım
‖h‖→0

∥∥ ∫
0
f ◦ (σ + h) −

∫
0
f ◦ σ −

∫
0
(Df ◦ σ)h

∥∥
‖h‖ ≤ ĺım

‖h‖→0
sup|Df(zu) − Df(σ(u))| = 0.

Por lo tanto D2T (x, σ ) =
∫

0
Df ◦ σ − Id. Notemos que D2T no depende de x,

por lo que es infinitamente diferenciable respecto a x. Aśı, D2T es continua y, si Df es
diferenciable, entonces también lo es D2T respecto a σ. Luego D2T es, por lo menos, de
clase Ck−1. Al ser T lineal respecto a x, D1T es de clase C∞. Por lo tanto T es Ck.

Notemos que una solución σ a la ecuación T (x, σ) = 0 es curva integral de f con
condición inicial x.

Sean x0 ∈ U y a > 0 tal que Df es acotada en Ba(x0) y sea c1 la cota. Siempre es
posible encontrar a ya que Df es continua y por lo tanto Df−1[Bc1(Df(x0))] es un abierto
no vaćıo. Sea b < 1/c1, entonces D2T (x, σ) es invertible en Ba(x0). Para verificar esto
utilizaremos el hecho de que si una aplicación lineal se encuentra a distancia menor a 1
de la identidad (o a menos la identidad), entonces es invertible. En este caso calcularemos
la distancia de D2T a −Id.

|D2T (x, σ)h(t) + Id(h(t))| =
∣∣∣∣
∫ t

0

Df(σ(u))h(u) du − h(t) + h(t)

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

|Df(σ(u))|‖h(u)‖ du

≤
∫ b

0

c1‖h‖ du

= bc1‖h‖ < h.

Se sigue que ‖D2T (x, σ) + id‖ < 1. Aplicando ahora el Teorema de la función impĺıcita,
tenemos que hay g : U0 ⊆ U −→ V con g ∈ Ck tal que T (x, g(x)) = 0. Por la unicidad del
flujo local tenemos entonces que g(x) = αx ya que g(x) es curva integral de f . Tomando
la diferencial de g, Dg : Ba(x0) −→ L(E,F ) de clase Ck−1 tenemos que:

αx+w − αx = g(x+ w)− g(x) = Dg(x)w + |w|ψ(w).

Donde ĺımw→0 ψ(w) = 0, por lo que

ĺım
w→0

α(t, x+ w)− α(t, x)−Dg(x)w

|w| = ĺım
w→0

|w|
|w|ψ(w) = ĺım

w→0
ψ(w) = 0.

Por lo tanto D2α(t, x)(w) = Dg(x)w, la cual es continua. Es decir D2α(t, x) existe y es
continua. Luego α ∈ C1. Además sabemos que α(t, x) = x+

∫ t
0
f(α(u)) du, por lo que

D2α(t, x) = Id+

∫ t

0

Df((α(u, x))D2α(u, x) du.

y entonces
D1D2α(t, x) = Df(α(t, x))D2(α(t, x)).

Aśı, como α ∈ C1 y Df ∈ Ck−1, Df(α(t, x)) es un campo vectorial por lo menos de
clase C1 y D2α(t, x) es curva integral de Df(α(t, x)). Luego D2α(t, x) es de clase C1 y α
de clase C2. Repitiendo este procedimiento k veces concluimos que α es de clase Ck.
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Por lo anterior, si f satisface una condición de Lipschitz en Ba(x) entonces existe
un único flujo local α : Jb × Ba(x) −→ U . Pero f ∈ C1 implica que f es localmente
Lipschitz continua (consecuencia inmediata del teorema del valor medio). Es decir, para
cada x ∈ U siempre podemos encontrar una a > 0 de manera que f satisfaga una
condición de Lipschitz en Ba(x). Por lo que f siempre tiene un flujo local.

Lema 1.1.10. Sean α1 : J1 −→ U y α2 : J2 −→ U lineas integrales de f . Si estas
tienen la misma condición inicial α1(0) = α2(0), entonces ∀t ∈ J1 ∩ J2 se tiene que
α1(t) = α2(t).

Demostración. Sea Q = { b ∈ R : ∀t ∈ [0, b) α1(t) = α2(t)}. Por el teorema de existencia
y unicidad del flujo local, sabemos que Q 6= ∅. Si Q no está acotado entonces ∀t >
0 α1(t) = α2(t) y no hay nada que hacer. Si Q está acotado, sea b0 = supQ. Afirmamos
que b0 = sup

(
J1∩J2

)
. Supongamos que, entonces b0 < sup

(
J1∩J2

)
o b0 > sup

(
J1∩J2

)
.

Pero Q ⊆
(
J1∩J2

)
, por lo que necesariamente b0 = supQ ≤ sup J1∩J2. Sólo nos queda

la posibilidad de que b0 < sup
(
J1 ∩ J2

)
. Sean β1(t) = α1(b0 + t) y β2(t) = α2(b0 + t).

Como 0 < b0 < sup
(
J1 ∩ J2

)
, β1 y β2 están bien definidas en el intervalo (0, sup J1 ∩ J2).

Al ser α1 y α2 continuas en b0

β1(0) = α1(b0) = ĺım
t→b−0

α1(t) = ĺım
t→b−0

α2(t) = α2(b0) = β2(0)

y además también se cumple que:

β′1(t) = α′1(b0 + t) = f(α1(b0 + t)) = f(β1(t))

Análogamente β′2(t) = f(β2(t)). Se sigue que β1 y β2 son ambas curvas integrales de
f con la misma condición inicial. Por el teorema de de existencia y unicidad local β1

coincide con β2 en una vecindad del 0. En particular existe un t0 > 0, el cual satisface
α1(b0 + t0) = β1(t0) = β2(t0) = α2(b0 + t0). Por lo tanto b0 + t0 ∈ Q, una contradicción.

Por lo tanto b0 = sup
(
J1 ∩ J2

)
.

Siguiendo un razonamiento análogo, tomando P = { a ∈ R : ∀t ∈ (a, 0] α1(t) = α2(t)}
llegamos a que ı́nf P = a0 = ı́nf

(
J1 ∩ J2

)
.

Concluimos que ∀t ∈ J1 ∩ J2 α1(t) = α2(t).

Como consecuencia del lema anterior, para x ∈ U existe siempre una curva integral
αx de f con condición inicial x maximal. Maximal en el sentido de que si β es otra
curva integral de f con β(0) = x entonces dom(β) ⊆ dom(αx). A continuación veremos
que el dominio de αx, al cual denotaremos por Jx, vaŕıa continuamente respecto de x
o, equivalentemente, que D(f) = {(t, x) ∈ R × U : t ∈ Jx} es un subconjunto abierto
de R × Rn. Como consecuencia de esto podemos extender el flujo local de f a un flujo
maximal (con dominio maximal).

Proposición 1.1.11. D(f) es un conjunto abierto y por lo tanto

α : D(f) −→ U

(t, x) 7−→ αx(t)

es un flujo maximal de f .
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Demostración. Sean x0 ∈ U y Q = { b ∈ R+ : ∀t ∈ [0, b] ∃J0 ⊆ R ∃V0 ⊆ U tales que
(t, x0) ∈ J0 × V0 ⊆ D(f) y α es Ck en (t, x0) }. Por el Teorema de existencia y unicidad
del flujo local, sabemos que 0 ∈ Q. En particular Q 6= ∅. Si Q no está acotado no hay
nada que hacer y terminamos. Supongamos entonces que Q es acotado superiormente. Sea
b0 = supQ, afirmamos que b0 = sup Jx0 . Sabemos que Q ⊆ Jx0 y por lo tanto b0 ≤ sup Jx0 .
Supongamos que b0 < sup Jx0 . Entonces α(t, x0) está bien definido para 0 ≤ t ≤ b0 y es
de clase Ck. En particular es continua. Sea x1 = α(b0, x0), por el Teorema de existencia
y unicidad local f tiene un flujo local β : Ja × Ba(x1) −→ U tal que β(0, x1) = x1 y
Ja = (−a, a) con a > 0. Por otro lado, al ser α(t, x0) continua, hay δ > 0 que satisface
que ∀t ∈ (b0 − δ, b0) α(t, x0) ∈ Ba/4(x1). Tomando t1 ∈ (b0 − δ, b0), como 0 < t1 < b0

existen J1, V1 tales que (t1, x0) ∈ J1 × V1 ⊆ D(f). Luego, para t ∈ (t1 − a, t1 + a) y
x ∈ V1 definimos ϕ(t, x) = β(t− t1, α(t1, x)). Notemos que:

D1ϕ(t1, x) = D1β(t− t1, α(t1, x)) = f(β(t− t1, α(t1, x))) = f(ϕ(t, x)).

Es decir, ϕ es un flujo local de f que coincide en el tiempo t1 con α. Por unicidad ϕ = α en
dom(ϕ)∩dom(α), pero ϕ está definida para toda t ∈ (t1−a, t1 +a). Como t1 ∈ (b0−δ, b0),
si tomamos δ < a/4, entonces |t1 − b0| < δ < a/4. Esto implica que t1 + a > b0, por lo
que ∀t ∈ [b0, t1 + a] hay J0 y U0 tales que J0 × U0 ⊆ dom(ϕ). Podemos extender α con
ϕ y tendŕıamos que J0 × U0 ⊆ D(f).

Por lo tanto t1 + a ∈ Q y t1 + a > b0 = supQ, una contradicción. Por lo tanto
b0 = sup Jx0 .

Análogamente para el extremo izquierdo, concluimos que D(f) es abierto y α es el
único flujo maximal de clase Ck cuyo dominio es D(f).

El flujo maximal α también es conocido como flujo global.

Extenderemos ahora los resultados anteriores a variedades diferenciales.

Definición. Sea M ⊆ Rk con la topoloǵıa inducida. M es una variedad diferenciable
de dimensión n si ∀p ∈ M hay U ⊆ M vecindad abierta de p y ϕ : U −→ V ⊆ Rn

homeomorfismo con ϕ−1 : V −→ U inmersión suave. El par ordenado (ϕ,U) es una carta
local de M en torno a p y U es una vecindad coordenada de p.

1) Si ϕ(p) = 0, decimos que ϕ está centrada en p.

2) Si ϕ−1 es de clase Ck decimos que M es de clase Ck.

Observación. Por el Teorema de la función impĺıcita, M es localmente la gráfica de una
función f : Ũ ⊆ Rn → Rk−n. Luego, si tomamos la proyección π : V ⊆ Rk → Ũ , donde
V es una vecindad abierta en Rk de graf(f) = {(x, f(x)) : x ∈ Ũ} ⊆ M de manera que
graf(f) = V ∩M , entonces π es una submersión suave. Si tomamos la carta de M dada

por ϕ : graf(f)→ Ũ , entonces ϕ = π|graf(f). Es decir, las cartas locales son la restricción
de una función suave.

Proposición 1.1.12. Sean ϕ : U −→ Rm y ψ : V −→ Rm cartas locales de M .
Si U ∩ V 6= ∅ entonces ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ) es de clase C∞

U ∩ V U ∩ V

ϕ(U ∩ V ) ψ(U ∩ V )

ϕ

Id

ψ

ψ ◦ϕ−1
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Demostración. Por la observación anterior sabemos que hay hϕ, hψ : Rn −→ Rm funcio-
nes suaves tales que ψ ◦ ϕ−1 = hψ ◦ hϕ|ϕ[U∩V ]

Sean M y N variedades diferenciables.

Definición. Una función f : M −→ N es de clase Ck en p ∈M si existe una carta local
(ϕ,U) de p y (ψ, V ) de f(p) de manera que la función f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 es Ck.

U V

ϕ(U) ψ(V )

ϕ

f

ψ

f̃

por la proposición anterior, esta definición no depende de las cartas elegidas ya que si
(ϕ̄, Ū) son otras cartas de M entonces, al ser el cambio de cartas ϕ ◦ ϕ̄−1 suave, f̃ ∈ Ck

implica f̃ ◦ (ϕ ◦ ϕ̄−1) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ (ϕ ◦ ϕ̄−1) = ψ ◦ f ◦ ϕ̄−1 ∈ Ck.

Si α : (a, b) ⊆ R −→ M ⊆ RN con α(0) = p. La curva α es diferenciable según
la definición anterior siempre y cuando α sea diferenciable en el sentido usual, ya que
podemos extender ϕ a hϕ, y entonces hx◦α : (a, b) −→ Rm suave implica α : (a, b) −→M
suave.

Definición. Definimos el espacio tangente a M en p como el conjunto :

TpM = {α′(0) : α(0) = p y α : (a, b) → M es C∞ }.

Para dotar a TpM con una estructura de espacio vectorial, tomamos (ϕ,U) carta
centrada en p. Entonces dϕ−1 : Rn −→ TpM es una biyección. Esto ya que β : (a, b)→ U
es una curva suave si y sólo si (ϕ−1 ◦ β) : (a, b) → M es curva suave. Por la regla
de la cadena, tenemos que β′(0) ∈ Rn si y sólo si dϕ−1(0)β′(0) ∈ TpM . Por lo tanto
dϕ−1 : Rn −→ TpM tiene inversa dϕ. Luego, TpM hereda de una estructura de R-espacio
vectorial n dimensional de manera que dϕ−1 es un isomorfismo.

Sean f : M → N suave, p ∈ M , v ∈ TpM y α : (a, b) → M con α(0) = p y
α′(0) = v. Entonces f ◦α : (a, b) −→ N es una curva suave con f ◦α(0) = f(p). Podemos
entonces definir la diferencial de f en p como la aplicación dfp : TpM −→ TpN definida
por dfp(v) = dfp(α

′(0)) := (f ◦ α)′(0).

Como una variedad diferenciable es localmente Rn v́ıa cartas locales, tenemos los
siguientes resultados:

Proposición 1.1.13. Sean g : M → N y f : N → P Ck. Se satisface la regla de la
cadena: f ◦ g : M → P es Ck y d(f ◦ g)p = dfg(p)dgp.

Demostración. Fijandonos en el siguiente diagrama:

M N P

Rm Rn Rp

g

x

f ◦ g

f

y z

g̃

g̃ ◦ f̃

f̃
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Como f̃ y g̃ son Ck, también lo es f̃ ◦ g̃, pero f̃ ◦ g̃ = (z ◦ f ◦ y−1) ◦ (y ◦ g ◦ x−1) =

z ◦ f ◦ g ◦ x−1 = f̃ ◦ g. Es decir f ◦ g es Ck. Para calcular la diferencial

TpM Tg(p)N Tf(g(p))P

Rm Rn Rp

dgp

dfg(p)dgp

dx

dfg(p))

dy dz

dg̃0

df̃g̃(0)dg̃0

df̃g̃(0)

Por la regla de la cadena para el espacio Euclidiano y al ser dx, dy y dz isomorfismos,
se tiene que d(f ◦ g)p = dz−1

p ◦ d(f̃ ◦ g̃)0 ◦ dx−1
p = dz−1

p ◦ df̃g̃(0)dg̃0 ◦ dxp = dfg(p)dgp.

Definición. Sea f : M → N

1. Decimos que f es un difeomorfismo de clase Ck si f ∈ Ck es invertible con f−1 ∈ Ck.

2. f es un difeomorfismo local de clase Ck en p ∈ M si hay U ⊆ M vecindad abierta
de p y V ⊆ N vecindad abierta de f(p) de manera que f |U : U → V es un
difeomorfismo Ck.

Proposición 1.1.14. Sean f : M → N Ck y p ∈ M . Si dfp es un isomorfismo
entonces f es un difeomorfismo local en p.

Demostración. Tomando cartas locales (ϕ,U) de M , (ψ, V ) de N , se sigue del teorema

de la función inversa que f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 es difeomorfismo local Ck. Luego también lo es
f = ψ−1 ◦ f̃ ◦ ϕ.

Definición. Decimos que S ⊆ M es una subvariedad Ck de M de dimensión dimS = s
si ∀p ∈ S hay V ⊆ Rs, W ⊆ Rm−s abiertos, y ϕ : U ⊆ M −→ V ×W ⊆ Rm carta
local con ϕ[S ∩ U ] = V × {0}. De esta forma ϕ|S∩U : S ∩ U −→ V × {0} es una carta
coordenanda para S.

Notemos que si M ⊆ Rn es una variedad Ck entonces M es subvariedad Ck de Rn.
Dada S subvariedad de M , la codimensión de S en M es codim(S) = dim(M)−dim(S).

Proposición 1.1.15. Sea f : Mn −→ Nn+m de clase Ck. Para p ∈M , si dfp es inyectiva
entonces hay (ϕ,U) (ψ, V ) cartas locales centradas en p y f(p) respectivamente tales que
ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) = (x, 0).

Demostración. Tomando cartas locales cualesquiera centradas en p y f(p). Como dfp es
inyectiva si y solamente si d(ψ ◦f ◦ϕ−1

0 ) es inyectiva podemos usar el teorema de la forma
local de inmersiones para Rn.

Definición. Sea f : M −→ N de clase Ck.

• Decimos que f es una inmersión si ∀p ∈M dfp es inyectiva.

• f es un encaje si f es una inmersión inyectiva y f : M −→ f [M ] ⊆ N es homeo-
morfismo, donde f [M ] tiene la topoloǵıa inducida por N .
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Es importante remarcar que una inmersión inyectiva no necesariamente es un encaje.
Para mostrar esto definimos la curva α : (−1,∞) −→ R2 por α(t) = (t2 − 1, t(t2 − 1)).

α es una inmersión inyectiva pero no es un encaje. En particular α[(−1,∞)] no es
una subvariedad de R2 pues su estructura de variedad diferenciable no proviene de la
topoloǵıa inducida por R2, sino por la topoloǵıa inducida por el mapeo α.

Proposición 1.1.16. Sean f : Mn+m −→ Nm de clase Ck y p ∈M . Si dfp es suprayec-
tiva entonces hay cartas locales (ϕ,U) y (ψ, V ) centradas en p y f(p) respectivamente
tales que ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) = (x1, . . . , xn).

Demostración. Tomando cartas locales, como dfp es suprayectiva si y sólo si d(ψ◦f ◦ϕ−1)
es suprayectiva, se sigue de la forma local de submersiones para Rn.

Definición. q ∈ N es valor regular de f si ∀p ∈ f−1{q} dfp es suprayectiva.

q es valor cŕıtico si no es valor regular.

Observación. q /∈ img(f)⇒ q valor regular.

De la proposición anterior, tenemos que si q ∈ img(f) es un valor regular entonces
f−1{q} es una subvariedad de M de codimensión m = dim(N). Ya que p ∈ f−1{q} implica
que ψ ◦ f(p) = 0 ∈ Rn. Por lo tanto, tomando h : U ⊆ M −→ Rn × Rm definida por
h(p) = (ψ ◦ f(p), ϕn+1(p), . . . , ϕn+m(p)) llegamos a que h[U ∩ f−1{q}] = {0} × Rm.

Teorema 1.1.17 (Teorema de Sard para variedades). Sea f : M −→ N C∞. El
conjunto { q ∈ N : q es valor cŕıtico de f} tiene medida cero en N .

Demostración. Como Rl es segundo numerable, M y N ⊆ Rl también lo son. Sean
(ϕi, Ui)i∈N y (ψj, Vj)j∈N cartas locales que cubren a M y N respectivamente. Sean
fij = ψj ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕi[Ui] −→ ψj[Vj] ⊆ Rl. Definimos al conjunto Cij{ y ∈ ψj[Vj] : y es
valor cŕıtico de fij } ⊆ Rl para cada i, j ∈ N. Por el teorema de Sard para en el espacio
euclideano, Cij tiene medida cero en Rl. Ya vimos que los difeomorfismos preservan me-
dida cero, por lo tanto ψ−1

j [Cij] tiene también medida cero en N . La unión numerable de
conjuntos de medida cero tiene medida cero. Luego

∞⋃

i=1

∞⋃

j=1

ψ−1
j [Cij] = { q ∈ N : q es valor cŕıtico de f }

tiene medida cero.

Corolario. Sea f : M → N de clase Ck. El conjunto { q ∈ N : q es valor regular de f }
es residual en N , en particular denso.

Demostración. El complemento de un conjunto de medida cero es residual.

Definición. Sea M ⊆ Rn variedad diferenciable y X : M → TM aplicación de clase Ck.

1) Decimos que X es un campo vectorial Ck sobre M si para cada p ∈M X(p) ∈ TpM .
Al conjunto de campos vectoriales Ck sobre M lo denotamos por:

Xk(M) = {X : M → TM : X es campo vectorial Ck sobre M }.
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2) Una curva integral de X ∈ Xk(M) es una curva α : (a, b) → M de clase Ck que
satisface la ecuación diferencial α′(t) = X(α(t)) para toda t ∈ R. Se dice que α
tiene condición inicial p cuando α(0) = p.

3) Sea f : M → N un difeomorfismo Ck+1 y X ∈ Xk(M). Entonces f induce un
campo vectorial sobre N , Y = f∗X : N −→ TN , definido por Y (q) = dfpX(p)
donde f(p) = q. Notemos que si α : (a, b)→M es una curva integral de X centrada
en p, por la regla de la cadena β = f ◦ α es curva integral de Y centrada en f(p).

Debido a que el Teorema de Existencia y Unicidad es un resultado local de Rn, pode-
mos extenderlo v́ıa cartas locales a campos vectoriales sobre variedades diferenciables.

Proposición 1.1.18. Sean E un espacio de Banach, M una variedad diferenciable y
F : E ×M −→ TM aplicación Ck tal que πF (λ, p) = p, donde π : TM → M es la
proyección natural. Entonces ∀λ ∈ E, ∀p ∈M hay W ⊆ E y V ⊆M vecindades abiertas
de λ y p respectivamente, un ε > 0 y una aplicación continua ϕ : (−ε, ε)×V ×W −→ M
tal que ϕ(0, p, λ) = p y

dϕ

dt
(t, p, λ) = F (λ, (ϕ(t, p, λ)).

Si α : (a, b) → M es curva integral de Fλ = F (λ,−) con condición inicial p entonces
α = ϕp,λ = ϕ(−, p, λ)

Demostración. Tomando cartas locales, ϕλ es un flujo local para Fλ.

Proposición 1.1.19. Sean I, J ⊆ R intervalos abiertos y α : I → M , β : J → M
curvas integrales de X ∈ Xk(M). Si α(t0) = β(t0) para alguna t0 ∈ I ∩ J entonces
∀t ∈ I ∩ J α(t) = β(t).

Demostración. La demostración es analoga al Teorema de Unicidad Local para Rn.

Por el Teorema de existencia y unicidad local para X ∈ Xk(M) y p ∈ M existe una
curva integral de X con condición inicial p. Por la proposición anterior, hay una curva
integral maximal. Es decir para cada p ∈ M existe α curva integral de X con α(0) = p
y, si β es otra curva integral de X con β(0) = p, entonces dom(β) ⊆ dom(α).

1.2. El Teorema de Poincaré-Bendixson

Proposición 1.2.1. Sean M variedad compacta y X ∈ Xk(M). Hay φ : R ×M −→ M
aplicación Ck tal que ∀p ∈ M φ(0, p) = p y ∂φ

∂t
(t, p) = X(φ(t, p)). Es decir, X tiene un

flujo global definido sobre todo R.

Demostración. Sean p ∈ M y (a, b) ⊆ R con α : (a, b) −→ M curva integral maximal.
Afirmamos que b =∞, para mostrar esto supongamos que b <∞. Sea { tn }∞n=1 sucesión
creciente con tn → b. Al ser M compacta y α continua, podemos suponer que la sucesión
{α(tn) }∞n=1 es convergente, digamos a q ∈ M . Sea β : (−ε, ε) × Vq −→ M flujo local de
X en q. Tomamos n0 ∈ N de manera que b − ε/2 < tn0 < b y α(tn0) ∈ Vq. Definimos la
siguiente función

γ(a, tn0 + ε) −→ M

t 7−→
{
α(t) si t ≤ tn0

β(t− tn0 , α(tn0) ) si t ≥ tn0
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Como α(tn0) = β(tn0 − tn0 , α(tn0)), γ es una curva integral de X. Tomando ε suficiente-
mente pequeña, tn0 > 0 y γ(0) = p, pero (a, b) ( (a, tn0 + ε), una contradicción ya que α
es curva integral maximal. Luego b =∞ y, de manera análoga, a = −∞. Por lo tanto el
flujo global φ es definible en todo R.

A partir de ahora consideraremos en general que M es una variedad diferenciable
compacta. Esto para garantizar la existencia de un flujo global definido en todo R. Dado
X ∈ Xk(M) denotaremos al flujo global de X por Xt(p) := φ( t, p ), donde φ es el flujo
global de la proposición anterior.

Definición. Sean X ∈ Xk(M) y p ∈M .

• O(p) = {Xt(p) : t ∈ R } es la órbita de p.

• O+(p) = {Xt(p) : t ≥ 0} órbita positiva de p.
O−(p) = {Xt(p) : t ≤ 0} órbita negativa de p.

• Decimos que p es una singularidad de X si X(p) = 0. En este caso tenemos que
O(p) = {p}

• Si X(p) 6= 0 decimos que p es un punto regular de X. Si p es punto regular entonces
la curva α(t) = Xt(p) es una inmersión de R en M , de aqúı se desprenden dos casos:

a) Si α no es inyectiva, por la unicidad de las curvas integrales, α[R] es difeomorfo
a S1. En este caso decimos que O(p) es una órbita cerrada de periodo τ , donde
τ = min{t > 0 : α(0) = α(t) }.

b) Si α es inyectiva se dice que O(p) es una órbita regular.

• Definimos el ω ĺımite de p como ω(p) = { q ∈M : hay { tn } ⊆ Rn sucesión tal que
tn →∞ y ĺımn→∞Xtn(p) = q }.

• Definimos el α ĺımite de p como α(p) = { q ∈ M : hay { sn } ⊆ R sucesión tal que
sn → −∞ y ĺımn→∞Xsn(p) = q }.

En otras palabras el ω-ĺımite de p son los puntos de acumulación de O+(p). Es decir,
el comportamiento “a futuro” de p bajo el campo vectorial X. De ah́ı el nombre de ω-
ĺımite, ya que ω es la última letra del alfabeto griego. Análogamente el α-ĺımite es el
comportamiento en “el pasado” de p, siendo α la primer letra del alfabeto griego.

Observación. Debido a que hay una dualidad entre el ω-ĺımite de un campo X y el α-
ĺımite del campo −X dada por ωX(p) = α−X(p), toda propiedad que probemos para los
ω-ĺımites será también válida para los α-ĺımites.

A continuación demostraremos algunas propiedades básicas de los ω-ĺımites (y por
ende también de los α-ĺımites).

Proposición 1.2.2. Sean M variedad compacta, X ∈ Xk(M) y p ∈ M . Se cumple lo
siguiente:

1) ω(p) 6= ∅.

2) ω(p) es cerrado.

3) ω(p) es invariante bajo el flujo Xt. Es decir, si q ∈ ω(p) entonces O(q) ⊆ ω(p).
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4) ω(p) es conexo.

Demostración.

1) Sea {tn} sucesión creciente entonces {Xtn(p)} es una sucesión en M . Al ser M
compacto Xtn(p) tiene una subsucesión convergente, es decir Xsn(p) → q cuando
n→∞. Luego q ∈ ω(p).

2) Sea q ∈ M − ω(p). Como no hay una sucesión {tn} tal que Xtn → q entonces hay
V ⊆ M vecindad abierta de q tal que V ∩ O(p) = ∅. Luego, si m ∈ V entonces
m /∈ ω(p). Por lo tanto M − ω(p) es abierto y ω(p) cerrado.

3) Sea q ∈ ω(p) y {tn} sucesión creciente tal que Xtn → q. Si tomamos m ∈ O(q)
entonces hay s0 ∈ R con Xs0(q) = m. Por continuidad del flujo:

ĺım
n→∞

Xs0+tn(p) = ĺım
n→∞

Xs0Xtn(p) = Xs0 ĺım
n→∞

Xtn(p) = Xs0(q) = m.

Por lo que m ∈ ω(p).

4) Supongamos ω(p) disconexo. Sean V1, V2 abiertos no vaćıos de M tales que ω(p) ⊆
V1∪V2, V1∩ω(p) 6= ∅ 6= V2∩ω(p) y V1∩V2 = ∅. SeaK = M−(V1∪V2),K es compacto.
Tomamos q1 ∈ ω(p)∩V1 y q2 ∈ ω(p)∩V2, hay {tn} y{t̂n} sucesiones crecientes tales
que Xtn(p)→ q1 y Xt̂n(p)→ q2, tomando subsucesiones de ser necesario, podemos
suponer ∀i ∈ N ti > t̂i con Xti(p) ∈ V1 y Xt̂i

(p) ∈ V2. Por la continuidad del

flujo para cada i ∈ N hay si ∈ (ti, t̂i) de manera que Xsi(p) ∈ K. Por lo tanto la
sucesión {Xsi} está contenida en K, al ser K compacto está tiene una subsucesión
convergente digamos a q ∈ K, pero esto significa que q ∈ ω(p)∩K = ω(p)−(V1∪V2)
lo que es una contradicción ya que ω(p) ⊆ V1 ∪ V2.

Por lo tanto ω(p) es conexo.

Algunos ejemplos de ω-ĺımites:

Ejemplo. Daremos un campo X ∈ X∞(S2) que tiene solamente dos singularidades y no
tiene órbitas cerradas. Describiremos el comportamiento de sus órbitas.

Sea S2 ⊆ R3 la esfera unitaria. El plano tangente a S2 en (x0, y0, z0) ∈ S2 está dado
por T(x0,y0,z0)S

2 = { (x, y, z) ∈ R3 : 〈(x0, y0, z0) , (x, y, z)〉 = 0 } donde 〈−,−〉 es el
producto escalar usual de R3. Definimos el siguiente campo vectorial sobre S2:

X : S2 −→ TS2

(x, y, z) 7−→ (−xz,−yz, x2 + y2).

Verifiquemos primero que X(x, y, z) ∈ T(x,y,z)S
2.

〈(x, y, z) , X(x, y, z)〉 = 〈(x, y, z) , (−xz,−yz, x2 + y2)〉 = −x2z − y2z + (x2 + y2)z = 0.

Ahora describiremos el comportamiento de las órbitas de X.

Afirmamos que pN = (0, 0, 1) y pS = (0, 0,−1) son las únicas singularidades, y
∀(x, y, z) ∈ S2 con z 6= ±1 se tiene que ω(x, y, z) = {pN} y α(x, y, z) = {pS}.
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pn

ps
Figura 1.1: Flujo de X

X(pN) = X(0, 0,+1) = (0, 0, 0)

X(pS) = X(0, 0,−1) = (0, 0, 0)

Con lo que pN y pS son singularidades. Si (x, y, z) ∈ S2 es tal que z 6= ±1 entonces,
x2 + y2 + z2 = 1 implica que x2 + y2 = 1− z2 6= 0. Luego X(x, y, z) 6= (0, 0, 0). Es decir,
pN y pS son las únicas singularidades.

Notemos que, si (x, y, z) 6= pN , pS entonces x2 + y2 > 0. Por lo tanto el vector
X(x, y, z) = (−xz,−yz, x2 +y2) apunta “hacia arriba” en el sentido de que su coordenada
z es positiva.

Definimos para cada 0 ≤ r < 1

βr : R −→ S2

t 7−→ (r cos t, r sen t, 1− r2)

‖βr(t)‖ = 1 ∀t ∈ R y β′r es ortogonal a X ya que

〈β′r(t), X(βr(t)〉 = 〈(−r sen t, r cos t, 0) , (−r(1− r2) cos t,−r(1− r2) sen t, r2)〉
= r2(1− r2) sen t cos t− r2(1− r2) sen t cos t+ 0

= 0.

Por lo tanto, si r = x2 + y2 entonces el ω-ĺımite de (x, y, z) debe estar por encima de
βr[R] ⊆ S2. Como esto es para cada r ∈ [0, 1), concluimos que ω(x, y, z) = {pN} (si
z 6= −1), de manera análoga α(x, y, z) = {pS} (si z 6= 1).

Ejemplo. Daremos ahora un campo X ∈ Xk(S2) con dos singularidades y una única
órbita cerrada. Definamos el campo X ∈ X∞(S2) por

X(x, y, z) = (xz2, yz2, 0) + (x2 + y2)(−y, x,−z)

Antes que nada verifiquemos que en efecto X(x, y, z) ∈ T(x,y,z)S
2.

〈(x, y, z) , X(x, y, z)〉 = 〈(x, y, z) , (xz2, yz2, 0) + (x2 + y2)(−y, x,−z)〉
= x2z2 + y2z2 + (x2 + y2)(−xy + xy − z2)

= z2(x2 + y2)− z2(x2 + y2) = 0.
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Por lo tanto X está bien definida.

Afirmamos que:

• pN y pS son las únicas singularidades de X y el ecuador { (x, y, z) ∈ S2 : z = 0 } es
una órbita cerrada.

• (x, y, z) en el hemisferio norte (z > 0) =⇒ α(x, y, z) = pN y ω(x, y, z) = el ecuador.

• (x, y, z) en el hemisferio sur (z < 0) =⇒ α(x, y, z) = pS y ω(x, y, z) = el ecuador.

X(pN) = X(0, 0, 1) = (0, 01, 0) + (02 + 02)(−0, 0,−1) = (0, 0, 0).

X(pS) = X(0, 0,−1) = (0− 1, 0− 1, 0) + (02 + 02)(−0, 0, 1) = (0, 0, 0).

Para z = 0, tenemos que X(x, y, 0) = (x · 0, y · 0, 0) + (x2 + y2)(−y, x, 0) = (−y, x, 0).

Definimos la siguiente curva en S2.

β : R −→ S2

t 7−→ (cos t, sen t, 0)

Notemos que β[R] = { (x, y, 0) ∈ S2}. Si calculamos la derivada de β

β′(t) = (− sen t, cos t, 0) = X(cos t, sen t, 0) = X(β(t)).

Llegamos a que β es curva integral de X. Tomando n ∈ N es claro que

β(0) = (cos 0, sen 0, 0) = (cos 2πn, sen 2πn, 0) = β(2πn).

Luego β es órbita cerrada de periodo 2π. Hasta ahora sabemos que, para z = 1 o z = −1,
(x, y, z) es una singularidad de X. Si z = 0 entonces la órbita de (x, y, z) es una órbita
cerrada de periodo 2π.

Consideremos ahora (x0, y0, z0) ∈ S2 con 0 < z0 < 1, entonces 0 < x2
0 + y2

0 < 1.
Tomando una carta local ϕ : { (x, y, z) ∈ S2 : z > 0 } −→ B1(0) ⊆ R2 definida por
ϕ(x, y, z) = (x, y) con inversa ϕ(x, y) = (x, y,

√
1− x2 − y2).

Sea Y = ϕ∗X. Al ser ϕ difeomorfismo y por la definición de Y . ϕ lleva órbitas de X
en órbitas de Y , se sigue que

(x, y, z) ∈ ωX(x0, y0, z0)⇔ ϕ(x, y, z) = (x, y) ∈ ωY (x0, y0).

Calculemos ahora expĺıcitamente el campo Y .

Dϕ(x, y, z) =

(
1 0 0
0 1 0

)
.

Tomando z =
√

1− x2 − y2:

Y (x, y) = Dϕ(x, y, z)X(x, y, z)

= Dϕ(x, y, z)
[
(x(1− x2 − y2), y(1− x2 − y2), 0) + (x2 + y2)(−y, x,−z)

]

= (1− x2 − y2)(x, y) + (x2 + y2)(−y, x)
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Sean r = ‖(x0, y0)‖ = (x2
0 + y2

0)1/2 y S1
r = { (x, y ∈ R2 : ‖(x, y)‖ = r }. Para

(x, y) ∈ S1
r , como (−y, x) es ortogonal a (x, y),

〈Y (x, y) , (−y, x)〉 = 〈(1− x2 − y2)(x, y) + (x2 + y2)(−y, x), (−y, x)〉
= (1− x2 − y2)〈(x, y) , (−y, x)〉 + (x2y2)〈(−y, x) , (−y, x)〉
= 0 + ‖(x, y)‖2‖(−y, x)‖2

= ‖(x, y)‖‖(−y, x)‖r2.

Por otro lado:

〈Y (x, y) , Y (x, y)〉 = 〈(1− r2)(x, y) + r2(−y, x) , (1− r2)(x, y) + r2(−y, x)〉
= (1− r2)‖(x, y)‖2 + r2‖(−y, x)‖
= r2 − r4 + r4 = r2.

Es decir ‖Y (x, y)‖ = ‖(x, y)‖. Luego 〈Y (x, y) , (−y, x)〉 = ‖Y (x, y)‖‖(−y, x)‖r2. Re-
cordando que para u, v ∈ R2 se tiene la siguiente igualdad 〈u , v〉 = ‖u‖‖v‖ cos θ(u, v)
donde θ(u, v) es el ángulo entre u, v. Si sustituimos u = Y (x, y) y v = (−y, x), como
0 < r < 1, entonces 0 < θ

(
Y (x, y), (−y, x)

)
< 2π. Por lo tanto Y (x, y) apunta hacia

“afuera” de S1
r . Dicho de otra forma, ‖Yt(x, y)‖ es estrictamente creciente. Por lo tanto

ωY (x, y) ∩ Br(0) = ∅. Luego ωX
(
x, y,

√
1− x2 − y2

)
∩ S2

+ = ∅. Por la unicidad de las
curvas integrales O(x, y, z) ⊆ S2

+, por lo tanto para (x, y, z) ∈ S2
+. Se sigue que ω(x, y, z)

está contenido en el ecuador. Pero ω(x, y, z) es cerrado, no vaćıo e invariante bajo el flujo,
por lo que necesariamente ω(x, y, z) = { (x, y, 0) ∈ S2}. Análogamente si −1 < z < 0
entonces ω(x, y, z) = { (x, y, 0) ∈ S2}.

Por otro lado, ‖Yt(x, y)‖ estrictamente creciente implica que el ĺımt→−∞‖Y (x, y)‖ = 0.
Por lo tanto αY (x, y) = 0.

Por lo tanto z 6= 0 =⇒ αX(x, y, z) =

{
pN para z > 0.

pS para z < 0.

Denotemos por T 2 el toro de revolución en R3.

Ejemplo. Describiremos, para cada λ ∈ R, un campo vectorial Y λ ∈ X∞(T 2). Mostra-
remos que para λ ∈ Q las órbitas de Y λ son todas órbitas cerradas. Para λ ∈ R−Q, las
órbitas de Y λ son todas regulares y densas en T 2.

Sea ϕ : R2 −→ T 2 ⊆ R3 parametrización del toro dada por

ϕ(u, v) =
(
(2 + cos 2πv) cos 2πu, (2 + cos 2πv) sen 2πu, sen 2πv

)
.

ϕ es un difeomorfismo local C∞. Por otro lado, si ϕ(u, v) = ϕ(ū, v̄), entonces

1) (2 + cos 2πv) cos 2πu = (2 + cos 2πv̄) cos 2πū.

2) (2 + cos 2πv) sen 2πu = (2 + cos 2πv̄) sen 2πū.

3) sen 2πv = sen 2πv̄.

De la tercera identidad concluimos que v− v̄ ∈ Z. Por lo tanto 2 + cos 2πv = 2 + cos 2πv̄,
lo que implica que cos 2πu = cos 2πū y por lo tanto también u− ū ∈ Z.

Es decir: ϕ(u, v) = ϕ(ū, v̄)⇐⇒ (u− ū, v − v̄) ∈ Z2.
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Ahora, para cada λ ∈ R definimos

Xλ : R2 −→ R2 Xλ(u, v) 7−→ (1, λ).

Sea Y λ = ϕ∗Xλ : T 2 −→ TT 2, X ∈ X∞(R2)⇒ Y ∈ X∞(T 2).

Verifiquemos que:

• Para λ ∈ Q, toda órbita de Y λ es cerrada.

• Para λ ∈ R−Q, toda órbita Y λ es densa en T 2.

Para mostrar esto, sea lc ⊆ R2 la recta con pendiente λ que pasa por el punto (0, c).
Parametrizamos lc = { (t, c+ λt) : t ∈ R } por βc(t) = (t, c+ λt). Notemos entonces que
β′c(t) = (1, λ) = Xλ(βc(t)). Por lo tanto las rectas lc son las órbitas de Xλ, lo que implica
que ϕ[lc] ⊆ T 2 son las órbitas de Y λ.

Supongamos ahora que λ ∈ Q, digamos λ = p/q con p y q primos relativos. Entonces

βc(0)− βc(q) = (0, c)− (q, c+ (p/q)q) = (−q,−p) ∈ Z2.

Luego, ϕ(βc(0)) = ϕ(βc(q)). Como ϕ◦βc es ĺınea integral de Y λ, llegamos a que ϕ◦βc
es órbita cerrada. Si tomamos 0 < t0 < q, entonces βc(0) − βc(t0) = (−t0, (p/q)t0). Por
lo tanto, para t0 /∈ Z, tenemos ϕ(βc(0)) 6= ϕ(βc(t0)). Si t0 ∈ Z entonces (pt0)/q ∈ Q− Z,
ya que p y q son primos relativos y 0 < t0 < q. En este caso también llegamos a que
ϕ(βc(0)) 6= ϕ(βc(t0)). Concluimos que ϕ ◦ βc tiene periodo q.

Aśı, si λ ∈ Q, todas las órbitas de Y λ son cerradas de periodo q, donde λ = p/q.

Supongamos ahora que λ ∈ R−Q. Fijemos c0 ∈ R, sea C = { c ∈ R : ϕ[lc] = ϕ[lc0 ] }.
Si C es denso en R, entonces ∪c∈C lc es denso en R2. Al ser ϕ continua y suprayectiva
ϕ[lc0 ] = ϕ[∪c∈C lc] es denso en T 2 con lo que terminamos.

Verifiquemos que C es denso en R. Para esto nos fijamos en G = { (mλ+ n) : n,m ∈
Z }. Debido a que c ∈ C si y sólo si c − c0 ∈ G, entonces G es denso en R si y sólo si C
es denso en R. Pero (G,+, 0) es un subgrupo de (R,+, 0), por lo tanto G es discreto o
denso en R.

Veamos que G no es discreto. Para cada m ∈ Z existe un nm ∈ Z de manera que
mλ + nm ∈ [0, 1]. Denotemos por um = mλ + nm. Sean m1,m2 ∈ Z con m1 6= m2.
Tenemos dos casos um1 − um2 ∈ [0, 1] o um2 − um1 ∈ [0, 1]. Supongamos sin perdida de
generalidad que: um1 − umw = (m1 −m2)λ + (n1 − n2) ∈ [0, 1] . Si um1 = um2 entonces
(m1−m2)λ = n1−n2. Pero λ /∈ Q implica (m1−m2)λ /∈ Z, lo cual es una contradicción
ya que n1 − n2 ∈ Z. Por lo tanto um1 6= um2 . Aśı, tenemos una sucesión de elementos
distintos {um }m∈Z ⊆ [0, 1]. Al ser [0, 1] compacto, hay un punto de acumulación. Con lo
que podemos concluir que G no es discreto y por lo tanto ϕ[lc0 ] es denso en T 2.

Haciendo variar c0 ∈ R concluimos que, para λ ∈ R−Q, toda órbita de Y λ es densa
en T 2 .

Sea M variedad diferenciable y gp : TpM −→ R forma bilineal positiva definida. Una
métrica riemanniana para M es una función Ck g : TM −→ R tal que ∀p ∈M g|TpM =
gp. Es decir, g vaŕıa diferenciablemente respecto a p.

Sean M variedad diferenciable con g métrica riemanniana sobre M , y f : M −→ R
de clase Ck+1. Definimos el campo gradiente de f , X := grad(f) : M −→ TM , como el
único vector X(p) ∈ TpM tal que ∀v ∈ TpM dfp(v) = g

(
X(p) , v

)
.
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Ejemplo. Los campos gradientes forman una clase interesante de ejemplos. A continua-
ción daremos dos caracteŕısticas importantes de los campos gradientes. Sean p ∈ M y
X = grad(f), entonces

• p es singularidad de X si y solamente si dfp(v) = 0 ∀v ∈ TpM .

• Si p es punto regular de X. Entonces dfp
(
X(p)

)
= g(X(p), X(p)) > 0 es siempre

positivo. En particular X no tiene órbitas cerradas. Ya que O(p) = γ órbita cerrada
implica que γ es una subvariedad compacta de M . Se sigue que f |γ : γ −→ R
alcanza su máximo y su mı́nimo en γ. En particular hay un q ∈ γ tal que dfq = 0 y
por lo tanto q es una singularidad de X, una contradicción.

En particular, si f es una función sobre M , con M variedad compacta, f alcanza su
máximo y su mı́nimo en M . Por lo que grad(f) tiene, por lo menos, dos singularidades.

Aśı, grad(f) es un campo vectorial sin órbitas cerradas y con singularidades.

A continuación estudiaremos el comportamiento de la dinámica de campos vectoriales
Ck en la esfera S2. Debido al teorema de la curva de Jordan, el comportamiento de las
órbitas en la esfera no es muy complicado, a diferencia del Toro donde puede llegar a
haber órbitas densas. La estructura de los ω-ĺımites en la esfera quedan descritos por el
Teorema de Poincaré-Bendixson, el cual demostraremos al final de esta sección.

Lema 1.2.3. Si Σ ⊆ S2 es un sección transversal a X ∈ Xk(S2) en p ∈ S2, entonces
O+(p) intersecta a Σ en una secuencia monótona, es decir, si pi es la i-ésima intersección
de Σ con O+(p) entonces pi ∈ [pi−1, pI+1].

Demostración. Fijémonos en la curva dada por el segmento [pi−1, pi] ⊆ Σ y la curva
generada por el flujo que une pi−1 con pi. Esta es una curva cerrada sin autointersecciones,
por el teorema de la curva de Jordan delimita un disco D, pero O+(p) ⊆ D. Se sigue que
pi+1 ∈ D ∩ Σ. Concluimos que pi ∈ [pi−1, pi+1].

Observación. Si γ es una trayectoria entonces ω(γ) ∩ Σ es, a lo más, un punto.

Lema 1.2.4. Si el ω-ĺımite de una trayectoria γ no contiene singularidades entonces ω(γ)
es una órbita cerrada.

Demostración. Sea p ∈ ω(γ). Veamos que O(p) es cerrada, para esto tomamos x ∈ ω(p)
entonces x ∈ ω(γ). Por lo tanto X(x) 6= 0 y podemos tomar una sección transversal
Σ ⊆ S2 a X por x. Por el lema anterior, O+(p) intersecta a Σ en una secuencia monótona
{ pn } con pn → x, pero {pn} ⊆ ω(γ) ∩ Σ, por la observación anterior esto implica que la
sucesión {pn} es constante, por lo que pn = x ∀n ∈ N.

Por lo tanto ω(p) es una órbita cerrada.

Lema 1.2.5. Sean p1, p2 ∈ S2 singularidades distintas con p1, p2 ∈ ω(p) para alguna
p ∈ S2. A lo más existe una trayectoria γ ⊆ ω(p) tal que α(γ) = p1 y ω(γ) = p2.

Demostración. Supongamos que existen dos órbitas distintas, γ1 y γ2, las cuales satis-
facen: α(γ1) = p1 = α(γ2) y ω(γ1) = p2 = ω(γ2). Fijándonos en la curva C1 dada por
las trayectorias γ1, γ−1

2 ( γ2 recorrida en sentido inverso). Por el Teorema de la curva de
Jordan, C1 separa a S2 en dos discos, uno de los cuales contiene a p. Sean Σ1 y Σ2

segmentos transversales a γ1 y γ2 respectivamente, con q1 ∈ γ1 ∩ Σ1 y q2 ∈ γ2 ∩ Σ2.
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Como γ1 y γ2 ⊆ ω(p), hay a, b ∈ S2 tales que Σ1 intersecta O+(p) en a y Σ2 intersecta
O+(p) en b.

p1

p2

Σ1

Σ2

q1

q2

a

b

1

Si nos fijamos en la curva que une los puntos abq2p2q1a = C. Es una curva simple
cerrada, por lo que separa S2 en dos discos, A y B. Por el Lema 1.23 O+(p) ∩ (q2, b) = ∅
por lo que O+(b) ⊆ A, pero p1 ∈ ω(p) = ω(b) y p1 ∈ B, una contradicción. Luego,
γ1 = γ2.

Teorema 1.2.6 (Teorema de Poincaré - Bendixson). Si X ∈ Xk(S2) tiene un núme-
ro finito de singularidades y p ∈ S2 entonces ocurre una de las siguientes:

1) ω(p) es una singularidad.

2) ω(p) es una órbita cerrada.

3) ω(p) está constituido por singularidades p1, . . . , pn y órbitas regulares tales que, si
γ ⊆ ω(p), entonces α(γ) = pi y ω(γ) = pi+1.

p1 p2 pn

γ1 γ2 γn−1 γn

1

Demostración.
1) Si ω(p) no contiene puntos regulares, por la conexidad del ω-ĺımite, ω(p) = {q}.

2) Si ω(p) no tiene puntos singulares entonces, por el Lema 1.2.4 ω(p), es una órbita
cerrada.

3) Supongamos ahora que ω(p) tiene tanto puntos regulares como puntos singulares.
Sea γ ⊆ ω(p) trayectoria regular. Por conexidad, sabemos que si ω(γ) no contiene puntos
regulares entonces ω(γ) = pi. Supongamos que hay q ∈ ω(γ) punto regular y sea Σ
segmento transversal con q ∈ Σ. Dado que γ ⊆ ω(p), γ intersecta a Σ en sólo un punto.
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Por el Lema 2.2.3 γ ∩Σ = {q} implica ω(γ) trayectoria cerrada y ω(p) = ω(γ). Pero esta
es una contradicción ya que ω(p) contiene puntos singulares.

Por lo tanto ω(γ) = {pi}. Análogamente α(γ) = {pj}. Por el Lema 2.2.5, γ es la única
trayectoria que une pi con pj, por la conexidad del ω-ĺımite, ω(p) es una cadena de sin-
gularidades p1, . . . , pn unidas por trayectorias γi de manera que γi es la única trayectoria
que une pi = α(γi) con pi+1 = ω(γi).

Corolario (1). X ∈ Xk(S2) tiene por lo menos una singularidad.

Demostración. Sea X ∈ Xk(S2). Supongamos que X no tiene singularidades, en parti-
cular, X tiene un número finito. Tomamos p ∈ M un punto cualquiera, por el Teorema
de Poincaré-Bendixson, ω(p) es una órbita cerrada que separa a S2 en dos discos. Sean
D1 y D2 estos discos. Nos fijamos en el disco cerrado D = D1 ∪ ω(p). Para cada q ∈ D,
ω(q) es una órbita cerrada. Sea τq el periodo de ω(q) entonces, al ser cada τq positivo y
D compacto, τ = mı́n{τq : q ∈ D} es también positivo, esto se sigue de la continuidad
del flujo. Si nos fijamos ahora en el difeomorfismo Xτ/2|D : D → D, es un difeomorfismo
en el disco cerrado que no tiene puntos fijos, lo que es una contradicción al teorema del
punto fijo de Brouwer. Por lo tanto X tiene por lo menos un punto fijo.

Corolario. (2) El teorema de Poincaré-Bendixson también es válido en el plano proyec-
tivo. Es decir, para X ∈ Xk(P 2R) con una cantidad finita de singularidades. El ω-ĺımite
de p ∈ P 2R es una singularidad, una órbita cerrada, o está constituido por singularidades
pi y órbitas regulares γi tales que pi = α(γi) y ω(γi) = pi+1.

Demostración. Consideramos P 2R = S2/ ∼, donde ∼ es la relación de equivalencia

dada por p ∼ (−p). Entonces X ∈ Xk(P 2R) implica que hay X̃ ∈ Xk(S2) tal que

π∗X̃ = X, donde π es la proyección π(p) = [p] la clase de equivalencia de p. Por lo que si

X tiene un número finito de singularidades, entonces también X̃ tiene un número finito
de singularidades.

Sea ϕ : U −→ R2 carta local de S2 de manera que π|U es inyectiva. Entonces

ϕ ◦ π−1 : π[U ] −→ R2 es carta local de P 2R. Notemos que la representación de X y X̃

en estas cartas es la misma. Es decir, Y = (ϕ ◦ π−1)∗X = ϕ∗ ◦ π−1
∗ X = ϕ∗X̃. Sea β

curva integral de Y , entonces ϕ−1 ◦ β y (ϕ ◦ π)−1 ◦ β son curvas integrales de X̃ y X,

respectivamente. Es claro que π ◦ (ϕ ◦ π)−1β = ϕ−1β. Luego, π lleva órbitas de X̃ en

órbitas de X. Al ser π suprayectiva, toda órbita de X proviene de una órbita de X̃. Al
ser π una aplicación cerrada, debe preservar los ω-ĺımites. Es decir π(ωX̃(p)) = ωX([p]),
se sigue que ωX([p]) cumple lo mismo que ωX̃(p).

Corolario. (3) Supongamos que F ⊆ M2 es una región homeomorfa a un anillo, o a la
banda de Möebius, y X ∈ Xk(M) es tal que Xt[F ] ⊆ F ∀t ∈ R. Entonces el teorema de
Poincaré-Bendixson es válido en F .

Demostración. Como el resto de la variedad M − F no es de importancia, tomando
f : F → S2 encaje, podemos suponer F ⊆M donde M = S2 o M = RP 2. Según si F es
un anillo o la banda de Möebius, S2 − F son dos discos disjuntos, RP 2 − F es un disco.

Aśı, supongamos que X tiene una cantidad finita de singularidades en F entonces,
tomando p ∈ F , como ω(p) ⊆ F , la misma demostración que se dio en el teorema es
válida.
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1.3. Topoloǵıa de funciones Ck

Para poder hablar de la estabilidad estructural de un sistema dinámico, necesitamos un
concepto de cercańıa. Para esto, dotaremos al espacio de aplicaciones Ck entre variedades
de una topoloǵıa.

Si el dominio M es una variedad compacta, obtenemos los siguientes resultados impor-
tantes: Tanto el conjunto de campos vectoriales como el de difeomorfismos son espacios
de Baire separables. Los sistemas dinámicos suaves son densos en sus respectivos espacios:
X∞(M) ⊆ Xk(M) y Dif∞(M) ⊆ Difk(M).

Para esta sección utilizaremos una cubierta de M con las siguientes caracteŕısticas.
Sea { (ϕi, Ui) }ni=1 un cubierta de M tal que ϕi[Ui] = B2(0) y ∀i ∈ {1, . . . , n} hay Vi ⊆ Ui
abierto tal que

⋃n
i=1 Vi = M y ϕi[Vi] = B1(0), en particular ϕi[Vi] = B2(0). A una

cubierta que satisfaga lo anterior la llamaremos una buena cubierta de M .

Definición. Sea M variedad diferenciable compacta.

El conjunto Ck(M,Rs) = { f : M −→ Rs : f es Ck } es un espacio vectorial con la
suma puntual (f + g)(p) = f(p) + g(p) y multiplicación por escalares (λf)(p) = λ(f(p))

Dotamos a Ck(M,Rs) de una norma de la siguiente manera: Sea {(ϕiUi)}nI=1 una
buena cubierta abierta de M .

Si f ∈ Ck(M,Rs) definimos f i = f ◦ ϕ−1
i : Rn → Rs. Definimos la norma Ck de f

como ‖f‖k = max{supu∈B1(0){‖f i(u)‖, ‖df i(u)‖, . . . , ‖d(f i)k(u)‖} }. Es inmediato de las
propiedades de maximos, supremos y debido a que está definida en base de normas, que
esta es una norma sobre Ck(M,Rs) cuya topoloǵıa no depende de las bases {Vi }, {Ui }
escogidas.

Proposición 1.3.1. (Ck(M,Rs), ‖−‖) es un espacio métrico completo, de Baire y sepa-
rable.

Demostración. Al ser M compacto, (C0(M,Rs), ‖−‖) es un espacio métrico, de Baire y
separable. Por otro lado, es claro de la definición de esta métrica que ‖−‖k ≤ ‖−‖0 =
‖−‖sup. Por lo tanto la convergencia en Ck(M,Rs) es uniforme y Ck(M,Rs) ⊆ C0(M,Rs)
es un subconjunto cerrado, por lo que también es un espacio métrico completo, de Baire
y separable.

Lema 1.3.2. Sea f : U ⊆ Rm −→ Rs función de clase C l, con U abierto. Para K ⊆ U
compacto y ε > 0 existe una g ∈ C∞(Rm,Rs) tal que ‖f − g‖l < ε en K.

Demostración. Sea ϕ : Rm → R C∞ tal que ϕ|K = 1 y con soporte contenido en U .
Fijándonos en la función h = ϕf : Rm → Rs, h cumple que h|K = f |K y h tiene soporte
contenido en U , y h ∈ C l(Rm,Rs) ya que f y ϕ son C l. Al ser K compacto existe una
δ > 0 tal que sup{‖djh(u+v)−djh(u)‖ : u ∈ K y ‖v‖ < δ } < ε, esto para j ∈ { 1, . . . , l}.
Sea ϕδ : Rm → R función auxiliar tal que ϕδ(v) = 0 si ‖v‖ > δ y

∫
Bδ(0)

ϕδ(v)dv = 1.

Definimos g como la función:

g : Rm −→ Rs

u 7−→
∫

Bδ(0)

ϕδ(v)h(u+ v)dv
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Notemos que bajo el cambio de variable z = u+ v, dz = dv entonces

g(u) =

∫

Bδ(0)

ϕδ(v)h(u+ v)dv =

∫

Bδ(u)

ϕδ(z − u)h(z)dz.

Luego, tenemos que la diferencial j-ésima de g es de la forma:

djg =

∫

Bδ(0)

ϕδ(v)djh(u+ v)dv

= (−1)j
∫

Bδ(u)

ϕδ(z − u)h(z)dz.

Como ϕδ es C∞, también lo es g y

‖djg(u)− djh(u)‖ =

∥∥∥∥
∫

Bδ(0)

ϕδ(v)djh(u+ v)dv − djh(u)

∫

Bδ(0)

ϕδ(v)dv

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫

Bδ(0)

ϕδ(v)(djh(u+ v)− djh(u))dv

∥∥∥∥

≤ sup{ ‖djh(u+ v)− djh(u) : ‖v‖ < δ‖ }
∫

Bδ(0)

ϕδ(v)dv

< ε.

Como h|K = f |K entonces ‖g − f‖l < ε en K.

Lema 1.3.3. Sea M variedad diferenciable compacta. Entonces C∞(M,Rs) ⊆ Ck(M,Rs)
es denso.

Demostración. Sea f ∈ Ck(M,Rs), definimos fi = f ◦ ϕ−1
i : B2(0) → Rs. Por el lema

1.3.2, dado que B1(0) ⊆ B2(0) es compacto, existe una gi ∈ C∞(Rs,Rs). La cual satisface
gi|B1(0) = fi|B1(0) y ‖gi − fi‖k < ε/n.

Sea {ψj}j≤n partición de la unidad subordinada a {Ui}. Definimos g : M −→ Rs por
g =

∑n
i=1 ψi(gi ◦ ϕi). Al ser ϕi, gi y ψi aplicaciones suaves, tenemos g ∈ C∞(M,Rs) y

‖g − f‖k =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

[
ψi(gi ◦ ϕi)− ψif

]∥∥∥∥∥
k

≤
n∑

i=1

ψi‖(gi ◦ ϕi)− f‖k

=
n∑

i=1

ψi‖gi − fi‖k

<

n∑

i=1

ψi
ε

n
= ε.

Ahora, si tomamos N ⊆ Rs subvariedad cerrada (Por el teorema de Withney toda
variedad es encajable como un conjunto cerrado en algún Rs.), entonces Ck(M,N) ⊆
Ck(M,Rs) es un subespacio métrico completo, de Baire y separable.

Sean N1 ⊆ Rs1 , N2 ⊆ Rs2 subvariedades cerradas y φ : N1 −→ N2 aplicación C l con
k ≤ l ≤ ∞. Definimos la aplicación φ∗ : Ck(M,N1) −→ Ck(M,N2) por φ∗(f) = φ ◦ f .
Como φ ∈ C l(N1, N2), φ ◦ f es Ck.
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Proposición 1.3.4. La aplicación φ∗ es continua

Demostración. Podemos extender φ a una función Ck, φ̃ : Rs1 −→ Rs2 tal que φ̃|N1 = φ.

Sea (ϕi, Ui) un buen atlas de M . Sean f, g ∈ Ck(M,N1). Al ser φ̃, f y g funciones Ck , y
ϕ−1
i ser suave se sigue que, para cada ε > 0 hay δ > 0 tal que, si ‖f ◦ϕ−1

i − g ◦ϕ−1
i ‖ < δ,

entonces ‖φ̃ ◦ f ◦ϕ−1
i − φ̃ ◦ g ◦ϕ−1

i ‖ < ε. Esto para cada carta ϕi, al ser un número finito

de cartas entonces ‖f − g‖k < δ implica ‖φ ◦ f − φ ◦ g‖k = ‖φ̃ ◦ f − φ̃ ◦ g‖ < ε. Lo que
muestra la continuidad de φ∗.

Proposición 1.3.5. Sean M y N variedades diferenciables, con M compacta. El con-
junto de aplicaciones suaves C∞(M,N) ⊆ Ck(M,N) es denso.

Demostración. Por el teorema de Withney, podemos suponer queN ⊆ Rs es una subvarie-
dad cerrada. Sea N ⊆ V ⊆ Rs vecindad tubular de N . Dado que C∞(M,Rs) ⊆ Ck(M,Rs)
es denso, si nos fiamos en la proyección π : V → N , por el lema anterior π∗ es continua
y suprayectiva (f ∈ Ck(M,N) ⇒ π∗(f) = f). Por lo tanto π∗[C∞(M,Rs)] ⊆ Ck(M,N)
es denso, pero π es suave, es decir: h ∈ C∞(M,Rs) ⇒ π ◦ h ∈ C∞(M,N). Se sigue que
π∗[C∞(M,Rs)] ⊆ C∞(M,N). Por lo tanto C∞(M,N) es denso en Ck(M,N).

Proposición 1.3.6. Si M es una variedad compacta entonces Difk(M) ⊆ Ck(M,M) es
abierto

Demostración. Sea f ∈ Difk(M). Por el teorema de la función inversa, para cada p ∈M
hay Vp ⊆ M y Ṽp ⊆ Ck(M,M) vecindades abiertas de p y f respectivamente tales

que ∀g ∈ Ṽp, g|Vp es difeomorfismo. Como M es compacto y {Vp} cubre M , podemos
tomar una subcubierta finita {V1, . . . , Vn} de M . Sea δ su número de Lebesgue. Tomando

Ṽ =
⋂
i≤n Ṽi. Por lo que g ∈ Ṽ implica que g es un difeomorfismo local. Para p, q ∈M :

d(p, q) < δ =⇒ p, q ∈ Vi =⇒ g(p) 6= g(q).

Sea ρ = ı́nf {d(f(p), f(q) : p, q ∈ M y d(p, q) < δ}, ρ > 0. Luego, si g es tal que
‖f − g‖k < ρ/2. Entonces para cada p, q ∈M con d(p, q) ≥ δ se tiene que d(g(p), g(q)) ≥
ρ/2 > 0. Por lo tanto, disminuyendo Ṽ de ser necesario, ∀g ∈ Ṽ , g es inyectiva.

Por otro lado, M compacta y g submersión implica g suprayectiva. Luego, g es un
difeomorfismo local biyectivo y por lo tanto g es un difeomorfismo.

Por lo tanto Ṽ ⊆ Difk(M).

De la proposición anterior se sigue que Difk(M) es un espacio de Baire separable con
Dif∞(M) ⊆ Difk(M) denso.

Finalmente, consideremos el espacio Xk(M) de campos vectoriales sobre M . Suponga-
mos que M ⊆ Rs. Aśı, tenemos que Xk(M) ⊆ Ck(M,Rs ×Rs) es un subespacio cerrado.
Ya que si {Xi} ⊆ Xk(M) es una sucesión convergente, digamos Xi → X, entonces para
cada p ∈ M X(p) ∈ TpM . Es decir, la sucesión Xi(p) converge necesariamente a un
punto de TpM , por lo que X(p) ∈ TpM y X ∈ Xk(M). Concluimos que Xk(M) es un
espacio de Baire separable.

Al buscar condiciones necesarias para la estabilidad de los sistemas dinámicos, encon-
tramos que la clase de los sistemas dinámicos estables están contenidos en un conjunto
residual. Como estamos trabajando en variedades compactas, el conjunto de sistemas
dinámicos es un espacio de Baire. Por lo que un conjunto residual es, en cierto sentido,
grande.
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1.4. Transversalidad

En general, la intersección de dos subvariedades no es una subvariedad. Es natural
entonces preguntarnos que condiciones nos garantizan que la intersección de subvariedades
continúe siendo una subvariedad. Esto nos lleva al concepto de transversalidad. La cual
es, en cierto sentido, una generalización de valores regulares.

Definición. Sea S ⊆ N subvariedad CK y f : M → N aplicación C l con k, l ≥
1. Decimos que f es transversal a S en p ∈ M , denotado f −tp S , si f(p) /∈ S o
dfp[TpM ] + TqS = TqN , donde q = f(p).

Decimos que f es transversal a S, denotado por f −t S, si lo es para cada p ∈M .

Observación. Es importante notar lo siguiente:

• Si f(M) ∩ S = ∅ entonces f −t S.

• dim(M) < dim(S) implica que
(
f −t S ⇔ f(M) ∩ S = ∅

)
.

• Si f es una submersión entonces f −t S, para cualquier subvariedad S de M .

Dadas S1, S2 ⊆ N subvariedades, decimos que son transversales (S1
−t S2) si i −t S2,

donde i : S1 ↪→ N es la inclusión.

Recordemos que toda subvariedad es, por lo menos localmente, la imagen inversa
de un valor regular. De manera más precisa: Si q ∈ S ⊆ Nm hay Vq ⊆ N vecindad
abierta de q y ϕ : Vq −→ Rs × Rm−s difeomorfismo tal que ϕ(S ∩ Vq) = Rs × {0}. Aśı
S ∩Vq = (π1 ◦ϕ)−1{0}, donde π2 : Rs×Rm−s −→ Rs×{0} es la proyección. Ahora, para
f : M → N es una aplicación Ck, dada p ∈M y q = f(p). Tomamos Up ⊆M vecindad
de p de manera que f [Up] ⊆ Vq tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.4.1. f −t S ⇔ 0 es valor regular de π2 ◦ ϕ ◦ f |Up para cada p ∈M .

Demostración. Recordando que T0Rs × {0} = Ker(dπ2).

f −t S ⇐⇒ dfp(TpM) + TqS = TqN

⇐⇒ dϕq(dfp(TpM)) + dϕq(TpS) = dϕq(TpN)

⇐⇒ d(ϕ ◦ f)p(TpM) + T0Rs × {0} = T0Rs × Rm−s

⇐⇒ dπ2(d(ϕ ◦ f)p(TpM)) = T0{0} × Rm−s

⇐⇒ d(π2 ◦ ϕ ◦ f)p(TpM) = T0{0} × Rm−s

⇐⇒ 0 es valor regular de π2 ◦ ϕ ◦ f.

Corolario. Si f −t S entonces f−1(S) ⊆ M es subvariedad de M , las cuales satisfacen:
codim(f−1(S)) = codim(S).

Proposición 1.4.2. Sean S ⊆ N subvariedad cerrada y M compacta. El conjunto
{f ∈ Ck(M,N) : f −t S} es abierto en Ck(M,N).

Demostración. Sea f ∈ Ck(M,N) con f −t S. Para cada q ∈ N tomamos (Vq, ϕq) carta
local Ck de N tal que ϕq(S ∩ Vq) = Rs × {0}. Al ser 0 valor regular se cumple que
∀p ∈ f−1(S) ∃Up ⊆ M tal que f(Up) ⊆ Vq y π ◦ ϕq ◦ f es una submersión. Sea
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Ṽp ⊆ Ck(M,N) vecindad abierta de f tal que, si g ∈ Ṽp entonces π ◦ ϕg(p) ◦ g es

submersión. Tomamos {Upi}ni=1 subcubierta finita de f−1[S] y Ṽ =
⋂
i≤n Ṽpi . Si g ∈ Ṽ

entonces π ◦ ϕg(p) ◦ g es submersión en p y 0 es valor regular de π ◦ ϕg(p) ◦ g. Como esto
es para cada p ∈ U , por el Lema anterior, g es transversal a S en U =

⋃
i≤n Ui.

Al ser U abierto, M−U es compacto. consideremos S ⊆ N ⊆ Rs. Como f [M−U ]∩S =
∅, para x ∈ M − U la distancia d(f(x), S) > 0 y ρ = ı́nf{ d(f(x), S) : x ∈ M − U} > 0.
Por lo tanto, si tomamos g de manera que ‖f − g‖ < ρ entonces ∀x ∈M − U g(x) /∈ S.
Es decir g −tx S.

Por lo tanto, disminuyendo Ṽ de ser necesario: g ∈ Ṽ ⇒ g −t S.

Proposición 1.4.3. Sea F : Λ×M −→ N , con Λ, M y N variedades Ck. Para S ⊆ N
subvariedad de N , definimos el conjunto Ts = {λ ∈ λ : Fλ

−t S }. Si F −t S entonces Ts
es residual en Λ.

Demostración. Sea π : Λ×M −→ Λ la proyección en Λ. Como F −t S, F−1(S) ⊆ Λ×M
es una subvariedad, la cual abreviaremos por W = f−1(S). Restringiendo πS = π|W ,
tomamos λ ∈ Λ valor regular de πS. Entonces πS(x) = λ y πS(TxW ) = TλΛ. Veamos
que Fλ

−t S. Notando que Fλ(p) = F (λ, p) y DFλ(p)(TpM) = DF (λ, p)(T(λ,p)({λ}×M)).
Sea v ∈ TqN donde q = Fλ(p). Sabemos que DF (λ, p)(TΛ ×M) + TqS = TqN , por lo
tanto hay (a, e) ∈ T(λ,p)T (Λ×M) tal que v−DF (λ, p)(a, e) ∈ TqS. Por otro lado, al ser λ
valor regular de πS, para (a, u) ∈ TpW , Dπs(a, u) = a, por lo que DF (λ, p)(a, u) ∈ TqS.
Aśı, tomando w = e− u ∈ TpM . DF (λ, p)(a, e) = DF (λ, p)(a, u) +DF (λ, p)(0, w).

v = v −DF (λ, p)(a, u) +DF (λ, p)(a, u)

= v − (DF (λ, p)(a, e)−DF (λ, p)(0, w)) +DF (λ, p)(a, u)

=
(
v −DF (λ, p)(a, e) +DF (λ, p)(a, u)

)
+DFλ(p)(w).

Como v − DF (λ, p)(a, e) ∈ TqS, DF (λ, p)(a, u) ∈ TqS y DFλ(p)(w) ∈ TpM ,
concluimos que v ∈ TqS +DFλ(p)(TpM).

Corolario. (1) Sean f : M −→ Rn función suave y S ⊆ Rn una subvariedad. El conjunto
{ v ∈ Rn : (f + v)−t S } es residual.

Demostración. Sea F : Rn ×M −→ Rn F (v, p) = f(p) + v es submersión. Por lo tanto
F −t S.

Corolario. (2) Si S ⊆ Rn subvariedad y M variedad compacta. Si S es cerrado entonces
{ f ∈ Ck(M,Rn) : f −t S} = Ts es residual y abierto.

Demostración. Se sigue de la proposición 1.4.2 y el primer corolario.

Teorema 1.4.4 (Teorema de transversalidad de Thom). Si M es una variedad
compacta y S ⊆ N es una subvariedad cerrada, entonces { f ∈ Ck(M,N) : f −t S } es
abierto y denso en Ck(M,N).

Demostración. Por la proposición 1.4.2, sabemos que { f ∈ Ck(M,N) : f −t S } es abierto.
Sólo falta demostrar la densidad.

Sean f ∈ Ck(M,N) y ψ : V ⊆ N −→ Rm carta local centrada en f(p). Sea Up ⊆M

vecindad abierta de p tal que f(Up) ⊆ V . Tomamos Ṽp ⊆ Ck(M,N) vecindad de f tal que

∀g ∈ Ṽp g(Up) ⊆ V . Fijándonos en la función y◦f : M → Rm, como y◦f ∈ Ck(M,Rm),
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para casi toda v ∈ Rm (y ◦ f) + v −t y[S]. Por lo tanto ∀ε > 0 ∃v ∈ Rm con ‖v‖ < ε
y
(
(y ◦ f) + v

) −t y(S). Aśı, si tomamos gv = ψ−1(ψ ◦ f + v)), entonces ‖gv − f‖k < ε
y gv

−t S en Up. La familia de estas vecindades {Up} cubre M , tomando una subcubierta

finita {Ui}i≤l y Ṽ =
⋂
i≤l Ṽi hay gv ∈ Ṽ tal que ‖gv − f‖k < ε y gv

−t S en⋃
i≤l Ui = M .

1.5. Estabilidad Estructural

Buscamos estudiar el comportamiento topológico del espacio de órbitas asociado a
un sistema dinámico. En este caso nos enfocamos en las órbitas de un campo vectorial,
más adelante veremos que estas están ligadas al estudio de difeomorfismos. Es natural
entonces preguntarse cuando dos espacios de órbitas tienen la misma descripción. Para
esto, definimos las siguientes relaciones de equivalencia:

Definición. Sean X, Y ∈ Xk(M) donde M es una variedad diferenciable.

• Decimos que X es topológicamente equivalente a Y si existe h : M −→ M homeo-
morfismo que manda órbitas de X en órbitas de Y y que mantenga la orientación.
Es decir, h[OX(p)] = OY (h(p)) con h[O+

X(p)] = OY (h(p))

• Decimos que X es conjugado de Y si hay h : M −→ M homeomorfismo tal que
∀p ∈M ∀t ∈ R, hXt(p) = Yth(p).

Observación. X y Y conjugados =⇒ X y Y topológicamente equivalentes.

Directo de la definición tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.5.1 (1)). Si X y Y topológicamente equivalentes, entonces

1. p es singularidad de X si y solamente si h(p) es singularidad de Y

2. O(p) es órbita cerrada de X si y solamente si O(h(p)) es órbita cerrada de Y . Si
X y Y son conjugados entonces O(p) y (O(h(p)) tienen el mismo periodo.

3. h(ω(p)) = ω(h(p)) y h(α(p)) = α
(
h(p)

)
.

Algunos ejemplos:

Ejemplo. Definimos dos campos lineales X, Y ∈ X∞(R2) por X(x, y) = (x, y) y
Y (x, y) = (x+ y,−x+ y). Los flujos de X y Y están dados por

Xt(c1, c2) = (c1e
t, c2e

t) Yt(c1, c2) = e2t

(
cos t sen t
− sen t cos t

)(
c1

c2

)
.

Queremos definir h : R2 → R2 homeomorfismo que conjugue X y Y . Dado que 0 ∈ R2

es la única singularidad, es necesario que h(0) = 0. Por otro lado S1 ⊆ R2 es transversal
a X y a Y . Ya que si (x, y) ∈ S1, como T(x,y)S

1 = { (a, b) ∈ R2 : 〈(a, b), (x, y)〈= 0 },
entonces X(x, y) = (x, y) /∈ T(x,y)S

1 y Y (x, y) = (x+ y, y − x) /∈ T(x,y)S
1 pues

〈(x, y), (x, y)〉 = x2 + y2 = 1 6= 0

〈(x+ y, y − x), (x, y)〉 = x2 + xy + y2 − xy = x2 + y2 = 1 6= 0.
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1

(a) Flujo de X

1

(b) Flujo de Y

Aśı, para p ∈ S1 definimos h(p) = p. Si q ∈ R2 − (S1 ∪ {0}) entonces hay un úni-
co tq ∈ R − {0} tal que Xtq(q) ∈ S1. Esto ya que, a excepción del origen, las órbi-
tas de X son crecientes no acotadas. Definimos h(q) = Y−tqh(Xtq(q)) = Y−tqXtq(q)
(h|S1 = IdS1 ). Como el flujo global de X y Y es continuo, h es continua con inver-
sa h−1(q) = X−tqh

−1Ytq(q) = XtqYtq que, por lo mismo, es también continua. Es decir,
h es un homeomorfismo. Notemos que podemos escoger cualquier homeomorfismo de S1

para extenderlo a R2.

Ejemplo. Daremos ahora un ejemplo de dos campos que no son topológicamente equiva-
lentes. Sean X, Y ∈ X∞(R2) campos lineales con matŕıces asociadas en la base canónica

X =

(
1 1
−1 0

)
Y =

(
0 −1
1 0

)
.

Sus flujos globales dados por:

Xt(c1, c2) = et/2
(

cos t sen t
− sen t cos t

)(
c1

c2

)
Yt(c1, c2) =

(
cos t − sen t
sen t cos t

)(
c1

c2

)

1

(a) Flujo de X

1

(b) Flujo de Y

X y Y no pueden ser topológicamente equivalentes, ya que Y tiene una infinidad de
órbitas cerradas (todas sus órbitas lo son) mientras que X no tiene órbitas cerradas.

Decimos que un sistema dinámico es estructuralmente estable si el comportamiento
de sus órbitas no se altera bajo pequeñas perturbaciones al campo X. Más formalmen-
te tenemos la siguiente definición para campos vectoriales, más adelante daremos una
análoga para difeomorfismos:

Definición. Un campo X ∈ Xk(M) es estructuralmente estable si hay V ⊆ Xk(M)
vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ V , X es topológicamente equivalente a Y .

Si X no es estable diremos que es inestable.
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Ejemplos de campos vectoriales que no son estables son los siguientes:

Ejemplo. Consideremos los campos Xλ ∈ X∞(T 2) del ejemplo 1.3 en la sección 2. Estos
campos no son estables, ya que λ ∈ Q implica que Xλ puede ser aproximado por campos
Xδ con δ ∈ R−Q que no tienen órbitas cerradas. Al contrario de Xλ, cuyas órbitas son
todas cerradas cerradas. Análogamente para λ ∈ R−Q. El campo Xλ es aproximado por
campos Xδ con δ ∈ Q.

En el cuarto caṕıtulo veremos que, si M tiene dimensión 2 y X ∈ Xk(M) tiene una
infinidad de órbitas cerradas, entonces X es inestable.

Ejemplo. Sea Π ⊆ R3 el plano tangente al toro de revolución T 2 ⊆ R3 definido por
Π = { (x, y, z) ∈ R3 : z = −1 }. Tomamos

ϕ(u, v) = ((2 + cos 2πv) cos 2πu, (2 + cos 2πv) sen 2πu, sen 2πv).

parametrización del toro. Sea f : T 2 → R donde f(p) es la distancia de p a Π

f(x, y, z) = |z − 1| = 1− z
(
(x, y, z) ∈ T 2 ⇒ −1 ≤ z ≤ 1

)
.

Sea X = grad(f). Tomando cartas locales:

f(ϕ(u, v)) = 1− sen 2πv ⇒ grad(f) = (0,−2π cos 2πv).

en la base canónica de R2.

Por lo tanto X(u, v) = 0 ⇐⇒ cos 2πv = 0 ⇐⇒ v = ±π/2. Por lo que X tiene
como singularidades al conjunto

{ f(u,±π/2) : u ∈ R} = { (2 cos(2πu), 2 sen(2πu),±1 : u ∈ [0, 2π) }.

Ahora, si tomamos Π el plano Π bajo una pequeña rotación y f : T 2 −→ R la distancia
de este nuevo plano a p. Sea Y = grad(f). Entonces Y (u, v) = 0 cuando f alcanza un
máximo o un mı́nimo, pero sólo hay 4 planos paralelos a Π que son tangentes a T 2, y
estos cortan a T 2 en un único punto. Estos 4 puntos son los máximos y mı́nimos de f .
Se sigue que Y sólo tiene 4 singularidades y por lo tanto no puede ser topologicamente
equivalente a X.

Ejemplo. En este ejemplo construiremos dos campos vectoriales sobre la esfera. A pesar
de ser campos topológicamente equivalentes, mostraremos que sólo uno es estructural-
mente estable.

Sea f : R −→ R función suave con las siguientes caracteŕısticas:

• ∀t 6= 0 f(t) > 0.

• ∀t > 1 f(t) = 1/t .

• f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n)(0) = · · · = 0.

Definimos X̃ ∈ X∞(R2) por X̃(r cos θ, r sen θ) = (rf(r) cos θ, rf(r) sen θ). Es claro que

0 ∈ R2 es la única singularidad de X̃ y DX̃(0) = 0. Si ‖p‖ > 1 entonces ‖X̃‖ = 1.
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Sea ahora

π : S2 − {pN} −→ R2

(x, y, z) 7−→
( x

1− z ,
y

1− z
)
.

La proyección estereográfica, con inversa

π−1(x, y) =
( 2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,
−1 + x2 + y2

1 + x2 + y2

)
.

y con diferencial

dπ−1
(x,y) =




2−2x2+2y2

(1+x2+y2)2
2+2x2−2y2

(1+x2+y2)2

4xy
(1+x2+y2)2

−4xy
(1+x2+y2)2

4x
(1+x2+y2)2

4y
(1+x2+y2)2 .


 .

Notemos que ‖dπ−1
(x,y)‖ → 0 cuando ‖(x, y)‖ → ∞. Podemos entonces definir X ∈ Xk(S2)

como:

X =

{
dπ−1

π(p)X̃(π(p)) p 6= pN

0 p = pN

Dado que rectas por el origen en R2 van a meridianos de S2 bajo π, las órbitas de X
son las mismas que las del campo Y (x, y, z) = (−xz,−yz, x2 + y2) del ejemplo 1.1 en la
primer sección.

Por lo tanto X y Y son topológicamente equivalentes (textIdS2 es un homeomorfismo
que satisface la definición). Más adelante comprobaremos que Y es topológicamente es-
table. Veremos ahora que X, aunque es topológicamente equivalente a un campo estable,
es inestable. Para esto, aproximaremos X̃ por un campo Z̃ con una órbita cerrada. De
manera que fuera de una vecindad compacta del origen Z̃ coincida con X̃. Aśı, podemos
definir Z de igual manera que definimos X. Entonces Z será próximo a X, pero Z tiene
una órbita cerrada más que X. Luego, Z no puede ser topológicamente equivalente a X.

Sea Z̃ ∈ X∞(R2) Z̃(r cos θ, r sen θ) = (rl(r) cos θ+rg(r) sen θ,−rg(r) cos θ+rl(r) sen θ)
donde l, g : R→ R diferenciables que satisfacen:

• l(0) = l(a2) = 0.

• l(t) = 1/t para t > 2.

• l(t) < 0 para 0 < t < a.

• l(t) > 0 para t > a.

• g(0) = g(t) = 0 para t ≥ c.

• g(t) > 0 para 0 < t < c.

• g′(a) = 0.

• g(a) = b.
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donde a, b, c ∈ R+ y a < 2.

Sea Sa = { (x, y) ∈ R2 : ‖(x, y)‖ = a } = {(a cos θ, a sen θ) : θ ∈ R } el ćırculo de radio
a centrado en el origen. Notemos que

Z̃(a cos θ, a sen θ) = (al(a) cos θ + ag(a) sen θ,−ag(a) cos θ + al(a) sen θ)

= (ab sen θ,−ab cos θ).

Luego β(t) = (−ab cos θ, ab sen θ) es curva integral de Z̃ y α[R] = Sab es decir, Sab es

órbita cerrada de Z̃. Fuera del disco de radio 2 se tiene que Z̃ = X̃ por lo que Z̃ también
se proyecta a un campo Z ∈ X∞(S2). Aśı, como Z̃ es Ck-cercano a X̃, entonces Z es
Ck-cercano a X, pero Z tiene a π−1[Sab] como órbita cerrada, se sigue que Z y X no
pueden ser topológicamente equivalentes. Con lo que concluimos que X es inestable.

Tenemos pues un ejemplo de dos campos X, Y ∈ X∞(S2) que son topológicamente
equivalentes pero uno es estable y el otro inestable.

A continuación estudiaremos los campos vectoriales sobre S1.

Sea X0 ∈ X∞(S1) definido por X0(cos θ, sen θ) = (− sen θ, cos θ). El campo X es
nunca cero. Luego, si X ∈ Xk(S1) es un campo vectorial cualquiera, entonces existe una
única función f ∈ Ck(S1,R) tal que X = fX0. Se sigue que X(p) = 0 si y sólo si
f(p) = 0. Por otro lado, sabemos que para cada K ⊆ S1 compacto hay f ∈ Ck(S1,R)
tal que f−1{0} = K, por lo que X = fX0 tiene como singularidades exactamente los
puntos de K. Por lo tanto hay tantas clases de equivalencia de campos vectoriales (módulo
equivalencia topológica) como subconjuntos compactos de S1 (módulo homeomorfismo)
la cual es una cantidad no numerable! Aśı, para clasificar los campos estables en el ćırculo,
nos gustaŕıa restringirnos a un subconjunto “decente” de Xk(S1).

Por el Teorema de transversalidad de Thom, sabemos que, si una subvariedad S ⊆
M es cerrada, entonces la propiedad de ser transversal a S es una propiedad abierta.
Consideremos la sección cero del haz tangente TS1 definida por S0 = { (p, 0) ∈ TS1}. S0

es una subvariedad de TS1. Notemos que p ∈ S1 es una singularidad de X si y solamente
si X(p) ∈ S0. Luego, X −tp S0 si y sólo si p no es una singularidad de X o DX(p) 6= 0.
Lo que motiva la siguiente definición.

Definición. Decimos que p ∈ S1 es una singularidad no degenerada o hiperbólica de
X ∈ Xk(S1) si y solamente si DX(p) 6= 0. Equivalentemente, si X = fX0 entonces
Df(p) 6= 0.

Si Df(p) < 0, decimos que p es una singularidad atractora. Si Df(p) > 0, decimos
que p es una singularidad repulsora.

Sea G = {X ∈ Xk(S1) : las singularidades de X son hiperbólicas }.
Es importante notar que si Df(p) 6= 0 entonces hay una vecindad abierta V ⊆ S1

de p tal que f es inyectiva en V . Por lo tanto p es una singularidad aislada. Al ser S1

compacto, esto implica que X ∈ G tiene un número finito de singularidades.

Proposición 1.5.2. G es abierto y denso.

Demostración. Sea X ∈ Xk(S1) con X = fX0. Definimos

f̃ : S1 −→ TS1 ∼= S1 × R
p 7−→ (p, f(p))

df̃p = Ids1 × dfp
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Aśı, p ∈ S1 es singularidad hiperbólica si y solamente si f̃ −t S1 × {0}. Como el conjunto

S1×{0} ⊆ S1×R es cerrado y S1 es compacto, el conjunto { f ∈ Ck(S1,R) : f̃ −t S1×{0} }
es abierto y denso.

Sea X ∈ G, con X = fX0. Por la continuidad de df las singularidades atractoras
(dfp < 0) y repulsoras (dfp > 0) deben alternarse, en particular el número de singularida-
des debe ser par.

Sean X, Y ∈ G con el mismo número de singularidades. Sean a1, . . . , an y a′1, . . . , a
′
n

las singularidades atractoras de X y Y respectivamente. Sean b1, . . . , bn y b′1, . . . , b
′
n

las singularidades repulsoras de X y Y respectivamente. Definimos h : S1 → S1 por
h(ai) = a′i y h(bi) = b′i. Extendemos h a los intervalos (ai, bi) y (a′i, b

′
i) de la siguiente

manera: Fijamos pi ∈ (ai, bi) y p′i ∈ (a′i, b
′
i) puntos cualesquiera y definimos h(pi) = p′i.

Dado q ∈ (ai, bi) hay un único tq ∈ R tal que Xtq(q) = pi definimos h(q) = Y−tqhXtq(q).
Por la continuidad del flujo h es continua con inversa h−1(h(q)) = X−tqh

−1Ytq(h(q))
continua, donde h−1(p′i) = pi.

Por lo tanto h es un homeomorfismo que conjuga X y Y .

Podemos concluir que X, Y ∈ G son conjugados si y sólo si X y Y tienen el mismo
número de singularidades. Al ser G abierto y denso, X ∈ Xk(S1) es estructuralmen-
te estable si y sólo si X ∈ G. Tenemos aśı clasificados los campos Ck de S1 que son
estructuralmente estables.

Durante el estudio de campos vectoriales surge de manera natural el estudio de los
difeomorfismos Ck. Por un lado ∀t ∈ R Xt ∈ Difk(M). Por otro lado, como veremos en
el caṕıtulo tres, los difeomorfismos nos serán útiles para el estudio de órbitas cerradas
asociadas a campos vectoriales. Debido a esto, y al interés intŕınseco de los difeomorfis-
mos, estudiaremos a continuación los conceptos básicos de los difeomorfismos Ck en una
variedad diferenciable M .

Definición. Sea f ∈ Difk(M) y p ∈M .

• Definimos la órbita de p respecto a f como O(p) = { fn(p) : n ∈ Z }. Dividimos la
órbita de p en O+(p) = { fn(q) : q ∈ N } y O−(p) = {f−n(p) : n ∈ N}, la órbita
positiva y la órbita negativa p respectivamente.

• Si O(p) es finita, entonces se dice que p es un punto periódico de f . El periodo de
p es min{n ∈ N : fn(p) = p }.

• Si f(p) = p decimos que p es un punto fijo de f .

• Definimos el ω-ĺımite de p como el conjunto ω(p) = { q ∈M : hay {ni} ⊆ N sucesión
creciente tal que ĺımi→∞ fni(p) = q} y el α-ĺımite de p como α(p) = { q ∈ M : hay
{mi} ⊆ N sucesión creciente tal que ĺımi→∞ f−mi(p) = q }.

De manera similar a los campos vectoriales, los ω-ĺımites y α-ĺımites de difeomorfismos
Ck están relacionados por la aplicación inversa. Es decir: ∀p ∈M ωf (p) = αf−1(p). Por
lo que toda proposición válida para los ω-ĺımites es también valida para los α-ĺımites.

Observación. Otra forma de caracterizar ω(p) es por el conjunto de puntos de acumulación
de O+(p). Análogamente α(p) se caracteriza por el conjunto de puntos de acumulación
de O−(p).

Proposición 1.5.3. Sean f ∈ Difk(M), con M compacta, y p ∈ M . Se satisfacen los
siguientes enunciados:
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1) ω(p) 6= ∅.

2) x ∈ O(p) =⇒ ω(x) = ω(p).

3) ω(p) es cerrado.

4) p periódico⇒ ω(p) = O(p). Si además p no es punto fijo entonces ω(p) es disconexo.

Demostración.

1) Si la variedadM es compacta, entonces la sucesión {fn(p)}n∈N tiene una subsucesión
convergente, es decir hay {ni}i∈N tal que ĺımi→∞ fni(p) = q. Luego q ∈ ω(p).

2) Notemos primero que, si x ∈ O(p), entonces hay N ∈ Z tal que fN(p) = x, despe-
jando obtenemos f−N(x) = p, se sigue que p ∈ O(x), por lo que podemos concluir
que O(p) = O(x). Luego, tienen el mismo conjunto de puntos de acumulación, es
decir ω(p) = ω(x).

3) Sea q ∈M − ω(p), hay V ⊆M abierto ajeno a O(p) con q ∈ V . Si x ∈ V entonces
x /∈ ω(p). Es decir V ⊆M − ω(p). Luego M − ω(p) es abierto y ω(p) cerrado.

4) Supongamos p periódico, sea x ∈ ω(p), entonces hay {ni}i∈N sucesión creciente
tal que ĺımi→∞ fni(p) = x, pero fni(p) ∈ O(p), Como O(p) es un conjunto finito
entonces la sucesión {fni(p)} tiene un número finito de elementos distintos, como
es convergente entonces hay N ∈ N tal que ∀ni ≥ N fni(p) = fN(p) = x.

Sean y ∈ O(p) y n0 el periodo de p, entonces ∀q ∈ O(p) f jn0(q) = q. Tomando la
sucesión nj = jn0 entonces ĺımj→∞ fnj(y) = ĺımj→∞ y = y. Por lo tanto, y ∈ ω(p).

Si O(p) es un conjunto finito con más de un elemento implica que la órbita O(p) es
disconexa.

De manera análoga al estudio de campos vectoriales, nos interesa estudiar el compor-
tamiento topológico de las órbitas de difeomorfismos Ck. Para esto definimos la siguiente
relación de equivalencia:

Definición. Dados difeomorfismos f, g ∈ Difk(M). Decimos que f y g son topológica-
mente equivalentes o conjugados si hay h : M →M homeomorfismo tal que h◦ f = g ◦h,
equivalentemente hfh−1 = h ◦ f ◦ h−1 = g.

Observación. como (hfh−1)2 = hf 2h−1 se tiene que ∀n ∈ N hfnh−1 = gn.

Por lo tanto p ∈M =⇒





h[Of (p)] = Og(p)

h[ωf (p)] = ωg(p)

h[αf (p)] = αg(p)

A continuación daremos algunos ejemplos de difeomorfismos que son conjugados entre
si.

Ejemplo. Sean f, g ∈ Dif∞(R) difeomorfismos definidos por f(x) = x/2 g(x) = x/3.
Mostraremos que f y g son conjugados. Sean a, b ∈ R con a > 0 y b < 0. Definimos
primero h1 : [f(a), a] −→ [g(a), a] que satisfaga h1(a) = a h1(f(a)) = g(a), y h2 :
[b, f(b)]→ [b, g(b)] que satisfaga h2(b) = b h(f(b)) = g(b) homeomorfismos cualesquiera.
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Si x ∈ R− {0} hay un único nx ∈ Z tal que

fnx ∈
{

(f(a), a] si x > 0

[b, f(b)) si x < 0

Definimos

h : R −→ R x 7−→





g−nxh1f
nx(x) x > 0

g−nxh2f
nx(x) x < 0

0 x = 0

Definida de esta forma, h es un homeomorfismo, ya que g, hi y f lo son y coinciden en
x = 0.

Ejemplo. Sean f, g ∈ Dif∞(R2) con f(x, y) = (x/2, 2y), g(x, y) = (x/3, 4y). Sean
f1, f2, g1, g2 : R −→ R

f1(x) =
x

2
g1(x) =

x

3
f2(y) = 2y g2(y) = 4y

de manera análoga al ejemplo anterior construimos dos homeomorfismos h1, h2 : R→ R
tales que h1f1 = g1h1 y h2f2 = g2h2. Definimos el homeomorfismo

h : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (h1(x), h2(y))

entonces hf(x, y) = h(f1(x), f2(y)) = (h1f1(x), h2f2(y)) = (g1h1(x), g2h2(y)) = gh(x, y).
Es decir, h es un homeomorfismo que conjuga f y g.

Ejemplo. Sean X, Y ∈ X∞(R2) campos vectoriales lineales con matrices en la base
canónica

X =

(
1 1
−1 0

)
Y =

(
0 −1
1 0

)

Ya vimos en el ejemplo 1.6 de esta sección que estos campos no son conjugados. Nos
fijamos en los difeomorfismos f = X1 y g = Y1, los flujos de X y Y en el tiempo 1
respectivamente.

Recordemos que Yt es una rotación centrada en el origen. En particular g deja ćırculos
centrados en el origen fijos. Es decir, si Sr = { (x, y) ∈ R2 : ‖(x, y) = r‖} entonces
g[Sr] = Sr. En particular, para (0, r) ∈ Sr con r > 0, al ser S1 cerrado, necesariamente
ωg(0, r) ⊆ Sr. Pero fn(0, 1) diverge.

Por lo tanto f y g no pueden ser topológicamente equivalentes.

A partir de la definición de equivalencia topológica de difeomorfismos, el concepto de
estabilidad estructural es inmediato.

Definición. Sea f ∈ Difk(M). Decimos que f es estable si hay V ⊆ Difk(M) vecindad
abierta de f tal que ∀g ∈ Difk(M) g es conjugado de f . Decimos que f es inestable si no
es estable.

Observación. Un campo vectorial X no estable tienen asociado el difeomorfismo X1 tam-
bién inestable. Ya que si X y Y son cercanos entonces los difeomorfismos X1, Y1 son
también cercanos y OX1(p) ⊆ OX(p), OY1(p) ⊆ OY (p). En particular, los difeomorfismos
asociados a los ejemplos 1,7. 1,8 y 1,9 son inestables.
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Ejemplo. Sea X ∈ Xk(S1) campo estable con singularidades. Nos fijamos en el difeo-
morfismo f = X1 ∈ Difk(S1). Los puntos fijos de f son las singularidades de X.

Sean a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn los puntos fijos de f ordenados. Con ai atractores y bi
repulsores. Si g ∈ Difk(S1) es cercano a f , por la continuidad de f y df , g tiene el mismo
número de puntos fijos a′1, b

′
1, . . . , a

′
n, b

′
n. Con ai cercano a a′i y bi cercano a b′i. Fijamos

pi ∈ (ai, bi) y qi ∈ (bi, ai+1) de manera que a′i ∈ [qi, pi+1] y b′j ∈ [pj, qj]. Entonces f y g
son contracciones en [qi, pi+1] y expansiones en [pi, qi].

Definimos h(ai) = a′i, h(bi) = b′i, h(pi) = pi, h(qi) = qi, h(f(pi)) = g(pi), h(f(qi)) =
g(qi) y h[pi, f(pi)] = f [pi, g(pi)] homeomorfismo cualquiera, h[f(qi), qi] = [g(qi), qi] ho-
meomorfismo cualquiera. Si c ∈ S1 no es un punto fijo, entonces c ∈ (pi, qi) para una
única i ∈ { 1, . . . , n} y entonces existe una única nc ∈ Z fnc ∈ [pi, f(pi)] ∪ (f(qi), qi].
Extendemos h como h(c) = g−nchfnc(c).

Por lo tanto f es estable.

Ejemplo. Sea X0 ∈ Xk(S1) campo unitario. Considerando S1 ⊆ R2, S1 es órbita cerrada
de X0 con periodo 2π y flujo

X0
t =

(
cos t − sen t
sen t cos t

)
.

En la base canónica de R2. Tomamos el difeomorfismo generado en el tiempo 1

f = X0
1 =

(
cos 1 − sen 1
sen 1 cos 1

)
.

Aśı, f es una rotación irracional de S1. Por lo que ∀p ∈ S1 Of (p) es densa en S1. Ahora,
si tomamos t0 ∈ R cercano a 1 de manera que existan n, m ∈ Z con nt0 = 2πm. Si nos
fijamos en el difeomorfismo generado en el tiempo t0.

g = X0
t0

=⇒ gn = X0
nto = X0

2πm =

(
cos 2πm − sen 2πm
sen 2πm cos 2πm

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Se sigue que ∀p ∈ S1 Og(p) es cerrada. Como ninguna órbita de f es cerrada, f y g no
pueden ser conjugados. Concluimos que f es inestable.

Veamos ahora por que pedimos en ambas definiciones de equivalencia topológica que
h : M → M sea un homeomorfismo y no un difeomorfismo. Sea f ∈Difk(S1) como en el
ejemplo 1.13. Sabemos que f es estable. Sean a1, b1, . . . , an, bn la sucesión alternante de
puntos fijos, con ai atractores y bi repulsores. Sea (c, d) ⊆ S1 intervalo tal que a1 ∈ (c, d)
es el único punto fijo de f . Tomamos ϕ : (c, d)→ (−ε, ε) carta local centrada en a1. Sea
ψ : (−ε, ε) −→ [0, ε] aplicación C∞ que cumpla:

• supp(ψ) ⊆ (−2, 2).

• ψ(t) = ε ∀t ∈ [−1, 1].

Como a1 ∈ (c, d) es atractor, f(c, d) ⊆ (c, d). Nos fijamos entonces en la expresión de f en

cartas locales, f̃ = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 : (−ε, ε) −→ (−ε, ε). Entonces 0 = ϕ(a1) es el único punto

fijo de f̃ , el cual es un atractor. Definimos ahora g̃(t) = (1 + ψ(t))f̃ . Por las propiedades
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de ψ, g̃ y f̃ coinciden fuera del intervalo (−2, 2) y g̃′(0) = (1 + ε)f ′(0) 6= f ′(0). Si nos
fijamos en la aplicación

g : S1 −→ S1

p 7−→
{
f(p) p /∈ (c, d)

ϕ−1 ◦ g̃ ◦ ϕ(p) p ∈ (c, d)

Entonces g ∈ Difk(S1), g′(a1) 6= f ′(a1), f y g tienen los mismos puntos fijos, y son
difeomorfismos Ck cercanos. Si h : S1 −→ S1 fuese un difeomorfismo que conjugase f y
g. Tendŕıamos, necesariamente, que h(a1) = a1 y, por la regla de la cadena:

h′(a1)f ′(a1) = h′(f(a1))f ′(a1) = (h◦f)′(a1) = (g◦h)′(a1) = g′(h(a1))h′(a1) = g′(a1)h′(a1).

Luego, f ′(a1) = g′(a1). Por lo tanto, no existe un difeomorfismo que conjugue f y g.
Notemos que este argumento lo podemos extender a cualquier f ∈ Difk(S1) con singula-
ridades. Aśı, si f tiene singularidades, existe g tan cercano a f como queramos de manera
que no existe un difeomorfismo que conjugue g y f . Es decir, si pidiéramos que h fuese
un difeomorfismo, entonces f con singularidades seŕıa siempre inestable.
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Caṕıtulo 2

Estabilidad Estructural local

Queremos estudiar el comportamiento topológico de las órbitas de campos vectoriales
Xk(M). En este caṕıtulo en particular, estudiaremos el comportamiento local de estas.
Particularmente el comportamiento de las órbitas alrededor de puntos fijos de difeomor-
fismos y singularidades de campos vectoriales. Buscaremos entender como el compor-
tamiento topológico de las órbitas alrededor de singularidades o puntos fijos cambia al
perturbar el campo.

Trataremos de extender la demostración dada para caracterizar los sistemas dinámicos
que son estructuralmente estables en S1. En el caso de S1, la diferencial del campo en
singularidades nos indica si este es o no estable. Esto nos lleva a estudiar primero los
campos vectoriales lineales y explorar cuando estos son estructuralmente estables. Para
luego aproximar los campos vectoriales en singularidades por su parte lineal.

Definición. Sean X, Y ∈ Xk(M) y p, q ∈ M . Decimos que X y Y son topológicamente
equivalentes en p y q respectivamente si hay Vp, Wq ⊆ M abiertos y h : Vp → Wq

homeomorfismo tal que h(p) = q y manda órbitas de X en órbitas de Y preservando la
orientación. Es decir: ∀x ∈ Vp h[OX(x)] = OY (h(x)) y h[O+

X(x)] = O+
Y (h(x)).

Definición. Sean X ∈ Xk(M) y p ∈ M . Decimos que X es localmente estable en p si
hay NX ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ NX X en p es topológicamente
equivalente a Y en q, con q ∈ Up vecindad de p.

Estudiaremos brevemente el comportamiento local en puntos regulares.

Teorema 2.0.1 (Teorema del Flujo Tubular). Sea X ∈ Xk(M) y p ∈ M punto
regular de X. Definimos C = {( x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x| < 1} y XC : C → Rn el campo
vectorial constante XC(x) = e1, donde e1 = (1, 0, . . . , 0).

Si la órbita de p ∈ M es regular, entonces existe Vp ⊆ M vecindad abierta de p y
h : Vp → C difeomorfismo Ck que lleva órbitas de X en órbitas de XC.

Demostración. Sean (U,ϕ) carta local centrada en p y ϕ∗X ∈ Xk(U0). Como X(p) 6=
0, entonces ϕ∗X(0) 6= 0. Sea ψ : [−ε, ε] × V0 −→ U0 flujo local de ϕ∗X. Denotemos
por H = {w ∈ Rn : 〈w,ϕ∗X〉 = 0}, al conjunto de vectores ortogonales a ϕ∗X(0).
Notemos que H ∼= Rn−1. Sea S = H ∩ V0 y F = ψ|[−ε,ε]×S. Extendemos e1 ∈ R × H a
{e1, e2, . . . , en} ⊆ R×H ∼= Rn una base ortonormal. Es claro que DF (0, 0)e1 = ϕ∗X(0),
ya que F es flujo de ϕ∗X. También tenemos DF (0, 0)ej = ej para j ≥ 2. Esto debido a que
F (0, y) = y, y por lo tanto DF0(0) = Id. Se sigue que DF (0, 0) es un isomorfismo.Luego,
por el Teorema de la función inversa, F es un difeomorfismo local en una vecindad de

39
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(0, 0). Es decir, hay δ > 0 tal que, para Cδ = { (t, x) ∈ R×H : |t| < δ, |x| < δ}, tomando

la restricción: F̃ = F |Cδ : Cδ −→ F [Cδ] es un difeomorfismo que manda órbitas de XCδ

en órbitas de ϕ∗X.

Tomando f ∈ C∞(C,Cδ) definida por f(x) = δx, f es una equivalencia topológica
entre XC y XCδ .

Por lo tanto h−1 : ϕ−1F̃ f : C −→M es el difeomorfismo Ck buscado.

Observación. El difeomorfismo Ck h̃−1 = ϕ−1F̃ lleva órbitas de XCδ en órbitas de X.

Corolario (1). Sean X, Y ∈ Xk(M). Si p, q ∈ M son puntos regulares de X y Y
respectivamente, entonces X en p es topológicamente equivalente a Y en q

Corolario (2). X ∈ Xk(M). Si p ∈ M es punto regular de X entonces X es localmente
estable en p.

2.1. Campos lineales

En esta sección nos enfocaremos en entender la estabilidad estructural de los campos
vectoriales lineales. Como ya vimos en el caso del ćırculo, la estabilidad de un campo en
una singularidad estaba determinada por el comportamiento de la diferencial del campo
en el punto. Es decir, la parte lineal del campo determinaba si la singularidad era o no
estable localmente. Esto nos motiva a estudiar, de manera particular, el comportamiento
de campos lineales sobre Rn.

Sea L(Rn) = {L : Rn → Rn : L es lineal } ⊆ X∞(Rn) con la norma del supremo
‖L‖ = sup{‖Lx‖ : ‖x‖ = 1}.

Definimos recursivamente L0 = Id, Ln+1 = L ◦ Ln. Nos fijamos ahora en la sucesión
Em =

∑m
n=0 L

n/n!. Para mostrar es una sucesión convergente, notemos que la sucesión

de reales Sm =
∑m

n=0
‖L‖n
n!

converge a e‖L‖, por lo que Sm es una sucesión de Cauchy.

‖Em+m′ − Em‖ =

∥∥∥∥∥
m+m′∑

n=m+1

Ln

n!

∥∥∥∥∥ ≤
m+m′∑

n=m+1

‖Ln‖
n!
≤ ‖Sm+m′ − Sm‖.

Por lo tanto {Em} también es una sucesión de Cauchy uniforme y por lo tanto es conver-
gente en L(Rn). Definimos el mapeo exponencial para transformaciones lineales

exp : L(Rn) −→ L(Rn) L 7−→ eL =
∞∑

n=0

Ln

n!
.

Lema 2.1.1. Sea β : (a, b) −→ L(Rn) definida por β(t) = etL. La curva β es suave y su
derivada satisface la ecuación diferencial β′(t) = LetL = Lβ(t).

Demostración. Nos fijamos en las sumas parciales y definimos para cada m ∈ N

βm : (a, b) −→ L(Rn) βm(t) =
m∑

k=0

(tL)k

k!
.

Entonces βm es diferenciable pues cada (tL)k lo es, y

β′m(t) =
m−1∑

k=1

tk−1Lk−1

(k − 1)!
= Lβm−1(t).
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Sabemos por definición que ĺımm→∞ βm(t) = etL = β. Por otro lado, acabamos de cal-
cular que ĺımm→∞ β′m(t) = ĺımm→∞ Lβm−1(t) = LetL. Como la convergencia es uniforme,
concluimos que β es suave y LetL = ĺımm→∞ β′m(t) = β′(t).

Proposición 2.1.2. Sea L ∈ L(Rn). Entonces L tiene como flujo global la aplicación:

φ : R× Rn −→ Rn

( t , x ) 7−→ etLx.

Demostración. La aplicación

f : L(Rn)× Rn −→ R f(L, x) = Lx

es bilineal y por lo tanto diferenciable. En el lema anterior, probamos que la aplicación
g(t) = etL es también diferenciable. De lo anterior y por la regla de la cadena se sigue
que φ es también diferenciable. Por otro lado:

φ(0, x) = e0Lx = Idx = x.

Por el Lema anterior Dφt(x) = L(etLx) = L(φt(x)), por lo que φ es flujo global de L.

De la proposición anterior obtenemos que, en particular, eL siempre es una aplicación
lineal invertible eL ∈ GL(Rn).

Nos fijamos ahora en el espacio vectorial L(Cn) = {L : Cn → Cn : L es C-lineal } con
la norma del supremo ‖L‖ = sup{‖Lv‖ : ‖v‖ = 1}. De manera análoga al Lema 2.1.1,
podemos definir el mapeo exponencial

exp : L(Cn) −→ L(Cn) L 7−→ eL =
∞∑

k=0

Lk

k!
.

Dada L ∈ L(Rn) se define la extensión compleja de L. LC ∈ L(Cn), por LC(a + ib) =
La+ iLb. Algunas propiedades de la extensión compleja son las siguientes:

• (L+ T )C = LC + TC.

• (LT )C = LCTC.

• (eL)C = eLC .

• ‖LC‖ = ‖L‖ (‖LC‖ con la norma en L(Cn), ‖L‖ con la norma en L(Rn) ).

Proposición 2.1.3. Sean L, T ∈ L(Kn) donde K = C o K = R. Algunas propiedades
del mapeo exponencial son las siguientes:

1) LT = TL =⇒ eL+T = eLeT .

2) Si λ es un autovalor de L entonces eλ es un autovalor de eL.

Demostración. Supongamos que LT = TL. Primero notemos que ∀t ∈ R y ∀m ∈ N:

L
m∑

k=0

(tT )k

k!
=

m∑

k=0

L(tT )k

k!
=

m∑

k=0

(tT )kL

k!
=
( m∑

k=0

(tT )k

k!

)
L.
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Tomando el ĺımite cuando m→∞ se sigue que LetT = etTL. Análogamente TetL = etLT .
Por otro lado, al ser etL flujo de la aplicación Lx, se sigue que Id = e0 = etLe−tL. Tomando
t = 1, concluimos que e−L = (eL)−1.

Sea f(t) = et(L+T )e−tLe−tT . Calculamos la derivada de f :

f ′(t) = (L+ T )et(L+T )et−Le−tT − Let(L+T )e−tLe−tT − Tet(L+T )e−tLe−tT = 0.

por lo tanto f es una aplicación constante. Luego, Id = f(0) = f(1) = eL+T e−Le−T .
Despejando concluimos que eLeT = eL+T .

Sea v autovalor de L. Si Lnv = λnv, entonces Ln+1v = L(λnv) = λnLv = λnλv =
λn+1v. Inductivamente tenemos que ∀n ∈ N Lnv = λnv. Sea Sm =

∑m
k=0 L

k/k!, entonces

Sm(v) =
m∑

k=0

Lkv

k!
=

m∑

k=0

λkv

k!
=
( m∑

k=0

λk

k!

)
v

Tomando el ĺımite cuando m→∞, Sm(v)→ eλv. Por lo tanto eL(v) = eλv.

Definimos el espectro de L como el conjunto Esp(L) = {λ ∈ C : λ es autovalor de
LC}.

Definición. Decimos que L es un campo hiperbólico si el espectro de L es ajeno al eje
imaginario. Es decir: ∀µ ∈ Esp(L) si µ = a+ ib entonces a 6= 0.

Proposición 2.1.4. Sea L ∈ L(Rn) campo hiperbólico. Hay Es, Eu ⊆ Rn subespacios
vectoriales únicos, tales que Rn = Es ⊕ Eu. Los autovalores de Ls = L|Es tienen parte
real negativa y los autovalores de Lu = L|Eu parte real positiva.

Demostración. Sea {e1, . . . , en} base de Rn tal que L tiene matriz asociada en esta base




A1

. . .

As1
B1

. . .

Bs2

C1

. . .

Cs3
D1

. . .

Ds4




.
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Donde

Ai =




λi
1 λi

1 λi
. . . . . .

1 λi




con λi < 0.

Bj =




Mj

Id Mj

Id MJ

. . . . . .

Id Mj




con Mj =

(
αj −βj
βj αj

)
, αj < 0.

Ci =




λi
1 λi

1 λi
. . . . . .

1 λi




con λi > 0.

Dj =




Nj

Id Nj

Id Nj

. . . . . .

Id Nj




con Nj =

(
αj −βj
βj αj

)
, αj > 0.

Sean β1 = {e1, . . . , es2}, β2 = { es2+1, . . . , en}. Denotamos por Es al subespacio gene-
rado por β1 y por Eu al subespacio generado por β2. Por definición Rn = Es ⊕ Eu. Ls,
Lu tienen matrices

Ls =




A1

. . .

As1
B1

. . .

Bs2




Lu =




C1

. . .

Cs3
D1

. . .

Ds4



.

Por lo tanto los autovalores de Ls tienen parte real negativa y los de Lu parte real
positiva.

Notemos que si L es un campo hiperbólico entonces el espectro de eL es ajeno al
ćırculo unitario. Es decir Esp(eL) ∩ S1 = ∅. Lo que motiva la siguiente definición.

Definición. Decimos que un isomorfismo lineal A ∈ GL(Rn) es un isomorfismo hiperbóli-
co si Esp(A) ∩ S1 = ∅.

Proposición 2.1.5. A ∈GL(Rn) isomorfismo hiperbólico. Hay Es, Eu subespacios vec-
toriales de Rn tales que Es ⊕ Eu = Rn. As = A|Es tiene autovalores con módulo menor
a 1 y Au = A|Eu tiene autovalores con módulo mayor a 1.

Demostración. La prueba es análoga a la que se dio para campos lineales hiperbólicos.
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Proposición 2.1.6. Sea A ∈ GL(Rn) isomorfismo hiperbólico. Hay ‖.‖ : Rn → R norma
tal que ‖As‖ < 1 y ‖Au‖ > 1. Es decir, As es una contracción y Au una expansión.

Demostración. Para cada t ∈ R consideremos la matriz:

As(t) =




A1(t)
. . .

As1(t)
B1(t)

. . .

Bs2(t)



.

donde

Ai(t) =




λi
t λi

t λi
. . . . . .

t λi




Bi(t) =




Mi

tId Mi

tId Mi

. . . . . .

tId Mi



.

Con |λi| < 1 y Mi =

(
αi −βi
βi αi

)
con α2

i + β2
i < 1.

Donde λi, α + iβ ∈ Esp(As). Es claro que ‖As(0)‖ = máx{ |λi|, α2
j + β2

j } < 1. Por
continuidad de la aplicación definida por t 7→ ‖As(t)‖, hay δ > 0 tal que, para cada
t ∈ (0, δ) ‖As(t)‖ < 1. Tomando t0 = δ/2 tenemos que ‖As(t0)‖ < 1. Por el Teorema de
la forma canónica de Jordan hay {e1, . . . , es2} base de Es con la cual As tiene la forma
As(t0). Definimos 〈−,−〉 : Es × Es −→ R producto punto definido por 〈ei, ej〉 = δij
la delta de Kronecker. Con este nuevo producto interior, la norma inducida satisface:
‖As‖0 = ‖As(t0)‖0 < 1.

Notando que Au = (A−1)s, tenemos el resultado correspondiente para Au.

Corolario. Sea L ∈ L(Rn) campo hiperbólico con flujo Lt y Rn = Es ⊕ Eu. Entonces

x ∈ Es =⇒ ĺım
t→∞

Lt(x) = 0 x ∈ Eu =⇒ ĺım
t→−∞

Lt(x) = 0.

Demostración. Supongamos x ∈ Es. Sea n ∈ N y ‖−‖ la métrica dada en la proposición
2.1.6. Entonces ‖Lnx‖ = ‖Ln1x‖ = ‖(Ls1)nx‖ ≤ ‖Ls1‖n‖x‖. Como ‖Ls1‖ < 1 entonces
ĺımn→∞‖(Ls1)n‖ = 0. Por lo tanto ĺımn→∞‖Lnx‖ = 0 y ĺımn→∞ Lnx = 0. Concluimos
que ĺımn→∞ Ltx = 0.

Considerando que ‖Ln‖ ≤ ‖(L−1
1 )n‖ y ‖L−1

1 x‖ ≤ ‖L−1
1 ‖‖x‖ ≤ ‖x‖. Tenemos que

para x ∈ Eu, ĺımn→−∞ Lnx = 0.

Sea H(Rn) = {A ∈GL(Rn) : A es isomorfismo hiperbólico }.

Proposición 2.1.7. H(Rn) es abierto y denso en GL(Rn).

Demostración. Primero probaremos que es abierto:

Sea A ∈ H(Rn). Aśı, para cada λ ∈ S1 det(A − λId) 6= 0. Como la función de-
terminante det : L(Cn) → C es una continua. Para cada λ ∈ S1 existe una δλ > 0 tal
que, si ‖A − B‖ < δλ entonces det(B − λId) 6= 0. Al ser S1 compacto, hay δ > 0 el
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cual satisface que, para λ ∈ S1, si ‖A − B‖ < δ entonces det(B − λId) 6= 0. Es decir:
B ∈ Bδ(A)⇒ B ∈ H(Rn).

Para mostrar la densidad, sean λ1, . . . , λn ∈ Cn los autovalores de A. Donde λ1, . . . , λr
son los autovalores de A que no pertenecen a S1.

Sean δ1 = mı́n{ |λ1|, |λ2|, . . . , |λn| }, δ2 = mı́n{ |1−|λ1||, |1−|λ2||, . . . , |1−|λr|| }
y δ3 = mı́n{ |α| : α + β es valor propio de A con α2 + β2 = 1 y α 6= 0}.

Sea ε > 0 y δ = mı́n{δ1, δ2, δ3, ε/2} > 0. Aśı, si B = A + δId, entonces ‖A − B‖ =
δ < ε y B tiene valores propios λ1 + δ, . . . , λn + δ. Por la forma en que se escogieron
δ1, δ2, δ3, λj + δ /∈ S1.

Por lo tanto B ∈ H(Rn) y H(Rn) es denso

Nos fijamos ahora en H(Rn) = {L ∈ L(Rn) : L es campo hiperbólico }.

Proposición 2.1.8. H(Rn) es abierto y denso en L(Rn).

Demostración. Sabemos que exp : L(Rn) −→ GL(Rn) es una aplicación continua. Como
H(Rn) = exp−1[H(Rn)] y H(Rn) es abierto en GL(Rn), H(Rn) es abierto en L(Rn).

Probemos ahora la densidad. Sea L ∈ L(Rn) y λ1, . . . λn ∈ Cn los autovalores de L
con λi = αi + iβi y λ1, . . . , λr los autovalores tales que αi 6= 0. Dado ε > 0 , definimos
δ = (1/2) mı́n{|α1|, . . . , |αr|, ε} > 0. Si U = L − δId entonces ‖U − L‖ = ‖δId‖ = δ < ε
y U tiene como autovalores a λ1 + δ, . . . , λn + δ. Aśı, si αi = 0 entonces αi + δ 6= 0 y, si
αi 6= 0 entonces, como δ < |δi|/2, αi + δ 6= 0. Es decir, U ∈ H(Rn).

Si L ∈ H(Rn), entonces la parte estable de L, Ls, es la parte inestable de la inversa
L−1, (L−1)u = Ls. Aśı, toda propiedad que sea válida para la parte estable de L será
también válida para la parte inestable de L. Por lo que, para simplificar algunas cuentas,
nos enfocaremos en campos que tengan todos sus valores propios negativos.

Decimos que L ∈ H(Rn) tiene ı́ndice k si L tiene exactamente k autovalores con parte
real negativa. En particular, si L tiene ı́ndice n entonces L = Ls.

Lema 2.1.9. Sea L ∈ H(Rn) con ı́ndice n. Existe ‖−‖ : Rn × Rn −→ R+ norma de Rn

tal que Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} es transversal a Lx para cada x ∈ Sn−1.

Demostración. Sea

A(t) =




A1(t)
. . .

As1(t)
B1(t)

. . .

Bs2(t)




donde

Ai(t) =




λi
t λi

. . . . . .

t λi


 Bj(t) =




Mj

tId Mj

. . . . . .

tId Mj


 Mj =

(
αj −βj
βj αj

)
.
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con λi < 0 y αi < 0. Aśı, A(1) es la matriz asociada a L. Tomamos {ê1, . . . , ên}
base ortonormal y L̃ la transformación asociada a A(0) en esta base. Sea ‖−‖1 la norma
generada por esta base (Tomamos el producto interior definido por 〈êi, êj〉1 = δij).

Afirmamos que si v ∈ Sn−1 entonces L̃v es transversal a Sn−1. Esto es cierto si y solamente
si 〈L̃v, v〉1 6= 0. Escribimos v y L̃v en la base {ê1, . . . , ên}

v =
n∑

i=1

v1êi L̃v = L̃

n∑

i=1

viêi =
n∑

i=1

viL̃êi.

Evaluando en êi, tenemos tres casos:

L̃êi =





λiêi i ≤ s1

αiêi + βiêi+1 i > s1 y (i− s) es impar.

−βiêi + αiêi+1 i > s1 y (i− s) es par.

Separamos la suma en los tres casos
n∑

i=1

viL̃êi =

s1∑

i=1

viλiêi

+

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2i−1(αiê2i−1 + βiê2i)

+

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2i(βiê2i−1 + αiê2i).

Entonces

〈L̃v, v〉 = 〈
s1∑

i=1

viλiêi +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2i−1(αiê2i−1 + βiê2i)

+

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2i(βiê2i−1 + αiê2i),
n∑

i=1

viêi〉

=

s1∑

i, j=1

λivivj〈êi, êj〉+

s2/2+s1+1∑

i, j=s1+1

v2i−1αiv2j−1〈ê2i−1, ê2j−1〉

+

s2/2+s1+1∑

i, j=s1+1

v2i−1βiv2j〈ê2i, ê2j〉+

s2/2+s1+1∑

i, j=s1+1

v2i(−βi)v2j−1〈ê2i−1, ê2j−1〉

+

s2/2+s1+1∑

i, j=s1+1

v2iαiv2j〈ê2i, ê2j〉

=
s∑

i=1

v2
i λi +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2
2i−1αi +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2i−1v2iβi

+

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2iv2i−1(−βi) +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2
2iαi

=

s1∑

i=1

v2
i λi +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2
2i−1αi +

s2/2+s1+1∑

i=s1+1

v2
2iαi.
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con v2
i λi ≤ 0 y v2

i αi ≤ 0. Como ‖v‖ = 1 hay por lo menos una j, con 1 ≤ j ≤ s2, tal
que vj 6= 0. Por lo que v2

jαj < 0 o v2
jλj < 0, dependiendo de si j > s1 o j < s1. En

cualquier caso 〈L̃v, v〉 6= 0.

Por lo tanto Lv es transversal a Sn−1.

Al ser Sn−1 compacto y 〈−,−〉1 continua hay ε > 0 tal que A(ε) es transversal a Sn−1.
Por el Teorema de la forma canónica de Jordan, hay {ẽ1, . . . , ẽn} base de Rn de manera
que L tiene matriz asociada A(ε) con esta base. Entonces, si ‖−‖ es la norma generada
por esta base, L−t Sn−1.

Proposición 2.1.10. Sean L, T ∈ L(Rn). Si L, T tienen ı́ndice n, entonces L y T son
topológicamente equivalentes.

Demostración. Sean ‖−‖L y ‖−‖T las normas dadas por el Lema anterior. Sean

Sn−1
L = {x ∈ Rn : ‖x‖L = 1} y Sn−1

T = {x ∈ Rn : ‖x‖T = 1}. Fijamos h̃ : Sn−1
L −→ Sn−1

T

un homeomorfismo cualquiera.

Al tener L y T ı́ndice n = dim(Rn), L = Ls y T = T s. Luego, para y ∈ Rn−{0}, por el
corolario a la proposición 2.1.6, sabemos que ĺımt→∞ Lty = 0 = ĺımt→∞ Ttt . Por lo mismo
ĺımt→−∞ Lty y ĺımt→−∞ Tty divergen. Por lo tanto OL(y) ∩ Sn−1

L 6= ∅ 6= OT (y) ∩ Sn−1
T .

Como Sn−1
L
−t L y dimOL(y) + dim(Sn−1

L ) = 1 + (n− 1) = n. Por lo tanto, OL(y)∩Sn−1
L

consta de un único elemento {yL} = OL(y) ∩ Sn−1
L . Análogamente {yT} = OT (y) ∩ Sn−1

T .

Sea ty ∈ R el único real tal que Lty(y) = yL. Extendemos h̃ a todo Rn de la siguiente
manera

h : Rn −→ Rn

y 7−→
{
Tty h̃Lty(y) y 6= 0.

0 y = 0.

h es un homeomorfismo ya que Tt, h̃, Lt lo son. Verifiquemos que h es el homeomor-
fismo buscado. Sea y ∈ Rn. Si y = 0 entonces hLt(y) = 0 = Tth(y). Si y 6= 0 tomando
t ∈ R,

hLt(y) = T−(ty−t)h̃Lty−tLt(y) = Tt−ty h̃Lty−t+t(y) = Tt(Tty h̃Lty(y)) = Tth(y).

Por lo tanto hLt = Tth es decir, L y T son topológicamente equivalentes.

Proposición 2.1.11. Sean L y T ∈ H(Rn). L es topológicamente equivalente a T si y
solamente si L y T tienen el mismo ı́ndice.

Demostración. ⇒) Supongamos L topológicamente equivalente a T . Sean Es
L, Es

T los
subespacioes estables de L y T respectivamente y Eu

L, Eu
T los subespacios inestables de

L y T respectivamente. Hay h : Rn → Rn homeomorfismo tal que ∀t ∈ R hLt = Tth.
Tomando x ∈ Rn − {0} tenemos que:

x ∈ Es
L ⇔ ĺım

t→∞
Lt(x) = 0⇔ ĺım

t→∞
hLt(x) = 0⇔ ĺım

t→∞
Tth(x) = 0⇔ h(x) ∈ Es

T .

Se sigue que h[Es
L] = Es

T y, de manera análoga, h[Eu
L] = Eu

T . Al ser h homeomorfismo h|EsL
también lo es. Por el Teorema de las dimensiones, concluimos que dim(Es

L) = dim(Es
T ).

Como el ı́ndice de L es igual a la dimensión de Es
L. Se sigue que T y L tienen el mismo

ı́ndice.
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⇐) Supongamos que L y T tienen el mismo ı́ndice. Sean Ls = L|EsL y T s = T |EsT .
Por el lema anterior, Ls y T s son topológicamente equivalentes. Sea hs : Es

L → Es
T

homeomorfismo tal que hsL
s
t = T st hs. Análogamente (Lu)−1 y (T u)−1 son topológicamente

equivalentes. Sea hu : Eu
L → Eu

T homeomorfismo tal que (Lu)−1
t h−1

u = h−1
u (T u)−1. Se sigue

que huL
u
t = T uhu. Por lo que también Lu y T u son topológicamente equivalentes. Como

Rn = Es
L ⊕ Eu

L = Es
T ⊕ Eu

T , podemos definir

h : Es
L ⊕ Eu

L −→ Es
T ⊕ Eu

T x + y 7−→ hs(x) + hu(y).

Sea xo + y0 ∈ Es
L ⊕ Eu

L, entonces

hLt(x0 + y0) = h
(
Lst(x0) + Lyt (y0)

)

= hsL
s
t(x0) + huL

u
t (y0)

= T st hs(x0) + T ut hu(y0)

= Tt(hs(x0) + hu(y0)) = Tt(h(x0 + y0)).

Por lo tanto, para cada t ∈ R hLt = Tth y entonces L y T son topológicamente equiva-
lentes.

Lema 2.1.12. Sea L ∈ L(Rn). Para cada ε > 0 hay δ > 0 tal que, si T ∈ L(Rn) satisface
que ‖L− T‖ < δ entonces ∀µ ∈ Esp(T ) hay un λ ∈ Esp(L) con |λ− µ| < ε.

Demostración. Sean ε > 0 y λ1, . . . , λn ∈ Esp(L). |λi| ≤ ‖LC‖ = ‖L‖. Si ‖L − T‖ < 1
entonces ‖T‖ < 1 + ‖L‖ y por lo tanto cada µ ∈ Esp(T ) tiene norma |µ| < 1 + ‖L‖. Se
sigue que Esp(T ) ⊆ D1+‖L‖. Sea Vε = Un

i=1B
Cn
ε (λi). Tomando w ∈ D1+‖L‖ − Vε, tenemos

que det(LC−wId) 6= 0. Por continuidad del determinante, para cada w existe un δw > 0
tal que, si ‖T −L‖ < δw, entonces det(TC −wId) 6= 0. Al ser D1+‖L‖ − Vε compacto, hay
un δ0 > 0 que cumple:

‖T − L‖ < δ0 =⇒ ∀w ∈
(
D1+‖L‖ − Vε

)
det(TC − wId) 6= 0.

pero Esp(T ) ⊆ D1+‖L‖, por lo tanto Esp(T ) ⊆ Vε.

Tomamos δ = mı́n{1, δ0}, si ‖T − L‖ < δ entonces para cada µ ∈ Esp(T ) hay
λ ∈ Esp(L) tal que |λ− µ| < ε.

Lema 2.1.13. Sean L ∈ L(Rn) y λ ∈ Esp(L) de multiplicidad m. Existen ε, δ > 0 que
satisfacen: ‖T−L‖ < δ ⇒ {µ1, . . . , µk} = Esp(T )∩Bε(λ) y la suma de las multiplicidades
de los µi es menor o igual a m.

Demostración. Lo demostraremos por contradicción. Supongamos que ∀ε > 0 ∀δ > 0 hay
T ∈ L(Rn) ‖T − L‖ < δ y la suma de las multiplicidades de los µi es mayor a m, con
|µi − λ| < ε.

Luego, para cada k ∈ N, existe un campo lineal Lk ∈ L(Rn) el cual satisface ‖Lk −
L‖ < 1/k y {µk1, . . . , µkrk} = Esp(Lk) ∩ B1/k(λ). Nos fijamos en la sucesión {Lk}, por
definición ĺımk→∞ Lk = L y también los autovalores ĺımk→∞ µki = λ. Sea mk la suma de
las multiplicidades de los autovalores µk1, . . . , µ

k
rk

. Para cada k ∈ N mk > m, por lo tanto
m′ = ĺımk→∞mk > m.

Sea Ek = Ker((Lk)C−µk1Id) . . . ((Lk)C−µkrkId), dim(Ek) = mk. Tomamos eki , . . . , e
k
mk

base ortonormal de Ek. Como {ek1, . . . , ekmk} ⊆ S2n−1 ⊆ Cn y S2n−1 es compacto, pasando
a una subsucesión de ser necesario, podemos suponer que ekj converge a un ej. Con ej 6= ei
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si i 6= j por ortogonalidad. Sea Ẽ = 〈{e1, . . . , em′}〉. Es claro que dim(Ẽ) = m′, pero el
operador lineal

(
(Lk)C − µk1Id

)(
(Lk)C − µk2Id

)
. . .
(
(Lk)C − µkrkId

)
→ (LC − λId) cuando

k → ∞. Se sigue que Ker(LC − λId)m ⊇ Ẽ lo cual es una contradicción, ya que

dim(Ker(LC − λId)) = m < m′ = dim Ẽ.

Teorema 2.1.14. Los valores propios de L ∈ L(Rn) dependen continuamente de L.

Demostración. Sean {λ1, . . . , λr} = Esp(L) con multiplicidades n1, . . . , nr respectiva-
mente y ε > 0 de manera que las bolas Bε(λi) sean ajenas. Por el Lema 2.1.14, si
Vε = ∪ri=1Bε(λi) hay δ0 > 0 tal que, si ‖T−L‖ < δ0, entonces Esp(T ) ⊆ Vε. Por otro lado,
para cada λi ∈ Esp(L), por el lema 2.1.15, existe una δi > 0 tal que, si ‖T − L‖ < δi,
entonces la suma de las multiplicidades de los autovalores Esp(T ) ∩ Bε(λi) es menor o
igual a ni.

Tomamos δ = mı́n{δ0, δ1, . . . , δr}. Si ‖T − L‖ < δ, la suma de las multiplicidades de
Esp(T )∩Bε(λi) es menor o igual a ni. Si para algún j la suma total de las multiplicidades
de Esp(T )∩Bε(λj) fuese menor a nj, la suma de las multiplicidades de Esp(T ) seŕıa menor
a n1 + n2 + . . . nr = n lo que es una contradicción. Por lo tanto se da la igualdad.

Corolario. (1) Para L ∈ H(Rn), hay V ⊆ L(Rn) vecindad abierta de L tal que, si T ∈ V ,
entonces Ind(T ) = Ind(L). Donde Ind(L) es el ı́ndice de L.

Demostración. Sea ε = mı́n{|Re(λi)| : λi ∈ Esp(L)}. Hay δ > 0 tal que, para‖T−L‖ < δ,
Esp(T ) ⊆ ∪ri=1Bε(λi). Por la elección de ε, ∪ri=1Bε(λi) es ajeno al eje imaginario, por lo
tanto también lo es Esp(T ), si nos fijamos en los autovalores de L que tienen parte
real negativa λ1, . . . λl, con multiplicidades n1, . . . , nl. La suma de la multiplicidad de los
autovalores de T en Esp(T )∩Bi(λi) es ni. Por lo tanto, la suma de la multiplicidad de los
valores propios de T con parte real negativa (Ind(T )) es igual a n1+· · ·+nl = Ind(L).

Corolario. (2) L ∈ H(Rn) ⇐⇒ L es estructuralmente estable. Es decir, los campos
lineales que son estructuralmente estables son los campos lineales hiperbólicos.

Demostración. ⇒) Por la proposición 2.1.11, dos campos hiperbólicos son topológicamen-
te equivalentes si y sólo si tienen el mismo ı́ndice. Por el Teorema anterior, hay V ⊆ L(Rn)
vecindad de L tal que, si T ∈ V , entonces Ind(L) = Ind(T ). Como H(Rn) es abierto,
podemos tomar V ⊆ H(Rn). Por lo anterior, V satisface la definición de estabilidad es-
tructural para L.

⇐) Por contra positiva: Supongamos que el campo lineal L no es hiperbólico. Sean
ε > 0 y {λ1 . . . λr} = Esp(L). Ordenados de manera que λ1, . . . λl son los autovalores con
parte real no cero. Sea t = (1/2) mı́n{|Re(λ1)|, |Re(λ2)|, . . . , |Re(λl)|, ε} y T = L + tId,
entonces ‖T − L‖ = t < ε y Esp(T ) = {λ1 + t, . . . , λr + t}, por la elección de t para
cada i ∈ {1, . . . , , r} λi + t 6= 0. Es decir, T ∈ H(Rn).

Por lo tanto L no es estable.

2.2. Singularidades y puntos fijos hiperbólicos

En esta sección buscaremos extender lo aprendido acerca de campos vectoriales linea-
les a campos vectoriales sobre variedades diferenciales. Buscamos, por ahora, clasificar
el comportamiento de la dinámica local. Es decir, dado p ∈ M , saber cuando el sistema
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dinámico es estable en una vecindad de p. Por el Teorema del flujo tubular, o de rectifica-
ción, sabemos que los campos vectoriales son siempre estables en puntos regulares. Falta
entonces estudiar el comportamiento local en singularidades. Teniendo en mente que la
diferencial de una función es una aproximación lineal a ella. Lo primero que podŕıamos
pedirle a una singularidad es que su aproximación lineal sea adecuada. Según lo que vimos
en la sección pasada, esto motiva la siguiente definición:

Definición. Sean X ∈ Xk(M) y p ∈M singularidad. Decimos que p es una singularidad
simple de X si DX(p) : TpM → TpM es invertible. Es decir, DX(p) no tiene al 0 como
autovalor.

Proposición 2.2.1. Sean X ∈ Xk(M) y p ∈M , con p singularidad simple de X. Existen
N(X) ⊆ Xk(M), Up ⊆ M vecindades de X y p respectivamente, y ρ : N(X) −→ Up
aplicación continua tales que ρ(Y ) es una única singularidad simple de Y en Up.

Demostración. La idea de la demostración es utilizar el Teorema de la función impĺıcita
para espacios de Banach. Al ser un resultado local, pasando a cartas locales, podemos
suponer M = Rn, p = 0 y X ∈ Xk(Dn), donde Dn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}.

Sabemos que Xk = Xk(Dn) es un espacio de Banach, pues Dn es compacto. Sea

ϕ : Dn × Xk −→ Rn ϕ(x, Y ) = Y (x)

ϕ es de clase Ck. D1ϕ(0, X) = DX(0) : Rn → Rn es isomorfismo, ya que 0 es singularidad
simple. Como ϕ(0, X) = 0, por el Teorema de la función impĺıcita hay U ⊆ Rn y N0 ⊆ Xk

vecindades abiertas de 0 y X respectivamente, y ρ̃ : N0 −→ U aplicación Ck tal que
ϕ(ρ̃(Y ), Y ) = 0 ∀Y ∈ N0 , y ρ̃ es única con esta propiedad.

Luego: x ∈ U, Y ∈ N0 =⇒
(
Y (x) = 0 ⇔ ρ̃(Y ) = x

)
. Es decir, ρ̃(Y ) es la única

singularidad de Y en U .

Esiste N1 ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ N1 DY (ρ(Y )) es isomorfismo.
Equivalentemente, ρ̃(Y ) es una singularidad simple de Y . Tomando N(X) = N1 ∩ N0 y
ρ = ρ̃|N . Tenemos que ρ : N(X) −→ ρ[N(X)] satisface la proposición.

Sea M0 ⊆ TM la sección 0: M0 = {(p, v) ∈ TM : v = 0}, es claro que M0 es difeomorfo
a M . Si X ∈ Xk(M) entonces p ∈M es singularidad de X si y sólo si X(p) ∈M0.

Proposición 2.2.2. Sean X ∈ Xk(M) y p ∈ M singularidad de X. Entonces p es
singularidad simple si y sólo si X −tp M0.

Demostración. Sea ϕ : U −→ Rn carta local centrada en p. Entonces la diferencial
Dϕ : TU → TRn ∼= Rn×Rn es un difeomorfismo. Sea π2 : Rn×Rn −→ Rn la proyección
en la segunda coordenada. Definimos h = π2 ◦Dϕ ◦X. Luego:

X −tp M0 ⇐⇒ p es punto regular de h⇐⇒ Dh(p) : TpM → Rn es isomorfismo.

Pero Dh(p) = Dπ2(0, 0) ◦D2ϕ(0, p) ◦DX(p). Al ser Dπ2(0, 0) y D2ϕ(0, p) epimorfismos,
Dh(p) es isomorfismo si y solamente si DX(p) lo es.

Por lo tanto X −tp M0 ⇐⇒ DX(p) es isomorfismo.

Denotaremos por g0(M) = {X ∈ Xk(M) : X sólo tiene singularidades simples }. De
la proposición anterior se sigue que g0 = {X ∈ Xk(M) : X −tM0}.
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Proposición 2.2.3. g0(M) es abierto y denso en Xk(M).

Demostración. Mostraremos primero que g es abierto. Al ser M compacto y M0 cerrado
en TM , por el Teorema de transversalidad de Thom, tenemos que A = {f ∈ Ck(M,TM) :
f −tM0} es abierto en Ck(M,TM). En particular g0 = A ∩Xk(M) es abierto en Xk(M).

Porbaremos ahora la densidad. Sea X ∈ Xk(M). Sea ε > 0. Por el Teorema de
transversalidad de Thom, hay Y ∈ Ck(M,TM) con ‖Y −X‖ < ε y Y −t M0. Tomando
π : TM → M π(p, v) = p la proyección a M , puede ocurrir que π(Y (p)) 6= p. Es decir
que Y /∈ Xk(M). Al ser π continua, existe una δ > 0 tal que

‖X − Y ‖k < δ =⇒ ‖πX − πY ‖ < ε =⇒ ‖IdM − πY ‖ < ε.

Luego, πY : M −→ M . Como IdM ∈ Difk(M) ⊆ Ck(M,M) es abierto, tomando ε
suficientemente pequeño, πY ∈ Difk(M). Sea Z = Y (πY )−1. Aśı, πZ = πY (πY )−1 =
IdM . Por lo tanto Z ∈ Xk(M). Tomando Z cercano a Y , tenemos Z −t M0. Por lo tanto
Z ∈ g0(M) y Z es cercano a X (Y es tan cercano como queramos a X y Z es tan cercano
como queramos a Y ).

Definición. Sea X ∈ Xk(M) con p ∈ M singularidad de X. Decimos que p es una
singularidad hiperbólica de X si DX(p) : TpM → TpM es un campo lineal hiperbólico.

Denotaremos por g1(M) al conjunto de campos vectoriales sobre M que son hiperbóli-
cos.

Proposición 2.2.4. Si M es compacta, entoncesg1(M) es abierto y denso en Xk(M).

Demostración. Es claro que g1(M) ⊆ g0(M). Como g0(M) es abierto y denso en Xk(M),
basta probar que g1(M) es abierto y denso en g0(M).

Sea X ∈ g0(M) y p1 . . . , pr ∈ M sus singularidades, que son finitas por ser aisladas.
De la Proposición 2.2.1, para cada j ∈ { 1, . . . , r} hay Nj ⊆ Xk(M) vecindad abierta de
X y Uj ⊆ M vecindad abierta de pj. De manera que i 6= j implica Ui ∩ Uj = ∅, y una
aplicación continua ϕj : Nj → Uj tal que:

∀q ∈ Uj ∀Y ∈ Nj Y (q) = 0⇐⇒ ϕj(Y ) = pj.

Sea U = ∪rj=1Uj y N = ∩rj=1Nj. U ese abierto y por lo tanto M −U es compacto. Como
para cada p ∈M − U X(p) 6= 0, existe una δ > 0 tal que ∀p ∈M − U ‖X(p)‖ > δ. Por
lo tanto, si ‖Y −X‖ < δ/2, las únicas singularidades de Y son ϕ1(Y ), . . . , ϕr(Y ).

Abierto:

Si X ∈ g1 entonces DXpi es hiperbólico. Sabemos que el conjunto de los campos
lineales hiperbólicos es abierto. Luego, hay δi > 0 tal que, si ‖DY (ϕi(Y ))−DX(pi)‖ < δi,
entonces DY (ϕi(Y )) es hiperbólico. Tomamos ε = mı́n{δ1, . . . , δr} . Nos fijamos en la

bola B
g0(M)
ε (X) = {Y ∈ g0(M) : ‖Y −X‖k < ε}. Entonces

Y ∈ N ∩Bg0(M)
ε (X) =⇒ Y hiperbólico.

Densidad:

Sea X ∈ g0(M). Sea µi = (1/2) mı́n{|Re(λ| : λ ∈ Esp(DX(pi)) y Re(λ) 6= 0}, con
i ∈ { 1, . . . , r}. Es claro que µi > 0. Aśı, DX(pi) +µiId es hiperbólico. Sea µ = mı́n{µi} .
Para cada j = 1, . . . , r tomamos cartas locales ϕj : Vj −→ B3(0) centradas en pj, con
Vj ⊆ Uj.

Tomemos ahora una función ρ : Rm → [0, 1] C∞ que satisfaga lo siguiente:



52 CAPÍTULO 2. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL LOCAL

• ρ tiene soporte contenido en B2(0).

• ρ(x) = 1 ∀x ∈ B1(0).

Nos fijamos en ϕj∗X, la expresión de X en la carta ϕj. Es decir, tomando q = (ϕj)−1(x),
tenemos que ϕj∗X(x) = Dϕj((ϕj)−1x)(X((ϕj)−1(x)) = Dϕj(q)(X(q)). Definimos

Y : M −→ TM

p 7−→
{
X(p) p ∈M −⋃r

j=1 Vj

(Dϕj)−1(ϕj(p))
(
ϕj∗X(ϕj(p)) + µρ(ϕj(p))Id

)
p ∈ Vj

En cartas locales ϕj∗Y = ϕj∗X + µρ(ϕj(p))Id. Por lo tanto DY (pj) = DX(pj) + µId y
‖Y −X‖ < µ. Por lo tanto Y ∈ g1(M) está arbitrariamente cerca de X.

Estudiaremos a continuación los casos paralelos para difeomorfismos.

Definición. f ∈ Difk(M), p ∈ M punto fijo de f . Decimos que p es un punto fijo
elemental de f si 1 no es autovalor de dfp : TpM → TpM .

Proposición 2.2.5. Sea M variedad diferenciable (no necesariamente compacta). Sean
f ∈ Difk(M) y p ∈M punto fijo elemental de f . Hay N ⊆ Difk(M) y U ⊆M vecindades
abiertas de f y p respectivamente, y ρ : N → U continua tal que, si g ∈ N, entonces ρ(g)
es el único punto fijo de g en U , el cual es elemental.

Demostración. Al ser un problema local, pasando a cartas locales podemos suponer que
M = Rn, p = 0 y f ∈ Difk(Dn). Sabemos que Difk(Dn) es un espacio de Banach. Nos
fijamos ahora en la aplicación Ck

ϕ : Dn ×Difk(Dn) −→ Dn ϕ(x, g) = g(x)− x.

Notemos que ϕ(0, f) = f(0)− 0 = 0 y D1ϕ(0, f) = Df(0)− Id es isomorfismo, ya que
1 no es valor propio de Df(0). Por el Teorema de la función impĺıcita, hay U ⊆ Rn y
N ⊆ Difk(Dn) vecindades abiertas de 0 y f respectivamente, y ρ : N → U única, tal que

ϕ(ρ(g), g) = 0. Es decir: ∀x ∈ U
(
ϕ(x, g) = 0 ⇔ x = ρ(g)

)
. Por otro lado, los valores

propios dependen continuamente de la función. Se sigue que existe una δ > 0 tal que, si
‖f − g‖k < δ, entonces ‖df0− dgρ(g)‖ < δ y por lo tanto dgρ(g) no tiene 1 como autovalor.

Aśı, restringiendo N a una vecindad más pequeña de ser necesario, ρ(g) ∈ U es el
único punto fijo de g en U , el cual es elemental.

Consideremos la diagonal ∆ = { (p, p) ∈M ×M : p ∈M }. El conjunto ∆ ⊆M ×M
es una subvariedad de dimensión n = dim(M) difeomorfa a M . Dada f ∈ Difk(M), esta

induce una aplicación f̃ : M −→ M ×M definida por f̃(p) = (p, f(p)). La imagen de f̃
es la gráfica de f .

Proposición 2.2.6. Sean f ∈ Difk(M) y p ∈ M punto fijo de f . Entonces p es un

punto fijo elemental de f si y solamente si f̃ −tp ∆.

Demostración. Al ser f un difeomorfismo, dfp es un isomorfismo, y por lo tanto

dim(Tp∆) + dim(df̃p[TpM ]) = n+ n = dim(Tp(M ×M)). Luego:

dim(Tp∆ ∩ df̃p[TpM ]) = 0 ⇐⇒ f̃ −tp ∆
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equivalentemente
Tp∆ ∩ df̃p[TpM ] = {0} ⇐⇒ f̃ −tp ∆.

De la definición de f̃ , es directo que df̃p[TpM ] = TpM × dfp[TpM ]. Por otro lado, el plano
tangente a ∆ en p está dado por Tp∆ = { (v, v) ∈ TpM × TpM : v ∈ TpM}. Luego, si

w ∈ TpM ∩ df̃p[TpM ] entonces (v, v) = w = (v, dfp(v)) y por lo tanto dfp(v) = v.

Por lo tanto f̃p
−tp ∆ ⇐⇒ Tp∆ ∩ df̃ [TpM ] = {0} ⇐⇒ 1 no es autovalor de f .

Denotamos por G0(M) ⊆ Difk(M) al conjunto de difeomorfismos cuyos puntos fijos
son todos elementales. De la proposición anterior se sigue que f ∈ G0(M) si y sólo si

f̃ −t ∆. Aśı, por el Teorema de transversalidad de Thom, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.2.7. M compacta ⇒ G0(M) abierto y denso en Difk(M).

Definición. Sea p ∈ M punto fijo de f ∈ Difk(M). Decimos que p es un punto fijo
hiperbólico de f si dfp : TpM → TpM es un isomorfismo hiperbólico. Es decir, dfp no
tiene valores propios con norma 1.

Denotaremos por G1(M) ⊆ Difk(M) al conjunto de los difeomorfismos cuyos puntos
fijos son todos hiperbólicos.

Teorema 2.2.8. M compacta ⇒ G1(M) es abierto y denso en Difk(M).

Demostración. Como G1(M) ⊆ G0(M), al ser G0(M) abierto y denso en Difk(M), basta
probar que G1(M) es abierto y denso en G0(M).

Sean f ∈ G0 y p1, . . . , pr ∈M sus puntos fijos (finitos debido a que M es compacto
y los puntos fijos elementales son aislados). Por la Proposición 2.2.5 hay U1, . . . , Ur ⊆M
abiertos, con pi ∈ Ui, N1, . . . , Nr ⊆ Difk(M) vecindades abiertas de f , y ρi : Ni → Ui
aplicación continua tales que ∀g ∈ Ni ρi(g) ∈ Ui es el único punto de g en Ui, el cual
es elemental. Tomamos N = ∪i≤rNi y U = ∪i≤rUi. Al ser M − U compacto, hay
δ > 0 tal que si ‖f − g‖k < δ entonces g no tiene puntos fijos en M − U . Por lo tanto,
tomando N suficientemente pequeño, g ∈ N implica que g tiene como únicos puntos fijos
ρ1(g), . . . , ρr(g).

Abierto:

Supongamos f ∈ G1(M). Como los autovalores dependen continuamente de la función,
hay δi > 0 tal que, si ‖f − g‖k < δi, en particular ‖dfp − dgρi(g)‖ < δi entonces dgρi(g) no
tiene valores propios de norma 1. Tomamos δ = mı́n{δi : 1 ≤ i ≤ r}. Si nos fijamos en la

bola Bδ = { g ∈ G0(M) : ‖f − g‖ < δ}. Entonces Ñ = Bδ ∩ N es una vecindad abierta

de f y Ñ ⊆ G1(M).

Denso:

Supongamos f ∈ G0(M). Si u ∈ R es suficientemente pequeño y pi ∈M es punto fijo
elemental de f entonces (1−u)dfp no tiene autovalores de norma 1. Aśı, para cada pi ∈M
punto fijo de f , sea (ϕi, Vi) carta local centrada en pi con ϕi[Vi] = B3(0) y Vi ⊆ Ui. Sea
ψ : B3(0)→ R función C∞ con soporte contenido en B2(0) y ψ|B1(0) = 1. Definimos

g : M −→M

p 7−→
{
f(p) p ∈M −⋃r

i=1 Vi

ϕ−1
i

([
1− uψ(ϕi(p))

]
ϕi(f(p)

)
p ∈ Vi

g tiene como puntos fijos los mismos que f , pero dgpi = (1− u)dfpi , y ‖f − g‖ ≤ u. Por
lo tanto g es un difeomorfismo hiperbólico y está arbitrariamente cerca de f .



54 CAPÍTULO 2. ESTABILIDAD ESTRUCTURAL LOCAL

2.3. Estabilidad local

El teorema principal de esta sección, el Teorema de Grobman-Hartman, nos dice
que en la vecindad de puntos fijos hiperbólicos el comportamiento del sistema dinámico
es indistinguible de la aproximación lineal dada por la diferencial en ese punto. En el
sentido de que, por lo menos localmente, son topológicamente equivalentes. Dado que ya
conocemos el comportamiento de los campos e isomorfismos lineales hiperbólicos, esto nos
ayuda a clasificar los sistemas dinámicos hiperbólicos localmente de acuerdo a su parte
lineal.

Para demostrar el Teorema de Grobman-Hartman necesitaremos de los siguientes
Lemas:

Lema 2.3.1. Sean E espacio de Banach y L,G ∈ L(E,E). Si hay a ∈ R tal que ‖L‖ ≤
a < 1 y G es un isomorfismo con norma ‖G−1‖ ≤ a < 1 entonces se satisface lo siguiente:

1) IdE + L es isomorfismo y ‖(IdE + L)−1‖ ≤ 1/(1− a).

2) IdE +G es isomorfismo y ‖(IdE +G)−1‖ ≤ a/(1− a).

Demostración. 1) Sea y ∈ E y µ : E −→ E dada por µ(x) = y − Lx. Entonces
µ(x1)− µ(x2) = Lx2 − Lx1 = L(x2 − x1). Por lo tanto

‖µ(x1)− µ(x2)‖ = ‖L(x2 − x1)‖ ≤ ‖L‖‖x2 − x1‖ ≤ a‖x2 − x1‖ < ‖x2 − x1‖.

Se sigue que µ es una contracción, por lo que µ tiene un único punto fijo xy ∈ E el cual
satisface xy = µ(x) = y − Lxy. Despejando obtenemos xy + Lxy = y. Esto para cada
y ∈ E, lo que prueba la biyectividad de IdE+L. Luego, IdE+L es un isomorfismo. Ahora,
tomando y ∈ E de norma 1 y x ∈ E tal que (IdE + L)−1y = x, entonces x = y − Lx
satisface

‖x‖ = ‖y − Lx‖ ≤ ‖y‖+ ‖Lx‖ ≤ 1 + ‖L‖‖x‖ ≤ 1 + a‖x‖

despejando, obtenemos que ‖x‖ − a‖x‖ ≤ 1 por lo que ‖x‖ ≤ 1/(1 − a). Por lo tanto
‖(IdE + L)−1‖ ≤ 1/(1− a).

2) IdE +G = G(IdE +G−1). Dado que ‖G−1‖ ≤ a < 1, por la parte 1), IdE +G−1 es
isomorfismo con ‖(IdE +G−1)−1‖ ≤ 1/(1− a). Luego:

‖(IdE +G−1)‖ = ‖
(
G(IdE +G)−1

)−1‖
= ‖(IdE +G−1)−1G−1‖
≤ ‖(IdE +G−1)−1‖ ‖G−1‖ ≤ a

1− a

Sea C0
b (Rn) = { f : Rn → Rn : ‖f‖sup < m} para algúna m ∈ R.

Lema 2.3.2. Existe una ε > 0 tal que, si φ1, φ2 ∈ C0
b (Rn) tienen constante de Lipschitz

menor o igual a ε, entonces hay h : Rn → Rn homeomorfismo que satisface la igualdad
h(A+ φ1) = (A+ φ2)h, donde A es un isomorfismo hiperbólico.
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Demostración. Notemos primero que, si h = Id + u, entonces:

(Id + u)(A+ φ1) = (A+ φ2)(Id + u) ⇐⇒
IdA+ Idφ1 + u(A+ φ1) = AId + Au+ φ2(Id + u) ⇐⇒

A+ φ1 + u(A+ φ1) = A+ Au+ φ2(Id+ u) ⇐⇒
Au− u(A+ φ1) = φ1 − φ2(Id+ u)

Sea L : C0
b (Rn) → C0

b (Rn) Lu = Au − u(A + φ1). Veamos que L es invertible. Al ser
A homeomorfismo, podemos escribir Lu = A(u − A−1u(A + φ1)). Basta mostrar que
L∗u = u− A−1u(A+ φ1) es invertible.

Al ser A isomorfismo hiperbólico, podemos separar Rn en Es, Eu, la parte estable
e inestable de A. Entonces Cn

0 (Rn, Es), Cb
0(Rn, Eu) son invariantes bajo L∗, por lo que

podemos escribir L∗ = (L∗)s⊕ (L∗)u, donde (L∗)s = L∗|Es y (L∗)u = L∗|Eu . Si tomamos
ε suficientemente pequeño A+ φ1 es invertible, ya que

‖φ1‖ = sup{ ‖φ1v‖ : ‖v‖ = 1} ≤ sup{ε‖v‖ : ‖v‖ = 1} = ε

Por lo tanto H : Cb
0(Rn, Es) → Cb

0(Rn, Es) , dada por H(us) = (As)−1us(A + φ1), es
invertible con inversa H−1(us) = (A + φ1)−1usAs. Si ‖us‖ = 1. Como ‖A‖ ≤ a < 1,
también se da que ‖H−1‖ ≤ a. Es decir, H−1 es una contracción. Por la parte 2) de Lema
anterior (L∗)s = Id+H es invertible y ‖(L∗)s‖ ≤ a/(1−a). Por la parte 1), (L∗)u también
es invertible y ‖(L∗)u−1‖ ≤ 1/(1− a). Luego L∗ es invertible y por lo tanto también lo es
L. Tenemos la siguiente desigualdad:

‖L−1‖ = ‖(L∗)−1A−1‖ ≤ ‖A
−1‖

1− a

Definimos ahora µ : C0
b (Rn) −→ C0

b (Rn) por µ(u) = L
(
φ1 − φ2(Id + u)

)
.

‖µ(u1)− µ(u2)‖ = ‖L
(
φ1 − φ2(Id− u1)

)
− L

(
φ1 − φ2(Id− u2)

)
‖ ≤ ‖A‖

−1

1− a ε‖u2 − u1‖

Si tomamos ε < (1−a)/‖A−1‖, µ es una contracción, por lo que tiene un único punto fijo
u ∈ Cb

0(Rn) que satisface la ecuación

Au− u(A+ φ1) = φ1 − φ2(Id + u)

Por lo que ya vimos, esto implica que u también satisface la ecuación

(Id + u)(A+ φ1) = (A+ φ2)(Id + u)

Sólo falta ver que Id + u es un homeomorfismo.

Aplicando el mismo procedimiento que utilizamos para encontrar u, podemos encon-
trar v ∈ C0

n(Rn) única que satisface:

(A+ φ1)(Id + v) = (Id + v)(A+ φ2)

Veamos que (Id+v)(Id+u) = (Id+u)(Id+v) = Id, para esto notemos que (Id+u)(Id+v)
satisface:

(Id + u)(Id + v)(A+ φ2) = (Id + u)(A+ φ1)(Id + v) = (A+ φ2)(Id + u)(Id + v)
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Por otro lado

(Id + u)(Id + v) = Id + v + u(Id + v)

y como v + u(Id + v) ∈ C0
b (Rn), por la unicidad de la solución a la ecuación

(Id + w)(A+ φ2) = (A+ φ2)(Id + w)

cuya única solución es w = 0, obtenemos que v + u(Id+ v) = 0, y por lo tanto

(Id + u)(Id + v) = Id y (Id + v)(Id + u) = Id

Por lo tanto Id + u es un homeomorfismo que conjuga A+ φ1 y A+ φ2.

Por lo visto en la primer sección de este caṕıtulo, si A es un isomorfismo hiperbólico
hay una descomposición de Rn = Es ⊕ Eu y ‖.‖ norma de Rn tales que As = A|Es ,
Au = A|Eu satisfacen que ‖As‖ ≤ a < 1 y ‖(Au)−1‖ ≤ a < 1. Aśı podemos descomponer
C0
b (Rn) = C0

b (Rn, Es) ⊕ C0
b (Rn, Eu). Si f ∈ C0

b (Rn) y πs, πu son las proyecciones a Es

y Eu respectivamente entonces, f = πs ◦ f + πu ◦ f = fs + fu con fs ∈ C0
b (Rn, Es) y

fu ∈ C0
b (R, Eu).

Lema 2.3.3. Sean A = dfp con p punto fijo hiperbólico de f ∈ Difk(Rn).

Para cada ε > 0 hay U ⊆ Rn y φ ∈ C0
b (Rn) tal que φ es Lipschitz con constante ε y

(A+ φ1)|U = f |U .

Demostración. Sea ϕ = f − A : Rn −→ Rn con ϕ(0) = 0 y dϕ0 = 0. Tomamos
α : R→ R C∞ que cumpla:

• α(t) = 1 ∀t ∈ B1/2(0)

• α tiene soporte contenido en B1(0).

• ∀t ∈ R α(t) ≥ 0

• ∀t ∈ R ‖α′(t)‖ ≤ k con k > 2

Dado ε > 0 hay δ > 0 tal que ∀x ∈ Bδ(0) ‖dϕx‖ < ε/2k.

Definimos φ(x) = α
(
‖x‖/δ

)
ϕ(x). φ satisface:

1) ∀x /∈ Bδ(0) φ(x) = 0. Es decir, φ tiene soporte contenido en Bδ(0).

2) ∀x ∈ Bδ/2(0) φ(x) = ϕ(x). Es decir f y A+ φ coinciden en Bδ/2(0).

3) φ tiene constante de Lipschitz menor a ε.

1) y 2) se dan debido a que: x /∈ Bδ(0)⇒ α
(
‖x‖/δ

)
= 0 y x ∈ Bδ/2(0)⇒ α

(
‖x‖/δ

)
= 1.
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Para probar 3), lo dividimos en tres casos. Si tomamos x1, x2 ∈ Bδ(0), entonces

‖φ(x1)− φ(x2)‖ = ‖α
(‖x1‖

δ

)
ϕ(x1)− α

(‖x2‖
δ

)
ϕ(x2)‖

≤ ‖α
(‖x1‖

δ

)
ϕ(x1)− α

(‖x2‖
δ

)
ϕ(x1)‖

+ ‖α
(‖x2‖

δ

)
ϕ(x1)− α

(‖x2‖
δ

)
ϕ(x2)‖

= ‖α
(‖x1‖

δ

)
− α

(‖x2‖
δ

)
‖‖ϕ(x1)‖+ ‖ϕ(x1)− ϕ(x2)‖‖α

(‖x2‖
δ

)
‖

≤ ‖α′(c1)‖‖x1 − x2‖
δ

‖x1‖‖Dϕ‖+ ‖x1 − x2‖‖Dϕ‖
‖x2‖
δ
‖α′(c2)‖

≤ k
‖x1 − x2‖

δ
δ
( ε

2k

)
+ ‖x1 − x2‖

( ε

2k

)
k

= ε‖x1 − x2‖

Si x1 ∈ Bδ(0) pero x2 /∈ Bδ(0), de manera similar calculamos:

‖φ(x1)− φ(x2)‖ ≤ ‖α
(‖x1‖

δ

)
− α

(‖x2‖
δ

)
‖‖ϕ(x1)‖+ ‖ϕ(x1)− ϕ(x2)‖‖α

(‖x2‖
δ

)
‖

= ‖α
(‖x1‖

δ

)
− α

(‖x2‖
δ

)
‖‖ϕ(x1)‖+ 0

≤ ε

2
‖x1 − x2‖ = ε‖x1 − x2‖

Si x1, x2 /∈ Bδ(0) entonces

‖φ(x1)− φ(x2)‖ = 0 < ε‖x1 − x2‖

Con lo que terminamos la prueba.

Teorema 2.3.4 (Teorema de Grobman-Hartman). Sean p ∈M punto fijo hiperbólico
de f ∈ Difk(M) y A = Df(p) : TpM → TpM .

Hay Vp ⊆ M y U0 ⊆ TpM vecindades abiertas de p y 0 respectivamente, y
h : U0 → Vp homeomorfismo tal que hA = fh. Es decir, A en 0 es localmente conjugado
a f en p.

Demostración. Pasando a cartas locales podemos suponer ; f : Rn −→ Rn y 0 ∈ Rn

punto fijo hiperbólico de f . Entonces df0 : Rn → Rn es un isomorfismo hiperbólico.

Sean φ y U ⊆ Rn tales que A+φ|U = f |U y φ tiene constante de Lipschitz menor a ε.
Por el Lema 2.3.2, A y A+ φ son conjugados. Es decir hay h : Rn → Rn homeomorfismo
tal que hA = (A+ φ)h

Por lo tanto ∀x ∈ U hA(x) = fh(x).

Observación. En el Lema 2.3.2, la conjugación entre A + φ1 y A + φ2 es única a una
distancia finita de la identidad. Ignorando esta condición, dada ϕ : R → R contracción,
con φ(0) = 0, φ(1) = a > 0 y φ(−1) = b < 0. Si h̃ : [−1.b] ∪ [a, 1] → [−1, b] ∪ [a, 1]

con h̃(−1) = −1, h(b) = b, h(a) = a y h(1) = 1, extendemos h̃ a h : R → R por

h(x) = ϕ−nh̃ϕn(x) con n ∈ N tal que ϕn(x) ∈ [−1, b] ∪ [a, 1]. Entonces hϕ = ϕh para

cada homeomorfismo h̃.

Por lo mismo, la extensión A+ φ de f no es única.
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Proposición 2.3.5. Sea A ∈ L(Rn) isomorfismo hiperbólico.

∃ δ > 0 ∀B ∈ L(Rn) ‖A−B‖ < δ =⇒ B en 0 es localmente conjugado a A en 0.

Demostración. Sean ϕ = B − A ∈ C0
b (Rn) y α : R→ [0, 1] función auxiliar con soporte

contenido en B2(0), constante 1 en B1(0 y derivada acotada por k > 1.

Dada ε > 0 hay δ > 0 tal que, si x ∈ Bδ(0), entonces ‖dϕx‖ ≤ ε/2k.

Definimos φ(x) = α
(
‖x‖/δ

)
ϕ(x). El mapeo φ satisface lo siguiente:

1) ∀x ∈ Bδ(0) Bx = (A+ φ)x

2) ∀x /∈ B2δ(0) φ(x) = 0

3) φ tiene constante de Lipschitz menor a ε

La prueba de lo anterior es análoga a la del Lema 2.3.3.

Por lo tanto Por el Lema 2.3.2 B y A+ φ son localmente conjugados en 0.

Teorema 2.3.6. Si p ∈M es punto fijo hiperbólico de f , entonces f es localmente estable
en p.

Demostración. Por la Proposición 2.2.5. hay N ⊆ Difk(M) y U ⊆ M abiertos, con
f ∈ N y p ∈ U , y ρ : N → U continua tal que ∀g ∈ N ρ(g) ∈ U es el único punto fijo
de g en U , el cual es hiperbólico.

Por la proposición anterior, tomando Ñ = N ∩ {g ∈ Difk(M) : ‖f − g‖1 < δ}, donde
δ > 0 satisface que:

‖Dg(ρ(g))−Df(p)‖ < δ =⇒ Dg(ρ(g)) en 0 es localmente conjugado a Df(p) en 0

Por el teorema de Grobman-Hartman, f en p es localmente conjugado a Df(p) en 0 y
g en ρ(g) lo es a Dg(ρ(g)).

Por lo tanto ∀g ∈ Ñ g es localmente conjugado a f .

Lema 2.3.7 (Desigualdad de Gronwall). Sean u, v : [a, b] ⊆ R −→ R funciones
continuas no negativas. Si existe una α ≥ 0 tal que u(t) ≤ α +

∫ t
a
u(s)v(s)ds ∀t ∈ [a, b]

entonces u(t) ≤ αe
∫ t
a v(s)ds.

Demostración. Sea ω : [a, b] −→ R definida por ω(t) = α +
∫ t
a
u(s)v(s)ds. Supongamos

primero que α > 0.1 Como u, v son no negativas, se sigue que ∀t ∈ [a, b] ω(t) > 0. Por
otro lado:

ω′(t) = u(t)v(t) ≤ ω(t)v(t) =⇒ ω′(t)

ω(t)
≤ v(t) =⇒

∫ t

a

ω′(s)

ω(s)
ds ≤

∫ t

a

v(s)ds

Pero
∫ t
a
ω′(s)/ω(s)ds = ln(ω(t))− ln(ω(0)) = ln(ω(t)/ω(0) = ln(ω(t)/α). Aśı,

ln
(ω(t)

α

)
≤
∫ t

a

v(s)ds ⇐⇒ ω(t)

α
≤ e

∫ t
a v(s)ds ⇐⇒ ω(t) ≤ αe

∫ t
a v(s)ds

Dado que u(t) ≤ ω(t) entonces u(t) ≤ αe
∫ t
a v(s)ds.

Si α = 0, por el caso anterior, para cada α̃ > 0 u(t) ≤
∫ t
a
u(s)v(s)ds < α̃ +∫ t

a
u(s)v(s)ds. Por lo tanto u(t) ≤ α̃e

∫ t
a v(s)ds. Tomando α̃ = ε/e

∫ t
a v(s)ds, tenemos que

∀ε > 0 u(t) < ε, se sigue que u(t) = 0.
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Lema 2.3.8. Sea Y ∈ Xk(Rn) con Y (0) = 0.

Si Y satisface una condición de Lipschitz menor a K, entonces el flujo de Y está
definido en todo R× Rn y ‖Yt(x)− Yt(y)‖ ≤ eK|t|‖x− y‖.

Demostración. Lo demostraremos por contradicción. Sea x ∈ Rn, supongamos que el flujo
en x está definido en (a, b) con b <∞. Sea ϕ : (a, b)→ Rn curva integral por x,

ϕ(t) = x+

∫ t

0

Y (ϕ(s))ds

Para t > 0

‖ϕ(t)‖ ≤ ‖x‖+

∫ t

0

‖Y (ϕ(s))‖ds ≤ ‖x‖+

∫ t

0

K‖ϕ(s)‖ds

Por la desigualdad de Gronwall, tomando u(t) = ‖ϕ(t)‖, v(t) = K y α = ‖x‖, se sigue

que ‖ϕ(t)‖ ≤ ‖x‖e
∫ t
0 Kds = ‖x‖eKt ≤ ‖x‖eKb. Por lo tanto ∀t ≥ 0 ‖ϕ(t)‖ ≤ ‖x‖eKb.

Sea {tn} → b sucesión, entonces {ϕ(tn)} es una sucesión contenida en la bola de radio
‖x‖eKb, que es compacta. Por lo tanto podemos suponer, pasando a una subsucesión de
ser necesario, que {ϕ(tm)} es convergente. Sea y = ĺımn→∞ ϕ(tn), para mostrar que y
no depende de la sucesión escogida, tomemos {sn} ⊆ (a, b) sucesión que converge a b,
entonces

‖ϕ(tn)− ϕ(sn)‖ ≤ ‖ϕ′‖|tn − sn|
pero

ĺım
n→∞

tn = ĺım
n→∞

sn = b =⇒ ĺım
n→∞
|tn − sn| = 0

Luego, ĺımn→∞‖ϕ(tn) − ϕ(sn)‖ = 0 y por lo tanto ĺımn→∞ ϕ(tn) = ĺımn→∞ ϕ(sn). Aśı,
podemos extender ϕ al intervalo (a, b] tomando ϕ(b) = y, lo que nos lleva a una contradecir
el hecho de que ϕ era curva integral maximal. Luego b =∞ y de manera análoga a = −∞.
Es decir, el flujo está definido en todo R× Rn.

Usando la desigualdad de Gronwall:

‖Yt(x)−Yt(y)‖ ≤ ‖x−y‖+
∫ t

0

‖Y (Ys(x))−Y (Ys(y))‖ds = ‖x+y‖+
∫ t

0

K‖Ys(x)−Ys(y)‖ds

tomando u(t) = ‖Yt(x) − Yt(y)‖, v(t) = K y α = ‖x − y‖. Como
∫ t

0
Kds ≤ K|t|,

concluimos que:
‖Yt(x)− Yt(y)‖ ≤ ‖x− y‖eK|t|

Lema 2.3.9. Sea X : V ⊆ Rn → Rn campo Ck con X(0) = 0 y L = DX(0).

Para cada ε > 0 hay Y ∈ Xk(Rn) que cumple:

1) Y tiene constante de Lipschitz acotada por K < ∞, por lo que el flujo de Y está
definido en todo R× Rn.

2) Y = L fuera de Bl(0), donde l ∈ R es positivo.

3) Hay U ⊆ V tal que 0 ∈ U y Y |U = X|U .

4) Si Yt = Lt + φt entonces ∃M > 0 tal que ‖φt‖ < M ∀t ∈ [−2, 2] y φ tiene
constante de Lipschitz menor a ε
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Demostración. Sea ψ : V → Rn función Ck tal que ψ(0) = Dψ(0) = 0 y X = L + ψ.
Tomamos α : R → R función auxiliar con soporte contenido en Bl(0) y de manera que
∀t ∈ Bl/2(0) α(t) = 1.

Para cada δ > 0 hay un l > 0 tal que ψ|Bl(0) tiene constante de Lipschitz menor a δ.

Sea φ(x) = α(‖x‖)ψ(x), φ satisface:

• φ coincide con ψ en Bl/2(0).

• ψ = 0 fuera de Bl(0).

Definamos Y = L+φ. Como L y φ tienen constante de Lipschitz, también la tiene Y ,
por lo que Y cumple la primer condición. φ se anula fuera de Bl(0), por lo tanto Y = L
fuera de Bl(0), es decir, satisface 2). Tomando U = Bl/2(0), Y satisface 3). Por lo que
sólo falta verificar que se satisface la cuarta condición.

Sean x, y ∈ Rn. Sabemos que ∀t ∈ [−2, 2] ‖Yt(x)−Yt(y)‖ ≤ ‖x−y‖e2K . Si Yt = Lt+φt
entonces

Lt(x)− x =

∫ t

0

L(Ls(x))ds =

∫ t

0

L(Ys(x)− φs(x))ds =

∫ t

0

L(Ys(x))ds −
∫ t

0

L(φs(x))ds

Por lo tanto

φt(x) = Yt(x)− Lt(x)

=

∫ t

0

(Y (Ys(x))ds −
∫ t

0

L(Ys(x))ds+

∫ t

0

L(φs(x))ds

=

∫ t

0

(Y − L)(Ys(x))ds+

∫ t

0

L(φs(x))ds

=

∫ t

0

φ(Ys(x))ds+

∫ t

0

L(φs(x))ds

Se sigue que:

‖φt(x)− φt(y)‖ ≤ ‖
∫ t

0

(
φ(Ys(x))− φ(Ys(y))

)
ds‖+ ‖

∫ t

0

L
(
φs(x)− φs(y)

)
ds‖

≤
∫ t

0

δ‖Ys(x)− Ys(y)‖ds+

∫ t

0

‖L‖‖φs(x)− φs(y)‖ds

≤ 2δ‖x− y‖e2K +

∫ t

0

‖L‖‖φs(x)− φs(y)‖ds

Utilizamos ahora la desigualdad de Gronwall para obtener la siguiente desigualdad:

‖φt(y)− φt(y)‖ ≤ 2δ‖x− y‖e2Ke2‖L‖

con t ∈ [−2, 2]. Si tomamos δ < ε/(4e2Ke2‖L‖), llegamos a que

‖φt(x)− φt(y)‖ ≤ 2δe2K‖x− y‖+ 2δe2Ke2‖L‖‖x− y‖ < ε

2e2‖L‖ +
ε

2
< ε

Es decir, φ tiene constante de Lipschitz menor a ε, con lo que terminamos la prueba.



2.3. ESTABILIDAD LOCAL 61

Teorema 2.3.10 (Teorema de Grobman-Hartman para campos vectoriales). Sea 0 ∈ Rn

singularidad hiperbólica de X : V ⊆ Rn → Rn, denotamos L = DX(0).

X es topológicamente equivalente a L en 0.

Demostración. Sea Y ∈ Xk(Rn) campo dado por el Lema 2.3.9. Sea U ⊆ V vecindad
abierta del 0 con Y |U = X|U . Entonces DY (0) = DX(0) = L y DY1(0) = L1 = eL, por lo
que el difeomorfismo Y1 = L1 + φ1 tiene a 0 como punto fijo hiperbólico. Como φ1 tiene
constante de Lipschitz menor a ε, por el Lema 2.3.2. hay h : Rn → Rn homeomorfismo
tal que hY1 = L1h.

Definimos

H : Rn −→ Rn

x 7−→
∫ 1

0

L−thYtdt

H es continua. Veamos que ∀s ∈ R HYs = LsH, equivalentemente ∀s ∈ R L−sHYs = H.

Supongamos primero que s ∈ [0, 1], entonces:

L−s
(∫ 1

0

L−thYt dt
)
Ys =

∫ 1

0

L−(t+s)hYt+sdt

Bajo el cambio de variable u = t+ s− 1, tenemos que:
∫ 1

0

L−(t+s)hYt+sdt =

∫ s

s−1

L−(u+1)hYu+1du

=

∫ 0

s−1

L−(u+1)hYu+1du+

∫ s

0

L−u
(
L−1hY1

)
Yudu

=

∫ 1

s

L−vhYv dv +

∫ s

0

L−vhYv dv

=

∫ 1

0

L−vhYvdv = H

Sabemos que L−1hY1 = h. Supongamos L−nhYn = h, entonces

L−(n+1)hYn+1 = L−1L−nhYnY1 = L−1hY1 = h

Por inducción llegamos a que ∀n ∈ N L−nhYn = h.

Supongamos ahora que s̃ ∈ R, entonces hay n ∈ Z y s ∈ [0, 1] tales que s̃ = n+ s.

L−(n+s)HYn+s = L−s
(∫ 1

0

L−nL−thYtYndt
)
Ys

= L−s
(∫ 1

0

L−tL−nhYnYtdt
)
Ys

= L−s
(∫ 1

0

L−thYtdt
)
Ys

= L−sHYs = H

Por lo tanto ∀s ∈ R HYs = LsH, en particular HY1 = L1H. Por otro lado, notemos que
‖Id−H‖ = ‖

∫ 1

0
L−thYtdt‖ <∞. Luego, h = H. Luego, H es homeomorfismo que conjuga

X con Y en U . Por lo anterior, Y es topológicamente equivalente a L en 0. Concluimos
que X en 0 es topológicamente equivalente a L en 0.
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2.4. Clasificación local

Hemos probado ya que el conjunto de campos hiperbólicos g1(M) ⊆ Xk(M) es abier-
to, denso y que { campos localmente estable } ⊆ g1(M). Por la sección anterior, sabemos
que si p ∈ M es una singularidad hiperbólica de X, entonces X es topológicamente
equivalente a DX(p) en p. Luego, para entender el comportamiento topológico de las
órbitas de X en una vecindad de una singularidad hiperbólica, basta describir el compor-
tamiento de la diferencial DX(p). Consideremos entonces los campos lineales hiperbólicos:
L0, L1, . . . , Ln ∈ L(Rn) tales que Li tiene ı́ndice i y matriz asociada:

Li =

(
−Idi 0

0 Idn−i

)

donde Idr ∈ GL(Rr) es la matriz identidad de r × r. Si L ∈ L(Rn) tiene ı́ndice i, L es
conjugado de Li. Tenemos aśı clasificados los campos lineales hiperbólicos, representados
por los campos Li.

Sea XC : B1(0)→ Rn XC(x) = (1, 0, 0, . . . , 0) = e1 campo constante.

Teorema 2.4.1. Sea X ∈ g1(M) y p ∈M entonces:

1) Si p es punto regular de X, entonces X en p es topológicamente equivalente a XC

en 0.

2) Si p es singularidad de X con ı́ndice i, entonces X en p es topológicamente equiva-
lente al campo Li en 0.

Demostración.

1) Es el teorema del Flujo Tubular.

2) Por el Teorema de Grobman - Hartman X en p es topológicamente equivalente a
DX(p) en 0, pero DX(p) en 0 es topológicamente equivalente a Li en 0.

Por lo tanto X en p es topológicamente equivalente a Li en 0.

Aśı, hemos terminado de clasificar el comportamiento local de los campos hiperbólicos.

Ahora consideremos Difk(M). Sabemos que el conjunto de difeomorfismos hiperbólicos
G1(M) ⊆ Difk(M) es abierto y denso.

Por el Teorema de Groman - Hartman, para clasificar G1(M) basta clasificar los
isomorfismos lineales hiperbólicos.

Proposición 2.4.2. Sea A ∈ L(Rn) un isomorfismo hiperbólico. Existe un ε > 0 tal que
∀B ∈ L(Rn), si ‖A−B‖ < ε, entonces B es conjugado de A.

Demostración. Por la Proposición 2.3.5. Existe un ε > 0 tal que, si ‖A−B‖ < ε, entonces
A y B son localmente conjugados. Es decir, hay h : U ⊆ Rn → V ⊆ Rn homeomorfismo
tal que Ah = hB en U .

Sean Es
A, Eu

A los espacios estable e inestable de A respectivamente, y Es
B, E

u
B los

espacios estable e inestable de B respectivamente.

Sean V s = Es
A ∩ V , V u = Eu

A ∩ V , U s = Es
B ∩ U y Uu = Eu

B ∩ U . Por continuidad
hs : U s → V s , hu : Uu → V u y h = hs ⊕ hu. Ahora, como As y (Au)−1 son
contracciones, dado xs ∈ Es

B existe un n ∈ N tal que (Bs)n(xs) ∈ U s, y para xu ∈ Eu
B

existe m ∈ N tal que (Bu)−m(xu) ∈ Uu.
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Extendemos h a todo R = Es
A ⊕ Eu

A de la siguiente manera:

h̃s : Es
B −→ Es

A

xs 7−→ (As)−nh(Bs)nxs

h̃u : Eu
B −→ Eu

B

xu 7−→ (Au)mh(Bu)−mxu

Estas definiciones no dependen de la elección de m y n. Ya que Ah = hB en U . Es claro
que h̃s extiende a hs y h̃u extiende a hu. Definimos h̃ = h̃s ⊕ h̃u. Entonces h̃ extiende a
h. Como Ah̃ = Ash̃s ⊕ Auh̃u

Ash̃sxs = As
(

(As)−nh(Bs)n
)
xs =

(
(As)−(n−1)h(Bs)n−1

)
Bsxs = h̃sBsxs

Análogamente

Auh̃xu = Au
(

(Au)mh(Bu)−m
)
xu =

(
(Au)m+1hB−(m+1)

)
Buxu = h̃uBuxu

Luego
Ah̃ = Ash̃s ⊕ Auh̃u = h̃sBs ⊕ h̃uBu = h̃B

Por lo tanto A y B son conjugados.

Proposición 2.4.3. Sean A, B ∈ L(Rn) isomorfismos hiperbólicos.

A es conjugado de B si y sólo si As es conjugado de Bs y Au es conjugado de Bu.

Demostración. ⇒) Sea h : Es
B ⊕ Eu

B → Es
A ⊕ Eu

A homeomorfismo tal que Ah = hB,
equivalentemente h−1Ah = B. Entonces, dados xs ∈ Es

B y xu ∈ Eu
B, por continuidad

ĺım
n→∞

(h−1Anh)(xs) = ĺım
n→∞

(h−1Ah)nxs = ĺım
n→∞

Bnxs = 0

y
ĺım

n→−∞
h−1Anh(xu) = ĺım

n→−∞
(h−1Ah)nxu = ĺım

n→−∞
Bnxu = 0

por lo que h|EsB : Es
B → Es

A y h|EuB : Eu
B → Eu

A.

Sean hs = h|EsB y hu = h|EuB . Se sigue que hsBsxs = hBxs = Ahxs = Ashsxs y
huBuxu = hBxu = Ahxu = Auhuxu. Por lo tanto As y Bs son conjugados, al igual que
Au y Bu.

⇐) Sean hs : Es
B → Es

A y hu : Eu
B → Eu

A homeomorfismos tales que Ashs = hsBs

y Auhu = huBu. Definimos h = hs ⊕ hu. Si x ∈ R con x = xs + xu entonces

hBx = hsBsxs + huBuxu = Ashsxs + Auhuxu = Ahx

Por lo tanto A y B son conjugados.

Lema 2.4.4. Si hay α : [0, 1]→ {A ∈ L(Rn) : A es isomorfismo hiperbólico } trayectoria
continua que une A1 con A2, entonces A1 es conjugado de A2 y por lo tanto tienen el
mismo ı́ndice.

Demostración. Por la Proposición 2.4.2, para cada C ∈ α[0, 1], existe εC > 0 tal que,
para cada B ∈ L(Rn), si ‖B − C‖ < εC , entonces B es conjugado de C. Al ser α[0, 1]
compacto hay ε1, . . . , εr tales que, ordenados adecuadamente, satisfacen:
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• ⋃i≤r Bεi(Ci) ⊇ α[0, 1]

• Bεi−1
(Ci−1) ∩Bεi(Ci) 6= ∅.

Tomamos 0 = t0 < t1 < . . . < tr = 1 con α(ti) ∈ Bεi−1
(Ci−1) ∩ Bεi(Ci). Cada α(ti−1)

es conjugado a α(ti). Por transitividad de la conjugación A = α(t0) es conjugado a
B = α(tr).

Proposición 2.4.5. Sean A1, A2 ∈ L(Rn) isomorfismos hiperbólicos con matrices

A1 =




1/2
1/2

. . .

1/2


 A2 =




−1/2
1/2

. . .

1/2




Sea A ∈ L(Rn) un isomorfismo hiperbólico de ı́ndice n. Si det(A) > 0 entonces A es
conjugado a A1. En caso contrario, si det(A) < 0, entonces A es conjugado a A2.

Demostración. Sea A ∈ L(Rn) isomorfismo lineal. Por la proposición 2.4.2. hay V ⊆ Rn

abierto tal que ∀B ∈ V A es conjugado de B. Como las funciones lineales diagionalizables
son densas en L(Rn), podemos suponer A diagionalizable, con matriz

A =




λ1

. . .

λs′
µ1

. . .

µs′′
B1

. . .

Bs′′′




donde −1 < λi < 0, 0 < µj < 1 y Bi =

(
αi −βi
βi αi

)
con βi 6= 0 y α2

i + β2
i < 1.

Construiremos α1 : [0, 1] → GL(Rn) y α2 : [0, 1] → GL(Rn) trayectorias continuas
tales que α1(0) = A, α1(1) = α2(0) y α2(1) = Ai. De manera que ∀t ∈ [0, 1] α1(t)
y α2(t) son isomorfismos lineales. Por el Lema 2.4.4, esto basta para mostrar que A es
conjugado a Ai.

Sean

λi(t) =
−1

2t
+ (1− t)λi 0 > λi(t) > −1

µi(t) =
1

2t
+ (1− t)µi 0 < µi(t) < 1

Bi(t) =





(
cos(ωit) − sen(ωit)

sen(ωit) cos(ωit)

)(
αi −βi
βi αi

)
t ∈ [0, 1

2
]

(
1
2
(2t− 1) + 2(1− t)

√
α2
i + β2

i 0

0 1
2
(2t− 1) + 2(1− t)

√
α2
i + β2

i

)
t ∈ [1

2
, 1]
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donde ωi ∈ [0, 2π] es tal que cos(ωi/2) = αi/(α
2
i + β2

i ) y sen(ωi/2) = −βi/(α2
i + β2

i ).

Notemos que, para t ∈ [0, 1/2], ‖Bi‖ = ‖Bi(t)‖ y 0 < 1
2
(2t−1)+2(1−t)

√
α2
i + β2

i <
1. Definimos ahora

α1(t) =




λ1(t)
. . .

λs′(t)
µ1(t)

. . .

µs′′(t)
B1(t)

. . .

Bs′′′(t)




α1 satisface que α1(t) = A, α1(t) es isomorfismo hiperbólico para cada t ∈ [0, 1] y

α1(1) =

(
−1

2
Ids′ 0
0 1

2
Ids′′+s′′′

)

Por la continuidad de det : GL(Rn) → R, y dado que ∀t ∈ [0, 1] det(α1(t)) 6= 0, se
sigue que det(α1(t)) > 0 si y sólo si det(A) > 0, pero det(α1(t)) > 0 si y sólo si s′ es par.
Por lo tanto det(A) > 0 si y sólo si s′ es par.

Supongamos det(A) > 0. Definimos

α2(t) =

(
−1

2
Ids′ 0
0 Ids′′+s′′′

)



M(t)
. . .

M(t)
Ids′′+s′′′




donde M(t) =

(
cosπt − sen πt
sen πt cos πt

)
. Luego, α2(0) = α1(1), α2(1) = A1 y, dado que

∥∥∥
(
−1/2 0

0 −1/2

)(
cos πt − sen πt
sen πt cosπt

)∥∥∥ = 1/2 para cada t ∈ [0, 1], entonces α2(t) es iso-

morfismo hiperbólico para cada t ∈ [0, 1]. Por el Lema anterior, det(A) > 0 implica A
conjugado a A1.

Si det(A) < 0, entonces s′ es impar y s′ − 1 par. Sea l = s′ − 1 y

α2(t) =



−1

2

−1
2
Idl

1
2
Ids′′+s′′′







1
M(t)

. . .

M(t)
Ids′′+s′′′




De manera análoga al caso det(A) > 0, para cada t ∈ [0, 1] α2(t) es isomorfismo hi-
perbólico, α2(0) = α1(1) y α2(1) = A2. Por el Lema anterior, A es conjugado a A2.

Corolario. Sea A ∈ L(Rn) un isomorfismo hiperbólico de ı́ndice 0. Si det(A) > 0,
entonces A es conjugado a A1. En caso contrario, si det(A) < 0, entonces A es conjugado
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a A2. Donde es conjugado a A1 si det(A) > 0 o a A2 si det(A) < 0 donde

A1 =




2
2

. . .

2


 A2 =




−2
2

. . .

2




Demostración. Como A es de ı́ndice 0, A−1 es de ı́ndice n. Notando que

(Ai)
−1 =




(−1)i+1 1
2

1
2

. . .
1
2




Y dado que det(A) tiene el mismo signo que det(A−1). Por la proposición, tenemos que,
si det(A) > 0, entonces A−1 es conjugado a A−1

1 . Se sigue que A es conjugado a A1. El
caso para det(A) < 0 es análogo.

Sabemos que los difeomorfismos estructuralmente estables son, necesariamente, di-
feomorfismos cuyas singularidades son todas hiperbólicas. Por el Teorema de Grobman-
Hartman, un difeomorfismo hiperbólico es localmente conjugado a su parte lineal, la cual
es un isomorfismo hiperbólico. Aśı, basta describir el comportamiento de los isomorfismos
hiperbólicos en una vecindad del origen.

Terminamos esta sección clasificando el comportamiento de los difeomorfismos en la
vecindad de una singularidad hiperbólica.

Teorema 2.4.6. Sea f ∈ Difk(M) con p ∈M punto fijo hiperbólico de f .

f en p es localmente conjugado en 0 a uno de los isomorfismos lineales Aji ∈ L(Rn).
Donde n = dim(M), 0 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ 4

A1
0 = A2

0 =




2
2

. . .

2


 A3

0 = A4
0 =




−2
2

. . .

2




A1
i =

(
1
2
Idi 0
0 2Idn−i

)
A2
i =



−1

2
0 0

0 1
2
Idi−1

0 0 2Idn−i




A3
i =




1
2
Idi 0 0
0 −2 0
0 0 2Idn−i−1


 A4

i =




−1
2

0 0 0
0 1

2
Idi−1 0 0

0 0 −2 0
0 0 0 2Idn−i−1




A1
n = A2

n =




1
2

1
2

. . .
1
2


 A3

n = A4
n =




−1
2

1
2

. . .
1
2
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Demostración. Por el Teorema de Grobman-Hartman, f en p es localmente conjugado a
A = dfp en 0. Si A tiene ı́ndice i, descomponiendo A = As ⊕Au, por la proposición 2.4.5

As es conjugado a








1
2

1
2

. . .
1
2




det(As) > 0




−1
2

1
2

. . .
1
2




det(As) < 0

Au es conjugado a








2

2
. . .

2




det(Au) > 0




−2

2
. . .

2




det(Au) < 0

Luego, por la Proposición 2.4.3, concluimos que

A es conjugado a





A1
i det(As) > 0, det(Au) > 0

A2
i det(As) < 0, det(Au) > 0

A3
i det(As) > 0, det(Au) < 0

A4
i det(As) < 0, det(Au) < 0

2.5. Variedad estable e inestable

Un isomorfismo hiperbólico A separa Rn en dos subespacios vectoriales, Rn = Es⊕Eu.
De manera que As = A|Es es una contracción y Au = A|Eu es una expansión. Aśı, podemos
caracterizar estos subespacios como Es = {x ∈ Rn : ĺımn→∞An(x) = 0}, análogamente
Eu = {x ∈ Rn : ĺımn→−∞An(x) = 0}. Por otro lado, sabemos que si p es una singularidad
hiperbólica de f ∈ Difk(M), entonces f es localmente conjugado a su parte lineal dfp.
Por lo que es de esperar que las órbitas cercanas a p tengan un comportamiento similar.
Es decir, buscamos extender los subespacios Es y Eu a subvariedades W s, W u ⊆M . De
manera que, si h conjuga dfp y f , entonces h conjugue Es con W s y Eu con W s.

Definición. Sea f ∈ Difk(M) con p ∈M punto fijo hiperbólico de f . La variedad estable
de f en p se define como el conjunto W s

f (p) = { q ∈ M : p ∈ ω(q) }. Análogamente
definimos la variedad inestable de f en p como el conjunto W u

f (p) = { q ∈M : p ∈ α(q) }.
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A lo largo de esta sección justificaremos el nombre de variedad estable e inestable de
estos conjuntos. Mostraremos primero, utilizando el Teorema de Grobman-Hartman, que
son variedades topológicas. Por desgracia Grobman-Hartman no nos basta para mostrar
que son subvariedades diferenciales de clase Ck. Analizaremos la estructura de W s

f (p) y
W u
f (p) en una vecindad de p, y como son afectados bajo perturbaciones del difeomorfismo

f .

Definición. Sean M variedad diferencial, p ∈ M un punto fijo hiperbólico de f ∈
Difk(M), y r > 0. Definimos la variedad estable local de f en p como el conjunto
W s
f, r = { q ∈ BM

r (p) : ∀n ≥ 0 fn(q) ∈ BM
r (p) }. Análogamente, definimos la varie-

dad inestable local de f en p como W u
f, r = { q ∈ BM

r (p) : ∀n ≥ 0 f−n(q) ∈ BM
r (p) }.

Decimos que F : N → M es una inmersión topológica si F es continua y ∀x ∈ N
hay V ⊆ N vecindad abierta de x tal que F |V es un homeomorfismo a su imagen (donde
F [V ] ⊆ M tiene la topoloǵıa relativa). En este caso F [N ] ⊆ M es una subvariedad
topológica inmersa. Decimos que F : N → M es un encaje topológico si F es una
inmersión topológica y F es un homeomorfismo a su imagen (con F [M ] ⊆M dotado con
la topoloǵıa relativa).

De aqúı en adelante omitiremos el sub́ındice f de las variedades estable e inestable a
menos que pueda haber confusión.

Mostraremos a continuación que las variedades estable e inestable son, en efecto,
variedades topológicas. La demostración fue tomada del libro de J. Palis y W. De Melo
[5].

Proposición 2.5.1. Hay r > 0 tal que

1) W s
r (p) ⊆ W s(p), W u

r (p) ⊆ W u(p).

2) W s
r (p) (respectivamente W u

r (p)) es un disco topológico encajado en M con dimen-
sión igual al subespacio estable (respectivamente inestable) de A = dfp. Es decir,
hay

Fs : D ⊆ Es →M encaje topológico tal que Fs[D] = W s
r (p)

Fu : D ⊆ Eu →M encaje topológico tal que Fu[D] = W u
r (p)

3) W s(p) =
⋃
n≥0 f

−n[W s
r (p)], y W u(p) =

⋃
n≥0 f

n[W u
r (p)]. Y por lo tanto hay ϕ :

Es −→ M y ϕ : Eu −→ M inmersiones topológicas tales que ϕs[E
s] = W s(p) y

ϕu[E
u] = W u(p).

Donde Eu, Es son los espacios estable e inestable de A = dfp.

Demostración. 1) y 2): Por el Teorema de Grobman - Hartman, hay U ⊆ TpM vecindad
abierta del origen, r > 0 y h : BM

r (p)→ U homeomorfismo tal que hf = Ah. Luego, si
x ∈ U satisface que ∀n ≥ 0 An(x) ∈ U , entonces x ∈ Es y por lo tanto ĺımn→∞An(x) = 0.
Sea q ∈ W s

r (p). Para cada n ≥ 0 fn(q) ∈ BM
r (p). Luego, ∀n ≥ 0 hfn(q) = Anh(q) ∈ U .

Por lo tanto h(q) ∈ Es ∩ U y ĺımn→∞Anh(q) = 0. Como f = h−1Ah, por continuidad
tenemos que ĺımn→∞ fn(q) = p. Esto es, W s

r (p) ⊆ (p). Lo que prueba 2).

3): La variedad estable W s(p) es invariante bajo f , en el sentido de f [W s(p)] = W s(p).
Como W s

r (p) ⊆ W s(p), entonces ∀n ≥ 0 f−n[W s
r (p)] ⊆ W s(p). Aśı, tenemos la siguiente

contención:
⋃
n≥0 f

−n[W s
r (p)] ⊆ W s(p).
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Ahora, si q ∈ W s(p) entones ĺımn→∞ fn(q) = p, por lo que hay un n0 ∈ N tal que
fn0(q) ∈ W s

r (p). Por lo tanto q ∈ f−n0 [W s
r (p)] ⊆ ⋃n≥0 f

−n[W s
r (p)]. Con lo que tenemos

la otra contención y podemos concluir que
⋃
n≥0 f

−n[W s
r (p)] = W s(p).

4): Definamos ahora ϕs : Es → M como sigue: Dado x ∈ Es existe un nx ∈ N
tal que Anx(x) ∈ U , donde U es la vecindad dada en 1). Tomamos h : BM

r (p) → U el
homeomorfismo que conjuga f con A en U , hf = Ah. Definimos ϕs = f−nxh−1Anx(x). La
aplicación ϕs no depende de la elección de nx, ya que hf = Ah. Es un homeomorfismo
pues fm, h−1 y Am lo son ∀m ∈ N. Por 2) ϕs[E

s] = W s(p), ya que ϕs[E
s ∩ U ] = W s

r (p).

Notando que W u
f (p) = W s

f−1(p) y W u
f, r(p) = W u

f−1, r(p). Se dan las demostraciones
respectivas para W u

f (p) y W u
f, r(p).

Observación. Para f ∈ Difk(M) con p ∈M punto fijo hiperbólico.

• Como W u
f (p) = W s

f−1(p) basta demostrar las afirmaciones para W s
f (p) para tener

una afirmación análoga para W u
f (p).

• Aunque W s
r (p) sea un disco encajado topológicamente, W s(p) no necesariamente es

una subvariedad encajada en M .

• Es importante recalcar que el Teorema de Grobman-Hartman sólo nos da una estruc-
tura de variedad topológica para W s(p). A continuación daremos un teorema, cuya
demostración es independiente al Teorema de Grobman-Hartman, donde W s

f (p)

tiene estructura de variedad diferenciable Ck inmersa en M , con f ∈ Difk(M).

Definición. Dadas S ′, S ⊆M subvariedades Ck. Para ε > 0 , se dice que S y S ′ están
Ck − ε próximas si hay h : S → S ′ difeomorfismo Ck tal que ‖i′h− i‖k < ε. Es decir i′

e i están Ck − ε próximas en la topoloǵıa Ck. Donde i : S → M , i′ : S ′ → M son las
inclusiones.

Teorema 2.5.2 (Teorema de la Variedad Estable). Sea p ∈M punto fijo hiperbólico
de f ∈ Difk(M).

1) W s(p) es una variedad diferencial Ck inmersa en M y TpW
s(p) = Es, donde Es es

el espacio estable de dfp.

2) Para Df ⊆ W s
f (p) disco encajado, con dimDf = dimW s

f (p) y p ∈ Df . Sean

N ⊆ Difk(M) y U ⊆ M vecindades abiertas de f y p respectivamente tales que
∀g ∈ N g tiene un único punto fijo pg ∈ U , el cual es hiperbólico. Para cada ε > 0

existe Ñ ⊆ N tal que ∀g ∈ Ñ hay Dg ⊆ W s
g (pg) disco encajado Ck − ε próximo de

Df .

3) Existen Bs
β(0) ⊆ Es bola abierta y ϕs : Bs

β → Eu aplicación Ck. De manera que,
para algún r > 0, W s

β(p) = graf(ϕs). Donde Es, Eu ⊆ TpM son los espacios estable
e inestable de dfp.

La prueba es debida a Irwin, la cual fue publicada en [2]. Nos basaremos en la pre-
sentación hecha por J. Palis y W. De Melo en [5].

Demostraremos que la variedad estable W s
f, r(p) es la gráfica de una función Ck y por lo

tanto W s
f (p) =

⋃
n≥0 f

−n[W s
f, r(p)] es una variedad Ck. Por lo que podemos restringirnos

al caso f : V ⊆ Rm → Rm con 0 ∈ V única singularidad de f , la cual es hiperbólica. Sea
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A = df0 con Rm = Es⊕Eu ∼= Es×Eu, y ‖.‖s, ‖.‖u normas de Es y Eu respectivamente
tales que ‖As‖s < a < 1 y ‖(Au)−1‖u < a < 1. Tomamos ‖.‖ = máx{‖.‖s, ‖.‖u} norma

en Rm. Hay β̃ > 0 tal que, para 0 < ε < 1/
(
2(1− a)

)
, en Bβ̃(0) tenemos que f = A+ φ

con φ(0) = 0 y ‖φ‖ < ε.

Para demostrar el Teorema de la Variedad Estable, haremos uso del siguiente Lema

Lema 2.5.3. Sean z = (xs, xu) ∈ Es×Eu, z′ = (xs, x
′
u) ∈ Es×Eu . Si z y z′ satisfacen

∀n ≥ 0 fn(z), fn(z′) ∈ Bβ̃(p), entonces z = z′.

Demostración. Consideremos, en Bβ̃(0), los puntos y = (ys, yu) y y′ = (y′s, y
′
u) tales que

‖ys − y′s‖ ≤ ‖yu − y′u‖. Afirmamos lo siguiente:

1. ‖fu(y)− fu(y′)‖ ≥ 1
a−ε‖yu − y′u‖

2. ‖f s(y)− f s(y′)‖ ≤ ‖fu(y)− fu(y′)‖

Dado que f = A+φ, tenemos la igualdad: fu(y)−fu(y′) = Au(y)−Au(y′)+φu(y)−φu(y′),
con ‖Au‖ ≥ 1/a y ‖φu‖ < ε. Entonces

‖fu(y)− fu(y′)‖ ≥ ‖Au(y)− Au(y′)‖ − ‖φu(y)− φu(y′)‖
≥ ‖Au‖‖yu − y′u‖ − ‖φu‖‖yu − y′u‖

≥ 1

a
‖yu − y′u‖ − ε‖yu − y′u‖

= (
1

a
− ε)‖yu − y′u‖

≥ ‖yu − y′u‖

La última desigualdad la obtenemos escogiendo ε > 0 suficientemente pequeño, pues
a < 1. Con esto probamos 1). De manera similar:

‖f s(y)− f s(y′)‖ ≤ ‖As(y)− As(y′)‖+ ‖φs(y) + φs(y′)‖
≤ a‖yu − y′u‖+ ε‖yu − y′u‖
= (a+ ε)‖yu − y′u‖
≤ ‖yu − y′u‖ ≤ ‖fu(y)− fu(y′)‖

Lo que prueba 2). De estas desigualdades se sigue que:

‖f(y)− f(y′)‖ ≥ ‖fu(y)− fu(y′)‖ ≥ (
1

a
− ε)‖yu − y′u‖ = (

1

a
− ε)‖y − y′‖

Sustituyendo y por fn(z), y′ por fn(z′), llegamos a que, para cada n ∈ N

‖fn(z)− fn(z′)‖ ≥ (
1

a
− ε)n‖z − z′‖

pero 1/a−ε > 1 y fn(z), fn(z′) ∈ Bβ̃(0). Tenemos entonces que ĺımn→∞(1/a−ε)n →∞.
Luego ‖z − z′‖ = 0, y por lo tanto z = z′

Ahora probaremos el Teorema 2.5.2 (De La Variedad Estable):
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Demostración. Sea K = { γ : N → Rm : ĺımn→∞ γ(n) = 0 } el conjunto de sucesiones en
Rm convergentes a 0 dotado de la norma ‖γ‖ = supn∈N‖γ(n)‖. Tomamos G ⊆ K definido

por {γ ∈ K : ∀n ≥ 0 , γ(n) ∈ Bβ̃(0) }. Es decir: γ ∈ G⇐⇒ ‖γ‖ < β̃.

Afirmamos que G es abierto en K:

Sea γ ∈ G. Como ‖γ‖ < β̃, tomando δ = β̃ − ‖γ‖ > 0, entonces BK
δ (γ) ⊆ G.

Para motivar la siguiente definición, supongamos que para algún z ∈ Bβ̃(0) hay γ ∈ G
tal que, para cada n ∈ N, γ(n) = fn(z), entonces

γ(n) = An(z) +
n−1∑

i=0

An−1−iφ(γ(i))

Para probar la fórmula anterior, mostraremos por inducción que para cada x ∈ Rm

fn(x) = An(x) +
∑n−1

i=0 A
n−1−iφ(f i(x)).

Para n = 1, por definición sabemos que f(x) = A(x) + φ(x).

Supongamos ahora que, dada cualquier x ∈ Rm fk(x) = Ak(x)+
∑k−1

i=0 A
k−1−iφ(f i(x)).

Entonces, para n = k + 1:

fk+1(x) = fk(f(x)) = Ak(f(x)) +
k−1∑

i=0

Ak−1−iφ(f i(f(x)))

= Ak(A(x) + φ(x)) +
k−1∑

i=0

Ak−1−iφ(f i+1(x))

= Ak+1(x) + Akφ(x) +
k∑

j=1

Ak−jφ(f j(x)) ( j = i+ 1)

= Ak+1(x) +
k∑

j=0

Ak−jφ(f j(x))

Tomando x = z y sustituyendo fn(z) por γ(n) llegamos a la fórmula que queŕıamos:
γ(n) = An(z) +

∑n−1
i=0 A

n−1−iφ(γ(i)), para cada n ∈ N.

Aśı, la componente inestable de γ(n) es de la forma

γ(n)u = (Au)n(zu) +
n−1∑

i=0

(Au)n−1−iφ(γ(i)) = (Au)n
(
zu +

n−1∑

i=0

(Au)−1−iφu(γ(i))
)

Como Au es una expansión y ĺımn→∞ γ(n) = 0 entonces zu +
∑n−1

i=0 (Au)−1−iφu(γ(i))→ 0
cuando n→∞. Equivalentemente:

ĺım
n→∞

( n−1∑

i=0

(Au)−1−iφu(γ(i))
)

= −zu

Sean Bs
β̃

= Bβ̃ ∩ Es y Ω = {ψ ∈ Ck(Bβ̃,R
m) : ψ(0) = 0 y ‖Dψ‖ < ε }. Definimos

F : Bs
β̃
×G× Ω −→ K por

F (x , γ , ψ )(n) = γ(n)−
(

(As)nx+
n−1∑

i=0

(As)n−1−iψs(γ(i)) , −
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu
(
γ(i)

) )
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Buscamos, usando el Teorema de la función impĺıcita, una aplicación de clase Ck

ϕ : Bs
β × Ω → G tal que F (x, ϕ(x, ψ), ψ) = 0 ∀x ∈ Bs

β ∀ψ ∈ Ω, para algún β > 0.

Tal ϕ satisfará que, para cada n ∈ N, ϕ(x, ψ)(n) = (A + ψ)n(x, h(x)), con h Ck. En
particular, si ψ = φ, entonces ϕ(x, φ)(n) = fn(x, h(x)). Por lo tanto: z ∈ graf(h) ⇐⇒
ĺımn→∞ fn(z) = 0. Es decir: graf(h) = W s

f, β̃
(0).

Primero mostraremos que las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1) F (x, γ, ψ) ∈ K ( F está bien definida).

2) D1F (x, γ, ψ) existe y es continua.

3) D2F (x, γ, ψ)u(n) = u(n) +
( n−1∑
i=0

(As)n−1−iDψs(γ(y))u(i),−
∞∑
i=n

Dψu(γ(i))u(i)
)

.

4) D2F (0, 0, ψ) = Id.

5) D3F (x, γ, ψ) es de clase C∞, en particular continua.

1: Como 0 < a < 1 y
∑∞

j=0 a
j = (1 − a)−1. Recordando que limn→∞γ(n) = 0 ,

ĺımn→∞(Au)−nx = 0 y ‖(Au)−1‖ < a, tenemos la siguiente desigualdad:

∥∥∥
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu(γ(i))
∥∥∥ ≤ (1− a)−1 sup

i≥n
‖ψu(γ(i))‖

Al ser ψu continua, para cada ε > 0 hay n0 ∈ N tal que supi≥no‖ψu(γ(i))‖ < ε. Luego:

∥∥∥
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu(γ(i))
∥∥∥ < ε

1− a

Por otro lado, como ‖As‖ < a, entonces para 0 ≤ m ≤ n tenemos

∥∥∥
n−1∑

i=0

(As)n−1−iψs(γ(i))
∥∥∥ ≤

m−1∑

i=0

‖(As)n−1−ipsis(γ(i))‖+
n−1∑

i=m

‖(As)n−1−iψs(γ(i))‖

≤ an−m‖ψ‖
1− a +

supi≥m‖ψs(γ(i))‖
1− a

Para cada ε > 0 hay m0, n1 ∈ N tales que

sup
i≥m0

‖ψs(γ(i))‖ < ε

2
y

an1−m‖ψ‖
(1− a)

<
ε

2

y por lo tanto:

‖
n1−1∑

i=0

(As)n1−1−iψs(γ(i))‖ < ε

Se sigue que

ĺım
n→∞

( n−1∑

i=0

(As)n−1−iψs(γ(i)),−
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu(γ(i))
)

= 0

Por lo tanto F (x, γ, ψ)(n)→ 0 cuando n→∞. Es decir, F (x, γ, ψ) ∈ K.
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2) Buscamos una función L(x, γ, ψ) lineal sobre x tal que, si |h| < δ entonces:

‖F (x+ h, γ, ψ)− F (x, γ, ψ)− L(x, γ, ψ)(h)‖ < ε|h|

Dado n ∈ N, al ser (As)n lineal,

F (x+ h, γ, ψ)(n) = F (x, γ, ψ) +
(
(As)nh, 0

)

Por lo tanto D1F (x, γ, ψ)(u)(n) =
(
(As), 0

)
, la cual es continua.

3) Sean ε > 0 y u ∈ K con ‖u‖ < δ. Restando F (x, γ, ψ)(n) de F (x, γ + u, ψ)(n)
obtenemos por la linealidad de (As)n y (Au)n que

u(n) +
( n−1∑

i=0

(As)n−1−i(ψs
(
γ + u

)
(i)− ψs(γ(i)

)
,

−
∞∑

i=n

(Au)n−1−i(ψu(γ(i) + u(i))− ψu(γ(i))
)

Restando ahora T (u)(n) = u(n) +
( n−1∑
i=0

(As)n−1−iDψs(γ(y))u(i),−
∞∑
i=n

Dψu(γ(i))u(i)
)

.

( n−1∑

i=0

(As)n−1−i(ψs
(
γ + u

)
(i)− ψs(γ(i)−Dψ(γ(i))u(i)

)
,

−
∞∑

i=n

(Au)n−1−i(ψu(γ + u)(i)− ψu(γ(i))−Dψ(γ(i))u(i)
))

Sea b =
∑n−1

i=0 ‖(As)n−1−i‖. Tenemos entonces que ‖(Au)−1‖ ≤ a < 1, por lo que la serie
converge y

∑∞
i=n‖(Au)n−1−i‖ ≤ (1 − a)−1. Sea c = máx{b, (1 − a)−1}. Por definición de

diferencial, hay δ > 0 tal que ‖ψj
(
(γ + u)(i)

)
− ψj(γ(i))−Dψj

(
γ(i)

)
u(i)‖ < ε‖u‖/(2c),

donde j ∈ {s, u}. Se sigue que

‖F (x, γ + u, ψ)(n)− F (x, γ, ψ)(n)− T (u)(n)‖ < b

2c
ε‖u‖+

(1− a)−1

2c
ε‖u‖ ≤ ε‖u‖

Por lo tanto D2F (x, γ, ψ)(u)(n) = T (u)(n) que es continua.

4) Recordando que Dψ(0) = 0, al ser As, Au lineales:

D2F (0, 0, ψ)(u)(n) = u(n) +
( n−1∑

i=0

(As)n−1−iDψs(0)(u(i)) ,−
∞∑

i=n

(Au)n−1−iDψu(0)(u(i))
)

= u(n) + (0, 0) = u(n)

Se sigue que D2F (0, 0, ψ) = IdK .

5) Notemos primero que si ψ, ϕ ∈ Ω y c ∈ R entonces, al ser (As)n−1−i lineal, tenemos:

(As)n−1−i(ψ + cϕ
)
(γ(i)) = (As)n−1−iψ(γ(i)) + c(As)n−1−iϕ(γ(i))

De la linealidad de (Au)n−1−i y la convergencia uniforme de
∑∞

i=n(Au)
(
ψ + cϕ)(γ(i)) se

sigue que

∞∑

i=n

(Au)n−1−i(ψ + cϕ)(γ(i)) =
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψ(γ(i)) + c
∞∑

i=n

(Au)n−1−iϕ(γ(i))
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Concluimos que F (x, γ, ψ) es af́ın respecto a ψ y por lo tanto D3F (x, γ, ψ) existe y es
continua. De hecho

D3F (x, γ, ψ)ϕ =
( n−1∑

i=0

(As)n−1−iψ(γ(i)) ,−
∞∑

i=n

(Au)n−1−iϕu(γ(i))
)

Por lo tanto F es de clase C1.

F de clase C1 yD2F (0, 0, ψ) = IdK implica que, por el Teorema de la función impĺıcita,
para cada ψ ∈ Ω hay β > 0, Bs

β ⊆ Es bola abierta y hψ : Bs
β → G tal que hψ(0) = 0 y

∀x ∈ Bs
β F (x, (hψ(x), ψ) = 0. Es decir, si x ∈ Bs

β

0 = F (x, hψ(x), ψ)(0) = hψ(x)(0)−
(

(As)0x+
n−1∑

i=0

(As)0−1−iψs
(
hψ(x)(0)

)
,

−
∞∑

i=0

(Au)0−1−iψu
(
hψ(x)(0))

)

Por lo tanto hψ(x)(0) =
(
x,
∑∞

i=0(Au)−1−iψu
(
hψ(x)(0)

))

Sean θ : G→ Rm definida por θ(γ) = γ(0) y π2 : Rm → Eu la proyección canónica.
Definimos gψ = π2 ◦ θ ◦ hψ : Bs

β −→ Es, es decir, gψ(x) =
∑∞

i=0(Au)−1−iψu
(
hψ(x)(0)

)
. gψ

es de clase Ck pues π2, θ y hψ lo son. Por otro lado

0 = F (x, hψ(x), ψ)(n) = hψ(x)(n)−
(

(As)nx+
n−1∑

i=0

(As)n−1−iψs
(
hψ(x)(i)

)
,

−
∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu(hψ(x)(i)
) )

entones

hψ(x)(n) =
(

(As)nx+
∞∑

i=0

(As)n−1−iψs
(
hψ(x)(i)

)
,−

∞∑

i=n

(Au)n−1−iψu
(
hψ(x)(n)

) )

Si fψ ∈ Ck(Rm,Rm) es de la forma fψ = A+ ψ

fψ(hψ(x)(n)) = (A+ ψ)
(
hψ(x)(n)

)

=
(

(As)n+1x+
∞∑

i=0

(As)n−iψs
(
hψ(x)(i)

)
,−

∞∑

i=n

(Au)n−iψu
(
hψ(x)(n)

) )

+
(
ψs
(
hψ(x)(n)

)
, ψu

(
hψ(x)(n)

) )

=
(

(As)n+1x+
n∑

i=0

(As)n−iψs
(
hψ(i)

)
,−

∞∑

i=n+1

(Au)n−iψu
(
hψ(x)(n)

) )

= hψ(x)(n+ 1)

Como f 0
ψ(x, gψ(x)) = hψ(x)(0) concluimos por inducción que, para cada n ∈ N, se da la

igualdad hψ(x)(n) = fnψ (x, gψ(x)). Luego, z ∈ graf(gψ) implica ĺımn→∞ fnψ (z) = 0. Por el
Lema 2.5.3, si O+

gψ
(z) ⊆ Bβ(0), entonces z ∈ graf(gψ). Por lo tanto tenemos la contención
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fψ[graf(gψ)] ⊆ graf(gψ) y W s
fψ , r

(0) = graf(gψ), lo que muestra el tercer inciso. Con

esto concluimos que W s
fψ , r

(0) es variedad Ck y por lo tanto también lo es W s
fψ

(0). Como

f = A+ φ, con φ ∈ Ω, si g está Ck − ε próximo a f , entonces g es de la forma g = A+ψ
con ψ ∈ Ω. Por la continuidad de F esto implica que hφ está Ck − ε próxima a hψ. Por
lo que graf(gφ) = W s

f, r(0) está Ck − ε próxima a graf(gψ) = W s
g, r(0), lo que demuestra

el inciso 2) del Teorema.

Sólo falta verificar que T0W
s
f (0) = Es, para esto basta mostrar que Dgψ(0) = 0. Como

F (x, hψ(x), ψ) = 0, aplicando la regla de la cadena llegamos a la igualdad:

0 = D1F (x, hψ(x), γ) +D2F (x, hψ(x), γ)Dhψ(x)

pero D2F (0, hψ(x), ψ) = IdK y Dhψ(0) = −D1F (0, 0, ψ). Tomando v ∈ Es

Dhψ(0)v = −D1F (0, 0, ψ)v = u

donde u(n) =
(

(As)n, 0
)

y como gψ = π2◦θ◦hψ entonces Dgψ(0)v = π2◦θ◦Dhψ(0)v = 0,
con lo que concluimos la demostración.

Mostraremos ahora los resultados respectivos para campos vectoriales. De manera
análoga se definen las variedades estables e inestables de campos vectoriales. Utilizando
el Teorema de la Variedad Estable para difeomorfismos, es fácil mostrar que en efecto son
variedades diferenciales Ck.

Definición. Sea X ∈ Xk(M) con p ∈ M singularidad hiperbólica. Se define la variedad
estable de X en p como W s

X(p) = { q ∈ M : p ∈ ω(q)}. La variedad inestable de X en p
como W u

X(p) = { q ∈M : p ∈ ω(q)}.

Recordando que f = X1 es un difeomorfismo con p ∈M punto fijo hiperbólico, es fácil
ver que W s

f (p) = W s
X(p). Para cada q ∈ M ĺımt→∞Xt(q) = p implica ĺımn→∞ fn(q) = p.

Por lo tanto W s
X(p) ⊆ W s

f (p). Ahora, tomando U ⊆ M vecindad abierta de p, como
X(p) = 0 hay V ⊆ M vecindad de p tal que Xt[V ] ⊆ U con t ∈ [0, 1]. Sea q ∈ W s

f (p),
existe n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 fn(q) ∈ V . Por lo que Xt(f

n(q)) ∈ U . Tomando ahora
s ≥ n0, se sigue que Xs(q) ∈ U y por lo tanto ĺımt→∞Xt(q) = p. Es decir, q ∈ W s

X(p),
con lo que tenemos la otra contención.

Podemos entonces extender los resultados de variedades estables e inestables de difeo-
morfismos hiperbólicos Ck a variedades estables e inestables de campos hiperbólicos Ck.
En particular, tenemos el siguiente Teorema

Teorema 2.5.4 (Teorema de la variedad estable para campos vectoriales). Sea
p ∈M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M).

1) W s(p) es una variedad diferencial Ck inmersa en M , y TpW
s(p) = Es, donde Es

es el espacio estable de DX(p).

2) Para DX ⊆ W s
X(p) disco encajado, con dimDX = dimW s

X(p) y p ∈ DX . Sean
N ⊆ Xk(M) y U ⊆ M vecindades abiertas de X y p respectivamente, tales que
∀Y ∈ N Y tiene una única singularidad pY ∈ U , la cual es hiperbólica. Para cada
ε > 0 existe Ñ ⊆ N tal que ∀Y ∈ Ñ hay DY ⊆ W s

Y (pY ) disco encajado Ck − ε
próximo a DX .
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2.6. λ-Lema

Sea f ∈ Ck(V ) con V ⊆ Rn vecindad abierta del origen. Sea 0 punto fijo hiperbólico
de f . Consideremos A = df0 y Rn = Es ⊕ Eu. Por el Teorema de la Variedad Estable,
dada β > 0, existen Bs

β ⊆ Eu, Bu
β ⊆ Es vecindades abiertas del origen, y funciones Ck

ϕs : Bs
β −→ Es y ϕu : Bu

β −→ Eu tales que W s
f, β(0) = graf(ϕs) y W u

f, β(0) = graf(ϕu),
con ϕs(0) = 0 = ϕu(0) y Dϕs(0) = 0 = Dϕu(0). Definimos

ϕ : Bs
β ⊕Bu

β −→ Es ⊕ Eu ϕ(xs, xu) 7−→ (xs − ϕu(xu), xu − ϕs(xs) )

Entonces ϕ es una función Ck y Dϕ(0) = IdRn . Por lo tanto ϕ es un difeomorfismo Ck

en una vecindad del origen.

Fijemonos ahora en f̃ = ϕ◦f ◦ϕ−1. f̃ es un difeomorfismo en una vecindad del origen y
cumple que f̃(0) = 0, Df̃(0) = Df(0) = A. Luego, hay ε > 0 tal que W s

f̃ , ε
(0) = Bs

ε ⊆ Es.

Esto se sigue de que, para x ∈ Bs
ε x = (xs, 0):

ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(xs, 0) = ϕ ◦ f(xs + ϕu(0), 0 + ϕs(xs) ) = ϕ ◦ f(xs, ϕs(xs))

pero graf(ϕs) = W s
f, β(0), es decir ϕ−1

s (xs, 0) ∈ W s
f, β(0). Se sigue que:

ĺım
n→∞

f̃n(xs, 0) = ĺım
n→∞

ϕ ◦ fn ◦ ϕ−1(xs, 0) = 0

Por lo tanto Bs
ε (0) ⊆ W s

f̃
(0). Al ser Bs

ε abierto de Es con dim(Es) = dim(W s
f̃
(0)) entonces

Bs
ε es abierto de W s

f̃
(0). Luego W s

f̃ , ε
(0) = Bs

ε ⊆ Es. Análogamente W u
f̃ , ε

(0) = Bu
ε ⊆ Eu.

Por lo que siempre podemos suponer que W s
f, ε(0) ⊆ Es y W u

f ε ⊆ Eu.

Definiremos ahora algunas nociones que nos serán de utilidad.

Sea f ∈ Difk(Rn) con 0 ∈ Rn punto fijo hiperbólico de f y A = df0 con ‖.‖ norma
de L(Rn) y a ∈ Rn tal que ‖As‖ ≤ a < 1 y ‖(Au)−1‖ ≤ a < 1. Sean

f s : Bs
r −→ Es f s = f |W s

β (0)

fu : Bu
r −→ Eu fu = f |Wu

β (0)

Tomando r suficientemente pequeño, al ser As contracción y Au expansión, f s es también
una contracción y fu una expansión.

Definición. Sea Bs ⊆ Bs
r bola abierta centrada en el origen, entonces f [∂Bs] ⊆ Bs, el

conjunto Gs
f = Bs − f [Bs] es un dominio fundamental de W s

f (0).

Análogamente, tomandoBu ⊆ Bu
r , f−1[∂Bu] ⊆ Bu. Decimos que Gu

f (0) = Bu − f−1[Bu]
es un dominio fundamental de W u

f (0).

Definición. Sea Gs
f (0) un dominio fundamental de W s

f (0). Decimos que N s
f (0) es una

vecindad fundamental para W s
f (0) si Gs

f (0) ⊆ N s
f (0) ⊆ Rn es un abierto de Rn y N s

f (0)∩
W u
f (0) = ∅.

Análogamente Nu
f (0) es una vecindad fundamental para W u

f (0) si Gu
f (0) ⊆ Nu

f (0) ⊆
Rn, es abierto en Rn y N s

f (0) ∩W s
f (0) = ∅.

Recordemos que O(x) = { fn(x) : n ∈ Z}. La importancia de los dominios fundamen-
tales y vecindades fundamentales reside en las siguientes observaciones:

x ∈ W s(0)− {0} =⇒ 1 ≤ |O(x) ∩Gs(0)| ≤ 2 =⇒
⋃

n∈Z
fn[Gs(0)] = W s

f (0)
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y

x ∈ int(Gs(0)) =⇒ ∀n ∈ Z− {0} fn(x) /∈ Gs(0)

En otras palabras, dado un dominio fundamental Gs(0) de W s(0), si x ∈ W s(0) entonces
x tiene un representante fn(x) ∈ Gs(0). El cual es único si y sólo si fn(x) ∈ int(Gs(0))
y tiene exactamente dos si fn(x) ∈ ∂Gs(0) para alguna n ∈ Z. Estas son las propiedades
de que usaremos de los dominios fundamentales de W s(0) y W u(0), por lo que el radio
de Bs ⊆ Bs

r que se usa en la definición no altera los resultados que obtendremos.

A continuación mostraremos un Lema debido a J. Palis, quien lo probó a finales de
los sesentas.

Lema 2.6.1 (λ-Lema (o Lema de inclinación)). Sean f ∈ Difk(M) y p ∈ M punto
fijo hiperbólico de f . Sea u = dimW u(p). Dada q ∈ W s(p) − {p}, supongamos que hay
B ⊆ W u(p) y D discos de dimensión u encajados en M . Con q ∈ D y D −tq W s(p). Donde
por disco entendemos un conjunto homeomorfo a {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}, en particular B y
D son compactos.

Entonces, para cada ε > 0, existe una n0 ≥ 0 tal que ∀n ≥ n0, fn[D] contiene un
disco, el cual es C1 − ε cercano a B.

Tres cosas interesantes que resaltar del λ-Lema son: El discoD puede ser muy pequeño,
B puede ser muy grande, y el ángulo entre D y W s(p) muy pequeño. La parte interesante
(y la más dif́ıcil de probar) es la proximidad C1.

Para probar el λ-Lema, daremos primero una demostración local utilizando lo obser-
vado al inicio de la sección. Es decir, consideraremos f : Rn −→ Rn, p = 0, y bolas
abiertas Bs ⊆ W s

r (0) y Bu ⊆ W u
r (0). Mostraremos que en V = Bs × Bu es válido el

λ-Lema.

La prueba dada a continuación esta basada en el libro de J. Palis y W. De Melo [5].

Lema 2.6.2. Sean 0 ∈ Rn punto fijo hiperbólico de f ∈ Difk(Rn) y q ∈ W s(p) Sean
Bs ⊆ Es bola abierta contenida en W s

r (0), Bu ⊆ Eu bola abierta contenida en W u
r (0), y

V = Bs×Bu. Consideremos q ∈ W s(0)−{0} y Du disco de la misma dimensión que Eu

transversal a W s
r (0) en q. Sea Du

n la componente conexa de fn[Du]∩ V que contiene a q.

Para cada ε > 0 existe n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 Du
n está ε-próximo de Bu.

Demostración. f en V es de la forma f(xs, xu) =
(
Asxs + φs(xs, xu), A

uxu + φu(xs, xu)
)

con

‖As‖ ≤ a < 1 ‖(Au)−1‖ ≤ a < 1

∂φs
∂xu

∣∣∣
Bu

=
∂φu
∂xs

∣∣∣
Bs

= 0
∂φs
∂xu

(0, 0) =
∂φu
∂xs

(0, 0) = 0

Por continuidad de ∂φi
∂xj

hay 0 < k < 1 y V ′ ⊆ V tal que a1 = a+ k < 1, b = ( 1
a
− k) > 1,

k < (b− 1)2/4 y k ≥ máxV ′‖ ∂φi∂xj
‖. Podemos suponer q ∈ V ′ y Bu ⊆ V ′ (eventualmente

fk(q) ∈ V ′). Sea v0 ∈ TqDu vector unitario v0 = (vs0, v
u
0 ). λ0 = ‖vs0‖/‖vu0‖ la inclinación

de v0 (vu0 6= 0 ya que Du −tq W s(0)). Consideremos las sucesiones definidas de manera
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recursiva qi = f i(q), vi = Dfqi(vi−1) y

Dfq(v0) =

( ∂fs

∂xs
|q ∂fs

∂xu
|q

∂fu

∂xs
|q ∂fu

∂xu
|q

)(
vs0
vu0

)
=

(
As + ∂φs

∂xs
|q ∂φs

∂xu
|q

0 Au + ∂φu
∂xu
|q

)(
vs0
vu0

)

=

(
Asvs0 + ∂φs

∂xs
|qvs0 + ∂φs

∂xu
|qvu0

Auvu0 + ∂φu
∂xu
|qvu0

)

= v1 =

(
vs1
vu1

)

definimos

λ1 =
‖vs1‖
‖vu1‖

=
‖Asvs0 + ∂φs

∂xs
|qvs0 + ∂φs

∂xu
|qvu0‖

‖Auvu0 + ∂φu
∂xu
|qvu0‖

Notemos que:

‖vs1‖ ≤ ‖Asvs0‖+ ‖∂φs
∂xs

∣∣∣
q
vs0‖+ ‖∂φs

∂xu

∣∣∣
q
vu0‖ ≤ a‖vs0‖+ k‖vs0‖+ k‖vu0‖ = (a+ k)‖vs0‖+ k‖vu0‖

‖vu1‖ ≥ Auvu0 + ‖∂φu
∂xu

∣∣∣
q
vu0‖ ≥

1

a
‖vu0‖ − k‖vu0‖ = ‖vu0‖(

1

a
− k)

Por lo tanto

λ1 ≤
(a+ k)‖vs0‖+ k‖vu0‖
‖vu0‖( 1

a
− k)

=
(a+ k)

‖vs0‖
‖vu0 ‖

+ k

b
=

(a+ k)λ0 + k

b
≤ λ0 + k

b

Análogamente

λ2 ≤
λ1 + k

b
≤ λ0

b2
+
k

b2
+
k

b
=
λ0

b2
+ k

2∑

i=0

1

bi

Repitiendo el mismo argumento:

λn =
‖vsn‖
‖vun‖

≤ λ0

bn
+ k

n∑

i=1

1

bi

pero b > 1, por lo tanto
∑n

i=1(b−n) ≤ (b− 1)−1. Concluimos que

λn ≤
λ0

bn
+

k

(b− 1)
∀n ∈ N

Como ĺımn→∞ λ0/b
n = 0, y k/(b − 1) < (b − 1)/4 hay n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 λn ≤

(b − 1)/4. Sea entonces 0 < k1 < mı́n{ε, k}. Al ser Bu compacto y ∂φs
∂xu

∣∣
Bu

= 0 hay

0 < δ < ε tal que V1 = Bs
δ ×Bu

δ ⊆ V y k1 ≥ máxV1‖ ∂φs∂xu
‖.

Como v0 fue arbitrario, tenemos que ∀v ∈ TqDu v 6= 0 entonces λn(v) ≤ (b − 1)/4
donde λn(v) es la inclinación de v. Luego, si n ≥ n0 entonces ∀w ∈ TqnDu

n ‖ws‖/‖wu‖ ≤
(b− 1)/4 para cada qn ∈ V1, pero TqnD

n
u
∼= Du

n localmente, entonces hay D̃ ⊆ Du
n0

disco

encajado tal que ∀p ∈ D̃u ∀v ∈ TpD̃u v tiene inclinación λ ≤ (b− 1)/2.
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Sea wn0 ∈ TpD̃u con wn0 = (wsn0
, wun0

) e inclinación λn0 = ‖wsn0
‖/‖wun0

‖ ≤ (b − 1)/2.
Calculando nuevamente la inclinación de las iteraciones de wn0 llegamos a que

Dfp(wn0) =



As + ∂φs

∂xs

∣∣∣
p

∂φu
∂xs

∣∣∣
p

∂φu
∂xs

∣∣∣
p

Au + ∂φu
∂xu

∣∣∣
p



(
wsn0

wun0

)

=



Aswsn0

+ ∂φs
∂xs

∣∣∣
p
wun0

+ ∂φu
∂xs

∣∣∣
p
wun0

∂φu
∂xs

∣∣∣
p
wsn0

+ Auwun0
+ ∂φu

∂xu

∣∣∣
p
wun0




= wn0+1 =

(
wsn0+1

wun0+1

)

y

λn0+1 =
‖Aswsn0

+ ∂φs
∂xs

∣∣∣
p
wsn0

+ ∂φu
∂s

∣∣∣
p
wun0
‖

‖∂φu
∂xs

∣∣∣
p
wsn0

+ Auwun0
+ ∂φu

∂xu

∣∣∣
p
wun0
‖
≤ (a+ k)λn0 + k1

−kλn0 + 1
a
− k

Tomando B1 = (b − 1)/2 > 1, de manera análoga a cuando se calculó λn, λn+n0 ≤
λn0/b

n
1 + k1/(b1− 1) y, como ĺımn→∞ λn0/b

n
1 = 0 y l1/(b1− 1) < ε/(b1− 1), hay n1 ∈ N tal

que ∀n ≥ n1 λn+n0 ≤ ε
(
1 + 1/(b1 − 1)

)
. Al ser w arbitrario, tenemos que ∀n ≥ n1 ∀w ∈

Tfn[D̃u] w tiene inclinación menor que ε
(
1 + 1/(b1− 1)

)
. Se sigue que hay ñ ∈ N tal que

∀n ≥ ñ ∀w ∈ Tp
(
fn[D̃n]∩V1

)
w tiene inclinación menor que ε. Dado v ∈ Tp

(
fn[D̃u]∩V1

)

con v = (vs0, v
u
0 ). Sean (vsn+1, v

u
n+1) = Df(vsn, v

u
n) y λn = ‖vsn‖/‖vun‖ (la pendiente de vn).

Entonces
‖(vsn+1, v

u
n+1)‖

‖(vsn, vun)‖ =

√
(vsn+1)2 + (vun1

)2

√
(vsn)2 + (vun)2

=
‖vun+1‖
‖vun‖

(
1 + λ2

n+1

1 + λ2
n

)1/2

recordando que ‖vun+1‖ ≥ ( 1
a
− k)‖vun‖ − k‖vsn‖

‖vun+1‖
‖vun‖

≥ (
1

a
− k)− kλn

Como λn+1, λn son arbitrariamente pequeñas, entonces

ĺım
n→∞

‖vun+1‖
‖vun‖

=
1

a
− k > 1

Luego, el diámetro de fn[D̃n] ∩ V1 aumenta. Por lo tanto, si tomamos n suficientemente

grande y πu : fn[D̃u] ∩ V1 → Bu la proyección canónica (V1 = Bs
δ × Bu

δ ) tenemos que

fn[D̃u] ∩ V1 está C0 − ε próximo a πu[f
n[D̃u] ∩ V1] = D̃ ⊆ Eu.

Por otro lado los vectores tangentes a D̃ en p con p ∈ D̃ tienen inclinación 0, se sigue
que fn[D̃u] ∩ V1 está C1 − ε próximo de D̃, ya que los vectores tangentes a fn[D̃u] ∩ V1

tienen, para n suficientemente grande, inclinación menor a ε.

Aśı, para probar el λ-Lema, tomamos n0 ∈ N suficientemente grande de manera
que q̃ = fn0 (q) ∈ W s

r (p). Luego, tomando D̃u = fn0 [Du] ∩ V y B̃ = B ∩ V . Dada
ε > 0, podemos aplicar la versión local del λ-Lema para encontrar N0 > 0 tal que, para
n ≥ 0 fn[D̃u] contiene un disco que está C1 − ε próximo de B̃. Pero B ⊆ f l[B̃] para
alguna l ∈ N. Luego, al ser f un difeomorfismo Ck con k ≥ 1, para n ≥ máx{N0, n0, l},
fn[Du] contiene un disco C1 − ε próximo a B.
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Corolario (1). Sean p1, p2, p3 ∈ M puntos fijos hiperbólicos de f ∈ Difk(M). Si hay
q1 ∈ W u(p1) ∩W s(p2) y q2 ∈ W u(p2) ∩W s(p3) que satisfagan W u(p1) −tq1 W s(p2) y
W u(p2)−tq2 W s(p3), entonces hay q3 ∈ W u(p1) ∩W s(p3) tal que W u(p1)−tq3 W s(p3).

Demostración. Sea D2 ⊆ W u(p2) disco abierto con p2, q2 ∈ D2. D2
−tq2 W s(p3) implica

que hay ε > 0 tal que, si D̃ está C1 − ε próximo a D2, al ser la transversalidad una
propiedad abierta, hay q ∈ D̃ ∩W s(p3) tal que D̃ −tq W s(p3). Sea Du

1 ⊆ W u(p1) disco
abierto tal que q1 ∈ Du

1 . Por el λ-Lema hay n0 ∈ N tal que fn0 [Du
1 ] contiene un disco

D̃1 ⊆ fn0 [Du
1 ] con D̃1 C1 − ε próximo a D2. Luego, hay q3 ∈ D̃1 ∩ W s(p3) tal que

D̃1
−tq3 W s(p3), pero Du

1 ⊆ W u(p1) implica que D̃1 = fn0 [Du
1 ] ⊆ W u(p1). Por lo tanto

W u(p1)−tq3 W s(p3).

Corolario (2). Sea p ∈ M punto fijo hiperbólico de f ∈ Difk(M), N s(p) vecindad fun-
damental de W s(p). ∪n≥0f

n[N s(p)] ⊇ U −W u
r (p) donde U ⊆M es una vecindad abierta

de p.

Demostración. Notemos primero que si Gs(p) ⊆ N s(p) es un dominio fundamental enton-
ces ∪n∈Zfn[Gs(p)] = W s(p) = {p}. Por otro lado, para q ∈ N s(p)−Gs(p) hay Dq ⊆M con
q ∈ Dq y Dq

−tq0 Gs(p) con q0 ∈ D1 ∩Gs(p). Por el λ -Lema fn[Dq] está arbitrariamente
cercano aW u(p) por lo que hay U ⊆M tal que, si q̃ ∈ U−W u(p) entonces existe q ∈ N s(p)
y n0 ∈ N que satisfacen: q̃ ∈ fn0(q)[Dq]. Concluimos que q̃ ∈ ∪n≥0f

n[N s(p)].

Como corolario tenemos también el λ-Lema para campos vectoriales:

Corolario (3). (λ - Lema para campos vectoriales)

Sean p ∈ M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M), q ∈ W s(p), Du disco encajado
con Du −tq W s(p) y dim(Du) = dim(W u(p)), V = Bs×Bu ⊆ W s(p)×W u(p). Definimos
Du
t = Xt[D

u]. Hay t0 ∈ R+ tal que ∀t ≥ t0 la componente conexa de Du
t ∩ V que tiene a

Xt(q) ∈ W s(p), contiene un disco D̃ C1 − ε próximo a Bu.

Demostración. Sea f = X1, por el λ-Lema para difeomorfismos, hay n0 ∈ N tal que
∀n ≥ n0 Du

n ∩ V1 contiene un disco D̃ C1 − ε próximo a Bu. Por continuidad de Xt

entonces, para cada t ≥ t0 = n0, Du
t ∩ V1 contiene un disco D̃ con q ∈ D̃ C1 − ε próximo

a Bu.

Sea p ∈M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M).

Definición. Sea Bs ⊆ W s(p) disco encajado de manera que ∂Bs −t X. Decimos que
gs(p) = ∂Bs es un dominio fundamental para X en W s(p). Análogamente, para Bu ⊆
W u(p) disco encajado, con ∂Bu −t X. gu(p) = ∂Bu es un dominio fundamental para X
en W u(p).

Notemos que:

• q ∈ W s(p)− {p} ⇒ |O(q) ∩ gs(p)| = 1

• q ∈ W u(p)− {p} ⇒ |O(q) ∩ gu(p)| = 1

Es decir, q ∈ W i(p) − {p} implica que existe un único t ∈ R tal que Xt(q) ∈ gi(p),
con i ∈ {u, s}.
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Lema 2.6.3. Sea p ∈ M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M). Hay U ⊆ M vecindad
abierta de p y πs : U → Bs continua, donde Bs = U ∩W s(p). que cumple lo siguiente:

1) π−1
s (p) = Bu = U ∩W u(p).

2) ∀q ∈ Bs π−1
s (q) es subvariedad Ck de M con π−1

s (q)−t W s(p)

3) πs es Ck excepto, posiblemente, en Bu.

4) πs : U → Bs es una fibración invariante bajo el flujo de X, es decir ∀t ≥ 0
Xt[π

−1
s (q)] ⊆ π−1

s [Xt(q)].

Demostración. Tomando una carta local centrada en p, podemos suponer que X ∈ Xk(V )
donde 0 ∈ V ⊆ Rn = Es ⊕ Eu con 0 singularidad hiperbólica de X y W s

r (0) ⊆ Es,
W u
r (0) ⊆ Eu.

Sea gs(0) dominio fundamental de X. Tomamos Bu ⊆ W s
r (0) disco tal que 0 ∈ Bu

y
(
gs(0) × Bu

) −t X. Sea π̃s : gs(0) × Bu → W s
r (0) la proyección en gs(0). Sabemos que

hay U ⊆ Rn vecindad del origen tal que ∪t≥0[gs(0) × Bu] = U −W u
r (0), por lo tanto, si

x ∈ U −W u
r (0) hay un único tx ≥ 0 tal que Xtx(x) ∈ gs(0) × Bu. Extenderemos π̃s a U

de la siguiente manera: Sea Bs ⊆ W s
r (0) con ∂Bs = gs(0), definimos

πs : U −→ Bs

x 7−→
{

0 x ∈ W u
r (0)

Xtx ◦ π̃s ◦X−tx(x) x ∈ U −W u
r (0)

Directo de la definición, es claro que πs satisface las condiciones 1) y 4). Si q ∈ gs(0)
entonces π−1

s (q) = {q}×Bu que es difeomorfo a Bu. Por otro lado, para x ∈ Bs, π−1
s (q) =

Xtx π̃
−1(X−tx(x)) = Xtx [{qx}×Bu] donde qx = X−tx(x), Al ser Xtx difeomorfismo, π−1

s (x)
es difeomorfo a Bu, por lo que πs satisface 2). La continuidad de πs en W s

r (0) se sigue del
λ-Lema.

Corolario. p ∈ M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M) y N ⊆ Xk(M) U ⊆ M
vecindades abiertas de X y p respectivamente tales que ∀Y ∈ N existe una única pY ∈ U
singularidad de Y en U, la cual es hiperbólica. Hay hs : W s

X, r(p) → W s
Y, r′(pY ) y hu :

W s
X, r(p)→ W u

Y, r′(pY ) homeomorfismos tales que, si h = hs ⊕ hu, entonces hX = Y h. Es
decir, X es estable en p.

Demostración. Por la Proposición 2.2.13 existen

hs : W s
X, r(p)→ W u

Y, r′(pY ) hu : W u
X, r(p)→ W u

Y, r′(pY )

tales que hsXs = Y shs y huXu = Y uhu.

Tomemos las fibraciones dadas por el Lema anterior

πXs : Up −→ W s
X, r(p) πXu : Up −→ W u

X, r(p)

πYs : VpY −→ W s
Y, r′(pY ) πYu : Vpy −→ W u

Y, r′(pY )

Para q ∈ Up definimos h(q) = q̃ donde πYs (q̃) = hs(πXs q), π
Y
u (q̃) = hu(πXu q). Pensando a

q ∈ Up como q = (πXs q, π
X
u q), h(q) = (hsπXs q, h

uπXu q). Al ser hs y hu homeomorfismos,
también lo es h y hX = Y h.
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Caṕıtulo 3

Teorema de Kupka - Smale

A través de la transformación de Poincaré, podemos reducir el estudio órbitas cerradas
al estudio de puntos fijos de difeomorfismos. Aśı, de una manera similar a lo trabajado
en el caṕıtulo anterior, veremos condiciones necesarias para que un campo sea estructu-
ralmente estable en la vecindad de una órbita cerrada. En la primer sección definiremos
la transformación de Poincaré. Mostraremos algunas de sus propiedades y definimos las
variedades estable e inestable de una órbita cerrada.

Las órbitas cerradas estables, que denominaremos órbitas cerradas hiperbólicas, no son
necesariamente aisladas. Por lo que, a diferencia de las singularidades hiperbólicas, puede
llegar a haber una infinidad de ellas. Esto nos lleva a demostrar el resultado, más débil,
de que la clase de campos cuyas órbitas cerradas y singularidades son todas hiperbólicas
es la intersección numerable de abiertos densos. Es decir, un conjunto residual.

Finalizamos el caṕıtulo definiendo los sistemas dinámicos de Kupka-Smale. Demos-
tramos que el Teorema de Kupka-Smale, que nos dice que la clase de los sistemas de
Kupka-Smale es residual. Aśı, los sistemas de Kupka-Smale nos dan una cota superior
para la clase de los sistemas dinámicos estructuralmente estables. En el sentido de que
todo sistema estructuralmente estable es de Kupka-Smale. En el siguiente caṕıtulo mos-
traremos que, para algunas variedades compactas, todo sistema dinámico de Kupka-Smale
es estructuralmente estable.

3.1. Transformación de Poincaré

Para el estudio de órbitas cerradas, Poincaré tiene la brillante idea de utilizar un
mapeo de recurrencia. Dada γ ⊆ M órbita cerrada de X ∈ Xk(M). Poincaré se fija en
una sección Σ ⊆M transversal a γ en un punto x0. La transformación de Poincaré lleva
cada punto q ∈ Σ en el primer punto en el que O+(q) intersecta Σ. Si τ ∈ R es el periodo
de γ, deben existir ε > 0 y V ⊆ Σ tales que, para q ∈ V existe un único tq ∈ (τ − ε, τ + ε)
tal que Xtq(q) ∈ V .

Definición. Definimos la transformación de Poincaré asociada a γ y Σ como la aplica-
ción: PΣ : V −→ Σ PΣ(x) = Xtx(x)

Por la continuidad del flujo, PΣ es continua con inversa P−1
Σ , la transformación de

Poincaré del campo −X asociada a γ y Σ. Por lo tanto, PΣ es un homeomorfismo.

Algunas observaciones para x ∈ V :
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• Si q es un punto fijo de PΣ entonces OX(q) es órbita cerrada de X.

• Si q es un punto periódico de PΣ entonces OX(q) es una órbita cerrada.

• ωPΣ
(x) = x0 implica que ωX(x) = γ

A continuación, veremos que PΣ es un difeomorfismo local, de la misma clase que el campo
X, y que no depende de la sección transversal. Para esto, necesitaremos un concepto
similar al de cartas locales para singularidades, de manera que podamos estudiar sólo el
comportamiento local de órbitas cerradas.

Definición. Un flujo tubular para X ∈ Xk(M) es un par (F, f) donde F ⊆ M es un
abierto y f ∈ Difk(F, I × In−1), con I × In−1 = { (x, y) ∈ R × Rn−1 : |x| < 1 y
|yi| < 1 i ∈ { 1, . . . , n − 1} }. De manera que f lleva trayectorias de X en F en las
rectas I × {y} ⊆ I × In−1 Es decir, si f∗X(x, y) = dff−1(x,y)(X(f−1(x, y))), entonces
f∗X(x, y) = (1, 0, 0, . . . , 0) es un campo vectorial constante.

Al par (F, f) se le llama una Caja de flujo para X.

Si p ∈ M es un punto regular de X ∈ Xk(M), entonces existe F ⊆ M caja de flujo
para X tal que p ∈ F . Extenderemos este resultado.

Proposición 3.1.1 (Flujo tubular largo). Sea γ ⊆ M un arco de trayectoria de X
compacto con frontera. Existe una caja de flujo (F, f) para X tal que γ ⊆ F .

Demostración. Sean ε > 0 y α : [−ε, a + ε] −→ M curva integral inyectiva de X tal
que α[0, a] = γ. Consideremos γ̃ = α[−ε, a + ε], el cual es compacto. Como γ̃ sólo tiene
puntos regulares, cada p ∈ γ̃ tiene asociada una caja de flujo Fp. Al ser γ̃ compacto hay
F1, . . . , Fr cajas de flujo tales que

⋃
i≤n Fi ⊇ γ̃ . Ordenadas adecuadamente cada Fi sólo

tiene intersección no vaćıa con Fi+1 y Fi−1.

Tomemos una partición de [−ε, a + ε] : −ε = t1 < t2 < . . . < tr = a + ε tal que
α(ti) = pi ∈ Fi ∩ γ̃.

Sea In−1
d = { (0, y) ∈ I × In−1 : |yi| < d i ∈ { 1, . . . , n − 1} }. Sean (Fi, fi) los flujos

tubulares. Tomando d suficientemente pequeño, si Σ1 = f−1
1 [In−1

d ] entonces Σ1
−t X con

p1 ∈ Σ1 ⊆ F1. Definimos Σi = Xti−t1 [Σ1]. Para cada i ∈ { 1, . . . , r}, Σi
−t X, pi ∈ Σi ⊆ Fi.

Para cada p ∈ γ̃ hay un único tp ∈ [0, a + 2ε] tal que Xtp(p1) = p. Sea Σp = Xtp [Σ1].
Si p ∈ γ̃, entonces Σp

−t X, y p 6= q implica que Σp ∩ Σq = ∅. Aśı construimos una
fibración π1 :

⋃
p∈γ̃ Σp −→ γ̃. Sea F =

⋃
p∈γ̃ Σp. Al ser el flujo un difeomorfismo, se sigue

que F es abierto y γ̃ ⊆ F . También tenemos la proyección πq : F −→ Σ1 definida por
π1(z) = X−tp(z) ∈ Σ1, donde z ∈ Σp.

Sean g1 : γ̃ −→ [−1, 1] y g2 : Σ1 −→ In−1 difeomorfismos cualesquiera. Definimos

f : F −→ I × In−1

z 7−→ ( g1π1( z), g2π2(z))

(F, f) satisface que γ ⊆ F , f es difeomorfismo y, si α̃ es una curva integral de X que pasa
por z1 ∈ Σ1, entonces f(α̃) = { (t, g2(z1)) : t ∈ [−δ, δ]}.

Por lo tanto (F, f) es un flujo tubular par X con γ ⊆ F .

Proposición 3.1.2. Sean γ ⊆ M órbita cerrada de X ∈ Xk(M), Σ ⊆ M sección trans-
versal a γ en p, y PΣ : U ⊆ Σ → Σ la transformación de Poincaré. Existe una vecin-
dad V ⊆ U de p de manera que PΣ restringida a V es un difeomorfismo Ck. Es decir:
PΣ ∈ Difk(V ).
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Demostración. Sean (F1, f1), (F2, f2) flujos tubulares de X con γ ⊆ F1∪F2 y p ∈ F1−F2.
Sean Σ1, Σ2 los extremos de F2 transversales a γ. Es decir: Σ1 = f−1

∗ [{−1} × In−1],
Σ2 = f−1

∗ [{1} × In−1]. Sean π1 : V ⊆ Σ → Σ1, π2 : Σ1 → Σ2 y π3 : Σ2 → Σ las
proyecciones de las trayectorias de X. Para z ∈ V hay un único tz ≥ 0 tal que Xtz(z) ∈ Σ1,
π1(z) = Xtz(z). Análogamente para π2 y π3.

PΣ = π3 ◦ π2 ◦ π1. Por el teorema del flujo tubular π1, π2 y π3 son difeomorfismos,
esto se sigue de que existe un único t0 > 0 tal que f1[Σ1] = f1∗Xt0 [f1[Σ]] . Donde f1∗X
es el campo constante (1, 0, 0, . . . , 0). Luego, π1 = f−1

1 ◦ f1∗X ◦ f1 es un difeomorfismo.

De manera análoga se muestra que π2 y π3 son difeomorfismos para vecindades Ṽ ⊆
Σ, V1 ⊆ Σ1 y V2 ⊆ Σ2.

Por lo tanto, si tomamos V ⊆ Σ con V = Ṽ ∩π−1
1 [V1]∩π−1

2 [V2], entonces PΣ : V → V
es un difeomorfismo Ck.

Sean Σ1, Σ2 ⊆ M transversales a X en p1, p2 ∈ γ órbita cerrada. Definimos h :
Σ1 → Σ2 h(q) es el primer punto tal que h(q) ∈ O+(q) ∩ Σ2. Es decir, h(q) es la primer
intersección de la órbita positiva de q con Σ2. Notemos que h(p1) = p2.

Sean ahora PΣ1 , PΣ2 las transformaciones de Poincaré. De la definición de h tenemos
que PΣ1 = h−1 ◦ PΣ2 ◦ h. Por lo tanto DPΣ1(p1) = Dh−1(p2) ◦ DPΣ2(p2) ◦ Dh(p1), pero
Dh(p1) y Dh−1(p2) son isomorfismos, por lo que DPΣ1(p1) y DPΣ2(p2) tienen los
mismos valores propios. En particular, esto muestra que:

DPΣ1(p1) es un isomorfismo hiperbólico⇐⇒ DPΣ2(p2) es un isomorfismo hiperbólico

Definición. Sean γ ⊆ M órbita cerrada de X ∈ Xk(M). Decimos que γ es una órbita
cerrada hiperbólica si para algún p ∈ γ existe Σ sección transversal a X por p tal que p
es punto fijo hiperbólico de PΣ, la transformación de Poincaré.

Como el flujo de un campo vectorial X vaŕıa continuamente respecto a X, y la trans-
formación de Poincaré asociada a X depende continuamente del flujo de X, la transfor-
mación de Poincaré vaŕıa continuamente respecto de X. Es decir, para PX : V ⊆ Σ→ Σ
transformación de Poincaré de X, hay UX ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que, para
cada Y ∈ UX , Σ −t Y y ∀p ∈ V OY (p) ∩ Σ 6= ∅. Luego, existe una aplicación continua
F : UX −→ Ck(V,Σ) tal que F (Y ) = PY es la transformación de Poincaré para Y . Por
lo tanto, si γ ⊆M es una órbita cerrada hiperbólica de X, entonces, para cada Y ∈ UX ,
hay γY ⊆M órbita cerrada hiperbólica de Y próxima a γ en la topoloǵıa Ck.

Definición. Sea Σ sección transversal a X ∈ Xk(M) en p ∈ γ. Decimos que Σ es una
sección invariante si existe U ⊆ Σ abierto en Σ, con p ∈ U , tal que Xτ [U ] ⊆ Σ, donde τ
es el periodo de γ.

Lema 3.1.3. Sea X ∈ Xk(M) con γ ⊆ M órbita cerrada hiperbólica de periodo τ y
Σ−tp X con p ∈ γ. Existe una aplicación µ : UX −→ Xk(M) continua que satisface:

1) µ(Y ) = ρY Y , donde ρY : M → R es diferenciable, positiva, y constante 1 fuera de
una vecindad de q ∈ γY .

2) Existe U ⊆ Σ abierto, con p ∈ U tal que Y ∗τ [U ] ⊆ Σ, donde Y ∗ = µ(Y ).

Aśı, si γ es hiperbólica, podemos reparametrizar X de manera que Σ sea una sección
transversal invariante.
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Demostración. Sean t0 ∈ (0, τ), Σ′ = X−(τ−t0)[Σ]. Definimos la aplicación α : Σ −→ R
por α(y) = mı́n{ t ∈ R : Xt(y) ∈ Σ′}. Notemos que, si existiera U ⊆ Σ vecindad de p tal
que ∀y ∈ U α(y) = t0, entonces Σ seŕıa invariante.

Sean U ⊆ Ũ ⊆ Σ abiertos de Σ tales que p ∈ U y U ⊆ Ũ . Tomamos ϕ : Σ → R
función auxiliar con soporte contenido en Ũ y ϕ|U = 1. Definimos β : Σ −→ R por
β = ϕα + (1− ϕ)t0. β satisface que β|U = α|U y β|Σ−Ũ = t0.

Ahora, para cada Y ∈ UX , sea Σ′Y = Y−(τ−t0)[Σ]. Definimos la aplicación αY : Σ −→
R por αY (y) = mı́n{ t ∈ R : Yt(y) ∈ Σ′Y }, y βY = ϕα + (1− ϕ)t0.

Definiremos G : UX × Σ × R → R de clase Ck, polinomio en t de grado 2r + 3, que
satisface:

• GY, y(0) = G(Y, y, 0) = 0 y GY, y(t0) = βY (y).

• dGY, y
dt

(0) = 1 =
dGY, y
dt

(t0)

• drGY, y
dtr

(0) = 0 =
drGY, y
dtr

(t0) para r = 2, . . . , k + 1.

Para esto, nos fijamos en la matriz

A =




tk+2
0 tk+3

0 . . . t2k+3
0

(k + 2)tk+1
0 (k + 3)tk+2

0 . . . (2k + 3)t2k+2
0

...
...

. . .
...

(k + 2)!t0
(k+3)!

2!
t20 . . . (2k+3)!

(k+2)!
tk+2
0




Sea A1j cofactor de a1j = tk+1+j
0 de A. Podemos definir G por:

G(Y, y, t) = t+ c1t
k+2 + · · ·+ ck+2t

2k+3 donde ci =
βY (y)Aij − t0Aij

detA

Definimos

H : UX × Σ× [0, t0] −→ [0, 1] HY (y, t) =
dGY, y

dt
(t)

H satisface:

• HY (y, 0) = 1 = HY (y, t0)

• y /∈ Ũ ⇒ HY (y, t) = 1.

• DrHY (y, 0) = 0 = DrHY (t, t0) para r = 1, . . . , k

La tercera propiedad se cumple debido a que:

∂Hy

dy
(y, t0) =

∂βY
∂y

(y)

detA

(
(k + 2)tk+1

0 A11 + · · ·+ (2k + 3)t2k+2
0 A1(k+2)

)

=

∂βY
∂y

(y)

detA

( k+2∑

j=1

a2jA1j

)
= 0

Por lo tanto ∂rHY
∂yr

(y, t0) = 0. H también satisface la siguiente igualdad:

∂1+rHY

∂y∂tr
(y, t0) =

∂βY
∂dy

(y)

detA

( k+2∑

j=1

arjA1j

)
= 0
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para r = 1, . . . , k.

Extendemos ahora el dominio deH a UX×Σ×R. De manera que ∀t /∈ [0, t0] HY (y, t) =

1. Si tomamos UX y Ũ suficientemente pequeños, entonces GY, y : [0, t0] → [0, βY (y)]

es un difeomorfismo tal que, para y /∈ Ũ , GY, y(t) = t. Esto ya que y /∈ Ũ implica

ci = 0 ∀i. Luego, GY, y es la identidad fuera de Ũ . Sea ϕY : Σ× [0, t0] −→ M tal que, si
t∗ = GY, y(t), entonces ϕY (y, t) = Yt∗(y). Al ser GY, y un difeomorfismo, también lo es ϕY .
Sea W = ϕY [Σ× [0, t0]] ⊆M . Definimos

ρY : M −→ R ρY |M−W = 1 ρY |W =
dGY, y

dt
◦ ϕ−1

Y

De la definición es claro que:

(y, t) ∈ W =⇒ ρY (y, t) = HY (ϕ−1
Y (y, t))

Y por lo tanto ρY es de clase Ck. Sea Y ∗ = ρY Y , verifiquemos que Y ∗t0(y) ∈ Σ′Y para
y ∈ Σ.

Sean y ∈ U y ψy : [0, βY (y)] −→ M curva integral de Y por y. Entonces ψy(t) =
Yt(y) y ψy(βY (y)) ∈ Σ′. Definimos ψ∗y = ψy ◦GY, y.

Notemos que si ϕY (y, t) = ψ∗y(t), entonces ρY (ψ∗y(t)) =
dGY, y
dt

(t). Por otro lado

dψ∗y
dt

(t) =
d(ψy ◦GY, y)

dt
(t)

=
dψy
dt

(
GY, y(t)

)dGY, y

dt
(t)

= Y
(
ψy(GY, y(t))

)dGY, y

dt
(t)

= Y
(
ψ∗y(t))ρY

(
ψ∗y(t)

)
= Y ∗

(
ψ∗y(t)

)

Luego, ψ∗t es curva integral de Y ∗ y por lo tanto Y ∗t0(y) = ψ∗y(t0) = ψ(βY (y)) ∈ Σ′.

Por lo tanto µ(Y ) = Y ∗ satisface a) y b)

Proposición 3.1.4. Sea γ ⊆ M órbita cerrada de X ∈ Xk(M). Si γ es hiperbólica,
entonces X es localmente estable en γ.

Demostración. Sean τ el periodo de γ, Σ ⊆ M sección transversal a X en p ∈ γ. p es
punto fijo hiperbólico de PX , la transformación de Poincaré. Por el Teorema de Grobman-
Hartman, hay VX ⊆ Xk(M) y Up ⊆ Σ vecindades abiertas de X y p respectivamente
tales que ∀Y ∈ VX existe hY : Up ⊆ Σ → Σ que conjuga PX y PY , hY PX = PY hY .
Extenderemos hY a una vecindad de γ.

Sean µ : VX −→ Xk(M) mapeo continuo dado por el Lema 3.1.3 y V ⊆ M vecindad
de γ la cual satisface que ∀y ∈ V ∃ty ∈ [0, τ ] de manera que µ(X)ty(y) = X∗ty(y) ∈ Up.
Definimos hy = Y ∗ty ◦ hY ◦ X∗ty(y). hY está bien definida ya que Σ −tpY Y ∗ y Σ −tp X∗.
Es claro que hY es un homeomorfismo y conjuga los flujos de X∗ y Y ∗, pero X tiene el
mismo flujo que X∗ y Y el mismo que Y ∗. Por lo tanto hY lleva órbitas de X en órbitas
de Y preservando la orientación. Es decir, X en γ es topológicamente equivalente a Y en
γY .

A continuación definiremos la variedad estable e inestable de una órbita cerrada hi-
perbólica. Utilizando el Teorema de la Variedad Estable para difeomorfismos y la trans-
formación de Poincaré, mostraremos que son variedades Ck inmersas.
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Definición. Sea γ ⊆M órbita cerrada hiperbólica de X ∈ Xk(M).

• La variedad estable de X es el conjunto: W s
X(γ) = { y ∈M : ω(y) = γ }

• La variedad inestable de X es el conjunto: W u
X(γ) = { y ∈M : α(y) = γ }

Sea U ⊆M vecindad abierta de γ

• La variedad estable local de X es el conjunto: W s
X,U = { y ∈ U : ω(y) = γ }

• La variedad inestable local de X es el conjunto: W u
X,U = { y ∈ U : α(y) = γ }

Proposición 3.1.5. Sea γ ⊆ M órbita cerrada hiperbólica de X ∈ Xk(M) de periodo τ .
Para V ⊆M vecindad abierta de γ tenemos que:

1) W s
V (γ) y W u

V (γ) son subvariedades Ck de M .

2) W s
V (γ)−t W u

V (γ).

3) W s
V (γ) ∩W u

V (γ) = γ.

Demostración. Sean Σ ⊆ M sección transversal de X en p ∈ γ, U = V ∩ Σ , y W s
U(p),

W u
U(p) las variedades estable e inestable locales de la transformación de Poincaré por p.

W s
U(p), W u

U(p) son subvariedades Ck de Σ y W s
U(p)−t W u

U(p) con W s
U(p) ∩W u

U(p) =
{p}. Mostremos que W s

V (γ) = V ∩ {X−t(q) : q ∈ W s
U(p) t ∈ [0, 2τ ] } .

Primero probaremos la contención: W s
V (γ) ⊆ V ∩ {X−t(q) : q ∈ W s

U(p) t ∈ [0, 2τ ] }.
Es claro que γ ⊆ V ∩{X−t(q) : q ∈ W s

U(p), t ∈ [0, 2τ ]}. Sea q ∈ W s
V (γ)−γ. Tomamos

Σq una sección transversal a X que pasa por p y q, esto es posible ya que p ∈ γ y
q /∈ γ. Luego p y q tienen órbitas ajenas. Existe t1 ∈ [0, 2τ ] tal que Xtq(q) ∈ Σ. Como
q ∈ W s

V (γ) entonces ĺımt→∞Xt(q) = γ. Por lo tanto ĺımt→∞Xt(Xt1(q)) = γ. Se sigue que
ĺımn→∞ P n

X(Xt1(q)) = {p} y Xt1(q) ∈ W s
U(p). Luego, q = X−t1(q′) con q′ ∈ W s

U(p).

Ahora probaremos la otra contención: V ∩ {X−t(q) : q ∈ W s
U(p) t ∈ [0, τ ] } ⊆ W s

V (γ).

Sea q ∈ V ∩ {X−t(q) : q ∈ W s
U(p) t ∈ [0, τ ] }. Hay t1 ∈ [0, 2τ ] tal que Xt1(q) ∈ W s

U(p).
Como ĺımn→∞ P n

X(Xt1(q)) = {p}, para cada n ∈ N existe un sn > 0 de manera que n < m
implica sn < sm y la sucesión Xsn(Xt1(q)) → p̃ cuando p → ∞. Es decir p̃ ∈ ω(Xt1(q)).
Por la invarianza del ω-ĺımite bajo el flujo, tenemos que p̃ ∈ ω(q). Esto para cada p̃ ∈ γ.
Se sigue que γ ⊆ ω(q). Por ser ω(q) conexo y cerrado, necesariamente se da la igualdad
γ = ω(q). Luego, q ∈ W s

V (γ).

De manera análoga W u
V (γ) = V ∩ {Xt(q) : q ∈ W u

U(p) t ∈ [0, 2τ ]}. Por lo tanto:

W s
V (γ) ∩W u

V (γ) =
⋃

p∈γ

(
W s
Up(p) ∩W u

Up(p)
)

=
⋃

p∈γ
{p} = γ

Como W s
V (γ) −tp W u

V (γ) para cada p ∈ γ. También se da W s
V (γ) −t W u

V (γ). Por el
Teorema del flujo tubular largo, W s

V (γ) es localmente Ck-difeomorfo a I × Ins−1 y por
lo tanto es una subvariedad Ck de M , donde ns = dim(W s

U(p)). Por lo mismo W u
V (γ) es

localmente Ck-difeomorfo a I × Inu−1 y por lo tanto es una Ck subvariedad de M , donde
nu = dim(W u

U(p)).

Corolario. W s(γ) y W u(γ) son subvariedades inmersas Ck de M .

Demostración.

W s(γ) =
⋃

t≥0

X−t[W
s
V (γ)] W u(γ) =

⋃

t≥0

Xt[W
y
V (γ)]
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3.2. Órbitas cerradas hiperbólicas

En el caṕıtulo anterior demostramos que el conjunto g1 = {X ∈ Xk(M) : las singu-
laridades de X son todas hiperbólicas } es abierto y denso en Xk(M). En esta sección
mostraremos g12(M) = {X ∈ g1(M) : las órbitas cerradas de X son todas hiperbólicas }
es un conjunto residual en Xk(M). La idea es mostrar, para cada N ∈ N, que la clase de
campos vectoriales con órbitas cerradas de periodo menor a N , Xk(N), es un conjunto
abierto y denso. Aśı, g12 =

⋂
N∈N X

k(N) es residual en Xk(M).

Lema 3.2.1. Sea p ∈ M singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M). Para cada T > 0
existen U ⊆ M y UX ⊆ Xk(M) vecindades de p y X respectivamente, y ρ : UX → U
aplicación continua tal que:

1) Si Y ∈ Ux entonces ρ(Y ) es la única singularidad de Y en U , la cual es hiperbólica.

2) Toda órbita cerrada de un campo Y ∈ UX que pase por U tiene periodo mayor a T .

Demostración. Sabemos que existen ŨX ⊆ Xk(M), Ũ ⊆ M y ρ̃ : ŨX → Ũ que satisfacen
la primer condición. Por el Teorema de Grobman-Hartman existe V ⊆M vecindad de p la
cual no tiene órbitas cerradas de Y ∈ ŨX . Como X(p) = 0 entonces, por la continuidad del

flujo, existe U ⊆M vecindad de p con U ⊆ V ⊆ Ũ tal que ∀q ∈ U ∀t ∈ [0, 2T ] Xt(q) ∈ U .

Como el flujo vaŕıa continuamente respecto al campo, hay UX ⊆ ŨX ∩ ρ̃−1[V ] tal que
∀Y ∈ UX ∀q ∈ U ∀t ∈ [0, T ] Yt(q) ∈ U . Pero U ⊆ V implica que U no contiene órbitas
cerradas de Y , para cada Y ∈ UX . Por lo tanto, si una órbita cerrada de Y pasa por U ,
esta tiene que salir de U , como tarda un tiempo mayor a T en salir de U , debe tener un
periodo mayor a T . Tomando ρ = ρ̃|UX : UX → U , ρ satisface las condiciones 1) y 2).

Lema 3.2.2. Sean T > 0 y γ ⊆ M órbita cerrada hiperbólica de X ∈ Xk(M). Hay
UX ⊆ Xk(M) y U ⊆M vecindades de X y γ respectivamente tales que:

1) Y ∈ UX tiene una órbita cerrada γY ⊆ U la cual es hiperbólica y toda órbita cerrada
de Y que pase por U distinta de γY tiene periodo mayor a T .

2) γY vaŕıa continuamente respecto a Y .

Demostración. Sean Σ ⊆ M sección transversal a X en p ∈ γ y PX : Ṽ ⊆ Σ → Σ
la transformación de Poincaré. Sea τ el periodo de γ, Sea n0 ∈ N tal que τn0 > 2T .
Reducimos Ṽ de manera que P n0

X esté bien definida. Existe ŨX ⊆ Xk(M) vecindad de X

tal que, si Y ∈ ŨX , entonces P n0
Y está bien definida.

Como p ∈ Ṽ es una singularidad hiperbólica de PX hay V̂ ⊆ Ṽ y ÛX ⊆ Xk(M)
vecindades de p y X respectivamente, y ρ : ÛX → V̂ que satisface:

• ρ(Y ) es la única singularidad de PY en V̂ .

• ρ(Y ) = pY es singularidad hiperbólica.

Luego, γY = O(ρ(Y )) es una órbita cerrada hiperbólica de Y , la cual varia continuamente
respecto a Y , ya que ρ lo hace. Por la continuidad de la transformación de Poincaré PY
respecto del campo Y , hay V ⊆ Ũ ∩ V̂ y UX ⊆ ÛX ∩ ŨX tales que, si Y ∈ UX y q ∈ V
entonces P i

Y (q) ∈ V̂ para i = 1, . . . , n0. Por lo tanto, si alguna órbita de Y pasa por
V , esta tiene periodo mayor a T (pues τn0 > 2T ). Sea U = ∪t∈[0,τ+ε]Xt[V ] con ε > 0,
entonces UX ⊆ Xk(M) y U ⊆M satisfacen el Lema.



90 CAPÍTULO 3. TEOREMA DE KUPKA - SMALE

Corolario. Sean X ∈ g12(M) y T > 0, con M compacto. Hay un número finito de
órbitas cerradas de X con periodo menor o igual a T y por lo tanto X tiene a lo más una
cantidad numerable de órbitas cerradas.

Demostración. Haremos la demostración por contradicción. Supongamos que existe un
T0 > 0 y una cantidad numerable de órbitas cerradas {γn}n∈N con periodo menor o
igual a T0. Al ser M compacto hay {pm}m∈N sucesión convergente con pm ∈ γm. Sea
p = ĺımm→∞ pm. Por el Lema 3.2.1, p no puede ser singularidad y por el Lema 3.2.2, la
órbita de p no es cerrada o tiene periodo mayor a T0. En cualquier caso, la curva dada
por γ = {Xt(p) : t ∈ [−T0/2, T0/2]} no se autointersecta.

Sea F ⊆ M caja de flujo tubular con γ ⊆ F . Existe m0 ∈ N tal que ∀m ≥
m0 {Xt(pm) : t ∈ [−T0/2.T0/2]} ⊆ F , pero f [F ] no tiene órbitas cerradas, se sigue
que la órbita de pm tiene periodo mayor a T0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
no puede haber una cantidad numerable de órbitas cerradas de X con periodo menor o
igual a T0.

Lema 3.2.3. Sean X ∈ Xk(M), K ⊆ M compacto y T > 0 tales que X no tiene
singularidades en K y las órbitas cerradas de X que pasen por K tienen periodo mayor
a T . Hay UX ⊆ Xk(M) vecindad de X tal que cada Y ∈ UX satisface:

1) Y no tiene singularidades en K.

2) Las órbitas cerradas de Y que pasen por K tienen periodo mayor a T .

Demostración. Para cada q ∈ K , X(q) 6= 0, por lo tanto ∀q ∈ K ‖X(q)‖ > 0. Al ser K
compacto hayN ⊆ Xk(M) vecindad deX tal que Y ∈ N implica que ∀q ∈ K ‖Y (q)‖ > 0.
Equivalentemente ∀q ∈ K Y (q) 6= 0.

Sea p ∈ K. Como la órbita de p no es cerrada o tiene periodo mayor a T , por la
continuidad del flujo existen ε > 0 y Up ⊆M vecindad de p tal que ∀q ∈ Up ∀t ∈ [0, T +
ε] Xt(q) /∈ Up. Por otro lado, como el flujo vaŕıa continuamente respecto al campo, existe
Vp ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ Vp ∀q ∈ Up ∀t ∈ [0, T + ε] Yt(q) /∈ Up.
Luego, {Up : p ∈ K} es una cubierta abierta de K. Sea Up1 , . . . , Upr subcubierta finita.
Sea UX = (

⋂
i≤r Vpi) ∩N , UX es abierto. Por construcción Y ∈ UX satisface 1) y 2).

Lema 3.2.4. Sean X ∈ X∞(M), γ ⊆ M órbita cerrada de X y Σ sección transversal a
X por p ∈ γ. Sean UX ⊆ Xk(M) vecindad de X y V ⊆ Σ vecindad de p tales que, para
cada Y ∈ UX , PY está definida en V .

Dado ε > 0, existen U ⊆M vecindad de γ y Y ∈ X∞(M)∩UX con ‖Y −X‖k < ε y
PY tiene un número finito de puntos fijos en Σ ∩ U , todos ellos elementales.

Demostración. Sea (F, f) caja de flujo centrada en p ∈ γ con f∗X = C campo vectorial
constante unitario. f [F ] = [−b, b]× In−1, donde cerrado [−1, 1] = I.

Sea C̃ ∈ X∞([−b, b] × In−1) que satisface: C̃ −t
(
{−b} × In−1

)
, C̃ −t

(
{b} × In−1

)
y

toda órbita de C̃ que empieze en {−b} × In−1 llegue a {b} × In−1.

Definimos una aplicación diferencial LC̃ : {−b} × In−1 −→ {b} × In−1 de manera
que {LC̃(−b, y0)} = O(−b, y0) ∩

(
{b} × In−1

)
. Es decir, LC̃(−b, y0) es el único punto

donde la órbita de (−b, y0) intersecta a {b}× In−1. Dividimos el cubo In−1 de la siguiente
manera. Sean In−1

3/4 = {y ∈ In−1 : ‖y‖ ≤ 3/4 }, In−1
1/4 = { y ∈ In−1 : ‖y‖ ≤ 1/4 } y

A = [−b,−b/2]× In−1 ∪ [−b/2, b/2]× In−1
1/4 ∪ [b/2, b]× In−1.

Sea ε > 0. Queremos un campo C ′ ∈ X∞
(
[−b, b]× In−1

)
que cumpla:
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1) ‖C ′ − C‖k < ε.

2) C ′|A = C|A.

3) LC′(−b, y) = (b, y + v) si y ∈ In−1
1/4 , con v ∈ Rn−1.

Sea ψ : [−b, b] → R+ con soporte contenido en (−b/2, b/2). Sea ϕ : In−1 → R+ con
soporte contenido en In−1

3/4 y ϕ|In−1
1/2

= 1.

Definimos C ′ = (1, ρϕ(y)ψ(x)v), donde ρ ∈ R. Determinaremos ρ de manera que
se satisfagan las tres condiciones. El campo vectorial, junto con las tres condiciones,
determinan el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

dt
= 1 x(0) = −b

dy

dt
= ρϕ(y)ψ(x)v y(0) = y0

Que tiene soluciones de la forma

x(t) = t− b y(t) = y0 +

∫ t

0

ρϕ(y(s))ψ(s− b)vds

Como ∥∥∥
∫ t

0

ρϕ(y(s))ψ(s− b)vds
∥∥∥ ≤ 2bρ‖ϕ‖ ‖ψ‖ ‖v‖ ≤ 2bρ‖v‖

Tomando ‖v‖ ≤ (4bρ)−1, si ‖y0‖ ≤ 1/4 entonces ‖y(t)‖ ≤ 1/2. Por lo tanto ϕ(y(s)) = 1 y

y(t) = y0 +
∫ t

0
ρψ(s− b)vds. Si tomamos ρ de manera que 1/ρ =

∫ 2b

0
ψ(s− b)ds, tenemos

que

y(2b) = y0 +
(∫ 2b

0

ψ(s− b)vds
)( 1∫ 2b

0
ψ(s− b)ds

)
= y0 + v

Por lo tanto C ′ satisface 3). Dado que ϕ(y)ψ(x) = 0 en A, C ′ satisface 2). Aśı, si tomamos
‖v‖ suficientemente pequeño, ‖C ′ − C‖k < ε por lo que C ′ cumple 1)

Sea Y ∈ X∞(M) tal que Y = X en M−F y f∗Y = C ′. Como f∗ : X∞(F )→ X∞(f [F ])
es homeomorfismo, tomando C ′ suficientemente cercano a C, entonces ‖Y − X‖k < ε.
Aśı, Σ1 = f−1[{b}× In−1] es sección transversal. Sea V ⊆ Σ1 abierto de forma que PX y
PY estén bien definidas en V . La expresión de PY en la carta f |Σ1 es PY (y) = PX(y) + v.
Escogemos v de manera que { (y, PY (y)) : y ∈ In−1

1/4 }
−t ∆, donde ∆ ⊆ Rn−1 × Rn−1 es la

diagonal. Por lo tanto, PY (y) sólo tiene puntos fijos elementales.

Lema 3.2.5. Sean γ ⊆ M órbita cerrada de X ∈ X∞(M) y ε > 0. Hay Y ∈ X∞(M)
con ‖Y −X‖k < ε y γ órbita cerrada hiperbólica de Y .

Demostración. Sea (F, f) cada de flujo centrada en p ∈ γ con f∗X campo constante

unitario C en [−b, b] × In−1, donde I = [−1, 1]. Queremos un campo C̃ ∈ X∞(M) que
satisfaga:

1) ‖C̃ − C‖k < ε

2) C̃|A = C|A (donde A es el conjunto definido en el Lema anterior)

3) LC̃(−b, y) = (b, (1 + δ)y) si y ∈ In−1
1/4 .
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De manera análoga al Lema 3.2.4 definimos ψ : [b, b] → R+ con soporte contenido en
(b/2, b/2) y ϕ : In−1 → R+ con soporte contenido en I3/4 tal que ∀y ∈ In−1

1/4 ϕ(y) = 1.

Sea C̃ = (1, ρ, ϕ(y)ψ(x)y) con ρ ∈ R. Determinaremos ρ de manera que se satisfagan

las tres condiciones para C̃. Del campo C̃ tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

dx

dt
= 1 x(0) = b

dy

dt
= ρϕ(y)ψ(x)y y(0) = y0

Con soluciones de la forma

x(t) = t− b y(t) = y0 +

∫ t

0

ρϕ(y(s))ψ(s− b)y(s)ds

Si ‖y0‖ ≤ 1/4 hay l > 0 tal que ∀s ∈ [0, b/2+ l] ‖y(s)‖ ≤ 1/2, pero en [0, b/2+ l] tenemos
que ϕ(y(s)) = 1, entonces

y(t) = y0e
ρ
∫ t
0 ψ(s−b)ds

Sea µ(t) = eρ
∫ t
0 ψ(s−b)ds. Tomando ρ < ln(2)/

( ∫ 2b

0
ψ(s − b)ds

)
entonces µ(2b) ≤ 2, y

‖y(s)‖ ≤ ‖y0‖µ(s) ≤ ‖y0‖2 ≤ 1/2 para s ∈ [0, 2b]. Esto se debe a que µ es creciente para
ρ > 0. Luego, ∀s ∈ [0, 2b] ϕ(y(s)) = 1 y por lo tanto y(t) = y0µ(t) ∀t ∈ [0, 2b].

LC̃(−b, y) = (b, µ(2b)). Si δ es suficientemente pequeño, entonces hay ρ > 0 que
satisface lo anterior y (1 + δ) = µ(2b), por lo que LC̃(−b, y) = (b, (1 + δ)y) si ‖y‖ ≤ 1/4.

Aśı, C̃ satisface las condiciones anteriores.

Sea Y ∈ X∞(M) tal que Y = X en M − F y Y = f−1
∗ C̃ en F . ‖Y − X‖k < ε. Sea

Σ1 = f−1[{b} × In−1]. La expresión de PY en la carta f |Σ1 es PY (y) = (1 + δ)PX(y) si
‖y‖ ≤ 1/4. Por lo tanto DPY (0) = (1 + δ)PX(0). Existe un δ > 0 tal que DPY (0) no
tiene autovalores en S1, es decir PY (0) es hiperbólico y 0 es punto fijo. Luego, la órbita
de f−1(b, 0) es órbita cerrada hiperbólica de Y .

Teorema 3.2.6. g12(M) = {X ∈ g1(M) : las singularidades y órbitas cerradas de X son
todas hiperbólicas } es residual en Xk(M). (M compacta)

Demostración. Para T > 0 definimos Xk(T ) = {X ∈ g1(M) : las órbitas cerradas de X
con periodo menor o igual a T son hiperbólicas }.

Notemos que g12(M) =
⋂
T∈N X

k(T ). Aśı, si mostramos que Xk(T ) es abierto y denso
entonces, al ser g1(M) residual (ya que M es compacto) podremos concluir que g12(M)
es residual.

Abierto:

Sea X ∈ Xk(T ). Las órbitas cerradas con periodo menor o igual a T son finitas
(Corolario del Lema 3.2.2). Sea p ∈M , hay tres casos:

1) p es singularidad hiperbólica de X.

2) O(p) es regular o es órbita cerrada con periodo mayor a T .

3) O(p) es cerrada con periodo menor o igual a T y por lo tanto hiperbólica.
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En el primero caso, por el Lema 3.2.1. hay Up ⊆ M y Np ⊆ Xk(M) vecindades abiertas
de p y X respectivamente tales que, si Y ∈ Np entonces existe una única singularidad
pY ∈ Up de Y la cual es hiperbólica.

En el segundo caso, por el teorema del flujo tubular, hay Up ⊆ M vecindad abierta
de p tal que, si alguna órbita pasa por Up, entonces esta tiene periodo mayor a T o es
regular. Por el Lema 3.2.3, hay Np ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X de manera que, para
Y ∈ Np cada órbita de Y que pase por Up tiene periodo mayor a T o es regular.

En el tercer y último caso, por el Lema 3.2.2, hay Up ⊆ M y Np ⊆ M vecindades
abiertas de O(p) y X respectivamente tales que, si Y ∈ Np entonces Y tiene una única
órbita cerrada en Up con periodo menor o igual a T , la cual es hiperbólica.

Aśı, tomamos la familia {Up} de los abiertos Up definidos en cada caso. Al ser M
compacto, podemos tomar una subcubierta finita U1, . . . , Ur ⊆M y N1, . . . , Nr ⊆ Xk(M)
sus abiertos asociados. Sea UX =

⋂
u≤rNi, UX es una vecindad abierta de X y UX ⊆

Xk(T ).

Densidad:

Como g1(M) es denso en Xk(M), basta mostrar que g12(M) es denso en g1(M).

Afirmación 1: Existe un τ > 0 tal que toda órbita cerrada de X tiene periodo mayor
o igual a τ .

Supongamos falsa la afirmación. Hay {γn} sucesión de órbitas cerradas con periodos
{τn} y de manera que ĺımn→∞ τn = 0. Al ser M compacto, existe {pm} sucesión conver-
gente con pm ∈ γm. Sea ĺımm→∞ pm = p. p es una singularidad, de lo contrario habŕıa
F ⊆ M caja tubular con p ∈ F tal que toda órbita que pase por F tiene periodo mayor
a a, para alguna a > 0. Como X ∈ g1(M), p es una singularidad hiperbólica. Por el
Lema 3.2.1. hay Up ⊆ M vecindad abierta de p de manera que toda órbita que pase por
Up tiene periodo mayor o igual a 1. Una contradicción ya que, para m suficientemente
grande, pm ∈ Up tiene periodo τm < 1.

Sea Γ = Γ(τ, 3τ/2) = { p ∈M : O(p) es cerrada con periodo t ∈ [τ, 3τ/2] }.
Afirmación 2: Γ es compacto.

Basta ver que Γ ⊆ M es cerrado. Sea {pn} ⊆ Γ sucesión convergente pn → p. Por
la primer afirmación, p no es singularidad. Si O(p) tuviese periodo mayor a 3τ/2 o fuese
regular, por el Teorema del flujo tubular hay F ⊆M vecindad de p de manera que toda
órbita cerrada de X que pase por F tiene periodo mayor a 3τ/2. Lo que contradice el
hecho de que ĺımn→∞ pn = p. Luego, O(p) tiene periodo menor a 3τ/2 y p ∈ Γ. Por lo
tanto, Γ es cerrado.

Sea ε > 0. Queremos un campo Y ∈ Xk(T ) tal que ‖X − Y ‖k < ε. Sean n0 ∈ N y
q0 ∈ [0, τ/2] con T = 1

2
n0τ + q0.

La idea es la siguiente: Aproximamos X por X̃ ∈ X∞(M) con ‖X − X̃‖k < ε/(2n0),

para luego aproximar X̃ por Y1 ∈ X∞(M) con Y1 ∈ Xk(3τ
2

) y ‖X̃−Y1‖k < ε/(2n0). Apro-
ximamos Y1 por Y2 ∈ Xk(τ/2 + 2τ) con ‖Y1 − Y2‖k < ε/n0. Repetimos esta última apro-
ximación n0− 1 veces para obtener Y1, Y2, . . . , Yn0 ∈ X∞(M) tales que ‖Yi−Yi+1‖k < εn0

y Yi ∈ Xk(τ/2 + iτ) para cada i = 1, . . . , n0. Por la desigualdad del triangulo tendŕıamos
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que

‖X − Yn0‖k = ‖X − X̃‖k + ‖X̃ − Y1‖k + · · ·+ ‖Yn0−1 − Yn0‖k

<
ε

2n0

+
ε

2n0

+

n0−1∑

i=0

ε

n0

= ε

Por lo tanto Yn0 ∈ Xk(τ/2 + n0τ) ⊆ Xk(n0τ + q0) = Xk(T ).

Como X∞(M) ⊆ Xk(M) es denso, hay X̃ ∈ X∞(M) ∩ g1(M) con ‖X − X̃‖k < ε
2n0

.

Sean p1, . . . , ps las singularidades de X̃. Por el Lema 3.2.1. hay U1, . . . , Us ⊆ M
y N1 ⊆ Xk(M) vecindades de p1, . . . , ps y X̃ respectivamente tales que, si Y ∈ N1,
entonces Y tiene una única singularidad piY ∈ Ui, para cada i ≤ s, la cual es hiperbólica, y
las órbitas cerradas de Y que intersectan ∪i≤sUi tienen periodo mayor a T . En particular
Y no tiene singularidades en M − U , donde U =

⋃
u≤s Ui.

Sean γ ⊆ Γ y Σγ sección transversal a X̃ por p ∈ γ. Sea Vγ ⊆ Σγ vecindad de p y

Nγ ⊆ Xk(M) vecindad de X̃ de forma que ∀Y ∈ Nγ PY está bien definida en Vγ. Por
continuidad del flujo, toda órbita de Y que parte de Vγ intersecta a Σγ en un tiempo
t > 3τ

4
. Sea Wγ ⊆ Vγ vecindad de γ de manera que toda órbita de Y que parte de Wγ

intersecta a Σγ por lo menos dos veces. Entonces {Wγ : γ ⊆ Γ} es una cubierta abierta de

Γ. Al ser Γ compacto podemos tomar una subcubierta finita W1, . . . ,Wr con Ñ1, . . . , Ñr

los respectivos abiertos, tales que Y ∈ Ñi implica que toda órbita de Y que pase por Wi

intersecta Σi por lo menos dos veces. Definimos N2 =
(⋂

i≤r Ñi

)
∩ N1 y W =

⋃
i≤rWi.

El conjunto K = M− (U ∪W ) es compacto, X̃ no tiene singularidades en K y las órbitas

de X̃ por K tienen periodo mayor a 3τ
2

o son regulares. Por el Lema 3.2.3. hay N3 ⊆ N2

vecindad de X̃ tal que, si Y ∈ N3 entonces Y no tiene singularidades en K y las órbitas
de Y que pasen por K tienen periodo mayor a 3τ

2
.

Regresando a las γi ⊆ Wi, para i = 1, . . . , r, Y ∈ N3, PiY : Vi → Σi la transformación

de Poincaré de Y . Por el Lema 3.2.4 hay Ỹ1 ∈ N3 que satisface ‖X̃ − Ỹ1‖k < ε
4n0

y Pi
Ỹ1

sólo tiene puntos fijos elementales en Vi ∩Σi, esto lo logramos aplicando el Lema 3.2.4. r
veces y ya que el conjunto de las funciones cuyos puntos fijos son elementales es abierto
en Difk(Σi).

Sean µ1, . . . , µl las órbitas cerradas de Ỹ1 correspondientes a los puntos fijos de Pi
Ỹ1

.

Las demás órbitas de Ỹ1 tienen periodo mayor a 3τ
2

. Aśı, aplicando el Lema 3.2.5. l veces,

hay Y1 ∈ X∞(M) tal que ‖Y1 − Ỹ1‖ < ε
4n0

y µ1, . . . , µl son órbitas cerradas hiperbólicas

de Y1, las demás órbitas de Y1 tienen periodo mayor a 3τ
2

. Por lo tanto Y1 ∈ Xk(3τ/2) y

‖Y1 − X̃‖k < ε
2n0

, que es lo que buscábamos.

Sea N4 ⊆ Xk(3τ
2

) vecindad abierta de Y1. Sean V1, . . . , Vl ⊆M vecindades de µ1, . . . , µl.
Tomamos V =

⋃
i≤l Vi. Por el Lema 3.2.2 existe N5 ⊆ N4 abierto, con Y1 ∈ N5, de

manera que las órbitas de Y ∈ N5 que pasan por V tienen periodo mayor o igual a T .
Sea Γ̃ = Γ[3τ

2
, 2τ + τ/2]. De manera análoga a cuando mostramos que Γ es compacto, se

prueba que Γ̃ es compacto.

Aśı, siguiendo la construcción de Ỹ1 podemos encontrar Ỹ2 ∈ X∞(M), Γ̃ ⊆ W̃ ⊆ M ,

γ̃1 . . . , γ̃s′ ⊆ Γ̃ y Ṽ1 ⊆ Σ̃γ̃i de manera que Pi
Ỹ2

sólo tiene puntos fijos elementales en

Ṽi y ‖Y1 − Ỹ2‖k < ε
2n0

. Luego, usando el Lema 3.2.5. hay Y2 ∈ N5 de manera que, si
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µ̃1, . . . , µ̃l′ son las órbitas cerradas de Ỹ2 correspondientes a los puntos fijos elementales
de Pi

Ỹ2
, entonces µ̃1, . . . , µ̃l′ son órbitas hiperbólicas de Y2. Entonces µ1, . . . µl, µ̃1, . . . , µ̃l′

son las únicas órbitas cerradas de Y2 con periodo menor a 2τ + τ/2, las cuales son todas

hiperbólicas y ‖Y2 − Ỹ2‖k < ε
2n0

. Se sigue que Y2 ∈ Xk(2τ + τ/2) y ‖Y2 − Y1‖ < ε/n0.

De manera inductiva, obtenemos los restantes Y3, . . . , Yn0 .

3.3. Campos de Kupka - Smale

Al ser g12(M) residual, es claro que si X es estructuralmente estable entonces X ∈ g12.
En esta sección damos una última condición necesaria que debe satisfacer un campo para
ser estructuralmente estable.

Decimos que σ es un elemento cŕıtico de X si σ es una singularidad o una órbita
cerrada de X. Consideramos que una singularidad es un elemento cŕıtico de periodo 0. Por
lo tanto, si T > 0 y X ∈ g12(M), entonces X tiene un número finito de elementos cŕıticos
con periodo menor o igual a T . De manera análoga para difeomorfismos, consideraremos
a los puntos fijos como puntos periódicos de periodo 0.

Consideremos σ1, σ2 elementos cŕıticos hiperbólicos de un sistema dinámico. Si p ∈
W s(σ1) ∩ W u(σ2), entonces ω(p) = σ1 y α(p) = σ2. Es decir, existe una órbita que
une σ1 con σ2. Intuitivamente, estas órbitas debeŕıan ser preservadas bajo equivalencias
topológicas. Por el Teorema de transversalidad de Thom, podemos perturbar ligeramente
el sistema de manera que W s(σ1) −t W u(σ2). Luego, una condición para la estabilidad
estructural de sistemas dinámicos es la condición de transversalidad: W s(σ1)−t W u(σ2).

Definición. Decimos que X es de Kupka-Smale, denotado X ∈ K − S, si los elementos
cŕıticos de X son todos hiperbólicos y, para σ1, σ2 elementos cŕıticos cualesquiera de X,
estos satisfacen la condición de transversalidad W s(σ1)−t W u(σ2)

Teorema 3.3.1 (Teorema de Kupka-Smale). K − S es residual en Xk(M).

Sabemos que g12(M) ⊆ Xk(M) es residual, por lo tanto basta mostrar que K − S es
residual en g12(M).

Dividiremos la demostración en varios Lemas. Sea X̃k(T ) = {X ∈ Xk(T ) : si σ1, σ2

son elementos cŕıticos de X de periodo menor o igual a T entonces W s(σ1)−t W u(σ2) }.

Lema 3.3.2. Si ∀T > 0 X̃k(T ) es residual en Xk(M) entonces K − S es residual en
Xk(M).

Demostración. Es claro que K−S =
⋂
N∈N X̃

k(N)Aśı, si cada X̃k(N) es residual entonces,
al ser K − S intersección numerable de conjuntos residuales y Xk(M) de Baire (pues M
es compacto) K − S es residual en Xk(M).

Lema 3.3.3. Sea E espacio de Baire separable y F ⊆ E denso.

U ⊆ E es residual si y sólo si ∀x ∈ F ∃Vx ⊆ E vecindad abierta de x tal que U ∩ Vx
es residual en Vx

Demostración.

⇐: Sea {Vxi}i∈N subcubierta numerable de F (existe pues E es separable) tal que
U ∩ Vxi es residual en Vxi entonces hay Ui1, . . . , Uij, . . . ⊆ Vxi abiertos densos de Vxi tales
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que U ∩ Vxi ⊇
⋂
j∈N Uij. Sea Uj = ∪i∈NUij. Entonces Uj es la unión de abiertos, por lo

tanto es abierto. Sea V ⊆ E abierto no vaćıo, existe xi ∈ F tal que xi ∈ V y por lo
tanto V ∩ Vxi 6= ∅. Como Uij es denso en Vxi entonces Uij ∩

(
V ∩ Vxi

)
6= ∅, se sigue que

Uj ∩ V 6= ∅. Es decir, Uj es denso en E. Aśı:

U = U ∩ E = U ∩
( ∞⋂

i=1

Vxi
)

=
∞⋃

i=1

(
U ∩ Vxi

)
⊇
∞⋃

i=1

∞⋂

j=1

Uij ⊇
∞⋂

j=1

∞⋃

i=1

Uij =
∞⋂

j=1

Uj

donde Uj es abierto y denso en E. Por lo tanto U es residual en E.

⇒: Supongamos U residual en E. Sean x ∈ F y Vx ⊆ E vecindad abierta de x. Hay
U1, U2, . . . , Ui, . . . ⊆ E densos abiertos tales que U ⊇ ⋂i∈N Ui. Vx abierto implica que
Ui ∩ Vx es abierto y denso en Vx. Luego, U ∩ Vx ⊇ Vx ∩

(⋂
i∈N Ui

)
=
⋂
i∈N
(
Ui ∩ Vx

)
. Por

lo tanto U ∩ Vx es residual en Vx.

Corolario. Si ∀T ≥ 0 ∀X ∈ X̃k(T ) ∃N ⊆ Xk(M) tales que X ∈ N, N es abierto y

X̃k(T ) es residual en N , entonces K − S es residual en Xk(M).

Demostración. Por el Lema 3.3.3 si X̃(T ) es residual en N , como Xk(T ) es denso en

Xk(M) y Xk(M) es de Baire y separable, entonces X̃k(T ) es residual en Xk(M). Del
Lema 3.3.2 se sigue que K − S es residual en Xk(M).

Sea X ∈ Xk(T ) con σ1, . . . , σs los elementos cŕıticos de X de periodo menor o igual a
T .

Tomemos W s
0 (σi) ⊆ W s(σi) y W u

0 (σi) ⊆ W u(σi) vecindades compactas de σi tales
que ∂W s

0 (σi) y ∂W u
0 (σi) son dominios fundamentales (Definición 2.6.1). Sea Σs

i ⊆ M
subvariedad de codimensión 1 tal que Σs

i
−t X, Σs

i
−t W s(σi) y Σs

i ∩W s(σi) = ∂W s
0 (σi).

Se dice que Σs
i es una cerca asociada a ∂W s

0 (σi).

Por el Teorema de transversalidad de Thom y el Teorema de la variedad estable,
existe N ⊆ Xk(M) con X ∈ N ⊆ Xk(T ) tal que, si Y ∈ N entonces Y −t Σs

i . Tomando
N suficientemente pequeño, como los elementos cŕıticos hiperbólicos son estables, todo
campo en N tendrá el mismo número de elementos cŕıticos de periodo menor o igual a
T . Aśı, sean σ(Y ), . . . , σs(Y ) los elementos cŕıticos de Y con periodo menor o igual a T .
Hay W s

0 (σi(Y ), Y ) ⊆ W s
Y (σi(Y )) y W u

0 (σi(Y ), Y ) ⊆ W u
Y (σ(Y )) vecindades compactas de

σi(Y ) de manera que ∂W s
0 (σi(Y ), Y ) = W s

Y (σi(Y )) ∩ Σs
i .

Por el Teorema de la variedad estable, las aplicaciones

Y 7−→ W s
0 (σi(Y ), Y ) Y 7−→ W u

0 (σi(Y ), Y )

son continuas. Es decir, si Y0 ∈ N , dada ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖Y0−Y ‖k < δ implica
W x

0 (σi(Y ), Y ) Ck − ε próximo a W x
0 (σi(Y0), Y0), donde x ∈ {u, s}. Aśı, para n ∈ N

definimos W s
n(σi(Y ), Y ) = Y−n[W s

0 (σi(Y ), Y )] y W u
n (σi(Y ), Y ) = Yn[W s

0 (σi(Y ), Y )]. Al
ser Y1 y Y−1 difeomorfismos, las aplicaciones

Y 7−→ W s
n(σi(Y ), Y ) Y 7−→ W u

n (σi(Y ), Y )

son continuas.

Por otro lado W s
Y (σi(Y )) =

⋃
n∈NW

s
n(σi(Y ), Y ) y W u

Y (σi(Y )) =
⋃
n∈NW

u
n (σi(Y ), Y ).

Sea X̃k
n(T ) = {Y ∈ N : si σ1(Y ) y σ2(Y ) son elementos cŕıticos distintos de Y con

periodo menor o igual a T entonces W s
n(σ1(Y ), Y )−t W u

n (σ2(Y ), Y )}.
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Lema 3.3.4. Si ∀n ∈ N X̃k
n(T ) es abierto y denso en N ⊆ Xk(M), entonces X̃k(T ) es

residual en N .

Demostración. Mostraremos que X̃k(T ) ∩N =
⋂
n∈N X̃

k
n(T ).

⊆: Sean Y ∈ X̃k(T ) ∩N , n ∈ N y σ1, σ2 elementos cŕıticos de Y con periodo menor
o igual a T . Entonces W s

n(σ1, Y ) ⊆ W s
Y (σ1) y W u

n (σ2, Y ) ⊆ W u
Y (σ2) son subvarierdades

de codimensión 0. Por lo tanto: W s
Y (σ1)−t W u

Y (σ2) =⇒ W s
n(σ1, Y )−t W u

n (σ2, Y ).

⊇: Sea Y ∈ ⋂n∈N X̃
k
n(T ). Cada X̃k

n(T ) ⊆ N , por lo tanto Y ∈ N .

Sea p ∈ W s
Y (σ1)∩W u

Y (σ2), existe un n0 ∈ N tal que p ∈ W s
n0

(σ1, Y )∩W u
n0

(σ2, Y ). Como
W s
n0

(σ1, Y ) −tp W u
n0

(σ2, Y ) entonces W s
Y (σ1) −tp W u

Y (σ2). Por lo tanto W s
Y (σ1) −t W u

Y (σ2)

y Y ∈ X̃k(T ) ∩N .

Lema 3.3.5. Para cada n ∈ N X̃k
n(T ) es abierto y denso en N .

Demostración. Sea X̃k
n, i, j = {Y ∈ N : W s

n(σi(Y ), Y )−t W u
n (σj(Y ), Y ) }. Es decir, fijamos

dos elementos cŕıticos σi(Y ) y σj(Y ) para Y ∈ N y nos concentramos en los campos pa-
ra las cuales se satisface la condición de transversalidad W s

n(σi(Y ), Y ) −t W u
n (σj(Y ), Y ).

Haciendo variar i, j, es claro que X̃k
n(T ) =

⋂
i, j≤s X̃

k
n,i,j(T ). Por lo tanto, al ser una inter-

sección finita, basta mostrar que para cada i, j ∈ {1, . . . , s} X̃k
n i, j(T ) es abierto y denso

en N .

Para facilitar la notación omitiremos el super ı́ndice k en Xk y supondremos i = 1 y
j = 2

Abierto:

SeaX ∈ X̃n, 1, 2(T ). Como las aplicaciones Y 7−→ W s
n(σ1)(Y ), Y ) y Y 7−→ W u

n (σ2(Y ), Y )
son continuas, W s

n(σ1, Y ) y W u
n (σ2, Y ) son compactos, en particular cerrados. Por el Teo-

rema de transversalidad de Thom, existe una V ⊆ N vecindad abierta de X tal que
∀Y ∈ V W s

n(σ1, Y )−t W u
n (σ2, Y ). Es decir, V ⊆ X̃n, 1, 2(T ).

Densidad:

Sean X ∈ X(T )∩N y K = W s
n(σ1, X)∩W u

n (σ2, X). K es compacto y está compuesto
por puntos regulares. Por lo tanto, para x ∈ K hay (Fx, fX,x) flujo tubular centrado
en x tal que fX,x[Fx] = [−bx, bx] × In−1 donde I = [−1, 1] y

(
fX,x

)
∗X es el campo

vectorial unitario. Sea x ∈ Ax ⊆ Fx abierto tal que fX,x[Ax] ⊆ int
(
[−bx, bx] × In−1

1/4

)
.

Tomando Fx suficientemente pequeño, Fx ∩W s
2n(σ1, X) y Fx ∩W u

2n(σ2, X) son conexos.
Por otro lado {Ax} es una cubierta abierta de K, tomamos entonces una subcubierta
finita A1, . . . , Al con (F1, fX, 1), . . . , (Fl, fX, l) las cajas de flujo correspondientes. Al ser
Y 7−→ W s

n(σ1, Y ), Y 7−→ W u
n (σ2, Y ) aplicaciones continuas, hay N0 ⊆ N abierto con

X ∈ N0 tal que ∀Y ∈ N0 W s
n(σ1(Y ), Y ) ∩ W u

n (σ2(Y ), Y ) ⊆ ⋃
i≤lAi y, para cada

r = 1, . . . , l, una caja de flujo (F Y
r , fY, r) con Ar ⊆ F Y

r , [−br, br] × In−1 ⊆ fY, r[F
Y
r ], y

fY, r[Ar] ⊆ int
(
[−br, br]× In−1

1/4

)
. Esto es posible pues el flujo depende continuamente del

campo.

Sea X̃r = {Y ∈ N0 : ∀x ∈ Ar W s
n(σ1(Y ), Y ) −tx W u

n (σ2(Y ), Y ) }. Por el Teorema de

transversalidad de Thom X̃r es abierto en N0. Como X̃n, 1, 2∩N0 =
⋂
i≤l X̃r, si mostramos

que X̃r es denso en N , entonces X̃n, 1, 2(T ) es denso en N0 y terminamos. Aśı, sea Y ∈ N0
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de clase C∞. Definimos los siguientes conjuntos

S+(Y ) = fY, r[W
s
n(σ1(Y ), Y ) ∩ F Y

r ] ∩
(
{br} × In−1

)

U+(Y ) = fY, r[W
u
n (σ2(Y ), Y ) ∩ F Y

r ] ∩
(
{br} × In−1

)

U−(Y ) = fY, r[W
u
n (σ2(Y ), Y ) ∩ F Y

r ] ∩
(
{−br} × In−1

)

Al ser fY, r difeomorfismo, si para cada y ∈ {br}× In−1
1/4 S+(Y )−ty U+(Y ), entonces para

cada x ∈ Ar W s
n(σ1(Y ), Y )−tx W u

n (σ2(Y ), Y ).

Mostraremos que, dado ε > 0, existe un campo Ỹ ∈ X∞(M) tal que ‖Ỹ − Y ‖ < ε y
cumple:

1) Ỹ = Y fuera de f−1
Y, r

[
[−br, br]× In−1

]

2) LỸ (−b, y) = (b, y+v) para cada y ∈ In−1
1/4 donde LỸ : {−br}× In−1 → {br}× In−1 y

LỸ (−br, y) es la intersección de {br} × In−1 con la órbita de
(
fY, r

)
∗Ỹ por el punto

(−br, y). Donde v ∈ Rn−1 es arbitrariamente pequeño.

Sean ψ : [−br, br]→ R+ suave con soporte contenido en (−br/2, br/2), y ϕ : In−1 → R+

con soporte contenido en In−1
3/4 tal que ϕ(y) = 1 ∀y ∈ In−1 con ‖y‖ < 1/2 .

Definimos Ỹ (t, y) = (1, ρϕ(y)ψ(t)v) con ρ ∈ R, el cual determinaremos para que Ỹ

satisfaga las condiciones deseadas. De la definición de Ỹ tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

dx

dt
= 1 x(0) = − b

dy

dt
= ρϕ(y)ψ(x)v y(0) = y0 ∈ In−1

1/4

El cual tiene como soluciones

x(t) = t− br y(t) = y0 +

∫ t

0

ρϕ(y(s))ψ(s− br)vds

Si elegimos ρ = 1/
( ∫ 2br

0
ψ(s− b)ds

)
, tomando ‖v‖ < 1/

(
8‖ϕ‖br

)
, tenemos que:

‖y(t)‖ ≤ ‖y0‖+ ‖v‖
∫ 2br

0

‖ρϕ(y(s))ψ(s− br)‖ds ≤ ‖y0‖+ ‖v‖
∫ 2br

0

‖ϕ‖ds < ‖y0‖+
1

4
=

1

2

Por lo tanto ϕ(y(s)) = 1 y

y(t) = y0 +

∫ t

0

ρψ(s− br)vds

con

y(2br) = y0 +
(∫ 2br

0

ρψ(s− b)ds
)
v = y0 + v

Luego, Ỹ satisface las condiciones 1) y 2). Podemos escoger v ∈ Rn−1 de norma pequeña

tal que S+(Ỹ )−t U+(Ỹ ). Se sigue que W s
n(σ1(Ỹ ), Ỹ )−tx W u

n (σ2(Ỹ ), Ỹ ) para cada x ∈ Ar.
Es decir Ỹ ∈ X̃r y está arbitrariamente cerca de Y . Por lo tanto, todo campo C∞ en N0

puede ser aproximado por un campo de X̃r. Como todo campo en N0 es aproximado por
un campo C∞, concluimos que X̃r es denso en N0.
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A continuación damos una demostración del Teorema de Kupka - Smale (3.1): Para
M compacta, la clase de los campos de Kupka - Smale es residual en Xk(M)

Demostración. Sea N ⊆ Xk(T ) abierto. Por el Lema 3.3.5, para cada n ∈ N, X̃k
n(T ) es

abierto y denso en N . Luego, por el Lema 3.3.4, Xk(T ) es residual en N . Como esto se
cumple para cada N ⊆ Xk(M), por el Lema 3.3.3, Xk(T ) es residual en Xk(M). Esto para
cada T > 0. Aśı, por el Lema 3.3.2, concluimos que K − S es residual en Xk(M).

Nos fijamos ahora en los difeomorfismos.

Definición. Sea f ∈ Difk(M). Decimos que f es un difeomorfismo de Kupka - Smale,
denotado f ∈ K−S, si los puntos periódicos de f son todos hiperbólicos y, para p, q ∈M
puntos periódicos de f cualesquiera, se satisface la condición de transversalidad W s(p)−t
W u(q).

Se puede dar una demostración análoga a la que se dio en el caso de campos vectoriales
para demostrar que el conjunto de difeomorfismos de Kupka-Smale es residual en Difk(M).
Nosotros mostraremos sólo la densidad. Para esto utilizaremos una herramienta que nos
permite pasar de difeomorfismos a campos vectoriales, que preserva hiperbolicidad y
transversalidad.

Definición. Sean X ∈ Xk(M̃) y Σ̃ ⊆ M̃ subvariedad compacta de codimensión 1.

Decimos que Σ̃ es una sección transversal global de X si

• X −t Σ̃

• ∀p ∈ Σ̃ O+(p) ∩ Σ̃ 6= ∅.

Si Σ̃ es una sección transversal global de X, entonces el flujo Xt induce un difeomor-
fismo f̃ : Σ̃→ Σ̃ dado por f̃(p) = Xtp(p), donde tp = mı́n{ t > 0 : Xtp(p) ∈ Σ̃ }.
Observación. Si X ∈ Xk(M̃) admite una sección transversal global, entonces el saturado

de Σ̃ por el flujo de X es M̃ . Es decir M̃ =
⋃
t∈RXt(Σ̃), en particular X no puede tener

singularidades. Por lo que no cualquier campo vectorial admite una sección global.

Otra observación importante es que, si X ∈ Xk(M̃) tiene transformación de Poincaré

f̃ , entonces:

• p̃ ∈ Σ̃ es periódico de f̃ si y sólo si OX(p̃) es elemento cŕıtico de X.

• p̃ ∈ Σ̃ es periódico hiperbólico si y sólo si OX(p̃) es elemento cŕıtico hiperbólico de
X.

• Sean p̃1, p̃2 ∈ Σ̃ periódicos hiperbólicos de f̃ , entonces: W s
f̃
(p̃1) −t W s

f̃
(p̃2) si y sólo

si W s
X(OX(p̃1))−t W u

X(OX(p̃2)).

• q̃ ∈ ωf̃ (p̃) si y sólo si OX(q̃) ⊆ ωX(OX(p̃)).

Por lo tanto X ∈ K − S si y sólo si f̃ ∈ K − S.

Proposición 3.3.6. Sea f ∈ Difk(M) con M compacta. Hay M̃ variedad diferenciable

compacta y X ∈ Xk−1(M̃) que admite una sección transversal Σ̃ y un difeomorfismo

h : M → Σ̃ que conjuga f y la transformación de Poincaré en Σ̃ asociada a X, f̃ . En
particular: f ∈ K − S ⇐⇒ f̃ ∈ K − S.
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Demostración. En M × R consideremos la siguiente relación de equivalencia:

(p, s) ∼ (q, t) ⇐⇒ ∃n ∈ Z s− t = n y fn(p) = q

Sea M̃ = M × R/ ∼ el espacio cociente. Veamos que M̃ tiene estructura de variedad

diferenciable con π : M × R → M̃ la proyección canónica de clase Ck. Para t0 ∈ R
π|M×(t0,t0+1) es homeomorfismo y π(p, 1) = π(f(p), 0), ya que (p, 1) ∼ (f(p), 0).

Sean ϕ : U → V ⊆ Rn carta local de M , Ũ1 = π[U × (−1/2, 1/2)] y Ũ2 = π[U ×
(1/4, 5/4)] Definimos

ϕ̃1 : Ũ1 −→ V × (−1/2, 1/2) ϕ̃1 = ϕ× IdR ◦ π−1

Ũ1

ϕ̃2 : Ũ2 −→ V × ( 1/4, 5/4) ϕ̃2 = ϕ× IdR ◦ π−1

Ũ2

ϕ̃1 y ϕ̃2 son homeomorfismos. Afirmamos que ϕ̃1◦ϕ̃−1
2 : V ×(1/4, 5/4)→ V ×(−1/2, 1/2)

es difeomorfismo Ck. De hecho

ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
2 (u, t) =

{
(u, t) t ∈ (−1/2, 1/2) ∩ (1/4, 5/4) = [1/4, 1/2]

(ϕ ◦ f ◦ ϕ−1, t− 1) t /∈ [1/4, 1/2]

Como ϕ y f son difeomorfismos Ck también lo son ϕ̃1 y ϕ̃2.

Aśı, si tomamos {(ϕi, Ui)}i∈N atlas Ck deM , tenemos asociada una familia {ϕ̃ij, Ũij}i∈N, j∈{1,2}.
De la definición de ϕ̃ij tenemos que ϕ̃ij ◦ π ◦

(
ϕ−1
l × IdR) = IdRn+1 y por lo tanto π es un

difeomorfismo local Ck.

Sean Σ̃ = π[M × {0}] y h = π ◦ i : M → Σ̃, donde i : M → M × R es la inclusión
i[M ] = M × {0}. h es un difeomorfismo Ck pues π e i lo son.

Sea ∂
∂t

campo unitario de M × R cuyas órbitas son {p} × R. Sea X ∈ Xk−1(M̃) dado
por X(π(p, t)) = Dπ(p, t) ∂

∂t
(p, t). De la transversalidad ∂

∂t
−t
(
M × {0}

)
se sigue que

X −t Σ̃. Ahora, si p̃ ∈ Σ̃, hay p ∈ M tal que p̃ = π(p, 0) y por lo tanto (p, 1) ∈ O ∂
∂t

(p, 0).

Luego, q̃ = π(p, 1) ∈ O+
X(p̃), pero π(p, 1) = π(f(p), 0). Se sigue que q̃ ∈ O+

X(p̃) ∩ Σ̃. Por

lo tanto, Σ̃ es sección transversal global de X. Si f̃ es la transformación de Poincaré
asociada, tenemos que f̃(π(p, 0)) = π(f(p), 0). Equivalentemente: f̃ ◦ h = h ◦ f .

Corolario. K − S ⊆ Difk(M) es denso.

Demostración. Sea f0 ∈ Difk(M). Sean f ∈ Dif∞(M) próximo a f0, Xf ∈ X∞(M̃) una

suspensión de f y h : M → Σ̃ tal que f̃ ◦ h = h ◦ f (f̃ la construida en la proposición

anterior). Existe Y ∈ Xk(M̃) campo de Kukpa-Smale próximo a X tal que Σ̃ es también

sección transversal global de Y . Sea g̃ ∈ Difk(Σ̃) la transformación de Poincaré asociada a
Y , entonces g̃ es un difeomorfismo de Kupka-Smale. Definimos g = h−1 ◦ g̃ ◦h ∈ Difk(M).
Al ser h difeomorfismo, g es también un campo de Kupka-Smale. Entonces:

Y cercano a X ⇐⇒ g̃ cercano a f̃ ⇐⇒ g cercano a f

La clase de los sistemas dinámicos de Kupka-Smale acota nuestra búsqueda por ca-
racterizar los sistemas dinámicos estables. Sin embargo, no todo sistema dinámico de
Kupka-Smale es estable, como veremos a continuación.
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Proposición 3.3.7. Sea X ∈ Xk(M) con alguna órbita cerrada. Sea f = X1 el di-
feomorfismo generado por el flujo al tiempo t = 1. Si dim(M) ≥ 1 entonces f no es
estructuralmente estable.

Demostración. Sean γ la órbita cerrada de X y τ su periodo. Si γ no es hiperbólica, es
inestable y por lo tanto también lo es f . Supongamos γ hiperbólica, en particular γ es
un elemento cŕıtico aislado. Sea p ∈ γ. Afirmamos que p es punto periódico de f si y sólo
si τ ∈ Q. Esto se debe a que:

Xn/m(p) = p ⇐⇒ Xn(p) = Xm(p) ⇐⇒ fn(p) = fm(p) ⇐⇒ O(p) es finita

Supongamos τ ∈ Q, podemos tomar κ ∈ R − Q tan cercano a 1 como queramos. Sea
f̃ = Xκ. Aśı, κ cercano a 1 implica f cercano a f̃ . Al ser κ irracional, p no es punto
periódico de f̃ , de hecho Of̃ (p) es densa en γ, mientras que Of (p) ⊆ γ es finito, esto
para cada p ∈ γ. Como γ es un elemento cŕıtico aislado, todo punto cercano a γ tiene
órbita regular, en particular no tiene órbita periódica ni densa. Por lo que f no puede
ser conjugado de f̃ . Análogamente si τ ∈ R−Q, tomando κ = n

m
τ de manera que κ sea

cercano a 1. p será periódico para f̃ pero tendrá órbita densa en γ para f .

Corolario. M compacta implica que K − S no es abierto en Difk(M).

Demostración. Basta encontrar un campo vectorial X ∈ K − S con una órbita cerra-
da. Supongamos primero dim(M) = 1. Entonces M = S1 y el campo unitario dado por
X(cos θ, sen θ) = (− sen θ, cos θ). X tiene una única órbita cerrada γ = S1, la cual es tri-
vialmente hiperbólica. Como γ es el único elemento cŕıtico, la condición de transversalidad
se cumple trivialmente. Por lo tanto X ∈ K − S y tiene una órbita cerrada.

Supongamos ahora que dim(M) > 1. Dado que las órbitas cerradas hiperbólicas son
estables y los campos de Kupka-Smale son densos, si encontramos un campo Y ∈ Xk(M)
con una órbita cerrada hiperbólica γY , podemos aproximar Y por un campo X ∈ K −
S. Por la estabilidad de la órbita cerrada γY , X tendrá también una órbita cerrada
hiperbólica γX cercana a γY con lo que habŕıamos terminado. De esta manera, tomando
una carta local ϕ : U ⊆ M → Rn, si encontramos un campo Ỹ ∈ Xk(Rn) con una

órbita cerrada hiperbólica, entonces al campo ϕ−1
∗ Ỹ ∈ Xk(U) podemos extenderlo a un

campo Y ∈ Xk(M) de manera que Y tenga una órbita cerrada hiperbólica en U . Aśı,

basta encontrar un campo Ỹ ∈ Xk(Rn) con una órbita cerrada hiperbólica. Consideremos

Rn = R2 × Rn−2. Definimos Ỹ ∈ X∞(Rn) por

Ỹ (x, y, z) = (x2 + y2)(−y, x, z) + (1− x2 − y2)(x, y, z)

donde x, y ∈ R y z ∈ Rn−2. De manera análoga al ejemplo 1.2 del primer caṕıtulo, se
puede verificar que los únicos elementos cŕıticos en el plano xy son: el origen y γ(t) =

(cos t, sen t, 0). Aśı, γ = γ[R] es una órbita cerrada de Ỹ con γ ⊆ B2(0) (‖γ(t)‖ = 1 ∀t ∈
R). Si z 6= 0 entonces Ỹ (x, y, z) −t Sn−1

r la esfera de radio r. Por lo tanto los únicos

elementos cŕıticos de Ỹ son el origen y γ.

Aśı, si f ∈ K − S es inestable, la suspensión de f , Xf ∈ K − S, es también inestable.
Luego, hay casos donde los sistemas dinámicos estructuralmente estables son un subcon-
junto propio de los sistemas K − S. Es interesante que esto depende de la topoloǵıa de
M . En el siguiente caṕıtulo mostraremos algunos casos donde se da la igualdad para cam-
pos vectoriales. Es decir, donde todo campo de Kupka-Smale es estable y por lo tanto el
conjunto de campos vectoriales estructuralmente estables será un conjunto denso abierto.
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Caṕıtulo 4

El Teorema de Peixoto y
generalizaciones

En este caṕıtulo, buscamos condiciones suficientes para que un sistema dinámico sea
estructuralmente estable. Para esto, damos condiciones extra a los sistemas de Kupka-
Smale. Esto nos lleva, primero, a definir los sistemas de Morse-Smale. En la primera
sección mostramos que todo campo vectorial de Morse-Smale es estructuralmente esta-
ble. Un resultado interesante es que, para superficies orientables, el conjunto de campos
que son de Morse-Smale es denso en XK(M). Este resultado, debido a Peixoto, lo de-
mostraremos en la segunda sección. En la segunda mitad del caṕıtulo damos algunos
ejemplos de difeomorfismos en superficies que son estructuralmente estables, pero no son
de Morse-Smale. Un ejemplo, debido a Thom, motiva la definición de una clase de siste-
mas dinámicos estructuralmente estables, conocida como sistemas de Anosov. Finalmente,
damos la definición, debida a Smale, de una clase de sistemas estructuralmente estables,
la cual engloba los sistemas de Morse-Smale y de Anosov, y desarrollamos el ejemplo de
la herradura de Smale, la cual pertenece a esta clase de difeomorfismos.

4.1. Campos de Morse-Smale

Definiremos una clase de campos vectoriales, conocida como campos de Morse-Smale.
La cual es estable y por lo tanto un subconjunto abierto de Xk(M). Mostraremos que,
cuando dimM = 2 y M es orientable, esta clase se también densa.

Al buscar los campos de Morse-Smale sea estructuralmente estable, debe ser una
subclase de los campos de Kupka - Smale.

En el caso de dim(M) = 2, podemos clasificar las singularidades hiperbólicas en 3
tipos: Sean p ∈ M es singularidad hiperbólica de X ∈ Xk(M) y λ1, λ2 ∈ R las partes
reales de los valores propios de DX(p). λ1, λ2 6= 0 por ser p singularidad hiperbólica.

a) Decimos que p es una singularidad atractora si λ1, λ2 son positivos.

b) p es singularidad silla si λ1λ2 < 0.

c) p es singularidad repulsora si λ1, λ2 son negativos.

103
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1

(a) atractor

1

(b) silla

1

(c) repulsor

Sean p, q ∈ M singularidades silla de X ∈ Xk(M). Si dim(M) = 2, entonces W s(p) −t
W u(q) si y sólo si W s(p) ∩W u(q) = ∅. Esto ya que, para x ∈ W s(p) ∩W u(q), tenemos
que O(x) ⊆ W s(p) es una subvariedad de codimensión 0 y por lo tanto es un abierto
de W s(p), pero O(x) es también cerrado. Luego, la componente conexa de W s(p) que
tiene a x es O(x). Análogamente, la componente conexa de W u(q) que tiene a x es O(x).
Aśı, W s(p) ∩W u(q) ⊇ O(x). Como O(x) es una subvariedad de dimensión 1 de M , no
puede ser que W s(p)−tO(x) W

u(q). Si se diera la transversalidad, la intersección seŕıa una
subvariedad de codimensión 2.

En el siguiente ejemplo ilustraremos el hecho de que los campos de Kupka-Smale no
son necesariamente estructuralmente estables.

Ejemplo. Sea X ∈ Xk(T 2) un campo que induce un flujo irracional en el toro T 2. El
ω y α-ĺımite de toda órbita es T 2. En particular, X carece de singularidades y órbitas
cerradas. Luego, X es trivialmente un campo de Kupka-Smale, pero X no es estructu-
ralmente estable pues X puede ser aproximado por un campo Y ∈ Xk(T 2) que induce
un flujo racional. Todas las órbitas de Y son cerradas, por lo que X y Y no pueden ser
topológicamente equivalentes

Definición. Sea X ∈ Xk(M)

1) Lα(X) = { p ∈M : ∃q ∈M p ∈ α(q) }.

2) Lω(X) = { p ∈M : ∃q ∈M p ∈ ω(q) }.

3) Decimos que p ∈ M es un punto errante de X si hay V ⊆ M vecindad abierta de
p y t0 > 0 tal que ∀t ∈ R con |t| > t0 Xt[V ] ∩ V = ∅.

Denotaremos por Ω(X) = { p ∈ M : p es un punto no errante de X }. Algunas
propiedades básicas de los conjuntos Lω, Lα y Ω(X):

• los conjuntos Lα(X) y Lω(X) son invariantes bajo el flujo de X. Es decir, para
cada t ∈ R, Xt[Lα(X)] = Lα(X) y Xt[Lω(X)] = Lω(X).

• El conjunto de los puntos errantes M−Ω(X) es abierto, por lo que Ω(X) es cerrado
y por lo tanto compacto (M es compacto).

• Ω(X) es invariante bajo el flujo de X: ∀t ∈ R Xt[Ω(X)] = Ω(X).
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• Lα(X) ∪ Lω(X) ⊆ Ω(X).

• Sean X, Y ∈ Xk(M). Si h : M −→ M es equivalencia topológica entre X y Y ,
entonces h[Ω(X)] = Ω(Y ).

En el flujo irracional (ejemplo 4.1), todo punto del toro es un punto no errante. De hecho,
en este caso tenemos que Lω(X) = Lℵ(X) = Ω(X). En el siguiente ejemplo construi-
mos un campo Y en la esfera. Este campo tendrá una órbita regular γ, la cual estará
compuesta por puntos no errantes. Sin embargo γ ⊆ Ω(Y )−

(
Lα(Y ) ∪ Lω(Y )

)
. Y puede

ser aproximado por un campo X sin órbitas regulares. Luego, Y no es estructuralmente
estable.

Ejemplo. Sea X ∈ X∞(S2) con p1, p2 ∈ S2 únicas singularidades y todas las demás
órbitas son cerradas. Un campo que cumple estas caracteŕısticas es:

X : S2 −→ TS2 X(x, y, z) = (−y, x, 0)

pn

ps

1

Figura 4.2: Flujo de X

Tomando carta local ϕ+ : S2
+ → B1(0) ⊆ R2 definida por ϕ+(x, y, z) = (x, y) donde

S2
+ = { (x, y, z) ∈ S2 : z > 0}. con inversa ϕ+−1

(x, y) = (x, y,
√

1− x2 − y2) y con
diferencial

Dϕ+(x, y, z) =

(
1 0 0
0 1 0

)

entonces, la expresión de X en cartas locales es ϕ+
∗X ∈ X∞(B1(0)) definida por

ϕ+
∗X(x, y) = Dϕ+(x, y)X(ϕ−1(x, y)) = Dϕ+(x, y)

(
− y, x, 0

)
= (−y, x, 0)

El campo ϕ+
∗X es lineal, con matriz asociada

A =

(
0 −1
1 0

)

por lo que su flujo es de la forma

eAt =

(
cos t − sen t
sen t cos t

)
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y sus curvas integrales son α(x, y) = (r cos t, r sen t) donde r = ‖(x, y)‖ son órbitas
cerradas centradas en el origen, con 0 el único punto fijo, al ser X un campo simétrico
respecto al plano xy, el hemisferio sur S2

− = {(x, y, z) ∈ S2 : z < 0} se ve igual. Por lo
tanto X śı cumple las condiciones deseadas.

Sea ρ : S2 → R+ C∞ tal que ρ(p) = 0 si y sólo si p = p3 con p3 ∈ S2 distinto de p1

y p2. Sea Y = ρX ∈ X∞(S2). Y tiene como singularidades a p1, p2 y p3, tiene una única
órbita regular γ ⊆ S2 la cual satisface: ω(γ) = α(γ) = p3 , y γ ⊆ Ω(Y )−

(
Lα(Y )∪Lω(Y )

)
.

Ya que, si x ∈ γ, entonces cualquier V ⊆ S2 abierto con x ∈ V tiene un y ∈ V cuya órbita
es cerrada, si τ es el periodo de O(y) entonces τ > 0 y para cada n ∈ Z Ynτ (y) = y.
Se sigue que, para cada n ∈ Z Ynτ [V ] ∩ V 6= ∅ y por lo tanto x es no errante. Es decir
x ∈ Ω(Y )−

(
Lα(Y ) ∪ Lω(Y )

)
.

El conjunto de los puntos no errantes debe ser un invariante respecto a la equivalencia
topológica. Esto nos motiva a restringir el comportamiento de Ω(X). El ejemplo anterior
ilustra que la diferencia Ω(X)−

(
Lα(X)− Lω(X)

)
puede provocar inestabilidad.

Definición. Sea M variedad compacta de dimensión n. Decimos que X ∈ Xk(M) es un
campo de Morse-Smale, X ∈M − S, si satisface las siguientes condiciones:

1) X tiene una cantidad finita de elementos cŕıticos ( singularidades y órbitas cerradas),
los cuales son todos hiperbólicos.

2) Si σ1 y σ2 son elementos cŕıticos de X entonces W s(σ1)−t W u(σ2).

3) Ω(X) conicide con el conjunto de elementos cŕıticos de X. Es decir, p ∈ M es no
errante si y sólo si p es elemento cŕıtico de X.

Algunos ejemplos de campos de Morse-Smale son los siguientes:

Ejemplo. Un campo en S2 con las siguientes caracteŕısticas:

• pN , pS son singularidades hiperbólicas, con pN atractor y pS repulsor.

• x ∈ S2 − { pN , pS} =⇒ ω(x) = pN y α(x) = pS.

El campo X : S2 → TS2 X(x, y, z) = (−xz,−yz, x2 + y2) del primer ejemplo del
caṕıtulo uno cumple lo anterior.

pn

ps
Figura 4.3: flujo polo norte - polo sur

Ejemplo. Campos en S2 con las siguientes caracteŕısticas:
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• pN , pS son singularidades hiperbólicas repulsoras.

• γ órbita cerrada atractora.

• x ∈ S2 −
(
γ ∪ { pN , pS}

)
=⇒ ω(x) = γ y

(
α(x) = pN o α(x) = pS

)
.

pn

ps

Figura 4.4: Ejemplo de flujo polo norte - ecuador - polo sur.

Un campo que cumple lo anterior es X ∈ X∞(S2) dado por X(x, y, z) = (xz2, yz2, 0) +
(x2 + y2)(−y, x,−z). El ejemplo 2 del caṕıtulo 1.

Ejemplo. En S2 el campo con

• p1, p2 atractores.

• s1, s2 sillas.

• r1, r2 repulsores.

p1

p2

r1 r2

s1

s2

1

Figura 4.5: Ejemplo de flujo 4.6

Daremos una caracterización de los campos M − S en variedades compactas de di-
mensión dos, que nos permitirá demostrar la estabilidad de estos campos.

Una ligación de silla es una órbita regular γ tal que ω(γ) y α(γ) son singularidades
silla. Ya vimos que si hay ligaciones de silla no se da la condición de transversalidad:
W s(ω(γ))−t W u(α(γ)). Esto es consecuencia de dim(M) = 2.

Proposición 4.1.1. Sea M variedad compacta de dimensión 2.

X ∈M − S si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:



108 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE PEIXOTO Y GENERALIZACIONES

a) X tiene una cantidad finita de elementos cŕıticos, los cuales son hiperbólicos.

b) No hay ligación de sillas.

c) Toda órbita γ tiene como ω-ĺımite un único elemento cŕıtico y como α-ĺımite un
único elemento cŕıtico.

Demostración.

⇒: Sea X ∈M − S, de la definición se cumple a).

Sean σ1, σ2 sillas de X, como W s(σ1) −t W u(σ2) entonces W s(σ1) ∩W u(σ2) = ∅, por
lo que se satisface b).

Como Ω(X) = { elementos cŕıticos de X} entonces, para toda órbita γ, ω(γ), α(γ)
son elementos cŕıticos. Por conexidad ω(γ) y α(γ) son únicos.

Por lo tanto X satisface a, b y c.

⇐: Supongamos que X ∈ Xk(M) satisface a, b y c. Para mostrar que X ∈M −S sólo
falta demostrar que, si σ1 y σ2 son elementos cŕıticos de X entonces W s(σ1) −t W u(σ2)
y que Ω(X) = { elementos cŕıticos de X}.

Sean σ1, σ2 elementos cŕıticos de X. Si alguno de estos es un atractor o un repulsor.
Es decir, si dim

(
W s(σi)

)
= 2 o dim

(
W u(σi)

)
= 2 para alguna i ∈ { 1, 2}, entonces

la condición de transversalidad se cumple trivialmente. Si ambos son sillas, al no haber
ligación de sillas tenemos que W s(σ1) ∩W u(σ2) = ∅ y por lo tanto W s(σ1)−t W u(σ2).

Siempre se cumple la contención Ω(X) ⊇ { elementos cŕıticos de X }. Veamos entonces
que, si σ es un elemento cŕıtico atractor de X entonces W s(σ) − {σ} sólo tiene puntos
errantes.

Caso 1: σ es una singularidad.

Sea D ⊆ W s(σ) un disco con ∂D −t X. Como W s(σ)−{σ} =
⋃
t∈RXt[∂D] y Ω(X) es

invariante bajo el flujo, basta ver que ∂D ∩ Ω(X) = ∅. Sean x ∈ ∂D, D1 = X1[D] ( D
y D−1 = X−1[D] ) D.

Sea V ⊆ D−1 − D abierto con x ∈ V . Tomamos y ∈ V . Si t > 2 entonces, como
y ∈ D−1, Xt(y) ∈ D1. Luego Xt[V ] ⊆ D1 y por lo tanto Xt[V ] ∩ V = ∅.

Si t < −2 entonces Xt(y) /∈ D−1 y por lo tanto Xt[V ] ⊆M−D1. Luego Xt[V ]∩V = ∅.
Luego, x /∈ Ω(X).

Caso 2: σ es una órbita cerrada.

Tomamos D ⊆ W s(σ) vecindad abierta de σ con ∂D −t X. Si W s(σ) es orientable D
es homeomorfo a un anillo y ∂D son dos ćırculos ajenos. Si W s(σ) es no orientable D es
homeomorfo a una banda de Möebius y ∂D es un ćırculo. En cualquier caso se da que
W s(σ)− σ =

⋃
t∈RXt[∂D]. Sean x ∈ ∂D, D1 = X1[D], D−1 = X−1[D] y V ⊆ D−1 −D1

abierto con x ∈ V . De manera análoga al caso 1. Si |t| > 2 entonces Xt[V ]∩ V = ∅ y por
lo tanto x /∈ Ω(X). Se sigue que

(
W s(σ)− σ

)
∩ Ω(X) = ∅.

Análogamente, si σ es un elemento cŕıtico repulsor,
{(
W u(σ)− {σ}

)
∩ Ω(X) = ∅ σ singularidad(

W u(σ)− σ
)
∩ Ω(X) = ∅ σ órbita cerrada

Finalmente, si x ∈ M no es una singularidad ni pertenece a una órbita cerrada, al
no haber ligación de sillas, α(x) es un repulsor o ω(x) un atractor. En cualquier caso
x /∈ Ω(X).

Por lo tanto Ω(X) = { elementos cŕıticos de X}.
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Ejemplo. Campos polares en el dos-Toro (superficie compacta orientable de genero 2).

Un campo de Morse-Smale polar es un campo sin órbitas cerradas, con un único
atractor y un único repulsor. Representaremos al dos-Toro por un octágono con borde
orientado, identificando sus lados de la siguiente manera:

• Dos lados identificados no comparten un vértice.

• El difeomorfismo que identifica los lados invierta la orientación.

• Los vértices se identifican en un mismo punto.
a

a−1

b

b−1

c

c−1

d

d−1

1

Figura 4.6: Una posible representación

Dada una representación por octágono del dos-Toro, construimos el campo de Morse-
Smale colocando una singularidad repulsora en el centro del octágono, puntos silla en el
centro de cada lado y una singularidad atractora en los vértices.

s1

s1

s2

s2

s3

s3

s4

s4

1

Figura 4.7: El flujo de la representación

Rećıprocamente, si tenemos un campo polar en el dos-Toro, haciendo cortes a través
de las variedades inestables de las sillas, obtenemos un octágono, el cual es un campo
cómo el descrito anteriormente.
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En lo que resta de la sección, nos dedicaremos a demostrar la estabilidad de estruc-
tural de los campos de Morse-Smale en variedades compactas de dimensión 2. Para esto,
definiremos primero dos conceptos que nos serán de utilidad.

Definición. Sea X ∈ M − S. El diagrama de fase de X, Γ, es el conjunto de elemen-
tos cŕıticos con el orden parcial dado por σ1 ≤ σ2 si y sólo si W u(σ1) ∩ W s(σ2) 6= ∅.
Equivalentemente, σ1 ≤ σ2 si existe una órbita que empieza en σ1 y termina en σ2.

Por el primer corolario del λ-Lema y al no haber ligación de sillas esta relación es, en
efecto, un orden parcial.

Ejemplos: Los diagramas de fase de los ejemplos 4.4 y 4.6 son:

γ

pn ps

1

(a) Diagrama de Ejemplo 4.5

r1 r2

s1 s2

p1 p2

1

(b) Diagrama de Ejemplo 4.6

Definición. Sean X, X̃ ∈M − S y Γ, Γ̃ sus respectivos diagramas de fase.

Decimos que Γ es isomorfo a Γ̃ si y sólo si hay h : Γ→ Γ̃ biyectiva tal que

• p ∈ Γ singularidad si y solamente si h(x) ∈ Γ̃ singularidad.

• Para cualesquiera σ1, σ2 ∈ Γ se cumple que: σ1 ≤ σ2 ⇐⇒ h(σ1) ≤ h(σ2).

Definición. Sea X ∈M − S. Una filtración para X es una sucesión

∅ = M0 (M1 (M2 ( . . . (Mr−1 (Mr = M

donde cada Mi es una subvariedad de M compacta con frontera tal que, para 0 < i < r:

1) X −t ∂Mi y ∀t > 0 Xt[Mi] ⊆ int(Mi).

2) En Mi+1−Mi el conjunto maximal invariante bajo el flujo de X es un único elemento
cŕıtico σi+1. Es decir:

⋂
t∈RXt[Mi+1 −Mi] = σi+1.

Lema 4.1.2. Sea X ∈ Xk(M) con X ∈M − S. Existe una filtración para X.

Demostración. Sean σ1, . . . , σj las singularidades atractoras de X. Existen abiertos
V1, . . . , Vj ⊆M con σi ∈ Vi y ∂Vi

−t X. Sean M1 = V 1, . . . , Mj = Mj−1 ∪ V j.

Ahora, sean σj+1, . . . , σs las sillas de X. Las componentes de W u(σj+1)− {σj+1} in-
tersectan transversalmente a ∂Mj. Supongamos sin perdida de generalidad que las com-
ponentes conexas de W u(σj+1) terminan en σ1 y σ2. Por la continuidad del flujo, podemos
tomar S1, S2 secciones transversales a W s(σj+1)−σj+1. Tomando luego un flujo tubular de
X que empiece en S1 y termine ∂V1, tomamos C1 curva que una a ∂V1 con S1 que sea estric-
tamente creciente y tangente a S1 y a ∂V1. Al ser estrictamente creciente (En el flujo tubu-
lar), C1

−t X. De manera análoga, tomamos C2, C3, C4 con Ci
−t X que liguen los extremos
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de S1, S2 y ∂Mj. Sea V j+1 la región acotada limitada por S1, S2, C1, C2, C3, C4 y ∂Mj

que contiene a σj+1. Entonces ∀t ∈ R Xt[Vj+1] = σj+1 y por lo tanto Mj+1 = Mj ∪ V j+1

satisface las condiciones deseadas. Construyendo Vj+2, . . . , Vs de la misma forma para
σj+2, . . . , σs, definimos Mj+2 = Mj+1 ∪ V j+2, . . . , Ms = Ms−1 ∪ V s.

Finalmente, nos fijamos en σs+1, . . . , σr los repulsores de X. Existen Vs+1 , . . . , Vr
abiertos de M con σi ∈ Vi y ∂Vi

−t X. Sean Ms+1 = M −
(
Vs+2 ∪ Vs+3 ∪ · · · ∪ Vr

)
,

Ms+2 = M −
(
Vs+3 ∪ Vs+4 ∪ · · · ∪ Vr

)
, . . . , Mr−1 = M − Vr , Mr = M .

Cada Mi es unión finita de cerrados. Al ser M compacto, M1 es unión finita de
compactos y por lo tanto compacto. σi+1 es el único elemento cŕıtico de Mi+1 −Mi.

Por lo tanto, la sucesión ∅ (M1 (M2 ( · · · (Mr es una filtración para M .

Teorema 4.1.3. Para X ∈ M − S hay U ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que, si
Y ∈ U , entonces Y ∈M − S y Y tiene diagrama de fase isomorfo a X.

Demostración. Sean σ1(X), . . . , σn(X) los elementos cŕıticos de X. Al ser estos hiperbóli-
cos, existen abiertos U1, . . . , Un ⊆ Xk(M) y V1, . . . , Vn ⊆ M abiertos tales que X ∈ Ui,
σi ∈ Vi, de manera que i 6= j implica Vi ∩ Vj = ∅. Si Y ∈ Ui, entonces Y tiene un único
elemento cŕıtico σi(Y ) ∈ Vi el cual es hiperbólico.

Por otro lado, al ser K = M −⋃i≤n Vi compacto y al no tener X elementos cŕıticos

en K, hay U0 ⊆ Xk(M) abierto con X ∈ U0 tal que, si Y ∈ U0, entonces Y no tiene
elementos cŕıticos en K.

Sea U =
⋃

0≤i≤n Ui. Por todo lo anterior, Y ∈ U implica que los elementos cŕıticos de
Y son σ1(Y ), . . . , σn(Y ), los cuales son hiperbólicos y σj(Y ) es cercano a σj(X).

Fijemos ∅ ( M1 ( · · · ( Mr una filtración para X. Como ∂Mi
−t X y ∂Mi es

compacto, reduciendo U de ser necesario, se cumple:

Y ∈ U =⇒ ∂Mi
−t Y

Sea Wi ⊆Mi −Mi−1 con σi(X) ∈ Wi. Como
⋂
t∈RXt[Mi −Mi−1] = σi(X) hay T > 0 tal

que
⋂
t∈[−T,T ] Xt[Mi −Mi−1] ⊆ Wi. Al variar el flujo continuamente respecto al campo,

tenemos que Y ∈ U implica
⋂
t∈[−T,T ] Yt[Mi −Mi−1] ⊆ Wi. Tomando Wi suficientemente

pequeño, X es conjugado de Y en Wi. Por lo tanto σi(Y ) es el conjunto maximal invariante
bajo el flujo de Y . De todo lo anterior se sigue que

⋂
t∈R Yt[Mi −Mi−1] = σi. Concluimos

que ∅ (M1 ( · · · (Mr es también una filtración para Y ∈ U .

Si γ es una órbita distinta de σi(Y ) tal que γ∩[Mi−int(Mi−1)] 6= ∅ entonces γ∩∂Mi 6=
∅ o γ ∩∂Mi−1 6= ∅. Esto ya que la única órbita contenida en Mi−Mi−1 es σi(Y ). Luego,
si x ∈ γ ∩ [Mi−Mi−1], entonces existe un t > 0 tal que Yt(x) ∈Mi−1 o Yt(x) ∈M −Mi.
En cualquier caso, como Yt[M−1] ⊆Mi−1 y Yt[M −Mi] ⊆M −Mi para t > 0, llegamos
a que x es un punto errante. Por lo tanto Ω(Y ) ∩

(
Mi −Mi−1

)
= σi(Y ), se sigue que

Ω(Y ) = {σi(Y ) : 1 ≤ i ≤ n}.
Sólo falta mostrar que Y no tiene ligación de sillas. Sean σi(X) silla y γ una de las

componentes conexas de W u
X(σi(X))− σi(X). Sea σ = ω(γ)., σ es un atractor pues X no

tiene ligación de sillas. Tomamos V ⊆ M abierto con σ ∈ V , ∂V −t X y γ −t ∂V . Como
W u
Y (σi(Y )) es Ck-próxima a W u

X(σi(X)) en vecindades compactas, entonces una de las
componentes conexas de W u

Y (σi(Y ))− σi(Y ), llamemosla γ̃, tiene que satisfacer: γ̃ −t ∂V ,
γ̃ ∩ ∂V 6= ∅. Por lo tanto ω(γ̃) = σ(Y ) ∈ V , donde σ(Y ) es el atractor correspondiente a
σ. Aśı, concluimos que:

• Y ∈ U no tiene ligación de sillas.
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• σi(X) ≤ σj(X) ⇐⇒ σi(Y ) ≤ σj(Y ).

Por lo tanto Y ∈ M − S. Definimos h : Γ(X) → Γ(Y ) por h(σi(X)) = σi(Y ), donde
Γ(X), Γ(Y ) son los diagramas de fase respectivos de X y Y , y σi(X), σi(Y ) ∈Mi. Aśı, h
es un isomorfismo de diagramas entre Γ(X) y Γ(Y ).

Teorema 4.1.4. X ∈M − S es estructuralmente estable.

Demostración. Sea U ⊆ Xk(M2) vecindad abierta de X tal que, si Y ∈ U entonces
Y ∈M − S y g : {σi(X)} → {σi(Y )} isomorfismo de diagramas de fase.

Caso 1: X no tiene órbitas cerradas.

Sean σ atractor de X y σ(Y ) = g(σ) para Y ∈ U . Fijamos V ⊆ W s
X(σ) abierto con

σ ∈ V tal que ∂V −t X, ∂V −t Y y σ(Y ) ∈ V ⊆ W s
Y (σ(Y )).

Sean σ1, . . . , σn las sillas de X tales que σi ≤ σ. Sean p1, . . . , pn ∈ M los puntos
tales que {pi} =

(
W u
X(σi)−σi

)
∩∂V . Análogamente para Y , sean p1(Y ), . . . , pn(Y ) ∈M

con {pi(Y )} =
(
W u
Y (σi(Y ))− σi(Y )

)
∩ ∂V . Para cada σi tomamos Si, S̃i ⊆ M secciones

transversales a las separatrices (las componentes conexas de W s
X(σi) − σi) de σi por los

puntos qi ∈ Si, q̃i ∈ S̃i. Saturando Si, y S̃i por el flujo Xt junto con W u
X(σi) por el Lema

2.6.2 hay una fibración:

Fi = {Xt[Si] : t ≤ 0} ∪ {Xt[S̃i] : t ≤ 0} ∪W u
X(σi)

πi : Fi −→ W s
X(σi) x 7−→





Xtx(qi) x ∈ Xtx [Si]

Xtx(q̃i) x ∈ Xtx [S̃i]

σi x ∈ W u
X(σi)

Sabemos que πi es continua y, para cada i, existe Ii ⊆ ∂V intervalo abierto de pi con
Ii ⊆ F . Por lo tanto π1

∣∣
Ii

: Ii ⊆ ∂V → πi[Ii] ⊆ W s
X(σ) es homeomorfismo. Como Y ∈ U

y Y −t ∂V podemos hacer una construcción análoga para Y .

Construiremos ahora la equivalencia topológica entre X y Y .

Sea h(σ) = σ(Y ), h(σi) = σi(Y ), h(pi) = pi(Y ), h(qi) = qi(Y ) y h(q̃i) = q̃i(Y ). Para
x ∈ W s

X(σi) existe un único tx ∈ R tal que Xtx(qi) = x o Xtx(q̃i) = x, definimos

h(x) = h(Xtx(qi)) = Ytxh(qi) = Ytx(qi(Y ))

h(x) = h(Xtx(q̃i)) = Ytxh(q̃i) = Ytx(q̃i)

según sea el caso. Para x ∈ Fi, definimos h(x) = πi(Y )−1hπi(x), donde πi(Y ) es la
proyección de la fibración asociada a Y .

Tenemos h definida en una unión ajena de intervalos Ii ⊆ ∂V . Como la fibración
depende continuamente del campo, Y cercano a X implica πi(Y ) cercana a πi. Por lo
tanto h

∣∣
Ii

es próxima a la identidad y podemos extender h al ćırculo ∂V de manera
continua.

Repitiendo esta construcción para cada atractor σ de X. Si z ∈ M , entonces ω(z) es
un atractor o una silla.

• Si ω(z) es un atractor y V ⊆M es abierto como en la construcción anterior, entonces
ω(z) ∈ V y hay únicos tz ∈ R y x ∈ ∂V tales que Xtz(x) = z. Definimos entonces
h(z) = h(Xtz(x)) = Ytz(h(x)) (h ya está definida en ∂V ).
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• Si ω(z) no es un atractor o z ∈ V , entonces z ∈ Fi para alguna i. Por lo que h(z)
ya está definido.

Tenemos ya definida h en todo M . Intercambiando los papeles de X y Y , obtenemos
la inversa de h. Falta mostrar que h y h−1 son continuas.

Por la continuidad de los flujos de X y Y , y por la continuidad de cada πi, al ser
W s(σ) abierto de M para σ atractor, h es continua en

⋃
σ∈AW

s
X(σ). Donde A = {σ : σ

es elemento cŕıtico atractor de X}. Para mostrar la continuidad de h en W s
X(σi), donde

σi es una silla, fijamos x ∈ W s
X(σi). Sea {xn} ⊆ M sucesión convergente a x. Si Fi es la

vecindad tubular alrededor de σi entonces x ∈ Fi y podemos suponer {xn} ⊆ Fi. Por la
definición de h, esta lleva fibras en fibras, es decir hπi(X) = πi(Y )h.

Sean xsn = πi(X)(xn), entonces πi(Y )h(xn) = h(xsn) = bYtxsn (qi(Y )). Como xn → x
cuando n → ∞ y πi(X) es continua, la sucesión xsn = πi(X)(xn) converge a πi(x) = x .
Por otro lado txsn → tx cuando n→∞ lo que implica:

πi(Y )h(xn) = Ytxsn (qi(Y ))→ Ytx(qi(Y )) = h(x)

Por lo tanto h(πi(X)xn) = πi(Y )h(xn)→ h(x) = πi(Y )h(x)). Con esto mostramos que la
parte estable de la sucesión {xn} converge a x.

Probaremos que la parte inestable también converge a x. Sean Ii ⊆ ∂V , Ii(Y ) = h(Ii)

segmentos transversales a X y Y respectivamente. Sean F̃i =
(⋃

t≥0Xt[Ii]
)
∪W s

X(σi) y

F̃i(Y ) =
(⋃

t≥0 Yt[Ii(Y )]
)
∪W s

Y (σi(Y )) vecindades tubulares para W s
X(σ) y W s

Y (σ(Y ))

respectivamente, y π̃i(X) : F̃i → W u
X(σi), π̃i(Y ) : F̃i(Y ) → W u

Y (σi(Y )) las proyecciones
correspondientes. Como la sucesión xn converge a x y x ∈ W s

X(σi), al ser π̃i(X) continua,
la sucesión {π̃i(X)xn} converge a π̃i(X)x = σi. Pero π̃i(X)xn ∈ W u

X(σi) y h es continua
en W u

X(σi). Se sigue que:

ĺım
n→∞

h
(
π̃i(X)xn)

)
= h(σi) = σi(Y ) = π̃i(Y )h(x)

Por lo tanto h(xn) converge a x respecto a su parte estable e inestable. Concluimos que
que ĺımn→∞ h(xn) = h(x), es decir, h es continua.

Caso 2: Supongamos que X tiene órbitas cerradas, al ser estas hiperbólicas, deben
ser atractoras o repulsoras. Sabemos que hay campos arbitrariamente cercanos a X que
no son conjugados. Para mostrar esto basta alterar el periodo de alguna órbita cerrada
de X. Evitaremos esta dificultad reparametrizando el campo X y Y de manera que se
preserven las órbitas de los elementos cŕıticos, pero haciendo que las órbitas cerradas
tengan el mismo periodo τ . Esto es posible gracias al Lema 3.1.3.

Sean X y Y campos cuyas órbitas cerradas tienen periodo τ y con X ∈M − S. Para
simplificar, dividiremos la demostración en 2 casos.

Caso 2a: Todas las órbitas cerradas de X son atractoras. Trataremos de imitar la
demostración del caso 1.

Sea σ elemento cŕıtico atractor de X. Si σ es una singularidad, realizamos la misma
construcción que en el primero caso. Si σ es una órbita cerrada, tomamos una sección
transversal invariante Σ. Sean I, I(Y ) dominios fundamentales para las transformaciones
de Poincaré asociadas a X y Y respectivamente. I, I(Y ) son dos ćırculos ajenos. Sean

σi ≤ σ una silla y Si, S̃i secciones transversales a W s
X(σi) que intersectan diferentes
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componentes conexas. Si, S̃i son también transversales a W s
Y (σi(Y )). Sean

Fi =
⋃

t≥0

Xt[Si] ∪W u
X(σi) ∪

⋃

t≥0

Xt[S̃i]

Fi(Y ) =
⋃

t≥0

Yt[Si] ∪WU
Y (σi(Y )) ∪

⋃

t≥0

Yt[S̃i]

vecindades tubulares para X y Y respectivamente. Sean πi(X) : Fi −→ W s
X(σi),

πi(Y ) : Fi(Y ) −→ W s
Y (σi(Y )) las proyecciones respectivas. Restringimos los dominios de

las proyecciones a Ci = I∩Fi y Ci(Y ) = I(Y )∩Fi(Y ). Aśı, πi
∣∣
Ci

: Ci −→ πi[Ci] ⊆ W s
X(σi)

y πi(Y )
∣∣
Ci(Y )

: Ci(Y ) −→ πi(Y )[Ci(Y )] ⊆ W s
Y (σi(Y )) son homeomorfismos. Fijamos

qi = Si ∩W s
X(σi) qi(Y ) = Si ∩W s

Y (σi(Y ))

q̃i = S̃i ∩W s
X(σi) q̃i(Y ) = S̃i ∩W s

X(σi(Y ))

pi = I ∩W u
X(σi) pi(Y ) = I(Y ) ∩W u

Y (σi(Y ))

Definimos h(qi) = qi(Y ), h(q̃i) = q̃i(Y ), h(pi) = pi(Y ) y h(σi) = σi(Y ). Si x ∈ W s
X(σi),

hay un único tx ∈ R tal que Xtx(qi) = x o Xtx(q̃i) = x. Extendemos h a W s
X(σi) por:

h(x) =

{
h(Xtx(qi)) = Ytx(h(qi)) = Ytx(qi(Y ))

h(Xtx(q̃i)) = Ytxh(q̃i)) = Ytx(q̃i(Y ))

según sea el caso. Extendemos h a Ci, para z ∈ Ci: h(z) = π−1
i (Y )h(πi(z)). Como las

proyecciones son homeomorfismos en Ci y Ci(Y ), h está bien definida en Ci. Tenemos
entonces h definida en una unión disjunta Ci ⊆ I, como X es próxima a Y , πi es próxima
a πi(Y ) y por lo tanto h es próxima a la identidad. Luego, podemos extender h continua-
mente a I (pues I es unión disjunta de ćırculos). Si x ∈ W s

X(σ), existen únicos tx ∈ R y
p ∈ I tales que Xtx(p) = x. Extendemos h a W s

X(σ) por:

h(x) = h(Xtx(p)) = Ytxh(p)

Tenemos ya h definida en todo M . Intercambiando los papeles de X y Y en la construcción
anterior, encontramos la inversa de h. La demostración de la continuidad de h es análoga
a la del caso 1.

Caso 2b: X tiene órbitas cerradas atractoras y repulsoras.

Extenderemos la construcción hecha en el caso 2a.

Sean σ órbita cerrada repulsora, Σ sección transversal invariante de σ, e I dominio
fundamental de la transformación de Poincaré asociada. Sean σi sillas con σ ≤ σi y
pi ∈ W u

X(σi) ∩ I. I queda descompuesto en una unión de subintervalos cerrados que,
ordenándolos correctamente:

I = [p1, p2] ∪ [p2, p3] ∪ · · · ∪ [pn−1, pn] ∪ [pn, p1]

de manera que, si x, y ∈ (pi, pi+1) entonces ω(x) = ω(y).

Sean a ∈ (pi−1, pi), b ∈ (pi, pi+1) tales que, si x ∈ [a, b] entonces, OX(x) ∩ Si 6= ∅.
Utilizando el Lema 3.1.3. reparametrizando a X de ser necesario, podemos suponer que
∀x ∈ [a, b] X1(x) ∈ Si. Sean [a′, b′] ⊂ (a, b) con pi ∈ (a′, b′). Utilizando nuevamente el
Lema 3.1.3. podemos suponer que:

∀y ∈ [X1(a), X1(a′)] ⊆ Si X1(y) ∈ Σi ( o Cj)

∀z ∈ [X1(b′), X1(b)] ⊆ Si X1(z) ∈ Ck ( o Σk)
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donde Σj, Σk son secciones transversales invariantes de atractores y Cj, Ck ⊆ ∂V , con V
vecindad abierta de un elemento cŕıtico atractor. Es decir:

X2[a, a′] ⊆ Σj ( o Cj) X2[b′, b] ⊆ Ck ( o Σk)

Repetimos estas reparametrizaciones para cada pi ∈ I. Extendiendo la reparametrización
a todo I de manera que:

∀x ∈ I X2(x) ∈ Ci o X2(x) ∈ Σj

según el caso. Realizamos la misma reparametrización para las órbitas cerradas repulsoras
de Y . Definimos h de manera análoga al caso 2a, añadiendo el caso h(Σ∩σ) = Σ∩σ(Y ),
donde σ es una órbita cerrada repulsora y Σ es la sección transversal invariante. Como σ
y σ(Y ) tienen el mismo periodo, h(σ) = σ(Y ).

4.2. Densidad de los campos de Morse-Smale

En esta sección mostraremos que la clase de los campos de Morse-Smale es densa en
Xk(M2) para M orientable. Esta demostración es debida a Jacob Palis y Wellington de
Melo, la cual es una simplificación de la prueba dada originalmente por Peixoto.

Iniciamos demostrando el teorema de densidad para la esfera S2. Debido al Teorema
de Poincaré-Bendixson, es un caso simple que ilustra el caso general.

Definición. Sea X ∈ Xk(M) con γ ⊆ M órbita de X. Decimos que γ es recurrente si y
sólo si ω(γ) ⊆ γ o α(γ) ⊆ γ.

En particular, si γ ⊆ ω(γ), diremos que γ es ω-recurrente. Si γ ⊆ α(γ), diremos que
γ es α-recurrente.

Teorema 4.2.1. Sea X ∈ Xk(S2). X ∈ K − S =⇒ X ∈M − S.

Demostración. Sea X ∈ Xk(S2) un campo de Kupka-Smale. Como X tiene un número
finito de singularidades, por el Teorema de Poincaré-Bendixson para p ∈ S2, ω(p) tiene
tres posibilidades:

• ω(p) es una singularidad.

• ω(p) es una órbita cerrada.

• ω(p) son sillas unidas por órbitas regulares.

pero X ∈ K−S implica que X no tiene ligación de sillas. Luego, ω(p) es una singularidad
o una órbita cerrada. Es decir, ω(p) es un único elemento cŕıtico, al igual que α(p).
Mostraremos que hay un número finito de órbitas cerradas, con lo cual sólo habŕıa una
cantidad finita de elementos cŕıticos, al ser estos hiperbólicos, tendŕıamos que X ∈M−S.

Demostraremos esto por contradicción. Supongamos que X tiene una cantidad infinita
de elementos cŕıticos. Por la compacidad de S2, existe {xn} ⊆ M sucesión convergente,
digamos a x, donde xi ∈ γi y γi es una órbita cerrada (Hay una cantidad finita de singula-
ridades) tales que i 6= j implica γi 6= γj. Si ω(x) es un atractor, entonces W s(ω(x)) ⊆ S2 es
abierto y por lo tanto hay U ⊆ S2 vecindad abierta de x con U ⊆ W s(ω(x)). Luego, existe
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un n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0 xn ∈ U , pero xn ∈ γn órbita cerrada implica que γn = ω(xn).
Como xn ∈ W s(ω(x)) entonces ω(xn) = ω(x). Se sigue que ∀n ≥ n0 γn = ω(x) una
contradicción. Ya que, para n suficientemente grande, γn 6= γn+1. Por lo mismo, ω(x)
no puede ser un repulsor. Aśı, ω(x) y α(x) son sillas. Al no haber ligación de sillas es
necesario que α(x) = x = ω(x), es decir que x es una singularidad silla. Como el ω-ĺımite
de las componentes conexas de W u(x) − {x} son dos atractores distintos, digamos σ1 y
σ2. Dada V ⊆ S2 vecindad abierta de x, si y ∈ V − W s(x) entonces ω(y) = σi para
alguna i ∈ { 1, 2}. Por otro lado, V abierto implica que existe un natural n1 ∈ N tal que
∀n ≥ n1 xn ∈ V y por lo tanto γn = ω(xn) = W s(σi), una contradicción.

Aśı, existe sólo una cantidad de órbitas cerradas y por lo tanto una cantidad finita de
elementos cŕıticos.

Corolario. El conjunto de los campos de Morse-Smale es residual, y por lo tanto denso,
en Xk(S2).

Demostración. K − S es residual en Xk(S2).

Seguiremos la misma idea para demostrar que los campos de Morse-Smale son densos
en M2. La demostración se vuelve más delicada pues, en M2 6= S2, puede haber órbitas
recurrentes no triviales. Es decir, que no sean elementos cŕıticos. El flujo irracional del
toro ofrece el ejemplo más simple de recurrencia no trivial.

Describiremos algunos ejemplos de campos que exhiben órbitas recurrentes no trivia-
les.

Ejemplo. Sea λ : R3 → R3 dada por h(x, y, z) = (x, y,−z), la reflexión sobre el plano
xy. Tomamos el toro T 2 ⊆ R3 de modo que λ(T 2) = T 2, entonces T 2 ∩ {z = 0} es
la unión ajena de dos ćırculos. Sea X = grad(h), donde h : T 2 → R es la función
altura. X es simétrico respecto al plano xy, λ∗X = −X, X tiene 4 singularidades: un
atractor p, un repulsor r y dos sillas s1, s2. Sea C1 ⊆ T 2 un ćırculo transversal a X que
delimita a un disco D1 ⊆ T 2 con p ∈ D1. Sean C2 = λ[C1] y D2 = λ[D1] con r ∈ D2.
Por la simetŕıa del campo X, si p ∈ C1 no está en la separatriz de una silla, entonces
O(p) ∩ C2 = λ(p) = q. Identificando C1 y C2 con S1 sea g : C1 → C2 difeomorfismo
dado por h = Rα ◦ λ, donde Rα es la rotación de ángulo α. Fijamos α ∈ R − Q. Ahora,
identificamos C1 con C2 en T 2 −

(
D1 ∪ D2) bajo la relación de equivalencia generada

por g. Sean M la variedad resultante, P : T −
(
D1 ∪ D2

)
→ M la proyección canónica

y Y = P∗X. M es difeomorfo al dos-Toro y toda órbita de Y , a excepción de las dos
sillas s1, s2 y sus separatrices inestables, intersectan a P [C2] por lo menos una vez. Ya
que, al ser r ∈ D2 repulsor, si x ∈ P [C2] existe un y ∈ C1 con P (y) = x y por lo
tanto O+

X(y) ∩ C1 = λ−1(y), pero λ−1(y) ∼ hλ−1(y) = Rαλλ
−1(y) = Rα(y). Luego,

O+
Y (y) intersecta P [C2] por primera vez en el punto P (Rα(y)). Repitiendo este argumento,

podemos concluir que O+
Y (y) ∩ P [C2] = {P (Rn

α(y)) : n ∈ N }. Como Rα es una rotación
irracional, entonces O+

Y (y)∩P [C2] es denso en P [C2]. Esto pues Rn
α es denso en C2 y P |C2

es un difeomorfismo.

Aśı, toda órbita de Y a excepción de las sillas y sus separatrices estables es densa en
P [C2] y por lo tanto densa en el dos-Toro.

Ejemplo. Describiremos un campo de Kupka-SmaleX ∈ X∞(dos-Toro) con las siguientes
propiedades:

• X tiene sólo dos singularidades s1, s2 las cuales son sillas.
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• Toda órbita regular es densa en T 2.

Probaremos después que un campo X con estas propiedades puede ser aproximado por
un campo que tenga ligadura de sillas. Por lo tanto K−S no es abierto en Xk( dos toro ).

Consideremos T 2 = R2/Z2. Sea π : R2 → T 2 proyección canónica. Construiremos

primero un campo Ỹ ∈ X∞(R2) de manera que se proyecte a T 2 bajo π. Para eso

necesitamos que, para cualesquiera x, y ∈ R2, si x− y ∈ Z entonces Ỹ (x) = Ỹ (y). Por lo

que sólo es necesario describir Ỹ en el cuadrado [0, 1]× [0, 1].

Ỹ tiene un repulsor en (1/2, 1/2), un atractor en el origen y dos puntos silla con
coordenadas (0, 1/2), (1/2, 0). Tomamos C1, C2 ⊆ R2 dos ćırculos de radio δ < 1/4 con
centro en el repulsor y el atractor respectivamente.

Sea α ∈ (0, π/2) ⊆ C1. Entonces O+

Ỹ
(α) intersecta a C2 en un único ϕ1(α) ∈

(−π,−π/2). Bajo esta regla de correspondencia definimos ϕ1 : (0, π/2)→ (−π,−π/2) ⊆
C2, el cual es un difeomorfismo. Análogamente:

ϕ2 :
( π

2
, π
)
−→

(
− π

2
, 0
)

ϕ3 :
(
π,

3π

2

)
−→

(
− 2π,−3π

2

)

ϕ4 :
( 3π

2
, 2π
)
−→

(
− 3π

2
,−π

2

)

Si Ỹ es simétrico, entonces:

ϕi(α) =

{
−α− π

2
i = 1, 3

−α + π
2

i = 2, 4

Sea ϕ : C2 → C1 dado por ϕ(α) = −α+ ε difeomorfismo dado por reflejar y rotar por ε.
Escogemos un ε tal que ε/π ∈ R−Q.

Sean D1, D2 ⊆ R2 discos cuyos bordes sean C1 y C2 respectivamente, y D̃1 = π[D1] ⊆
T, D̃2 = π[D2] ⊆ T, M = T −

(
D̃1 ∪ D̃2

)
. Bajo la relación de equivalencia generada por

el difeomorfismo ϕ, M/ ∼ϕ es difeomorfo al dos-Toro. Sean P : M → T 2 la proyección

canónica, Y = π∗Ỹ y X = P∗Y .

Notemos que Y ∈M − S ya que, a diferencia del ejemplo anterior:

• Y tiene un número finito de elementos cŕıticos, todos hiperbólicos.

• Y no tiene ligación de sillas.

• El ω y α -ĺımite de toda órbita es un único elemento cŕıtico (ya que esto es cierto

para Ỹ ) .

Ahora verificaremos que toda órbita de X es densa en T 2. Notemos primero que la
órbita de cualquier θ ∈ T 2−{s1, s2} intersecta a P [C1], donde si = Pπ(si). Basta mostrar
que, si θ ∈ C1 con θ 6= nπ/2, es decir con θ /∈ W u

X(si), entonces O+
Y (p) intersecta a C2 en

ϕi(θ) = −θ ± π/2, pero ϕi(θ) ∼ϕ ϕϕi(θ) y ϕϕi(θ) = −(−θ ± π/2) + ε = θ ∓ π/2 + ε.
Por lo que O+

X(θ) intersecta a P [C1] por primera vez en θ ∓ π/2 + ε. Supongamos que se
da el caso θ + π/2 + ε. Si ∀k ∈ Z sucediera que θ + ε 6= kπ/2, entonces O+

X(θ + π/2 + ε)
intersecta a P [C1] por primera vez en θ+ 2ε o en θ+π+ 2ε. Repitiendo este argumento,
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si θjε 6= kπ/2 ∀j ∈ N ∀k ∈ Z, entonces O+
X(α) intersecta a P [C1] por n-ésima vez en

el punto θ + nε + Mnπ/2 donde Mn ∈ Z es tal que −n ≤ Mn ≤ n, pero ε/π ∈ R − Q
implica que { θ + nε+Mnπ/2 : n ∈ N} es denso en P [C1]. Esto puesto que ε/π ∈ R−Q
y θ + nε 6= kπ/2 ∀k ∈ Z. Por lo tanto nε + Mnπ/2 6= 2kπ ∀k ∈ Z. Luego O+

X(θ) es
densa en P [C1] y por lo tanto O+

X(θ) es densa en T2.

Existen j ∈ N, k ∈ Z con θ + jε = kπ/2 si y sólo si ω(θ) = si para alguna i ∈ {1, 2}.
Como no hay ligación de sillas, α(θ) 6= si para i ∈ { 1, 2}, por lo que repitiendo el mismo
argumento para O−X(p) podemos hacer notar que O−X(p) es densa en P [C2] cambiando ϕ
por ϕ−1 y ϕi por ϕ−1

i . Por lo tanto toda órbita regular es densa en T 2.

Ejemplo. Describiremos brevemente un ejemplo debido a Cherry de un campo anaĺıtico
en el toro T 2 que tiene recurrencia no trivial. La construcción es algo complicada y no la
haremos aqúı. Una construcción viene en el libro de J. Palis y W. De Melo “Geometric
Theory of Dynamical Systems: An Introduction”

Representamos a T 2 por un cuadrado con lados opuestos identificados. El campo de
Cherry X tiene un repulsor r y una silla s. Las separatrices inestables de s, γ1 y γ2,
son ω -recurrentes. De hecho ω(γ2) ⊇ γ1 ∪ γ2. X no tiene órbitas cerradas, por lo que es
trivialmente un campo de Kupka-Smale, pero puede ser aproximado por un campo con
autoligación de silla.

Ahora, consideremos r ∈ D ⊆ T 2 un disco con borde C, de manera que C −t X y
s /∈ D.

Sean M variedad de dimensión 2 y Y ∈ Xk(M) que tenga un atractor hiperbólico p.

Tomamos D̃ ⊆ M con borde C̃ de manera que C̃ −t Y y p ∈ D̃ es el único elemento
cŕıtico de Y en D̃. Fijamos h : C → C̃ difeomorfismo, identificando C ∼h C̃ obtenemos
una variedad diferenciable N =

(
T −D

)
∪
(
M − D̃)/ ∼h. El campo X̃ ∈ Xk(N) inducido

por X y Y tiene una órbita recurrente no trivial. Aśı podemos construir campos con
recurrencia no trivial en toda superficie distinta de S2 y PR2.

Definición. Sea X ∈ Xk(M). Decimos que K ⊆ M es un conjunto minimal para X si
K es cerrado, no vaćıo, invariante bajo el flujo de X y K no tiene un subconjunto propio
con esas caracteŕısticas. Es decir S ⊆ K cerrado, no vaćıo, invariante bajo el flujo de X
implica que S = K.

Observación. K minimal para X y γ ⊆M órbita de X con γ ⊆ K implica γ recurrente,
ya que ω(γ) ⊆ K y ω(γ) es un conjunto cerrado, no vaćıo e invariante bajo el flujo de
X, por lo tanto ω(γ) = K ⊇ γ. Análogamente α(γ) = K ⊇ γ.

Lema 4.2.2. Para F ⊆ M cerrado no vaćıo e invariante bajo el flujo de X ∈ Xk(M)
existe K ⊆ F conjunto minimal para X.

Demostración. Sea F = {A ⊆ F : A es cerrado, no vaćıo e invariante bajo el flujo Xt}.
Definimos un orden parcial sobre F: A ≤ B ⇔ A ⊇ B. Sea {Ai}i∈I ⊆ F una cadena
y A = ∩i∈IAi. Al ser M compacto, cada Ai es compacto. Luego, {Ai}i∈I es una familia
anidada de compactos y por lo tanto A 6= ∅. Sea t ∈ R. Como Xt es difeomorfismo tenemos
que Xt[∩i∈IAi] = ∩i∈IXt[Ai] = ∩i∈IAi. Luego, A es cerrado, no vaćıo e invariante bajo el
flujo de X. Se sigue que A ∈ F es una cota para la familia {Ai}i∈I . Por el Lema de Zorn
F tiene un elemento maximal K ⊆ F , el cual es un conjunto minimal para X.

Definición. Sea X ∈ Xk(M2). Un gráfico para X es un conjunto cerrado y conexo de M
constituido de sillas y separatrices tales que:
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• El ω-ĺımite y α-ĺımite de cada separatriz del gráfico son sillas.

• Cada silla del gráfico tiene, por lo menos, una separatriz estable y una inestable
pertenecientes al gráfico.

Ejemplo. Algunos gráficos son los siguientes:

σ1

1

σ1 σ2

1

σ1 σ2

σ3σ4

1

Proposición 4.2.3. Sea X ∈ Xk(M2) cuyas singularidades son todas hiperbólicas. Si
X sólo tiene órbitas recurrentes triviales, entonces el ω-ĺımite de cualquier órbita es un
elemento cŕıtico o un gráfico. Análogamente para el α-ĺımite.

Demostración. Sea γ trayectoria de X. Supongamos que ω(γ) no es un elemento cŕıtico.
ω(γ) no puede contener un elemento cŕıtico atractor ni repulsor. Como ω(γ) 6= ∅, ω(γ)
tiene más de una singularidad silla. Luego, contiene separatrices de sillas, las cuales deben
ser un número finito, ya que sólo hay un número finito de sillas.

Supongamos primero que cada separatriz tiene una única silla como ω-ĺımite. Veamos
que ω(γ) es un gráfico. Sean σ1 ∈ ω(γ) una silla y γ1 ⊆ ω(γ) separatriz inestable de σ1.
Sea σ2 = ω(γ1) ∈ ω(γ) y γ2 ⊆ ω(γ) separatriz inestable de σ2. σ3 = ω(γ2) ∈ ω(γ)
y γ3 ⊆ ω(γ) separatriz inestable de σ3 . . . Repitiendo este proceso suficientes veces,
llegamos a una sucesión γ1, γ2, . . . , γl = γ1 con ω(γi) = α(γi+1), la cual define un gráfico.
Sea G ⊆ ω(γ) gráfico maximal. Mostraremos que G = ω(γ).

Si ω(γ) * G, entonces existe σ̃ ∈ ω(γ) − G silla. Repitiendo el proceso anterior

obtenemos un gráfico γ̃1, γ̃2, . . . , γ̃r. Luego, G̃ = G ∪ γ̃1 ∪ · · · ∪ γ̃r es un gráfico y G ( G̃
contradiciendo el hecho de que G fuese maximal. Por lo tanto ω(γ) = G.

Supongamos ahora que hay una separatriz γ1 ⊆ ω(γ) tal que ω(γ1) no es una única
silla. ω(γ1) ⊆ ω(γ) y γ1 * ω(γ1) ya que toda recurrencia es trivial.

Si ω(γ1) sólo contiene separatrices que tangan una única silla como ω-ĺımite, por el
argumento anterior, ω(γ1) es un gráfico maximal. Por lo que ω(γ) = ω(γ1), se sigue que
γ1 ⊆ ω(γ) = ω(γ1), una contradicción.

Por lo tanto, hay γ2 ⊆ ω(γ1) separatriz tal que ω(γ2) no es una única singularidad,
con ω(γ2) ( ω(γ1) ( (γ). Continuando el argumento, tenemos una sucesión decreciente
de conjuntos no vaćıos ω(γ) ) ω(γ1) ) · · · ) ω(γr) ) ω(γr+1) ) . . . pero sólo hay un
número finito de separatrices. Luego, debe existir un i0 ∈ N tal que ω(γi) = ω(γi+1), esto
implica que γi+1 ⊆ ω(γi) = ω(γi+1), una contradicción. Por lo tanto, no puede existir
γ1 ⊆ ω(γ) que satisfaga: ω(γ1) no es una única singularidad silla.

Corolario. Sea X ∈ Xk(M) campo cuyas órbitas recurrentes son todas triviales.

X ∈ K − S =⇒ X ∈M − S
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Demostración. Como X ∈ K − S, X no tiene ligación de sillas, por lo tanto no hay
gráficos. Por la proposición anterior, el ω y α-ĺımite de cualquier órbita es un único
elemento cŕıtico. Usando el mismo argumento que en el Teorema 4.2.1, vemos que X
tiene un número finito de órbitas cerradas y por lo tanto tiene un número finito de
elementos cŕıticos, los cuales son todos hiperbólicos. Luego, X cumple la caracterización
de campos de Morse-Smale para variedades de dimensión 2:

• X tiene una cantidad finita de elementos cŕıticos, los cuales son todos hiperbólicos.

• No hay ligación de sillas.

• Toda órbita γ de X tiene como ω ĺımite un único elemento cŕıtico y como α ĺımite
un único elemento cŕıtico.

Demostraremos ahora que X ∈ Xk(M2), con M2 variedad orientable de dimensión
2, puede ser aproximado por un campo Y . El cual tiene una vecindad U(Y ) ⊆ Xk(M)
tal que ∀Z ∈ U(Y ) Z sólo posee órbitas recurrentes triviales. Aproximamos Y por un
campo Z0 ∈ K − S, por el corolario anterior, Z0 ∈M − S.

Primero algunas consideraciones sobre órbitas recurrentes no triviales.

Sea X ∈ Xk(M2) con γ ⊆ M órbita ω-recurrente, es decir, γ ⊆ ω(γ). Afirmamos que
∀p ∈ γ existe un ćırculo C transversal a X que p. Consideremos F1 caja de flujo centrada
en p. Sean ab, cd los lados de F1 transversales a X. Como p ∈ ω(γ), γ intersecta ab infinitas
veces. Sean p0 la primer intersección de O−(p) con ab, y p1 la primer intersección de O+(p)
con ab. Supongamos que p1 está por debajo de p0, en caso contrario la construcción es
análoga.

Sea F2 caja de flujo que contenga el arco de trayectoria q0p1, donde q0 es la primer
intersección de O+(p) con cd. Si M es orientable existe un q1 ∈ cd por arriba de q0 de
manera que O+(q1) intersecta a ab en p2 con p2 por arriba de p1 y por debajo de p0. En
F2 tomamos un arco de trayectoria q1p3 con p3 por arriba de p2, transversal a X, con
inclinación positiva en q1 y p3. Completamos el ćırculo tomando en F1 un arco transversal
a X, p3q1 que pase por p. Si M es no-orientable, se puede dar el caso que p2 esté por
debajo de p1, pero al ser γ ω-recurrente, las intersecciones de γ con cd y ab son densas.
Luego, debe haber un qn ∈ cd por encima de q0 de manera que pn+1 ∈ ab este por encima
de p1 y por debajo de p0. Sustituyendo q1 por qn y p2 por pn+1 en la construcción anterior,
obtenemos el ćırculo C.

Sean C ⊆M ćırculo transversal a X por p ∈ γ y D ⊆ C el conjunto de puntos cuyas
órbitas positivas vuelven a intersectar a C. Sea P : D → C la transformación de Poincaré
que a cada x ∈ D le asocia el primer punto donde O+(x) vuelve a intersectar a C. Por el
teorema del flujo tubular, D es abierto. Luego, D = C o D es unión disjunta de intervalos
abiertos.

Supongamos D 6= C. Sea (a1, a2) ⊆ D intervalo maximal. Afirmamos que ω(a1) es
una silla, al igual que ω(a2). Si ω(a1) fuese un atractor σ, entonces W s(σ) es abierto.
Se sigue que hay un intervalo (c, d) ⊆ C con a1 ∈ (c, d) tal que ∀x ∈ (c, d) ω(x) = σ.
Por la continuidad del flujo, hay un intervalo (c′, d′) ⊆ (c, d) con a ∈ (c′, d′) ⊆ D una
contradicción ya que a era un extremo de un intervalo maximal de D.

Supongamos que ω(a1) tiene un punto regular x. Sea S sección transversal a X por
x. Como x ∈ ω(a1), ω(a1) intersecta un número infinito de veces a S. Si q ∈ (a1, a2)
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entonces el número de veces que el arco de trayectoria qP (q) intersecta a S es finito, ya
que qP (q) = [q, P (q)] es compacto. Por el teorema del flujo tubular, en una vecindad de
q este número es finito, digamos N . Por continuidad y al ser (a1, a2) conexo, este número
es constante en todo el intervalo (a1, a2). Nuevamente utilizando el Teorema del flujo
tubular, dado n > N hay una vecindad de a1, digamos U ⊆ D tal que todo punto de U
intersecta a S por lo menos n veces antes de volver a C, una contradicción. Por lo tanto
no puede haber x ∈ ω(a1) punto regular. Luego, ω(a1) es una silla.

Aśı, D es una unión finita de intervalos disjuntos cuyos extremos pertenecen a sepa-
ratrices estables de sillas. Por la dualidad del ω y α ĺımite la inversa de P , P−1, tendrá
las mismas propiedades. Notemos también que si C = D entonces M = T 2 o M = K2,
donde T 2 es el toro y K2 la botella de Klein. Esto ya que:

Un =
⋃

t∈(−n,n)

Xt[C] abierto =⇒
⋃

n∈N
Un =

⋃

t∈R
Xt[C] abierto

C = D y C compacto implica que hay m ∈ N tal que
⋃

t∈[−m,m]

Xt[C] =
⋃

t∈R
Xt[C]

Por lo tanto
⋃
t∈RXt[C] es cerrado y abierto.

M conexo implica M = ∪t∈RXt[C], por lo que X no tiene singularidades.

Una proposición que nos ayudará con el caso no orientable es la siguiente:

Proposición 4.2.4. Si h : S1 −→ S1 es un homeomorfismo que invierte la orientación
entonces h tiene un punto fijo.

Demostración. Si h : S1 −→ S1 es una función continua, entonces hay f : R → R
continua tal que h ◦ π = π ◦ f , donde π : R → S1 es la proyección π(t) = e2πit. Como
h es homeomorfismo, f tiene inversa continua. Por lo tanto f es una función continua
monótona creciente si h preserva orientación y monótona decreciente si h invierte la
orientación.

Como h invierte la orientación, f es monótona decreciente y tiene intersección no vaćıa
con cualquier función g : R → R continua monótona creciente. En particular hay x ∈ R
tal que f(x) = Id(x) = x. Luego π(x) = π(f(x)) = h(π(x)). Por lo tanto π(x) ∈ S1 es
un punto fijo para h.

Si P : C → C invierte la orientación, entonces M = K2 y P tiene un punto fijo. El cual
corresponde a una órbita cerrada γ, la cual no puede delimitar un ćırculo. De lo contrario,
el disco delimitado tendŕıa una singularidad. Por lo tanto K2 − γ es homeomorfo a un
cilindro, por lo que X sólo tiene órbitas recurrentes triviales.

Lema 4.2.5. Sea X ∈ Xk(M) campo sin singularidades. X puede ser aproximado por un
campo con una órbita cerrada.

Demostración. Si X tiene una órbita cerrada, no hay nada que hacer. Supongamos X sin
órbitas cerradas. Como X no tiene singularidades, necesariamente se da el caso C = D,
al no tener órbitas cerradas X posee una órbita recurrente γ y M2 = T 2. Sea p ∈ γ y
C un ćırculo transversal a X con p ∈ C.

Sean C1 = X−δ[C], C2 = Xδ[C] para un δ > 0 de manera que C1
−t X y C2

−t X.
Tomamos F flujo tubular centrado en p, cuyos lados transversales son C1 y C2. Sea
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P : C1 → C1 la aplicación que asocia a cada x ∈ C2 la primer intersección de O+(x) con
C1. P preserva la orientación. Es decir, dada una orientación de C2, X−2δ : C2 → C1 y
P inducen la misma orientación en C1.

Sea pi = P (qi) = P i(q0), donde q0 = Xδ(p). Como γ es ω-recurrente, hay una sucesión
creciente {pni}i∈N convergente p0, donde p0 = X−δ(p). Podemos suponer que cada pni
está por debajo de p0 en ab ⊆ C1. Dado ε > 0, consideramos la familia de campos
Z(u) = X + εuY , donde u ∈ (0, 1] , y Y es transversal a X en F y se anula fuera de F .
Es decir Z(u) coincide con X fuera de F y ‖Z(u)−X‖k < ε.

Tomemos I ⊆ ab ⊆ C1 un intervalo cerrado con p0 ∈ int(I). Para cada x ∈ I
consideremos la distancia vertical entre x y el punto donde O+

Z(u)(x) intersecta a C2. Al

ser I compacto, esta distancia tiene un mı́nimo r > 0 (r = 0⇔ u = 0). Como Z(u) = X
fuera de F , podemos definir pk(u) = P (qk−1(u)) para k ≥ 1 y q0(y) = q0. Tenemos que
qk−1(u) es el punto donde O+

Z(u)(pk−1) intersecta a C2 por primera vez. Fijemos un ı́ndice

i tal que pi = P i(q0) esté por debajo de p0 y d(pi, p0) < r. Tomando u suficientemente
pequeño, pi(u) y qi(u) son continuas respecto a u, esto implica que pi(u) ∈ I está por
debajo de p0 y pi(u) es creciente respecto a u. Aśı, o hay un u0 ∈ (0, 1] tal que pi(u0) = p0

o, para cada u ∈ (0, 1], pi(u) está por debajo de p0. En el primer caso, por continuidad
hay un u1 ≤ u0 tal que qi(u1) = q0 y por lo tanto O+

Z(u1) es cerrada. En el segundo caso,

pi(u) ∈ I creciente implica que d(pi(u), p0) < r. Se sigue, por la definición de r, que qi(1)
está por arriba de q0. Por lo tanto hay un u1 ∈ (0, 1) tal que qi(u1) = q0. En ambos casos
obtenemos un campo Z(u1) que tiene una órbita cerrada que pasa por q0.

Lema 4.2.6. Sea M2 orientable y X ∈ Xk(M2) con singularidades, todas hiperbólicas. Si
existe una órbita recurrente no trivial, entonces X puede ser aproximado por un campo
Y que tiene una ligación de sillas más que X.

Demostración. Inicialmente mostraremos que, si γ es una órbita ω recurrente no trivial,
entonces existe una separatriz estable γ2 que se acumula en γ. Es decir γ ⊆ α(γ2).

Sean p ∈ γ y C ⊆ M ćırculo con p ∈ C y C −t X. P : D → C la transformación
de Poincaré definida en D. Como X tiene singularidades D 6= C. Supongamos que γ
no es acumulada por separatrices estables. Existe I ⊆ C intervalo maximal con p ∈ I
ajeno a separatrices estables. Al ser γ ω-recurrente y al estar p ∈ γ, hay r ∈ N tal que
P r(p) ∈ I. Sea J = P r[I] ⊆ I, la contención se da ya que P k(p) ∈ I implica I ∩ J 6= ∅.
Si J * I entonces J tendŕıa uno de los extremos de I. Al ser J abierto, J tendŕıa puntos
pertenecientes a separatrices estables, pues I era maximal. Pero estas separatrices estables
son invariantes bajo el flujo y por lo tanto también lo son bajo P k. De ah́ı que I también
tiene puntos de separatrices estables, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, haciendo variar el flujo sobre I, hay un t0 ∈ R tal que A = ∪t∈[0,t0]Xt[I]
es homeomorfo a un anillo, es invariante bajo el flujo Xt para t > 0 y p ∈ A. Lo que
impide que γ ⊆ A sea ω recurrente no trivial. Luego, γ es acumulada por alguna separatriz
estable γ2.

Afirmamos también que γ es acumulada por una separatriz inestable o es ella misma
una separatriz inestable. Supongamos falsa esta afirmación. Como en el caso anterior,
sean p ∈ γ e I ⊆ C intervalo maximal con p ∈ I y ajeno a las separatrices inestables.
Como γ es ω-recurrente, entonces existe l ∈ N tal que P l[I] ∩ I 6= ∅.

Caso 1: P−l no está bien definida en todo I. Existe una z ∈ I tal que P−l(z) /∈ I con
P−l(z) en la separatriz inestable de alguna silla. Por lo tanto también lo está z ∈ I, una
contradicción.



4.2. DENSIDAD DE LOS CAMPOS DE MORSE-SMALE 123

Caso 2: P−l está definida en todo I. Sea J = P−l[I], podemos construir nuevamente

una región homeomorfa a un anillo Ã = ∪t∈[t1,0]Xt[I] con t1 < 0 y p ∈ Ã. Ã es
cerrado, no vaćıo e invariante bajo el flujo Xt para t < 0. Como X no tiene singularidades
en Ã y α(γ) ⊆ Ã, por el Teorema de Poincaré-Bendixson, α(γ) debe ser una órbita
cerrada repulsora. Lo que es una contradicción ya que si P l(p) es cercano a p, entonces
P l(p) ∈ W u

X(α(γ)) y por lo tanto γ no es ω-recurrente. Luego, γ es aproximada o es ella
misma una separatriz inestable.

Observación. Hasta ahora no hemos utilizado la hipótesis de que M sea orientable, por
lo que las afirmaciones anteriores son válidas también para M no orientable. La única
diferencia seŕıa que A puede ser homeomorfo a una banda de Möebius, donde tampoco
puede haber recurrencia no trivial.

Sea γ1 separatriz inestable tal que γ = γ1 o γ1 se acumula en γ. Sean C1 = X−δ[C] y
C2 = Xδ[C], C1

−t X y C2
−t X, P : D ⊆ C → C la transformación de Poincaré asociada

y F caja de flujo centrada en p ∈ γ. Como el número de sillas es finito, podemos escoger
F ajeno a las posibles ligaciones de sillas de X.

Sean σ1, σ2 las sillas asociadas a γ1, γ2 respectivamente. Para cada u ∈ [0, 1], conside-
ramos los campos Z(u) = X + εuY con ε > 0, y Y −tF X, donde Y apunta hacia arriba
en F y se anula fuera de F . Es decir, Z(u) coincide con X fuera de F . Mostraremos que,
si ε es suficientemente pequeño, entonces existe una u ∈ [0, 1] de manera que Z(u) exhibe
una ligación de sillas más que X.

Sean ab, cd los lados de F transversales a X e I ⊆ ab intervalo cerrado con p0 ∈ I,
donde p0 = X−δ(p). Sea r > 0 el mı́nimo de las distancias verticales entre x ∈ I y el
punto donde O+

Z(1)(x) intersecta C2 por primera vez. Sean x0, z0 los puntos respectivos

donde γ1 intersecta [a, b] y γ2 intersecta [c, d] por primera vez. Notemos que los arcos de
separatrices σ1x0 y z0σ2 no serán afectados por las perturbaciones εuY hechas a X. Sean
x ∈ γ1 ∩ I próximo a p0 y z ∈ γ2 ∩ C2 de manera que la distancia vertical entre x y
z sea menor a r. x corresponda a la i-ésima intersección de γ1 con I. z corresponde a la
j-ésima intersección de γ2 con C2. Supongamos x pode debajo de z en F . En caso que
esto no sea posible, tomamos Y apuntando hacia abajo en F .

Consideremos las aplicaciones x(u), z(u), donde x(u) es la i-ésima intersección de la
separatriz γ1(u) del campo Z(u) con I, y z(u) es la j-ésima intersección de la separatriz
γ2(u) del campo Z(u) con C2. x(0) = x y z(0) = z. Para u suficientemente pequeño
estas funciones están bien definidas. Al ser M2 orientable, x(u) es monótona creciente en
I y z(u) es monótona decreciente en [c, d].

Hay dos posibilidades: Si x(u) y z(u) están bien definidas en todo [0, 1], entonces hay
u0 ∈ (0, 1) tal que la distancia vertical entre x(u0) y z(u0) es cero. Esto debido a la
continuidad de las funciones x(u), z(u) y a que la distancia vertical entre x(0) = x y
z(0) = z es menor a r. Aśı, las órbitas de γ1(u0) y γ2(u0) se intersectan en F . Es decir,
hay una nueva ligación de sillas entre σ1(u0) y σ2(u0).

La otra posibilidad es que alguna de las aplicaciones, supongamos x(u), no esté bien
definida en todo el intervalo [0, 1]. Esto significa que, para algún u0 ∈ (0, 1), x(u0) alcan-
za uno de los bordes del dominio de definición D de la transformación de Poincaré P .
Recordando que el ω ĺımite de estos bordes son sillas, tenemos que α(γ1(u0)) = σ1(u0)
o ω(γ1(u0)) = σ3(u0) son sillas, por lo que tenemos una nueva ligación de sillas. El caso
cuando z(u) no está definida en todo el intervalo [0, 1] es análogo ya que P y P−1

satisfacen las mismas propiedades.
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Teorema 4.2.7. Si M2 es orientable entonces los campos de Morse - Smale son densos
en Xk(M2).

Demostración. Sea X ∈ Xk(M). Como los campos con singularidades hiperbólicas son
densos. Podemos suponer X con todas sus singularidades hiperbólicas.

Caso 1: X no tiene singularidades. Al ser M orientable, M = T 2. Por el Lema 4.2.4.
X puede ser aproximado por X1 ∈ Xk(T ) con una órbita cerrada γ ⊆ T . Aproximamos
entonces X1 por Y ∈ Xk(T ) de manera que γ sea hiperbólica. γ no delimita un disco,
de lo contrario Y (y por lo tanto también X) tendŕıa una singularidad. Aśı, T − γ es un
cilindro. Luego, todas las recurrencias de Y son triviales. Aproximamos Y por Z ∈ K−S.
Al ser γ hiperbólica, Z posee una órbita cerrada hiperbólica γ̃ cercana a γ, por lo que Z
sólo tiene recurrencias triviales. Por la proposición 4.2.3. Z ∈M − S.

Caso 2: X posee singularidades. Sea γ ⊆M separatriz inestable de silla. Decimos que
γ está estabilizada si ω(γ) es un atractor hiperbólico.

Análogamente, para γ̃ separatriz estable, decimos que γ̃ está estabilizada si α(γ) es
un repulsor hiperbólico.

Caso 2a: Todas las separatrices de X están estabilizadas. Por la hiperbolicidad de los
atractores y repulsores, hay U(X) ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ U(X)
todas las separatrices de Y están estabilizadas. Es decir, los campos de U(X) no pueden
ser aproximados por campos con ligación de sillas. Por el Lema 4.2.5, los campos de
U(X) tienen sólo recurrencias triviales. Aproximamos entonces X por Y ∈ K −S, por la
proposición 4.2.3 Y ∈M − S.

Caso 2b: X tiene alguna separatriz no estabilizada. Afirmamos que X puede ser apro-
ximado por Y que tiene una separatriz estabilizada más que X. Como X sólo tiene un
número finito de sillas, si probamos esta afirmación regresamos al caso 2a. con lo que
concluiŕıamos la demostración del teorema.

Sea U(X) ⊆ Xk(M) vecindad abierta de X tal que ∀Y ∈ U(X) Y tiene, por lo
menos, tantas separatrices estabilizadas como X. Por el Lema 4.2.6 podemos aproximar
X por Y ∈ U(X) de manera que las recurrencias de Y sean todas triviales. Tenemos 4
casos a considerar.

1) Y no posee ligación de sillas. Sea γ separatriz de silla no estabilizada de Y ( de no
existir regresamos al caso 2a), entonces ω(γ) (o α(γ)) es una órbita cerrada no hiperbólica.
Aproximamos Y por Z ∈ U(X) de manera que esta órbita sea hiperbólica, con lo cual
estabilizamos a γ.

2) Y tiene un gráfico que es ω-ĺımite ( o α-ĺımite) de una órbita. Sea S sección
transversal a Y en un punto regular p, con p en el gráfico. Al haber γ trayectoria tal que
p ∈ ω(γ) ( o p ∈ α(γ)), hay una sucesión {an} convergente a p con an ∈ γ ∩ S. Tomando
n suficientemente grande, el arco de trayectoria de γ que una an y an+1 junto con el
segmento (an, an+1) ⊆ S y el gráfico delimitan una región abierta A ⊆M homeomorfa a
un anillo (pues M es orientable).

Sea F caja de flujo con p ∈ F y ∆Y campo en F Ck -pequeño, transversal a Y en F
y que se anule fuera de F . Definimos

Z = Y + ∆Y =⇒
{
∀t ≥ 0 Zt[A] ⊆ A p ∈ ω(γ)

∀t ≤ 0 Zt[A] ⊆ A p ∈ α(γ)
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σ1 σ2
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(a) p ∈ α(γ)

σ1 σ2
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1

(b) p ∈ ω(γ)

La separatriz σ1σ2, que pertenece inicialmente al gráfico (para el campo Y ), después
de la perturbación es parte del anillo A. Aśı, el ω o α ĺımite, según sea el caso, de la
separatriz σ1σ2 pasa a ser una órbita cerrada del campo Z que se forma en el anillo A.
Esto se sigue del teorema de Poincaré- Bendixson, ya que Z no tiene singularidades en
A y ω(σ1σ2) (o α(σ1σ2)) está contenido en A. De ser necesario, perturbamos esta órbita
cerrada para que sea hiperbólica. De esta manera estabilizamos una separatriz de σ1 y
σ2.

3) Y tiene un gráfico que es aproximado por órbitas cerradas. Considerando el anillo A
formado por el gráfico y una órbita cercana al gráfico, hacemos una construcción análoga
al caso 2)

4) Hay γ ligación de sillas y S sección transversal a Y en p ∈ γ. Sea a ∈ S de manera
que todos los puntos en (a, p) ⊆ S tengan el mismo ω-ĺımite, el cual es un atractor.

Si esto no ocurriese para (a, p) suficientemente pequeño, por la proposición 4.2.3 regre-
saŕıamos al caso 2) o 3). Ya que, si Y no entra en el caso 2) entonces todo punto de (a, p)
tiene una órbita cerrada o una singularidad como ω-ĺımite. Si Y no pertenece al caso 3),
p no es aproximado por órbitas cerradas y por lo tanto ningún punto de (a, p) pertenece
a una órbita cerrada. Luego sus ω-ĺımites son atractores, como la variedad estable de
atractores es abierta, los puntos de (a, p) tienen el mismo ω ĺımite: σ.

Tomamos ahora una caja de flujo F con p ∈ F y ∆Y campo transversal a Y en F
que se anule fuera de F y apunte en la dirección de a ∈ S. Definimos Z = Y + ∆Y . La
separatriz inestable γ tendrá ωZ(γ) = σ. Si σ es una órbita cerrada podemos perturbar
ligeramente a Z para volverla hiperbólica y de esta manera estabilizamos γ.

Para finalizar, como consecuencia del Teorema 4.1.4 y el Teorema 4.2.7 podemos
concluir con el Teorema de Peixoto:

Teorema 4.2.8 (Teorema de Peixoto). Para X ∈ Xk(M2) con M2 superficie orientable,
X es estructuralmente estable si y solamente si X es un campo de Morse-Smale.

Aśı, tenemos ya caracterizados los campos vectoriales sobre superficies orientadas.

4.3. Generalizaciones

En esta sección haremos algunos comentarios sobre la densidad de los campos de
Morse-Smale en superficies orientables y su extensión parcial para superficies no orienta-
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bles. Enunciaremos los teoremas relativos de abertura y estabilidad para los campos de
Morse-Smale de dimensiones arbitrarias. En particular sabemos que hay campos estruc-
turalmente estables en cualquier variedad.

Los campos de Morse-Smale no son densos en Xk(M) con dim(M) ≥ 3, lo que mos-
traremos en la siguiente sección.

Cabe resaltar que los campos de Morse-Smale śı son densos en Gradk(M) = {X ∈
Xk(M) : X = grad(f) para alguna f ∈ Ck+1(M,R) } para dim(M) arbitraria.

La dificultad en demostrar la densidad de los campos de Morse-Smale en Xk(M2), con
M2 no orientable, radica en la demostración del Lema 4.2.5. Todos los demás resultados
son validos tanto para superficies orientables como para las no orientables. La respuesta
al caso general no orientable sigue siendo un problema abierto. Tenemos los siguientes
resultados parciales:

• M − S es denso en X1(M2) para M2 orientable o no. Pugh obtiene este resultado
utilizando el “closing Lemma”. La restricción a la topoloǵıa C1 se sigue del hecho
que el “closing Lemma” sólo se a probado para este caso.

• La densidad de M − S se puede probar para Xk(RP 2) con k ≥ 1. Esto debido a
que el Teorema de Poincaré-Bendixson es también válido en RP 2. Por lo que la
demostración que se dio para S2 también es válida para RP 2. Lo mismo ocurre
para la botella de Klein.

• Markley y Guitierrez simplificaron la demostración para la botella de Klein K2 de-
mostrando que, para la variedad L2 no orientable de genero uno mayor que K2. Es
decir, la suma conexa de un toro con K2. Las recurrencias no triviales son “orienta-
bles”, en el sentido de que están contenidas en subconjuntos de L2 homeomorfos al
toro. Por lo que nuestra demostración para variedades orientables también es válida
en este caso.

En conclusión, sabemos que M − S es denso , por lo menos, en Xk(M) para k = 1 o
para k ≥ 1 y M = RP 2, K2, L2, o M orientable. Daremos la demostración para el caso
X1(M2), utilizando el “closing Lemma”, el cual no demostraremos.

Lema 4.3.1 (“Closing Lemma”). Mn variedad de dimensión n, compacta y sin borde.
Sea X ∈ X1(Mn) con γ ⊆ M trayectoria recurrente no trivial de X. Dados p ∈ γ y
ε > 0 hay Y ∈ Xk(Mn) tal que ‖X − Y ‖1 < ε y OY (p) es una órbita cerrada.

Teorema 4.3.2. M − S es denso en X1(M), M superficie orientable o no.

Demostración. Sea X ∈ X1(M). Mostraremos que X puede ser aproximado por un cam-
po de Kupka-Smale que sólo tenga órbitas recurrentes triviales. Por el corolario de la
proposición 4.2.3 habŕıamos terminado. Sea X∗ ∈ K − S próximo a X. Si X∗ sólo tiene
recurrencias triviales no hay nada que hacer. Supongamos que X∗ tiene una recurrencia
no trivial γ1 ⊆ M . Sea p ∈ γ1, por el “closing Lemma” hay X1 próximo a X∗ tal que
σ1 = OX1(p) es una órbita cerrada. Aproximamos entonces X1 por X∗1 ∈ K−S que tenga
a σ∗1 como órbita cerrada hiperbólica cercana a σ1.

Si X∗1 sólo tiene recurrencias triviales, entonces X∗1 ∈M − S y hemos terminado. En
caso contrario repetimos el procedimiento anterior y aproximamos X∗1 por X∗2 ∈ K − S
cambiando una recurrencia no trivial de X∗1 , γ2 ⊆ M por una órbita cerrada hiperbólica
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σ∗2. Afirmamos que repitiendo este proceso un número finito de veces llegamos a un campo
X∗n ∈ K − S próximo a X que sólo tenga recurrencias triviales, por lo que X∗n ∈M − S.

Cada vez que realizamos este procedimiento podemos restringir el campo X∗i a un
campo de Kupka-Smale sobre una superficie N2 de genero estrictamente menor al de M2.
Equivalentemente de caracteŕıstica de Euler K(N2) mayor. Ya que K(N) = 2 − 2gN o
K(N) = 2 − gN según si N es orientable o no. Como K(N) ≤ 2 cualquiera que sea N ,
podemos llegar a un campo de Kupka-Smale con sólo recurrencias triviales en un número
finito de pasos.

Para comprobar esto efectuamos un corte en M a lo largo de la órbita cerrada σ∗1. Se
desprenden dos casos: Obtenemos una variedad M10 con frontera constituida de una o
dos copias de σ∗1 o dos variedades M11, M12, cada una con una frontera difeomorfa a σ∗1.
Sean D1, D2 discos. Según sea el caso de la frontera de M10, M10 ∪D1 o M10 ∪D1 ∪D2

es, identificando las fronteras de M10, D1 y D2, una variedad sin frontera. Luego,
K(M10 ∪ D1) = K(M) + K(D1) o K(M10 ∪ D1 ∪ D2) = K(M) + K(D1) + K(D2).
Como K(Di) = 1 para i ∈ { 1, 2} y N = M10 ∪ D1 o N = M10 ∪ D1 ∪ D2, es
claro que K(N) > K(M). Para el otro caso, tenemos que K(M) = K(M11) +K(M12) y
K(M11) < 1, K(M12) < 1. De lo contrario σ∗1 delimitaŕıa un disco, que es el caso anterior.
Luego, K(M11∪D1) = K(M11)+1 > K(M), K(M12∪D2) = K(M12)+K(D2) > K(M).
Podemos completar la restricción de X∗1 a M1i colocando en Dj un atractor o repulsor
según lo que sea σ∗1. Como la caracteŕıstica de Euler crece con cada iteración y está
acotada por 2, se sigue que terminamos en un número finito de pasos.

Respecto a los campos de Morse-Smale, sus clases de equivalencia fueron descritas por
Peixoto y Fleitas. Las componentes conexas fueron clasificadas por C. Gutierrez y W. De
Melo en ”On connected components of Morse-Smale vector fields on two Manifolds“,
Lecture Notes in Math, 597, Springer-Verlag, 1977.

Consideremos ahora una variedadM de dimensión arbitraria n dotada con una métrica
Riemanniana. Una pregunta básica es si existe algún campo estructuralmente estable en
M . La respuesta afirmativa la dan los siguientes resultados

• M − S es abierto, no vaćıo en Xk(M) para k ≥ 1.

• X ∈ Xk(M) con k ≥ 1: X ∈M − S =⇒ X estructuralmente estable.

• El conjunto de campos gradientes de Morse-Smale es abierto y denso en Gradk(M).

Veremos en la próxima sección que los campos de Morse-Smale no son densos en
Xk(M) para k ≥ 3 dando ejemplos de campos estructuralmente estables que no son de
Morse-Smale.

4.4. Clases estables de campos y difeomorfismos

En esta sección describiremos brevemente los difeomorfismos de Morse-Smale, los di-
feomorfismos de Anosov, los cuales son una clase de difeomorfismos estables que no coinci-
de con los difeomorfismos de Morse-Smale. Y los difeomorfismos que satisfacen el axioma
A y la condición de transversalidad. Estos últimos engloban las dos clases anteriores y es
la clase más general de difeomorfismos estables conocida.

Daremos a detalle dos famosos ejemplos que ilustran estas clases de difeomorfismos: un
difeomorfismo de Anosov en el dos-Toro debido a Thom y un difeomorfismo que satisface
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el axioma A y la condición de transversalidad en la esfera, conocido como la herradura
de Smale.

A parte de su importancia intŕınseca, el estudio de los difeomorfismos es importante
para la comprensión de los espacios de fase de los campos vectoriales. Lo cual ya ha sido
resaltado en los trabajos pioneros de Poincaré y Birkhoff sobre la teoŕıa cualitativa de los
sistemas dinámicos. Un ejemplo es la descripción de campos vectoriales en la vecindad
de una órbita cerrada a través de la transformación (un difeomorfismo) de Poincaré
asociada a una sección transversal. Al final del tercer caṕıtulo generalizamos esta idea
construyendo la suspensión de un difeomorfismo f . Aśı, cualquier difeomorfismo f en una
variedad compacta de dimensión n representa la transformación de Poincaré de un campo
Xf de una variedad de dimensión n+ 1. El campo Xf es denominado suspensión de f y
sus órbitas están en correspondencia natural con las órbitas de f . En particular:

• f ∈ K − S ⇐⇒ Xf ∈ K − S

• f estructuralmente estable ⇐⇒ X estructuralmente estable

Definición. Sea f ∈ Difk(M). Decimos que p ∈M es un punto no errante para f si para
cada vecindad abierta U ⊆ M de p y para cada n0 > 0 hay un m ∈ Z con |m| > n0 tal
que fm[U ] ∩ U 6= ∅.

Denotaremos por Ω(f) = { p ∈M : p es no errante para f}.

De manera análoga a el conjunto de los puntos no errantes de un campo vectorial:

• Ω(f) es cerrado e invariante bajo f .

• ∀q ∈M ω(q) ∪ α(q) ⊆ Ω(f).

Definición. Decimos que f ∈ Difk(M) es de Morse-Smale, denotado por f ∈ M − S, si
satisface:

• Ω(f) consiste sólo de puntos fijos y periódicos, los cuales son todos hiperbólicos.

• Ω(f) es finito.

• ∀p, q ∈ Ω(f) W s(p)−t W u(q).

Daremos a continuación hechos relevantes de los difeomorfismos de Morse-Smale.

El conjunto de los difeomorfismos de Morse-Smale es abierto no vaćıo en Difk(M),
para cualquier variedad M con k ≥ 1.

Los difeomorfismos de Morse-Smale son estructuralmente estables.

El conjunto de los difeomorfismos de Morse-Smale es denso en Difk(S1) para k ≥ 1.
Este hecho, debido a Peixoto, puede ser demostrado directamente a partir del Teorema
de Kupka-Smale para difeomorfismos y un argumento similar a la prueba del Lema 4.2.4.
Una demostración es la siguiente: Tomando un difeomorfismo f̃ ∈ Dif∞(S1) próximo a

f ∈ Difk(S1), consideramos la suspensión de f̃ , Xf̃ . Tenemos dos casos: X ∈ X∞(T 2)

o Xf̃ ∈ X∞(K2), dependiendo si f̃ preserva o no la orientación de S1. Aśı, S1 ⊆ T 2 o

S1 ⊆ K2 es una sección transversal global de Xf̃ con transformación de Poincaré f̃ . Si

Y ∈ Xk+1(T 2) (o Y ∈ Xk+1(K2)) es próximo a Xf̃ , entonces también S1 es una sección

transversal global a Y . Por lo que g ∈ Difk(S1), su transformación de Poincaré asociada,
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es próxima a f̃ y por lo tanto también a f . Como los campos de Morse-Smale son densos
en T 2 y K2, podemos escoger Y ∈M−S. Luego, g será un difeomorfismo de Morse-Smale
próximo a f .

Los difeomorfismos de Morse-Smale no son densos en Difk(M) para dimM ≥ 2. A
continuación exhibiremos un abierto no vaćıo U ⊆ Difk(S2) tal que U ∩ (M − S) = ∅.
Este ejemplo puede ser generalizado para cualquier variedad de dimensión mayor o igual
a 2.

Ejemplo. Sea X ∈ X∞(S2) con 4 singularidades: σ1, σ2 repulsores, σ4 atractor, y σ3 silla,
todos hiperbólicos. De manera que σ3 tiene una autoligación de silla. Sea Xt el flujo de
X, nos fijamos en f = X1 el difeomorfismo inducido en el tiempo t = 1.

σ4

σ2

σ3

σ1

1

Figura 4.11: Esbozo del flujo de X

σ3 es un punto fijo hiperbólico de f y una de las componentes conexas de W s
f (σ3)

coincide con una de las componentes de W u
f (σ3). Perturbaremos f para obtener g̃ ∈

Difk(S2) que tenga a σ3 como punto fijo hiperbólico y W s
g (σ3) −t W u

g (σ3) con W s
g (σ3) ∩

W u
g (σ3) 6= {σ3}. Para lograr esto, fijamos p ∈ W s

f (σ3) ∩W u
f (σ3) con p 6= σ3 y U ⊆ S2

abierto tal que p ∈ U y U ∩ f [U ] = ∅. Sea i : S2 → S2 Ck que coincide con la identidad
fuera de U tal que i(p) = p y i[W u

f (σ3)] = W de manera que W −t W s
f (σ3). Definimos

g̃ = i ◦ f . Afirmamos que g̃ /∈M − S ni cualquier difeomorfismo cercano a g̃.

Como g̃ = f fuera de U , σ3 es un punto fijo hiperbólico de g̃. Sea K = S2 − U , K es
compacto.

Veamos que W ⊆ W u
g̃ (σ3). Si x ∈ W , entonces i−1(x) ∈ W u

f (σ3), por lo tanto

g̃−1(x) = (i ◦ f)−1(x) = f−1 ◦ i−1(x) ∈ W u
f (σ3) ∩K

ya que f [U ] ∩ U = ∅. Como i|K = IdK entonces g̃−2(x) = f−1i−1f−1i−1 = f−2i−1,
inductivamente tenemos que g̃−n(x) = f−ni−1(x). Dado que i−1(x) ∈ W u

f (σ3), se sigue
que ĺımn→−∞ g̃−n(x) = ĺımn→−∞ f−ni−1(x) = σ3. Es decir, x ∈ W u

g̃ (σ3). Por otro lado,
W s
f (σ3)∩U ⊆ W s

g̃ (σ3). Ya que, si tomamos y ∈ W s
f (σ3)∩U , entonces g̃(y) = i◦f(y) = f(y).

Por lo tanto g̃n(y) = fn(y) y ĺımn→∞ g̃n(y) = ĺımn→∞ fn(y) = σ3.

Por lo anterior y debido a que W −t W s
f (σ3), llegamos a que W s

g̃ (σ3) −tp W u
g̃ (σ3). Aśı,

podemos cubrir W s
f (σ3)∩W u

f (σ3) con una cantidad finita de abiertos Ui. Repitiendo este
proceso para cada Ui obtenemos un difeomorfismo g. El cual satisface: σ3 es punto fijo
hiperbólico de g, g coincide con f fuera de ∪j≤lUj, y W s

g (σ3) −t W u
g (σ3). Por lo tanto

g ∈ K − S.
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Tomemos ahora p ∈ W s
g (σ3)∩W u

g (σ3) con p 6= σ3. p es denominado punto homocĺınico
transversal de W s

g (σ3) y W u
g (σ3).

σ3

p

1

Birkhoff mostró que p es acumulado por órbitas periódicas hiperbólicas de g. Smale
generalizó este resultado para dimensiones mayores. Aqúı únicamente usaremos el hecho
de que p es no errante. Para probar esto, sea l ⊆ W u

g (σ3) el arco que va de σ3 a p. Sean
V ⊆ S2 con p ∈ V y lV = V ∩ l. Entonces lV

−t W s
g (σ3). Por el λ-Lema, gn[lV ] contiene

arcos arbitrariamente cercanos a l ∀n ≥ m, para algún m ∈ N. Por lo tanto, hay m0 ∈ N
tal que ∀n ≥ m0 gn[lV ] ∩ V 6= ∅. Luego, como lV ⊆ V , entonces gn[V ] ∩ V 6= ∅ ∀n ≥ m0

y por lo tanto p ∈ Ω(g). Al ser p no periódico para g, g /∈ M − S. Como la propiedad
de transversalidad es una propiedad abierta, todo difeomorfismo próximo a g va a tener
puntos homocĺınicos transversales, los cuales serán recurrentes no periódicos. Es decir,
ningún difeomorfismo cercano a g es de Morse-Smale, con lo que concluimos que los
difeomorfismos de Morse-Smale no son densos en Difk(S2).

A partir de la no densidad de los difeomorfismos de Morse-Smale en Difk(Mn) para
n ≥ 2, v́ıa suspensión, concluimos que los campos vectoriales de Morse-Smale tampoco
son densos en Xk(Mm) para m ≥ 3.

Exhibiremos ahora un ejemplo debido a Thom de un difeomorfismo que tiene una infi-
nidad de órbitas periódicas y es estructuralmente estable. Este fue uno de los ejemplos que
motivaron la definición, dada por Anosov, de una clase de difeomorfismos estructuralmen-
te estables que tienen una infinidad de órbitas cerradas. En particular, hay difeomorfismos
estables que no son de Morse-Smale.

Ejemplo (Difeomorfismo de Thom). Sea L : R2 → R2 isomorfismo lineal hiperbólico
con matriz en la base canónica de R2:

L =

(
a b
c d

)

donde a, b, c, d ∈ Z y detL = 1. Si calculamos sus valores propios:

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = λ2 − (a+ d)λ+ 1 = 0 =⇒ λ =
a+ d±

√
(a+ d)2 − 4

2



4.4. CLASES ESTABLES DE CAMPOS Y DIFEOMORFISMOS 131

Para ningún k ∈ N se da que (a + d)2 − 4 = k2, por lo tanto
√

(a+ d)2 − 4 ∈ R − Q (o√
(a+ d)2 − 4 ∈ (R−Q)i si a + d = 1). Por otro lado detL = 1 implica que los valores

propios son λ, 1/λ. Al ser L hiperbólico, podemos suponer |λ| < 1 y |1/λ| > 1.

Los espacios propios Es, Eu tienen inclinación irracional y detL = 1 implica que L−1

tiene las mismas propiedades. Sean T 2 = R2/Z2 el toro y π : R2 → T 2 la proyección
canónica. Como L ∈ M2×2(Z), L[Z2] ⊆ Z2, por lo que L pasa al cociente T 2. Es decir,
podemos definir f : T 2 → T 2 por f

(
π(u, v)

)
= π

(
L(u, v)

)
. Como π L ∈ C∞, entonces

f ∈ C∞, y f = πLπ−1 implica f−1 = πL−1π−1.

R2 R2

T 2 T 2

π

L

π

f

Sean p ∈ T 2 y x ∈ R2 con π(x) = p. Tenemos que W s(p) = π[{x}+ Es] es, debido a la
inclinación irracional de Es, denso en T 2. Aśı, tenemos definida una foliación {W s(p) :
p ∈ T 2} de T 2, denominada foliación estable, la cual es invariante bajo el difeomorfismo
f : f [W s(p)] = W s(f(p)). Análogamente, tenemos la foliación inestable {W u(p) : p ∈ T 2}
dada por W u(p) = π[{x} + Eu]. Sean Es

p = TpW
s(p) y Eu

p = TpW
u(p). Tales que

Es
p = dπx[E

s], Eu
p = dπx[E

u], Es
f(p) = dfp[E

s
p], E

u
f(p) = dfp[E

u
p ].

Consideremos la métrica inducida por R2 en T 2 v́ıa π:

w1, w2 ∈ TT 2 =⇒ 〈w1, w2〉p = 〈dπ−1
z w1, dπ

−1
x w2〉

v ∈ Es
p =⇒ ‖dfpv‖ = |λ| ‖v‖

w ∈ Eu
p =⇒ ‖dfpw‖ = |λ|−1‖w‖

Por lo tanto

q ∈ W s(p) =⇒ ĺım
n→∞

(fn(q), fn(p)) = 0

q ∈ W u(p) =⇒ ĺım
n→∞

(f−n(q), f−n(p)) = 0

Si p es periódico de f , entonces p es hiperbólico y W s(p), W u(p) son, en efecto, las
variedades estable e inestable de f en p.

Por otro lado, para cada p, q ∈ T 2, no necesariamente distintos, W s(p) −t W u(q) y
W s(p) ∩W u(q) es denso en T 2. Ya que, si x, y ∈ R2 con π(x) = p y π(y) = q entonces
({x}+ Es)−t ({y}+ Eu).

En particular p0 = π(0) es un punto fijo hiperbólico de f y sus puntos homocĺınicos
transversales son densos en T 2. Esto implica que cualquier difeomorfismo cercano a f
(incluyendo a f) no es un difeomorfismo de Morse-Smale. De la densidad de los puntos
homocĺınicos tenemos también, por el resultado de Birkhoff, que los puntos periódicos de
f son densos en T 2.

Daremos una demostración directa de este hecho.

Proposición 4.4.1. Los puntos periódicos de f : T 2 → T 2 son densos en T 2.

Demostración. Veamos que π[Q2] = per(f), donde per(f) es el conjunto de los puntos
periódicos de f . Como π : R2 → T 2 es suprayectiva y continua entonces, al ser Q2 denso
en R2, tenemos per(f) denso en T 2.
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Sea Ln = {(m1/n, m2/n) : m1, m2 ∈ Z}. Es claro que Q = ∪n≥1Ln. Por otro lado,
L ∈M2×2(Z) implica que L[Ln] = Ln. Recordando que ∀n ∈ Z fn = πLnπ−1, obtenemos

f [π[Ln]] = πLπ−1π[Ln] = πL[Ln] = π[Ln]

Por otro lado

π[Ln] = [{(m1/n, m2/n) : m1, m2 ∈ Z, 0 ≤ |m1| ≤ n, 0 ≤ |m2| ≤ n}]

Es decir, π[Ln] es finito y, al ser invariante bajo f , por el principio de casillas, necesaria-
mente se da la contención π[Ln] ⊆ per(f). Se sigue que π[Q] ⊆ pre(f).

Sea ahora x ∈ R2 tal que fnx(πx) = πx, para algún nx ∈ N.

πLnxx = fnx(πx) = πx =⇒ Lnxx− x ∈ Z2

Sea y = Lnxx−x. Al ser L ∈ GL2×2(Z) hiperbólico, se sigue que Ln ∈ GL2×2(Z) también

es hiperbólico y por lo tanto Ln− Id ∈ GL2×2(Z). Se sigue que
(
Ln− Id

)−1 ∈ GL2×2(Q).

Dado que y = (Lnx − Id)x con y ∈ Z2 entonces x =
(
Lnx − Id

)−1
y ∈ Q2. Concluimos:

π(x) ∈ per(f) =⇒ π(x) ∈ π[Q]

con lo que tenemos la igualdad.

A primera vista puede parecer dif́ıcil mostrar que f es estructuralmente estable, pero
f posee una estructura hiperbólica global, f es inducido por un isomorfismo hiperbólico
de R2, y todas las órbitas periódicas de f son sillas con variedades estables e inestables
de la misma dimensión. Al contrario que un difeomorfismo de Morse-Smale, donde ne-
cesariamente aparecen atractores y repulsores (algo que demostraremos al final de esta
sección). Daremos a continuación una demostración sencilla y elegante, debida a Moser,
de la estabilidad estructural de f .

Proposición 4.4.2. f : T 2 → T 2 es estructuralmente estable.

Demostración. Sea g ∈ Difk(M) próximo a f . Afirmamos que hay G : R2 → R2 próximo
a L que induce en T 2 a g.

Sea x ∈ R2. Como gπ(x) es cercano a fπ(x), existe una única y ∈ R2 cercana a Lx
tal que π(y) = gπ(x). Sea G(x) = y, de la definición tenemos que πG(x) = gπ(x). g
próxima a f y π difeomorfismo local implica G próximo a L. Por lo que G es también
difeomorfismo. Escribiremos G = L+ φ. Al ser L hiperbólico, L y L+ φ son conjugados.
Es decir, existe H : R2 → R2 homeomorfismo a distancia finita de la identidad, tal que
HL = GH.

Basta probar que H induce un homeomorfismo h : T 2 → T 2 tal que πH = hπ. Pues,
al ser π suprayectiva.

hfπ = hπL = πHL = πGH = gπH = ghπ =⇒ hf = gh

Escribamos H = Id+ u.

HL = GH =⇒ (Id+ u)L = (L+ φ)(Id+ u)

=⇒ L+ uL = L+ Lu+ φ(Id+ u)

=⇒ uL = Lu+ φ(Id+ u)
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Queremos una u ∈ C0
b (R2) con (Id+ u)[Z2] = Z2. Es decir:

∀x ∈ R2 ∀p ∈ Z2 ∃q ∈ Z2 (Id+ u)(x+ p) = q + (Id+ u)x

despejando: u(x + p) = q − p + u(x). Como ‖u‖ debe ser pequeña, es necesario que
q − p = 0. Por lo tanto u(x+ p) = u(x) ∀x ∈ R2 ∀p ∈ Z2.

Sea ρ = {u ∈ C0
b (R2) : ∀x ∈ R2 ∀p ∈ Z2 u(x + p) = u(x)}. Sea L : ρ → ρ dada por

Lu = Lu− uL. Como L manda Z2 en Z2, para x ∈ R2, p ∈ Z2

(Lu− uL)(x+ p) = Lu(x+ p)− uL(x+ p)

= Lu(x)− u
(
L(x) + L(p)

)

= Lu(x)− uL(x)

=
(
Lu− uL)(x)

Luego, L[ρ] ⊆ ρ. L hiperbólico implica L invertible, y como G = L+φ se proyecta en T 2,
llegamos a que φ ∈ ρ. Por lo tanto, el mapeo µ : ρ→ ρ dado por µ(u) = L−1

(
φ(Id+ u)

)

está bien definido. Si ‖φ‖ es pequeña, es decir, si g está suficientemente cerca de f , µ
es una contracción. Por el Lema de contracción, µ tiene un único punto fijo u. El cual
satisface u = L−1

(
φ(Id+u)

)
y por lo tanto uL−Lu = Lu = φ(Id+u). Es decir, satisface

la condición que buscábamos. De manera análoga a la demostración del Lema 2.3.2, se
muestra que H = Id+u es un homeomorfismo. u ∈ ρ implica que H = Id+u se proyecta
a un homeomorfismo h : T 2 → T 2 con fh = gh.

Por lo tanto f es estructuralmente estable.

El ejemplo anterior motiva la definición de una clase de difeomorfismos, conocidos
como difeomorfismos de Anosov, que resultan ser estructuralmente estables.

Definición. Sea M variedad compacta. Decimos que f ∈ Difk(M) es un difeomorfismo
de Anosov si satisface las siguientes condiciones.

• Hay Es, Eu ⊆ TM fibraciones sobre M tales que TM = Es ⊕ Eu es la suma de
Withney.

• Es, Eu son invariantes bajo la diferencial Df en el siguiente sentido: Para cada
x ∈M

Df(x)[Es
x] = Es

f(x) y Df(x)[Eu
x ] = Eu

f(x)

Se sigue que Df [Es] = Es y Df [Eu] = Eu.

• Existe una métrica Riemanniana en M y λ ∈ (0, 1) constante tales que:

v ∈ Es
x =⇒ ‖Df(x)v‖ = λ ‖v‖ w ∈ Eu

x =⇒ ‖Df−1(x)w‖ = λ ‖w‖

Anosov fue el primero en demostrar que estos difeomorfismos son estructuralmente
estables en Difk(M) para M de cualquier dimensión. Anosov también define una cla-
se equivalente de campos vectoriales y demuestra la estabilidad estructural de estos en
Xk(M). La suspensión de un difeomorfismo de Anosov es un campo de Anosov.

Notemos que la definición impone fuertes condiciones sobre la variedad ambiente. Por
ejemplo, dentro de las superficies compactas, sólo el Toro admite un difeomorfismo de
Anosov. El ejemplo que dimos para T 2 se puede generalizar para T n = S1×S1× . . . ×S1
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(n-veces). Una clase ejemplos interesantes de campos de Anosov son los campos geodésicos
en variedades con curvatura negativa.

Tenemos dos clases de difeomorfismos estructuralmente estables: Morse-Smale y Anosov.
Cada una con caracteŕısticas distintas, de hecho la clase de difeomorfismos de Morse-
Smale es ajena a la clase de los difeomorfismos de Anosov. Mostraremos que la clase de
los campos vectoriales que son de Morse-Smale es ajena a la clase de campos vectoriales
Anosov. Debido a que la suspensión de un difeomorfismo de Morse-Smale es un campo
de Morse-Smale y la suspensión de un difeomorfismo de Anosov es un campo de Anosov,
tenemos automáticamente el resultado para difeomorfismos. Demostraremos primero una
caracteŕıstica interesante de los campos vectoriales de Morse-Smale.

Lema 4.4.3. X ∈ Xk(M) con M compacta. Si X ∈M−S entonces X tiene un elemento
cŕıtico atractor y un elemento cŕıtico repulsor.

Demostración. Sea p ∈M . Al ser X un campo de Morse-Smale, ω(p) es un único elemento
cŕıtico σ1. Si σ1 es un atractor terminamos. Supongamos que no. Sean s1 = dim(W s(σ1))
y u1 = dim(W u(σ)). Entonces, s1, u1 satisfacen que s1+u1 = n = dim(M) y u1 > 0. Sea
q ∈ W u(σ1)− σ1 . Aśı, O(q) = γ ⊆ W u(σ1)− σ1. ω(γ) = σ2 es un único elemento cŕıtico.
Como γ ⊆ W u(σ1) ∩W s(σ2), la intersección es no vaćıa. Luego, por la transversalidad
W u(σ1) −t W s(σ2), necesariamente s2 + u1 ≥ n, donde s2 = dim(W s(σ2)). Si s2 = s1

entonces s2 +u1 = n y dim
(
W s(σ1)∩W u(σ2)

)
= 0 . Pero 1 = dim(γ) ≤ dim

(
W s((σ1)∩

W u(σ2)
)

= 0, una contradicción. Por lo tanto s2 + u1 > n y s2 > s1. Repitiendo este
argumento obtenemos una sucesión creciente s1 < s2 < . . . < sk, siempre y cuando ui > 0.
Como si < n, esta sucesión debe ser finita, por lo que debe haber un indice r tal que
ur = 0. Lo que significa que el correspondiente elemento cŕıtico σr es un atractor.

De manera análoga, intercambiando los papeles de la variedad estable e inestable,
encontramos el repulsor de X.

Proposición 4.4.4. La clase de los campos de Morse-Smale es ajena a la clase de los
campos de Anosov. En otras palabras, si X ∈ Xk(M) es un campo de Morse-Smale,
entonces X no es Anosov:

Demostración. Debido a que los campos de Morse-Smale un elemento cŕıtico atractor y
uno repulsor, basta ver que ningún campo de Anosov cumple este requisito. Para esto
notemos que si σ es un elemento cŕıtico de X ∈ Anosov, entonces W s(σ) = Es

σ y
W u(σ) = Eu

σ , donde Es, Eu son las fibraciones que descomponen TM = Es ⊕ Eu. Por
lo tanto, toda variedad estable tiene la misma dimensión. Es decir, si σ1 y σ2 son dos
elementos cŕıticos distintos, entonces dim

(
W s(σ1)

)
= dim

(
W s(σ2)

)
. Pero la variedad

estable de un atractor tiene, por definición, dimensión igual a la de M , mientras que la
variedad estable de un repulsor tiene dimensión cero. Por lo tanto, si dim(M) > 0 entonces
X ∈ Anosov no puede tener simultáneamente un atractor y un repulsor. Concluimos que
si X es de Morse-Smale, entonces X no puede ser de Anosov.

Corolario. La clase de los difeomorfismos estables es ajena a la clase de los difeomor-
fismos de Anosov.

A partir de esta aparente disparidad, Smale introduce una nueva clase de difeomorfis-
mos que engloba las dos anteriores. Éstos difeomorfismos son estructuralmente estables
y se conjetura que todo difeomorfismo estructuralmente estable pertenece a esta clase.
Para esto, extenderemos la noción de elemento cŕıtico hiperbólico de la siguiente manera:
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Definición. Sean M variedad compacta, f ∈ Difk(M) y Λ ⊆ M con Λ cerrado e inva-
riante bajo f , es decir f [Λ] = Λ. Decimos que Λ es hiperbólico para f si:

• El fibrado tangente aM restringido a Λ se descompone en una suma directa continua
(Suma de Withney): TΛM = Es

Λ ⊕ Eu
Λ.

• Hay una métrica Riemanniana y λ ∈ (0, 1) constante tal que ∀x ∈ Λ:

v ∈ Es
x =⇒ ‖Df(x)v‖ = λ ‖v‖ w ∈ Eu

x =⇒ ‖Df−1(x)w‖ = λ ‖w‖

Consideremos ahora el conjunto no errante de f , Ω(f), el cual es cerrado e invariante
bajo f .

Definición. El difeomorfismo f satisface el axioma A si Ω(f) es hiperbólico para f y
Ω(f) = per(f). Es decir, los puntos periódicos de f son densos en los no errantes.

Si f satisface el axioma A, Smale mostró que Ω(f) se descompone en una unión finita
disjunta de subconjuntos cerrados, invariantes y transitivos

Ω(f) = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωr

Los subconjuntos Ωi son denominados conjuntos básicos. La transitividad de Ωi significa
que hay órbitas densas en Ωi.

En el caso de los difeomorfismos de Morse-Smale, los conjuntos básicos son órbitas
periódicas, mientras que para el difeomorfismo de Anosov que vimos, T 2 es el conjunto
básico.

En general los conjuntos básicos pueden tener una estructura complicada, como ve-
remos en los siguientes ejemplos. Como en el caso de Morse-Smale, estos pueden ser del
tipo atractor, repulsor o silla.

Generalizaremos los conceptos de variedades estable e inestable para órbitas no pe-
riódicas.

Definición. Sean f ∈ Difk(M) y x ∈M .

• La variedad estable de f en x es el conjunto

W s
f (x) = { y ∈M : ĺım

n→∞
d( fn(x), fn(y)) = 0 }

• La variedad inestable de f en x es el conjunto

W u
f (x) = { y ∈M : ĺım

n→∞
d( f−n(x), f−n(y)) = 0 }

Si Ω(f) es hiperbólico y x ∈ Ω(f) entonces W s
f (x) y W u

f (x) son inmersiones de clase

Ck de Rs, Ru de dimensiones complementarias.

Consideremos f ∈ Difk(M) un difeomorfismo que satisface axioma A. Sea Ω(f) =
Ω1, . . . ,Ωr, es la descomposición en conjuntos básicos. Por transversalidad: ∀x, y ∈
Ωi

(
x 6= y =⇒ dim(W s(x)) = dim(W u(y))

)
. En el caso del difeomorfismo de Anosov

en T 2 del ejemplo anterior, las variedades estables son proyecciones en T 2 de rectas pa-
ralelas con pendiente irracional de R2. Lo anterior también es cierto para las variedades
inestables.

Una última observación respecto a la condición de transitividad de los conjuntos bási-
cos. Al ser una condición dif́ıcil de probar directamente, el siguiente criterio es de utilidad:
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Lema 4.4.5. Si Λ es un conjunto hiperbólico para f con órbitas periódicas densas tal que
∀p, q ∈ per(f) ∩ Λ W s(p) ∩W u(q) 6= ∅, entonces Λ es transitivo.

Demostración.

Sea p ∈ per(f)∩Λ. Por el λ-Lema, dado que ∀p, q ∈ per(f)∩Λ W s(p)∩W u(q) 6= ∅,
tenemos que la variedad inestable W s(p) se acumula en per(f) ∩ Λ. Por lo que W s(p) es
denso en Λ. Escogemos una base de vecindades abiertas numerable Up

1 , U
p
2 , . . . , U

p
n, . . .

de p en Λ. El conjunto V p
r = ∪n∈Zfn[Up

r ] es abierto y denso en Λ. Λ cerrado implica que
Λ satisface la propiedad de Baire. Como las órbitas periódicas de f en Λ son hiperbólicas,
per(f) ∩ Λ es numerable y por lo tanto D = ∩p∈per(f), r∈NV p

r es denso en Λ. Aśı, si x ∈ D
y A ⊆ Λ es abierto no vaćıo, existe un Up

r ⊆ A, para algunos p ∈ A y r ∈ N. Como
x ∈ V p

r = ∪n∈Zfn[Up
r ], entonces O(x) ∩ A 6= ∅. Por lo tanto O(x) es densa en Λ.

Definición. Sea f ∈ Difk(M) que satisfaga el axioma A. Decimos que f satisface la
condición de transversalidad si ∀x, y ∈ Ω(f) W s(x)−t W u(y).

Smale demuestra que los difeomorfismos que satisfacen el axioma A y la condición de
transversalidad son estructuralmente estables.

Algunos ejemplos:

Ejemplo. Los difeomorfismos de Morse-Smale, donde Ω(f) = per(f). Los difeomorfismos
de Anosov en T 2 inducidos por isomorfismos lineales de R2. Se puede probar que todo
difeomorfismo de Anosov satisface el axioma A y la condición de transversalidad.

Ejemplo. Sea g : S1 → S1 difeomorfismo de Morse-Smale con dos puntos fijos: El polo
norte n repulsor, y el polo sur s atractor.

Sea f : T 2 → T 2 difeomorfismo de Anosov inducido por un isomorfismo lineal de R2.

Consideremos el difeomorfismo g× f : S1 × T 2 → S1 × T 2. El conjunto no errante de
g× f consiste de dos piezas Ω1 = {n}× T 2 y Ω2 = {s}× T 2. Ya que, si x ∈ S1−{n, s},
entonces x ∈ W s

g (s). Por lo tanto (x, y) es errante para cualquier y ∈ T 2 (debido a que
la primer coordenada lo es). Ωi es cerrado, hiperbólico y transitivo. Ω1 es repulsor y Ω2

atractor. Sean x ∈ Ω1, y ∈ Ω2 y (z, w) ∈ W s
g×f (x) ∩ W u

g×f (y). La variedad estable
W s
g×f (z, w) tiene dos componentes W s

1 a lo largo de S1 × {w} y W s
2 a lo largo de

{z} × T 2. Análogamente sean W u
1 , W

u
2 las dos componentes de W u

g×f (y) a lo largo de
S1 × {w} y {z} × T 2 respectivamente.

W s
1 =

(
S1 − {n}

)
× {w} y W u

1 =
(
S1 − {s}

)
× {w} ⇒ W s

1
−t W u

1

análogamente W s
2
−t W u

2 . Por la definición del difeomorfismo g × f y dado que

W s
g×f (x) = W s

1 ×W s
2 W u

g×f (y) = W u
1 ×W u

2

concluimos que W s
g×f (x) −t W u

g×f (y). Luego, el difeomorfismo g × f : T 3 → T 3 satisface
el axioma A y la condición de transversalidad, mas no es de Morse-Smale ni Anosov.

Ejemplo (Herradura de Smale). La herradura de Smale es un difeomorfismo f ∈
Dif∞(S2) que satisface el axioma A y la condición de transversalidad. El conjunto no
errante Ω(f) consiste de tres componentes: Ω1 un punto fijo hiperbólico repulsor. Ω2 es
un conjunto homeomorfo al Cantor donde las sillas periódicas son densas. Ω3 un punto
fijo atractor.
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En el polo norte de S2 colocamos Ω1, punto fijo hiperbólico repulsor. De manera que
el hemisferio norte, H+ junto con el ecuador, quedan contenidos en W u(Ω1). Denotemos
por H− el hemisferio sur. Sabemos que f [H−] ⊆ H−. Dividimos H− en tres regiones:

Q

D1

D2

Figura 4.12: H− = D1 ∪Q ∪D2

Procedemos a describir f en H− = D1 ∪Q∪D2. Sea l aplicación lineal que comprime
horizontalmente por un factor 0 < λ < 1/4 y expande verticalmente por µ > 4.

Sea g la aplicación que tuerce el cuadro central de l[Q] y lo traslada, formando una
herradura F . Tomamos f = g ◦ l en H−.

l g

Figura 4.13: Herradura de Smale

f [Q] ∩ Q consiste de dos componentes conexas rectangulares R̃1 y R̃2. Las cuales
imágenes de rectángulos R1, R2 ⊆ Q. Notemos que en los rectángulos R1 y R2, f es af́ın,
pues f |R1 es l compuesta con una traslación, mientras que f |R2 es l compuesta con una
traslación y una rotación.
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R1

R2
f

R̃1 R̃2

1

El mapeo f manda los segmentos horizontales R1 y R2 en los segmentos verticales R̃1

y R̃2.

Finalmente, en el centro del disco D̃1 = f [D1] colocamos un punto fijo hiperbólico

atractor Ω3 con D̃1 ⊆ W s(Ω3).

Analicemos Ω(f). Si x ∈ H+−{Ω1} entonces x ∈ W u(Ω1) y por lo tanto x es errante.

Si x ∈ D̃1 tal que x 6= Ω3, entonces x ∈ W s(Ω3) es errante. x ∈ D1 implica que f(x) ∈ D̃1,
por lo que f(x) ∈ W s(Ω3) − {Ω3} y por lo tanto x es errante. x ∈ D2 implica x ∈ D1 y
x errante. En conclusión x ∈ H−, con x 6= Ω3 sólo puede ser no errante si O(x) ⊆ Q. Por
lo que, si x ∈ Ω, con x 6= Ω1, x 6= Ω3 entonces x ∈ ∩n∈Zfn[q] = Λ.

A continuación describiremos el conjunto Λ. Aśı como Q ∩ f [Q] consiste de dos
rectángulos, Q ∩ f [Q] ∩ f 2[Q] consiste de cuatro componentes conexas rectangulares.

R̃1 R̃2

f [R̃1 ∪ R̃2]

1

Esquemáticamente tenemos:

Q, Q ∩ f [Q] = R̃1 ∪ R̃2, Q ∩ f [Q] ∩ f 2[Q] = R̃11 ∪ R̃12 ∪ R̃21 ∪ R̃22, etc...

Q R̃1 R̃2

R̃11 R̃12

R̃21 R̃22

1
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Colocamos los ı́ndices de los rectángulos de la siguiente manera: f [R̃1] = R̃11 ∪ R̃12

con R̃11 ⊆ R̃1, R̃1 ∩ R̃12 = ∅ f [R̃2] = R̃21 ∪ R̃22 con R̃21 ∩ R̃2 = ∅, R̃22 ⊆ R̃2.

En general R̃σ1σ2...σpσp+1 ⊆ R̃σ1σ2...σp si σp = σp+1 y R̃σ1σ2...σpσp+1 ∩ R̃σ1σ2...σp = ∅ si

σp 6= σp+1, donde σi ∈ { 1, 2}. Notemos que, para k > 0 R̃1...1(k veces ) ⊆ R̃1. Es decir

R̃1...1(k veces ) ⊆ fk[R̃1] ∩ Q. Por lo tanto fk[R̃1] ∩ R̃1 6= ∅. Lo mismo ocurre para cada

rectángulo R̃σ1...σp .

Consideremos una recta horizontal α con α ∩ Q 6= ∅. Sea [a, b] = α ∩ Q. El conjunto
[a, b]∩f [Q] consiste de dos segmentos ajenos, resultado de retirar tres segmentos disjuntos.
De cada uno de estos segmentos, retiramos nuevamente tres segmentos disjuntos para
formar [a, b]∩f [Q]∩f 2[Q] y aśı sucesivamente. De aqúı concluimos que [a, b]∩

(
∩n≥0f

n[Q]
)

es un conjunto de Cantor C1.

Sea β una recta horizontal, con β ∩ Q 6= ∅. Sea [c, d] = β ∩ Q entonces, para cada
n ≥ 0, [c, d] ∩ fn[Q] = [c, d] o [c, d] ∩ fn[Q] = ∅. Por lo tanto ∩n≥0f

n[Q] = C1 × [c, d].

Ya notamos que f−1[Q] ∩Q = R1 ∪R2 son dos rectángulos horizontales ajenos. Para
f−2[Q] ∩ f−1[Q] ∩ Q = R11 ∪ R12 ∪ R21 ∪ R22 obtenemos cuatro rectángulos ajenos, con
R11 ⊆ R1, R12 ∩R1 = ∅, R21 ∩R2 = ∅, R22 ⊆ R2.

f−1

R1

R2 f−1

R12

R22

R11

R21

1

Tenemos entonces una situación análoga a la anterior, pero ahora respecto al segmento
vertical [c, d]. Es decir, [c, d] ∩

(
∩n≤0 f

n[Q]
)

= C2 es un conjunto de cantor y para
el segmento horizontal sólo hay dos posibilidades, o [a, b] ∩ big(∩n≤0f

n[Q]
)

= [a, b] o
[a, b] ∩

(
∩n≤0 f

n[Q]
)

= ∅. Se sigue que ∩n≤0f
n[Q] = [a, b]× C2. Por lo tanto

Λ ∩
( ⋂

n∈Z
fn[Q]

)
= C1 × C2

el producto de dos conjuntos homeomorfos al conjunto de Cantor.

Λ es hiperbólico ya que f manda segmentos verticales en segmentos verticales expan-
didos y segmentos horizontales en segmentos horizontales contráıdos.

Sea x ∈ Λ y R ⊆ Q rectángulo centrado en x con lados verticales del mismo tamaño
a los de Q. Como Λ está contenido en la intersección de la sucesión de rectángulos R̃σ1...σp

entonces R contiene uno de los rectángulos R̃σ1...σp .

Mostraremos que x ∈ Λ implica que x es no errante. Sean Qx ⊆ Q cuadrado conte-
niendo a x y N > 0. Buscamos una n > N tal que fn[Qx] ∩ Qx 6= ∅. Como f expande
segmentos verticales hay un m0 ≥ 0 tal que fm[Qx]∩Q contiene un rectángulo R0 con al-

tura igual a la de Q. Al ser Λ invariante bajo f , fm(x) ∈ Λ. Entonces existes R̃σ1...σp ⊆ R0,

tomemos k > N + m0, entonces fk[R̃σ1...σp ] ∩ Rσ1...σp 6= ∅. Por lo tanto fk[R0] ∩ R0 6= ∅
y x es no errante.
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Comprobaremos que los puntos periódicos son densos en Λ. Ya mostramos que x ∈ Λ
y Qx cuadrado con x ∈ Qx implica que fn[Qx]∩Qx 6= ∅ para n a suficientemente grande.
Por otro lado, f comprime linealmente segmentos horizontales de Λ y expande segmentos
verticales de Λ. De la expansión concluimos que hay un segmento vertical lV ⊆ Qx tal
que lV ⊆ fn[lV ]. De la contracción, hay lh ⊆ Qx segmento horizontal tal que fn[lh] ⊆ lh.
Luego, {p} = lV ∩ lh implica que {fn(p)} = fn[lv ∩ lh] = fn[lv] ∩ fn[lh] = lv ∩ lh = {p}.
Por lo tanto fn(p) = p es un punto periódico para f . Se sigue que los puntos periódicos
son densos en Λ.

Para comprobar que Λ es un conjunto básico sólo falta verificar que hay órbitas densas
en Λ. Por el criterio del Lema 4.4.3, al ser Λ hiperbólico para f y los puntos periódicos de
f ser densos en Λ, basta mostrar que p, q ∈ per(f)∩Λ implica que W s(p)−t W u(q). Pero
esto es inmediato ya que W s(p) contiene sólo segmentos horizontales y W u(q) contiene
sólo segmentos verticales para cada p, q ∈ per(f) ∩ Λ.

Concluimos que los conjuntos básicos del difeomorfismo C∞ f : S2 → S2 son Ω1, Ω2 =
Λ y Ω3. f satisface la condición de transversalidad debido a que Ω1 es un repulsor, Ω3

un atractor y ya verificamos que Ω2 la satisface. Luego, f satisface el axioma A y la
condición de transversalidad.

Sea Ak(M) ⊆ Difk(M) la clase de los difeomorfismos que satisfacen el axioma A y
la condición de transversalidad. Consideremos M compacta. Smale conjetura que f ∈
Difk(M) es estructuralmente estable si y sólo si f ∈ Ak(M). Dos resultados que se tienen
sobre la estabilidad estructural de los difeomorfismos f ∈ Ak(M) son los siguientes:

• Robin demuestra que: f ∈ A2(M) =⇒ f estructuralmente estable.

• De Melo demuestra que : f ∈ A1(M2) =⇒ f estructuralmente estable.

Sigue siendo una pregunta importante si f ∈ A1(M) es estructuralmente estable para M
de dimensión arbitraria. En el caso particular de que Ω(f) es finito, entonces f ∈ Difk(M)
es estructuralmente estable si y sólo si f ∈M − S.
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