UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERIA
INGENIERIA QUIMICA - PROCESOS

DINAMICA DE FLUIDOS EN SISTEMAS CON Y SIN
ELASTICIDAD. REDES Y MICROTUBOS.

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN INGENIERIA

PRESENTA:
AIMEE MAGDALENA TORRES ROJAS

TUTOR PRINCIPAL

DRA. EUGENIA CORVERA POIRE
FACULTAD DE QUIMICA, UNAM

COMITE TUTOR

DR. JESUS ANTONIO DEL RiO PORTILLA
INSTITUTO DE ENERGIAS RENOVABLES, UNAM

DR. EDUARDO VIVALDO LIMA
FACULTAD DE QUIMICA, UNAM

MEXICO, CIUDAD DE MEXICO, NOVIEMBRE 2018.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO

PROFESORES
Presidente: Dr. José Roberto Zenit Camacho
Secretario: Dr. Luis Fernando Olguin Contreras
ler. Vocal: Dr. Juan Pablo Aguayo Vallejo
2do. Vocal: Dr. Mariano Lépez de Haro
3er. Vocal: Dra. Eugenia Corvera Poiré

Esta tesis fue realizada en:

Departamento de Fisica y Quimica Tedrica
Cubiculo F-210

Facultad de Quimica, Ciudad Universitaria
Universidad Nacional Auténoma de México

TUTOR DE TESIS:

Dra. Eugenia Corvera Poiré

FIRMA



AGRADECIMIENTOS

En primer lugar, quiero agradecer a la Dra. Eugenia Corvera por ser parte esencial en mi
formacién, por sus incontables ensefianzas y consejos. Agradezco su dedicacién, su confian-
za y su carino. Maestra, gracias por procurar siempre mi crecimiento personal y profesional.

Es una persona muy valiosa en mi vida, cuenta con mi infinito carino y agradecimiento.

Agradezco con carino al Dr. Luis Olguin por sus ensenanzas y consejos. Por ser un ex-

celente guia en mi aprendizaje del campo de la microfluidica.

Agradezco a los miembros de mi Comité Tutor, el Dr. Eduardo Vivaldo y el Dr. Jesis
Antonio del Rio, las valiosas observaciones y recomendaciones que me hicieron en las eva-

luaciones semestrales.

Agradezco también a los miembros del jurado por el tiempo que dedicaron a la revision del

primer manuscrito de esta tesis y por sus ttiles observaciones para mejorarlo.

Agradezco al Dr. Ignacio Pagonabarraga por el apoyo que me brindé durante mis estancias
en la Universidad de Barcelona y por las estimulantes discusiones para llevar a cabo los

proyectos en los que colaboramos y que son parte de esta tesis.

Agradezco al Dr. Rui Travasso por sus multiples ensefianzas y su amable disposiciéon para

llevar a cabo los proyectos en los que hemos colaborado y que forman parte de este trabajo.

Agradezco también a Pamela Vézquez por la colaboracién que hemos empezado, que es-

pero sea el comienzo de una carrera académica de muchos encuentros.

Agradezco a CONACyT la beca recibida para mis estudios de doctorado con nimero de
becario 245675.

Agradezco al Sistema Nacional de Investigadores, el apoyo otorgado como ayudante de

investigador nacional nivel III, con nimero de expediente 15899, a partir de enero de 2018.



Agradezco a la Comisién Europea el apoyo a través de una accién Marie Curie (FP7-
PEOPLE-2011- IIF) para la realizacién de dos estancias de investigacién durante enero y

junio de 2014 en la Universidad de Barcelona.

Agradezco a CONACyT el apoyo proporcionado a través del proyecto 219584 para parti-

cipar en el congreso:

= 27th International Conference on Science and Technology of Complex Fluids celebra-
da en San Luis Potosi, San Luis Potosi del 22 al 26 de junio de 2015.

Agradezco a CONACyYT y a la Facultad de Quimica de la UNAM el apoyo para participar

en los congresos:

= XLVI Winter Meeting on Statistical Physics celebrado en Taxco, Guerrero del 8 al
11 de enero de 2017.

= XLVII Winter Meeting on Statistical Physics celebrado en Puebla, Puebla del 7 al
10 de enero de 2018.

Agradezco a la Red Temadtica de la Materia Condensada Blanda de CONACyT por el

apoyo proporcionado para participar en las reuniones:

s Tercera Reunién de la Red de Materia Condensada Blanda celebrada en San Luis
Potosi, San Luis Potosi del 27 al 30 de noviembre de 2014.

s Cuarta Reunién de la Red de Materia Condensada Blanda celebrada en Zacatecas,
Zacatecas del 12 al 15 de noviembre de 2015.

= Quinta Reunién de la Red de Materia Condensada Blanda celebrada en Leén, Gua-
najuato del 3 al 5 de agosto de 2017.

Eugenia Corvera Poiré declares that the research leading to these results has received
funding from the European Union Seventh Framework Programme (FP7-PEOPLE-2011-
IIF') under Grant Agreement No. 301214.



Finalmente, agradezco a las personas que quiero y estimo:

A ti Gerardo, gracias por ser la persona que eres, por ser diferente a mi y por todo lo que
me ensenas. Te agradezco ser el equilibrio en mi vida y hacer que siempre aterrice en lo

verdaderamente importante. Te amo hijo.

A ti mamad, gracias por ser una mujer fuerte, inteligente y tenaz. Gracias por mostrar-
me el valor del esfuerzo y por ser un ejemplo de metas alcanzadas. Tus ensenanzas me

hicieron maés fuerte y mds valiente. Te agradezco tu carino y tu apoyo. Te amo.

A ti Arturo, gracias por ser mi companero. Gracias por amarme, cuidarme y apoyarme. Te

amao.

A ti Luis, gracias por ser el mejor padre para Gerardo. Gracias por hacer equipo conmi-

go en el proyecto méas importante de nuestras vidas. Te agradezco tu respaldo incondicional.

Familia y amigos, gracias por creer en mi. Gracias por su carino y su apoyo. Los valo-

ro y los quiero mucho.

A ti Joaquin, gracias por tu leal amistad, y por todo lo que hemos compartido y aprendido

juntos. Te quiero mucho.

Amigos del cubo, gracias por haber hecho de estos anos una etapa increible. Gracias por
las asesorias, los consejos y los momentos de diversién. Son grandes personas y me llevo

mucho de ustedes. Los quiero y los valoro mucho.



DECLARACION DE ORIGINALIDAD

Los resultados originales de este trabajo son:

= Adaptacion del modelo de redes rigidas al estudio de una red de vasos cuyos radios
siguen la ley de Murray en la que circula un fluido con las propiedades reoldgicas de

la sangre, presentado en el capitulo 2.

= Adaptacién del modelo de redes rigidas para estudiar redes redundantes obstruidas,
todos los resultados y el andlisis del capitulo 3. Respuesta dindmica de fluidos new-

tonianos y viscoelasticos en redes de tubos rigidos con redundancia y obstrucciones.

= Planteamiento del modelo, todos los resultados y el anélisis del capitulo 4. Permea-

bilidad dindmica de fluidos newtonianos en tubos eldsticos.

» Planteamiento del modelo, todos los resultados y el analisis del capitulo 5. Permea-

bilidad dindmica de fluidos viscoeldsticos en tubos elédsticos.

= Anélisis de los datos experimentales reportados en el capitulo 6.



RESUMEN

Estudiamos la dindmica de dos sistemas fluido-medio confinante por medio de funciones
respuesta. Para el estudio de un fluido que circula bajo un gradiente de presion pulsado en
un tubo, usamos la permeabilidad dindmica, K (w), que relaciona el flujo con el gradiente
de presion en el dominio de frecuencias. Para estudiar el flujo pulsado en redes, usamos
la funcién respuesta de la red, x(w), que relaciona el flujo con la caida de presién en el

dominio de frecuencias.

En la primera parte del trabajo, estudiamos dos tipos de redes que denominamos redes
equivalentes, construidas exr professo para que tengan la misma respuesta en ausencia de
obstrucciones. Estas son: redes con redundancia integrada (a la que llamamos intrinseca) y
redes no redundantes formadas por tubos mds anchos que las anteriores. Estudiamos redes
con relevancia fisiolégica y redes potencialmente ttiles en microfluidica. Encontramos que
las redes equivalentes dejan de serlo en presencia de obstrucciones, que es cuando las ven-
tajas de la redundancia intrinseca se manifiestan y son relevantes. Analizamos los lugares
de la red en los que la redundancia intrinseca representa un mayor beneficio cuando se
presentan obstrucciones. Proponemos un criterio para medir la tolerancia de las redes a las
oclusiones. Mostramos que la redundancia intrinseca reduce los enormes gradientes en la

rapidez de deformacion causados por las oclusiones.

En la segunda parte del trabajo, estudiamos la dinamica de sistemas con elasticidad en el
medio confinante. Encontramos una expresion analitica para la permeabilidad dindmica de
fluidos newtonianos que fluyen a través de tubos elasticos y estdn sujetos a gradientes de
presién pulsados. Mostramos que la interaccién entre la viscosidad del fluido, la elasticidad
de la pared y el tamano caracteristico del sistema confinante da lugar a una vasta fenome-
nologfa que incluye resonancias. Estas son relevantes en geometrias confinantes pequerias
con modulos de Young bajos. Presentamos los resultados correspondientes al sistema aceite
mineral en un microtubo de PDMS, potencialmente 1til en microfluidica. Escribimos una
ley de Darcy generalizada, en donde el flujo promediado en la direccién axial es proporcional
a la caida de presion. También mostramos que cuando un fluido viscoeldstico fluye a través
de un tubo eldstico existe una competencia entre ambas elasticidades, y que cambiando los
valores de los pardmetros del sistema podemos exaltar o mitigar uno u otro efecto, o hacer

que ambos cooperen para dar una respuesta mayor a la que darian por separado.

Finalmente, describimos dos estudios experimentales en los que hicimos el analisis de datos.
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INTRODUCCION

La dinamica de un sistema fluido-medio confinante se puede describir a partir de funcio-
nes respuesta del mismo. Se denomina funcién respuesta a aquella funcién que relaciona,
a través de un cociente, la respuesta de un sistema (o senial de salida) con una senal de
entrada o perturbacion. En el estudio del movimiento de un fluido que circula en una geo-
metria confinada rigida, hay una funcién respuesta conocida como permeabilidad, K. La
permeabilidad es una medida de la resistencia a fluir de un fluido a través de un medio
confinante, esto es, a mayor permeabilidad menor resistencia al flujo. En estado estacio-
nario, la permeabilidad sélo es funcion de la geometria del medio. Por ejemplo, para un
fluido sujeto a un gradiente de presién que no depende del tiempo y que circula a través
de un tubo de radio a, la permeabilidad estd determinada por el tamano caracteristico del

sistema, esto es, K = a?/8.

Para fluidos sujetos a forzamientos pulsados, es decir, gradientes de presién que cambian
periédicamente en el tiempo, el movimiento del fluido se puede describir a través de una
ley de Darcy generalizada, en la cual la permeabilidad dinamica, K (w), es una funcién res-
puesta del sistema y relaciona el flujo con el gradiente de presién. En situaciones dindmicas,
la permeabilidad, ademéds de depender de la geometria del medio circundante, también es
funcién de la frecuencia y de las caracteristicas del fluido, como la densidad, la viscosidad

y el tiempo de relajacién (en el caso de fluidos viscoelasticos) [1].

Matematicamente, la permeabilidad es un factor de proporcionalidad entre el flujo y el

gradiente de presion en el dominio de frecuencias. Fisicamente, es una funcién respuesta

10
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que mide la resistencia de un fluido a circular en la direccién de flujo, para cada uno de los

modos involucrados en el gradiente de presion.

La permeabilidad dindmica de un fluido newtoniano que circula en un medio rigido decae
mondétonamente con la frecuencia [2, 3]. En cambio, en el caso de un fluido viscoeléstico
que se mueve en un medio rigido, el fluido viscoeldstico presenta -como cualquier sistema
clastico- resonancias a ciertas frecuencias. Estudios tanto tedricos como experimentales con
fluidos viscoeldsticos moviéndose en sistemas rigidos [4, 5] han mostrado que la permeabi-
lidad dindmica puede incrementar en érdenes de magnitud cuando el sistema es forzado a
ciertas frecuencias. Estas resonancias tienen su origen en la interaccion entre la densidad,
la viscosidad y el tiempo de relajacién del fluido; y una escala de longitud caracteristica

de la geometria del confinamiento.

En la literatura, se han obtenido permeabilidades dindmicas para fluidos newtonianos [2, 3],
de Maxwell [1, 4, 6, 7, 8] y viscoeldsticos lineales generales [9], que circulan a través de
estructuras rigidas de distintas geometrias y con diferentes condiciones de frontera entre el

fluido y el medio confinante.

El estado del arte sobre la comprension de la dinamica de fluidos newtonianos y viscoelasti-
cos en medios rigidos, nos permite estudiar estos fluidos en geometrias complejas, como las
redes tipo drbol. Para estudiar el flujo pulsado en redes rigidas, usamos la funcién respuesta
de la red, {(w), como una extensién del concepto de permeabilidad dindmica, K (w). Esta
funcion respuesta de la red se define como una permeabilidad efectiva por un drea efectiva
y relaciona el flujo con la caida de presién total en la red. A mayor respuesta de la red

mayor flujo.

Por otra parte, para estudiar la dinamica de fluidos confinados en medios eldsticos es ne-
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cesaria investigacién mas fundamental, ya que el efecto de la interaccion entre la pared
elastica del medio y el fluido sobre la permeabilidad no ha sido estudiado para geometrias
simples. Es por esto que para el estudio de estos sistemas, usamos una geometria de un

solo tubo.

Este trabajo, por tanto, se conforma de dos partes principales.

La primera parte esta dedicada a fluidos newtonianos y viscoelasticos en redes rigidas.

En el capitulo 3, abordamos el estudio de redes redundantes y no redundantes en presencia
de obstrucciones. La redundancia constituye un aspecto fundamental e intrinseco de una
gran variedad de sistemas naturales. Esta provee caminos alternativos para que un proceso
ocurra y tiene una funcién protectora en caso de falla de las partes o de los mecanismos
fragiles del sistema. En general, la redundancia es costosa desde un punto de vista energéti-
co, sin embargo, los sistemas naturales presentan caracteristicas redundantes cuando los
beneficios superan a los «costos». En imitacion de la naturaleza, los humanos han incor-
porado la redundancia a diversos sistemas manufacturados para garantizar la fiabilidad de

los mismos cuando el costo de tener fallas es demasiado alto.

La redundancia en redes fluidicas ocurre en muchos sistemas naturales. Por ejemplo, estd
presente de manera intrinseca en las redes vasculares de mamiferos y juega un papel clave
en la fisiologia de la isquemia cerebral (falta de oxigeno), ya que hace a la red resistente a

los eventuales bloqueos y permite la redistribucion de la sangre.

Analizamos redes fluidicas genéricas, potencialmente titiles en microfluidica -en donde las
obstrucciones pueden causar la falla del dispositivo-, y redes fisiolégicas realistas -en las

cuales las obstrucciones pueden comprometer la irrigacion de un tejido-. Estudiamos redes
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redundantes y no redundantes, que en ausencia de obstrucciones oponen la misma resis-
tencia al flujo, y las denominamos redes equivalentes; para éstas, el costo energético para
fluir y el flujo mismo -dado un gradiente de presién- son idénticos. Analizamos cémo se

modifica el flujo en redes equivalentes cuando se presentan obstrucciones.

Nuestros resultados muestran que las ventajas de la redundancia intrinseca, se manifiestan
y son relevantes en presencia de obstrucciones, mientras que para redes fluidicas no obs-

truidas, otro tipo de topologias serian igualmente eficientes para el transporte.

Estos resultados no sélo representan un paso mas en la comprension de la redundancia
intrinseca, sino que proveen nuevos conocimientos sobre por qué, a pesar de un mismo
costo energético asociado al flujo, la naturaleza ha elegido la redundancia para asegurar la

irrigacién de los tejidos en lugares clave del organismo.

Este andlisis también nos da orientacién en el disefio de redes robustas en microfluidica,
en el que una eleccién adecuada de la cantidad y de los lugares en donde se encontrara

la redundancia, podria evitar que la red fallara por bloqueo, debido a particulas o burbujas.

La segunda parte del trabajo se refiere al estudio de la dinamica de sistemas con elasticidad

en el medio confinante.

En el capitulo 4, analizamos el comportamiento dindmico de fluidos newtonianos incom-
presibles, que fluyen a través de tubos elasticos y que estan sujetos a gradientes de presion
pulsados. A este estudio dedicamos la mayor parte de esta tesis. Desarrollamos conocimien-
tos fundamentales para dilucidar el papel que juega la interaccion entre la viscosidad del
fluido, la elasticidad de la pared del tubo y el tamano caracteristico del medio confinante

en la dindmica del sistema.
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Conocer la permeabilidad dindmica de fluidos circulando en medios eldsticos puede ser
relevante en sistemas fisiologicos, ya que en éstos los fluidos estdn confinados por medios
con paredes elasticas, como las arterias grandes o los bronquios; también puede ser relevan-
te en microfluidica, ya que los microchips frecuentemente estan hechos de polimeros muy
elasticos, como el polidimetilsiloxano (PDMS), que confinan a los fluidos que circulan en

ellos [10].

Encontramos una expresion analitica para la permeabilidad dindmica de fluidos newtonia-
nos, sujetos a gradientes de presion pulsados, en tubos elasticos. Esta, contiene informacién
tanto del fluido como del medio que lo confina. Observamos un comportamiento resonante
en la permeabilidad dinamica de fluidos newtonianos en tubos eldsticos que no ha sido
reportado previamente. Obtenemos resultados que indican que estas resonancias son rele-
vantes en pequenas geometrias confinantes y médulos de Young muy bajos. Por ejemplo,
para aceite mineral moviéndose en un microcanal de 200 micras hecho de PDMS, encon-

tramos una frecuencia de resonancia en el rango del ultrasonido.

Escribimos una ley de Darcy generalizada para fluidos newtonianos que circulan en tubos
elasticos en donde el flujo promediado en la direccién axial es proporcional a la caida de
presién en el tubo. Esta nueva ley de Darcy generalizada conserva la forma de la ley de
Darcy para tubos rigidos, por lo que la permeabilidad dindmica en sistemas eldsticos, tiene
un significado muy parecido al que tiene en sistemas rigidos, i.e., es una medida de la resis-
tencia a fluir a lo largo de la direccién de flujo para cada uno de los modos involucrados en
la caida de presién y sigue siendo tutil para saber a qué frecuencias se maximiza la amplitud

del flujo promedio.

En el capitulo 5 presentamos un estudio preliminar de la dindmica de un sistema con
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elasticidad tanto en el fluido como en el medio confinante. Esto es, estudiamos un fluido
viscoelastico en un tubo elastico. Encontramos una permeabilidad dindmica que presenta
resonancias y hallamos que existe una competencia entre la elasticidad debida al tubo y
la elasticidad debida al fluido. Cambiando los valores de los parametros en el sistema, es
posible exaltar uno u otro efecto y hacer que la permeabilidad presente resonancias mas cer-
canas a las causadas por la pared, o més cercanas a las causadas por el fluido viscoeldstico.
Observamos también que la permeabilidad de sistemas con elasticidad (ya sea en la pared,

en el fluido o en ambos) es mayor que la de un sistema sin elasticidad.

Finalmente, en ¢l capitulo 6 mostramos un breve resumen de dos proyectos experimentales
sobre dinamica de flujos pulsados en microfluidica en los que participé activamente y que

forman parte del trabajo doctoral.



ANTECEDENTES

La permeabilidad, K, es una medida de la resistencia a fluir de un fluido en un medio
confinado. A mayor permeabilidad, menor resistencia al flujo. En estado estacionario, la
permeabilidad sélo es funcién de la geometria del medio. Por ejemplo, para un fluido que

circula a través de un tubo, la permeabilidad es K = %, en donde a es el radio del tubo.

Cuando un fluido esta sujeto a un gradiente de presién pulsado, su movimiento se pue-
de describir a través de la permeabilidad dindmica, K (w). En situaciones dindmicas, la
permeabilidad, ademds de depender de la geometria del sistema, también es funcién de la
frecuencia de pulsamiento, w, y de las caracteristicas del fluido, como la densidad, p, la

viscosidad, p, y el tiempo de relajacion, ¢, (en el caso de fluidos viscoelésticos) [1].

2.1. Permeabilidad dindmica en un tubo rigido

La dindmica de un fluido que circula en una geometria confinante puede ser descrita a
través de una ley de Darcy generalizada, en la cual la permeabilidad dinamica relaciona la
velocidad con el gradiente de presion. Esta relacién se obtiene a partir de la solucién, en
el dominio de las frecuencias, de la ecuacion linealizada de conservaciéon de momento y de

la ecuacion constitutiva del fluido.

Para un fluido de Maxwell que circula en un cilindro rigido de radio, a, y longitud, [,
sujeto a un gradiente de presion independiente de la direccion axial con condiciones de

frontera tales que la velocidad, u, se haga cero en las paredes, el promedio de la velocidad

16
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en la seccion transversal de flujo es

_ K(w) dp
. e Cl (2.1)

en donde la permeabilidad dinamica estd dada por

SN M (Jo(07))r
K(w) = “i [1 - JOO(—&I)} , (2.2)

en la cual r es la coordenada radial,

2J1 (5&)

(thw +iw) y  (Jo(6r)), = 5

<2
5 =

= I

Jo es la funcién de Bessel de orden cero y Ji es la funcién de Bessel de primer orden. Para
fluidos newtonianos t, = 0. Los detalles para obtener la ecuacién (2.2) se pueden ver en

las referencias [4] y [11], los resultados fueron obtenidos originalmente en [1].

A partir de la velocidad promedio del fluido -ecuacién (2.1)- se obtiene el flujo en el dominio
de la frecuencia como
5 AK(w) dp

Q) = - "= ), (23)

en donde A es el drea de la seccién transversal del tubo. La ecuacién (2.3) es una ley de

Darcy generalizada para fluidos de Maxwell y newtonianos (¢, = 0) en tubos rigidos.

Para un solo modo en el gradiente de presién dependiente del tiempo %(t) = Apo+s(wot),
el flujo como funcién del tiempo estd dado por [4]:
A . . A
Q(t) = = ATl (wo)] cos(aat) + Tm[K (wo)] sen(ot) } == (2.4)

Por tanto, conocer la permeabilidad dindmica nos permite calcular el flujo dependiente
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del tiempo. Las partes real e imaginaria de la permeabilidad dan las contribuciones al
flujo en fase y fuera de fase con el gradiente de presién, respectivamente. K (wo) es una
cantidad compleja que puede ser escrita en términos de su magnitud, |K (wo)|, ¥ su fase,
¢, como K(wy) = |K(wg)|e?. De modo que, la ecuacién (2.4) se puede escribir como

Qt) = —% | K (wo) % cos(yp — wot). La amplitud del flujo estd entonces dada por:

A - A
Qe = K (o)l = (2.5)

La ecuacion anterior muestra que la magnitud de la permeabilidad es linealmente pro-
porcional a la amplitud de flujo para sistemas forzados con un sélo modo en el gradiente
de presién. Debido a la linealidad de las ecuaciones de movimiento del fluido, es posi-
ble expresar el flujo, a cualquier gradiente de presion dependiente del tiempo, como una
superposicion lineal de modos sinusoidales, cada uno ponderado por su correspondiente

permeabilidad. Esto se puede ver con mds detalle en [4].

Diversos estudios de fluidos viscoeldsticos fluyendo en geometrias confinadas [1, 4, 5, 6,
11, 12] han mostrado que, a ciertas frecuencias, la permeabilidad dindmica aumenta varios
6rdenes de magnitud respecto a la permeabilidad de estado estacionario (frecuencia cero).

Esto ha sido demostrado experimentalmente por Castrején Pita y colaboradores [5].

En la figura 2.1 se muestra la magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la
frecuencia para un tubo con el radio tipico de las arteriolas del sistema circulatorio hu-
mano [13, 14]. La linea sélida corresponde a la permeabilidad de un fluido viscoeldstico de
Maxwell. Los pardmetros usados para el fluido son la densidad, la viscosidad y el tiempo de
relajacion de Maxwell de la sangre humana, los cuales fueron obtenidos experimentalmente
por Thurston en un rango de rapideces de deformacion en el que no hay adelgazamiento
[15]. Como se puede observar, existen frecuencias en las que la magnitud de la permeabi-

lidad presenta maximos. Estas frecuencias son conocidas como frecuencias de resonancia.
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En esta figura también se muestra la permeabilidad de un fluido newtoniano (¢, = 0) en

linea punteada, la cual decae monétonamente con la frecuencia.

|K(w)] (m?)

1.x107%¢

5.x10°10F

1.x10710}

1 1 1 11111l 1 ’ 1 111111 1 1 1 1 w
3 4
1x10 Wres 1x10

Figura 2.1- Magnitud de la permeabilidad dinamica para un fluido viscoeldstico de Maxwell (linea
soélida) y para un fluido newtoniano (linea punteada) circulando a través de un tubo rigido. Se usé
un tubo de radio ¢ = 5 x 1075 m, que es el valor tipico del radio de las arteriolas del humano. Se
usaron los siguientes valores para la sangre: y =4 x 1072 %, p = 1050 ﬁ—g, t, =1x1073 s (fluido
de Maxwell) y t,. = 0s (fluido newtoniano). En el eje de las abscisas, se indica la primera frecuencia
de resonancia, wycs.

La figura 2.2 muestra la dependencia de la permeabilidad dindmica con el tamano del
sistema, es decir, la dependencia con el radio del tubo. Cuando el radio disminuye, la
permeabilidad de estado estacionario (a frecuencia cero) disminuye y la frecuencia de re-
sonancia aumenta. Es importante destacar que, aun cuando la permeabilidad de estado
estacionario disminuye cuando disminuye el radio, existen ciertos valores de frecuencia, en
los cuales la permeabilidad dindmica del tubo de radio menor, alcanza valores comparables

a los de la permeabilidad dinamica del tubo de radio mayor.

2.2. Permeabilidad dinamica en una red de tubos rigidos

En 2009, J. Flores y colaboradores propusieron un modelo de red con el fin de estudiar la
dindmica de un fluido viscoelastico a través de una red de tubos rigidos [16, 17]. El modelo

consiste en una red de arbol, en la cual los vasos se bifurcan en vasos idénticos, dando



2 Antecedentes 20

IK(w)] (m?)

1.x107°

5.x101°
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-
————
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Figura 2.2- Magnitud de la permeabilidad dindmica para la sangre modelada como un fluido
viscoelastico de Maxwell que circula a través de un tubo de radio a = 5 x 107> m (linea sélida), que
es el valor tipico del radio de las arteriolas del humano; y un tubo de radio a = 2.5 x 10~° m (linea
punteada), que se incluye para mostrar el efecto del tamafio del sistema sobre la permeabilidad. Se
usaron los siguientes valores para la sangre: p = 4 x 1073 % p = 1050 %% yt,=1x10"%s.

lugar a dos nuevas ramas de la red. En cada nivel de bifurcacién de la red, i, se tiene la
posibilidad de cambiar el radio y la longitud de los vasos. La red estd caracterizada por
su numero de niveles, y por la longitud y el area de la seccién transversal de los vasos en
cada nivel. En este modelo se consider6 una red simétrica para las partes arterial y venosa,
dando lugar a una red cerrada. Los segmentos que se encuentran a la misma distancia de
la rama principal pertenecen al mismo nivel. Se consideran como niveles externos de la red
los que estan maés cerca de la rama principal, y como niveles internos los que resultan de
varias bifurcaciones sucesivas de la rama principal. En la figura 2.3 se presenta un esquema
del modelo para una red de 4 niveles. Se puede ver que la numeracion de los niveles va de

niveles externos a niveles internos en la red. Los nodos se indican con numeros dentro de

circulos.

La red esta conformada por cilindros rigidos, es decir, no se toman en cuenta efectos como
la vasodilatacién y la vasoconstriccién de los vasos sanguineos. Ademads, se consideré una
red en la que sélo existe velocidad axial, esto es, por simplicidad se ignoran los efectos de

las bifurcaciones y las juntas. Por tultimo, se considera que la ley de Darcy generalizada
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Figura 2.3- Esquema de una red de 4 niveles. Tomado de [17].

se cumple en cada vaso de la red, y por tanto Ql(w) = —Afuﬁi%h. El indice, i, indica el

numero de nivel de bifurcacién en la red.

El flujo total en una red de longitud, L, en la que se tiene una caida de presién, AP,

se puede escribir como una ley de Darcy, tal que:

C?total = _%_ 5 (26)

en donde se ha definido la funcién respuesta de la red x = A.;s K.y como el producto de

un area efectiva, A.r¢, y una permeabilidad efectiva, K.sr, para toda la red.

., . . . o i—1

Por conservacién de la masa, el flujo en cada vaso del nivel i es Q; = Qiotar/2' ", vy se
supone que la caida de presion total, AP, es la suma de las caidas de presiéon individuales,
la respuesta dinamica de la red, x, se escribié en términos de la permeabilidad dinamica

de los vasos individuales como [17]:

1

2 4
= 2.7
X L i—1 2l_1AzKl ( )
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en donde Np es el nimero total de niveles de la parte arterial de la red. En la figura 2.4
se muestra la respuesta de una red de 11 niveles de vasos iguales (con radios y longitudes
iguales) como funcién de la frecuencia. La respuesta dindmica de la red como funcién de la
frecuencia, hereda el comportamiento no monétono propio de la permeabilidad dinamica
de los vasos individuales. Se puede ver que existen ciertas frecuencias que incrementan la

respuesta y, en consecuencia, favorecen el flujo.

IX(ew)] (m*)
1.x10-16}

5.x10~17 |

1.x10°17}

5.x10~18}

500 1000 5000 10*

Figura 2.4- Magnitud de la funcion respuesta para una red de 11 niveles de vasos iguales. El radio
de los vasos es a = 5 x 107° m, que es el valor tipico del radio de las arteriolas del humano. Se
usaron los si§uientes valores para los parametros de la sangre: p = 4 x 1073 %%, p = 1050 %‘} y
t, =1x1077s.

En la ecuacién (2.7), el término A—l}? se puede interpretar como una resistencia al flujo en

cada tubo del nivel i en la red. En una analogia eléctrica, la resistencia de cada resistor
. L

esta dada por R; = I}Z

Para un solo modo en la caida de presién total dependiente del tiempo AP(t) = APy cos(wot),

el flujo total de la red como funcién del tiempo se escribe como:

AP,

Qt) = —% {Re[x(wo)] cos(wot) + Im[x(wo)] sen(wot) 7

(2.8)
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y su amplitud esta dada por:

AP,

max __
@ N L

X(wo) (2.9)

1
m
Las partes real e imaginaria de la funcién respuesta nos dan las contribuciones al flujo, en
fase y fuera de fase, con la caida de presion. La ecuacién (2.9) evidencia la importancia de
la funcion respuesta. Esta funcién no sélo nos permite calcular el flujo como funcién del
tiempo en la red (ecuacién (2.8)), sino que también nos permite predecir el flujo maximo
para cada modo en la caida de presion, ya que su magnitud es el factor de proporcionalidad
entre la caida de presion y la amplitud del flujo. Por tanto, a una misma caida de presion,
a mayor respuesta mayor amplitud de flujo. A bajas frecuencias, la respuesta de la red (y
el flujo total) no se diferencian de los de estado estacionario, en donde las respuestas son
reales y el segundo término de la ecuacién (2.8) es despreciable. Sin embargo, se mantuvo

el formalismo lo més general posible para hacerlo aplicable a cualquier rango de frecuencias.

2.3. Redes vasculares rigidas con anastomosis

La anastomosis en el contexto de la vasculatura sanguinea se refiere a los puentes entre va-
sos que permiten la formacién de circuitos. Un modelo para estudiar anastomosis en una red
de vasos fue propuesto por J. Flores y colaboradores [18, 19]; aqui mencionamos algunos de

los resultados de ese estudio, que mas adelante seran tutiles para discutir el presente trabajo.

La anastomosis puede ocurrir entre cualesquiera dos niveles del drbol. En [18, 19] se defini6
la extensién del puente anastomdtico, S (por la inicial de la palabra span en inglés) como
la diferencia entre los niveles de los vasos que conecta el puente anastomético. Por ejemplo,
si la anastomosis conecta vasos del nivel n con vasos del nivel n+ 1, se dice que la extensién
del puente anastomoético es uno (S = 1); si conecta vasos del nivel n con vasos del nivel

n+2, se dice que la extensién del puente anastomoético es dos (S = 2), y asi sucesivamente.
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En la figura 2.5 se muestra un esquema del modelo. En este ejemplo, el vaso anastomético
crea un puente que une vasos del nivel 2 con vasos del nivel 4, por consiguiente la extension
del puente es S = 2. En este modelo, los radios y longitudes de los vasos anastométicos se
fijaron como aquellos de los vasos internos en la conexidén, esto estd indicado en la figura
2.5 con un numero 4 que etiqueta al vaso anastomético. Para mantener la simetria de la

red, este modelo consideré anastomosis en la parte arterial y en la parte venosa.

Vaso
anastomotico

Figura 2.5- Esquema de una red de 4 niveles con puentes anastomoticos que saltan del nivel 2 al
4 (S =2). Tomado de [18, 19].

Para estudiar el efecto que tiene la ubicacion de la anastomosis en la red, es decir, el nivel
en el que ocurre la anastomosis, se considerd que la anastomosis ocurria en todas las ramas
correspondientes a dicho nivel. Se utilizé el indice n para indicar el nivel de bifurcacién de

la red en el que comienza el puente anastomaotico.

2.3.1. Red de vasos iguales

En el andlisis de redes de vasos iguales, se encontré que mientras mas grande es la extension
del puente anastomaotico, mayor es la respuesta de la red, como se muestra en la figura 2.6.
En términos fisicos, esto significa que cuando el puente o vaso anastomaotico conecta regio-
nes lejanas del arbol, el flujo total de la red aumenta. Se encontré también que la respuesta

dindmica es mayor mientras mas externo es el nivel en donde ocurre la anastomosis. La
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Figura 2.6- Respuesta dindmica de redes de vasos iguales como funcién del nivel n en el que ocurre
la anastomosis. Se usaron extensiones del puente anastomotico de uno, dos y tres, esto es, S = 1,
S =2y S =3, en azul, verde y rojo, respectivamente. La respuesta esta normalizada respecto a
la respuesta de la red sin anastomosis x. La respuesta es mayor cuando la anastomosis ocurre en
los niveles externos del arbol ramificado (cercanos a la rama principal) y cuando la extensién del
puente anastomético es mayor. Es importante hacer notar que cada punto en esta figura representa
una red distinta, cada una con su determinada extensién del puente anastomotico en el nivel n. Las
dimensiones de los vasos de la red son las tipicas de las arteriolas en el humano [13]. Tomado de
[18, 19].

respuesta de la red decae mondétonamente con el nimero de nivel, n, en donde ocurre la
anastomosis, como se muestra en la figura 2.6. Fisicamente, esto implica, que los circuitos
creados por anastomosis aumentan el flujo sanguineo cuando se encuentran en los vasos

externos de la red. El resultado mds notable en [18, 19], fue un aumento de hasta 42.5 %

en la amplitud del flujo, para una red de vasos iguales, relativo al flujo sin anastomosis.

Cabe mencionar que, al igual que sucede con la permeabilidad a bajas frecuencias, la
parte real de la respuesta es mucho mayor que su correspondiente parte imaginaria. Es por
esto que, los resultados de la figura 2.6, obtenidos a la frecuencia cardiaca del humano, se

muestran para la parte real de la respuesta.

Como parte del anélisis matematico presentado en [18, 19], se defini6 a; = R—R"—l como el

cociente de resistencias de los vasos de dos niveles secuenciales en la red sin anastomosis
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(red subyacente), en donde R; = A%{ (como se vio en la seccién 2.2). Debido a que las

resistencias contienen a las permeabilidades dindmicas de los vasos individuales, en general
son complejas. Sin embargo, hay situaciones en las cuales la parte imaginaria de la permea-
bilidad es despreciable comparada con la parte real. Por esta razon, el andlisis matematico

fue hecho para a real.

Para una red de vasos iguales, en donde las resistencias también son iguales para todos los
vasos, esto es, a; = 1; se encontrd que el logaritmo de la parte real de la diferencia de la

respuesta con y sin anastomosis sigue la relacién
1
In(Re[x — xs]) = ln(i) n+C. (2.10)

La cantidad In(Re[x — xs]) se puede aproximar a una linea recta como funcién del nivel n
en el cual ocurre la anastomosis. Esta funcién decae con una pendiente igual a ln(%), esto
significa que, entre méas externo sea el nivel en el que ocurre la anastomosis, mayor serd
la respuesta. El término C es independiente de n, pero dependiente de las caracteristicas

geométricas de la red subyacente (red sin anastomosis).

La ecuacién (2.10) establece una relacién analitica entre la estructura geométrica de la red
subyacente (red de vasos iguales) y el efecto que produce la anastomosis en el flujo. En
este caso, se encontré que la anastomosis tiene un efecto mayor sobre el flujo cuando se
encuentra en los vasos externos de la red. La conclusién més importante de [18, 19] es que

la respuesta de la red con anastomosis estd fuertemente determinada por la red subyacente.

2.4. Redes vasculares rigidas con obstrucciones

En el contexto de la vasculatura sanguinea, una obstruccién implica la reduccion del area

disponible de flujo en un vaso, producido por ejemplo, por el depdsito de grasa en la pared
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interna del mismo.

En [20], propusimos un modelo que relaciona las caracteristicas geométricas de una red
arterial con el flujo que pasa a través de ella cuando se presentan obstrucciones. Este
modelo esta basado en [21], pero fue modificado para contemplar exclusivamente la parte

arterial de la red.

El modelo mas simple para simular una obstruccién consiste en la reduccién del drea de
la seccién transversal del vaso. Consideramos ademds, que las obstrucciones ocurren en
la mitad de las ramas del arbol correspondientes a un mismo nivel n de la red, como se
muestra en la figura 2.7 a). Tal patrén de obstruccién, no representa condiciones fisioldgi-

cas realistas, pero es util para resaltar el papel del lugar en donde ocurren las obstrucciones.

En este trabajo usamos una analogia eléctrica para resolver el problema de una red vas-
cular obstruida. Como se vio en la seccién 2.2, la resistencia de un vaso se calcula como
L ., . . .
R; = 4% . En esta expresion, se puede ver que los vasos correspondientes a un mismo nivel

2 7
en la red (con radios y longitudes iguales) oponen la misma resistencia al flujo. Cuando un
vaso se obstruye, su resistencia es mayor que la del vaso sin obstruir, como consecuencia de
la reduccién del drea de flujo. Una obstruccién del 0% se refiere a un vaso sin obstruccion y

una obstruccion del 100 % se refiere a un vaso totalmente obstruido, con resistencia infinita.

La figura 2.7 b) muestra un esquema de la analogia eléctrica utilizada para resolver estas

ecuaciones. Las resistencias mostradas en la figura estan dadas por:

Lpn— I
Rn—l A _K._1 vt Rn - A, Ky’

— ln—Z
Rn—Q A n—1Kn-1’

n—2 Kn—2’

obs — ___ ln _ p o _NNr Ry
Rn T~ (—HA, K Rint = Zi:n—i—l Qijn’
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n+1

b)

Figura 2.7- Analogia eléctrica para una red con obstrucciones en la mitad de los vasos del nivel
n. R,_o representa cada resistencia en color rojo, R,_1 se refiere a cada resistencia en café, R,
corresponde a cada resistencia en naranja, Rgbs representa cada resistencia en verde y R;,; se refiere
a la resistencia de cada parte de la red interna en morado.

En donde f es la fraccion del drea de la seccién transversal obstruida, por ejemplo f = 0.3

significa una obstruccién del 30 %, y K2 es la permeabilidad de este vaso.

La resistencia total de una red de Nt niveles, obstruida en el nivel n estd dada por:

(2.11)

X = 2Rin + R + Ra

n—1 2 b b
2i=1 " 9
i=1
Con la analogia eléctrica, las ecuaciones de conservacién de flujo y de caida de presién se
convierten en las ecuaciones clasicas de conservacion de corriente y diferencia de potencial.
La respuesta dindamica de una red, y, se puede determinar, a partir de su longitud y de

su resistencia total, Ry, como % = %RT. A una caida de presién dada, esta respuesta
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determina el flujo a través de la red mediante la ecuacién (2.6).

2.4.1. Red de vasos iguales

Para estudiar los principales efectos de tener obstrucciones en la red, en [21], empezamos
por analizar una red de vasos con radios y longitudes iguales, que es el caso de varias redes
a nivel de arteriolas. Se usé una red de 11 niveles conformada por vasos con las dimensiones
tipicas de las arteriolas del perro (a = 10pum y [ = 0.2cm) [22]. Se obstruyeron la mitad
de los vasos del nivel n, siguiendo el modelo de obstruccién detallado anteriormente. La
figura 2.8 muestra las funciones respuesta de varias redes cuando se obstruyen en el nivel
n con diferentes grados de obstruccion. En esta grafica se reporta la respuesta de la red
obstruida, y, normalizada por la respuesta de la red sin obstruir (red subyacente), 5. Este

cociente es una medida del efecto de la obstruccién en la red.

Re[x]
Re[x:]
1.00}

0.95

0.90

—0— 30% obstruccion
—#— 60% obstruccion
—+— 90% obstruccion

0.85

0.80

Figura 2.8- Respuesta dindmica de redes de vasos iguales como funcién del nivel n en el que se
encuentran los vasos obstruidos. La respuesta estda normalizada respecto a la respuesta de la red
sin obstrucciones, ys. La respuesta es menor cuando las obstrucciones se encuentran en los niveles
externos del drbol (cercanos a la rama principal) y cuando el grado de obstruccion es mayor. Es
importante hacer notar que cada punto en esta figura representa una red distinta, cada una con un
determinado grado de obstruccion en el nivel n. Se us6é una red de 11 niveles con las caracteristicas
geométricas de las arteriolas del perro (¢ = 10pm y [ = 0.2cm).
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Como es de esperarse, cuando se tienen obstrucciones en una red, la respuesta total dis-
minuye respecto a la respuesta de la red sin obstruir. Ademads, mientras mayor es el grado
de obstruccién, menor es la funcién respuesta de la red. También se puede observar que el
efecto causado por las obstrucciones es relativamente pequeno cuando éstas suceden en los
vasos internos, y relativamente grande cuando éstas suceden en los vasos externos, a pesar
de que en todos los casos se obstruye el mismo porcentaje de la seccién transversal de la
red a determinado nivel. La respuesta de la red aumenta monétonamente con el ntimero de
nivel n en el cual ocurre la obstruccion. Esto sucede para cualquier grado de obstruccion.
Fisicamente, esto implica que para un tejido sano, irrigado por una red similar a un arbol,
las oclusiones son mas peligrosas cuando ocurren en vasos de generaciones tempranas, ya

que el suministro de sangre disminuye drasticamente.

Es importante hacer notar que en este estudio de obstrucciones en una red de vasos iguales
se obtuvo un resultado opuesto al obtenido por J. Flores y colaboradores en [18, 19] para
una red de vasos iguales con anastomosis. Esto es, en [18, 19] se encontré que tanto la res-
puesta como el flujo en una red con anastomosis son mayores que en la red subyacente. Lo
contrario sucede en una red obstruida, en donde la respuesta y el flujo son siempre menores
que en la red subyacente. En ambos trabajos se observa que cuando se tienen alteraciones
anatomicas de la red subyacente -ya sea en forma de obstrucciones o de anastomosis- el
efecto es mayor tanto en la respuesta como en el flujo si las alteraciones ocurren en los

niveles externos. Esto se ve claramente en las figuras 2.6 y 2.8.

A continuacién, se explica brevemente una parte del andlisis matematico presentado en
[18, 19] que es 1til para entender estos resultados. La ecuacién (2.7) para la red subyacente,

se puede reescribir en términos de la resistencia, R;, de cada vaso del nivel i, esto es:

Nr
1 2 R;
=1
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Si se define una progresion de resistencias, en la que el cociente de las resistencias de los
vasos de cualesquiera dos niveles secuenciales es el mismo, la resistencia de los vasos del
nivel i se puede escribir como R; = a’ 'Ry, en donde a es el cociente de las resistencias de
los vasos de dos niveles secuenciales de la red subyacente. Por tanto, la ecuaciéon anterior

se puede escribir como:

Nt

1.2 S G R (2.13)
x L i=1 2

De esta expresion es claro que la contribucion de cada término de la suma a la respuesta de
la red, dependera del valor de a. Consideramos a real tal como se explico en la seccion 2.3.
Para a < 2 tenemos § < 1, y § elevado a una potencia positiva es menor mientras mayor
sea el exponente, por lo que los niveles que més contribuyen a la respuesta de la red son los
niveles externos. Fisicamente, esto significa que, para valores de a < 2, las obstrucciones
son mas peligrosas cuando ocurren en vasos de los primeros niveles de bifurcacién debido
a que la respuesta de la red (y en consecuencia, el flujo) decrece dramdticamente. Por otro
lado, cuando a > 2, las obstrucciones son mas peligrosas cuando se encuentran en vasos
muy internos, resultantes de varias bifurcaciones de la red, debido a que conllevan a una
disminucién del flujo sanguineo. El caso a = 2, es el caso en el que la contribucién de las
resistencias de cada nivel a la suma en la ecuacién (2.13) es independiente del nimero de
nivel. La respuesta en este caso se vuelve y = ﬁ, y las obstrucciones afectan igualmen-
te al flujo independientemente de donde se encuentren. Para una red de vasos iguales, en

donde las resistencias de los vasos también son iguales, a = 1. Por lo tanto, los niveles que

mas contribuyen a la respuesta de la red son los niveles externos.

Como vimos, para redes de vasos iguales en presencia de obstrucciones, la afectaciéon en la
respuesta de la red es mayor cuando las obstrucciones se encuentran en los niveles externos
(figura 2.8). Esto indica, que el resultado obtenido para la red subyacente en la discusién

anterior, es robusto en presencia de alteraciones anatémicas como las obstrucciones.
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En [20, 21] se hizo un anélisis matemético similar al reportado en [18, 19], mediante el
cual se obtuvo la siguiente expresién analitica aproximada para la respuesta dindamica de

una red de vasos iguales obstruida por una fraccién del area f en el nivel n,

N Rix? 2f = f? 1
In (Xs - X) ~ In (4 I ) + In (m) + nln (5) s (214)

en donde R; es la resistencia de cada vaso de la red y xs es la respuesta de la red sin

obstrucciones (red subyacente). Esta relacién indica que la cantidad In(Re[xs — x]) es una
linea recta como funcién del nivel obstruido. El dltimo término de la ecuacion esta rela-
cionado con el lugar geométrico n en donde ocurre la obstruccién y con la estructura de
bifurcacién de la red de arbol, a través de In ( %) Los demas términos de la ecuacién son
independientes de n, pero dependientes de las caracteristicas de la red subyacente y de
la fraccién de area obstruida f. Esta expresién analitica muestra explicitamente el papel
que juegan la estructura de la red, el grado de obstruccién y el lugar geométrico en el que

ocurren las obstrucciones en la funcién respuesta de la red obstruida.

En la figura 2.9 se muestran los resultados exactos para la cantidad In(Re[xs — x]), ob-
tenidos a partir de la resistencia total de la red obstruida en el nivel n (ecuacién (2.11)),
y los resultados calculados mediante la aproximacién analitica (ecuacién (2.14)) para una
red de 20 niveles. La aproximacién concuerda muy bien con los resultados exactos, inde-

pendientemente del nivel n en el que se presente la obstruccién.
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In(Re[xs—x1)

-48

-52

- 30% obstruccion
-56 60% obstruccion
-+ 99.99% obstruccion
- analitica 30%

-¥ analitica 60%

-© analitica 99.99%

-60

Figura 2.9- Logaritmo de la parte real de la diferencia de la respuesta con obstruccion y sin
obstruccién, como funcién del nivel n en donde se encuentran las obstrucciones. Se usé una red de
20 niveles con las caracteristicas geométricas de las arteriolas del perro.

2.4.2. Red de vasos cuyos radios siguen la ley de Murray

Aunque los resultados de esta seccién forman parte del trabajo de mi tesis doctoral, los

incluyo en los antecedentes por congruencia con la presentacién de la tesis.

En [20] estudiamos no sélo redes de vasos iguales sino también redes mds complejas. Las
redes vasculares reales estdn formadas por vasos de diferentes radios y longitudes, por lo
que presentan cambios en resistencia de un nivel de bifurcacion a otro. En vasculaturas de
tipo arbol, esto normalmente implica un incremento en las resistencias de los vasos de un

nivel a otro, ya que los vasos internos tienen menor radio.

Suponiendo que el sistema vascular estd optimizado con el fin de minimizar la potencia
requerida para mantener y hacer circular la sangre [23], Murray derivé en 1926, la relacién
conocida como Ley de Murray, la cual establece que cuando el flujo es proporcional al cubo

del radio (Q o a®) se cumple la condicién de minima energfa. Esta ley también relaciona el
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radio de un vaso, ap, con los radios de los vasos que le siguen después de una bifurcacién,

aq1 'y g2, como sigue:

ad = a} +aj,. (2.15)

De acuerdo con un trabajo extenso sobre la validez de la Ley de Murray [24] y una revisién
sobre el flujo vascular de la referencia [25], hay estudios fisiolégicos que muestran que una
gran parte de las vasculaturas de mamiferos concuerdan razonablemente con la ecuacién
(2.15). De acuerdo con [25], existen también diversos trabajos de estudios fisiologicos en
animales distintos de los mamiferos [26] e incluso en plantas [27, 28, 29], que muestran un

buen acuerdo con la Ley de Murray.

Por lo anterior, consideramos un sistema que sigue la Ley de Murray como un ejemplo
de relevancia fisiolégica para el estudio de alteraciones anatémicas en redes vasculares.
En dicho estudio consideramos bifurcaciones simétricas, en las cuales los radios de niveles

subsecuentes en la red estdn dados por:

N
0 — (5) (2.16)

en donde el valor del radio del primer nivel es el de la aorta del perro (a; = 0.5cm). Por
otra parte, para las longitudes de los vasos consideramos una ley de potencia que decae
como funcién del nivel de bifurcacién, ¢, con los pardmetros necesarios para ir desde la
longitud de la aorta en el primer nivel (I; = 40cm) hasta la longitud de los capilares en el

altimo (ng — Olcm)

Usamos una red de vasos de 29 niveles con radios que siguen la Ley de Murray y longi-
tudes que decaen con la ley de potencias descrita anteriormente. Usamos la densidad de

la sangre p = 1050 %g, un tiempo de relajacion de 0.001 s, la viscosidad de la sangre del
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perro = 15 x 1073 % y su frecuencia cardiaca v = 1.5H z.

Las figuras 2.10 a) y 2.10 b) muestran las partes real e imaginaria del cociente de dos

resistencias secuenciales de la red subyacente, a; = R?il, en donde R; = ﬁ El caracter
complejo de a; se debe a que el sistema no esta en estado estacionario, sino que esté forzado
a la frecuencia cardiaca del perro. Como sucede en cualquier vasculatura real, el valor de a
cambia a lo largo de la red conforme lo hacen los radios y las longitudes de los vasos que la
conforman. Una disminucién del radio entre los vasos de dos niveles subsecuentes produce
un aumento en la resistencia, por otra parte una disminucién de la longitud entre los vasos

de dos niveles subsecuentes conlleva a una disminucion en la resistencia. La interaccion de

estas dos cantidades determina el valor de a.

Las figuras 2.10 c¢) y 2.10 d) muestran la parte real e imaginaria de la respuesta como
funcién del nivel n en donde se encuentran las obstrucciones. Como se puede ver en las
figuras 2.10 a) y 2.10 ¢), la parte real de a es menor que 2 en el mismo rango (niveles
externos) en que la parte real de la respuesta aumenta como funcién del nivel n en donde
ocurren las obstrucciones. Asimismo, la parte real de a es mayor que 2 en el mismo rango
(de niveles internos) en que la parte real de la respuesta disminuye como funcién del nivel,
n, en el que ocurren las obstrucciones. Esto estd en acuerdo con el andlisis presentado en

[18, 19] y discutido en las secciones 2.3.1 y 2.4.1.

Obtuvimos aproximaciones analiticas para la respuesta de una red con obstrucciones, en las
cuales el cociente de resistencias es mayor que dos o menor que dos. Estas aproximaciones
concuerdan con los resultados numéricos cuando la parte real de a es considerablemente

mayor que su parte imaginaria. Estas estan dadas por:

In(Re[xs — x]) = In <4R1TX3) +1In (a[4 " (22_{ ;)(f;? — 2f)]> +nln (g) (2.17)
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paraa <2,y
Rix? 2f — f? a
In(Relxs —x]) & In (4722 ) 4 in (=2 =L ) 4 nin (—) 2.18
para a > 2.
Relaj]
201
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1.2}
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a) 5 10 15 20 25 b)
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Relx.] ®
elxs _e— 10% obst. 10% obst.
8.52x1012} o Terst
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c) 0 5 10 15 20 25 d) 0 5 10 15 20 25
Figura 2.10- a) y b) Partes real e imaginaria del cociente de resistencias de vasos de niveles
secuenciales, a; = RR,LI , como funcién del nivel i de la red subyacente. ¢) y d) Partes real e imaginaria

de la respuesta (en m*) como funcién del nivel n en el que ocurren las obstrucciones. El punto rojo
en c) indica como referencia la parte real de la respuesta de la red subyacente (red de tipo drbol
sin obstrucciones). Cuando hay obstrucciones en el nivel n (puntos azules) la respuesta es menor
que la de la red subyacente. Cabe hacer notar que el subindice ¢ se usa para hacer referencia a
una propiedad de la red subyacente, y el subindice n para hacer referencia al nivel en el que se
encuentran las obstrucciones.

En las ecuaciones (2.17) y (2.18), R; es la resistencia del vaso del primer nivel de la red
v Xs es la respuesta de la red subyacente. En estas expresiones se ve claramente el papel

que juegan la estructura de la red (In (%)), la posicién de la obstruccién (n), y el grado de
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obstruccién (f), en la respuesta de la red obstruida.

En las aproximaciones analiticas (ecuaciones (2.17) y (2.18)), el término nln (2) contiene
la informacién de la estructura de la red subyacente y determina las diferentes tendencias

de la respuesta de la red obstruida para a < 2 y para a > 2.



RESPUESTA DINAMICA DE FLUIDOS
NEWTONIANOS Y VISCOELASTICOS EN REDES DE
TUBOS RIGIDOS CON REDUNDANCIA

En este trabajo [30], estudiamos redes redundantes y no redundantes, que en ausencia de
obstrucciones oponen la misma resistencia al flujo, y las denominamos redes equivalentes.
Para éstas, el costo energético para fluir y el flujo mismo -dado un gradiente de presién- son
idénticos. Analizamos cémo se modifica el flujo en redes equivalentes cuando se presentan

obstrucciones.

Se estudiaron redes fluidicas de tubos iguales, potencialmente 1tiles en microfluidica -en
donde las obstrucciones pueden causar la falla de algin dispositivo-, y redes fisiologicas

realistas -en las cuales las obstrucciones pueden comprometer la irrigacién de un tejido-.

3.1. Introduccién

La redundancia constituye un aspecto fundamental e intrinseco de gran variedad de sis-
temas naturales, estd presente en ecosistemas, y en procesos metabdlicos y genéticos [31,
32, 33, 34], provee caminos alternativos para que un proceso ocurra y tiene una funcién
protectora en caso de falla de las partes o mecanismos frégiles de los sistemas. En general,
la redundancia es cara desde un punto de vista energético, sin embargo, los sistemas natu-
rales presentan caracteristicas redundantes cuando los beneficios superan a los «costos». En
imitacién de la naturaleza, se ha incorporado la redundancia a diversos sistemas manufac-

turados para garantizar la fiabilidad de los mismos cuando el costo de fallos es demasiado

38
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alto. La redundancia, por ejemplo, es usada en la industria de los semiconductores para
tener microchips confiables [35, 36]. También esta presente en el hardware de computadoras

y en el software de sistemas operativos [37, 38, 39].

La redundancia en redes fluidicas ocurre en muchos sistemas naturales, por ejemplo, en
el xilema de los drboles que transporta la sabia, o en la red de vasos linfdticos de los hu-
manos. En mamiferos, el grado de redundancia naturalmente integrada (que denominamos
intrinseca) en redes de vasos sanguineos es particularmente relevante en padecimientos
vasculares [40, 41, 42, 43]. Los puentes anastomdticos naturales que se encuentran en las
arterias coronarias e irrigan el corazon de las personas que tienen la fortuna de tenerlos,
pueden salvarles la vida en caso de sufrir un ataque cardiaco [40]. La redundancia intrinseca
también es importante en la circulacién cerebrovascular de personas sanas. Esta juega un
papel clave en la fisiologia de la isquemia cerebral (falta de oxigeno), ya que hace a la red
resistente a los eventuales bloqueos y permite la redistribucion de la sangre. Su presencia
es fundamental para asegurar la preservacién del flujo sanguineo y para mantener el abas-
tecimiento de nutrientes a un tejido, proveyendo a la red de caminos alternativos en caso

de obstrucciones.

Se han reportado simulaciones detalladas de flujo, alrededor de obstrucciones vasculares
parciales, en estructuras redundantes [44, 45, 46, 47, 48]. Estas describen la velocidad, la

existencia de vortices y el valor de los esfuerzos en la pared en distintos puntos de los vasos.

En este trabajo, nos enfocamos en estudiar los efectos globales sobre el flujo cuando se tie-
nen obstrucciones en redes redundantes y no redundantes tipo arbol. Las redes tipo arbol
son omnipresentes en sistemas naturales [24, 25, 27, 49, 50, 51]. Estas representan modelos
mateméticos ideales para estudiar redes [23, 49, 50, 51] y se han utilizado también en el

estudio de dispositivos microfluidicos [52]. Es por ello que usamos este tipo de redes como
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sistemas modelo cuyos resultados podrian ser aplicados en diferentes campos. Para contar
con un sistema genérico, util por ejemplo en el diseno de dispositivos microfluidicos -en
donde las obstrucciones pueden causar la falla del dispositivo-, estudiamos redes de tubos
iguales. Por otra parte, con el propdsito de estudiar redes fisiologicas realistas, como el
sistema circulatorio -en el cual las obstrucciones pueden comprometer la irrigacién de un
tejido-, consideramos redes en las que los radios de los vasos siguen la ley de Murray [23].
Ademsds existe en la literatura un interés por construir dispositivos biomiméticos micro y
nanofluidicos que sigan los principios de optimizacién que conducen a la ley de Murray
en redes bioldgicas [52]. En las vasculaturas animales existe otro tipo de redundancia, en
la que los organismos crean vasos como respuesta a una condicion de enfermedad. Esta
redundancia es diferente a la del presente trabajo, a la que denominamos intrinseca, por

estar presente en vasculaturas sanas.

Atn cuando resulta intuitivo pensar que la redundancia intrinseca hace que las redes sean
robustas, uno podria imaginar otras topologias de red con idéntica resistencia al flujo,
como redes con tubos més anchos. Surge por consiguiente la pregunta de por qué y en
qué situaciones es mejor tener redes redundantes. En este trabajo, explicamos bajo qué
circunstancias el flujo que proporciona la redundancia intrinseca es mas efectivo que el
suministrado por redes no redundantes de tubos mas anchos. Exploramos también el pro-
blema de en qué lugar de la red, la redundancia tiene un mayor beneficio cuando hay
obstrucciones. Ademds, proponemos un criterio para medir la tolerancia de las redes a
las oclusiones. Estudiamos también el impacto que la redundancia tiene en la rapidez de
deformacién a lo largo de la red, ya que la rapidez de deformacién es un factor crucial
asociado a la falla de materiales y es fundamental en la remodelacién de las vasculaturas
arteriales [53, 54]. Mostramos ademds que la redundancia evita los enormes gradientes en
la rapidez de deformacion que provocan las obstrucciones cuando no estd presente. Estos

resultados no sélo representan un paso més en la comprensién de la circulacién colateral
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intrinseca, sino que proveen nuevos conocimientos sobre por qué, a pesar de un mismo
costo energético asociado al flujo, la naturaleza ha elegido la redundancia intrinseca sobre
redes no redundantes hemodinamicamente equivalentes para asegurar el suministro de san-
gre necesario para la irrigaciéon de los tejidos en lugares clave del organismo. Este analisis
también brinda orientacién en el diseno de redes robustas en microfluidica, en las que, una
eleccion adecuada de la cantidad y de los lugares en donde se encuentre la redundancia,

puede evitar que la red falle debido al bloqueo causado por particulas o burbujas.

3.2. Modelo basico de anastomosis + obstruccién

Para estudiar conjuntamente anastomosis y obstrucciones en una red consideramos redes
tipo arbol. Una red redundante consiste en una red de arbol no redundante mas la redun-
dancia introducida en forma de puentes anastomdéticos, como en [18, 19]. Estos puentes
tienen una extensién igual a dos, esto es, los puentes conectan vasos del nivel n con vasos
del nivel n + 2. El inicio y el final de estos puentes se encuentran a la mitad de la longitud
de los vasos que conectan, como se ilustra en la figura 3.1 a). Las dimensiones de los vasos
anastomoticos se fijan iguales a las de los vasos que éstos saltan, es decir, corresponden a
las dimensiones de los vasos del nivel n 4+ 1. La cantidad de vasos anastométicos en la red
es igual a la mitad de los vasos del nivel n + 1. Por su parte, las obstrucciones se incluyen
reduciendo el area de la seccién transversal de los vasos evitados por la anastomosis, que
son la mitad de los vasos del nivel n + 1. Esta forma de obstruir la red, que no representa
la forma natural en que se ocluyen las redes, se ha elegido con el fin de resaltar el papel

del lugar topoldgico, n, en el cual ocurren las oclusiones.

Como se ilustra en la figura 3.1 a), esta manera de incluir la mancuerna anastomosis-
obstruccién en la red, siempre duplica la mitad de los vasos del nivel n + 1 de la red no
redundante y también obstruye la mitad de los vasos de dicho nivel. Estudiamos el efecto

en la dindmica del sistema de tener la mancuerna anastomosis-obstruccion en cierto nivel
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n de la red. Es importante recordar que, para esta mancuerna, el indice n corresponde al
nivel de bifurcacion de la red del cual parten los vasos anastométicos y n+ 1 al nivel en el

que se obstruyen la mitad de los vasos.

n+2

n+1

RintZ

b)

Figura 3.1- Analogia eléctrica para una red con anastomosis que comienza en el nivel n y con
obstruccion en el nivel n + 1. R,_1 representa cada resistencia en color verde, R, se refiere a
cada resistencia en rosa, R,41 corresponde a cada resistencia en naranja, Rfﬁfl representa cada
resistencia en negro, R, o se refiere a cada resistencia en azul, R;,;; corresponde a la resistencia
de cada parte de la red en morado y R;,;2 corresponde a la resistencia de cada parte de la red en
rojo.

Se utilizé una analogia eléctrica para resolver el problema de una red vascular con obstruc-

ciones y anastomosis. Como se vio en la seccién 2.2, la resistencia de un vaso se calcula

como R; = A—Z}T La figura 3.1 b) muestra un esquema de la analogia eléctrica, en donde
7 7

las resistencias mostradas estan dadas por:
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En donde f es la fraccion del area de la seccién transversal que ocupa la obstruccién, como

se definié en la seccién 2.4.

Con la analogia eléctrica, las ecuaciones de conservacién de flujo y de caida de presiéon se

convierten en las ecuaciones clasicas de conservacién de corriente y diferencia de potencial.

La respuesta dindmica de una red se puede determinar, a partir de su longitud y de su
1

resistencia total, como Y= %RTOTAL. A un gradiente de presién dado, esta respuesta de-

termina el flujo a través de la red mediante la ecuacion (2.6), presentada en los antecedentes.

3.3. Redes redundantes vs redes no redundantes

Comparamos redes redundantes y no redundantes, que en ausencia de obstrucciones sumi-
nistran el mismo flujo, ya que oponen una misma resistencia y el flujo que pasa a través de
ellas tiene exactamente el mismo costo energético por unidad de tiempo, a una caida de pre-
sién dada. Denominamos estas redes como redes equivalentes. Para construirlas, elegimos
una red no redundante, calculamos su respuesta y definimos la red redundante equivalente,
ajustando sus radios a radios més pequenos, de tal manera que las respuestas y magnitudes

de flujo en ambas redes sean iguales, a una frecuencia particular dada.

Las figuras 3.2 a) y 3.2 b) ilustran estas redes equivalentes. Debido a que en microfluidica,
el flujo generalmente es estacionario, elegimos trabajar a frecuencia cero para las redes

de tubos iguales. En cambio, en sistemas naturales los flujos son generalmente pulsados
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a frecuencias caracteristicas que dependen de las especies y de los procesos, tales como el
movimiento de moco en el arbol bronquial o el flujo de sangre en una red arterial. Por lo
tanto, para las redes cuyos radios siguen la ley de Murray, trabajamos a una frecuencia

finita (para la figura 3.2 ¢), elegimos la frecuencia cardiaca en reposo del perro).

Las figuras 3.2 ¢) y 3.2 d) indican el comportamiento de las funciones respuesta de las redes
como funcién del indice topolégico, n, en el cual ocurren las alteraciones anatémicas (obs-
trucciones, anastomosis o ambas). En cada una de las figuras, los circulos negros indican la
respuesta de las parejas de redes equivalentes (cuya respuesta es idéntica por construccién)
v que escogimos como factor de normalizacion para todas las curvas. Se estudié como res-
ponden las redes redundantes y las no redundantes a la presencia de obstrucciones. Cada
una de las figuras muestra que la equivalencia se pierde cuando las redes se obstruyen: la
respuesta de las redes no redundantes -en rombos azules- decrece aproximadamente 17 %
tanto en redes que siguen la ley de Murray -figura 3.2 ¢)- como en redes de tubos iguales
-figura 3.2 d)-. En contraste, la respuesta de las redes redundantes en presencia de obstruc-
ciones -en cuadros rojos- es practicamente la misma de las redes equivalentes no obstruidas,

mostrando una disminucién méxima del 2% en ambos tipos de redes.

La forma particular en la que la respuesta de las redes obstruidas decrece: en forma no
mondétona como funcién del nivel n (las obstrucciones ocurren en el nivel n+ 1) para redes
que siguen la ley de Murray -figura 3.2 c¢)-; y mondtonamente para redes de tubos iguales
-figura 3.2 d)-, se debe al valor especifico de las resistencias de los vasos entre niveles sub-
secuentes de la red. Esto no es tema de estudio en el presente capitulo y ha sido reportado

en [20] para redes no redundantes.
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Figura 3.2- Ilustracién de las redes equivalentes a) no redundante y b) redundante que, a una
frecuencia dada, transportan el mismo flujo en ausencia de obstrucciones. Funciones respuesta
de c) sangre en redes que siguen la ley de Murray y d) agua en redes de tubos iguales, como
funcién del nivel n en el que ocurren las alteraciones anatémicas (obstrucciones, anastomosis o
ambas). En ambas figuras, se muestra como referencia la respuesta de las redes equivalentes (circulos
negros), y se usa como factor de normalizacién. Las respuestas de las redes no redundantes -rombos
azules- decrecen aproximadamente 17 % en ambos casos; ¢) en redes cuyos radios siguen la ley de
Murray y d) en redes de tubos iguales. En contraste, las respuestas de las redes redundantes en
presencia de obstrucciones -cuadros rojos- tienen aproximadamente el mismo valor que las de las
redes equivalentes no osbtruidas en c) y en d). e) Flujo de sangre dependiente del tiempo en una
red redundante (rayas rojas) y una no redundante (puntos azules) que siguen la ley de Murray y
tienen obstrucciones en el nivel 25 (n = 24). El flujo en las redes equivalentes no obstruidas se
muestra como referencia en linea sélida. Se us6 un valor fisiolégicamente realista para la caida de
presién, 8.5kPa. En ¢) y e) el radio del primer vaso de la red no redundante corresponde al de la
aorta del perro. Las longitudes de los vasos siguen una ley de potencia que se ajusta a los datos del
sistema circulatorio del perro. Se us6 una frecuencia de 1.5Hz, valor de la frecuencia cardiaca en
reposo del perro. Los pardmetros usados para la sangre fueron: p = 1050kg/m?, = 15x10™?Pa sy
t, = 1x1073s. Para d) se usaron tubos iguales de radio a = 10pm y longitud [ = 2.0mm, y se trabajo
a frecuencia cero. Los pardmetros usados para el agua fueron: p = 1000kg/m?® y p =1 x 10~*Pa s.
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La figura 3.2 e) ilustra el impacto que las diferencias en las respuestas de la red (en un
cierto nivel, n) tienen sobre el flujo total que pasa a través de la red, y muestra que la

disminucién del flujo sigue la tendencia de la respuesta.

Encontramos que la redundancia es mas eficiente cuando los puentes anastomaoticos saltan
los sitios obstruidos (como lo consideramos en este trabajo). Sin embargo, verificamos que

ésta repercute positivamente sobre el flujo total sin importar su posicion en la red.

Cabe mencionar que una disminucién del flujo total en la red redundante, debida a las
obstrucciones, no impide -como es de esperarse- la existencia de sitios localizados en donde
de hecho el flujo aumente. Por ejemplo, la figura 3.3 ilustra cémo el flujo en el puente anas-
tomdtico, Qpa, incrementa conforme aumenta el porcentaje de area obstruida (£ = 100 f)
del tubo evitado por el puente. Esta grafica muestra que el desvio de fluido por los puentes

anastomoticos tiene lugar en las redes redundantes sin importar el tamano de las oclusiones.

Qpa(F) / Qpa(0)

1.25¢

1.20

1.10¢

1.05

Figura 3.3- Flujo a través del puente anastomoético, @ p4, como funcién del porcentaje de area
obstruida (F' = 100 f) del tubo evitado por el puente. La curva estd normalizada con el valor del
flujo cuando F' = 0.

Estos resultados cuantifican ¢cémo, en presencia de obstrucciones, las redes redundantes
proporcionan mas flujo que las redes equivalentes no redundantes de tubos méas anchos, a

un gradiente de presion dado. Los resultados estan de acuerdo con el conocimiento comtn
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v la intuicién sobre cémo funciona la redundancia intrinseca, pero enfatizan que su ventaja
se manifiesta y es relevante cuando hay obstrucciones, mientras que para sistemas no obs-

truidos, otro tipo de topologias podrian ser igualmente eficientes para transportar el flujo.

3.4. Medida de la tolerancia de redes redundantes ante obstrucciones

La figura 3.4 a) muestra la curva de la respuesta de la red no redundante y,, como funcién
del porcentaje de édrea obstruida (F' = 100 f) en la mitad de los vasos de un nivel de
bifurcacién dado -nivel 3 (n = 2)-. En el eje de las ordenadas estdn indicadas con puntos:
la respuesta de ambas redes equivalentes xg; (usada como factor de normalizacién) y la

respuesta de la red redundante con obstrucciones del 100 % en drea en los tubos saltados

total

por la anastomosis, ;.

. A porcentajes de drea obstruida, Fy,, relativamente pequetios
-17% para el ejemplo de redes de tubos iguales en la figura 3.4 a)-, la respuesta de la red
no redundante es igual a la respuesta de la red redundante con obstrucciones del 100 % en
area. En términos de flujo esto significa que redes no redundantes, con areas obstruidas
por mas de F,4, proporcionan flujos menores a los que aportan redes redundantes con
obstrucciones totales. La figura 3.4 b) muestra el ejemplo correspondiente a redes cuyos
vasos siguen la ley de Murray, en el cual se tiene un valor de F,; = 22 cuando se obstruyen
la mitad de los vasos del nivel 25 (n = 24). Proponemos F¢, como criterio para cuantificar
cuan robusta es una red con redundancia intrinseca, ya que este parametro proporciona
una medida relativa de la tolerancia de las redes a las obstrucciones. Cuando el porcentaje
de area obstruida estd por encima del umbral F¢,, tener redundancia es més conveniente,
en términos de flujo, que tener vasos mas anchos. A una n dada, cuanto menor es Fgg,
mayor es la ventaja de tener redundancia y menor es la tolerancia a obstrucciones de la red
equivalente no redundante. Este porcentaje ha sido escogido en el peor escenario posible

para las redes redundantes, en el cual, las oclusiones en los tubos que salta la anastomosis

son del 100 % en &rea.
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Figura 3.4- a) Respuesta de la red no redundante obstruida, Xy, como funcién del porcentaje de
obstruccion, F. Para este ejemplo de redes de tubos iguales, F., = 17. En el eje de las ordenadas,
se indica la respuesta de las redes equivalentes no obstruidas, xgg7 (usada como factor de normali-
zacién). Se indica también, como referencia, la respuesta de la red redundante con oclusiones del
100 % en &rea -en los tubos evitados por los puentes anastométicos- x£**. b) Ejemplo correspon-
diente a redes cuyos vasos siguen la ley de Murray, en el cual, se tiene un valor de F,, = 22 cuando
se obstruyen la mitad de los vasos del nivel 25 (n = 24). ¢) F,, para diferentes valores del indice
topoldgico n, en redes cuyos radios siguen la ley de Murray y en redes de tubos iguales. d) A,
para cada lugar topoldgico n de la red, en redes que siguen la ley de Murray. Las obstrucciones
se encuentran en el nivel n + 1. Con lineas verdes se indica la regién correspondiente a los valores
de area obstruida para los cuales la redundancia proporciona un flujo mayor al de tener vasos mas
anchos. Frente a un area obstruida dada, Agg‘za, la redundancia es preferible sobre vasos més an-
chos, en los niveles para los cuales Agi’fda > Aeq. €) Aeq /Aggila para cada valor de n, en redes que
siguen la ley de Murray. Cuando la cantidad A, /Aggfia < 1, las redes redundantes superan a las
no redundantes. Para este ejemplo, el factor de normalizacion Aggfla se escogié como el drea de los
vasos del nivel i = 21, lo que resulté en que la redundancia fuera preferible para todos los niveles

mayores a n = 16. Los parametros usados en esta figura son iguales a los utilizados en la figura 3.2.
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F,4 tiene un valor diferente para cada lugar topolégico n de la red en donde se encuentran
las obstrucciones y su valor depende de la estructura de la red subyacente. Esto se muestra
en la figura 3.4 ¢) para una red cuyos radios siguen la ley de Murray y para una red de tubos
iguales. F,, proporciona el porcentaje de area obstruida (de la mitad de los vasos del nivel
n+1) por arriba del cual, es mejor tener redundancia que tener una red de vasos més anchos.
Para redes de tubos iguales, la ventaja de la redundancia es relativamente independiente
del lugar en el cual ocurren las obstrucciones. Para redes mas complejas, en las que el area
de la seccién transversal de los vasos cambia con n -como en las redes cuyos radios siguen
la ley de Murray- la figura 3.4 ¢) debe interpretarse con cuidado. Esta sélo es ttil cuando
se considera un valor de n a la vez. Con ¢l fin de interpretar, F; = 100fe,, a través de
diferentes valores de n, construimos el drea equivalente, Ay = feq Ay, en donde A, es el drea
de la seccién transversal de los tubos del nivel n. A, se puede interpretar -andlogamente a
Fy4- como el area obstruida por arriba de la cual tener redundancia es mas conveniente, en
términos de flujo, que tener vasos mas anchos. La figura 3.4 d) muestra el valor de A., para
cada lugar topoldgico n de la red en donde se encuentran las obstrucciones en redes cuyos
vasos siguen la ley de Murray. Con lineas verdes se indica la region correspondiente a los
valores de area obstruida para los cuales la redundancia proporciona un flujo mayor al que
proporciona tener vasos mas anchos. Frente a un area obstruida dada, Agzsda, la redundancia
es preferible sobre vasos mas anchos, en los niveles para los cuales Aglgfda > Agq. En este

ejemplo, Aggsda fue escogida como el drea transversal de los vasos en un nivel dado (i = 21) y

se indica en el eje de las ordenadas. La figura 3.4 €) muestra A.q/ A?lgfia' Frente a obstaculos
del tamano de Agg‘ila, en el drea de la seccién transversal, la redundancia es preferible en
los niveles en los cuales Agy /Aggsda es menor que uno. Esta figura muestra que para redes
cuyos vasos siguen la ley de Murray, es mejor tener redundancia en niveles internos (con un
alto grado de bifurcacién). Estos resultados revelan los sitios especificos en los que es mejor

tener redundancia y nos dicen cuando las redes redundantes superan a las no redundantes

en cuanto al flujo que éstas aportan.
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3.5. Gradientes de la rapidez de deformacion en redes redundantes y no

redundantes

La presencia de gradientes de la rapidez de deformacion, es decir, cambios en el valor de
esta cantidad a lo largo de las redes de vasos sanguineos puede causar un mal funciona-
miento vascular. Estos han sido relacionados con el depédsito de plaquetas en arterias [55]
y varios estudios sugieren que variaciones importantes de los esfuerzos en la pared causan

severas alteraciones en la vasculatura [53, 54].

Para un fluido newtoniano circulando en un tubo rigido, el esfuerzo de cizalla ejercido por

el fluido sobre la pared del tubo, 7, esta dado por la componente, 7., del tensor de es-

fuerzos del fluido evaluado en la pared, esto es, 7, = —Ty4|q. El subindice rz indica que la

direccién del esfuerzo es  y que éste actia sobre planos perpendicualres a r. Por su parte,

Tre = — 47, en donde 7 es la rapidez de deformacion del fluido y se define como la derivada
d

de la velocidad respecto a 7, es decir, ¥ = Z*. Por lo tanto, |, es una medida del esfuerzo

que cjerce el fluido sobre la pared.

En estado estacionario, un fluido newtoniano que circula a través de un tubo rigido desa-
rrolla un perfil de velocidades parabdlico (perfil de Poiseuille), en donde 4|, = —%.
Usualmente, 7|, se aproxima como el cociente de una velocidad tipica y una dimensién

tipica del sistema, por ejemplo, la velocidad del fluido promediada en la seccién transversal

entre el radio del tubo, esto es, Y|, =~ % = %

En esta seccidon, estudiamos la rapidez de deformacién de la sangre a lo largo de redes
rigidas de vasos sanguineos sujetas a gradientes de presion oscilatorios. En ellas, el flujo
de sangre es oscilatorio, lo cual implica una rapidez de deformacién también oscilatoria.

Los resultados reportados a continuacién fueron obtenidos para la rapidez de deformacién

max

maéxima, aproximada como 7|, ~ Q™"  Esto se debe a que, a frecuencias bajas (como la

a3
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frecuencia cardiaca del perro, utilizada en este estudio), los perfiles de velocidad que desa-
rrolla el fluido de Maxwell son practicamente iguales a un perfil de Poiseuille que oscila en

el tiempo.

Analizamos el efecto que tiene la redundancia sobre el valor de la rapidez de deformacién,
7, a lo largo de los cuatro caminos posibles en la red. En la figura 3.5 a) se muestran estos
caminos: uno que pasa a través del vaso anastomotico (P1, en azul); dos que pasan a través
del vaso obstruido (P2, en negro y P3, en verde), que son diferentes entre si porque uno de
ellos, P2, intersecta al vaso anastomaotico después de la obstruccion; y uno que no pasa por
el vaso obstruido ni por el vaso anastomético (P4, en rojo). Para redes no redundantes, P1
no existe, y los caminos P2 y P3 son equivalentes. Por lo tanto, para redes no redundantes

P2 va a través del vaso obstruido y P4 no.

Por construccién, para redes que siguen la ley de Murray -en donde @  a® (como se vio en
la seccién 2.4.2)- la rapidez de deformacién es constante en todos los vasos. Sin embargo,
la redundancia introduce gradientes de la rapidez de deformaciéon en los cuatro caminos
de flujo, disminuyendo el valor de la rapidez de deformacién alrededor del punto en donde
se encuentra el vaso anastomdtico. La figura 3.5 b) muestra este cambio en la rapidez de
deformacién a lo largo del camino P2 de hasta el 80 %. Aunque esto representa una desven-
taja de la redundancia, en presencia de obstrucciones el panorama cambia completamente,
ya que en redes no redundantes las oclusiones causan gradientes enormes en la rapidez
de deformacién. La figura 3.5 ¢) muestra el efecto que las obstrucciones tienen a lo largo
del camino P2 en una red no redundante. Por ejemplo, obstrucciones del 80 % del drea
de la seccion transversal del vaso en el nivel n = 3 causan un incremento de casi 700 %
en la rapidez de deformacién. En contraste, el mismo porcentaje de obstruccién en la red
redundante conlleva a un incremento de aproximadamente 100 % en la rapidez de defor-

macién en “la direccién correcta”, esto es, aquella que hace uniforme el esfuerzo cortante
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a lo largo de la red. Esto se ilustra en la figura 3.5 d). Nuestros resultados muestran que
la redundancia reduce el impacto que las obstrucciones tienen sobre los gradientes de la
rapidez de deformacién, haciendo a la red menos sensible a la presencia de obstrucciones.
Un comportamiento equivalente se obtiene en el camino P3. Los caminos P1 y P4 presentan

cambios menos dramaticos que los caminos P2 y P3.

) v [s7']
. . . — oo
. 60,
N 407
—*- no redundante
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a) b) 1 2 3 45"
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I ~ F=40 401 = F=20
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c) 1 2 3 45 d) 1 2 3 45

Figura 3.5- a) Esquema de los cuatro caminos posibles de flujo. b) Rapidez de deformacién a lo
largo del camino P2 en una red no redundante (linea con circulos) y para una red redundante (linea
con cuadrados). ¢) Rapidez de deformacién a lo largo del camino P2 en una red no redundante, -,
con diferentes grados de obstruccién. d) Rapidez de deformacién a lo largo del camino P2 en una
red redundante, 4,., con diferentes grados de obstruccién. En las figuras ¢) y d), F' es el porcentaje
de obstruccion del area de la seccion transversal del vaso.

Al parecer, la naturaleza ha optado por la redundancia intrinseca con el fin de tener una
ventaja de supervivencia en presencia de obstrucciones, a pesar de la pequena desventaja

que representan los gradientes de rapidez de deformacién provocados por la redundancia.
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Esta pequena desventaja es parte del costo a pagar, en redes fluidicas, para contar con las

ventajas de tener redundancia intrinseca.

En redes de tubos iguales, el impacto que las obstrucciones tienen sobre redes no redun-
dantes es menor. Sin embargo, también en este caso, la redundancia reduce dicho impacto,

haciendo a la red menos sensible a la presencia de obstrucciones.

3.6. Discusion

En esta seccién, examinamos la validez de nuestros resultados para el caso en el que el
movimiento del fluido en la red fuera impuesto por un flujo y no por una caida de presién.
Ademsds, analizamos si existe una cantidad éptima de puentes anastomdéticos paralelos en

las redes redundantes.

3.6.1. Movimiento del fluido por imposiciéon de un flujo o por imposicién de

una caida de presion

Es importante destacar que nuestro modelo también es 1itil para estudiar la dinamica de
fluidos que se mueven por la imposiciéon de un flujo y no mediante una diferencia de pre-
sion. Para este tipo de flujos, la caida de presién es proporcional al flujo impuesto, esto es,
APy=pulL m Q™M -ecuacion (2.9)-. En este caso, la caida de presién es inversamente

proporcional a la magnitud de la respuesta, |y (wp)|-

La ventaja de trabajar con la funcién respuesta, que es un factor de proporcionalidad entre
el flujo y la diferencia de presién, es que ésta es independiente de si el fluido se mueve
por una diferencia de presiéon o por la imposiciéon de un flujo. El impacto de las altera-
ciones anatémicas (redundancia y obstrucciones) reside completamente en la respuesta de

la red. Si una diferencia de presién mueve al fluido, el flujo en la red estd afectado por la
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redundancia y las obstrucciones sélo a través de la funcion respuesta; si la imposiciéon de
un flujo mueve al fluido, la caida de presion en la red esta afectada por dichas alteraciones
anatomicas sélo a través de la funcion respuesta. Por lo tanto, todos los resultados de este
trabajo sobre cémo las obstrucciones y la redundancia alteran la funcién respuesta, siguen

siendo vélidos y son independientes de cémo se induce el movimiento del fluido en la red.

En cuanto a la interpretacion de la funcién respuesta, para un fluido que se mueve por
una diferencia de presién, podemos decir que cuanto mayor sea la respuesta, mayor serd
el flujo (como lo hemos dicho hasta este momento a lo largo de la tesis). Ahora bien, si
¢l fluido se moviera por la imposicién de un flujo, cuanto mayor fuera la respuesta, menor
serfa la caida de presion a través de la red, es decir, menor seria el trabajo requerido para

mantener dicho flujo en contra de las fuerzas de friccién.

La parte del trabajo en la que uno podria preguntarse si los resultados cambiarian, es en
el estudio del efecto que tienen las obstrucciones sobre la rapidez de deformacién en redes
redundantes y no redundantes (seccién 3.5), en la que las figuras 3.5 ¢) y 3.5 d) muestran
los cambios de la rapidez de deformacién, para diferentes grados de obstruccion, a lo largo
de redes no redundantes y redundantes, respectivamente. El porcentaje de obstruccién,
F = 0, corresponde a las redes equivalentes no obstruidas. Estos calculos se realizaron,

manteniendo una misma diferencia de presion en todas las redes.

Rehicimos el estudio de la rapidez de deformacién, manteniendo un valor de flujo fijo. Es-
cogimos el valor del flujo fijo, como el que se obtiene de las redes equivalentes no obstruidas
(F = 0) y lo mantuvimos constante al variar el grado de obstruccién, F. Los resultados
mostrados en las figuras 3.6 a) y 3.6 b) indican que las conclusiones son las mismas que
para las redes en las que se mantiene fija la caida de presion. Esto es, la redundancia reduce

el impacto que las obstrucciones tienen sobre los gradientes de la rapidez de deformacion,
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haciendo a la red menos sensible a la presencia de obstrucciones. En redes no redundantes,
las obstrucciones causan gradientes enormes de la rapidez de deformacién, en cambio, en
redes redundantes, las obstrucciones causan gradientes de rapidez de deformaciéon mucho
menores, vy lo hace en “la direccion correcta”, esto es, aquella que hace uniforme el esfuerzo

cortante a lo largo de la red.

Vor [s7] v [s"]
601
450¢ ~ F=0
- F=20 < F=0
+ F=40 40+ - F=20
2507 -+ F=60 ~ F=40
-~ F=80 - F=60
207 —~ F=80
S0t : — ; : ——
a) 1 2 3 45 b 1 2 3 45

Figura 3.6- Rapidez de deformacion a lo largo del camino P2 a) en una red no redundante, 4,,,, y
b) en una red redundante, 4., con diferentes grados de obstruccién y manteniendo el flujo constante.

3.6.2. ;Hay un numero 6ptimo de puentes anastomodticos?

Los resultados de este trabajo ponen de manifiesto los beneficios que tiene la redundancia
intrinseca cuando se presentan obstrucciones en una red. Por lo que uno podria pensar
que mientras mas puentes anastomoticos tuviera una red, mayor seria el beneficio. Pero
incrementar el nimero de puentes anastomoticos de la red redundante (a un valor fijo de
resistencia) implicaria tener vasos de radios cada vez menores, y si las secciones de estos
vasos se redujeran demasiado, esto podria no ser siempre benéfico en caso de eventuales
obstrucciones. Surge por consiguiente la duda de si existe un nimero éptimo de vasos re-

dundantes para una resistencia al flujo dada.

Encontramos que incrementar el nimero de puentes anastomaoticos -a una resistencia cons-

tante en ausencia de obstrucciones- es siempre benéfico desde el punto de vista de la
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respuesta cuando hay obstrucciones. Esto se puede observar en las figuras 3.7 a) y 3.7 b).

La figura 3.7 a) muestra que a medida que aumenta el nimero de puentes anastométi-
cos en paralelo, la respuesta cuando los vasos saltados por los puentes estan totalmente

obstruidos —th‘}ﬁ% XQOIE% y Xg‘}i% para uno, dos y tres puentes anastomoticos en paralelo,

no

respectivamente- se acerca al valor de la respuesta cuando no se tienen obstrucciones, xg/,

(ver el ¢je de las ordenadas). Pero, esto sucede de tal forma que la ganancia relativa des-
pués de anadir algunos puentes anastomaoticos es pequena, ya que el valor de la respuesta
se satura. Esto se puede ver més claramente en la figura 3.7 b), en la que se grafica la
respuesta de la red cuando los vasos saltados por los puentes estan totalmente obstruidos,
total,

X como funcién del nimero de puentes anastométicos en paralelo, NPA. Ademds, se

indica como referencia la respuesta cuando no se tienen obstrucciones, xg .

También analizamos F,,, que se propuso como una medida de cudn robusta es la red re-
dundante y nos dice el porcentaje de drea obstruida, por arriba del cual, tener redundancia
es mas conveniente, en términos de la respuesta, que tener vasos més anchos. La figura 3.7
c¢) muestra como decrece Fg, con el nimero de puentes anastomoéticos. Es claro que después
de la adiciéon de unos pocos puentes anastomoticos la ganancia relativa es pequena debido

a que la curva se satura.

Ademds, verificamos que al incrementar el nimero de puentes anastomoticos, el radio de
los vasos en estas redes (a,) decrece, pero también se satura, como se puede ver en la figura

3.7 d). La curva esta normalizada respecto al radio fijo de la red no redundante (ay, ).

En cuanto a la rapidez de deformacién a lo largo de la red, la adicién de mas tubos anas-

tomdticos causa gradientes ligeramente mayores, lo que representa una pequena desventaja.
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Figura 3.7- a) y b) Saturacién de la respuesta de la red, c) de Feq, y d) del radio de los vasos, al
incrementar el nimero de puentes anastomoticos, NPA.

Es de suponer que existe un niimero 6ptimo de puentes anastomoticos en la redundancia
intrinseca, y que la ganancia relativamente pequena que se tiene -en términos de flujo-
después de la adicién de unos pocos vasos anastométicos (figura 3.7 b), no compensa el
costo metabdlico que conlleva el mantenimiento de los mismos. El mantenimiento de los
vasos implica el suministro de oxigeno para mantener las células vivas y el suministro
de oxfgeno para asegurar la reproduccién celular. Este costo de mantenimiento siempre
aumenta con el nimero de vasos. Un modelo para estudiar el costo del mantenimiento de
los vasos esta fuera del alcance de este estudio, sin embargo, dado que las cantidades que
implican una ganancia, se saturan con el ntimero de puentes anastométicos, y que el costo
de mantenimiento de los vasos siempre aumenta con el nimero de puentes anastomaoticos,
podemos pensar que debe existir un nimero éptimo de estos puentes anastomaoticos, y que

este nimero debe de ser relativamente pequeno.
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3.7. Conclusiones

Nuestros resultados muestran que las ventajas de la redundancia intrinseca, se manifies-
tan y son relevantes en presencia de obstrucciones, mientras que para redes fluidicas no
obstruidas, otro tipo de topologias serfan igual de eficientes para el transporte. Las redes
redundantes, con obstrucciones del 100 % en la mitad de los vasos de un cierto nivel, su-
peran a las redes no redundantes, cuando el porcentaje del drea obstruida en éstas tltimas
estd por encima de un umbral relativamente pequeno. Estudiamos como depende este um-
bral, del lugar topoldgico en el que se encuentran las obstrucciones, y cémo se comporta en
dos tipos de redes comtnes. En redes vasculares, la redundancia asegura el suministro de
sangre a un tejido, incluso cuando las obstrucciones -tan grandes como el area de la seccién
transversal- ocluyen una gran proporcién de los vasos; mientras que en redes microfluidicas,
la redundancia podria asegurar el funcionamiento de los dispositivos frente a burbujas tan

anchas como los microcanales que forman la red.

La redundancia protege a las redes de los enormes gradientes de rapidez de deformacién que
las oclusiones causan en redes no redundantes. Sin embargo, la redundancia a su vez, intro-
duce gradientes relativamente pequenios que constituyen una pequena desventaja cuando
las redes no estdn obstruidas. Esta pequena desventaja, es parte del costo a pagar por
las enormes ventajas, referentes al flujo y a la uniformidad de la rapidez de deformacioén,

cuando se presentan obstrucciones.

Nuestro estudio ofrece una posible explicacién del por qué la naturaleza ha optado por la
redundancia intrinseca, sobre vasos més anchos, para asegurar el suministro de sangre para
la irrigacién de los tejidos en lugares clave del organismo (como en la vasculatura cerebral)
y c¢6mo la redundancia intrinseca puede salvar vidas cuando estd presente en el corazén [40].
Nuestro estudio también explica por qué no todas las redes vasculares son redundantes, ya

que la redundancia conlleva un costo, que incluye el mantenimiento de los vasos y la falta
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de uniformidad en la rapidez de deformacién. Pagar ese costo podria valer la pena, sélo
cuando el buen desempeno de una red particular es crucial para la superviviencia. Nuestros
estudios también proporcionan una orientacion en el disenio de dispositivos microfluidicos
robustos para los cuales, la inclusion cuidadosa de la redundancia intrinseca podria prevenir

una falla por obstruccion, debida a particulas o burbujas.



4

PERMEABILIDAD DINAMICA DE FLUIDOS
NEWTONIANOS EN TUBOS ELASTICOS

En este trabajo [56], encontramos una expresién analitica para la permeabilidad dindmica
de fluidos newtonianos incompresibles, que fluyen a través de tubos elasticos y que estan
sujetos a gradientes de presion pulsados, esto es, gradientes de presiéon que cambian pe-
riédicamente en el tiempo con al menos una frecuencia. Mostramos que la interaccion entre
la viscosidad del fluido, la elasticidad de la pared y el tamano caracteristico del sistema
confinante da lugar a una vasta fenomenologia que incluye resonancias. El surgimiento de
un comportamiento resonante en la permeabilidad dinamica de fluidos newtonianos no ha
sido reportado previamente. Obtuvimos resultados que indican que estas resonancias son
relevantes en pequenas geometrias confinantes con médulos de Young bajos. Por ejemplo,
encontramos una frecuencia de resonancia, en el rango del ultrasonido, para un fluido new-
toniano (aceite mineral) sujeto a un gradiente de presién pulsado que circula a través de

un microcanal de 200 micras hecho de PDMS (polidimetilsiloxano).

4.1. Introduccién

La caracterizacion de la respuesta de un fluido a un gradiente de presién pulsado se descri-
be adecuadamente mediante la permeabilidad dindmica, la cual constituye la respuesta de
un fluido a un gradiente de presién dinamico, esto es, dependiente del tiempo. Mateméti-
camente, es una constante de proporcionalidad entre el flujo y el gradiente de presién en el
dominio de la frecuencia. Fisicamente, es una funcién de respuesta que mide la resistencia

de un fluido a circular en la direccién de flujo, para cada uno de los modos involucrados en el

60
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gradiente de presion. Esta contiene informacién tanto del fluido como del medio confinante.

Se han obtenido permeabilidades dindmicas para fluidos newtonianos [2, 3], de Maxwell
[1, 4, 6, 7, 8] y viscoeldsticos lineales generales [9], que circulan a través de estructuras
rigidas de distintas geometrias y con diferentes condiciones de frontera entre el fluido y el
medio confinante. Una caracteristica intrinseca de la permeabilidad dindmica de fluidos vis-
coelasticos es que su magnitud presenta resonancias a ciertas frecuencias. Las resonancias
tienen su origen en la interaccién entre la densidad, la viscosidad, el tiempo de relajacion
del fluido, y una escala de longitud caracteristica de la geometria de confinamiento. Para
fluidos newtonianos -en los cuales el tiempo de relajacion es cero- que circulan en medios
rigidos, la magnitud de la permeabilidad dindmica decrece mondtonamente con la frecuen-

cia.

El conocimiento de la permeabilidad dindmica de fluidos circulando en medios elasticos
puede ser relevante en sistemas fisiolégicos, ya que en estos, los fluidos estan confinados
por medios con paredes eldsticas, como las arterias grandes o los bronquios; también podria
ser relevante en microfluidica, ya que los microchips estan hechos frecuentemente de polime-
ros, como el PDMS, que confinan a los fluidos que circulan dentro de ellos [10]. El efecto
de la elasticidad del medio confinante sobre la permeabilidad dinamica ha sido considerado
cuando solamente se tienen oscilaciones longitudinales en un tubo por el que circula un
fluido de Maxwell [57]. Otros estudios, que no consideran la permeabilidad dindmica, han
estudiado el flujo inducido por una onda viajera en la pared del tubo, cuando se tienen flui-
dos compresibles newtonianos y de Maxwell [58, 59]. También ha sido considerado el efecto
de la velocidad de resbalamiento en la pared, sobre la dindmica de fluidos newtonianos
incompresibles, cuando las soluciones son ondas viajeras [60]. Un estudio sobre el impacto
que tienen las deformaciones eldsticas de las paredes confinantes acopladas a la dindmica

de un fluido, en la permeabilidad dindmica de fluidos newtonianos sujetos a gradientes de
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presion pulsados, no ha sido abordado en la literatura.

4.2. FEcuaciones del modelo

Consideramos el flujo de un fluido newtoniano en un microtubo eléstico. La pared del tubo
estd caracterizada por un espesor pequeno, h, una densidad de la pared, p,,, un médulo de
Young, F, y un coeficiente de Poisson, v. Estudiamos regimenes en los cuales el niimero de
Reynolds es lo suficientemente bajo como para despreciar los términos no lineales de las
ecuaciones de conservacion de momento. Esta aproximacion es vélida para un amplio rango
de los parametros del sistema. Por ejemplo, en el arbol circulatorio, es vélida en todos los

vasos excepto en la aorta.

Definimos, z, como la direcciéon de flujo a lo largo del tubo y, r, como la direccién radial.

Consideramos que, en un punto dado de la direcciéon de flujo, la presion se ajusta ins-

tantaneamente en la direccion radial, esto es, % = 0. Esta aproximacién es vélida cuando

el radio del tubo es mucho menor que su longitud [61, 62], y cuando la velocidad de propa-
gacion de la onda es mucho mayor que la velocidad promedio de flujo [60, 62]. Por lo tanto,
el sistema estd sujeto a un gradiente de presién no estacionario, Vp(z,t) = %i, que es
funcién de la direccién de flujo y del tiempo. Con estas consideraciones, las ecuaciones de

continuidad y de conservacion de momento para las velocidades axial y radial de un fluido

con densidad, p, y viscosidad, u, son:

Ju 1 90(rv)
%—F; or =0 (4.1)
y
Ju  Op Pu 1 0u
f’a—%*“(mﬂfa)’ (4.2)

en donde u(x,r,t) y v(x,r,t) son las velocidades axial y radial, respectivamente.
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Consideramos ecuaciones de movimiento para un tubo eldstico de radio, a, que relacionan

desplazamientos radiales y axiales, n(x,t) y {(z,t), con los esfuerzos oy, y o, en la pared

61, 62],
0°n Eh n v ok
ol =om =08 (‘2 i a_> (43)
y
0%¢ Eh 0% v on
pohp = ot s (% ‘a—) 44

la deduccion de estas ecuaciones se encuentra en el apéndice C.

Se necesitan condiciones de frontera en la interfase fluido-sélido. Estas incluyen el balance
de esfuerzos entre el fluido y la pared, que conduce a las siguientes expresiones para los

esfuerzos en la pared:

ou
Orp =P Y Opg = Mﬁluﬁ (4'5)

y la continuidad de las velocidades entre el fluido y la pared, tanto en la direccién radial
como en la axial.
on

_ o5 _
9t Vlw T oy (4.6)

La condicién para la velocidad en la direccién radial asegura que no existan agujeros entre
el fluido y la pared. Mientras que en la direccién axial, suponemos una condicién de no
resbalamiento del fluido en la pared. Estas condiciones de frontera constituyen un problema
de fronteras libres, ya que se requiere conocer la solucién para determinarlas. Con el fin de
obtener una solucién analitica, aproximamos estas condiciones a condiciones equivalentes

evaluadas en el radio promedio del tubo, en donde éste no estd expandido ni comprimido,
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esto es, en r = a. Esta es una aproximacion cldsica en problemas de fronteras libres en
los que la forma de la frontera oscila alrededor de una forma estable (en este caso, la
forma cilindrica de un tubo). En [60], [61] y [62] se pueden encontrar ejemplos de esta
aproximacion, que es valida siempre que la deformacién radial del tubo, 77, sea més pequena

que su radio promedio. Por lo tanto, imponemos:

S5 =la (4.7)
y

o

E = U|a. (48)

Podriamos resolver las ecuaciones (4.1)—(4.4) -con o, y 0y, dadas por (4.5)- y sustituir
las soluciones en las ecuaciones (4.7) y (4.8). Sin embargo, por conveniencia matemaética,
resolvemos en dominio de Fourier, las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.7) y (4.8) para u, v, ny &,

y sustituimos estas soluciones en las ecuaciones de movimiento del tubo -ecuaciones (4.3)

y (4.4)-.

Para las soluciones de u, v, n, £ y g—g consideramos la forma general de ondas estaciona-
rias, esto es, ondas que se pueden factorizar en un término dependiente de la posicién en
la direccién de propagacién, por un término dependiente del tiempo, V(z,t) = f(z)E (1)
[63, 64]. Una onda estacionaria se caracteriza por tener una dindmica con valores fijos en
ciertos puntos del espacio llamados nodos. Para un sistema experimental en particular, las
condiciones de frontera en la direccién de flujo imponen restricciones que conducen a una
solucién de este tipo. De esta manera es posible, por ejemplo, imponer un valor fijo para
la presién al final de un tubo finito (que es una condicién de frontera experimental usada

comunmente en microfluidica).

Hacemos una separacién de variables en las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.7) y (4.8) para en-
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contrar las soluciones de u, v, 1y £, tomando en cuenta por una parte la dependencia
espacial en la direccién de flujo, y por la otra, la dependencia espacial en la direccién radial
y el tiempo. Esto es, % =g(x)G(t), u = u(x)U(r,t), v = v(z)V(r,t), n = n(x)H(t) y

& = ¢(x) E(t). Los detalles de la separacién de variables se pueden ver en el apéndice D.

Las soluciones obtenidas, en dominio de Fourier, para las velocidades del fluido @ y 0, y

para los desplazamientos de la pared del tubo 7y f , son:

a(x,rw) = u(z) Ulr,w) = — [A(w) Jo(Br) — ﬁ] g(z) G(w), (4.9)
. - r 1 , A
i) =u(@) V() = - |30 = AWV AGN] @Gl (0
(o) = o) 2(0) = 1 |46 D) - 5 | 9(0) Go) (411)
y
o) =) ) = 1 [ 525 - AW AG0)| @) 6. @12)

En donde Jy y J; son las funciones de Bessel de orden cero y de orden uno, respectiva-

mente, y 8 = Ipr Estas soluciones quedan en términos de la constante de integracién
A(w) -proveniente de la ecuacién para U(r,w) -ecuacién (D.9)- y cuya expresién se mues-

tra en el apéndice D-, asi como del gradiente de presién dependiente de la frecuencia, G (w).

La solucién para la velocidad local en la direccién de flujo, @, dada por la ecuacién (4.9),

se puede escribir como:

i,y w) = —% K (r,0) g(2)G(w), (4.13)
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en donde

R () = |1 AG) Jo(Br) = 5 (4.14)

es una permeabilidad local (funcién de 7).

Al promediar la ecuacién (4.13) en el drea de la seccién transversal de flujo, obtenemos

<Maw»=—5Mmeéw» (4.15)

en donde K (w) es una permeabilidad dindmica de la forma

24(Ba) _ 11 (4.16)

K(w)= MA(W)T 32

La ecuacién (4.15) representa una ley de Darcy generalizada local (para cada punto, x, de la
direccién de flujo) para fluidos newtonianos que circulan en tubos eldsticos. Esta relaciona
linealmente la velocidad axial promediada en r con el gradiente de presién (que es funcién
de x) en el dominio de la frecuencia. La permeabilidad dindmica contiene informacién tanto
del fluido como del medio que lo confinal. En el limite de tubos rigidos, la ecuacién (4.16)
se reduce a la permeabilidad dindmica de fluidos newtonianos reportada por primera vez

en [2].

A partir de las expresiones analiticas para v, 1 y f -ecuaciones (4.10)—(4.12)-, se pueden
definir otras funciones respuesta, en el dominio de la frecuencia, para la velocidad local
radial y su promedio, as{ como para los desplazamientos de la pared del tubo, en términos
de A(w) y del gradiente de presién, g(z)G(w), o su primera derivada espacial, ¢/(z)G/(w).

Sin embargo, es importante hacer notar que esas cantidades no son independientes de la

velocidad axial, 4. Es por esto que enfocamos nuestro andlisis en la respuesta dinamica

1Si en lugar de un tubo, se considerara un microcanal, se obtendria una funcién similar a la de la ecuacién
4.16, pero con funciones trigonométricas en lugar de funciones Bessel.
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de la velocidad axial, aunque en la secciéon 4.8 incluimos el comportamiento de las otras

funciones respuesta.

Al sustituir las soluciones obtenidas para @, 0, 7) y € en las ecuaciones (4.3) y (4.4) reescritas
en el dominio de la frecuencia, obtenemos una ecuacion para la presiéon y para el gradiente

de presion, que son ecuaciones armonicas de la forma:

p(x
TPED) 3 Aw). ) plaw) (4.17)
y
3 A A
THED) 3 Aw),w) 22D, (1.18)
en donde
W2 = 2a’w?p (1/2 — 1)
! 2phABlav B E Jy(Ba) — (a’wW?py (V2 — 1)+ E) Ji(Ba)] + ah [a*w?py, (V2 — 1) + E(1 — 2v)]
(4.19)
y

2 2aw? (v = 1) [hpy (1 —pAB2Jo(Ba)) — ppABJi(Ba) (4.20)
20 Eh2pAB(aB Jo(Ba) — v Ji(Ba))+ alv —2)] ) )

Los coeficientes, r}(A(w),w) v k3(A(w),w), proporcionan una relacién de dispersién que
relaciona el nimero de onda de los modos de propagacion, k, con la frecuencia del gradiente

de presién aplicado, w. Dado que k7 es independiente de z, por consistencia, pedimos que

k? = k3, lo cual nos da una ecuacién cuadratica para A(w) (cuyas soluciones se muestran

en el apéndice D).

Una vez determinada A(w), se pueden conocer las velocidades del fluido y los desplaza-
mientos de la pared del tubo en el dominio de la frecuencia -ecuaciones (4.9)—(4.12)- como

funcién del gradiente de presién o su primera derivada espacial.
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Las dos soluciones para A(w) implican dos soluciones para todas las variables del sistema.
Una de estas soluciones no es fisica debido a que su parte imaginaria diverge a frecuencia
cero. Una parte imaginaria de A(w) que diverge, implica una permeabilidad y una velocidad
que también divergen, a un gradiente de presion finito -ver ecuaciones (4.15)- y (4.16). Es
por esto que escogemos la solucién fisica de A como aquella que nos da una permeabilidad

dindmica finita a frecuencia cero.

4.3. FEcuaciones adimensionales

Con el fin de identificar las frecuencias caracteristicas del sistema, escribimos las ecuacio-

nes (4.1)-(4.4), (4.7) y (4.8) en una forma adimensional, usando las siguientes cantidades

adimensionales:
— v —
I==, F=-, t=uw,t, «a:L, U= , b= b ﬁ=Q> y§=§-
a a awy, awy, Hwy, a a
en donde w,, = ;’# es la frecuencia viscosa, caracteristica del fluido.
Para la ecuacién de continuidad, tenemos:
ou 1 0(7v)
— + = =0. 4.21
ox * ¥ oor ( )
La ecuacion de conservacién de momento esta dada por:
ou op  (0*u 1 0u
=P (o). (4.22)
ot 0T or r or

Para los desplazamientos axiales y radiales de la pared del tubo tenemos:

w? 9%7] o€
1 ] Ww Wy _ S
- —= = — — 4.23
w2 ot? w? P (17 v 353) (4.23)
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2 o2& = 2¢ =
A @Iﬁ (a < @) : (4.24)

w2 OB w2 oF 0z " " oz

En donde w, = %, /ﬁ YV Wy = p—w“h—a son otras dos frecuencias caracteristicas del

sistema: una frecuencia caracteristica de la pared elastica, we, y una frecuencia viscosa
acoplada a la geometria del tubo, w,,, a través de su espesor, h, y su densidad, p,.

Las condiciones de frontera adimensionales estan dadas por:

9E
y

on _ _

("j_f = ’U|a. (426)

Resolvemos las ecuaciones (4.21)—(4.26) en el dominio de la frecuencia, siguiendo la misma

metodologia descrita en la seccién 4.2 y en el apéndice D.

Podemos obtener una ley de Darcy generalizada en el dominio de la frecuencia, para el
promedio de la velocidad axial adimensional sobre el drea de la seccién transversal del

tubo, <ﬂ(i, <I))>T, en términos del gradiente de presién adimensional §'(Z) G, esto es:

(i(z,@)), = K@) 7 ()G (4.27)

en donde w = -,
W

Asi, podemos definir una permeabilidad dindmica adimensional, K (@),

@) = | Aw) 2248 _

5 (4.28)

i

en donde 3 = Vi@.
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4.4. Frecuencias caracteristicas del sistema

Encontramos que las ecuaciones adimensionales pueden ser escritas en términos de tres

frecuencias caracteristicas.

La frecuencia viscosa, wy, que es caracteristica del fluido y estd dada por:

0
o ,OaQ’ ( 9)

una frecuencia caracteristica de la pared eldstica del tubo, we, dada por:
1 E

We = —

a\ 1= 12)py’ 430

y una frecuencia viscosa acoplada a la geometria del tubo a través del espesor y de la

densidad de su pared, esto es:

__H
pwha

(4.31)

Wy

Para el caso en el que las densidades de la pared y del fluido son similares, es decir, p,, ~ p,
wyy es proporcional a wy,, y sélo se tienen dos frecuencias caracteristicas relevantes e inde-
pendientes en el sistema. Es por esto que esperamos dos regimenes dinamicos diferentes,
uno para w;, < we, y otro para w, > w,. Cuando estas dos frecuencias son iguales, po-
demos definir una frecuencia de cruce, w*. Esto sucede a un valor particular del radio,

1—12 . sy .
a* = ‘—;\/ (V%, que es una escala de longitud caracteristica del sistema.

4.5. Permeabilidad dindmica de fluidos newtonianos en tubos elasticos

Estudiamos la permeabilidad dinamica K (w) -ecuacién (4.16)- como funcién de la frecuen-
cia, asi como su comportamiento con los diferentes pardmetros del sistema. Para presentar

nuestros resultados, usamos como factores de normalizacién, la frecuencia de cruce, w* y
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su correspondiente radio, a*, definidos en la seccién anterior.

Encontramos que, en general, la magnitud de la permeabilidad dindmica es una funcién no
mondtona de la frecuencia, como se ilustra en la figura 4.1. Esta presenta una frecuencia de
resonancia, wyes, para la cual la magnitud de la permeabilidad es maxima. La figura tam-
bién muestra (como referencia y en linea punteada) que la magnitud de la permeabilidad
dindmica de un fluido newtoniano circulando a través de un tubo rigido, decaec mondtona-

mente con la frecuencia.

| Kw)]

K(0)

Py 1 1 1 1 *
) 0.5 1.0 Wi
Wres/W

Figura 4.1- Magnitud de la permeabilidad dindmica de un fluido newtoniano en un tubo eldstico
(linea continua). La linea punteada corresponde al limite de tubo rigido que se muestra como
referencia.

La frecuencia de resonancia, wyes, depende del radio de confinamiento, de los parametros
del fluido y de los parametros eldsticos de la pared del tubo. En la figura 4.2 a) se muestra
la dependencia de la frecuencia de resonancia con el radio del tubo. Los puntos azules
corresponden a los resultados de nuestro modelo. Las lineas roja y verde muestran como
referencia a w, y w, como funcién del radio, respectivamente. Claramente, hay un régimen a
radios bajos en el cual el comportamiento de w;¢s estd dominado por we, esto es, dominado

por la elasticidad. Una regresion lineal del logaritmo de los datos en este régimen confirma
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una dependencia de wyes ~ a~ !, tal como la dependencia de w, con el radio, mostrada en
la ecuacion 4.30. En la misma figura 4.2 a) se puede ver que existe otro régimen a radios
grandes, en el cual el comportamiento de wyes estd dominado por wy,, esto es, dominado
por la viscosidad. Para este régimen viscoso, una regresion lineal del logaritmo de los datos
confirma una dependencia de wyes ~ a~2, tal como la dependencia de wy, con el radio,
mostrada en la ecuacién 4.29. Este régimen no debe confundirse con el régimen viscoso
para un fluido newtoniano en un tubo rigido, para el cual no hay resonancia. Para los dos
regimenes observados, wyes esta dominada por el modo de frecuencia caracteristica mas

bajo del sistema, es decir, por la frecuencia menor entre w, y w,.

w/w

10

— we
" Wres

0.1

0.6

- - Abs
0.2

w/w

b)

C) 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.2- a) Frecuencia de resonancia de un fluido newtoniano en un tubo eldstico como funcién
del radio del tubo, a, (en azul). Las frecuencias caracteristicas viscosa y eldstica se muestran como
referencia en rojo y verde, respectivamente. b) Permeabilidad dindmica en el régimen elastico. ¢)
Permeabilidad dinamica en el régimen viscoso. Los parametros fueron escogidos con el fin de mostrar
los dos diferentes regimenes.
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Existe también una regién de transicion entre los regimenes elastico y viscoso alrededor de

la frecuencia de cruce. En esta regién, las dos escalas caracteristicas compiten.

Las figuras 4.2 b) y 4.2 ¢) muestran la parte real, la parte imaginaria y la magnitud de
la permeabilidad dindmica en el régimen elastico y en el régimen viscoso, respectivamen-
te. En el régimen eldstico, cerca de la frecuencia de resonancia, la parte imaginaria de la
permeabilidad domina el comportamiento de la magnitud. Mientras que para el régimen
viscoso, tanto la parte real como la parte imaginaria de la permeabilidad, contribuyen al

comportamiento de la magnitud alrededor de la resonancia.

El rango de valores de los radios en la figura 4.2 a), que fue hecha usando un espesor de
la pared del tubo, h, constante, esta limitado a la izquierda por la suposicion del modelo
h/a << 1, implicita en las ecuaciones de movimiento de la pared del tubo (como se describe
en el apéndice C). A la derecha, este rango de valores para el radio estd limitado por la
desaparicién de la frecuencia de resonancia. Esto se ilustra en la figura 4.3 a), en la que se
puede observar que cuando el radio aumenta, la frecuencia de resonancia se desplaza hacia
la izquierda, y la permeabilidad de estado estacionario (a w = 0) aumenta hasta el punto
de impedir la resonancia. Esto se ilustra cuantitativamente en la figura 4.3 b) presenta-
da en escala log-log, en la que se muestran la permeabilidad a la frecuencia de resonancia,
| K (wres, a)|, con puntos azules; y la permeabilidad de estado estacionario, K (0, a), con linea
punteada, como funcién del radio del tubo, a. En el recuadro se ilustra que |K(wyes,a)l
aumenta con un exponente menor a 2, para todos los valores de a, por lo que K(0,a) = %7
que crece con un exponente igual a 2, supera eventualmente a | K (wres, a)|. En este punto,
la resonancia deja de existir. Esta caracteristica hace que esta resonancia sea tipica de

sistemas elasticos pequenos.

El comportamiento de la permeabilidad dindmica como funcién de todos los pardmetros del



4 Permeabilidad dindmica de fluidos newtonianos en tubos eldsticos 74

sistema se puede resumir en términos de una frecuencia adimensional inica @ = wWe /W, =
% ﬁ. En la figura 4.4 se muestran los diagramas universales para la frecuencia
de resonancia adimensional, Wy¢s, (figura 4.4 a)) y para la magnitud de la permeabilidad
adimensional a la frecuencia de resonancia adimensional, |K (@yes)|, (figura 4.4 b)) como
funcién de w,. En la figura 4.4 a) se pueden identificar los regimenes eldstico y viscoso, asi
como la regién de transicién. La figura 4.4 b) muestra que la resonancia no puede existir

mas alld de un valor méximo de @, en el que |K(@yes)| disminuye hasta el valor de estado

estacionario. Como se puede concluir de la inspeccién visual de @, = % 0 L

T Dp OSte

comportamiento evidencia que la resonancia desaparece por encima de un cierto valor del
radio del tubo, un cierto valor del moédulo de Young y por debajo de un cierto valor de la

viscosidad del fluido.

|K(w,a)l | K( wres,a)| K(0,a)
K(0,4) — ala'=35 K(0,4)  K(0,a)
50f
40}
30f
20]
a) 0.01

Figura 4.3- a) Magnitud de la permeabilidad dindmica de un fluido newtoniano en un tubo
elastico como funcién de la frecuencia, para diferentes valores del radio del tubo, a. b) Magnitud de
la permeabilidad a la frecuencia de resonancia |K (wyes,@)| -en puntos azules-, y permeabilidad de
estado estacionario K(0,a) -en linea punteada-, como funcién del radio del tubo, a. En el recuadro,
se indica el exponente de |K (wyes, a)| como funcién del radio del tubo, a.
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Figura 4.4- a) Frecuencia de resonancia adimensional de un fluido newtoniano en un tubo eldstico,
@res, como funcién de la frecuencia eldstica adimensional, @.. b) Magnitud de la permeabilidad
adimensional, a la frecuencia de resonancia adimensional, de un fluido newtoniano en un tubo
elastico. Para las frecuencias caracteristicas usamos los valores: w, = 1000, w,, = 10000y w, =
160 — 6600. Los parametros fueron escogidos con el fin de mostrar los dos diferentes regimenes.

4.6. Permeabilidad dindamica en microfluidica de materiales elastoméri-

COoS

Nuestro andlisis muestra que la resonancia surge sélo en un rango finito de frecuencias.
Para evaluar la relevancia de estas predicciones, presentamos resultados para aceite mi-
neral fluyendo a través de un microtubo hecho de un material elastomérico, como PDMS
(polidimetilsiloxano) [65, 66], y encontramos una resonancia a una frecuencia del orden de

decenas de kHz.

En la figura 4.5, se presenta la magnitud de la permeabilidad dindmica del aceite mineral
fluyendo en un microtubo de PDMS, ésta muestra una resonancia en el régimen viscoso a
una frecuencia de 43.6 kHz que corresponde a una wres = 2.737 x 107 %i En este ejemplo,
el valor de la permeabilidad dindmica a la frecuencia de resonancia es aproximadamente
40 % mayor que su correspondiente valor de estado estacionario. Esto significa, que impo-
ner al fluido una caida de presion a la frecuencia de resonancia, puede incrementar en un
40 % la amplitud de flujo. Las resonancias en este rango son accesibles experimentalmente

y nuestros resultados prodrian tener aplicaciones practicas importantes.
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K| (m?)

1.6x10~°

1.2x10~°

8x107"° ' w (rad/s)

1 1 ‘A 1 1 1 1 1 1
1x105 Wres 5x10° 9x10°

Figura 4.5- Magnitud de la permeabilidad dindmica de un fluido newtoniano (aceite mineral
con p = 818kg/m?® y u = 1kg/ms) en un tubo eldstico con los pardmetros tipicos de materiales
elastoméricos en microfluidica: @ = 1 x 107*m, h = 1 x 107 °m, p, = 987kg/m3, E = 3.6 x
10% Pa y v = 0.5. Se encontré una frecuencia de resonancia a 2.737 x 10° %i, equivalente a 43.6 kH z.

4.7. Resonancia como funcién de los parametros del fluido y de la pared

del tubo

En la figura 4.6 se muestra la dependencia de la frecuencia de resonancia y de la magni-
tud de la permeabilidad a la frecuencia de resonancia con los parametros del fluido. A un
radio promedio y pardmetros elasticos de la pared dados, las frecuencias eldstica y visco-
sa caracteristicas del sistema son iguales a ciertos valores de viscosidad y densidad, pu* y
p*, que utilizamos como factores de normalizacion. La transicién entre ambos regimenes
sucede aproximadamente a estos valores. Como se puede ver en las figuras 4.6 a) y 4.6
c), el régimen dominado por la viscosidad (en el cual w, < w.) corresponde a % <1
y -p% > 1. Una regresion lineal del logaritmo de los datos confirma una dependencia de
Wres ™~ ,ul Y Wres ~ p L, tal como la dependencia de wy, con la viscosidad y la densidad,
mostrada en la ecuacién (4.29). Para el régimen dominado por la elasticidad (-u& > 1y
)-O% < 1), wyes es casi independiente de los parametros del fluido. En las figuras 4.6 b) y

4.6 d) se muestra la magnitud de la permeabilidad a la frecuencia de resonancia como fun-

cién de los pardmetros del fluido. En ellas también es clara la presencia de ambos regimenes.
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Figura 4.6- Frecuencia de resonancia de un fluido newtoniano en un tubo elastico como funcion de
los pardametros del fluido -i (a) y p (¢)-. Los puntos azules corresponden a los resultados de nuestro
modelo. Las frecuencias viscosa y elastica como funcién de los padmetros del fluido se muestran
como referencia en rojo y verde, repectivamente. Magnitud de la permeabilidad a la frecuencia de
resonancia como funcién de p (b) y p (d). En b) y d) se muestran los valores de las pendientes como
referencia. Los parametros fueron escogidos con el fin de mostrar los dos diferentes regimenes.

En la figura 4.7 se muestra la dependencia de la frecuencia de resonancia y de la magnitud
de la permeabilidad a la frecuencia de resonancia con los pardmetros eldsticos de la pared
del tubo (E y py). A un radio promedio y pardmetros del fluido dados, las frecuencias
elastica y viscosa caracteristicas del sistema son iguales a ciertos valores del médulo de
Young y densidad de la pared, E* y pj, que utilizamos como factores de normalizacion.
La transicion entre ambos regimenes sucede aproximadamente a estos valores. Como se
puede observar en las figuras 4.7 (a) y 4.7 (¢), el régimen dominado por la elasticidad (en
el cual we < wy,) corresponde a % <ly % > 1. Una regresion lineal del logaritmo de
los datos en este régimen confirma una dependencia de wyes ~ E/2 Y Wres ~ p{,l/ 2, tal

como la dependencia de w, con el médulo de Young y la densidad de la pared, mostrada
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en la ecuacién (4.30). Para el régimen dominado por la viscosidad (% > 1y % < 1),
Wres €8 una funcién no monétona de los parametros elasticos de la pared del tubo con una
dependencia que varia poco comparada con el régimen dominado por la elasticidad. En
las figuras 4.7 (b) y 4.7 (d) se muestra la magnitud de la permeabilidad a la frecuencia de
resonancia como funcién de los parametros eldsticos de la pared del tubo. En ellas también

se pueden observar diferentes comportamientos en uno y otro régimen.

wiw* 1 K(Wres E)1
10} K(0,E")

050}
Cw,
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0.10f —wy,
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. . . . E/IE* E/
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5' 4»
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"
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Figura 4.7- Frecuencia de resonancia de un fluido newtoniano en un tubo elastico como funcién de
los pardmetros eldsticos de la pared del tubo -F (a) y p,, (¢)-. Los puntos azules corresponden a los
resultados de nuestro modelo. Las frecuencias viscosa y la elastica como funcién de los pardmetros
elasticos de la pared del tubo se muestran como referencia en rojo y verde, repectivamente. Magnitud
de la permeabilidad a la frecuencia de resonancia como funcién de E (b) y p,, (d). En b) se muestra
el valor de la pendiente como referencia. Los parametros fueron escogidos con el fin de mostrar los
dos diferentes regimenes.

A partir de las ecuaciones (4.29) y (4.30) se pueden obtener relaciones entre los diferentes

parametros del sistema para que éste se encuentre en uno u otro régimen. Por ejemplo,
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para que el sistema tenga un comportamiento elastico, w. debe de ser menor que wy,, esto

nos lleva a las siguientes relaciones:

1—1v2) 1_ 2)
/( v p ,u>pa/ /( v
2 2
E a
pea- () n v o (2)
pa 1—v "

Con esta informacién, podriamos controlar el comportamiento de nuestro sistema en un

determinado experimento.

4.8. Otras funciones respuesta del sistema

Funcién respuesta para la velocidad radial.
La solucién para la velocidad radial local, 0, dada por la ecuacién (4.10), se puede escribir

COomao:

o(x,r,w) = —% KE(r,w)ag (z)G(w), (4.32)

en donde la permeabilidad radial local, K (r,w), es una funcién respuesta local (depende

de r) y tiene la forma

— B Aw) )] - (4.33)

KE(r,w) = 0B ap

El promedio de v en el area de la seccion transversal esta dado por

(6(z,w)), = —% iy (@) a g (2)Clw), (4.34)
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en donde la permeabilidad radial, K, (w), es una funcién respuesta promediada, dada por

. 1 2u

Ba
K, (w) = TR aE Aw) ; Br Ji(Br)d(Br)| . (4.35)

Funcién respuesta para el desplazamiento axial.
Definimos la funcién respuesta para el desplazamiento axial, de tal forma que ésta coincida
con la funcién respuesta definida para la velocidad axial local del fluido evaluada en la
pared del tubo. Esto es, como % = u|q podemos escribir (usando la ecuacién (4.13)):

- 1 1

fw) = ——ila = o K*(a,w) g(2)G(w), (4.36)

en donde K% (a,w) estéd dada por la ecuacién (4.14) evaluada en r = a.

Funcién respuesta para el desplazamiento radial.
Definimos la funcién respuesta para el desplazamiento radial, de tal forma que ésta coincida
con la funcién respuesta definida para la velocidad radial local del fluido evaluada en la

pared del tubo. Esto es, como 22 = v|, podemos escribir (usando la ecuacién (4.32)):

at
) = — by = ——— KE(r,w) g ()G (w) (4.37)
Hw) = ——0a = on S (rw)ag (r)G(w), .

en donde K (a,w) estd dada por la ecuacién (4.33) evaluada en r = a.

Las figuras 4.8 a)—4.8 ¢) (columna izquierda) muestran, para los regimenes eléstico, transi-
torio y viscoso, la magnitud de la funcion respuesta de la velocidad axial local, |K L(r,w)|
-ecuacion (4.14)-, a diferentes valores de la coordenada radial: de r = 0 a r = a (lineas rosa,
azul y verde). Esta funcién es maxima en el centro del tubo y su valor disminuye al aproxi-
marse a la pared del mismo. La magnitud de la funcién respuesta del desplazamiento axial

coincide, por construccion, con la funcion respuesta de la velocidad axial local evaluada en
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la pared del tubo, |K%(a,w)

, (Iinea verde). La magnitud de la permeabilidad dindmica,

|K (w)| -ecuacién (4.16)-, se muestra en negro.

L
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Figura 4.8- Funciones respuesta para los regimenes elastico, transitorio y viscoso, respectivamente,
en la direccién axial -(a), (b) y (¢)- y en la radial -(d), (e) y (f)-. Los pardmetros fueron escogidos
con el fin de mostrar los diferentes regimenes.

Las figuras 4.8 d)—4.8 f) (columna derecha) muestran, para los regimenes eldstico, transi-
torio y viscoso, la magnitud de la funcién respuesta de la velocidad radial local, | KX (r, w)|
-ecuacion (4.33)-, a diferentes valores de la coordenada radial: de r = 0 a r = a (lineas
rosa, azul, roja y verde). Esta funcién se hace cero en el centro del tubo. La magnitud de la

funcién respuesta del desplazamiento radial coincide, por construccién, con la funcién res-
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puesta de la velocidad radial local evaluada en la pared del tubo, |[K*(a,w)|. (linea verde).
La magnitud de la permeabilidad dindmica radial, | K, (w)| -ecuacién (4.35)-, se muestra en

negro.

4.9. Presién y gradiente de presion como funcién de la direccion axial

En esta seccion, mostramos cémo se resuelven las ecuaciones para la presion y el gradiente
de presién en la direccién de flujo (ecuaciones (4.17) y (4.18)). Primero, escribimos las
soluciones armoénicas en el dominio de la frecuencia, y luego, usamos condiciones de frontera
particulares para la presion que nos permiten llegar a soluciones analiticas en el dominio

del tiempo.

4.9.1. Soluciones en el dominio de la frecuencia

Las ecuaciones para la presién y el gradiente de presion como funcién de la direccién de

flujo, x, -ecuaciones (4.17) y (4.18)- tienen soluciones de tipo oscilador arménico, esto es

p(z,w) = ay cos(kx) + oo sen(kx) (4.38)
y
Ip / /
%(:U,w) = o] cos(kx) + ay sen(kT), (4.39)

en donde oy, oo, o) y o, son constantes. Para determinar estas constantes, consideramos
la presién y el gradiente de presion en la entrada y en la salida de un tubo de longitud, I,
esto es, p(z = 0,0) = ple, Plo = Lw) = pls, Plr=0w) =Ll v F(r=1Lw)=FEl.
Asi, las soluciones para la presion y el gradiente de presién son

Pls = Ple cos(k1)
sen(kl)

p(x,w) = ple cos(kx) + sen(kx) (4.40)
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. A oy _ o l
%(QLW) = %|6003(H$)+ (~)x|s r)x’e COS(/g )

sen(r ) ] sen(Kx). (4.41)

Estas ecuaciones se relacionan entre si, mediante las expresiones

05| (= plecos(u])
ox'* sen(kl)

o o
or'® oz

le cos(kl) — ple K sen(k ).

4.9.2. Condiciones de frontera para la presién en los extremos del tubo

Las condiciones de frontera en la direccién de flujo imponen las restricciones especificas de
un sistema de estudio en particular. Por ejemplo, imponer un valor fijo para la presion al
final de un tubo finito es una condicién de frontera experimental usada comunmente en

microfluidica.

Puesto que queremos analizar la dindmica pulsada de nuestro sistema, estudiamos el caso
particular con condiciones de frontera de una presiéon oscilatoria de un solo modo en la
entrada del tubo (en x = 0) y una presién fija -igual a cero- en la salida del mismo (en
x=1), 1. e,

p(t)|e = po cos(wot) (4.42)

p(t)|s = 0. (4.43)

En dominio de Fourier, estas condiciones estan dadas por

Bl = @ o [5(e — o) + 6w + )] (4.44)
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pls = 0. (4.45)

4.9.3. Soluciones en el dominio del tiempo

Sustituimos las condiciones de frontera propuestas para la presién en dominio de Fourier

-ecuaciones (4.44) y (4.45)-, en la ecuacién (4.40), y obtenemos

pr.) = |3 o e =) + e+ o)l ), (1.46)
en donde:
A — os(rz) — cos(kl) sen(r)| = sen(k(l — x))
Tolw,w) = [ (1) sen(kl) () sen(kl) (4.47)

Para obtener una expresién para la presién como funcién del tiempo, p(z,t), hacemos la
antitransformada de Fourier de la ecuacién (4.46), dada por f(t) = \/%—W e flw) e ™t duw

para cualquier funcién f(w), y usamos 75 f(w) 6(w — wo) dw = f(wo). Esto es,

p(x,t) = % []?p(%wo) e~ iwol 4 fp(:lz, —wp) eiwot} )

Para que p(z,t) sea real, se debe cumplir que
Relfy(x,wo)] = Rel[fy(x, —wo)]
Im[fy(z, —wo)] = —Im[fp(z,wo)].

Por lo tanto, la solucién para la presiéon como funcion del tiempo es

p(z,t) = po {Re[fp(x,wo)] cos(wot) + Im[fp(:z,wo)] sen(wot) }. (4.48)
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En las figuras 4.9 y 4.10 se muestran -para los regimenes viscoso y elastico, respectivamente-
algunas curvas de presiéon como funcion del tiempo y de la direccién axial para las condi-
ciones de frontera que imponemos en nuestro sistema -ecuaciones (4.42) y (4.43)-. En el
régimen viscoso, la amplitud de la presion decae mas rapidamente en la direccién axial que

en el régimen elastico.
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Figura 4.9- a) Presién como funcién del tiempo para diferentes puntos a lo largo del tubo. b)
Presién como funcién de la direccién axial para diferentes tiempos del ciclo. Usamos un tubo
elastico de radio @ = 1 x 10™%m, longitud I = 19a y espesor h = 0.1 a. Usamos valores tipicos de los
pardmetros de materiales elastoméricos y aceite mineral: p,, = 987 kg/m?, E = 3.6 x 10° Pa y v =
0.5 para el PDMS, vy p = 818kg/m? y u = 1kg/m s para el aceite mineral. Las condiciones de
frontera para la presién son p(t)|. = po cos(wot) en la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida.
En donde py = 20 Pa y la frecuencia impuesta, wy, es la frecuencia de resonancia del sistema
(Wo = Wres = 2.737 x 10° rad/s). Esta resonancia se puede ver en la figura 4.5 y corresponde al
régimen viscoso.

A partir de la ecuacién (4.46), obtenemos el gradiente de presién en el dominio de la

frecuencia, esto es

%(z,w) = \/gﬁo [0(w — wo) + d(w + wo)] %ﬁ’w), (4.49)
en donde definimos A
fap(z,w) = —dfp((iz’w) =—kK —COSS(:TEEI;):C)). (4.50)

Para tener una expresiéon para el gradiente de presién como funcién del tiempo, hacemos

la antitransformada de Fourier de la ecuacién (4.49) y obtenemos
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Figura 4.10- a) Presién como funcién del tiempo para diferentes puntos a lo largo del tubo. b)
Presién como funcién de la direccién axial para diferentes tiempos del ciclo. Usamos un tubo elastico
de radio a = 1 x 10~*m, longitud [ = 19.1a y espesor h = 0.1 a. Usamos los siguientes valores de
los pardmetros: p, = 987kg/m?, E = 1.0 x 10* Pa y v = 0.5, p = 818 kg/m> y u = 1 kg/m s. Las
condiciones de frontera para la presién son p(t)|. = po cos(wot) en la entrada del tubo y p(t)|s =0
en la salida, en donde py = 20 Pa y la frecuencia impuesta, wy, es la frecuencia de resonancia del
sistema, esto es, wy = Wyes = 1.07 x 10° rad/s. Esta resonancia corresponde al régimen eldstico.

%(ﬂ% t) = po {Re[fdp(iﬁ, wo)] cos(wot) + Im[fdp(z, wo)] sen(wot)}. (4.51)

A partir de la ecuacién (4.49), obtenemos la derivada del gradiente de presién o segunda

derivada de la presion, esto es

0%p T dfap (i, w)
922 (r,w) = \/;po [0(w — wo) + d(w + wo)] I , (4.52)
en donde definimos
o _ dfdp(x,w) _ asen(k(l—1))
fag(z,w) = = K —sen(/sl) ) (4.53)

La derivada del gradiente de presion es necesaria para determinar algunas de las soluciones
de las variables del sistema, como la velocidad del fluido y el desplazamiento del tubo en

la direccion radial.
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4.10. Velocidades del fluido y desplazamientos de la pared del tubo como

funcién de la direccién axial

En esta seccién, escribimos las soluciones para las velocidades del fluido y para los depla-
zamientos de la pared del tubo en la direccién de flujo, tanto en el dominio de la frecuencia
como en el dominio del tiempo. Estas soluciones corresponden a las condiciones de fron-

tera particulares para la presién que estudiamos en este trabajo (ecuaciones (4.42) y (4.43)).

4.10.1. Soluciones en el dominio de la frecuencia y del tiempo

Las velocidades del fluido y los desplazamientos de la pared del tubo estdan escritos en

términos del gradiente de presion, %(m, w) = g(2)G(w), o su derivada espacial, %($, w) =

¢'(x)G(w), como se puede ver en las ecuaciones (4.13), (4.15), (4.32), (4.34), (4.36) y (4.37).

Escribimos las soluciones para las velocidades del fluido y los desplazamientos de la pared
del tubo en dominio de Fourier, usando el gradiente de presién y la derivada espacial del

gradiente de presion particulares -ecuaciones (4.49) y (4.52)-, propuestos en la seccién 4.9.3:

w(z,r,w) = —%\/gﬁo [6(w — wo) + 0w + wo)] KL (r,w) fdp(a:, w), (4.54)
(1o, ), =~ ol ) + 5+ ) K@) Fplr), (455)
o(z,rw) = —% a \/gﬁg [0(w — wo) + d(w + wo)] Kf(r, w) fdg(:ls,w), (4.56)

A~ ~

(0(z,w)), = —; a \/gﬁo [0(w —wo) + 6(w + wo)] Ky (1, w) fag(x,w), (4.57)
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- @ Po[3(w — w0) + 0w + w0)] KM (@) faplan)  (458)

. 1

a \/gﬁo [6(w — wo) + 0(w + wo)] KE(a,w) ,fdg(m,w). (4.59)

En donde KX(r,w), K(w), KX (r,w) vy K,(r,w) son las funciones respuesta locales y pro-
mediadas en las direcciones axial y radial, y estdn dadas por las ecuaciones (4.14), (4.16),
(4.33) y (4.35). fdp(a:,w) y fdg(a:,w) son los factores espaciales del gradiente de presion y
de la derivada del gradiente de presién, respectivamente, y estan dados por las ecuaciones

(4.50) y (4.53).

Hacemos la antitransformada de Fourier de las ecuaciones (4.54)—-(4.59) para obtener las
velocidades del fluido y los desplazamientos de la pared del tubo como funcién del tiempo.

Estos son:

u(x,rt) = —%po {Re[KL(r, wo) fdp(m, wo)] cos(wo t) + Im[f(L(r, wo) fdp(x, wo)] sen(wo t)},

(4.60)

(u(z, 1)), = —% po { Re[K (wo) fup(w,wo)] cos(wo t) + Im[K (wo) fap(z,wo)] sen(wot)},
(4.61)

v(z,rt) = _,L_lt apo {Re[KEX (r,wo) fdg(;v, wo)] cos(wo t)+Im[KE (r, wp) fdg(a?, wo)] sen(wo t)},

(4.62)
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(v(z,1)), = —l—i apo {Re[K,(wo) fag(z,wo)] cos(wot) + Im[K,(wo) fag(z,wo)] sen(wot)},
(4.63)

€(a.1) = = po {RelIc™(a.s) uplasn)] cos(ioo ) + Il (a ) Foplasn)] senfen )}

(4.64)

n(x,t) = ﬁ apo {Re|KE(a,wo) fdg(x, wo)] cos(wo t)+Im[KE(a,wp) fdg(:c, wo)] sen(wo t)}.

(4.65)
En las figuras 4.11 y 4.12 se muestran algunas curvas de las velocidades promedio del fluido
v los desplazamientos de la pared del tubo como funcion del tiempo y de la direccion axial
(para el régimen viscoso y elastico, respectivamente) obtenidas con las condiciones de fron-
tera particulares presentadas en la seccién 4.9.2 -ecuaciones (4.42) y (4.43)-. En el régimen
viscoso, las amplitudes de las velocidades promedio del fluido y de los desplazamientos de

la pared del tubo decaen maés rapidamente en la direccién axial que en el régimen eléstico.
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Figura 4.11- Velocidades promedio del fluido -a) en la direccién axial y ¢) en la direccién radial-
como funcién del tiempo para diferentes posiciones a lo largo del tubo. Velocidades promedio del
fluido -b) en la direccién axial y d) en la direccién radial- como funcién de la direccién axial para
diferentes tiempos del ciclo. Desplazamientos de la pared del tubo -e) en la direccién axial y g)
en la direccién radial- como funcién del tiempo para diferentes posiciones a lo largo del tubo.
Desplazamientos de la pared del tubo -f) en la direccién axial y h) en la direccién radial- como
funcion de la direccion axial para diferentes tiempos del ciclo. Las dimensiones del tubo elastico, y
los valores de los parametros para el fluido y la pared son los mismos utilizados en la figura 4.9, estos
corresponden al régimen viscoso. Las condiciones de frontera para la presion son p(t)|. = po cos(wot)
en la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida. En donde py = 20 Pa y la frecuencia impuesta,
wo, es la frecuencia de resonancia del sistema (wp = wyes = 2.737 x 10° rad/s). Esta resonancia se
puede ver en la figura 4.5.
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Figura 4.12- Velocidades promedio del fluido -a) en la direccién axial y ¢) en la direccién radial-
como funcién del tiempo para diferentes posiciones a lo largo del tubo. Velocidades promedio del
fluido -b) en la direccién axial y d) en la direccién radial- como funcién de la direccién axial para
diferentes tiempos del ciclo. Desplazamientos de la pared del tubo -e) en la direccién axial y g)
en la direccién radial- como funcién del tiempo para diferentes posiciones a lo largo del tubo.
Desplazamientos de la pared del tubo -f) en la direccién axial y h) en la direccién radial- como
funcion de la direccion axial para diferentes tiempos del ciclo. Las dimensiones del tubo elastico, y
los valores de los pardametros para el fluido y la pared son los mismos utilizados en la figura 4.10, estos
corresponden al régimen eldstico. Las condiciones de frontera para la presion son p(t)|. = po cos(wot)
en la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida, en donde py = 20 Pa y la frecuencia impuesta, wy,
es la frecuencia de resonancia del sistema, esto es, wp = Wyes = 1.07 x 10° rad/s.
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4.11. Flujo como funcién de la direccion axial

En esta seccién, escribimos una ley de Darcy generalizada local, que relaciona el flujo y el
gradiente de presion dependientes de la direccién axial y de la frecuencia. También mostra-
mos las expresiones particulares para el flujo, en el dominio de la frecuencia y del tiempo,
validas para las condiciones de frontera para la presiéon que estudiamos en este trabajo

(ecuaciones (4.42) y (4.43)).

4.11.1. Soluciones en el dominio de la frecuencia y del tiempo

Para fluidos newtonianos que circulan en tubos eldsticos, definimos el flujo como funcién
de la direccién axial, como el drea de la seccién transversal promedio del tubo (cuando éste
no estd expandido ni comprimido), A = wa?, por la velocidad axial promediada en 7, i.
e., Q(z,t) = A (u(x,t)),. En dominio de Fourier, utilizando la ecuacién (4.15), podemos
escribir

AK(w) 9p

Qz,w) = A (i(z,w)), = % (z,w). (4.66)

La ecuacién (4.66) es una ley de Darcy generalizada, ésta relaciona linealmente el flujo con
el gradiente de presién en el dominio de la frecuencia. Esta ley de Darcy es local, ya que,
debido a la elasticidad de la pared del tubo, el gradiente de presion dinamico no solo es
funcién de la frecuencia -como en el caso del tubo rigido (ecuacién (2.3))- sino que ahora
también es funcién de la direcccién axial, x, esto es, cambia punto a punto a lo largo del

tubo.

Para las condiciones de frontera para la presién que hemos estudiado -ecuaciones (4.42) y

(4.43)-, (i(z,w)), estd dada por la ecuacién (4.55). Con ésta obtenemos

Qla,w) = —% Po [8(w — wo) + 8(w + wo)] K (@) fup e, 0) (4.67)
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que en el domino del tiempo es
Q(z,t) = —%po {Re[K (wo) fap(x,wo)] cos(wnt) + Im[K (wo) fap(w,wo)] sen(wot)}, (4.68)

en donde fg,(7,w) estd dada por la ecuacién (4.50).

En las figuras 4.13 y 4.14 se muestran algunas curvas de flujo como funcién del tiempo y
de la direccién axial (para el régimen viscoso y eldstico, respectivamente) obtenidas con las
condiciones de frontera para la presién presentadas en la seccién 4.9.2 -ecuaciones (4.42) y
(4.43)-. En el régimen viscoso, la amplitud del flujo decae més rapidamente en la direccién

axial que en el régimen eldstico.

0(10'1“’/173/5) Q(10'Imm3/s)
. o . o
TN "/ | o
T4 T2 ‘ Tt i 1/40 vz X
-0.5F -0.5
a) -1t b) -t

Figura 4.13- Régimen viscoso. a) Flujo como funcién del tiempo para diferentes posiciones a lo
largo del tubo. b) Flujo como funcién de la direccién axial para diferentes tiempos del ciclo. Las
dimensiones del tubo elastico, y los valores de los pardmetros para el fluido y la pared, son los mismos
que los utilizados en la figura 4.9. Las condiciones de frontera para la presion son p(t)|. = po cos(wot)
en la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida. En donde py = 20 Pa y la frecuencia impuesta,
wo, es la frecuencia de resonancia del sistema (wo = wyes = 2.737 x 10° rad/s). Esta resonancia se
puede ver en la figura 4.5.
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Figura 4.14- Régimen eldstico. a) Flujo como funcién del tiempo para diferentes posiciones a
lo largo del tubo. b) Flujo como funcién de la direccién axial para diferentes tiempos del ciclo.
Las dimensiones del tubo elastico, y los valores de los pardmetros para el fluido y la pared, son
los mismos que los utilizados en la figura 4.10. Las condiciones de frontera para la presién son
p(t)|le = pocos(wot) en la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida, en donde pg = 20 Pa y la
frecuencia impuesta, wp, es la frecuencia de resonancia del sistema, esto es, wy = wyes = 1.07 x 10°
rad/s.

4.12. Ley de Darcy generalizada para tubos elasticos

A partir de la ecuacién (4.66), escribimos una ley de Darcy generalizada para fluidos
newtonianos que circulan en tubos elasticos en donde el flujo promediado en la direccion
axial es proporcional al gradiente de presion promediado en la direccion axial. Dicha relacién

se tiene en el dominio de Fourier, esto es,

(o). ——“ff“) <%<w>> _ AR AP (4.69)

Esta nueva ley de Darcy generalizada conserva la forma de la ley de Darcy para tubos
rigidos, por lo que la permeabilidad dinamica, K’(w), tiene el mismo significado -es una
medida de la resistencia a fluir a lo largo de la direccién de flujo para cada uno de los
modos involucrados en la caida de presion- y sigue siendo 1til para saber a qué frecuencia

se maximiza la amplitud del flujo promediado a lo largo del tubo.

Para una caida de presiéon de un solo modo, Ap(t) = Apg cos(wot), obtenemos un flujo

promediado a lo largo del tubo, como funcién del tiempo, de la forma
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(Q(t))y = —% {Re[K (wo)] cos(wo t) + Im[K (wo)] sen(wo t)} #. (4.70)

Las partes real e imaginaria de la permeabilidad dan las contribuciones al flujo promediado
a lo largo del tubo como funcién del tiempo, (Q(t))s, en fase y fuera de fase con la caida

de presion. La amplitud del flujo promediado a lo largo del tubo estd dada por:

QN = 2L IR )] S (@)

La ecuacion anterior muestra que la magnitud de la permeabilidad es linealmente propor-
cional a la amplitud del flujo promediado a lo largo del tubo para sistemas forzados con un
solo modo en la caida de presién. Debido a la linealidad de las ecuaciones de movimiento
del fluido, es posible expresar el flujo promediado a lo largo del tubo, a cualquier caida
de presion dependiente del tiempo, como una superposicion lineal de modos sinusoidales,

cada uno ponderado por su correspondiente permeabilidad.

Las ecuaciones (4.70) y (4.71) son idénticas en forma a las ecuaciones (2.4) y (2.5) para un
tubo rigido, excepto porque en el caso rigido el flujo es el mismo a lo largo de la direccion

axial, y en este caso, las ecuaciones son para el flujo promediado en la direccién axial.

Las condiciones de frontera que hemos estudiado para la presién, una presién oscilatoria
a la entrada del tubo y una presién fija -igual a cero- a la salida del mismo (ecuacio-
nes (4.42) y (4.43)), son un ejemplo de una caida de presién de un solo modo dada por

Ap(t) = —po cos(wpt). Por lo tanto, Apy = —pg en las ecuaciones (4.70) y (4.71).

En las figuras 4.15 y 4.16 se muestran (para el régimen viscoso y eldstico, respectiva-
mente) las curvas para la permeabilidad y para el flujo promediado a lo largo del tubo

como funcién del tiempo para tres diferentes frecuencias: %wres, Wres ¥ 3Wres Obtenidas
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con las condiciones de frontera particulares para la presion presentadas en la seccién 4.9.2
-ecuaciones (4.42) y (4.43)-. Estas curvas ilustran que la amplitud del flujo promediado a
lo largo del tubo sigue la tendencia de la magnitud de la permeabilidad dindmica -ecuacién
(4.71)-. Podemos observar que imponer una presién en la entrada del tubo, a la frecuencia
de resonancia del sistema, incrementa la amplitud del flujo promediado a lo largo del tu-

bo. Esto ultimo es una particularidad de las condiciones de frontera elegidas para la presién.

(Q(t))x (m®Is) — 13 Wres

K| (m?)

1.6x107° |

1.2x10~°f

4x10°  6x10° w (rad/s)

a)

Figura 4.15- Régimen viscoso. a) Magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la
frecuencia. En el eje de las abscisas, se indican con puntos azul, rojo y verde, %wms, Wres V3 Wress
respectivamente. b) Flujo promediado a lo largo del tubo como funcién del tiempo para tres dife-
rentes frecuencias: %wres, Wres V 3wres. Usamos un tubo eldstico de radio a = 1 x 10~%m, espesor
h = 0.1a y longitud | = 19.5a (para %wms), [l =19.0a (para wyres) vy I = 19.4a (para 3wyes).
Los parametros del fluido y de la pared del tubo son los mismos utilizados para la figura 4.9. La
frecuencia de resonancia del sistema es w5 = 2.737 x 10° rad/s.

1Bwres Wres 3Wres

Como vimos en la seccién 4.5 (figuras 4.2 b) y 4.2 ¢)), en el régimen eldstico, cerca de la fre-
cuencia de resonancia, la parte imaginaria de la permeabilidad domina el comportamiento
de su magnitud. Mientras que para el régimen viscoso, tanto la parte real como la parte
imaginaria de la permeabilidad, contribuyen al comportamiento de su magnitud alrededor
de la resonancia. Es por esto que el flujo promediado a lo largo del tubo a la frecuencia de
resonancia en el régimen eldstico (curva roja de la figura 4.16 b)) va como un seno, esto es,
estd fuera de fase con el gradiente de presién (ver ecuacién (4.70)). Por su parte, el flujo
promediado a lo largo del tubo a la frecuencia de resonancia en el régimen viscoso (curva

roja de la figura 4.15 b)) tiene contribuciones semejantes que van en fase y fuera de fase
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Figura 4.16- Régimen cldstico. a) Magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la
frecuencia. En el eje de las abscisas, se indican con puntos azul, rojo y verde, %wms, Wres ¥ 3 Wres,
respectivamente. b) Flujo promediado a lo largo del tubo como funcién del tiempo para tres dife-
rentes frecuencias: %wres, Wres V 3Wres- Usamos un tubo eldstico de radio a = 1 x 10™%m, espesor
h = 0.1a y longitud [ = 19.0a (para %wms), [l =19.1a (para wyes) v I = 19.1a (para 3wycs).
Los parametros del fluido y de la pared del tubo son los mismos utilizados para la figura 4.10. La
frecuencia de resonancia del sistema es wy.s = 1.07 x 10° rad/s.

con el gradiente de presién.

La razén de que, en las figuras 4.15 b) y 4.16 b), las longitudes del tubo [ sean levemen-
te distintas, es que estamos imponiendo un numero entero de longitudes de onda para
la presién. Esto implica que [ dependa del nimero de onda k -coeficiente de la ecuacion
arménica (4.17)- que a su vez depende de w. Sin embargo, hemos presentado casos en los

que la longitud del tubo es muy similar, lo que permite comparar los respectivos flujos.

4.13. Discusion

Como mencionamos en la introduccion de este capitulo, anteriormente se han hecho estu-
dios sobre la dindmica de fluidos newtonianos incompresibles en tubos eldsticos ([60], [61] y
[62]). En estos trabajos, se usaron las mismas ecuaciones de movimiento para la pared del
tubo eldstico que presentamos en este trabajo -ecuaciones (4.3) y (4.4)- y se tomaron en
cuenta las mismas aproximaciones para resolver estas ecuaciones. En estas aproximaciones
se considerd que el radio del tubo era mucho menor que su longitud, que la velocidad de

propagacion de la onda era mucho mayor que la velocidad promedio de flujo, que el espesor
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de la pared era mucho menor que el radio del tubo y que las deformaciones radiales de la

pared eran pequenas.

La principal diferencia entre estos trabajos y el nuestro, es que nosotros consideramos un
tubo finito. Por tanto, el tipo de soluciones propuesto en tratamientos anteriores y en el

nuestro es distinto.

En [60], [61] y [62] se proponen soluciones de ondas viajeras para la presion, el gradiente
de presion, las velocidades del fluido y los desplazamientos de la pared del tubo. Este tipo
de soluciones constituye un tratamiento clasico en el estudio de la dindmica de un fluido
newtoniano que circula a través de un tubo elastico infinitamente largo, bajo un gradiente
de presién oscilatorio. Estas ondas viajeras se propagan a lo largo del tubo elastico con un
decaimiento en su amplitud si el fluido es viscoso y con una amplitud constante si el fluido
es inviscido. Ademds, a diferencia de lo que sucede en el caso inviscido, la velocidad de
propagacion de la onda en un fluido viscoso no sélo depende de los pardmetros del fluido
y de la pared del tubo, sino también de la frecuencia de oscilacién. En estos estudios, se
compara la amplitud del flujo oscilatorio en un tubo eldstico con la amplitud del flujo osci-
latorio en un tubo rigido, a un mismo gradiente de presién. Se obtiene que cuando el fluido
es inviscido, la amplitud del flujo oscilatorio en un tubo eldstico decae con la frecuencia y
es mayor que la amplitud del flujo oscilatorio en un tubo rigido, que también decae con la
frecuencia. Ademds, a ciertas frecuencias de pulsado, la diferencia entre estas amplitudes
presenta un maximo, pero esto no implica una resonancia en el sentido de que existan

frecuencias a las que la amplitud del flujo oscilatorio tenga un méximo.

En el presente trabajo, tratamos con tubos finitos y proponemos soluciones de ondas es-
tacionarias para la presion, el gradiente de presién, las velocidades del fluido y los despla-

zamientos de la pared del tubo. Este tipo de ondas permite dinamicas con valores fijos en
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ciertos puntos del espacio, llamados nodos. De esta forma podemos establecer condiciones
de frontera. Por ejemplo, podemos fijar el valor de la presién a la salida del tubo, que es

una condicién experimental usada cominmente en microfluidica.

Caracterizamos la respuesta entre una caida de presiéon y el flujo promediado a lo largo
de la direccién axial -ecuacién (4.69)-, a través de la permeabilidad dindmica, que es una
funcion respuesta de los fluidos newtonianos confinados en tubos eldsticos bajo gradientes
de presion oscilatorios. Conocer la permeabilidad dindmica como funcién de la frecuencia,
para un tubo eldstico y un fluido newtoniano en particular, significa contar con un método
de control de flujo. Esto adquiere atin mas relevancia cuando los parametros del fluido y
de la pared del tubo elastico llevan a una resonancia en la permeabilidad, esto es, a un
méaximo de la permeabilidad como funcién de la frecuencia. La frecuencia de forzamien-
to a la que esto sucede, llamada frecuencia de resonancia en esta tesis, implica que para
una caida de presion constituida por un modo de esta frecuencia supondria un incremento

maximo en la amplitud del flujo promediado en la longitud del tubo (ver figuras 4.15y 4.16).

4.14. Conclusiones

Escribimos una expresién analitica para la permeabilidad dindmica de fluidos newtonia-
nos sujetos a gradientes de presion pulsados que circulan a través de tubos eldsticos. La
permeabilidad dindmica es una funcion respuesta del sistema y contiene informacién tanto
del fluido como del medio que lo confina. Observamos una vasta fenomenologia para la
permeabilidad dindmica. Encontramos que, para microtubos con un coeficiente de Poisson
igual a 0.5, la permeabilidad es siempre mayor que aquella para un tubo rigido, esto con-
cuerda con estudios sobre el flujo a través de tubos eldsticos? [61]. También encontramos

que, para ciertos rangos de los pardmetros del sistema, la permeabilidad dinamica es una

2Para coeficientes de Poisson menores a 0.5, de hecho encontramos que la permeabilidad de estado estacio-
nario es menor que la de un tubo rigido, esto implica que hay un rango pequeno, a frecuencias bajas, para
el cual la elasticidad induce una permeabilidad dindmica menor.
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funcién no mondétona de la frecuencia y presenta resonancias. Estas resonancias aparecen
por la competencia de los tiempos caracteristicos de la viscosidad del fluido y de la elasti-
cidad del tubo. Encontramos tres frecuencias caracteristicas en el sistema: una frecuencia
viscosa -que es caracteristica del fluido-, una frecuencia eldstica -que es caracteristica de
la pared del tubo- y una frecuencia viscosa acoplada a la geometria del tubo a través del
espesor y la densidad de su pared. Cuando las densidades del fluido y de la pared del tubo
son equiparables, sélo se tienen dos frecuencias caracteristicas relevantes ¢ independien-
tes en el sistema: la frecuencia viscosa y la frecuencia elastica. Al variar los valores de
los pardametros del sistema, la frecuencia de resonancia sigue el comportamiento dado por
la frecuencia caracteristica mas baja, esto es, ambas frecuencias varian con los diferentes
parametros del sistema siguiendo aproximadamente el mismo exponente. La resonancia
desaparece por encima de un cierto valor del radio del tubo, un cierto valor del médulo de
Young y por debajo de un cierto valor de la viscosidad del fluido. Este comportamiento
hace que esta resonancia sea caracteristica de fluidos de relativa alta viscosidad fluyendo en
microdispositivos de materiales elastoméricos. Creemos que estos resultados son accesibles
experimentalmente, y a fin de orientar potenciales experimentos, presentamos resultados
para aceite mineral fluyendo a través de microtubos de PDMS y encontramos resonancias

del orden de algunas decenas de kH z.

Escribimos una ley de Darcy generalizada para fluidos newtonianos que circulan en tubos
eldsticos en donde el flujo promediado en la direccién axial es proporcional a la caida de
presién. Dicha relacion se tiene en el dominio de Fourier. Esta nueva ley de Darcy genera-
lizada conserva la forma de la ley de Darcy para tubos rigidos, por lo que la permeabilidad
dindmica, K (w), tiene el mismo significado -es una medida de la resistencia a fluir a lo largo
de la direccién de flujo para cada uno de los modos involucrados en la caida de presion- y
sigue siendo itil para saber a qué frecuencia se maximiza la amplitud del flujo promediado

a lo largo del tubo.



PERMEABILIDAD DINAMICA DE FLUIDOS
VISCOELASTICOS EN TUBOS ELASTICOS

En este capitulo, presentamos los avances del estudio de un sistema con elasticidad tanto
en el fluido como en el medio confinante. Estudiamos la dinamica de un fluido viscoelastico
lineal -un fluido de Maxwell- que fluye a través de un microtubo eldstico y que estd sujeto
a un gradiente de presion oscilatorio que es funcién de la direccion de flujo y del tiempo,

esto es, Vp(x,t) = ap(gi’t) i, en donde % = g(z) G(t).

5.1. Ecuaciones del modelo

En el capitulo 4 presentamos la ecuacién de continuidad para las velocidades del fluido en
la direccién axial y radial -ecuacion (4.1)-, asi como las ecuaciones de movimiento para la
pared de un tubo eldstico -ecuaciones (4.3) y (4.4)-. En el caso de un fluido de Maxwell
con densidad, p, viscosidad, u, y tiempo de relajacién, t,, la ecuacién de conservacion de

momento estd dada por

o (5.1)

b 0%u ou 0 <(9p) _Op <82u 1 6u>

z e 2, -2
ot? T ot "ot ozr or2 " r or

Cuando t, = 0, la ecuacién (5.1) se reduce a la ecuacién de Navier-Stokes presentada en el

capitulo anterior -ecuacién (4.2)- que es valida para fluidos newtonianos.

Usamos las mismas condiciones de frontera en la interfase fluido-sdlido descritas en la sec-

ci6én 4.2 -ecuaciones (4.5), (4.8 y (4.7)-, pero con la expresién para el esfuerzo en la pared

101
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del tubo, o,,, correspondiente a un fluido de Maxwell, dada por t, Bgf + Ope = %b-

Siguiendo la misma metodologia descrita en la seccién 4.2 y en el apéndice D, para el ca-
so de un fluido newtoniano, resolvemos las ecuaciones de movimiento en el dominio de la
frecuencia para un fluido de Maxwell que circula a través de un tubo elastico. Los detalles

para llegar a estas soluciones se incluyen en el apéndice E.
La solucién para la velocidad local en la direccién de flujo, 4, se puede escribir como:

i(x, 7, w) = _% KL (r,w) g(z)G(w), (5.2)

en donde K* (r,w) es una permeabilidad local, dada por

. 1
K (rw) = [u A(w) Jo(6r) — @] (5.3)
en donde 6 = ﬁ(t,,- w+iw), B = \/i—ZE y A(w) es la constante de integracién de la

ecuacién (E.9), cuya expresion se muestra en el apéndice E.

Al promediar la ecuacién (5.2) en el drea de la seccién transversal de flujo, obtenemos

(i) = = K () (@) G, (5.4)

en donde K (w) es una permeabilidad dindmica de la forma

R(w) = |na(w) 2209 5| (5.5)

5.1.1. Otras funciones respuesta del sistema

Funcién respuesta para la velocidad radial.
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La solucién para la velocidad radial local, 0, esta dada por

oz, r,w) = —% KE(rw)ad (2)G(w), (5.6)

en donde la permeabilidad radial local, Kf(r, w), es una funcién respuesta local y tiene la
forma

Kl (r,w) = 2; o L A(w) Ji(6r)| . (5.7)

ao

(02, w)) = —% (@) ag (2)0w). (5.8)

en donde la permeabilidad radial, K, (w), es una funcién respuesta promediada en el drea

de la seccién transversal, cuya expresion es

. y da h
&y (w) = #-%A(w) /0 5r Ju(67) d(6v)] (5.9)

Funcién respuesta para el desplazamiento axial.
Definimos la funcién respuesta para el desplazamiento axial, de tal forma que ésta coincida
con la funcién respuesta definida para la velocidad axial local del fluido evaluada en la
pared del tubo. Esto es, como %ﬁ- = uq, podemos escribir (usando la ecuacién (5.2)):

£w) = iy = — K™ (a,0) g(2)G(w), (5.10)

w W

en donde K% (a,w) estd dada por la ecuacién (5.3) evaluada en r = a.

Funcion respuesta para el desplazamiento radial.
Definimos la funcién respuesta para el desplazamiento radial, de tal forma que ésta coincida

con la funcién respuesta definida para la velocidad radial local del fluido evaluada en la
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pared del tubo. Esto es, como % = vl,, podemos escribir (usando la ecuacién (5.6)):

R e
N(w) = iwv|a = ~ion K. (r,w)ag (r)G(w), (5.11)

en donde K*(a,w) estd dada por la ecuacién (5.7) evaluada en r = a.

Para fluidos newtonianos, § = 3 y las ecuaciones de este capitulo se reducen a las de la

dindmica de fluidos newtonianos en tubos elasticos presentadas en el capitulo 4.

5.2. Elasticidad en la pared y/o en el fluido

Cuando un fluido viscoeldstico fluye a través de un tubo elastico existe una competencia

entre la elasticidad debida al tubo y la elasticidad debida al fluido.

En la figura 5.1 se muestra la permeabilidad dindamica como funcién de la frecuencia para
un sistema con elasticidad tanto en el fluido como en el tubo -fluido de Maxwell en tubo
elastico (linea azul)-. También se muestra como referencia la permeabilidad para un sis-
tema con elasticidad s6lo en el tubo -fluido newtoniano en tubo eldstico (linea rosa)- y la
permeabilidad para un sistema con elasticidad sélo en el fluido -fluido de Maxwell en tubo
rigido (linea verde)-. Esta tltima curva corresponde a un fluido viscoeldstico y por tanto
tiene varios maximos -tal y como vimos en los antecedentes (figuras 2.1 y 2.2)-, pero sélo
graficamos el primero porque es el que corresponde al valor més alto de la permeabilidad
v el que nos servird de referencia para el sistema con elasticidad tanto en el fluido como
en el tubo. Como podemos observar en esta figura, a ciertos valores de los parametros,
la permeabilidad para el fluido de Maxwell en tubo elastico tiene dos maximos: uno que

asociamos a la elasticidad de la pared y otro que asociamos a la elasticidad del fluido.
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Figura 5.1- Magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la frecuencia para tres
diferentes sistemas: fluido de Maxwell en tubo eldstico (linea azul), fluido newtoniano en tubo
eldstico (linea rosa) y fluido de Maxwell en tubo rigido (linea verde). Los pardmetros fueron escogidos
con el fin de mostrar los maximos de los tres sistemas en una misma grafica.

En la figura 5.2 presentamos la evolucién de las curvas de permeabilidad como funcion
de la frecuencia al incrementar el valor de la densidad de la pared del tubo, p,. En esta
figura resulta claro que para densidades altas el primer méaximo coincide con el del sistema
con elasticidad s6lo en la pared (linea rosa); y el segundo méximo con el del sistema con
elasticidad sélo en el fluido (linea verde). En el limite en que la densidad de la pared tiende
a infinito (que no corresponde a ningin material realista), la permeabilidad de un fluido

de Maxwell en un tubo eldstico se aproxima a la de un fluido de Maxwell en un tubo rigido.

En la figura 5.3 se muestra la magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de
la frecuencia para distintos radios y para cuatro diferentes sistemas: fluido de Maxwell en
tubo elastico (linea azul), fluido newtoniano en tubo eldstico (linea rosa punteada), fluido
de Maxwell en tubo rigido (linea verde) y fluido newtoniano en tubo rigido (linea negra
punteada). Como podemos observar, incrementar el radio del tubo exalta la elasticidad de-
bida a la pared. Ademds, para radios grandes, las resonancias debidas a la elasticidad de la
pared, del fluido o de ambos desaparecen (ver figura 5.3 f)). Para el sistema con elasticidad
tanto en la pared como en el fluido, al incrementar el tamano del sistema, la resonancia

debida a la elasticidad del fluido desaparece a radios mas bajos que la resonancia debida a
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la elasticidad de la pared.

[K| (1078 m?) IK| (1078 m?)
3 3r
2 2
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Figura 5.2- Magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la frecuencia para diferentes
densidades de la pared y para tres diferentes sistemas: fluido de Maxwell en tubo eldstico (linea
azul), fluido newtoniano en tubo eldstico (linea rosa) y fluido de Maxwell en tubo rigido (linea
verde). Para el tubo elastico usamos: a = 1 x 107*m, £ = 1.0 x 10* Pa, v = 0.5 y h = 10um. Para

el fluido usamos: p = 818 kg/m?, u = 1kg/m s, t, = 4 x 10~°s (para el fluido de Maxwell) y ¢, = 0s
(para el fluido newtoniano).
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Figura 5.3- Magnitud de la permeabilidad dindmica como funcién de la frecuencia para diferentes
radios y para cuatro diferentes sistemas: fluido de Maxwell en tubo eldstico (linea azul), fluido
newtoniano en tubo eldstico (linea rosa punteada), fluido de Maxwell en tubo rigido (linea verde)
y fluido newtoniano en tubo rigido (linea negra punteada). Para el tubo eldstico usamos: p,, =
987 kg/m?, E = 1.0 x 10* Pa, v = 0.5 y h = 10um. Para el fluido usamos: p = 818 kg/m?, p =
1kg/ms, t, =4 x 10~°s (para el fluido de Maxwell) y t,, = Os (para el fluido newtoniano).
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Como podemos ver en las figuras 5.3 ¢) y 5.3 d), a ciertas frecuencias, se tienen maximos
de magnitudes semejantes en la permeabilidad de los diferentes sistemas con elasticidad.
Esto significa que si se usan las frecuencias adecuadas en la caida de presién impuesta en

estos sistemas, es posible obtener amplitudes méximas de flujo equiparables.

En la figura 5.3 ¢), se puede observar que el hecho de asociar un méximo a la elasticidad
de la pared y otro a la elasticidad del fluido es s6lo una manera conveniente de estudiarlos
a grosso modo. En esta figura resulta claro que el maximo que asociamos a la elasticidad
del fluido ha desaparecido y sin embargo podemos ver que la magnitud del primer maximo
es mucho mayor que en el caso de un fluido newtoniano. Podemos decir por tanto que
hay regimenes en que una de las dos elasticidades domina el comportamiento del sistema y
otros en que ambas cooperan para dar una respuesta mayor que la que darfan por separado,
como se puede ver claramente en el rango de 0 a 2.4 x 10% rad/s de la figura 5.3 c). Esto
se ilustra en la figura 5.4 en la que se muestran las curvas del flujo promediado a lo largo
del tubo como funcién del tiempo -para un fluido de Maxwell en un tubo eldstico (linea
azul), un fluido newtoniano en un tubo eldstico (linea rosa) y un fluido de Maxwell en un
tubo rigido (linea verde)- correspondientes a las permeabilidades de la figura 5.3 ¢) a una
misma frecuencia de forzamiento (1.51 x 10* rad/s), que es la frecuencia de resonancia para
el fluido de Maxwell en un tubo eldstico. Se usaron las condiciones de frontera estudiadas
para la presién presentadas en la seccion 4.9.2 -ecuaciones (4.42) y (4.43)-. En la figura
se puede ver que el flujo de mayor amplitud en este ejemplo sucede para el sistema con

elasticidad tanto en el fluido como en la pared.

Es importante destacar que un sistema con elasticidad -ya sea en el fluido, en el tubo
o en ambos (curvas verde, rosa y azul, respectivamente)- tiene una permeabilidad mayor
que un sistema sin elasticidad (linea negra punteada). También es importante notar que,

aun a radios en los que han desaparecido todos los maximos, la permeabilidad en tubos
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elasticos (tanto para fluidos newtonianos como para fluidos de Maxwell) es mayor que la

permeabilidad en tubos rigidos.

(Q(t))x (m°ls)

4x10~"

2x10~"

-2x10~1"

-4x10~"

Figura 5.4- Flujo promediado a lo largo del tubo como funcién del tiempo para un fluido de
Maxwell en tubo eldstico (linea azul), un fluido newtoniano en tubo eldstico (linea rosa) y un fluido
de Maxwell en tubo rigido (linea verde), usando los mismos pardmetros de la figura 5.3 ¢) para los
fluidos y la pared del tubo. Las condiciones de frontera para la presién son p(t)|e = po cos(wpt) en
la entrada del tubo y p(t)|s = 0 en la salida, en donde pg = 20 Pa y la frecuencia impuesta, wp,
es la frecuencia de resonancia para el fluido de Maxwell en tubo eldstico, esto es, wo = 1.51 x 10%
rad/s. La longitud de los tubos es [ = 17.9 a.

Para el sistema con elasticidad tanto en el fluido como en la pared del tubo, la funcionalidad
de la respuesta, K (w), en ambos pardmetros eldsticos -el tiempo de relajacién, t,, y el
modulo de Young, F- es no lineal (ver ecuacién (5.5) y A(w), mostrada al final del apéndice
E). Sin embargo, el hecho de asociar un maximo a la elasticidad de la pared y otro a la
elasticidad del fluido en la permeabilidad dindmica de este sistema, nos permite estudiar

ambos efectos de forma cualitativa. Asi, podemos decir que:

= Aumentar la densidad de la pared, mitiga el efecto de la elasticidad del tubo y exalta

la del fluido, como se ve en la figura 5.2.

= Aumentar el radio del tubo, mitiga el efecto de la elasticidad del fluido y exalta la

del tubo, como se observa en la figura 5.3.

= De manera general, el efecto de cooperacién de las dos elasticidades (la del fluido y
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la de la pared del tubo) parece darse a bajas frecuencias, como se puede observar en
este rango de las curvas de permeabilidad de las figuras 5.3 a) - 5.3 e), en donde la

curva azul es mayor que la verde y la rosa. Esto se ejemplifica en la figura 5.4.

5.3. Permeabilidad de la sangre en un microtubo elastomérico y en la

aorta

Con el fin de presentar sistemas realistas, mostramos resultados para la sangre fluyendo a

través de un microtubo elastomérico y a través de la aorta.

En la figura 5.5, se muestra la magnitud de la permeabilidad dindmica de la sangre en un
microtubo de PDMS como funcién de la frecuencia. El primer maximo de la linea azul,
que corresponde al valor mas alto de la permeabilidad, se encuentra a una frecuencia de
1820 %’ (290 Hz). El valor de este méximo es aproximadamente 62 % mayor que el del
caso rigido (linea verde). Las resonancias en este rango son accesibles experimentalmente

y nuestros resultados podrian tener aplicaciones practicas importantes.

En la figura 5.6, se muestra la magnitud de la permeabilidad dindmica de la sangre, consi-
derada como un fluido de Maxwell, en un tubo eldstico con las dimensiones y caracteristicas
de la aorta. Aun cuando la aorta tiene paredes con un grado de elasticidad similar al de
los materiales elastoméricos (ya que tiene un médulo de Young semejante al de estos),
podemos ver que la permeabilidad dindamica de este sistema es practicamente igual que la
del caso rigido. Esto se debe al tamano de la aorta, que tiene un radio tan grande que no

permite resonancias.
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Figura 5.5- Magnitud de la permeabilidad dinamica de la sangre en un microtubo eclastico de
PDMS como funcién de la frecuencia -linea azul-. Se muestra también como referencia la curva
correspondiente a la permeabilidad de la sangre en un tubo rigido -linea verde-. El radio y el
espesor del tubo son @ =1 x 107* m y h = 1 x 107° m, respectivamente. Los pardmetros usados
para la sangre son p = 1050 kg/m?, p = 4x 1072 kg/m s y t, = 1 x 1072 s. Los parametros utilizados
para el PDMS son p,, = 987 kg/m?3, E = 3.6 x 10° Pa y v = 0.5. Para la sangre en un tubo elastico,
la primera frecuencia de resonancia es de 1820 % (290 Hz), y para la sangre en un tubo rigido es
de 1415 72 (225 Hz).
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Figura 5.6- Magnitud de la permeabilidad dinamica de la sangre en la aorta como funcién de
la frecuencia -linea azul-. Se muestra también como referencia la curva correspondiente a la per-
meabilidad de la sangre en un tubo rigido -linea verde-. El radio y el espesor de la aorta son
a = 127 x 1072 m y b = 1.2 x 1072 m, respectivamente. Los pardmetros de la sangre son
p = 1050kg/m>, p = 4 x 1072 kg/ms y t, = 1 x 1072 s. Los pardmetros para la aorta son
pw = 1500kg/m?, E =4 x10° Pa y v = 0.5.

5.4. Conclusiones

Cuando un fluido viscoeldstico fluye a través de un tubo elastico existe una competencia

entre la elasticidad debida al tubo y la elasticidad debida al fluido. El efecto que tienen la
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elasticidad del fluido y la elasticidad de la pared del tubo sobre la respuesta del sistema
con ambas elasticidades no es simple, pero podemos explorarlo cualitativamente cambian-
do los valores de los pardmetros en este sistema. Asi, podemos exaltar uno u otro efecto,
mitigarlos, o hacer que ambos cooperen para dar una respuesta mayor a la que darian por
separado. Por ejemplo, encontramos que incrementar el valor de la densidad de la pared
exalta la elasticidad debida al fluido, mientras que aumentar el valor del radio del tubo
exalta la elasticidad debida a la pared, y que a radios muy grandes se pierden las resonan-
cias. Ademds, vimos que el efecto de cooperaciéon de ambas elasticidades parece darse a
bajas frecuencias, en donde se tiene una respuesta mayor que la que cada elasticidad daria

por separado.

Observamos también que la permeabilidad de sistemas con elasticidad (ya sea en la pared,

en el fluido o en ambos) es mayor que la de un sistema sin elasticidad.

Ademsds, al estudiar sistemas realistas, como la sangre fluyendo en la aorta o en un mi-
crotubo de PDMS, sélo encontramos resonancias cuando la sangre fluye en un microtubo

elastomérico, ya que la aorta tiene un radio tan grande que no permite resonancias.



DINAMICA EXPERIMENTAL DE FLUIDOS
PULSADOS

Originalmente se tenfa contemplado un estudio experimental de fluidos pulsados en mi-
crofluidica como parte del trabajo doctoral. Finalmente, la gran mayoria de los resultados
obtenidos provienen de estudios tedricos, sin embargo, colaboré activamente en dos pro-
yectos experimentales, particularmente en el andlisis de los datos. En estos trabajos soy
segunda autora. El primero de ellos fue publicado en Journal of Micromechanics and Mi-

croengineering en 2017, y el segundo, es un manuscrito en arbitraje.

6.1. Espectrometro de flujo microfluidico

En [67], se presenté un dispositivo microfluidico que nos permitié estudiar la dindmica de
flujos oscilatorios en un rango de frecuencias de 1 a 300 Hz. El fluido de estudio puede ser
newtoniano, viscoeldstico e incluso un biofluido, ya que el dispositivo estd hecho de PMMA
(polimetilmetacrilato) que lo hace biocompatible. El dispositivo se pone en contacto con un
piezoeléctrico a través de un cilindro de acoplamiento. El piezoeléctrico permite imponer
un movimiento periédico con flujo neto cero y amplitudes de hasta 20 micras sobre el fluido
contenido en los microcanales. Por medio de una cdmara rapida, acoplada a un microsco-
pio, se puede obtener la dindmica de una particula traza (de una micra) con una rapidez de
adquisicién de hasta 5000 cuadros por segundo. La fabricacién de este dispositivo micro-
fluidico es sencilla y de bajo costo, ya que se basa en el uso de una microfresadora. Como
una prueba de factibilidad, se realizé un estudio de la dinamica de un fluido newtoniano

sujeto a un gradiente de presién pulsado. Estudiamos la amplitud de la velocidad como
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funcién de la frecuencia de pulsado, la distribucién de velocidades y la distribucién de las

fluctuaciones de la velocidad.

6.2. Corriente de gotas como motor de flujos oscilatorios en microfluidi-

ca. Manuscrito en arbitraje.

En este trabajo [68], se describe un dispositivo microfluidico que se basa en la generacién
y flujo de una corriente de microgotas de agua en aceite. El paso de las gotas en uno de
los microcanales crea una caida de presién pulsada que puede ser percibida, por ejemplo,
por una interfase fluido-fluido en un canal perpendicular. De esta forma, la corriente de
microgotas actia como motor de pulsado sobre la interfase, imponiendo sobre ella una
caida de presién periddica. La frecuencia de pulsamiento es facilmente ajustable mediante
los flujos de entrada del agua y del aceite que generan las microgotas. Este dispositivo nos
permite prescindir del uso de equipos externos para generar un movimiento pulsétil de los
fluidos dentro de los microcanales. Se realizd el estudio de la dindmica de una interfase

agua-aceite mineral a diferentes frecuencias de forzamiento.



CONCLUSIONES

En este trabajo, estudiamos la dindmica de sistemas fluido-medio confinante con y sin
elasticidad a través de funciones respuesta de los mismos. Particularmente, analizamos el
comportamiento de fluidos newtonianos y viscoelasticos de Maxwell, sujetos a forzamientos

pulsados, circulando a través de redes rigidas y tubos elasticos.

Para el estudio de la dindmica de fluidos en redes rigidas, usamos una funcién respuesta de
la red. Para el andlisis del movimiento de fluidos a través de tubos elasticos, usamos una
permeabilidad dindmica. Ambas funciones respuesta, son una medida de la resistencia a
fluir de un fluido a través del medio confinante; a mayor magnitud de la funcién respuesta,

menor resistencia al flujo.

Estudiamos el comportamiento de redes redundantes y no redundantes en presencia de
obstrucciones. Analizamos redes fisiolégicas realistas en la sucesion de radios que las con-
forman, en las cuales las obstrucciones pueden comprometer la irrigacién de un tejido, y
redes fluidicas genéricas -potencialmente tiles en microfluidica- en donde las obstrucciones

pueden causar la falla de un dispositivo.

Nuestros resultados muestran que las ventajas de la redundancia intrinseca se manifiestan

y son relevantes en presencia de obstrucciones.

Encontramos que, redes redundantes y no redundantes, construidas para tener una misma

resistencia y un mismo flujo a una caida de presién dada, dejan de ser equivalentes en
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presencia de obstrucciones. A porcentajes relativamente pequenos del area obstruida, Fg,
de la mitad de los vasos a un cierto nivel de bifurcacion, el flujo en la red no redundante es
igual al flujo en la red redundante con obstrucciones del 100 %. Fi, es una medida relativa
de la robustez de la red; nos da un valor del grado de obstrucciéon por arriba del cual tener

redundancia es mas conveniente, en términos de flujo, que tener vasos mas anchos.

En redes no redundantes, las obstrucciones causan gradientes enormes de la rapidez de
deformacién. En cambio, en redes redundantes, las obstrucciones causan gradientes de la
rapidez de deformaciéon mucho menores. La redundancia reduce el impacto que las obstruc-
ciones tienen sobre los gradientes de la rapidez de deformacion, haciendo a la red menos
sensible a la presencia de obstrucciones. Sin embargo, la redundancia en si misma introdu-
ce gradientes de la rapidez de deformacién en las redes, los cuales constituyen una cierta
desventaja cuando no hay obstrucciones. Esta desventaja es parte del costo a pagar por
las enormes ventajas, referentes al flujo y a la uniformidad de la rapidez de deformacion,

cuando se presentan obstrucciones.

Nuestro estudio ofrece una posible explicacién del por qué la naturaleza ha optado por
la redundancia intrinseca, sobre vasos mas anchos, para asegurar el suministro de sangre
en lugares clave del organismo (como en la red arterial que irriga el cerebro) y sugiere
por qué no todas las redes vasculares son redundantes, ya que la redundancia conlleva un
costo que incluye el mantenimiento de los vasos y la falta de uniformidad de la rapidez de
deformacién en los mismos. Pagar ese costo vale la pena, sélo cuando el buen desempeno

de una red particular es crucial para la superviviencia.

Nuestros resultados también proporcionan una orientacién en el diseno de dispositivos mi-
crofluidicos robustos para los cuales, la inclusion cuidadosa de la redundancia intrinseca

podria prevenir una falla por obstruccién, debida a particulas o burbujas.
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Para el estudio del comportamiento dindmico de fluidos newtonianos incompresibles, que
fluyen a través de tubos eldsticos y que estdn sujetos a gradientes de presién pulsados,
desarrollamos conocimientos fundamentales para dilucidar el papel que juega la interaccion
entre la viscosidad del fluido, la elasticidad de la pared del tubo y el tamano caracteristico

del medio confinante en la dindmica del sistema.

Desarrollamos una expresién analitica para la permeabilidad dindmica de fluidos newto-
nianos sujetos a gradientes de presién pulsados que circulan a través de tubos eldsticos. La
permeabilidad dinamica presenta una vasta fenomenologia que incluye resonancias. Estas
resonancias aparecen por la competencia de los tiempos caracteristicos de la viscosidad
del fluido y de la elasticidad del tubo. Encontramos tres frecuencias caracteristicas pro-
pias del sistema: una frecuencia viscosa -caracteristica del fluido-, una frecuencia eléstica
-caracteristica de la pared del tubo- y una frecuencia viscosa acoplada a la geometria del
tubo a través del espesor y la densidad de su pared. Cuando las densidades del fluido y
de la pared del tubo son similares, solo se tienen dos frecuencias caracteristicas relevantes
e independientes en el sistema: la frecuencia viscosa y la frecuencia eldstica. Al variar los
valores de los pardametros del sistema, la frecuencia de resonancia sigue el comportamiento
dado por la frecuencia caracteristica mas baja, esto es, ambas frecuencias varfan con los
diferentes parametros del sistema siguiendo aproximadamente el mismo exponente. Obtu-
vimos resultados que indican que estas resonancias son relevantes en pequenas geometrias
confinantes y médulos de Young muy bajos. Por ejemplo, para aceite mineral moviéndose
en un microcanal de 200 micras hecho de PDMS, encontramos una frecuencia de resonancia

en el rango del ultrasonido.

Escribimos una ley de Darcy generalizada para fluidos newtonianos que circulan en tubos

eldsticos en donde el flujo promediado en la direccién axial es proporcional a la caida de
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presién en el tubo. Esta nueva ley de Darcy generalizada conserva la forma de la ley de
Darcy para tubos rigidos, por lo que la permeabilidad dindmica en sistemas elasticos tiene
un significado muy parecido al que tiene en sistemas rigidos, i.e., es una medida de la resis-
tencia a fluir a lo largo de la direccién de flujo para cada uno de los modos involucrados en
la caida de presién y sigue siendo ttil para saber a qué frecuencias se maximiza la amplitud

del flujo promediado a lo largo del tubo.

Finalmente, en el estudio de fluidos viscoelasticos en tubos eldsticos, encontramos una
permeabilidad dindmica que presenta resonancias y hallamos que existe una competencia
entre la elasticidad debida al tubo y la elasticidad debida al fluido. Cambiando los valores
de los parametros en el sistema, es posible exaltar uno u otro efecto, mitigarlos, o hacer que
ambos cooperen para dar una respuesta mayor a la que darfan por separado. Observamos
también que la permeabilidad de sistemas con elasticidad (ya sea en la pared, en el fluido
o en ambos) es mayor que la de un sistema sin elasticidad. Por dltimo, en el estudio de
sistemas realistas, encontramos que la sangre presenta resonancias cuando fluye en un
microtubo elastomérico, pero no cuando fluye a través de la aorta. Esto se debe a que la

aorta tiene un radio tan grande que no permite resonancias.
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Abstract

We relate vascular network structure to hemodynamics after vessel obstructions. We con-
sider tree-like networks with a viscoelastic fluid with the rheological characteristics of blood.
We analyze the network hemodynamic response, which is a function of the frequencies in-
volved in the driving, and a measurement of the resistance to flow. This response function
allows the study of the hemodynamics of the system, without the knowledge of a particular
pressure gradient. We find analytical expressions for the network response, which explicitly
show the roles played by the network structure, the degree of obstruction, and the geometri-
cal place in which obstructions occur. Notably, we find that the sequence of resistances of
the network without occlusions strongly determines the tendencies that the response func-
tion has with the anatomical place where obstructions are located. We identify anatomical
sites in a network that are critical for its overall capacity to supply blood to a tissue after ob-
structions. We demonstrate that relatively small obstructions in such critical sites are able to
cause a much larger decrease on flow than larger obstructions placed in non-critical sites.
Our results indicate that, to a large extent, the response of the network is determined locally.
That s, it depends on the structure that the vasculature has around the place where occlu-
sions are found. This result is manifest in a network that follows Murray’s law, which is in
reasonable agreement with several mammalian vasculatures. For this one, occlusions in
early generation vessels have a radically different effect than occlusions in late generation
vessels occluding the same percentage of area available to flow. This locality implies that
whenever there is a tissue irrigated by a tree-like in vivo vasculature, our model is able to in-
terpret how important obstructions are for the irrigation of such tissue.

PLOS ONE | DOI:10.1371/journal.pone.0128111
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Abstract — Redundancy constitutes a fundamental and intrinsic aspect of healthy vasculatures.
Built-in redundancy might also be a desirable feature in man-made microfluidic devices. We show
that redundant and non-redundant networks, built to have identical resistances to flow when unob-
structed, allow for very different flows when they are occluded; redundant ones —densely occluded
at a certain bifurcation level— allowing for larger flows than non-redundant ones —obstructed
above relatively small thresholds. We also show that redundancy protects vessels against the large
shear-rate gradients that occlusions would cause if it were not present. Our study allows one to
quantify a network tolerance against blockage, provides guidance in the tailoring of microfluidic
devices, and offers novel insights into why nature has selected intrinsic redundancy over thicker
vessels to assure blood supply at key places of the organisms.

Copyright © EPLA, 2017

Introduction. — Redundancy in natural processes
is present in a wide variety of systems, ranging from
metabolism, ecosystems and genetics [1-4]. Redundancy
provides alternative ways for a process to occur. It has
a protective function in case of failure of fragile parts
or mechanisms. Redundancy is energetically expensive
in general, however natural systems present redundant
features whenever their benefits outweigh their costs. In
imitation of nature, man-made systems have built-in re-
dundancy to assure reliability when the cost of failure is
too high. Redundancy for instance is used in the semi-
conductor industry to make reliable microchips [5,6]. Tt is
present in the hardware of computers and in the software
of operating systems [7-9].

Redundancy in fluidic networks occurs in many natural
systems, for example in the xylem of trees, that trans-
port the sap, or in the lymphatic vessel network of mam-
mals. For mammals, the degree of intrinsic redundancy in
blood vessel networks is particularly relevant in vascular

(2)F-mail: eugenia.corvera@gmail.com

diseases [10-13]. Natural bypasses in the coronary arter-
ies that irrigate the heart, can save lives in patients that
are lucky to have enough of them [10]. Redundancy also
constitutes an intrinsic aspect of healthy cerebrovascular
circulation. Its role is clearly to assure the preservation
of blood flow, that maintains the delivery of nutrients to
a tissue, by providing alternative routes in the presence
of obstructions. It plays a key role in the physiology of
cerebral ischemia (lack of oxygen) [14-21].

Detailed simulations of flow around partial vascu-
lar obstructions in redundant structures have been
reported [22-26]. These simulations describe the velocity,
the existence of vortices and the value of the wall shear
stress at different locations within the vessels.

In this paper we are interested in the global effects that
built-in —or intrinsic— redundancy has on the total flow
through a network. We study generic fluidic networks, po-
tentially useful in microfluidics —where obstructions can
cause the failure of a chip— and realistic animal vascu-
latures —where occlusions can comprowise tissue irriga-
tion. For animal vasculatures, there is another type of
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We analyze the dynamic behavior of Newtonian fluids in elastic tubes subject to pulsatile pres-
sure gradients and show that the interplay between the viscosity of the fluid, the elasticity of the
wall, and the characteristic size of the confining media gives rise to a rich phenomenology that
includes resonances. We find that these resonances are relevant for small confining geometries with
low Young’s moduli, typical of elastomeric materials in microfluidics. These resonances disappear
beyond a certain tube radius, a certain Young’s modulus, and below a certain fluid viscosity. In order
to guide potential experiments, we present results for mineral oil flowing through polydimethylsilox-
ane microtubes and find resonances of the order of few tens of kHz. Published by AIP Publishing.

https://doi.org/10.1063/1.5001061

I. INTRODUCTION

The characterization of a fluid response to a pulsatile
pressure gradient is adequately described by the dynamic per-
meability, which constitutes the frequency-dependent fluid
response to a dynamic pressure gradient. Mathematically, it
is a proportionality constant between the flow and pressure
gradient in the frequency domain. Physically, it is a response
function that measures the resistance to flow along the flow
direction for each of the modes involved in the pressure gra-
dient. It contains the information of both the fluid and the
confining media.

Dynamic permeabilities have been obtained for
Newtonian, 2 Maxwellian,>’ and general linear viscoelastic
fluids® flowing through rigid structures of different geome-
tries and different boundary conditions between the fluid and
the confining media. An intrinsic feature of the dynamic per-
meability of viscoelastic fluids is that its modulus presents
resonances at certain frequencies which have its origin in the
interplay between the density, viscosity, and relaxation time
of the fluid and a characteristic length scale of the confining
geometry. For Newtonian fluids, for which the relaxation time
is zero, the modulus of the dynamic permeability decreases
monotonically with frequency.

Knowledge of the dynamic permeability of fluids flow-
ing in elastic media might be relevant for physiological flows,
since they are generally confined by elastic media such as net-
works of blood vessels or bronchia, and might be relevant in
microfluidics, since microchips are often built up from poly-
mers, such as polydimethylsiloxane (PDMS), to confine the
fluids circulating inside them.” The effect on the dynamic per-
meability of the elasticity of the confining media has only
been considered to include the effect of longitudinally oscil-
lating tubes in Maxwell fluids.'” Other studies, that have not
considered the dynamic permeability, have addressed the

1070-6631/2017/29(12)/122003/7/$30.00
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problem of flow induced by a wave traveling on the tube’s
wall for Newtonian and Maxwellian compressible fluids,'!'?
as well as the effect of slip when solutions are traveling waves
in Newtonian fluids.'? A study of the impact that the elastic
deformations of the confining walls coupled to the dynamics of
the fluid have on the dynamic permeability of Newtonian fluids
subject to pulsatile pressure gradients has not been addressed
in the literature.

In this paper, we analyze the dynamic behavior of lin-
ear incompressible Newtonian fluids in elastic tubes subject
to pulsatile pressure gradients, that is, pressure gradients that
vary periodically in time with at least one characteristic fre-
quency, and show that the interplay between the viscosity of
the fluid, the elasticity of the wall, and the characteristic size
of the confining media gives rise to a rich phenomenology that
includes resonances. The emergence of a resonance behav-
ior in the dynamic permeability of Newtonian fluids has not
been previously reported. We obtain analytical expressions that
indicate that these resonances are relevant for small confin-
ing geometries with low Young’s moduli. For example, for a
microchannel of 200 ym made of PDMS, in which a Newto-
nian fluid, such as mineral oil, is driven by a pulsatile pressure
gradient; a resonance frequency on the ultrasound range is
predicted.

Il. MODEL EQUATIONS

We consider the flow of a Newtonian fluid in a cylindri-
cal microtube. The walls of the tube are characterized by a
thin thickness %, a wall density p,,, a Young’s modulus E, and
a Poisson ratio v. We study regimes for which the Reynolds
number is low enough to neglect nonlinear terms in the conser-
vation of momentum equations. This approximation is valid
for a wide range of parameters. For example, in the circulatory
tree, it is valid in all vessels other than the aorta.

Published by AIP Publishing.
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We present a microfluidic device which allows one to study the dynamics of oscillatory

flows for a frequency range between 1 and 300 Hz. The fluid in the microdevice could be
Newtonian, viscoelastic, or even a biofluid, since the device is made of PMMA, which makes
it biocompatible and free of elastomeric elements. Coupling a piezoelectric to a micropiston
allows one to impose periodic movement to the fluid, with zero mean flow and amplitudes

of up to 20 pm, within the microchannels in which the dynamics is studied. The use of a fast
camera coupled to a microscope allows one to study the dynamics of 1 um tracer particles and
interfaces at an image acquisition rate as fast as 5000 frames per second. The fabrication of the
device is easy and cost-effective, since it is based on the use of a micromilling machine. The
dynamics of a Newtonian fluid is studied as a proof of principle.

Keywords: PMMA microfluidic devices, pulsatile flow, interface dynamics,

micromilling fabrication

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

Microfluidic devices are useful for countless applications in
chemical and biochemical analysis, biomolecular separation
and micromixing, to mention a few [1-7]. Microfluidics aims
to integrate many functions on a single lab-on-a-chip device
for technological applications in physics, material sciences,
biology and medicine [8-12]. It does this by the integration of
micro-scale pumps, filters, sievers, valves and sensors within
the microfluidic channels. The study of pulsatile flows can
be used to analyze optimal flow conditions, since the fluids’
responses are different for different frequencies of the imposed
pressure gradients [13—18], and to control and optimize exist-
ing processes. In microfluidics, pulsatile flows can lead to the
conception of new devices for manipulation, separation, mix-
ing, analysis and characterization of surface properties [19, 20].

Pulsatile flow in microfluidics has been extensively
addressed in the context of valveless micropumps. A

1361-6439/17/077001+10833.00

vibrating diaphragm coupled with a nozzle—diffuser geome-
try is among the most popular configurations of such devices
[21-27]. A piezoelectric actuator causing the vibration of a
membrane is an excellent option to impose periodic move-
ment to a fluid [28]. However, the coupling of a piezoelectric
actuator to a vibrating membrane and to the micrometric
channels is not straightforward, and a combination of dif-
ferent materials and complicated fabrication methods has
usually been necessary.

In the present work we present a microfluidic device,
which we refer to as a microfluidic flow spectrometer (MES),
made exclusively of PMMA, which can be easily coupled to a
piezoelectric ceramic to create periodic flow with zero mean.
We do this by means of micromilling, which is an easy and
cost-effective fabrication method [29]. Our device has the
advantage of being made of a single rigid material, in contrast
with soft elastomeric materials used in microfluidics such as
PDMS. The lack of elastic materials in our device is important

© 2017 IOP Publishing Ltd ~ Printed in the UK
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Simbolo Significado

K(w) Permeabilidad dindmica.
a Radio de un tubo rigido o radio promedio de un tubo elastico.
w Frecuencia angular.
p Densidad de un fluido.
W Viscosidad de un fluido.
ty Tiempo de relajacién de un fluido de Maxwell.
l Longitud de un tubo.
x Coordenada axial (en la direccién de flujo).
r Coordenada radial.
u Velocidad axial (en la direccién de flujo).
P Presion.

%(w) Gradiente de presion oscilatorio en el dominio de la frecuencia

wo

para un tubo rigido.

Funciones de Bessel de orden cero y de orden uno, respectivamente.

Flujo volumétrico.
Area de la seccién transversal de un tubo rigido o area promedio
de la seccién transversal de un tubo elastico.
Amplitud de la caida de presién en el dominio del tiempo en un
tubo rigido o elastico.

Frecuencia del gradiente de presién impuesto.
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Simbolo | Significado
QQmer Amplitud del flujo como funcién del tiempo para un tubo rigido (ec. (2.5)).
1 Indice que hace referencia a los vasos de cierto nivel de bifurcacion en
una red.
L Longitud total de una red.
X(w) Funcion respuesta de la red o respuesta dinamica.
Acyy Area efectiva de la seccién transversal de la red.
Ky Permeabilidad efectiva de la red.
Nrp Numero total de niveles de una red.
APy Amplitud de la caida de presién total en una red.
R= ﬁ Resistencia de un vaso o un tubo.
S Extensiéon del puente anastomotico, definido como la diferencia entre los
niveles de bifurcacién de los dos vasos que conecta.
n Indice que hace referencia al nivel de bifurcacién de la red en el que
comienzan los vasos anastomoticos. También hace referencia al nivel en
el que se encuentran las obstrucciones en el capitulo 2. En el capitulo 3,
las obstrucciones se encuentran en el nivel n + 1.
a= % Cociente de resistencias de los vasos de dos niveles subsecuentes.
Xs Respuesta de la red subyacente (red de tipo drbol sin obstrucciones ni
anastomosis).
f Fraccion del area de la seccion transversal obstruida.
F =100f | Porcentaje del drea de la seccién transversal obstruida.
feq Fraccién del area obstruida por arriba de la cual tener redundancia es
mas conveniente, en términos de flujo, que tener vasos mas anchos.
Fey Porcentaje del area obstruida por arriba del cual tener redundancia

es mas conveniente, en términos de flujo, que tener vasos més anchos.
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P1, P2, P3y P4
¥
Ynr
Ir

total total total
X1PA» X2PA Y X3PA

NPA

Orr Y Orx

Simbolo Significado
Xeq Respuesta de las redes equivalentes (son equivalentes cuando no
estdn obstruidas).
Xnr Respuesta de una red no redundante.
ylotal Respuesta de una red redundante con obstrucciones totales en los
tubos saltados por la anastomosis.
A, Area de la seccién transversal de los tubos del nivel n.
Acqg = feq An Area obstruida por arriba de la cual tener redundancia es mas
conveniente, en términos de flujo, que tener vasos més anchos.
Agg‘za Area obstruida dada.

Cuatro caminos de flujo posibles en una red redundante.

Rapidez de deformacion.

Rapidez de deformacion en una red no redundante.

Rapidez de deformacién en una red redundante.

Respuesta de la red con uno, dos y tres puentes anastométicos en
paralelo, en donde los vasos saltados por los puentes estan total-
mente obstruidos.

Numero de puentes anastomoticos en paralelo.

Espesor de la pared de un tubo eléstico.

Densidad de la pared de un tubo eléastico.

Modulo de Young de la pared de un tubo eléastico.

Coeficiente de Poisson de la pared de un tubo eldstico.

Velocidad del fluido en la direccién radial.

Desplazamiento de la pared del tubo elastico en la direccion axial.
Desplazamiento de la pared del tubo elastico en la direccién radial.

Esfuerzos en la pared del tubo.
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Simbolo Significado
% gc’t) =g(x)G(t) Gradiente de presién en el dominio del tiempo.
9 g’;w) = g(z) G(w) Gradiente de presion en el dominio de la frecuencia.
g(x) Dependencia axial del gradiente de presién.
Derivada espacial de la dependencia axial del gradiente de presién
Dependencia temporal del gradiente de presion. En el dominio del

G(1) / G(w)
tiempo/en el dominio de la frecuencia.
Dependencia axial de la velocidad axial, de la velocidad radial, del

u(z), v(z), c(z) y n(z)
desplazamiento axial y del desplazamiento radial, respectivamente
U (ryw)y V(r, w) Dependencia temporal y radial, en el dominio de la frecuencia, de
la velocidad axial y de la velocidad radial.
Dependencia temporal, en el dominio de la frecuencia, del despla-

zamiento axial y del desplazamiento radial.

2w) v H)
=
K(w) Permeabilidad dinamica para fluidos newtonianos en tubos
eldsticos (ecuacién (4.16)) y para fluidos viscoeldsticos en tubos
eldsticos (ecuacién (5.5)).
KL (r,w) Permeabilidad dindmica local (funcién de r) para fluidos netonia-
nos en tubos eldsticos (ecuacién (4.14)) y para fluidos viscoelds-
ticos en tubos eldsticos (ecuacién (5.3)).

K, (w) Funcion respuesta para la velocidad radial de fluidos newtonianos
en tubos eldsticos (ecuacién (4.35)) y de fluidos viscoelasticos en

tubos elésticos (ecuacién (5.9)).
Funcién respuesta local (funcién de r) para la velocidad radial de

fluidos newtonianos en tubos elasticos (ecuacién (4.33)) y de

K (r,w)
fluidos viscoeldsticos en tubos eldsticos (ecuacién (5.7)).
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Simbolo

Significado

K1 = R = KR

Wres

Coeficientes de las ecuaciones arménicas para la presion y el gradiente
de presion. Son relaciones de dispersion (relacionan el niimero de onda
con la frecuencia).

Constante de integracién de la ecuacién (D.9) para el caso de fluidos
newtonianos y de la ecuacién (E.9) para el caso de fluidos viscoeldsticos.
Frecuencia viscosa caracteristica del fluido.

Frecuencia eldstica caracteristica de la pared del tubo.
Frecuencia viscosa acoplada a la geometria del tubo a través del espesor
y de la densidad de su pared.

Frecuencia de resonancia. Frecuencia a la cual se tiene un maximo en
la magnitud de la permeabilidad dindmica.

Frecuencia de cruce. Frecuencia a la cual se igualan las frecuencias
caracteristicas viscosa y eldstica, w; y we, respectivamente.

Valores de cruce de las variables. A estos valores, las frecuencias
caracterfsticas viscosa y eldstica se igualan.

Amplitud de la presién en la entrada del tubo.

Factor definido en la ecuacién (4.47).

Factor definido en la ecuacion (4.50).

Factor definido en la ecuacién (4.53).

Flujo en el dominio de la frecuencia promediado en la direccién axial
para un tubo eldstico (ecuacién 4.69).

Flujo en el dominio del tiempo promediado en la direccién axial para
un tubo eldstico (ecuacién 4.70).

Amplitud del flujo como funcién del tiempo promediado en la direc-

cién axial para un tubo eldstico (ecuacién 4.71).




ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA PARED
DE UN TUBO ELASTICO

Las ecuaciones de movimiento que establecen la dinamica de la pared de un tubo elastico
-ecuaciones (4.3) y (4.4) utilizadas en nuestro modelo- provienen de un analisis de las fuer-

zas que actian sobre él. A continuacién, presentamos este andlisis que fue tomado de [61].

Se considera un elemento de la pared del tubo de espesor dr, longitud de arco adf (en
donde a es el radio neutral del tubo), y longitud axial dz. Suponiendo que el espesor del
tubo h es pequeno comparado con a, se toma dr = h, lo cual implica que los gradientes
radiales dentro del espesor del tubo son despreciables.

El volumen y la masa de este elemento estdn dados por dV =~ hadfdx y dm ~ p, dV,
respectivamente.

Las fuerzas que actian sobre este elemento de volumen resultan de cuatro esfuerzos mecani-

cos (figura C.1):

= Tension axial dentro de la pared del tubo, S,;. En general, esta tension es funcién de
x lo que conlleva a una fuerza en la direcciéon positiva del eje x debido a un cambio

dS;, sobre la longitud del elemento, dada por,

dSan

dSze (hadf) = =~

dz (hadf)

= Esfuerzo radial, S,,, originado por la tensién angular dentro de la pared del tubo.

Este esfuerzo produce una fuerza que empuja a la pared del tubo hacia el centro del
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mismo, dada por,

=Sy (adf dx)

En general, S, puede ser funcién de r y generar otra contribucién a la fuerza radial
debida a un cambio dS,, sobre el espesor de la pared del tubo. Esta contribucién es

despreciable bajo la suposicién de que la pared del tubo es delgada.

= Presion del fluido dentro del tubo. Es la diferencia de presiones que actiian dentro y
fuera de la pared del tubo, denotada por p,,. Esto conlleva a una fuerza en la direccién

positiva de r, dada por,

pw (adf dz)

= Esfuerzo cortante 7,, debido al movimiento del fluido sobre la pared del tubo. Este

esfuerzo produce una fuerza en la direccién de flujo.

Tw (a df dz)

La suma de fuerzas que actian sobre el elemento de volumen, en cada una de las tres
direcciones, debe ser igual a la masa por la aceleracién del elemento en esa direccién.
Si &, ny ¢ son los desplazamientos del elemento de la pared del tubo en las direcciones z,

ry 0, respectivamente, en la direccién x se tiene:

(hadfdr) ﬁ = dsmdx (hadf) + 1y (adf dx) (C.1)
P i~ de v '
que se reduce a
d? d
pw h ¢ h Sea + Tw. (C.2)

a2~ dx
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Figura C.1- Esquema de los cuatro esfuerzos mecénicos presentes en el elemento de la pared del
tubo. Tomada de [61].

De manera analoga, en la direccién radial se tiene:

d2
pw (hadd dz) d—tZ = pw (adO dz) — S,y (adf dx) (C.3)
que se reduce a
d2
Pw hd_tg = Pw — Sy (04)

En la direccién angular, la aceleracion es cero, debido a la simetria axial y a la ausencia de
fuerzas en esa direccién.

Como se dijo anteriormente, el esfuerzo radial S,, se origina por la tensién (esfuerzo)
angular Spy debida a la curvatura de la pared. La relacion entre estos esfuerzos se puede
obtener a partir de igualar las fuerzas que actian en la direccién radial sobre un pequeno

segmento de la pared en estado de equilibrio (figura C.2), esto es,
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(adfdx) Sy, = 2 (hdx) Spg sen (%) ~ h Spg db

v se tiene que

Figura C.2- Relacién entre los esfuerzos radial y angular dentro de la pared del tubo. Tomada de
[61].

Para poder resolver las ecuaciones de movimiento para la pared (ecuaciones C.2 y C.4),
los esfuerzos (Sy» y Syrr) deben ser expresados en términos de los desplazamientos (£ y
7). Para esto se utilizan las siguientes relaciones esfuerzo-deformacion que existen en un

material eldstico, éstas son [69]:

1
Crx = E [Sxx -V (Srr + S@@)]

1
Crp = E [Srr -V (509 =+ Sm)]

1
€9 — E [396 -V (Srr + Sm?)]
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en donde e, €. v egg son las deformaciones en las direcciones, axial, radial y angular,
respectivamente. F/'y v son el médulo de Young y el coeficiente de Poisson, respectivamente.
Estas relaciones expresan una caracteristica fundamental de los sistemas eldsticos, ésta es,
que la deformacién en una direccién no sélo depende del esfuerzo en esa direccién, sino
también de los esfuerzos en las otras dos direcciones.

Al usar la relacién obtenida entre los esfuerzos radial y angular (ecuacién C.5), sélo se

requieren dos de las ecuaciones para las deformaciones, éstas son

1

o b5 (14)

699:l Sir g—1/ — v Szl -
E h

Suponiendo que 7 es lo suficientemente grande comparado con la unidad o con v, éstas se

reducen a:
ro = [Sue — 2% S0
y
1 ra
€ = 5 [ﬁ Spr — VSxx:| .

Resolviendo estas dos ecuaciones para los esfuerzos, se tiene:

Sex = By (exx + Ve@@) (CG)

h E,
Srr =

(606 + V(:’xx) 5 (C?)
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en donde F, = %

La elongacion del tubo es causada por la variaciéon del desplazamiento axial a lo largo del
tubo; ¢ es funcién de x. Un pequeno elemento de la pared cuya longitud original es dz
tendrd una longitud dx + d§ = dx + %dm.

La deformacién axial se define como el cociente entre el cambio en la longitud y la longitud

original (figura C.3), esto es,

1 d d
Car = o [(dw+ ﬁdm) - dx] = £

Figura C.3- Deformacién axial de la pared del tubo. Tomada de [61].

-

dx Gt

Bajo la suposicién de simetria axial, el desplazamiento angular ¢ es uniforme alrededor
del tubo, esto es d¢ = 0, por lo que esta contribucién a la deformacién angular es cero.
En nuestro sistema, la deformacién angular se debe al cambio en el radio del tubo (de a a
a + 1), lo que conduce también a un cambio en la longitud de arco del segmento (de a df
a (a + n)df), ver figura C.4. La deformacién angular se define como el cociente entre el

cambio en la longitud y la longitud original, esto es,

_ ! _n
co0 = 5 [(a+n)di —adb] = 0

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones para los esfuerzos axial y radial (ecuaciones

C.6 y C.7), se tiene:
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-

- “a
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Figura C.4- Deformacién angular de la pared del tubo. Tomada de [61].

Spz = By (d_£+VQ>
dx a

S, — hE, (2_1_”%)
a a dx

Finalmente, estas expresiones se sustituyen en las ecuaciones de movimiento para la pared

del tubo (ecuaciones C.2 y C.4) y quedan en términos de los desplazamientos axial y radial,

esto es,
d’¢ E, (d*¢ wvdp Tw
S _ (s 20 v C.
dt?  py (da:2 ad:c) - puw h (C.8)
y
d277 Pw E, (n d§
il — s — . C.9
dt2  puwh pwa \a + Yda (C.9)

Las ecuaciones C.8 y C.9 son equivalentes a las ecuaciones 4.3 y 4.4.
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SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO
DE UN FLUIDO NEWTONIANO EN UN TUBO
ELASTICO

Para el gradiente de presion, g—g, las velocidades del fluido (u y v), y los desplazamientos
de la pared del tubo (n y £) consideramos la forma general de ondas estacionarias. Esto
es, ondas que se pueden factorizar en un término dependiente de la posicién en la direc-
cién de propagacién, por otro término dependiente del tiempo, esto es, U(z,t) = f(z)F(t)
[63, 64]. Las ondas estacionarias se caracterizan por tener una dindmica con valores fijos
en ciertos puntos del espacio llamados nodos. Para un sistema experimental particular, las
condiciones de frontera en la direccion de flujo imponen restricciones que conducen a una

solucién de este tipo.

Para encontrar las soluciones de u, v, n y &, hacemos una separacién de variables en las
ecuaciones (4.1), (4.2), (4.7) y (4.8), en la que aislamos la dependencia espacial en la di-
recciéon de flujo de la dependencia espacial en la direccién radial y el tiempo. Esto es,

E = g(@)G(t), u=u(@)U(r,1), v = v(@)V(r,1), n = n(z)H(t) y & = c(z) E(1).
En la direccién axial obtenemos las siguientes funciones:
1\2
o) =~(557) 9t (1)

v(z) = <E)2g’<x>, (D.2)



D Solucidn de las ecuaciones de movimiento de un fluido newtoniano en un tubo eldsticol38

o) =~ ) o (D.3)
y o0 = (2 ) o) D.4)

en donde K7, K9, K3 v K, son las constantes de la separacién de variables.

Mientras que para la dependencia radial y temporal, obtenemos:

T 2 T T
LU _M<a U(r.t) laU(T,t)

ot 7 v )ZK%G“)’ (B-5)

5 1 9(rV(r,1))

— K D.
U(Tv t) 2 r 87’ ’ ( 6)
IE(M) _ o
5 = K3 U(a,t) (D.7)
y
H
OH() _ K3V (a,t). (D.8)
ot
Reescribimos estas ecuaciones en el dominio de la frecuencia:
o R
—iwpr?U(r,w) — p (7“2 0 %S;’w) +r aU(,():w)> = K2 G(w)r?, (D.9)
. , 1 0(rV(rw))
K- =" D.1
U(Tv w) 2 r (97" ) ( 0)
—iwEw) = K2U(a,w) (D.11)

—iwHw) = K2V(a,w). (D.12)
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Resolvemos las tiltimas cuatro ecuaciones para las variables transformadas U (r,w), V (1, w),
E(w) y H(w). La ecuacién (D.9) es una ecuacién de Bessel para la velocidad en la direccién
de flujo, U(r,w). Una vez conocida la solucién para U(r,w), en términos de la constante
de integracién, A(w), y del gradiente de presién dependiente de la frecuencia, G(w), las

soluciones para V(r, w), é(w) v H (w), se obtienen directamente:

A 2 A~
0(r,w) = [A(w) To(Br) — %} Glw), (D.13)
. Aw) L (Br)  (K\? 1 .
V(r,w) K25 %) 2! G(w), (D.14)
_- Z 2 Kf ~
S) = SK3 | Aw) Jo(Ba) - - | G(w) (D.15)
v 2
gy s [AW) Ni(Ba) (K a | A \
H(w) = wK4 K23 K ) 255 G(w), (D.16)
en donde § = i‘;p . Jo y J1 son las funciones de Bessel de orden cero y de orden uno,
respectivamente.

Las soluciones para las velocidades del fluido, 4 y 0, y para los desplazamientos de la pared

del tubo, n y é , en el dominio de la frecuencia, son:

. B - [ Aw) 1 A
w(z,r,w) =u(z)U(r,w) = — [ K2 Jo(Br) W] g(z) G(w) (D.17)
oz, r,w) = v(z) V(ir,w) = — [ 2; 5 %AI((‘;) Jl(ﬁr)] d(z) Gw), (D.18)
) = o) Bl = L [A) _ b .
o) = ela) 20) = 17 | G ulBe) = 5] () Go) (D.19)
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] Alw
o) =) () = e ‘% I((12)

Ji(Ba)| ¢'(x) G(w). (D.20)

Estas expresiones quedan en términos de la constante A(w), que proviene de la integracién

de la ecuacién (D.9), y G(w). En ellas desaparecen las constantes Ko, K3 y Kj.

Al sustituir las soluciones para @, 9, 7} y & -ecuaciones (D.17)—(D.20)- en las ecuaciones de
movimiento de la pared del tubo, ecuaciones (4.3) y (4.4) reescritas en el dominio de la
frecuencia, obtenemos las ecuaciones (D.21) y (D.22). Estas, son expresiones para la presion
y para el gradiente de presién, cuyos coeficientes, £2(A(w),w) y x3(A(w),w), proporcionan
una relacién de dispersion que relaciona el nimero de onda de los modos de propagacion,
K, con la frecuencia del gradiente de presion aplicado, w. Las ecuaciones que la presion

y el gradiente de presién deben satisfacer en el dominio de la frecuencia, son ecuaciones

armonicas de la forma:

IR
TPED) - 3 Aw), ) o) (D.21)
Y 3
a( D 9 p dA )
THED) iy (Aw) ) 2D, (D.22)
en donde
9 2a’w?p (1/2 — 1)
"1 2uhABlavBE Jo(Ba) — (a2w?py (V2 — 1) + E) Ji(Ba)] + ah K2 [62w?py, (V2 — 1) + E(1 — 2v)]
(D.23)
y
2= 2aw? (v2 —1) [hp (K = pABJo(Ba)) — pp ABi(Ba)] (D.24)

Eh[2pAB(aBJo(Ba) — v Ji(Ba)) + a K (v —2)]
Dado que #? es independiente de x, por consistencia, pedimos que k2 = k3, con lo que

obtenemos una ecuacién cuadratica para A(w).
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Las dos soluciones para A(w) son: A(w) = “B£VE—4AC W. En donde,

A =2pJi(Ba) [a®w® py (V* = 1) + E] [hpw® puw Jo(Ba) — p* B° J1(Ba)]

—2vaE p®w? Jo(Ba) [p Ji(Ba) + h B pw Jo(Ba)],

B = puB° K7 [a*w’ pw (v* — 1)] [(2h pw + ap) J1(Ba) + a B h puw Jo(Ba)]

+u B2 Ki E{[2hpy + ap| Ji(Ba) + [a Bhpy (1 —4v) —2a® Bp] Jo(Ba) }

C=—-aBKi{apE{V—2)+hpy [a2w2pw (V-1 +E(1 —2v)]}.

Las dos soluciones para A(w) significan dos soluciones para x?(w) -dadas por la ecuacién

(D.23) o (D.24)-.

Una vez determinada A(w), se pueden conocer las velocidades del fluido y los desplaza-
mientos de la pared del tubo en el dominio de la frecuencia -ecuaciones (D.17)—(D.20)-.
Cabe senalar que, tanto en las soluciones para las velocidades y los desplazamientos, como
en las soluciones para > (w), la constante K -que proviene de la separacién de variables-

desaparece. Esto se debe a que, A(w), es proporcional a K?.

Por claridad, en la seccién 4.2, se muestran las soluciones de las ecuaciones, ya sin las
constantes intermediarias (K, Ko, K3 y K4) que se cancelan en los diferentes pasos del

método de solucién.



E

SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO
DE UN FLUIDO DE MAXWELL EN UN TUBO
ELASTICO

Para conocer la dinamica de un fluido de Maxwell que circula a través de un tubo elasti-
co, consideramos la forma general de ondas estacionarias para el gradiente de presion, las
velocidades del fluido y los desplazamientos de la pared del tubo. Tal como hicimos para

el caso de un fluido newtoniano (apéndice D).

Para encontrar las soluciones de u, v, n y &, hacemos una separacién de variables en las
ecuaciones (4.1), (5.1), (4.7) y (4.8), en la que aislamos la dependencia espacial en la di-
recciéon de flujo de la dependencia espacial en la direccion radial y el tiempo. Esto es,

= g(x) G(t), u=u(@)U(r,1), v =v(@)V(r,1), n = n(x)H(t) y & = c(x) Z(1).
En la direccién axial obtenemos las siguientes funciones:

() = —<E)2g(x>, (E1)

() = (E)Qg%x), (£.2)

o0 = () o (B4
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en donde K1, K9, K3 v K, son las constantes de la separacién de variables.

Mientras que para la dependencia radial y temporal, obtenemos:

0?U ou 0*°U 10U 9 0G(t)
trpﬁﬁ-ﬂa—ﬂ(w-l';a)—[{l (G(t)+tr7>a (E.5)
Ulr,t) = K2 1 M7 (E.6)
or

JE(t) 4

pr = K3U(a,t) (E.7)
y

MO — K3V ()

Reescribimos estas ecuaciones en el dominio de la frecuencia:

U(r,w) = K3 . o , (E.10)
—iwZ(w) = K2 U(a,w) (E.11)

y
—iwH(Ww) =K?V(a,w). (E.12)

Resolvemos las ultimas cuatro ecuaciones para las variables transformadas U (r,w), V (r,w),

E(w) y H(w). La ecuacién (E.9) es una ecuacion de Bessel para la velocidad en la direccién



E Solucidn de las ecuaciones de movimiento de un fluido de Maxwell en un tubo eldsticol44

de flujo, U(r,w). Una vez conocida la solucién para U(r,w), en términos de la constante

de integracion, A(w), y del gradiente de presién dependiente de la frecuencia, G’(w), las

soluciones para V (r,w), Z(w) y H(w), se obtienen directamente:
. K27 4
U(r,w) = [A(w) Jo(dr) — M_ﬂ12] G(w), (E.13)
. AW A (K1) 1 .
2, > 12 8
Hw) = ;Kg, A(w) Jo(da) — PYCE G(w) (E.15)
Y 2
- _ o |Aw) i(da) (KL a A
H(w) = R ey o %) T8 G(w), (E.16)
. Jo y Ji son las funciones de Bessel de orden

Etrw? +iw), B =/

en donde 6 =
cero y de orden uno, respectivamente.

Las soluciones para las velocidades del fluido, @ y 0, y los desplazamientos de la pared del

tubo, 7 y é , en el dominio de la frecuencia, son:
e, w) = () U(rw) = — [A]((? To(57) — ﬁ] g(@) Clw), (E.17)
oz, rw) =v(z)V(rw) = — [2: 7 ;AI({?) Jl(ér)] ¢ (z) G(w), (E.18)
2w) = 15 | 8 i) = 3] (o) Gl (E.19)



E Solucidn de las ecuaciones de movimiento de un fluido de Maxwell en un tubo eldsticol45

: A
i(w,w) = n(a) Hw) = i 2:ﬁ2 _% I((?)

J1(6a)| ¢'(z) G(w). (E.20)

Estas expresiones quedan en términos de la constante A(w), que proviene de la integracién

de la ecuacién (E.9), y G(w). En ellas desaparecen las constantes Ky, K3y Ky.

Al sustituir las soluciones para i, 9, f) y & -ecuaciones (E.17)—(E.20)- en las ecuaciones de
movimiento de la pared del tubo, ecuaciones (4.3) y (4.4) reescritas en el dominio de la
frecuencia, obtenemos las ecuaciones (E.21) y (E.22). Estas, son expresiones para la presion
y para el gradiente de presién, cuyos coeficientes, £2(A(w),w) y x3(A(w),w), proporcionan
una relacién de dispersion que relaciona el nimero de onda de los modos de propagacién,
K, con la frecuencia del gradiente de presion aplicado, w. Las ecuaciones que la presion

v el gradiente de presién deben satisfacer en el dominio de la frecuencia, son ecuaciones

armonicas de la forma:

*p(x,w .
TPED) - 3 Aw), ) o) (E.21)
y
Pp(z,w) 9 op(z,w)
s = ~r(Aw),w) =5, (E.22)
en donde
9 2awrSp K} (V¥ —1)
" ahd K2 [E — 2Ev + a?w?py, (V2 — 1)] + 2iAhwp {aEdév Jo(0a) — [E + a?w?py, (v2 —1)] Ji(6a)}
(E.23)
y
2 2aw?6 (v? = 1) [ hpy (Wi, + 1) (K —i Awp Jo(6a)) —i Apd pJi(da) ]
Ky = (E.24)

Eh(wt, +i){ad K}(v—2)+2iAwp [ad Jo(da) — v Ji(0a)]}

Dado que m% es independiente de x, por consistencia, pedimos que f@% = mg, con lo que
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obtenemos una ecuacién cuadratica para A(w).

Las dos soluciones para A(w) son: A(w) = —BEVE—4AC W. En donde,

A = 2hp*w’pyJo(8a) { [a*w’py (v* — 1) + E] J1(6a) — Eviay(da)}

+25,up2wJ1(5a) {[a*w?pw (v* = 1) + E] J1(6a) — Eviado(éa)}
wty + 1

)

B = iawpK? {2Ep[vJi(6a) — dado(b6a)] + hbpyJo(da) [a2w2pw (v*—1)—2Bv+ E]}
+pK%J1 (6a) [iapd® + 2whpy (iwt, — 1)] [a*w?py (V2 — 1) + E]
wty + 1
~ 2Evadp K2 [i6uJi(0a) + whpwJo(da) (iwt, — 1))
wty + 14

I

C = —Ea®Kip(v —2) + ia6hK ! py (iwt, — 1) [a%02py, (V2 — 1) — 2Ev + E]
S 4oy — . |
wt, +1

Las dos soluciones para A(w) significan dos soluciones para x?(w) -dadas por la ecuacién

(E.23) o (E.24)-.

Una vez determinada A(w), se pueden conocer las velocidades del fluido y los desplaza-
mientos de la pared del tubo en el dominio de la frecuencia -ecuaciones (E.17)—(E.20)-.
Cabe senalar que, tanto en las soluciones para las velocidades y los desplazamientos, como
en las soluciones para > (w), la constante K -que proviene de la separacién de variables-

desaparece. Esto se debe a que, A(w), es proporcional a K?.

Por claridad, en la seccién 5.1, se muestran las soluciones de las ecuaciones, ya sin las

constantes intermediarias (K1, Ko, K3 y K4) que se cancelan en los diferentes pasos del
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método de solucién.

Para fluidos newtonianos, = 3y las ecuaciones se reducen a las que gobiernan la dindmica

de fluidos newtonianos en tubos eldsticos presentadas en el apéndice D.
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