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RESUMEN 

En este trabajo se presenta el efecto que tienen quince diferentes combinaciones de materiales 
de interfaz en el coeficiente de restitución (CR) de cinco diferentes cuerpos rígidos sometidos 
a balanceo libre y balanceo forzado. Para esto, se extraerán las historias de rotaciones de 
alrededor de 500 pruebas realizadas en una mesa vibradora (Arredondo 2006). Estas historias  
se analizarán para extraer los valores reales de coeficiente de restitución. Posteriormente, se 
buscarán ajustes a diferentes ecuaciones del CR que ofrezcan los valores más aproximados a 
los medidos en la mesa vibradora. De forma paralela, en esta investigación se muestra una 
metodología simplificada y precisa para la medición del CR que permite conocer este 
parámetro sin la necesidad de equipo de medición costoso ni personal técnico demasiado 
capacitado. Por último, los resultados y metodologías propuestas serán puestos a prueba al 
comparar con simulaciones numéricas, las historias de rotaciones obtenidas previamente 
contra las historias de rotaciones obtenidas de la mesa vibradora. 
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ABSTRACT 

In this research, it is shown the effect of fifteen different interface materials combinations 
over the coefficient of restitution (CR) of five different rigid bodies subjected to free rocking 
and forced rocking behavior. Using the rotation time histories of over 500 tests developed on 
a shaking table (Arredondo 2006). These time histories will be subjected to study so a real 
value of the CR can be known. After that, different fits will be tried into different equations 
so they can offer the most approximate result compared to those obtained on the shaking 
table. At the same time, this research offers an alternative simplified and precise method for 
the measurement of the CR that allows the user to know this parameter without any need of 
expensive equipment or technical personnel. Both, equation fits and alternative measurement 
method will be tested by comparing numerical simulations of time histories with the rotation 
time stories measured on the shaking table.  
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1. INTRODUCCIÓN Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
 

En los tiempos recientes, los contenidos de las estructuras han cobrado bastante importancia 
y las pérdidas en caso de que estos fallen pueden rebasar con creces el costo del edificio que 
los contiene (figura 1.1). Es por ello que los estudios de riesgo sísmico deben contemplar no 
sólo la pérdida de una estructura sino también la de los contenidos. 

 
Figura 1.1 Mapa de sitios con daños a contenidos debido a algunos sismos con magnitudes mayores de 5. Trabajo 

realizado en conjunto con Bourguett (2018). 

Uno de los modos de respuesta de los contenidos ante excitaciones externas es el balanceo y 
una falla que se puede presentar a consecuencia de este, es el volteo (figura 1.2). El balanceo 
se ve altamente afectado por el coeficiente de restitución (CR) que está relacionado con la 
cantidad de energía disipada en cada impacto, y al tratarse de un comportamiento quasi-
caótico, pequeñas variaciones en las condiciones iniciales o valores de parámetros pueden 
implicar grandes incertidumbres en la respuesta del cuerpo. Entonces, un conocimiento más 
apropiado del coeficiente de restitución conlleva a una reducción considerable de la 
incertidumbre, lo que facilita realizar estudios de vulnerabilidad de contenidos más precisos. 
Esto se puede traducir en diseños más eficientes y seguros no sólo del contenido, sino 
también del edificio en el que este se encuentre. 
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Figura 1.2 Ejemplos de contenidos dañados por volteo. (a) Estantería, sismo Mw 6.3, 22 febrero 2011, Nueva Zelanda (b) 

Estantería,  sismo Mw 7.1, 23 octubre 2011, Turquía (c) Equipo eléctrico/mecánico, sismo Mw 8.8, 27 febrero 2010, 
Chile (d) Equipo eléctrico/mecánico, sismo Mw 8.8, 27 febrero 2010, Chile (e) Sismo Mw 5.8, 23 agosto 2011, Estados 

Unidos (f) Sismo Mw 8.2, 19 septiembre 2017, México. 

En esta investigación se busca conocer el comportamiento del coeficiente de restitución de 
cuerpos rígidos en balanceo con características similares a las de contenidos comunes de 
diferentes tipos de usos de estructuras, al colocarles sobre superficies que suelen encontrarse 
dentro de edificios para así obtener valores empíricos del CR que podrían ser utilizados en 
análisis futuros. 

De forma paralela, se hace uso de tendencias encontradas en el análisis de las energías 
cinética y potencial en balanceo libre de los cuerpos para de esta forma presentar una 
metodología simple y útil para conocer el coeficiente de restitución de cualquier cuerpo, a 
partir de conocer algunas propiedades del mismo, condiciones iniciales y características del 
balanceo. 
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1.1 ESTADO DEL ARTE 
 

Diversos trabajos se han realizado para poder conocer el comportamiento de cuerpos en 
balanceo, por ejemplo Makris y col. (1998) estimó la respuesta de cuerpos ante excitaciones 
de pulsos, Arredondo y col. (2008) revisaron el efecto del contenido de frecuencias e 
intensidades pico de las excitaciones sobre cuerpos rígidos, Berto y col (2012) realizó un 
estudio de vulnerabilidad de contenidos de museos, Arredondo y col. (2017) revisaron el 
comportamiento de cuerpos irregulares con la respuesta combinada de balanceo y 
deslizamiento, Jaimes y col. (2017) mostraron los efectos de la interacción suelo-estructura 
sobre elementos rígidos irregulares. Sin embargo, la mayoría de los trabajos realizados con 
anterioridad hacen uso de un CR que no siempre resulta adecuado para replicar el 
comportamiento real de un cuerpo en balanceo, por lo que corregir este parámetro podría 
implicar una mejora significativa a los resultados de diversas investigaciones. 

Se sabe que el CR es principalmente dependiente de una relación que existe entre la semi-
base y la semi-altura de un cuerpo, llamada esbeltez (Housner 1963), es decir, de propiedades 
exclusivamente geométricas. Sin embargo, a través de diversos experimentos se ha mostrado 
que esta expresión clásica propuesta no logra para todos los casos replicar de forma adecuada 
el comportamiento real de los cuerpos (Muto y col. 1960; Ogawa 1977; Priestley y col. 1978; 
Aslam 1980; Lipscombe 1990; Fielder 1997; Arredondo 2006; Peña y col. 2007, Elgawady 
y Ma 2011; Kalliontzis 2016). Ante esto, se ha observado que una de las principales razones 
de estas inconsistencias es la diferencia en combinaciones de los materiales de interfaz, esto 
es, el material de la base del cuerpo y el de la superficie portante. 

Consecuentemente, se han realizado algunos ingeniosos intentos para corregir las 
deficiencias de la formulación clásica del coeficiente de restitución, como una aproximación 
desde el análisis de la energía cinética y potencial de cuerpos en balanceo libre (Elgawady y 
Ma 2011). Así mismo, se han buscado realizar modificaciones empíricas a algún parámetro 
de la expresión clásica, como una expresión con una semi-base equivalente universal para 
todas las combinaciones de materiales de interfaz (Kalliontzis y col. 2016). Sin embargo, a 
pesar de que estas investigaciones logran una mejora aceptable a los valores del CR, la 
primera está más bien orientada a usos como lo son muros de mampostería o concreto y no 
a contenidos de edificios, y la segunda realiza una corrección generalizada que falla al 
intentar aplicarse a algunos tipos de combinación común de materiales de interfaz. 

Arredondo (2006) realizó pruebas de balanceo libre y balanceo ante vibración forzada en una 
mesa vibradora, donde se utilizaron 15 combinaciones de materiales de interfaz en 5 tipos de 
cuerpos rígidos, cada uno con diferentes dimensiones y propiedades conocidas. La finalidad 
de dicha investigación fue revisar las formas de respuesta y modos de falla de cuerpos rígidos 
con características similares a las de contenidos de edificios de usos diversos, tomando en 
cuenta materiales de interfaz y excentricidades en los cuerpos, para posteriormente proponer 
un modelo numérico de balanceo y deslizamiento de cuerpos regulares e irregulares. 
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1.2. MARCO TEÓRICO 
 

1.2.1 Modelo de balanceo de cuerpos rígidos 
 

Siguiendo la metodología de Makris y Roussos (1998) y Arredondo y col.(2017) considérese 
el modelo de la figura 1.3, donde se muestra un cuerpo rígido en balanceo con posibles 
excentricidades en la ubicación en el plano del centro de gravedad (CG) sometido a una 
excitación en su base. Se asume que el coeficiente de fricción µ  es lo suficientemente grande 
como para evitar el deslizamiento del cuerpo, esto es µ>b/h (Aslam y col. 1980) donde b y h 
representan la semi base y semi altura del cuerpo. Esto permitirá entonces, que el cuerpo gire 
sobre los extremos 0L y 0R de la base (llamados  “pivotes”). Las propiedades de interés del 
cuerpo son h, que es la altura al CG; las semi-bases bL y bR que representan las distancias 
horizontales desde 0L y 0R respectivamente, hasta CG, cuando el cuerpo está en reposo; las 
distancias  RL  y RR representan las distancias absolutas desde 0L y 0R hasta CG. Por último, 
otra propiedad de interés del cuerpo es el ángulo de  esbeltez αL y αR que es el ángulo formado 
por la vertical desde CG del cuerpo en reposo y los radios RL  y RR. 

Dada una aceleración . g en el suelo, el cuerpo comenzará a rotar en el sentido opuesto de la 
aceleración siempre que se cumpla con la condición ẍg >

b

h
g (Zhang y Makris 2001). 

Considerando un cuerpo simétrico la ecuación de movimiento entonces queda definida como: 

𝐼0�̈� + 𝑚𝑔𝑅 sin(−𝛼 − 𝜃) = −𝑚�̈�𝑔 cos(−𝛼 − 𝜃)  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜃 < 0                 (1.1) 

y  

𝐼0�̈� + 𝑚𝑔𝑅 sin(𝛼 − 𝜃) = −𝑚�̈�𝑔 cos(𝛼 − 𝜃)  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜃 > 0                 (1.2) 

Donde 𝜃 representa la rotación del cuerpo, m es la masa del cuerpo y I0 es la inercia rotacional 
del cuerpo equivalente a 4

3
mR2 para cuerpos rectangulares. Las ecuaciones (1.1) y (1.2) pueden 

ser expresadas con la forma generalizada, y resolviendo para �̈�: 

�̈�(𝑡) = −𝑝2 {sin(𝛼𝑆[𝜃(𝑡)] − 𝜃(𝑡)) +
�̈�𝑔

𝑔
cos(𝛼𝑆[𝜃(𝑡)] − 𝜃(𝑡))}            (1.3) 

Donde S[] representa la función signo y p es un parámetro del cuerpo equivalente a √
mgR

I0
 

que sirve como indicador de características dinámicas del cuerpo. 
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Figura 1. 3 Modelo simplificado de cuerpo rígido irregular en balanceo 

En el caso de que se considere un cuerpo irregular, basta con sustituir los valores de b, h, R, 
I0 y α por los valores correspondientes al sentido del giro. Los parámetros de la ecuación 
(1.3) de movimiento serán dependientes de la dirección de las rotaciones. 

 

1.2.2 Coeficiente de restitución clásico para cuerpos regulares e irregulares 
 

Si se desprecia la disipación de energía por fricción con el viento, por fricción en el pivote 
de rotación y por efectos histeréticos por deformaciones internas del cuerpo, se tiene entonces 
que el principal medio por el que el cuerpo disipa su energía cinética, es a través de impactos 
elásticos en el final de cada uno de sus medios ciclos de balanceo.  

Debido a que se parte de la hipótesis de que al instante del impacto la transición del giro 
desde un pivote al otro es continua (Housner 1963), se puede estimar entonces por 
conservación de cantidad de movimiento antes y después del impacto, la siguiente expresión: 

𝐼0�̇�+ − 𝑚�̇�12𝑏𝑅 sin(𝛼) = 𝐼0�̇�−                                         (1.4) 

Donde θ̇+ y θ̇− son las velocidades rotacionales antes y después del impacto, 
respectivamente. El segundo término de la ecuación (1.4) representa la energía que fue 
disipada y transferida al suelo o superficie portante. De aquí entonces se puede obtener una 
relación entre la energía cinética antes y después del impacto: 

𝑒 = (
�̇�+

�̇�−
)

2

= 𝐶𝑅2                                                            (1.5) 



7 
 

De aquí, haciendo las sustituciones necesarias se llega a que: 

𝐶𝑅 = 1 −
3

2
sin2(𝛼)                                                            (1.6) 

Sin embargo, esta formulación es válida sólo para cuerpos regulares, ya que sólo en ese caso 
I0L y I0R son equivalentes. Si existieran excentricidades horizontales en el CG, entonces se 
partiría de la siguiente relación de energía cinética: 

𝑒𝐿 = (
𝑅𝑅�̇�+

𝑅𝐿�̇�−)
2

= CR𝐿
2   Cuando la transición es de 0L a 0R    (1.7) 

y 

𝑒𝑅 = (
𝑅𝐿�̇�+

𝑅𝑅�̇�−)
2

= CR𝑅
2   Cuando la transición es de 0R a 0L    (1.8) 

Con esto, se podría utilizar un valor de coeficiente de restitución diferente dependiendo del 
sentido del giro antes y después del impacto. Sin embargo, se puede realizar la aproximación: 

𝑒𝐿 = (
𝑅𝑅�̇�+

𝑅𝐿�̇�−)
2

≈ (
�̇�+

�̇�−)
2

≈ CR𝐿
2                                               (1.9) 

y 

𝑒𝑅 = (
𝑅𝐿�̇�+

𝑅𝑅�̇�−)
2

≈ (
�̇�+

�̇�−)
2

≈ CR𝑅
2                                               (1.10) 

 

Si se obtiene el momento con respecto al pivote 0R cuando las rotaciones son positivas, se 
tiene: 

𝐼𝐿�̇�− − 𝑚𝑅𝐿�̇�−[𝑅𝐿 sin(𝛼𝐿) + 𝑅𝑅 sin(𝛼𝑅)] sin(𝛼𝑅) = 𝐼𝐿�̇�+             (1.11) 

Dividiendo entre θ̇− y si se define a rR como la relación de velocidad inmediatamente antes 
del impacto con el pivote 0R y se sustituye en la ecuación (10): 

𝐼𝐿 − 𝑚𝑅𝐿[𝑅𝐿 sin(𝛼𝐿) + 𝑅𝑅 sin(𝛼𝑅)] sin(𝛼𝐿) = 𝐼𝐿𝑟𝐿                  (1.12) 

Despejando rL se tiene finalmente: 

CR𝐿 =
{𝐼𝐿−𝑚𝑅𝐿 sin(𝛼𝐿)[𝑅𝑅 sin(𝛼𝑅)+𝑅𝐿 sin(𝛼𝐿)]}

𝐼𝑅
                                  (1.13) 

De forma análoga, el coeficiente de restitución cuando el impacto se genera desde el otro 
sentido, quedaría definido por la expresión: 

CR𝑅 =
{𝐼𝑅−𝑚𝑅𝑅 sin(𝛼𝑅)[𝑅𝐿 sin(𝛼𝐿)+𝑅𝑅 sin(𝛼𝑅)]}

𝐼𝐿
                                  (1.14) 
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Arredondo, Jaimes y Reinoso (2017) proponen una forma generalizada de las ecuaciones 
(1.13) y (1.14) donde i y j pueden tomar sólo los valores alternados 1 o 2 (que representan 
izquierda y derecha), definida como: 

CR𝑖 =
{𝐼𝑖−𝑚𝑅𝑖 sin(𝛼𝑖)[𝑅𝑗 sin(𝛼𝑗)+𝑅𝑖 sin(𝛼𝑖)]}

𝐼𝑗
                                     (15) 

El valor de CR ya sea para cuerpos regulares o irregulares, representa un límite superior, 
puesto que sólo considera la energía disipada por las características geométricas e inerciales 
del cuerpo en balanceo, si se añade el efecto por los materiales de la interfaz entre el cuerpo 
y la superficie portante una mayor cantidad de energía será propagada hacia la superficie, lo 
que implicará una restitución menor (Makris y Roussos 1998). 

 

1.2.3 Análisis de la energía potencial y cinética del balanceo libre de cuerpos 
rígidos regulares 
 

Debido a que se están despreciando los efectos de la fricción en el pivote, fricción con el 
viento y de procesos histeréticos, se puede hacer la suposición de que en el balanceo libre la 
energía potencial (Ep) y la energía cinética (Ec) del cuerpo componen la energía total del 
sistema (ecuación 1.16) y se intercambian de forma perfecta en cada semi-ciclo del balanceo 
(Elgawady y Ma, 2011), solo disipando energía de forma discreta en cada impacto, 

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐸𝑝 + 𝐸𝑐                                                           (1.16) 

La energía potencial está directamente relacionada al peso del cuerpo, la distancia R, el 
ángulo α y de la rotación θ del cuerpo en cada instante. De forma análoga, la energía cinética 
del cuerpo en balanceo libre, es dependiente de la inercia rotacional y de la velocidad 
rotacional del cuerpo en cada instante. Entonces, las energías potencial y cinética se 
representan, respectivamente, de la siguiente manera: 

𝐸𝑝 = 𝑊𝑅[cos(𝛼 − |𝜃|) − cos(𝛼)]                                      (1.17) 

y 

𝐸𝑐 =
1

2
𝐼0�̇�2                                                          (1.18) 

De tal manera que si se sustituyen las ecuaciones (1.17) y (1.18) en la ecuación (1.16), se 
tiene finalmente que la energía total del cuerpo es: 

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑊𝑅[cos(𝛼 − |𝜃|) − cos(𝛼)] +
1

2
𝐼0�̇�2                          (1.19) 

La energía potencial máxima de cada semi-ciclo n se da cuando el cuerpo llega a su rotación 
máxima, esto es, a la mitad del semi-ciclo, y es en ese instante que la velocidad rotacional es 
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cero, por lo que también la energía cinética es cero. De la misma manera, justo antes del 
impacto del semi-ciclo n se tiene la velocidad rotacional máxima y una rotación de cero, por 
lo que la energía cinética será máxima y equivalente a la energía total, y la energía potencial 
será cero. 
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2. CONFIGURACIÓN DE PRUEBAS EXPERIMENTALES 
 

2.1 ESPECIFICACIONES DE LOS CUERPOS RÍGIDOS ENSAYADOS Y 
SUPERFICIES PORTANTES 
 

Debido a que se busca proponer una corrección empírica al CR, para esta investigación se 
partirá de los experimentos realizados en la mesa vibradora por Arredondo (2006). En este 
capítulo, con fines prácticos, se repiten los principales datos de dicha investigación. 

Se utilizaron cuerpos prismáticos compuestos de perfiles de acero configurados de tal forma 
que se pueda garantizar  que las deformaciones internas del cuerpo al momento de la 
excitación sean despreciables. En total se construyeron cinco cuerpos con una profundidad 
de 80cm, y con bases y alturas diferentes, con esto se buscó que las rotaciones se den en el 
eje perpendicular al plano (ver figura 2.1). Los prototipos se diseñaron de manera que resultó 
posible reemplazar la cara inferior por placas de otros materiales, en este caso por láminas 
de caucho (B1), madera (B2) y acero (B3), con lo que, sumado a una variación de tipos de 
superficie portante se pueden realizar diferentes combinaciones de materiales de interfaz. 

Los prototipos no fueron restringidos en ninguno de sus grados de libertad, por lo que los 
modos de respuesta y falla posibles son el reposo, balanceo, deslizamiento, balanceo-
deslizamiento y volteo en cualquiera de los ejes. Sin embargo, a fin de evitar daños y 
deformaciones permanentes que provocasen cambios en sus propiedades, los prototipos 
contaron con camas de espuma que permitían amortiguar los impactos al momento del volteo 
así como con argollas que permitían sujetarlos. 

 
Figura 2.1 Diagrama de prototipos construidos. 
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Con el fin de poder aportar excentricidades en ambos ejes del plano, los prototipos se 
construyeron con travesaños ubicados en diferentes alturas sobre los que se pueden colocar 
masas de pesos variados. Al hacer esto se pudo tener un control sobre el desplazamiento del 
centro de masas de cada prototipo. En la tabla 2.1 se muestran las propiedades geométricas 
e inerciales de los cinco prototipos con una base de madera y en la figura 2.2 se muestran las 
diferentes configuraciones de las masas para provocar excentricidades (Arredondo y col., 
2017). De esta figura se puede notar que los cuerpos en los que se añadieron excentricidades 
fueron los prototipos P2 y P5, a los que se colocaron pesos que sumasen 100kg y 200kg y 
solo los casos P5f y P5g generan un desplazamiento horizontal de centro de gravedad del 
prototipo, mientras que los demás casos generan excentricidades cuyos cuerpos equivalentes 
serían regulares.  

Tabla 2.1 Propiedades geométricas e inerciales de los prototipos con base de madera. 

Prototipo P1 P2 P3 P4 P5 

Masa (kg) 44.00 49.53 61.00 56.39 79.36 

Profundidad (m) 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 

Base (m) 0.20 0.20 0.20 0.40 0.60 

Altura (m) 0.40 0.80 1.20 0.80 1.20 

Altura al C.G. (m) 0.21 0.40 0.60 0.39 0.58 

Semi base izquierda  (m) 0.10 0.10 0.10 0.20 0.30 

Semi base derecha  (m) 0.10 0.10 0.10 0.20 0.30 

αL (rad) 0.44 0.24 0.16 0.47 0.48 

αR (rad) 0.44 0.24 0.16 0.47 0.48 

IoL  (kg-m2) 3.06 9.72 20.83 10.87 33.14 

IoR  (kg-m2) 3.06 9.72 20.83 10.87 33.14 

 
Figura 2.2 Configuración de cuerpos con excentricidades (Arredondo y col. 2017). 
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Para las superficies portantes de los prototipos, se utilizaron cinco materiales diferentes: 
concreto (M1), alfombra (M2), loseta (M3), madera (M4) y vinil (M5) como se muestra en 
la figura 2.3; estos fueron seleccionados tomando en cuenta materiales comunes en pisos de 
edificios de diversos usos. Así, se tendrán un total de 15 configuraciones de interfaz (cinco 
por cada base del prototipo). 

 
Figura 2.3 Configuración de algunas superficies portantes. 

Tanto las dimensiones de los prototipos como los materiales de interfaz utilizados se eligieron 
tomando en cuenta los tipos de contenidos más comunes para los usos de vivienda, oficinas, 
comercio, hospitales, laboratorios e industria. En la tabla 2.2 se muestran algunos ejemplos 
de contenidos con características similares a los cuerpos ensayados en la mesa vibradora. 
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Tabla 2.2 Ejemplos de contenidos de edificios (Arredondo 2006). 
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2.2 CARACTERÍSTICAS DE LA MESA VIBRADORA 
 

Las pruebas se realizaron en una mesa vibradora, de la cual se muestran a continuación los 
datos técnicos y generales: 

 Nombre del edificio: Edificio 9 II UNAM Mesa Vibradora. 
 Ubicación: Ciudad Universitaria, Coyoacán. CDMX. C.P. #04510. México. 
 Personal a cargo: M.I. Roberto Durán Hernández. 
 Mesa MTS (MTS Systems Corporation) con las siguientes características: 
 Tres grados de libertad controlados. 
 4x4m de dimensiones. 
 Peso máximo de modelos: 20t. 
 Desplazamiento horizontal máximo: +/- 15cm. 
 Desplazamiento vertical máximo: +/- 7.5cm. 
 Aceleración horizontal máxima: 1g con modelo de 20t sobre la mesa. 
 Aceleración vertical máxima: 1g con modelo de 20t sobre la mesa. 
 Intervalo de frecuencia: 0.1 a 50Hz. 
 Cuarto de máquinas con un par de unidades con bombas de pistón y flujo variable. 
 Grúa viajera de 10t de capacidad. 

 

 
Figura 2.4 Mesa vibradora con prototipo P5 instalado. 
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2.3 CARACTERÍSTICAS DE LAS SEÑALES ANALÍTICAS 
 

Además de ser sometidos a balanceo libre con rotaciones iniciales, los cuerpos se expusieron 
a diferentes excitaciones en sus bases. En total se utilizaron 18 señales armónicas y 4 señales 
de sismos reales. 

Las familias de señales armónicas utilizadas en esta investigación se clasifican en dos tipos, 
que son el pulso de Ricker y una señal de movimiento senoidal de amplitud variable (MSAV), 
las ecuaciones 2.1 y 2.2 muestran la representación de cada una. 

�̈�𝑔 = 𝐴(2𝑎 − 1)𝑒−𝑎 ; 𝑎 = |
𝜔(𝑡−𝑇𝑠)

2
|

2

                                        (2.1) 

�̈�𝑔 = 𝐴
90𝑡2(𝑡−2𝑇𝑑)6

(2𝑇𝑑)8 sin(𝜔(𝑡 − 2𝑇𝑑))                                         (2.2) 

Donde A es la amplitud máxima de la aceleración, ω es la frecuencia angular de la señal, Ts 
es el instante en el que se da la máxima aceleración, Td es la duración de la fase intensa y t 
es un instante cualquiera en el tiempo. Se realizaron nueve pruebas de cada tipo de señal con 
parámetros adecuados a las propiedades de la mesa vibradora. En la siguiente tabla se 
muestran las diferentes configuraciones que se utilizaron. 

Tabla 2.3 Valores de A y ω para cada tipo de movimiento. 

Ricker MSAV A (m/s2) ω (rad/s) 

A1 A10 2 10 

A2 A11 4 10 

A3 A12 4 15 

A4 A13 6 10 

A5 A14 6 15 

A6 A15 6 20 

A7 A16 8 15 

A8 A17 8 20 

A9 A18 10 20 
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Figura 2.5 Ejemplos de excitación tipo MSAV y pulso de Ricker para movimiento tipo A1 y A10. 

La decisión de usar estos dos tipos de señales se debió a que el pulso de Ricker tiende a 
asemejarse a la respuesta de un sitio cercano a una fuente sísmica, y de manera análoga la 
señal senoidal de amplitud variable se asemeja a la respuesta de un sitio lejano a la fuente 
(Arredondo, 2006). 

En cuanto a los sismos reales, se utilizaron un total de cuatro señales registradas. Para la 
selección de las señales se tomó en cuenta que los valores pico tanto de aceleración, velocidad 
y desplazamiento, no rebasaran las capacidades de la mesa. 

 

Tabla 2.4 Valores pico de acelerogramas utilizados. 

Sismo Fecha Estación Aceleración 
pico (m/s2) 

Velocidad 
Pico (m/s) 

Desplazamiento 
Pico (m) 

Loma Prieta 18-Oct-89 CAP090 4.35 0.29 0.06 
Kocaeli 17-Aug-99 DZC270 3.51 0.46 0.18 
Landers 28-Jun-92 JOS090 2.79 0.43 0.14 

Kobe 16-Jan-95 KJM000 8.06 0.81 0.18 
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2.4 EQUIPO DE CAPTURA DE SEÑALES DE MOVIMIENTO 
 

2.4.1 Sensor óptico 
 

Uno de los métodos utilizados para la captura de las señales de movimiento fue el uso de un 
sensor óptico a través del registro de video. Dicho software detecta puntos de interés 
(marcados con cinta roja en los prototipos) y determina así la posición en un instante t. 
Dependiendo la frecuencia de imagen del video (fps), se puede así obtener la historia de 
posiciones de cada uno de los puntos de interés con intervalos de tiempo dt=1/fps y 
consecuentemente con el uso de relaciones trigonométricas, se puede conocer la historia de 
rotaciones de los cuerpos rígidos. 

Las especificaciones del hardware y software utilizados, de acuerdo a Arredondo (2006) son: 

 Programa: GTRACK – TEAM VIEW 3.0. 
 Ambiente: LINUX OUBUNTU 2.612.16. 
 Zoom óptico: 20X 
 Zoom digital: 800X  
 Resolución: 720 X 480 píxeles. 
 Velocidad de Grabación: 29.97fps. 
 Escalas de tiempo: 0.033 segundos. 
 Escalas dimensionales: en X=0.0028 m/píxel y en Y=0.0031 m/píxel. 

 

2.4.2 Inclinómetro 
 

Como dispositivo para medición paralela, se utilizó un inclinómetro bi-axial modelo 
CXTA02, de la marca MEMSIC. Éste fue colocado sobre los prototipos para poder detectar 
las rotaciones en tiempo real durante las pruebas. La respuesta del dispositivo depende de la 
magnitud de la fuerza paralela al sensor provocada por la gravedad y arroja una variación de 
voltaje proporcional a dicho valor de gravedad medido. 

Para poder conocer el valor de la rotación en cada instante t, es necesario utilizar una 
transformación en función del voltaje y la sensibilidad del equipo, la expresión indicada por 
el proveedor es: 

𝜃 = sin−1 [
𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑗𝑒 (𝑉)−𝑉𝑜𝑙𝑡𝑎𝑗𝑒 𝑒𝑛 0° (𝑉)

𝑆𝑒𝑛𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 (𝑉/𝑟𝑎𝑑)
]                                       (2.3) 
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La razón de utilizar dos dispositivos fue poder validar los resultados de uno contra el otro y 
así poder tener más certeza de las mediciones. 

 
Figura 2.6 Datos técnicos de inclinómetro CXTA02. (MEMSIC Inc.) 
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3. PROCESAMIENTO DE SEÑALES CAPTURADAS 
 

3.1 SELECCIÓN DE SEÑALES 
 

En total, se realizaron 275 pruebas de vibración forzada y 215 de vibración libre (Arredondo, 
2006), sin embargo, la vibración forzada provocó en algunos casos respuestas diferentes al 
balanceo, por lo que esas pruebas no fueron utilizadas en esta investigación. Se tuvieron al 
final 88 pruebas de vibración forzada, de las cuales 43 mostraron falla por volteo y en las 
demás los prototipos regresaron al reposo tras finalizar la excitación. En las tablas 3.1 y 3.2 
se muestran las pruebas útiles para esta investigación, así como la configuración de los 
cuerpos y sus materiales de interfaz, tipo de excentricidad y el tipo de señal al que fueron 
sometidos. En la tabla 3.3 se muestra la configuración de interfaces así como la altura inicial 
del pivote libre de cada prueba de balanceo libre. 

Tabla 3.1 Pruebas de vibración forzada con respuesta de balanceo sin falla por volteo. 
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Tabla 3.2 Pruebas de vibración forzada con respuesta de balanceo y con falla por volteo. 

 

 

Tabla 3.3 Organización de pruebas de vibración libre. 
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3.2 FILTRADO DE SEÑALES 
 

El sensor óptico de movimiento utilizó cintas rojas colocadas en zonas estratégicas de los 
prototipos para provocar alto contraste visual y así detectar puntos a lo largo del tiempo. Sin 
embargo, debido a que el software intenta representar con un pixel el centro geométrico de 
la cinta roja y esta tenía dimensiones de hasta 10cm de longitud y alrededor de 3cm de ancho, 
se tuvieron complicaciones para empatar de forma consistente el centro geométrico real de 
la cinta con el centro interpretado por el software. Este efecto tuvo como consecuencia que 
la señal capturada por el sensor óptico mostrara oscilaciones a lo largo del tiempo, mismas 
que pueden ser tratadas como ruido de una señal, por ejemplo, en la figura 3.1 donde se 
aprecia que antes del instante t=10s y después del instante t=28s siguen existiendo 
excitaciones, cuando en realidad el cuerpo de dicha prueba ya se encontraba en completo 
reposo. En algunos casos como en el instante t=32.87s el sensor óptico detectó una rotación 
de 1.98°, misma que de haber sido real o provocada por vibración ambiental, habría 
significado que el pivote libre se levantara alrededor de 2cm sobre la base, sin embargo con 
el uso de los fotogramas fue posible comprobar que dicha excitación no se dio. 

 

 
Figura 3.1 (Arriba) Historia de rotaciones original capturada con sensor óptico. (Abajo) Excitación en la base. 

De forma análoga, al tratarse de un equipo analógico y mecánico, el inclinómetro también 
presentó niveles de ruido, como suelen hacer equipos de estas características. En la figura 3.2 
se tiene la señal capturada con inclinómetro de la prueba 31 de vibración forzada. En esta se 
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pueden observar oscilaciones de alta frecuencia (más de 10Hz) a lo largo de la excitación, 
incluso cuando el cuerpo ya había regresado al reposo alrededor del instante t=32s. También 
es posible que las oscilaciones más pequeñas capturadas cuando los cuerpos se encontraban 
en reposo fueran provocadas por ruido ambiental ya que el inclinómetro y algunas de las 
cintas de referencia del sensor se encontraban ubicados en la parte superior de los cuerpos. 

 
Figura 3.2 Historia de rotaciones original capturada con inclinómetro. 

Es por esto que resultó necesario someter a las pruebas de laboratorio a un proceso de filtrado 
de señales que permita contar con una señal más limpia, puesto que el balanceo se trata de 
un fenómeno cuasi-caótico y pequeñas perturbaciones en las mediciones podrían generar 
errores en cascada al momento de intentar replicar los resultados con algún software. 

Para filtrar las señales se utilizaron dos metodologías paralelas, que fueron el uso de un filtro 
pasa-baja con el apoyo del software Degtra V10.3 y un filtrado con el uso de wavelets de la 
familia symlet. El uso de las dos metodologías se decidió debido a que en algunas pruebas 
parte del ruido de la señal contiene frecuencias que coinciden con las frecuencias del 
balanceo, y al realizar un filtrado simple existía el riesgo de distorsionar en exceso la señal.  

 
Figura 3.3 Señal de prueba 31 filtrada con filtro pasa-baja fmax=2Hz  y con wavelets de la familia symlet. 

-12

-9

-6

-3

0

3

6

9

12

9 14 19 24 29 34

θ

t

Prueba 31

-8
-6
-4
-2
0
2
4
6
8

7 12 17 22 27 32

θ

t

Prueba 31

Filtro Pasa bajas Symlet



23 
 

Las frecuencias de corte utilizadas para el filtro pasa-baja variaron dependiendo de las 
características del cuerpo y de la excitación, pero en general se mantuvieron dentro del rango 
de 1Hz a 2Hz. 

La validación de los resultados se hizo a través de comparación visual contra los fotogramas 
para comprobar que la señal tuviera su línea base en cero cuando no existe excitación y que 
el balanceo comience en el momento correcto, con la detección de impactos, con la linealidad 
de los resultados de coeficiente de restitución y, en el caso de la vibración libre, a través del 
análisis energético con una comparación de los máximos de energía cinética y potencial de 
cada semi-ciclo (véase capítulo 4). 

En general se tuvo en todas las pruebas de vibración libre una deficiencia al momento de 
liberar los cuerpos desde su rotación inicial. Esto se muestra en la figura 3. 4, donde se aprecia 
que antes del instante t=7s el cuerpo tenía una rotación absoluta de alrededor de 1.25°, misma 
que fue provocada de forma manual; posteriormente, en el instante t=7.43s, se llevó al cuerpo 
a una rotación mayor de 2.72° para después ser liberado. Sería de esperarse que tras tener un 
impacto, la rotación máxima en el otro sentido fuera menor puesto que el cuerpo ya ha 
perdido energía, sin embargo esto no es lo que se observa, ya que en el instante t=7.86s el 
cuerpo llegó a una rotación de 3.98°. Esto implica que el cuerpo recibió energía externa, 
probablemente proveniente de quien liberó los cuerpos. 

 

 
Figura 3.4 Historia de rotaciones de la prueba 78 de balanceo de vibración libre. 

En la figura 3.5 se comprueba lo anteriormente mencionado, puesto que en el instante t=6.33s 
la velocidad rotacional es de θ̇=0.05rad/s en vez de ser cero. La imprecisión anterior no 
compromete los resultados ya que simplemente basta con considerar que el balanceo libre 
comenzó a partir del segundo semi-ciclo y no desde el instante en que fue liberado. 
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Figura 3.5 Historia de velocidades rotaciones de la prueba 78 de balanceo libre. 

Otra deficiencia encontrada en las señales es que para rotaciones menores a θ=0.1°, o en 
algunos casos incluso de θ=0.5°,  los instrumentos de medición no lograron capturar de forma 
adecuada las amplitudes correctas, además de que las frecuencias de las oscilaciones eran 
relativamente similares a la frecuencia del ruido de la señal, por lo que aumentar la frecuencia 
de corte del filtro podría distorsionar la señal. Esto implica que si se utilizara el algoritmo de 
detección de impactos para intervalos de tiempo grandes donde el cuerpo ya regresó al 
reposo, se tendría erróneamente que siguen existiendo impactos cuando en realidad solo se 
trataría de ruido. Estas imprecisiones tampoco representaron inconvenientes con los 
resultados finales, ya que a través de los fotogramas fue posible comprobar cuando los 
cuerpos regresaban al reposo y, las amplitudes de esas rotaciones son tan pequeñas, que no 
representan un riesgo considerable para los contenidos de edificios. 

Una forma alternativa de representar el comportamiento de los cuerpos es a través de un 
retrato de fase, como se ve en la figura 3.6, donde se tienen en el eje de las abscisas las 
rotaciones en orden consecutivo y en el eje de las ordenadas las velocidades rotacionales que 
se dieron en el instante de cada rotación. La ventaja de esta representación del balanceo libre 
es que permite comprobar a simple vista que cuando la rotación es máxima, la velocidad 
rotacional es cero y viceversa. El comportamiento de este tipo de fenómenos mostraría una 
elipse si no existiese disipación de energía, sin embargo tras cada cruce del eje de las 
ordenadas se tiene un impacto, lo que implica una pérdida discreta de velocidad rotacional y 
genera un efecto de espiral hasta que el cuerpo regresa al reposo. Aquí también se observa la 
deficiencia mencionada en los párrafos anteriores, ya que idealmente el retrato de fase 
debería comenzar con una rotación máxima y una velocidad rotacional igual a cero, sin 
embargo, muestra que la rotación inicial es menor que la rotación de los siguientes dos ciclos, 
y se aprecia que la pendiente de la velocidad rotacional antes del primer impacto es similar a 
la de una rotación inicial mayor, lo que implica que el cuerpo cuenta con una aceleración 
ajena a la del balanceo libre. 
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Figura 3. 6 Retrato de fase de la prueba 187 de balanceo libre. 

Para validar que los resultados medidos de las pruebas fueran apropiados, se compararon los 
intervalos de semi-ciclos medido contra los intervalos de semi-ciclos teóricos obtenidos de 
la expresión 3.1 que depende de la amplitud de la rotación al comienzo del semi-ciclo 
(Elgawady y Ma, 2011) y de las propiedades geométricas del cuerpo: 

𝑇𝑡𝑒ó𝑟𝑖𝑐𝑜 =
4 tanh−1 √1−(1−

𝜃𝑛
𝛼

)
2

√
𝑊𝑅

𝐼0

                                                 (3.1) 
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Figura 3. 7 Comparación de duración de intervalos medidos y teóricos de los semi-ciclos para la prueba 187 de balanceo 

libre. 

Como se muestra en la figura 3.7, se debe tener un comportamiento lineal con valores muy 
cercanos a uno para poder comprobar que los resultados medidos, después del proceso de 
filtrado, son válidos.  

  

0.9

0.95

1

1.05

1.1

0 5 10 15 20 25 30 35

T m
ed

id
o
/T

Te
ó

ri
co

No. de semi-ciclo

Prueba 187



27 
 

3.3 DETECCIÓN DE IMPACTOS 
 

Existen diversas formas de poder reconocer el instante en el que suceden impactos durante 
el balanceo partiendo de una señal. La forma utilizada en esta investigación fue ubicar el 
instante en que la rotación cambia de signo, pues esto implica que se ha realizado una 
transición de la rotación entre un pivote y el otro, tal que se cumple la siguiente expresión: 

𝑆(𝜃𝑖) ≠ 𝑆(𝜃𝑖+1)                                                     (3.2) 

Si se deseara, para cuerpos en balanceo libre también sería posible reconocer el instante del 
impacto a través de la velocidad rotacional o de la energía cinética, ya que el impacto se 
localiza cuando sus valores son máximos. 

Para esta investigación se desarrolló un código que permite revisar paso a paso si las 
condiciones necesarias de impacto se cumplen y almacena los valores del tiempo de impacto 
así como la rotación medida en ese instante, la cual debe ser muy cercana a cero para poder 
tener certeza de que el resultado es apropiado. 

 
Figura 3.8 Instante t de impactos detectados vs rotación medida para diferentes tipos de filtros de la prueba 31 de 

balanceo forzado. 

Como ejemplo, en la figura 3.8 se muestra la comparación de los resultados de medición de 
impactos con diferentes métodos de medición y de filtrado, así como de las señales originales. 
Se puede apreciar que hay congruencia en el instante del impacto de todas las señales, lo que 
indica que el signo de las rotaciones no tiene gran dependencia del filtro utilizado. Esto hace 
que los instantes de impacto de cada prueba sea uno de los parámetros detectados con mejor 
precisión en esta investigación. También de la figura se puede notar que el método que 
ofreció un resultado más cercano al giro θ=0 es el filtro pasa-baja de la señal del inclinómetro. 
Esta conclusión fue consistente con la mayoría de las pruebas salvo algunas excepciones.  
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3.4 ESTIMACIÓN DE COEFICIENTE DE RESTITUCIÓN DE CADA 
PRUEBA 
 

Ya que se tienen detectados los instantes de cada impacto, basta con relacionar la rotación 
medida después del impacto con la rotación medida antes del mismo. Se parte de la hipótesis 
de que el coeficiente de restitución no depende del tiempo ni de la excitación, por lo que se 
espera que se obtenga un resultado constante a lo largo de cada prueba. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 3.9 (a) Coeficientes de restitución de prueba 58 de vibración forzada comparados contra la media y una 
desviación estándar. (b) Coeficientes de restitución de prueba 51 de vibración forzada comparados contra la media y una 

desviación estándar. 

En la figura 3.9 es posible apreciar dos ejemplos de los resultados obtenidos. En la parte 
superior, correspondiente a la prueba 58 de balanceo forzado, se ve un resultado 
prácticamente constante a lo largo del tiempo, que corresponde a lo esperado. Sin embargo, 
en la parte inferior, que representa la prueba 51 de balanceo forzado, se ve que 
aproximadamente después del instante t=18.5s, el coeficiente de restitución comienza a 
disminuir en cada impacto. Este comportamiento puede deberse a dos razones: que tras los 
impactos se tengan deformaciones permanentes en el prototipo o superficie portante, mismas 
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que provocarían cambios en las propiedades geométricas y por ello una variación en el CR 
o, la otra razón posible, es que las imprecisiones de la medición mencionada en la sección 
anterior haya impedido conocer los valores correctos de velocidad rotacional antes y después 
de cada impacto ya que en esos instantes las rotaciones máximas eran muy pequeñas.  

Estas imprecisiones que se tuvieron en diversas pruebas cuando los prototipos se encontraban 
muy cerca de regresar al reposo no representan una gran complicación, puesto que los 
primeros impactos brindaron en general los resultados necesarios para poder obtener valores 
concluyentes del CR de cada prototipo con su respectiva configuración de interfaz. El valor 
de CR que se utilizó en esta investigación es el promedio de los datos medidos ya que el 
comportamiento con respecto al tiempo es normal. 

En el caso de las pruebas de vibración forzada, la anterior es la única metodología que 
permitió la deducción del CR. Para las pruebas de vibración libre se contó con métodos 
energéticos que permitieron complementar los resultados de este método, para esto se 
analizaron los valores máximos de la energía potencial y cinética de cada semi-ciclo y se 
compararon con los del semi-ciclo inmediato anterior para, con el uso de la expresión (1.5), 
estimar el CR. Esto es válido puesto que la energía total del sistema debe permanecer 
constante durante cada semi-ciclo por lo que el máximo de energía potencial debe ser 
equivalente al máximo de energía cinética, de tal manera que, siempre que se utilicen los 
valores de la energía potencial cuando el cuerpo llega a su rotación máxima del semi-ciclo y 
los de energía cinética cuando la rotación sea mínima, se tendrá la certeza de que la expresión 
(1.5) es válida.  
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4. ANÁLISIS DE RESULTADOS 
 

4.1 ANÁLISIS ENERGÉTICO DE LOS RESULTADOS DE LAS PRUEBAS 
DE LA MESA VIBRADORA 
 

Con el fin de revisar que el comportamiento teórico de los cuerpos se empatara con el 
comportamiento observado, se revisaron, además de las rotaciones y velocidades 
rotacionales, la energía potencial y cinética de los cuerpos durante la vibración libre, dado 
que estos pueden ser tomados como indicadores de la eficacia tanto de la instrumentación 
como del método de filtrado. En la figura 4.1 se muestra la historia de tiempo de la energía 
potencial, energía cinética y energía total que fueron estimadas con las ecuaciones 1.17, 1.18 
y 1.19, respectivamente. De ella se puede apreciar que los máximos de energía potencial son 
equivalentes a los de energía cinética que se encuentran justo después y en general se tiene 
un resultado simétrico entre las energías potencial y cinética de cada semi-ciclo. Esto cumple 
con lo esperado y en general el comportamiento de la energía total tiene un comportamiento 
correcto, con reducciones discretas tras cada impacto.  

 

 
Figura 4.1 Historia de energía potencial, cinética y total de la prueba 188 de balanceo libre. 

El análisis de la energía permitió también observar deficiencias de los instrumentos de 
medición para capturar con certeza las rotaciones cuando la velocidad rotacional del cuerpo 
es alta, y esto se observa al notar que la energía potencial no consigue llegar al cero cuando 
se da el impacto. Esto implica que los resultados obtenidos cuando el inclinómetro estaba 
sometido a altas velocidades (esto es, cerca del impacto) no son del todo confiables. Sin 
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embargo, dadas las especificaciones de la figura 2.5, el inclinómetro cuenta con la 
sensibilidad necesaria para poder considerar válidos los resultados de la energía potencial 
cuando esta se encuentra cerca de sus máximos.  

A partir de esto, es entonces posible relacionar los máximos de energía potencial antes y 
después de cada impacto para así conocer la cantidad de energía total disipada, con lo que 
fue posible obtener un valor más confiable del CR. 
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4.2 ECUACIÓN ALTERNATIVA PARA MEDICIÓN DE COEFICIENTE DE 
RESTITUCIÓN 
 

El análisis de energía potencial y cinética de los cuerpos permitió observar una relación lineal 
entre la cantidad de energía disipada en cada impacto y la reducción de duración de los semi-
ciclos, dicho comportamiento estuvo presente en la mayoría de las pruebas de balanceo libre. 
En la figura 4.2, se ven representados los valores máximos de energía potencial de cada semi-
ciclo donde se puede comprobar que, si se ignora el primer máximo y aquellos que no se 
hayan dado por una rotación máxima de θ=0.01° por las razones mencionadas en el capítulo 
3, entonces se tiene un comportamiento lineal. 

 
Figura 4.2 Historia de energía potencial de la prueba 187 de balanceo libre. 

Tal como se tiene en la tabla 3.3, cada cuerpo fue sometido a tres pruebas distintas de 
balanceo libre manteniendo los mismos materiales de interfaz, es por ello que se agruparon 
los resultados en tercias y realizó una regresión lineal de los máximos de energía en función 
del tiempo cada una de las pruebas, para así obtener de forma estadística una ecuación de una 
recta, como se muestra en la figura 4.3. Para ese caso, el coeficiente de determinación muestra 
valores no menores de R2=0.995, lo que valida la consideración de un comportamiento lineal. 
Además, las pendientes de las rectas mantuvieron una dispersión del orden de milésimas, por 
lo que se puede considerar que las tres pruebas fueron consistentes. 
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Figura 4.3 Regresión lineal de máximos de energía para la combinación B1/M5 del cuerpo P3. 

El término independiente de la ecuación de la recta representa el valor de energía potencial 
máximo, justo al instante de ser liberado, siempre y cuando la medición del tiempo se 
comience a hacer justo en ese instante; en este caso el tiempo fue medido varios segundos 
antes. La pendiente de la recta está relacionada a la cantidad de energía disipada en cada 
impacto tal como se muestra en la expresión 4.1 por lo que la pendiente está también 
relacionada con el coeficiente de restitución: 

𝑚 =
𝐸2−𝐸1

∆𝑡
                                                                  (4.1) 

donde E1 y E2 representan la energía potencial máxima de dos semi-ciclos en el intervalo Δt 
que los separa. Además, si se toma E1 como la energía potencial al inicio del balanceo libre 
y que los posteriores valores máximos de energía En son una sucesión de reducciones de 
energía e determinada por la cantidad n de impactos, se tiene que: 

𝐸1 = 𝐸0                                                                (4.2) 

𝐸2 = 𝐸𝑛 = 𝐸0𝑒𝑛                                                            (4.3) 

Sustituyendo la expresión (1.5) en (4.3) se tiene: 

𝐸𝑛 = 𝐸0CR2𝑛                                                                (4.4) 

Por último, sustituyendo las expresiones (4.2) y (4.4) en (4.1) y resolviendo para CR, se llega 
a la siguiente expresión: 

CR = (
∆𝑡𝑚

𝐸0
+ 1)

1

2𝑛                                                              (4.5) 
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Los límites físicos posibles superior e inferior de la pendiente están representados en la 
siguiente expresión: 

−√
𝑊3𝑅3

𝐼0
[cos(𝛼−|𝜃0|)−cos(𝛼)]

2 tanh−1 √1−(1−
|𝜃0|

𝛼
)

2
< 𝑚 < 0                                                     (4.6) 

donde el límite superior implicaría que el cuerpo no disipa energía, permanecería en balanceo 
indefinidamente y daría como resultado un CR=1, mientras que el límite inferior representa 
una disipación absoluta de energía en el que la duración del balanceo es simplemente la 
duración de la mitad del primer semi-ciclo puesto que tras el primer impacto el cuerpo 
regresaría al reposo, lo que implica un CR=0, la duración del primer semi-ciclo se puede 
estimar con la expresión (3.1).  

 

Esto significa que para cualquier cuerpo es posible conocer el valor del coeficiente de 
restitución con una prueba simple en la que basta con conocer el tiempo de balanceo, la 
pendiente de la recta (expresión 4.1), la energía potencial inicial (expresión 1.17) y la 
cantidad de impactos que hubieron dentro del balanceo. Excepto quizás por el número de 
impactos, los datos necesarios para este método de medición del coeficiente de restitución 
son relativamente muy simples de obtener ya que no requieren de equipo sofisticado o 
costoso.  

Este método debería ser válido siempre que el comportamiento de los valores máximos de 
energía sea lineal. Como se muestra en el apéndice B, en las 225 pruebas realizadas se tuvo 
en su mayoría un coeficiente de determinación siempre mayor a R2=0.98, lo que permite dar 
certeza en el método propuesto.  

Existieron casos como el mostrado en la figura 4.4 en los que las pendientes de las rectas 
sufrieron cambios entre una prueba y otra. Esto puede deberse a que tras impactarse, los 
pivotes o la superficie posiblemente experimentaron deformaciones plásticas, lo que resulta 
en una geometría levemente modificada y por ello un CR también alterado. 
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Figura 4.4 Regresión lineal de máximos de energía para la combinación B1/M5 del cuerpo P3. 

El comportamiento lineal de los máximos de energía solo se presentó a partir de la vecindad 
de la rotación inicial de la primera prueba de cada combinación de interfaz, esto es θ0≤α/3. 
Esto fue consistente con las tres pruebas de cada combinación (véase figura 4.5). Lo anterior 
es en gran parte debido a que el inclinómetro no logró capturar apropiadamente las rotaciones 
máximas de los cuerpos cuando estas eran muy grandes y por ello sometidas a una mayor 
aceleración. 

 
Figura 4.5 Historias de energía potencial de la combinación P3 B1/M1 para balanceo libre. 

En la figura 4.6 se muestra la historia de energía total y energía potencial de cuatro pruebas 
de balanceo libre realizadas por Elgawady y Ma (2011) para diferentes materiales de interfaz 
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y relaciones de esbeltez. Es notable que, al menos visualmente, los máximos de energía 
mostrados por los autores provocan también un comportamiento lineal. Si bien los objetivos 
de la investigación tuvieron alcances diferentes, sus resultados permiten dar certeza y validez 
a la hipótesis planteada en esta investigación. 

 
Figura 4.6 Historias de energía total y energía potencial para diferentes pruebas de balanceo libre (Elgawady y Ma 

2011). 
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4.3 ANÁLISIS DEL NÚMERO DE IMPACTOS 
 

Tal como se mencionó en la sección anterior, un parámetro que puede resultar complicado 
de conocer con una medición a simple vista es la cantidad de impactos de un cuerpo en 
balanceo libre. Esto es porque dependería de la percepción del observador y cuando el cuerpo 
está cerca de regresar al reposo experimenta muchos impactos en una cantidad pequeña de 
tiempo y facilita la posibilidad de errores de medición. Por ello, en caso de que no se cuente 
con algún dispositivo o método que permita contabilizar los impactos con precisión, se 
realizó aquí un análisis de la cantidad de impactos que los cuerpos presentaron, en función 
del tiempo de vibración y del ángulo α del cuerpo en estudio. 

Como ejemplo, en la figura 4.7 se muestra la cantidad de impactos que se tuvieron en función 
del tiempo de balanceo para todas las pruebas de balanceo libre del cuerpo P2 con interfaz 
Madera/Vinil (B2/M5). El comportamiento del fenómeno mostró que la mayoría de los 
impactos se dan cuando hay poca duración de balanceo libre, esto concuerda con las 
predicciones teóricas, ya que como se mostró en la expresión (3.1) la duración de los semi-
ciclos es dependiente de la rotación inicial, y si esta es pequeña, el intervalo de tiempo de los 
semi-ciclos también lo será, lo que provocará que el siguiente semi-ciclo una vez afectado 
por el CR sea a su vez más corto, y así sucesivamente, resultando en que la mayoría de los 
impactos se den al final del balanceo. 

 
Figura 4.7 Número de impactos en función del tiempo para la combinación de interfaz B2/M5 del cuerpo P2. 

Para poder estimar de forma simplificada la cantidad de impactos que se tienen durante el 
balanceo libre de un cuerpo, se optó por realizar un ajuste de tipo potencial dado que ofreció 
un coeficiente de determinación en su mayoría superior a R2=0.9. Este ajuste sería irrealista 
para duraciones de balanceo muy grandes, sin embargo el tiempo de balanceo está limitado 
por la condición estática de volteo θ0<α, además de que el método de medición del CR 
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ofrecido en la sección anterior sugiere que la rotación inicial sea θ0≤α/3, por lo que el ajuste 
potencial arroja resultados aceptables. En la Figura 4.8 se muestra el número de impactos en 
función del tiempo de balanceo libre de todas las pruebas separadas por tipo de cuerpo, 
independiente de las interfaces.  

 

 
Figura 4.8 Conjunto de resultados de Número de impactos vs tiempo de balanceo de cada cuerpo. 

Tanto el ángulo α como el parámetro dinámico p afectan la forma de las curvas anteriores, 
sin embargo se encontró que si la duración del balanceo es menor a 4s entonces las curvas 
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ajustadas de número de impactos contra la duración de balanceo mantienen bastante 
congruencia entre ellas, tal como se muestra en la figura 4.9. Lo anterior puede ayudar a 
ofrecer una estimación del número de golpes confiable con una expresión sencilla: 

𝑛 ≈ 5.7211∆𝑡0.7521                                                                (4.7) 

Al comparar contra los resultados medidos, esta expresión provocó errores en la cantidad de 
impactos de entre 2% cuando su resultado sobreestimó la cantidad de impactos y 5% cuando 
la subestimaba, sin embargo esto solo generó errores del 1% al 3% en el valor final del CR 
estimado. Dependiendo de la finalidad del usuario, estos errores pueden ser considerables si 
se busca un resultado muy preciso, ya que pequeñas variaciones en el valor del CR pueden 
desencadenar efectos muy diferentes a los de un CR exacto, sin embargo incluso con esa 
imprecisión se consiguió una mejora razonable sobre los valores de CR obtenido con la 
ecuación clásica de Housner (ver capítulo 5). 

 
Figura 4.9 Ajuste de curva de Número de impactos vs  duración de balanceo para los cinco prototipos. 

Debido a que el tiempo de balanceo depende no solo de la rotación inicial sino también del 
CR y por ello de su ángulo α así como del parámetro dinámico p, no resulta factible realizar 
una interpolación entre las curvas de tendencia debido a que los parámetros mencionados no 
provocan un comportamiento lineal en la cantidad de impactos.   

De forma paralela, se revisó también la influencia que tienen los materiales de interfaz 
independientemente de las características geométricas de los cuerpos. Esto permitió notar 
que la forma de la curva en varios casos mostró gran dependencia de la interfaz y no del 
cuerpo, como se muestra en la figura 4.10. Esto fue consistente en varias de las pruebas, por 
lo que si se cuenta con una configuración de interfaz similar a las utilizadas en esta 
investigación, podría ser conveniente utilizar los ajustes de curva del apéndice C. 
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Figura 4.10 Número de impactos Vs Duración del balanceo para la interfaz B1/M1. 
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4.4 ANÁLISIS DEL EFECTO DE LOS MATERIALES DE INTERFAZ EN 
EL COEFICIENTE DE RESTITUCIÓN Y AJUSTE A LA ECUACIÓN 
CLÁSICA 
 

Los resultados del capítulo 3 fueron clasificados de manera tal que fuese posible comparar 
los efectos de los materiales de interfaz. Para ello, se graficaron los coeficientes de restitución 
con respecto al α correspondiente. En la figura 4.11 se muestran los resultados 
experimentales de la interfaz B1/M1 de los cinco prototipos para vibración libre, donde 
además se comparan contra la expresión clásica propuesta por Housner (1963). Salvo por el 
cuerpo más esbelto,  la expresión clásica parece subestimar los valores medidos de 
coeficiente de restitución, incluso cuando este valor supone un límite inferior de energía 
disipada en cada impacto. Estos resultados son consistentes con los mencionados por 
diversos autores (Muto y col. 1960; Ogawa 1977; Priestley y col. 1978; Aslam 1980; 
Lipscombe 1990; Fielder 1997; Arredondo 2006; Peña y col. 2007; Kalliontzis 2016). 
Subestimar el valor del CR al momento de realizar modelos numéricos de balanceo implica 
considerar que el cuerpo disipa más energía de la que en realidad hace, lo que podría conducir 
a subestimar los casos de volteo y sobreestimar los casos de regreso al reposo (véase capítulo 
5). 

 
Figura 4.11 Coeficientes de restitución medidos de la interfaz B1/M1 (Caucho/Concreto). 

A raíz de esto, algunos autores han realizado propuestas para aproximar de forma más certera 
el valor del CR. Kalliontzis (2016) realizó la consideración de que el impacto no se da 
precisamente en los pivotes 0 y 0’ sino que se da a una distancia menor, lo que resultaría en 
una semi-base equivalente kb donde 0≤k≤1, lo que lleva a la siguiente expresión: 
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CR =
4−3(sin 𝛼)2(1+𝑘2)

4−3(sin 𝛼)2(1−𝑘2)
                                                       (4.8) 

Nótese que cuando k=1, la expresión regresa a la forma clásica propuesta por Housner, puesto 
que indicaría que el impacto se da exactamente en los pivotes y no en una distancia 
modificada. El autor realizó la consideración de que basta con proponer un valor universal 
del parámetro k=0.72 para así poder aproximar los resultados teóricos a los empíricos, y esto 
se demuestra en la figura 4.12 donde se muestra la expresión de Kalliontzis (2016). Si bien 
el autor mejoró la ecuación clásica del CR, para fines prácticos se buscará aquí realizar un 
ajuste que dependa no solo de la esbeltez del cuerpo sino también de la configuración de 
materialez de interfaz. Para esto se realizó un ajuste a la ecuación clásica modificando las 
constantes que intervienen en la expresión, lo que resulta en las siguientes formas: 

CR = 1 − 𝑎(sin 𝛼)2                                                       (4.9) 

y 

CR = 1 − 𝑎(sin 𝛼)𝑏                                                     (4.10) 

Ambas expresiones añaden parámetros de máxima verosimilitud que modifican la forma de 
la curva de tal manera que logre aproximarse a los resultados experimentales. Esto implica 
que los parámetros dependen exclusivamente de la configuración de materiales de interfaz. 
A su vez, se realizó un ajuste a la expresión propuesta por Kalliontzis (2016), de tal manera 
que se encontró el valor del parámetro k que mejor logró ajustarse a cada una de las 
configuraciones de interfaz. Por último, se mostró un ajuste en el que la condición de frontera 
para un cuerpo infinitamente esbelto (esto es α=0) no parte desde 1.0, sino desde un valor 
que se ajuste más a la curva. Sin embargo este último ajuste carece de razón física, puesto 
que en esta investigación no se contó con las pruebas necesarias para poder estimar lo que 
sucede con cuerpos demasiado esbeltos. Esto no representa gran inconveniente si se busca 
utilizar los ajustes para evaluar cuerpos cuyo uso es de contenido de edificios, ya que estos 
suelen ser más robustos (ver tabla 2.2), o en el caso de ser demasiado esbeltos, suelen ser 
anclados debido a su alta inestabilidad al volteo. Los ajustes mencionados para la interfaz 
B1/M1 se muestran en la figura 4.12. 
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Figura 4.12 Ajustes empíricos a la expresión clásica de Housner para la interfaz B1/M1. 

De la figura anterior y de los resultados obtenidos por Peña y col. (2007) se observa que el 
valor del CR propuesto por Housner (1963) logra aproximarse más a las mediciones 
experimentales de cuerpos esbeltos que con el caso de cuerpos robustos. Aun así, las mejoras 
propuestas por Kalliontzis (2016) logran ofrecer mejores resultados ya sea con el parámetro 
k universal propuesto por él, o por el ajustado en esta investigación, pues consiguen 
aproximarse más a los resultados medidos. Sin embargo ninguna de las curvas cuyo origen 
parte de CR=1 consiguió capturar de forma precisa los resultados para cuerpos esbeltos, por 
lo que la curva que mejor logró ajustar los resultados medidos fue la que partió de CR=0.933 
que tiene la siguiente forma: 

CR = 𝑎 − 𝑏(sin 𝛼)𝑐                                                   (4.11) 

En cuanto a los cuerpos robustos, las expresiones (4.9), (4.10) y (4.11) fueron las que mejores 
resultados ofrecieron. Las observaciones anteriores fueron consistentes para la mayoría de 
las 15 combinaciones de interfaz. En la tabla 4.1 se muestran los valores de los parámetros 
que mejor aproximación consiguieron para cada una de las interfaces utilizadas. 

Tabla 4.1 Parámetros de ajuste de curvas. 

Interfaz 
Kalliontzis 

(2016) 
Ajuste 1 Parámetros Ajuste 2 Parámetros Ajuste 3 Parámetros 

B1/M1 k=0.63 a=2.87 a=2.05 b=3.51 a=0.93 b=2.46 c=4.69 

B2/M1 k=0.71 a=0.82 a=1.36 b=2.61 a=0.88 b=1.60 c=4.70 

B3/M1 k=0.55 a=0.54 a=1.52 b=3.78 a=0.90 b=1.81 c=6.11 

B1/M2 k=0.71 a=0.82 a=1.36 b=2.61 a=0.88 b=1.80 c=4.70 

B2/M2 k=0.78 a=0.96 a=1.32 b=2.35 a=0.91 b=1.38 c=3.34 
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B3/M2 k=0.54 a=0.53 a=1.56 b=3.87 a=0.90 b=2.20 c=7.22 

B1/M3 k=0.77 a=0.95 a=1.34 b=2.42 a=0.93 b=1.37 c=3.08 

B2/M3 k=0.8 a=1.01 a=1.31 b=2.28 a=0.92 b=1.35 c=2.99 

B3/M3 k=0.64 a=0.7 a=1.36 b=2.90 a=0.93 b=1.67 c=4.65 

B1/M4 k=0.7 a=0.8 a=1.37 b=2.66 a=0.92 b=1.44 c=3.58 

B2/M4 k=0.73 a=0.86 a=1.35 b=2.50 a=0.94 b=1.41 c=3.29 

B3/M4 k=0.61 a=0.67 a=1.50 b=3.40 a=0.93 b=1.58 c=4.24 

B1/M5 k=0.77 a=0.95 a=0.70 b=1.60 a=0.96 b=1.25 c=2.67 

B2/M5 k=0.79 a=1.00 a=0.58 b=1.35 a=0.96 b=1.33 c=2.66 

B3/M5 k=0.63 a=0.69 a=0.43 b=1.19 a=0.94 b=1.53 c=4.06 

 

En valor promedio de las constantes k de la expresión de Kalliontzis fue de k=0.69 con una 
desviación estándar σ=0.083, lo cual es muy cercano al valor universal propuesto por el autor, 
sin embargo, en algunos casos como la interfaz B3/M1 (figura 4.13), la diferencia fue de casi 
0.25 unidades para α=0.67, por lo que utilizar una k corregida resulta recomendable, 
principalmente para cuerpos robustos. En general, si se utiliza alguno de los ajustes 
mostrados en la tabla anterior se pueden obtener mejoras considerables, principalmente para 
cuerpos robustos, en algunos casos reduciendo el error de 70% provocado por la ecuación 
clásica hasta a un 0.005% con alguno de los ajustes propuestos. 

 
Figura 4.13 Ajustes empíricos a la expresión clásica de Housner para la interfaz B3/M1.  
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4.5 RESULTADOS DE CUERPOS CON EXCENTRICIDADES 
 

Uno de los objetivos de esta investigación incluía el revisar el efecto que las excentricidades 
del centro de gravedad de los cuerpos pueden tener sobre el CR debido a que gran parte de 
los contenidos de edificios cuentan con cierto nivel de excentricidad, ya sea provocado por 
irregularidades geométricas o por concentración de masas. Sin embargo tras evaluar las 
señales medidas no se pudieron observar tendencias claras o datos significativos. La razón 
de este inconveniente se debió principalmente a que la relación entre bR y bL fue en algunos 
casos de hasta 1.72, lo que provocó que el cuerpo fuera bastante más esbelto de un lado que 
del otro y esto resultó en rebotes durante el balanceo forzado. En la figura 4.14 se muestra la 
historia de rotaciones medida del cuerpo P5 con excentricidad en el eje horizontal, se puede 
ver que en algunos instantes como t=11.91s y t=13.47s se dieron impactos que resultaron en 
que el cuerpo no realizara la transición de un pivote al otro sino que el balanceo continuara 
en el pivote original. Lo anterior implica que el modelo e hipótesis propuestas en el capítulo 
1 no son válidas para los casos estudiados de excentricidades en esta investigación. 

 
Figura 4.14 Historia de rotaciones de la prueba 265 de balanceo forzado. Cuerpo P5-F con excitación S2. 

Debido a que el coeficiente de restitución para cuerpos en balanceo forzado es medible solo 
en el instante de los impactos, los resultados medidos en la mesa vibradora no resultaron 
concluyentes para esta investigación. 
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5. VALIDACIÓN DE RESULTADOS CON MODELOS NUMÉRICOS 
 

Con el fin de poder mostrar la utilidad de un valor de coeficiente de restitución más realista 
que el obtenido por la ecuación clásica de Housner, en este capítulo se muestran los 
resultados de simulaciones numéricas de cuerpos en balanceo con características similares a 
los utilizados en la mesa vibradora. 

La forma de comparación de resultados se realizó de tal manera que la única diferencia entre 
una simulación y otra fuese el valor del CR utilizado, esto permitió mostrar los efectos que 
la disipación de energía puede llegar a tener incluso cuando la diferencia es de unas cuantas 
centésimas entre el valor clásico o el valor estimado, ya sea con los valores medidos o con 
los ajustes propuestos en el capítulo anterior.  

 

5.1 COMPARACIÓN DE RESULTADOS DE LABORATORIO CONTRA 
SIMULACIONES UTILIZANDO EL VALOR DEL CR CLÁSICO 
 

El uso del CR clásico implica imprecisiones que, si no se corrigen al momento de recrear 
numéricamente una historia de rotaciones, pueden conllevar a grandes diferencias en los 
resultados, tanto del modo de respuesta del cuerpo como de la duración del balanceo, 
amplitudes máximas de las rotaciones o modos de falla. 

En la figura 5.1 se tiene la comparación de la historia de rotaciones medida en la mesa 
vibradora de la prueba 31 de balanceo forzado contra simulaciones numéricas en las que se 
utilizaron los valores del CR clásico y el CR medido con la metodología del capítulo 4. En 
esta prueba se utilizó el prototipo P5 con interfaz acero-alfombra (B3/M2) sometido a la 
excitación armónica senoidal de amplitud variable, A13. El valor clásico del coeficiente de 
restitución para este cuerpo es CR=0.465 mientras que el CR obtenido con la metodología 
del capítulo 4 es CR=0.85, lo que implica una subestimación de casi el 50%. Un efecto muy 
importante que se aprecia aquí es que el uso del CR clásico anticipó el retorno del cuerpo al 
reposo, lo cual puede suponer errores graves al momento de intentar realizar diseños o 
revisiones con el uso de modelos numéricos, puesto que la sobreestimación de la energía 
disipada, tal como se ha mencionado en los capítulos anteriores, resulta en consideraciones 
poco conservadoras. 
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Figura 5.1 Comparación de la simulación numérica contra la  señal medida de la prueba 31 de balanceo forzado. 

De forma análoga, en la figura 5.2 se muestra una comparación entre la historia de rotaciones 
de la prueba 155 de balanceo libre contra simulaciones numéricas utilizando los valores del 
CR clásico y el CR medido. En esta prueba se utilizó el prototipo P2 con interfaz madera-
madera (B2/M4). El valor del coeficiente de restitución clásico para este cuerpo es CR=0.915 
mientras que el valor medido con los métodos energéticos es CR=0.94. Se observa que en la 
simulación que utiliza un CR clásico el cuerpo regresó al reposo alrededor del instante t=8.5s 
mientras que en la señal medida en el laboratorio el cuerpo continuó el balanceo hasta 
aproximadamente el instante t=19s, además de que las amplitudes máximas de la rotación 
entre la señal medida y la simulación con el valor clásico del CR variaron hasta en 40%, 
mientras que la simulación con el CR medido logró replicar con mucha mejor precisión tanto 
la duración del balanceo como las amplitudes de las rotaciones. 

 
Figura 5.2 Comparación de la simulación numérica contra la señal medida de la prueba 155 de balanceo libre. 

De esto, se puede entonces asumir que subestimar el valor del coeficiente de restitución 
tendrá como consecuencia simulaciones en las que los impactos disipan más energía y por 
ello el cuerpo tendrá una menor duración de balanceo y menores amplitudes de rotación. 
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Por otro lado, el hecho de sobreestimar el valor del coeficiente de restitución también resulta 
en simulaciones no realistas en las que la duración del balanceo, número de impactos y 
amplitudes máximas de rotación tendrán valores mayores a los reales. En la figura 5.3 se 
muestra la comparación de la historia de rotaciones medida de la prueba 187 de balanceo 
libre contra las simulaciones con el valor clásico y el valor medido del CR. En esta prueba 
se utilizó la interfaz caucho-vinil (B1/M5) con el prototipo P3 cuyo coeficiente de restitución 
clásico es CR=0.96 y el valor medido es CR=0.92. Se observa que la simulación que usa el 
CR clásico resultó en una duración de balanceo de casi el doble que la duración medida en 
laboratorio, lo que implica que se hayan tenido mayor número de impactos y amplitudes de 
rotación mayores. Así mismo, el usar el valor del CR medido en la simulación, logró capturar 
de forma mucho más acertada la duración del balanceo, aunque la duración de los semi-ciclos 
no fue recreada de forma satisfactoria. 

 
Figura 5.3 Comparación de simulación numérica contra señal medida de la prueba 187 de balanceo libre. 

  

-4.5

-2.5

-0.5

1.5

3.5

7 9 11 13 15 17 19

θ

Tiempo

Prueba 187 de balanceo libre

Señal Medida Simulación con CR Medido Simulación con CR Clásico



49 
 

5.2 COMPARACIÓN DEL CR CON CURVAS AJUSTADAS CONTRA EL 
CR CLÁSICO 
 

Con el fin de evaluar la ventaja de usar las curvas ajustadas estadísticamente propuestas en 
el capítulo 4, se busca aquí comparar los efectos que el CR ajustado puede tener sobre un 
modelo numérico de balanceo. 

En la figura 5.4 se muestra la historia de rotaciones medida de la prueba 78 de balanceo libre 
contra las simulaciones considerando 6 diferentes valores de CR que resultaron de los ajustes 
estadísticos. Esta prueba corresponde a la interfaz acero-alfombra (B3/M2) con el cuerpo P1, 
cuyo valor clásico del coeficiente de restitución es CR=0.62. Debido a que se trata de un 
cuerpo robusto, para esta prueba los valores de CR que mejor se ajustaron fueron los que 
resultaron de las expresiones 4.9 y 4.11 cuyos valores del coeficientes de restitución son 
CR=0.86 y CR=0.87, respectivamente, ya que son las que más se aproximaron a las 
amplitudes medidas, se mantuvieron en fase y además tuvieron una duración similar, 
mientras que las simulaciones obtenidas con el CR de Housner, de Kalliontzis y de 
Kalliontzis con el parámetro k ajustado mostraron que el cuerpo regresó al reposo en menos 
de la mitad del tiempo medido de balanceo, además de que no lograron reflejar 
apropiadamente las amplitudes máximas de la vibración. 

 
Figura 5.4 Comparación de simulación de prueba 78 con diferentes ajustes del CR. 

De forma opuesta, para cuerpos esbeltos se encontró que, para la mayoría de las pruebas, los 
mejores resultados se obtienen al utilizar ya sea el valor del CR clásico, la propuesta de 
Kalliontzis con el parámetro k=0.72 o con una k ajustada, o en su defecto la expresión 4.11. 
En la figura 5.5 se muestra la comparación de diferentes simulaciones contra la historia de 
rotaciones medida de la prueba 15 que corresponde al cuerpo P3 con interfaz madera/madera 
(B2-M4). De esta, se aprecia que las mejores aproximaciones a los resultados medidos son 
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los obtenidos por el CR clásico y por el CR ajustado con 3 parámetros. El primero logra 
replicar satisfactoriamente la duración del balanceo pero sobre estima las amplitudes, lo cual 
puede resultar conservador y conveniente cuando se desea realizar algún diseño, mientras 
que el ajuste con tres parámetros logró replicar las amplitudes máximas aunque subestimo la 
duración del balanceo. 

 
Figura 5.5 Comparación de simulación de prueba 157 con diferentes ajustes del CR. 

Como se vio en la sección anterior, si el objetivo es recrear realistamente el comportamiento 
de un cuerpo ante balanceo, es recomendable utilizar un valor real y medido del CR, ya sea 
con mediciones de laboratorio o con el método propuesto en el capítulo 4, sin embargo, si se 
busca realizar algún diseño, en general se tuvo que para cuerpos esbeltos también puede 
resultar conveniente utilizar el valor clásico del coeficiente de restitución ya que en estos 
casos se tendrán por lo regular resultados más conservadores, sin embargo, para cuerpos 
robustos se notó que los resultados de simulaciones con el CR clásico y con el CR propuesto 
por Kalliontzis (2016) fueron irreales y poco conservadores, por lo que resulta conveniente 
utilizar un CR ajustado. Además, en la mayoría de las simulaciones con valores ajustados 
estadísticamente del CR, la expresión 4.11 fue la que tuvo el mejor desempeño tanto para 
cuerpos esbeltos como robustos. 
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CONCLUSIONES Y TRABAJOS POSIBLES A FUTURO 
 

En esta investigación fue posible revisar las consecuencias del uso de diferentes valores de 
coeficiente de restitución para cuerpos en balanceo ya sea por sobreestimar o por subestimar 
el valor de este, lo cual es relevante si se desea estimar la vulnerabilidad de contenidos de 
edificios puesto que los materiales de la interfaz de estos inevitablemente implican 
modificaciones en los valores teóricos del CR. Se comprobó que pequeñas alteraciones 
pueden desencadenar diferencias muy grandes tanto en la duración del balanceo y en las 
amplitudes máximas de la rotación de los cuerpos. 

Como herramienta para el usuario, se propusieron diferentes ajustes estadísticos a ecuaciones 
teóricas para la estimación del CR que toman en cuenta el uso de distintas configuraciones 
de materiales de interfaz que suelen usarse en los contenidos de edificios. Incluso si dichos 
ajustes no lograron replicar con exactitud los resultados de laboratorio, presentan una mejora 
considerable a los resultados si estos se comparan con los obtenidos con un CR clásico. Así 
mismo se presentó una metodología sencilla y poco exhaustiva para la medición del CR que 
ya toma en cuenta la combinación de interfaz y las propiedades geométricas del cuerpo en 
balanceo. 

Lamentablemente por limitaciones de las pruebas de laboratorio no fue posible revisar el 
efecto que las excentricidades horizontales en los cuerpos tienen sobre el coeficiente de 
restitución y los modos de respuesta y falla de los cuerpos. Es por esto que las excentricidades 
son un tópico que merece la pena abordar con más detalle, ya que la mayoría de los 
contenidos de edificios presentan algún nivel de excentricidad. 

A partir de este trabajo, queda abierta la posibilidad de investigar más a fondo los modos de 
respuesta de los cuerpos, esto es, revisar el efecto que el CR puede tener sobre la forma en 
que los cuerpos no anclados se comportarán ante excitaciones laterales y verticales (reposo, 
balanceo, deslizamiento, balanceo-deslizamiento). 

Otro tema que se abre a la posibilidad de investigación tras este documento, es la realización 
de curvas de volteo con el uso de CR realistas o al menos ajustados estadísticamente, puesto 
que las curvas actuales pueden estar ofreciendo estimaciones y sugerencias imprecisas.  
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APÉNDICE A 
En este apéndice se muestra una recopilación de imágenes de daños por sismos a contenidos. 
Los daños que se muestran fueron provocados por balanceo o volteo en algunos casos 
combinados con otras respuestas como golpeteo, el deslizamiento, y caída. Con esto se busca 
presentar al usuario una representación de la importancia de los contenidos y de la 
vulnerabilidad que el balanceo implica sobre estos, esta importancia ha ido en crecimiento 
en las últimas décadas, ya que los costos y la necesidad de estos es cada vez mayor. De cada 
sismo revisado se muestra la fecha, el nombre de la ciudad afectada y la magnitud del evento, 
seguido de las imágenes correspondientes. Esta recopilación fue realizada en conjunto con 
Bourguett (2018). 

 

Abril 4, 2010, El Mayor Cucapah, Baja California, México, Mw 7.2 

   

Febrero 22, 2011, Christchurch, Nueva Zelanda, Mw 6.3 
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Octubre 23, 2011, Turquía, Mw 7.1 

 

Febrero 27, 2010, Chile, Mw 8.8 

 
 

Febrero 27, 2010, Chile, Mw 8.8 
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Diciembre 22, 2003, San Simeon, California, Mw 6.5 

   
 

Septiembre 22, 2003, Puerto Plata, República Dominicana, M6.5 
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Marzo 25, 2007, Noto, Japón, Mw 6.7 

 

Diciembre 26, 2004, Sumatra, Indonesia, Mw 9.3 
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Abril 16, 2006, Muisne, Esmeraldas, Ecuador, Mw 7.8 

     

Enero 17, 1994, Northridge, California, EUA, Mw 6.7 

 

Enero 12, 2010, Puerto Principe, Haití, Mw 7.3  
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 Agosto 26, 2012 Brawley, California, EUA, Mw 5.3 

  
   

Septiembre 19, 1985, Cd. De México, México, Mw 8.2   

   

Agosto 17, 1999, Izmit, Turquía, Mw 7.4  

 

Marzo 11, 2011, Tohoku, Japón, Mw 9.0  
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Septiembre 4, 2010, Darfield, Canterbury, Nueva Zelanda, Mw 7.1  

 

 

Abril 24, 1984, Morgan Hill, California, Mw 6.2  

 

 

Febrero 28, 2001, Nisqually, Mw 6.8  
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Enero 26, 2014, Cephalonia, Grecia, M5.7 

 

Mayo 1, 2003, Bigöl, Turquía, M6.4 

 
 

Agosto 23, 2011, Virginia, Estados Unidos, M5.8 
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Junio 23,  2010, Ottawa, Canadá, M5 

   

Abril 18, 1906, San Francisco, Estados Unidos, M7.8 

 
 

Julio 27, 2017, Mar Egeo, Grecia, M6.6 
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Junio 23, 2010, San Fernando, Estados Unidos, M6.5 

 
Enero 17, 1995, Kobe, Japón M6.9 
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Septiembre 19, 2017, Puebla, México M7.1 

      

      

     

        



63 
 

APÉNDICE B 
En este apéndice se muestran las líneas ajustadas de los máximos de energía de las pruebas 
de balanceo libre. En cada figura se muestran las 3 líneas ajustadas y los máximos medidos 
de la combinación de materiales de interfaz y el prototipo correspondiente. Además, en cada 
figura se muestran las ecuaciones de recta de cada ajuste para las líneas azules, rojas y grises 
en ese orden. Si bien las dimensiones de los contenidos de edificios son muy variadas, estas 
gráficas pueden permitir al lector darse una idea del comportamiento de los cuerpos en 
función de los materiales de interfaz y de la relación de esbeltez, lo cual abre las posibilidades 
a más campo de estudio. 

Estos resultados están representados en tercias, que son los resultados de las tres pruebas a 
las que se sometió cada cuerpo y combinación de materiales de interfaz. En la tabla B1 se 
muestra la configuración de cada conjunto. 

Tabla B1 Numeración del conjunto dependiendo de las combinaciones de materiales de interfaz y el prototipo usado. 

Interfaz P1 P2 P3 P4 P5 

B1/M1 1 2 3 4 5 

B1/M2 16 17 18 19 20 

B1/M3 31 32 33 34 35 

B1/M4 46 47 48 49 50 

B1/M5 61 62 63 64 65 

B2/M1 6 7 8 9 10 

B2/M2 21 22 23 24 25 

B2/M3 36 37 38 39 40 

B2/M4 51 52 53 54 55 

B2/M5 66 67 68 69 70 

B3/M1 11 12 13 14 15 

B3/M2 26 27 28 29 30 

B3/M3 41 42 43 44 45 

B3/M4 56 57 58 59 60 

B3/M5 71 72 73 74 75 
 

  



64 
 

 

 

 

 

y = -3.6811x + 63.702
R² = 0.9693

y = -3.6069x + 62.188
R² = 0.9867

y = -3.7229x + 64.15
R² = 0.9846

0

1

2

3

4

16.4 16.5 16.6 16.7 16.8 16.9 17 17.1 17.2 17.3 17.4

EP
 M

áx
im

a

Tiempo

Combinación 1

y = -1.235x + 18.252
R² = 0.9936

y = -0.7657x + 11.594
R² = 0.9983

y = -1.2533x + 18.489
R² = 0.9958

0

1

2

3

4

5

9 9.5 10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5 15

EP
 M

áx
im

a

Tiempo

Combinación 2

y = -1.057x + 15.408
R² = 0.9949

y = -1.0209x + 14.973
R² = 0.9962

y = -0.8447x + 12.841
R² = 0.9941

0

1

2

3

4

11 12 13 14 15 16

EP
 M

áx
im

a

Tiempo

Combinación 3

y = -11.509x + 115.43
R² = 0.9036

y = -14.408x + 143.73
R² = 0.9146

y = -15.603x + 156.59
R² = 0.952

0

5

10

15

20

9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2

EP
 M

áx
im

a

Tiempo

Combinación 4



65 
 

 

 

 

 

y = -8.3252x + 112.57
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y = -7.8842x + 95.857
R² = 0.9386
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y = -1.1147x + 12.379
R² = 0.972

y = -0.8392x + 9.9111
R² = 0.9839

y = -0.866x + 10.225
R² = 0.9893
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y = -19.753x + 201.34
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y = -2.7696x + 24.113
R² = 0.9983

y = -2.2065x + 19.806
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y = -5.5238x + 49.099
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y = -11.947x + 109.9
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y = -25.894x + 226.77
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APÉNDICE C 
En este apéndice se muestran los resultados del análisis del número de impactos contra la 
duración del balanceo libre. En la primera parte, se muestran las comparaciones para un 
mismo tipo de cuerpo (del P1 al P5) y en la segunda parte de muestran las comparaciones 
para una misma combinación de materiales de interfaz, independientemente del cuerpo que 
se probó. Con esto se da al usuario una herramienta para analizar casos individuales y 
específicos de cuerpos rígidos sometidos a balanceo. 

 

REVISIÓN POR TIPO DE PROTOTIPO 

En esta sección, se muestran cuatro figuras por cada tipo de prototipo. Las primeras tres están 
organizadas por tipo de base, ya que esto no solo afecta la combinación de materiales de 
interfaz sino también modifica las propiedades geométricas de los cuerpos al desplazar 
verticalmente el centro de gravedad. Salvo los casos en los que se tuvieron pruebas 
defectuosas que tuvieron que ser desechadas, cada figura contiene el resultado de cinco 
combinaciones de pruebas que siguen la misma organización de la tabla B1, por lo que en 
general cada figura muestra los resultados de 15 pruebas en total. La cuarta figura muestra 
todas las pruebas realizadas para el prototipo correspondiente. 
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PROTOTIPO P2 
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PROTOTIPO P3 
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PROTOTIPO P4 
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PROTOTIPO P5 
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REVISIÓN POR COMBINACIÓN DE MATERIALES DE INTERFAZ 

En esta sección, también se muestran en diferentes figuras el número de impactos contra la 
duración de la vibración de balanceo libre para una misma configuración de materiales de 
interfaz. Esto permite observar el comportamiento que los cuerpos adquieren en función de 
los materiales de los que están hechos y de la superficie que los contiene. Como se menciona 
en el capítulo 4, se observó que la configuración de materiales de interfaz tiene gran 
influencia en la forma de la curva ajustada, mientras que las propiedades geométricas de los 
cuerpos parecieron más bien determinar la duración del balanceo. Es por eso que en cada 
figura se muestra también una curva ajustada de tipo potencial, junto con la ecuación que la 
define y el coeficiente R2 que le corresponde. 
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SUPERFICIE DE CONCRETO 
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SUPERFICIE DE ALFOMBRA 
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SUPERFICIE DE LOSETA 
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SUPERFICIE DE MADERA 
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SUPERFICIE DE VINIL 
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