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RESUMEN

El estudio de los niimeros reales ha sido una constante en la evolucién de las matematicas
por milenios. Sin embargo, gracias al desarrollo que ha tenido la Teoria de Conjuntos en
los ultimos 50 anos, se ha podido profundizar en el estudio de la estructura de los nameros
reales mediante el analisis de las caracteristicas de sus subconjuntos y las nociones de cémo
clasificarlos.

La presente tesis tiene como objetivo principal el estudio de la recta real y sus subcon-
juntos, particularmente el ideal de subconjuntos nulos y el ideal de subconjuntos magros,
utilizando diversos resultados de Teoria de Conjuntos.

El trabajo consta de 4 capitulos, siendo el primero de preliminares y en cada uno de
los 3 restantes brinda un contraste diferente de la dualidad entre Medida y Categoria.

En aras de que el trabajo sea autocontenido, todos los resultados que son necesarios
para la lectura del mismo relativos a Teoria de Conjuntos, Topologia, Teoria de la Medida,
Categoria y Teoria de Galois-Tukey, son presentados en el primer capitulo (siempre que la
prueba no es incluida se da una referencia en donde el lector puede encontrar ésta).

En el segundo capitulo se presenta el concepto de relacién de Galois-Tukey, la her-
ramienta principal con la que demostraremos las desigualdades entre los cardinales de los
coeficientes del ideal de nulos y del ideal de magros que abarca el Diagrama de Cichon. A
diferencia de la forma usual en la que se prueban dichas desigualdades, las relaciones de
Galois-Tukey son tripletas (A_, Ay, A) abstraen la nocién reto-respuesta que representa la
satisfaccién de un conjunto de retos (A_) mediante un conjunto de respuestas (A4 ), bajo
una relacién binaria (A). A la cardinalidad minima de los conjuntos de respuestas que
satisfacen la totalidad de retos de una relacién de Galois-Tukey se le denomina norma y
la construcciéon de morfismos entre relaciones de Galois-Tukey nos brinda una desigualdad
entre sus normas. Sin embargo, cada relacién de Galois-Tukey tiene un dual que, de ser
relacion de Galois-Tukey, cuenta con una norma propia; y esto, aunado a que un morfismo
entre relaciones de Galois-Tukey nos induce un morfismo entre sus duales, reduce la longi-

tud de las pruebas y la iteracion de argumentos similares, especialmente en las pruebas por



doble desigualdad.

El tercer capitulo contrasta la relaciéon que existe entre el ideal de nulos y el ideal
de magros al dar una descomposicién de R como unién ajena de un subconjunto nulo y
un subconjunto magro; mientras que, bajo la Hipotesis del Continuo, se construye una
biyeccion de R en R que induce una funcién biyectiva entre estos ideales.

Finalmente, en el cuarto capitulo se abordan resultados de &dlgebras booleanas y de
las algebras de medida y categoria, generadas a partir del ideal de nulos y el ideal de
magros, respectivamente, necesarios para ilustrar propiedades de sus extensiones genéricas
producidas al usar Forcing. Dichas propiedades son relativas a los reales nuevos que se
agregan en la extension, la preservaciéon de conjuntos dominantes en “w y la medida de los

reales del modelo base.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es reunir definiciones y resultados que usaremos iterada-

mente en el texto.
1.1 Teoria de Conjuntos

La notacién conjuntista que usaremos serd la usual fijando las letras s, A, etcétera
para cardinales, «, 3, etcétera para ordinales y o(X) para denotar al conjunto potencia del
conjunto X.

A lo largo de la tesis usaremos C para denotar subconjunto y C para hablar de sub-
conjuntos propios.

Si f es una funciéon con dominio A y B C A, usaremos f [ B para representar la
restriccién de f a B. Ademds dom(f) y img(f) serdn empleados para denotar al dominio y
a la imagen de la funcién f respectivamente. Si E es un conjunto cualquiera, f[E] denotard

la imagen directa de E bajo f. También debemos mencionar lo siguiente.

Definicion 1.1. Sean X un conjunto y s un cardinal.

e [X]<" denotara a la coleccién de todos los subconjuntos de X de cardinalidad menor

a K.

e [X]" denotard a la coleccién de todos los subconjuntos de X de cardinalidad igual a

K.

e [X]S* denotard a la coleccién de todos los subconjuntos de X de cardinalidad menor

o igual a k.

Definicién 1.2. Sean A y B conjuntos. Denotaremos por Fn(A, B) al conjunto de todas

las funciones parciales finitas con dominio A y contradominio B, es decir,

Fn(A,B)={pC Ax B:pes funciény |p| < w}.



Definicién 1.3. Sean A y B conjuntos. Denotaremos por 4B al conjunto de todas las

funciones con dominio A y contradominio B. Ademds, si x es un cardinal, <*A = | J Ben BA.

En particular, “w es la coleccién de todas las funciones de los niimeros naturales en los

numeros naturales y “2 es el conjunto de todas las funciones de w en el ordinal 2 = {0, 1}.

Definicién 1.4. Sea A un conjunto no vacio. Para cada n € w definimos la funcién

proyeccion en la n-ésima coordenada, 7, : “A — A, por m,(f) = f(n).

1.2 Categoria

En esta seccién hacemos mencién de resultados de categoria que son relevantes al tra-
bajo. Todos los términos que no sean definidos explicitamente aqui deberan ser entendidos
tal y como aparecen en [10], libro que serd nuestra referencia bésica para temas de topologia.
Presentaremos las definiciones para espacios topoldgicos en general pero en el texto nos en-
focaremos en la recta real R como espacio topoldgico con la topologia usual (denotada por
TR, la topologia que tiene por base a la coleccién de todos los intervalos abiertos).

Dados un espacio topoldgico X y E C X, fijaremos la siguiente notacién:

e Tx representard a la topologia de X.
. T;(_ =7x \ {0}.

e int F representara al interior de E en X si no hay lugar a confusion, en caso contrario

usaremos inty F.

e F representard a la cerradura de F en X si no hay lugar a confusion, en caso contrario

usaremos cly F.
Definicion 1.5. Sea X un espacio topoldgico.

1. Diremos que un subconjunto A de X es denso en ninguna parte si int A = ().

2. Diremos que un subconjunto B de X es magro si existe una familia {B,, : n € w} de

subconjuntos densos en ninguna parte de X tal que B = J,,¢,, Bn-



Observe que todo conjunto denso en ninguna parte B de X es magro ya que B =
Unecw Bn donde B,, = B para toda n € w.
La demostracion del siguiente resultado puede ser consultada a detalle en [3, proposicién

2.30(3), p. 58).

Proposicion 1.6. Sean X un espacio topoldgico y E C X. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. E es denso en ninguna parte en X.
2. Para cada U € 13 existe V € Ty de tal modo que V C U\ E.

3. X \ E contiene un abierto denso de X.

Proposicion 1.7. Sea X un espacio topoldgico y sean E,G y F subconjuntos de X tales

que E y G son densos en ninguna parte en X. Entonces se cumple lo siguiente:
1. 0 es denso en ninguna parte en X,
2. si FFC FE, entonces F' es denso en ninguna parte en X,
3. EUG es denso en ninguna parte en X y

4. la union de una cantidad finita de densos en ninguna parte en X es densa en ninguna

parte en X.

Demostracién. Como int () = {), el inciso (1) es cierto. Con respecto a (2), basta recordar
que tanto el interior como la cerradura son operadores mondtonos.

Ahora, para probar (3) emplearemos el inciso (2) de la proposicién anterior. Sea O €
7';;. Como FE es denso en ninguna parte, existe U € T)J(r con U C O\ E. Del mismo modo,
existe V € 73 de tal suerte que V C U \ G. En resumen, V C O\ (EUG).

Claramente, (4) se sigue de (3). O

Lema 1.8. Sean Y un espacio topoldgico y Z un subespacio denso en Y. Se cumplen los

stguientes enunciados.

1. Si E es denso en ninguna parte en Z, entonces E es denso en ninguna parte en Y .



2. Si L es denso en ninguna parte en 'Y, entonces L N Z es denso en ninguna parte en

Z.

Demostracion. Procedamos por contrapositiva en ambos casos.

Sea E C Z. Supongamos que F no es denso en ninguna parte en Y, luego, U =
inty cly E es no vacio y asi U € 7;". Como Z es denso, cly Z =Y, lo cual implica que
U Ccly E. Lo anterior dalugar a ) U NZ C (cly E)NZ =cly E; en conclusién, E no
es denso en ninguna parte en Z.

Sea L C Y de tal suerte que L N Z no es denso en ninguna parte en Z. Por definicién,
existe V € 7 tal que VN Z C clz(LN Z) C cly L. Dado que Z es subconjunto denso
de Y, sabemos que cly(V N Z) = cly V. Por propiedades bésicas del operador cerradura
deducimos que VNZ C cly L implica cly (VNZ) Ccly L. Enresumen, V Ccly V Ccly L,

es decir, L no es denso en ninguna parte en Y. ]

La demostracién del resultado que presentamos a continuacion puede ser consultada a

detalle en [9, seccién 2.1].

Proposicion 1.9. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier espacio topoldgico

X.
1. Ningin U € T)Jg es magro en X.
2. El complemento de cualquier magro en X es denso en X.

3. La interseccion de cualquier familia numerable de abiertos densos en X es densa en

X.

Definicion 1.10. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio de Baire si

satisface cualquiera de las condiciones en la proposicién anterior.

El Teorema de Categoria de Baire (ver teorema siguiente) es de gran relevancia por sus
diversas aplicaciones en la topologia y en el andlisis, éstas son el tema central de [15] y [2];

el lector podra consultar la demostracién en [2, Teoremas 1.7.1 y 1.7.2, pp. 39-41]

Teorema 1.11 (Teorema de Categoria de Baire). Sea X un espacio topolégico. Cada una

de las siguientes condiciones implica que X es un espacio de Baire.



1. X es completamente metrizable.

2. X es localmente compacto y de Hausdorff.

Ejemplo 1.12. Una aplicacion importante del Teorema de Categoria de Baire es que R no

es magro en i mismo por ser un espacio completamente metrizable.

Definicion 1.13. M denotard a la familia de conjuntos magros de R. Ademas, si X es un
espacio topoldgico, M(X) se usara para representar a la familia de todos los subconjuntos

magros de X.

Lema 1.14. Si X es un espacio topolégico, los enunciados siguientes son ciertos.

1. 0 € M(X); cuando X es de Baire, se sigue que X ¢ M(X),
2. si 8 € [M(X)]S%, entonces |JS € M(X) y

3. st Ee M(X) y F CE, entonces F € M(X).

Demostracion. En vista de la proposicién 1.9 y del hecho de que X € T;g, tenemos que
X ¢ M(X) en el caso en que X es de Baire. Por otro lado, la proposicién 1.7(1) implica
que () es magro en X.

Para cada F € § sea Sg una familia numerable de subconjuntos densos en ninguna
parte de X con E = |J8g. Luego, | J{8g : E € 8} es una familia numerable de densos en
ninguna parte cuya unién es igual a | J 8.

Como E € M(X), existe 8g, una familia numerable de subconjuntos densos en ninguna
parte de X cuya unién es E. En vista de la proposicién 1.7(2) y la contencién F' C E, la
familia numerable 8p = {W N F : W € 8g} consta de subconjuntos densos en ninguna

parte de X y cumple que |J8F = F. Por lo tanto F' € M(X). O

1.3 Teoria de la Medida

FEn esta seccién hacemos mencion de resultados de Teoria de la Medida que son rele-
vantes al texto.
Para esta seccién utilizaremos como texto base a [5] y todos los términos que no sean

definidos explicitamente aqui deberan entenderse tal y como aparecen en dicho libro.



Para cada intervalo I de R usaremos el simbolo ¢(I) para denotar su longitud. De este
modo, si I es un intervalo acotado en R, entonces ¢(I) = sup I —inf I y en caso contrario,
(1) = oo.

Sea E un subconjunto de R. La medida exterior de Lebesgue de E, p1*(E), serd el infimo
de todos los nimeros de la forma > 7, ¢(1,,), donde {I;, }nec, es una familia de intervalos
que cubre a E. La medida interior de Lebesque de E, u.(E), sera el supremo de todos los
numeros de la forma p*(F'), donde F' es un subconjunto cerrado de R con F' C E.

Diremos que E C R es Lebesgue medible si se cumple que p*(E) = p«(E). La coleccién
de los subconjuntos Lebesgue medibles de R la denotaremos por £. La funcién p* [ £ es la
medida de Lebesgue y sera denotada por pu.

En particular, si I C R es un intervalo entonces se tiene que u(I) = ¢(I).

Teorema 1.15. £ es una o-algebra en R, es decir:

e e LLReL;
e L es cerrada bajo uniones numerables: si 8§ € [L]S¥, entonces |JS € L y

e L es cerrada bajo complementos: si E € L, entonces R\ E € L.

Ademds, p es una medida en L, esto es, p(0) = 0 y si {E;}icw C £ es ajena por pares,

entonces (e, Ei) = Do 1(E3).

Definicién 1.16. Diremos que F C R es nulo siempre que pu(E) = 0 o, equivalentemente, si
para todo € > 0 existe una familia de intervalos {1, }neo tal que E C e, In ¥ D jog #(In) <

€.

Definiciéon 1.17. N denotard a la familia de conjuntos nulos de R. Ademads si § es una
o-algebra para el conjunto X y A es una medida en 8, entonces N(X,8,\) (o simplemente
N(X) si el espacio de medida queda claro por el contexto) denotara a la coleccién {E € 8 :

AE) =0}.
Lema 1.18. Los enunciados siguientes son ciertos.

1. R¢N, D eN,



2. si A€ [N]S¥, entonces | JA € N y

3. si EeNyFCE, entonces F € N.

Demostracion. Es un resultado bien conocido que p(R) = oc.
SiA = {A, :n € w} es un subconjunto de N, entonces 0 < p(JA) < D02y u(An) = 0.
Por lo tanto | JA € N.

El dltimo inciso se sigue de la monotonia de la medida. O

1.4 1deales

Definicién 1.19. Sean X un conjunto y J C o(X). Diremos que J es un ideal de X si

cumple lo siguiente:
1. 0ed, X ¢7;
2.si FeJy F CFE, entonces F € 7,
3. si E,F €J, entonces EUF €.

Si, adicionalmente, J es cerrado bajo uniones numerables (es decir, [J§ € J siempre que
8 € [J]S%), entonces J serd llamado o-ideal. Por otro lado, diremos que el ideal J cubre a X

siempre que X C [JJ.
Ejemplo 1.20. Si X no es numerable, entonces [X|S¥ es un o-ideal en X.

Teorema 1.21. Los conjuntos M y N son o-ideales en R.

Demostracion. Se sigue directamente de los lemas 1.14 y 1.18. O

1.5 Relaciones de Galois-Tukey

Recordemos que si R es una relacién binaria, entonces dom(R) = {z : Jy ((z,y) € R)}.
Una tripleta A = (A_, Ay, A) que cumpla A C A_ x A} y dom(A) = A_ serd llamada
relacion de Galois-Tukey. A_ serd llamado conjunto de retos de A y Ay conjunto de
respuestas de A. A la propiedad (z,y) € A la abreviaremos como = A y y se deberd leer:

la respuesta y satisface el reto x.



Ademas, diremos que S C Ay es completo en A si para toda z € A_ existe y € S
tal que z A y. Note que la condicién dom(A) = A_ implica que A4 es un subconjunto
completo en A. De esta manera, la norma de A, ||A||, es la menor cardinalidad de un
conjunto completo en A.

A continuacion presentamos varios ejemplos de relaciones de Galois-Tukey. Estas serdn

empleadas extensivamente a lo largo del trabajo.
Definicion 1.22. Sean f, g € “w. Diremos que
1. f<*gsiel conjunto {n € w: f(n) > g(n)} es finito.
2. g 2" fsiel conjunto {n € w: f(n) > g(n)} es infinito.

Ejemplo 1.23. Sea D = (Yw,“w,<*). El hecho de que f <* f para cualquier f € “w
nos garantiza que D es una relacion de Galois-Tukey. Ahora, por definicion, S C “w es
completo en D si y solo st para toda f € “w existe g € S tal que f <* g, es decir, si S es

un subconjunto dominante de “w. Por lo tanto la norma de D es el nimero de dominancia:

0 = |[Dff.

Definicién 1.24. Sea A = (A_, A4, A) una relacién de Galois-Tukey. Definimos el dual
de A como la tripleta A+ = (A, A_, A+), donde A+ C A, x A_ estd definida mediante la

formula (x,y) € A+ siy sélo si (y,z) ¢ A.

En vista de la definicién se concluye que el doble dual de una relaciéon de Galois-Tukey
nos devuelve la relacién de Galois-Tukey original. Mostremos que, en general, el dual de

una relacién de Galois-Tukey no es necesariamente una relacion de Galois-Tukey.

Ejemplo 1.25. Sea A un conjunto no vacio. Trivialmente la tripleta A = (A, A, B), con

B = A x A, es una relacion de Galois-Tukey, mientras que su dual, A", no lo es, debido a

que dom(B1) = dom() = () # A.

Ejemplo 1.26. Si D es como en el ejemplo 1.23, entonces Dt = (Yw,“w, #*). Por otro
lado, si g € “w, entonces g 2* g+ 1, por lo que dom(%) = “w y as, D+ es una relacion de
Galois-Tukey. Ahora, S es completo en D si y solo si para toda f € “w existe g € S tal
que f #* g, es decir, si S es no acotado en “w. Por lo tanto la norma de D+ es el nimero

de acotamiento: b = ||[D+]|.



Definicién 1.27. Sea J un ideal sobre X con |JJ = X. Definimos las siguientes tripletas:
e Cov(d) = (X,J,6) vy
e Cof(d) = (79,7,9).

Proposicién 1.28. Sea J un ideal sobre X con |JI = X.

1. Las tripletas Cov(J) y Cof(J) son relaciones de Galois-Tukey.

2. Los duales Cov(J)* y Cof(J)* son relaciones de Galois- Tukey.

Demostracion. Sea x € X. Por hipétesis sabemos que | JJ = X, luego, existe I € J tal que
x € 1. Por lo tanto Cov(J) es una relacién de Galois-Tukey.

El hecho de que Cof(J) es una relacién de Galois-Tukey se sigue directamente de la
reflexividad de la contencién.

Notemos que Cov(J)* = (J,X,et) y Cof(9)t = (J,9,C1). Més ain, si I,J € Iy
r € X, entonces I €1 z significa que = ¢ I y la condicién I C J equivale a que J & I.

Sea I € J. Por definicién de ideal, I # X. Asi existe x € X de tal suerte que z= ¢ I;
ademds como |JJ = X, existe J € J tal que z € J, luego J ¢ I. Lo anterior implica que

Cov(9)* y Cof(J)* son relaciones de Galois-Tukey. O

Definicién 1.29. Sea J un ideal sobre X con | JJ = X. Definimos los siguientes coeficientes

del ideal J:
e El numero de cubierta de J es el cardinal cov(J) = || Cov(9)|| .
e El niimero de homogeneidad de J es non(J) = || Cov(J)*||.

e La cofinalidad de J es cf(J) = || Cof(J)]].

e La aditividad de J es add(J) = || Cof(J)*]].

Proposicién 1.30. Sea J un ideal sobre X con |JJ = X. Los siguientes enunciados son

ciertos.

1. cov(d) =min{|F|: FCI A UF=X}.



2. non(J) =min{|E| : ECX A E ¢7J}.
3. cf(J) =min{|F|: FCI AVLeIIJe€F (LCJ)}.

4. add(J) =min{|F| : FCIT A UTF ¢ T}.

Demostracion. Sea F C J un conjunto completo de Cov(J). Por definicién, para cada
y € X existe L € F tal que y € L. Por lo tanto |JF = X. Y al revés también, esto es,
si F es un subconjunto de J, entonces la igualdad X = (JF implica que F es completo en
Cov(J).

Sea E C X un conjunto completo de Cov(J)™. Por definicién, para cada L € J existe
y € E tal que y ¢ L. Por lo tanto E ¢ J. Ahora suponga que E C X satisface E ¢ J. Como
J es ideal, se sigue que las contenciones F C L C X implican que L ¢ J. De este modo,
para cualquier L € J existe y € E con y ¢ L.

Para probar (3) es suficiente con notar que, por definicién, un conjunto ¥ C J es
completo en Cof(J) si y sélo si para cada L € J existe J € F tal que L C J.

Tomemos F C J. Si F es completo en Cof(J)* y tuviesemos |JF € I, se seguirfa que
existe J € F con J Z [JF, un absurdo. Asi, [JF ¢ J. Y al revés también, si F no es
completo en Cof(J)*, entonces existe L € J de tal modo que J C L, para cualquier J € F,

esto es, | JF C Ly, por ende, | JF € J. O

Si J es un ideal en algin conjunto X y F C J, diremos que F es cofinal en J si para
cualquier L € J existe J € F con L C J. De este modo, definimos cf(J), la cofinalidad de
J, como la minima cardinalidad de un subconjunto cofinal de J. Note que esta definiciéon

aplica aun si (JJ # X.

Definicién 1.31. Sean A = (A_, A, A) y B = (B_, B+, B) un par de relaciones de Galois-

Tukey. Diremos que la pareja 1) = (1,14 ) es un morfismo de A en B si cumple lo siguiente:

1. ¢_ es una funcién de B_ en A_,
2. 1y es una funciéon de Ay en By y

3. para cualesquiera b€ B_ y a € Ay, si ¥_(b) A a, entonces b B ¢4 (a).
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Al morfismo v se le denotard v : A — B. A lo largo del texto usaremos diagramas

para reunir informacion de los morfismos entre relaciones de Galois-Tukey con el siguiente

formato.
A A_ Ay A
|l
B B_ By B

Ademis, dado un morfismo v de A en B se define ¢ = (¢4, ).

Argumentemos que si ¥ es un morfismo de A en B y tanto A+ como B' son relaciones
de Galois-Tukey, entonces 1+ es un morfismo de B+ en A+. Claramente, los primeros dos
incisos de la definicién son satisfechos. Con respecto al tercero, supongamos que a € Ay y
b € B_ satisfacen ¢, (a) Bt b, esto es, (b B 14 (a)). Ahora, como 1) es morfismo, deduci-
mos que —(¢p; (a) A b), es decir, b A+ 1_(a). El diagrama correspondiente al morfismo =+

se muestra a continuacion.

B+ B, B_ Bt
l M—T lw_
At Ay A At

Proposicién 1.32. Sean A = (A_,A1,A) y B = (B_, B+, B) un par de relaciones de
Galois-Tukey. Si existe un morfismo ¢ : A — B, entonces ||B|| < ||A||. Mds atin, si A y

Bt son relaciones de Galois-Tukey, entonces ||A*|| < ||BL].

Demostracion. Sea X un subconjunto completo de A de cardinalidad [|A||. Entonces
definimos Y = 1, [X]. Asi obtenemos que |Y| < [|A||. Ahora demostraremos que Y es
completo en B.

Sea b € B_. Como X es completo en A, sabemos que existe a € X C A, tal que
¥_(b) A a, y por la definicién de morfismo tenemos que b B 1, (a). Por lo tanto Y es
completo, y por definicién de norma, ||B|| < |Y| < ||A][].

La desigualdad restante es consecuencia de que ¥+ : B — AL O

Proposicién 1.33. Sean J y J un par de ideales en X con |JI = X. SiJ C g, entonces
[ Cov(d)Il < || Cov(I)|| y non(J) < non(d).
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Demostracion. En vista de la proposicién 1.32, basta construir un morfismo de Cov(J) en
Cov(J). Definimos t_ como la funcién identidad en X y 14 como la inclusién de J en .

Trivialmente, ¥ = (1)_, %) es un morfismo. O

Definicion 1.34. Sean A y B un par de relaciones de Galois-Tukey. Definimos la com-
posicién secuencial de A y B, denotada por A ; B, como la tripleta (A_ x4+B_, A, x By, T)
donde T C (A_ x 4+ B_) x (A} x By ) est4 definida como sigue: para cualesquiera z € A_,

fEAJ"Bf,CLEA‘FybEB‘F,

(x,f) T (a,b) siysélosiz Aay f(a) Bb.

Por el resto de la presente seccién emplearemos la letra T para denotar a la relacién

binaria correspondiente a la composicién secuencial.

Proposicion 1.35. Si A y B son relaciones de Galois-Tukey, entonces su composicion

secuencial A ; B es una relacion de Galois-Tukey.

Demostracion. Sea (x,f) € A_ x A+ B_. Como A es una relacién de Galois-Tukey, existe
a € Ay tal que x A a. Andlogamente como B es una relacién de Galois-Tukey y f(a) € B_,

existe b € By de tal suerte que f(a) B b. Luego, (z, f) T (a,b). O

Proposicién 1.36. Si A y B son un par de relaciones de Galois Tukey con norma infinita
y tales que sus duales son relaciones de Galois-Tukey, entonces los enunciados siguientes

son ciertos.
1. max{|[A[|, [[B|[} = [[A; B]|.
2. min{[|A[|, |[B||} = [[(A*; BL)L||.

Demostracién. Dado que las normas de A y B son infinitas, se sigue que max{||A|l],||B||} =
[|Al]-]|B|| y tanto A_ y B_ son no vacios. Verifiquemos la igualdad del inciso (1) de nuestra
proposicién corroborando ambas desigualdades.

Sean A* C A, y B* C B4 conjuntos completos de cardinalidad minima para A y

B, respectivamente. Probaremos que A* x B* C A, x B, es un conjunto completo para
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A ; B. Sea (z,f) € A_ x 4+B_. Como A* es completo en A, existe a € A* de tal
suerte que x A a. Por otro lado, la pertenencia f(a) € B_ y la completez de B* nos
garantizan que existe b € B* tal que f(a) B b. En conclusién, (z, f) T (a,b) y por ende,
43 BJ| < max{] Al IBI|}.

Sea C' C A4 x By un conjunto completo de cardinalidad minima para A;B. Como C
es una relacién binaria, tiene sentido considerar C; = domC' y Co = imgC. Afirmamos
que C7 y Cs son conjuntos completos para A y B, respectivamente. Empecemos por probar
nuestra afirmacién para C: sea z € A_. En vista de que B_ # (), podemos fijar un punto
z € B_. Definamos f = A, x {z} para obtener la pertenencia (z, f) € A_ x 4+ B_. Dado
que C' es completo en A; B, existe (a,b) € C tal que (z, f) T (a,b); en particular, x A a y de
este modo, C7 es completo. Con respecto a la completez de Co: sea w € B_, arbitrario. El
que A_ # () implica que existe y € A_. Hagamos g = A, x {w} y notemos que (y, g) es un
reto de A; B, asi que debe existir un (¢,d) € C con (y,g9) T (¢, d). Luego, w B d (recuerde
que por definicién, g(c) = w) y en consecuencia, C es completo.

Del pérrafo previo se deduce que tanto ||A|| como ||B|| son menores o iguales a ||A; B||.
En suma, max{||A||,B||} < ||A ; B||, lo que da por concluida la prueba de (1).

Antes de iniciar el argumento para (2), notemos que
At Bt = (Ay x4 By, A_ x B_,T),
donde, para cualesquiera (z, f) € Ay x 4~ B, y (a,b) € A_ x B_ se tiene que
(z,f) T (a,b) siy sélosi =(a Ax)y —(bB f(a)).

En consecuencia, (AL ;IB%L)J' = (A, X B_, A, x A~ B+,TJ-).

Para probar que min{[|A[|, ||B||} < ||(A+;B+)"|| supongamos que C C A, x 4- B,
satisface |C| < min{||A||, ||B||} y mostremos que C no es completo.

Igual que antes, denotemos por C y Cs al dominio y a la imagen de C, respectivamente.
La desigualdad |C1| < |C| < ||A]|] nos dice que Cy no es un subconjunto completo de A,

esto es, hay a € A_ de tal suerte que para cada x € C; se da =(a A z). Ahora definamos
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D = {f(a) : f € C2} y notemos que |D| < |Ca| < ||B||. Luego, D no es un subconjunto
completo de B y en consecuencia, existe b € B_ tal que para cualquier f € Cy se tiene
=(b B f(a)). De todo lo anterior se deduce que si (z,f) € C, entonces —(a A z)y
—(b B f(a)), esto es, =((a,b) T+ (x, f)); en otras palabras, C' no tiene respuesta para el
desafio (a,b) y asi, no es completo.

Concentrémonos ahora en verificar la desigualdad restante. Para esto, suponga que
C C Ay x4-B, y note que C es un subconjunto completo de (A ; BL)+ si para cada
(a,b) € A_ x B_ existe (z, f) € C tal que (a,b) T+ (z, f), estoes, a Az 6 b B f(a).

Fijemos y € Ay y z € B; (recuerde que los cardinales ||A| y ||B|| son infinitos).
Ademas, convengamos en que si d € B, entonces d : A_ — By serd la funcién constante
d.

Con la idea en mente de probar que ||(A*+ ; B)*| < ||B|, fijemos C1, un subconjunto
completo de B, y hagamos E = {(y,d) : d € C1} para obtener |E| < |C1|. Por otro lado,
dado (a,b) € A_ x B_, existe d € Cy con b B d; en otras palabras, (y,d) € E'y b B d(y).
Resumiendo, E es un subconjunto completo de (AJ— ; IB%J-)J-.

Finalmente, la desigualdad ||(A* ; BY)L| < ||A|| es consecuencia de lo siguiente: si Cy
es un subconjunto completo de A y (a,b) € A_ x B_, entonces hay = € C con a A x; esto
es, Cy X {z} es un subconjunto completo de (AL ; IB%L)L que, obviamente, es equipotente a

Co. U

1.6 Categoria en el espacio de Cantor

Emplearemos el simbolo A =* () para abreviar la frase A es finito. Del mismo modo,
A #* () significard que A es infinito. Como estamos considerando a los nimeros naturales
como ordinales, se sigue que si m,n € w, entonces m\n ={k € w:n < k < m}. Por esta

razoén, al conjunto m \ n le llamaremos intervalo en w.

Definicion 1.37. Diremos que II es una particion de w en intervalos si Il es una familia

ajena por pares de intervalos no vacios en w cuya unién es w.

Si II es una particién de w en intervalos, la frase {I, : n € w} es una enumeracion

adecuada de 11 significard que II = {I,, : n € w} y que minI,,;1 = max I, + 1, para todo
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necw.

Definiciéon 1.38. La coleccién de todas las particiones de w en intervalos serd denotada
por P,.
Dadas Ily, II; € P, diremos que IIy domina a II; y usaremos cualquiera de los simbolos

II; <«IIy 6 IIg > I1; cuando

{]EH023JEH1 (Jg])};é*@

Equivalentemente, si {I, : n € w} y {Jp : n € w} son enumeraciones adecuadas de Il y
114, respectivamente, entonces I1; < Il si y soélo si existe m € w de tal modo que para cada

k € w\ m hay | € w tal que J; C Ij.

Proposicién 1.39. Sea D' = (P, P,,<). Entonces D' y D't son relaciones de Galois-

Tukey. Mds ain, ||D'|| =0 y ||[D'*|| = b.

Demostracién. Primero veamos que I’ es una relaciéon de Galois-Tukey: para toda IT € P,
se tiene que II <1II.

Ahora mostremos que It también es una relacién de Galois-Tukey. Sean Iy € P, y
{I,, : n € w} una enumeracién adecuada de IIy. Para cada n € w hagamos J,, = I, U [2,41
y notemos que II; = {J,, : n € w} € P,; ademds, para cualquiera n,m € w, J,, Z I, y asi,
Iy §I14.

A continuacién, emplearemos el teorema 1.32 para deducir las iguadaldes enunciadas
en nuestra proposicion.

Empecemos por describir cémo hallar un morfismo de I’ en D.

Definamos 94 : P, — “w mediante el algoritmo siguiente: dada II € Py, sea {[,, : n €
w} una enumeracién adecuada de IT y denotemos por ¢4 (II) a la funcién de w en w cuya

regla de correspondencia es (note que n < min I,,, para cualquier n € w)

Y4 (IT)(m) = min I, 42, siempre que m € I,,.
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Ahora, si g € “w, sea g : w — w dada por g(0) = 0 y, para cada n € w,

g(n+1) =g(n) + 2+ max{g(m) : m <g(n)}.

De esta manera, para cualquier n € w se sigue que el intervalo [g(n),g(n + 1)) C w es no

vacio y

(*) cuando m € w, la desigualdad m < g(n) implica que g(m) < g(n + 1).

Hagamos ¢_(g) = {[g(n),g(n + 1)) : n € w} y observemos que ¥_(g) € P,,.

Afirmamos que ¢ = (1)_,11) es un morfismo de D' en D. Sean II € P, y g € “w tales
que ¥_(g) <II. Fijemos {I, : n € w}, la enumeracién adecuada de II, y notemos que la
condicién ¥_(g) <II implica que para algin p € w se tiene que si k € w \ p, entonces existe
[ € wcon [g(l),g(l + 1)) C I. En aras de verificar que g <* 14 (II) mostraremos que si
n =minl, y m € w\ n, se sigue que g(m) < 4 (II)(m). Como II € P, hay k € w con
m € I; méas aun, la desigualdad m > n nos garantiza que k > p. Dado que k + 1 > p,

podemos hallar | € w con [g(1),g(l + 1)) C [4. Luego, m < g(l) y por (¥),

g(m) <g(l+1) <maxlxi1 + 1 =min g9 = ¢4 (1) (m).

De hecho en el péarrafo previo se deduce que o = ||D|| < |[D/|| y [|D"*]| < ||DY]| = b.
Las desigualdades restantes seran consecuencia de la verificacién de que ¢+ = (¢4,1)_) es
un morfismo de D' en D.

Sean Il € P, y g € “w con ¥ (II) <* g, es decir, hay n € w de tal forma que
Y4 (IT)(m) < g(m)), siempre que m € w\n. Supongamos que {Is : s € w} es la enumeracion
adecuada de IT y probemos que para algin p € w se satisface que si k € w \ p, entonces hay
l €wecon I; C[g(k),g(k+1)). Para empezar, el que g sea estrictamente creciente implica
que existe p € w con k < g(p). Ahora, si k € w \ p, se sigue que n < g(p) < g(k) y, en

consecuencia, ¥4 (I1)(g(k)) < g(g(k)). Por otro lado, la desigualdad g(k) < g(k) y (*) nos

16



dan g(g(k)) < g(k + 1). Luego,
v+ (ID(g(k)) < gk +1).
Tomemos m € w con g(k) € I, y notemos que, por definicién,

’(/J_A,.(H)(?(k)) = min Im+2 > max]m+1.

Asi, max Iy < g(k+1). Ademas, la pertenencia g(k) € I, nos produce g(k) < min I, .

En resumen, I,,+1 C [g(k),g(k + 1)) y esto finaliza la prueba. O

1.7 Topologia en “A

Sea A un conjunto. Recuerde que la métrica discreta en A es la funcibne: A x A — R
dada por e(x,y) = 0six =y y e(z,y) = 1 en otro caso. Ahora, cdlculos rutinarios muestran

que la funcién p : “A x YA — R definida mediante

og) = 3 U 9(0)

2n+1
n=0

es una métrica en “ A acotada por 1.

A lo largo del texto, cuando hagamos referencia a “ A visto como espacio topolégico, lo
pensaremos equipado con la topologia generada por la métrica p del parrafo anterior.

Por otro lado, si s € <“A, entonces definimos [s] := {z € “A : s C z}. En lo que sigue,
emplearemos en varias ocasiones el hecho de que la coleccién {[t] : t € <“A} es una base
para la topologia de “A, la prueba a detalle se puede consultar en [13, Proposicién 4.1, p.
8]; en particular, la topologia del espacio que resulta de multiplicar el espacio discreto A

una cantidad infinita numerable de veces consigo mismo coincide con la generada por p.

Lema 1.40. Si A es un conjunto con al menos dos elementos, entonces, para cualesquiera

s,t € YA se tiene que [s] C [t] si y sdlo sit C s.

Demostracion. Claramente, la contencién ¢ C s implica que [s] C [t]. Con respecto a la

implicacién restante, la haremos por contrapuesta, esto es, supongamos que ¢t ¢ s. Tenemos
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dos posibilidades: [t| < |s| 6 |s| < [t|. En el primer caso, existe i < |t| con s(i) # t(i), asi
que la funcién

z=sU((w\]s]) x{s(1)})

es un elemento de “A que satisface x € [s] \ [t], es decir, [s] € [t]. Ahora, cuando |s| < [¢],

fijamos a € A\ {t(|s])} para deducir que

y=sU((w\ls]) x{a})

es un elemento de [s] que no pertenece a [t]. O

Proposicién 1.41. Si X € {“2* w}, entonces M(X) es un o-ideal en X y | JM(X) = X.

Demostracion. Es sabido que “2 es compacto y Hausdorff, por lo que es localmente com-
pacto y Hausdorff. Luego, por el teorema 1.11 y por el lema 1.14 se obtiene que M(“2) es
o-ideal.

w

Por otro lado, la métrica discreta es completa y, en consecuencia, “w es un espacio

completamente metrizable. Nuevamente, por el teorema 1.11 y el lema 1.14 tenemos que
M(“w) es un o-ideal.
Finalmente, note que si A € {2,w} y s € <“A, entonces el correspondiente conjunto

bésico [s] es infinito. Luego, ni “2 ni “w poseen puntos aislados. O

Definicion 1.42. Para cada E C w, xg representara a la funcién caracteristica de F, esto

es, Xg : w — 2 estd dada por xg(n) =1siysélosin € E.

FEn la prueba del lema de abajo emplearemos continuamente la notacion siguiente: dada

T €“w, T es la funcién de w en w definida mediante

Lema 1.43. Si h: “w — “2 estd dada por

h(Z) = Ximg(3)>
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entonces h es un encaje topoldgico con img(h) =“2 y |“2\ img(h)| = w.

Demostracion. Comencemos nuestro argumento probando el enunciado siguiente.

Afirmacién 1. Para cualesquiera x € “w y m € w,

zm+1)=2(m)+xz(m+1)+1
z(m+1)=x(m+1)—Z(m)—1y

#(m) = min (img(2) \ [m))

En efecto, las primeras dos igualdadades son consecuencia directa de la definicion de
Z, mientras que la tltima es corolario del hecho de que Z es una funcién estrictamente
creciente.
Afirmacién 2. h es inyectiva.

Fijemos z,y € “w con h(x) = h(y), esto es, img(x¥) = img(y). Verifiquemos por

induccién que T = 7: si m € w satisface T | m = 7 | m, entonces, segun la afirmacién 1,

2(m) = min (img(7) \ Z[m]) = min (img(y) \ y[m]) = y(m).

Ahora empleemos la afirmacién 1 una vez més para obtener

z(m+1)=Z(m+1)—Z(m)—1=gy(m+1) —y(m) —1=y(m+1)

y notemos que z(0) = z(0) = y(0) = y(0). Asi, z = y.

Convengamos en que para cualesquiera A € {2,w} y s € WA,

[s]a={ze¥A:sCux}.

De esta forma, la pertenencia ¢ € <“2 implica que [t]o C “2y [t], C “w.
Afirmacién 3. h es continua.

Para cada n € w sea m, : “2 — 2 la proyeccién en la n-ésima coordenada (ver definicién
1.4). Entonces, sélo debemos probar que 7, o h es continua. Para esto, tomemos i € 2 y

demostremos que U = (7, o h)"1[{i}] es abierto en “w.

19



Hagamos m = n + 1 para obtener n < z(m). Dado € U, mostremos que [z [ (m +
1]w CU. Siy € “Ywsatisface z | (m+1) =y [ (m+1), sesigueque & | (m+1) =y | (m+1)

y, en particular, img(z) N z(m) = img(y) Nz (m); asi,

(mn 0 h)(y) = R(y)(n) = Ximg(m) (P) = Ximg@) (n) = h(x)(n) =1,

estoes, y e U.
Afirmacién 4. h:“w — img(h) es abierta.
Fijemos t € “w y f € h[[t]l,]. Asi, existe 2 € “w de tal modo que t C z y f = h(x).

Bastara con verificar que si m := Z(|t|), entonces

img(h) N[f [ mlo, € A[[t]w].

Con esta idea en mente, sean g € “2y y € “w tales que g = h(y) y g | m = f | m. Entonces,

{(2() i < [t]} =mNimg(Z) = m N fH1} =mng H1} = mNimg(y).

Por otro lado, el que tanto  como ¥ sean funciones estrictamente crecientes nos da z(i) =
y(i), para cada i < |t|. Empleemos ahora la afirmacién 1 para deducir que y [ |[t| =z | [¢t| =
t, esto es, y € [t], y en consecuencia, g € h[[t]y].

Como corolario de las tres tltimas afirmaciones obtenemos que h : “w — img(h) es un
homeomorfismo.

Verifiquemos que img(h) es denso en “2: sea t € <“2 una funcién arbitraria. Hagamos
m := |t~1{1}| y denotemos por {f} : k < m} a una enumeracién estrictamente creciente de
t=1{1}, esto es, t {1} = {{x : k < m} y ademds, {x < lx.1, siempre que k + 1 < m. La
funcién = : w — w dada por

,

£y, sin=0
z(n) = by —Vlh_1—1, sil<n<m
0, sim<n
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satisface que, para cualquier i < m, Z(i) = /; en consecuencia, [t| N img(Z) = t~1{1}.
Luego, t C h(z), es decir, h(z) € [t]s.

En aras de comprobar que “2 \ img(h) es infinito numerable probaremos que

img(h) = {xg: E € [w]“}.

En efecto, dado E € [w]¥, fijemos {{} : k < w}, una enumeracion estrictamente creciente de
E. De forma similar a como procedimos en el parrafo previo, la funcién = : w — w definida
por

z(0) = £ y x(n+1)=Llyy1 — b — 1

satisface que Z(n) = ¢,, para cualquier n € w, esto es, img(Z) = E'y, por ende, xg = h(x).

Con respecto a la contencién restante, si x € “w, entonces img(7) € [w]*. ]

La prueba del siguiente lema puede ser consultada a detalle en [13, Proposicién 5.2,

pégina 13].

Lema 1.44 (R.L. Baire). EIl conjunto R\ Q de nimeros irracionales, como subespacio de

R, es homeomorfo a “w.

Lema 1.45. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff, entonces para

todo U € 74, U ¢ M(X).

Demostracion. Sea U € 7%. Como X es localmente compacto y Hausdorff, U es localmente
compacto y de Hausdorff, por lo que U es de Baire. Supongamos que U € M(X), luego
U = U, o En, donde para cada n € w, E, es denso en ninguna parte en X. Ahora, dado

que E,, C U, se sigue que

inty cly(E,) = inty (U Nelx E,) =intx (U Nclx E,) Cintx(clx E,) = 0.

Por lo que para toda n € w, E, es denso en ninguna parte en U y asi U € M(U), lo cual

contradice el inciso (1) de la proposicién 1.9. O

Lema 1.46. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y un encaje topoldgico tales que:
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(i) Z =img(f) es denso en'Y y
(13) Y\ Z e M(Y).

Entonces:
1. M(Z) S M(Y),
2. para cualquier E € M(Y), ENZ e M(Z) y
3 MY)=A{f[LJUE:Le M(X)ANECY\ Z}.
Demostracion. Observemos que (1) y (2) son consecuencias directas del lema 1.8.
Sean L e M(X) y E C Y\ Z. Como f es encaje topoldgico, se sigue que f[L] € M(Z);
luego, por (1), inferimos que f[L] € M(Y'). Ademas, gracias a (ii) y al lema 1.14, obtenemos
que E e M(Y) y fILJUE € M(Y).

Sea K € M(Y). En vista de (2), KN Z € M(Z) y en consecuencia, f~![K] € M(X).
Asl, K=(KNZ)U(K\ Z) = flf 'K]JU(K\ Z). O

Suponga que F es un espacio topolégico de Baire que carece de puntos aislados. De
acuerdo al lema 1.14, M(E) es un o-ideal. Por otro lado, si z € E, el que x no sea
aislado en E garantiza que {x} es denso en ninguna parte y, por ende, {z} € M(E); luego,
UM(E) = E. De este modo, todos los coeficientes de ideal presentados en la definicién

1.29 tienen sentido para M(E).

Teorema 1.47. Sean X y Y un par de espacios topolégicos de Baire sin puntos aislados y
f: X =Y un encaje topoldgico tales que:

(i) Z =img(f) es denso en'Y y

(i) Y\ Z € M(Y).

Entonces M(X) y M(Y) tienen los mismos coeficientes de ideal, es decir,
o cov(M(X)) = cov(M(Y)).

o non(M(X)) = non(M(Y)).

o cf(M(X)) = cE(M(Y)).

o add(M(X)) = add(M(Y)).
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Demostracion. Empecemos por hacer Z = img(f). Emplearemos la proposicién 1.30 para
verificar todas las igualdades enunciadas en el teorema.

Sea F C M(X) de cardinalidad cov(M(X)) tal que X C |JF. Definimos § = {f[E] U
(Y\Z): E €3} Claramente [JG = Y. Por lema 1.46(3) obtenemos § C M(Y); luego,
coviM(Y)) < |G| < |F] = cov(M(X)). Para probar la desigualdad restante tomemos
G C M(Y) de cardinalidad cov(M(Y)) tal que Y C |JG. Definimos F = {f~![E]: E € G}.
Trivialmente, | JF = X. Ahora, si E € G, entonces, segin el lema 1.46(2), ENZ € M(Z)
y como f~1[E] = f~'E N Z], deducimos que F C M(X); asi, cov(M(X)) < |F] < |G| <
cov(M(Y)).

Sea E' C X de cardinalidad minima tal que E ¢ M(X). Veamos que f[E] ¢ M(Y). Si
fIE] € M(Y), por lema 1.46(2), f[E] € M(Z), y como f : X — Z es un homeomorfismo,
se sigue que E € M(X), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, non(M(Y)) < |f[E]] <
|E| = non(M(X)). Para verificar la desigualdad opuesta fijemos E C X de cardinalidad
minima tal que E ¢ M(Y). Supongamos, en busca de una contradiccién, que f~1[E] €
M(X). Como E\Z CY\ZyE=(ENZ)U(E\Z) = f[f[E]]JU(E\ Z), podemos aplicar
el lema 1.46(3) para deducir que E € M(Y), lo cual no es posible. En suma, la inyectividad
de f nos da: non(M(X)) < |f7LE]| < |E|] < non(M(Y)).

Sea F C M(Y) un subconjunto cofinal de cardinalidad minima. Definimos § =
{f7l[E] : E € F}. Para cada E € J tenemos lo siguiente: f~'[E] = f~YENZ]y
ENZ e M(Z) (lema 1.46(2)), asi que f~1[E] € M(X). En otros términos, § C M(X).
Veamos que G es un subconjunto cofinal en M(X). Sea L € M(X). Por el lema 1.46(1),
fIL] € M(Y), y asi, existe S € F con f[L] C S; luego, L C f~![S] € G, esto es, G es cofinal
en M(X). Por lo tanto, cf(M(X)) < |G| < |F] < cf(M(Y)).

Probemos ahora la desigualdad contraria. Sea § C M(X) un subconjunto cofinal de
cardinalidad minima y definamos § = {f[E]U (Y \ Z) : E € G}. Por el lema 1.46(3),
F C M(Y). Verifiquemos que F es cofinal en M(Y'). Sea L € M(Y). Por el lema 1.46(2),
F7YL] € M(X); luego, existe S € G de tal suerte que f~1[L] C S y aplicando f en ambos
lados de la contencién obtenemos L N Z C f[S]. Asi, L C f[S]U(Y \ Z). Por lo tanto,
cfM(Y)) < [F] < 9] < cf(M(X)).

Sea F C M(X) de cardinalidad minima tal que |JF ¢ M(X). Definimos § = {f[E] :

23



E € 3}, por el lema 1.46(3), § € M(Y). Comprobemos que (JG ¢ M(Y). Si UG € M(Y),
entonces, de acuerdo al lema 1.46(2), f~'[JG] € M(X). Como f biyectiva obtenemos
f7HUSY] = UT, lo que lleva a una contradiccién. Luego, add(M(Y)) < |G| < |F]| <
add(M(X)).

Finalicemos nuestro argumento fijando § C M(Y") de cardinalidad minima tal que | J G ¢
M(Y). Definimos F = {f~![E] : E € G}, por el lema 1.46(2), F € M(X). Demostremos que
UF ¢ M(X). SiUTF € M(X), por el lemal.46(1), fJF] € M(Y). Como UG\ Z C Y\ Z,
por el lemal.14, [JG\ Z € M(Y). Por otro lado, por la naturaleza de f sabemos que
fIUF] = G\ Z; luego, en vista del lema 1.46(3) concluimos que |JG € M(Y), lo que es
absurdo. Por lo tanto, add(M(X)) < |F| < |9] < add(M(Y)). O

Corolario 1.48. Las siguientes igualdades son ciertas.
1. cov(M) = cov(M(“2)) = cov(M(“w)).
2. non(M) = non(M(“2)) = non(M(“w)).
3. cf(M) = cf(M(¥2)) = cf(M(“w)).

4. add(M) = add(M(“2)) = add(M(“w)).

Demostracion. En vista de que los irracionales son un subespacio denso de R cuyo comple-
mento es magro, el lema 1.44 y el resultado previo nos garantizan que los coeficientes de los
ideales M y M(“w) coinciden entre si. De modo similar, las igualdades entre los coeficientes

de M(“w) y M es consecuencia de lema 1.43. O
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CAPITULO 2: EL DIAGRAMA DE CICHON

El Diagrama de Cichon (ver figura 2.1) es una herramienta visual para plasmar las
desigualdades de mayor relevancia entre los cardinales definidos en el capitulo previo. La
interpretacion debera ser la siguiente: si Kk y A son cardinales del diagrama, entonces el

sfmbolo k — A significa que k < A.

cov(N) non(M . cf(M) — . cf(N)

S |
|

addN) .,  addM

|

. cov(M) _ . mnon(N)

Figura 2.1: Diagrama de Cichon

Para el contenido de este capitulo se espera del lector su familiaridad con los resultados
y la notacién de la seccion 1.6. De manera especifica, la proposicion 1.32. Adicionalmente
enunciaremos el siguiente teorema, cuya prueba requiere fundamentos de teoria descriptiva
de conjuntos, la cual escapa a los objetivos de esta tesis. La prueba puede consultarse a

detalle en [1, Theorem 3.12, p. 501].
Teorema 2.1. add(N) < add(M) y cf(M) < cf(N).

Lema 2.2. Sea J un ideal sobre X con |JJ = X. FEntonces se cumplen las siguientes

desigualdades:
1. add(J) < cov(J) < cf(J).

2. add(J) < non(J) < cf(J).



Demostracion. Nuestra intencién es producir un morfismo de la relacién de Galois-Tukey

Cof(J) en la relacién Cov(J) (ver definicién 1.32).

Cof(J) 9 7 C
gk
Cov(J) X J €

Empecemos por notar lo siguiente: para cada x € X existe I € J con x € [ y, de este
modo, {z} € J. De esta manera, definimos ¢_ : X — J mediante ¢_(z) = {z} para toda
x € X y ¢y : I — J mediante 1 (E) = E para cada E € J. Hagamos ¢ = (¢Y_,v4) y
mostremos que v : Cof(J) — Cov(J) es morfismo. En efecto, si x € X y E € J satisfacen
Y_(x) C E, entonces x € F, es decir, x € 4 (FE).

Por la proposiciéon 1.32 obtenemos que

cov(J) = || Cov(T)|| < || Cof (T)|| = cf(J)

add(9) = || Cof(9)*]] < || Cov(9)*|| = non(9).

Para las desigualdades restantes produciremos un morfismo entre Cof(J) y Cov(J)*.

Cof(9) J J C
i o T idbr
Cov(J)* J X Z

Fijemos ¢4 : J — X, una funcién de eleccién para {X \ E : E € J}, y denotemos por
¢— :J — T ala funcién identidad correspondiente. Si E,F € J satisfacen ¢_(F) C F,
entonces ¢ (F) € X\ F C X\ E y por ende, E Z ¢, (F).

Anidlogamente, aplicando la proposicién 1.32 obtenemos las siguientes desigualdades

non(9) = | Cov(9)H]| < || Cof(3)]| = c£(3)
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add(J) = || Cof(9)*]| < || Cov(T)|| = cov(9).
O

Veamos otra aplicacién de la proposiciéon 1.32. Para esto, le pedimos al lector que

recuerde las relaciones de Galois-Tukey dadas en los ejemplos 1.23 y 1.26.

Teorema 2.3. b < 0.

Demostracion. Sea ¥_ : “w — “w la funcién dada por ¢¥»_(h) = h + 1. Por otro lado,

denotemos por ¥4 : “w — “w a la funcién identidad correspondiente.

D “w “w <*
l ¢—T \Lw"—
]D)J_ Wiy ) )*

Debido a la proposicién 1.32 basta verificar que ¢ = (1_, 1) es morfismo entre D y
DL. Supongamos que h, g € “w son tales que ¢_(h) <* g. Entonces {i € w: h(i)+1 > g(i)}
es finito y, por ende, su complemento {i € w: h(i) < g(i)} es infinito, es decir, h 2* g. Asi,

h 2" ¢4 (g). H

Definicion 2.4. Sean z,y € “2 y II € P,,. Diremos que = es II-compatible con y, lo cual
se denota por x =1 y, si el conjunto {I € Il : « [ I = y [ I} es infinito. Ademds
el conjunto de todos los puntos de “2 que son Il-compatibles con x serd denotado por

[, II] .= {z € “2: & = 2}.
Lema 2.5. El conjunto {2\ [z,1I] : (z,1I) € “2 x P} es cofinal en M(¥2).

Demostracién. Primero verifiquemos que efectivamente es un subconjunto de M(“2). Sea
(z,1I) € “2x P, y sea {I,, }new la enumeracion adecuada de II. Definamos, para cada k € w,
Uy,={ye“2:Inecw\k (ylIn=x[1L)}

Afirmamos que cada Uy, es abierto. Seay € U. Asiexisten > ktalquex [ I, =y | I,.

Si m = max I, + 1, entonces [y | m] es un abierto en “2 que contiene a y; ademas, la
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contencién I,, € m implica que si z € [y [ m], entonces z [ I, =y | I, = x | I, es decir,
z € Ug.

Mostraremos ahora que cada U es denso. Debemos verificar que [s] N Uy # 0 para
cada s € <“2. Definimos y = sU (z | (w\ |s])). Como II € Py, la coleccién {min I, }ney,
es un subconjunto no acotado de w, asi que existe m € w tal que min I, > |s| y haciendo
n = m + k obtenemos que |s| < min I, < min I,; luego I, C (w\ |s]) y en suma,
x| I, =1y | I,. Porlo tanto y € [s] N Uy.

Un argumento rutinario muestra que (¢, Ux C [z,II] y de este modo, “2\ [z,II] C
Urew(P2\ Ux) € M(*2). Ast, “2)\ [z, II] € M(¥2).

Sea M un subconjunto magro de “2. Por definicién existe {Gj,}new, una sucesién

de subconjuntos densos en ninguna parte en “2, con M = (J G,. Para cada n € w,

new

F, = Uign G; es un subconjunto denso en ninguna parte de “2 y ademés, M = (J,,, F;.
Adicionalmente, para cada m € w fijemos {u]"};<om, una enumeracién de ™2.

Queremos definir x € “2 y II € P,, tales que M C “2\ [z, II], para lo cual construiremos
por recursién dos sucesiénes {t; : i € w} y {I, : n € w} que cumplan lo siguiente para

cualquier n € w.
1. I,, es un intervalo finito no vacio en w.
2. 0 € Ip.
3. min I,y =max [, + 1.

4. Sim(n) =sup {J;., Ii +1, entonces existen {.J;" : i < 2}y {7 1 i < 2™} de tal

modo que lo siguiente es cierto para cada i < 2m("),
(a) JJ* es un intervalo finito no vacio en w.
(b) 0 € JY y m(n) = min J§ siempre que n > 0.
(¢) Cuando i+ 1 < 2" se tiene la igualdad min J = max J' + 1.
(d) t? es una funcién de J en 2.

(e) Ningun elemento de F), extiende a la funcién u;n(n) UU,j<it]-

5. L, =U{Jr i <27} yt, = J{tp i < 2},
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Sea n € w de tal forma que tanto {I; : ¢ < n} como {¢; : © < n} han sido construidos

satisfactoriamente y hagamos m =sup|J,_, I; + 1.

i<n

Construiremos recursivamente a las sucesiones requeridas en (4). Para esto suponga
que k < 2™ es tal que las sucesiones {J]' : i < k} y {tI’ : i < k} ya fueron obtenidas.
Como consecuencia de las condiciones (4a)-(4d) y de nuestra definicién de m se deduce que
s =up'UJ;op t7 es un elemento de <*2. Luego, podemos aplicar la proposicién 1.6(2) para
fijar w € <¥2 de tal forma que [w] C [s] \ F,,. Por el lema 1.40 se sigue que s C w. De esta
forma, v = w U {(|w],0)} cumple con v € <¥2, s Cvy [v] C [s]\ F.

Ahora, si n = k = 0, hacemos tJ = v y J§ = [0,]v]]. En caso contrario, definimos
Jp = lsl,|v| = 1] y t} = v | J}!. Esto completa nuestra construccién de las sucesiones
{JPri<2m}y {th i< 2™},

Naturalmente, el resto es definir a I,, y t, como lo dicta la propiedad (5). Esto nos
garantiza que existen {I; : i € w} y {t; : i € w}. Observe que si hacemos = = (J;c, ti ¥
IT = {1, }new, entonces (z,II) € “2 x P,,.

En aras de comprobar que M N [z,I1] = () probaremos que para cualesquiera n € w,
ye F,ykew\(n+1)setiene que x | Iy # y | Ix. En primer término, y [ m(k)

m(k)2 y por ende, existe I € 2™*) con y [ m(k) = u;

es, obviamente, un elemento de

Hagamos

s=(y [m(k:))UUt?zu;n(k)UUt;?

J<i J<i
y deduzcamos, empleando nuestra definicién de Fy y (4e), que F, N [s] C Fx N [s] = 0.
Luego, de la hipdtesis y € F,, se sigue que s € y, pero como y | m(k) C s, debe tenerse que
th ¢ y, para algtin i < I. Equivalentemente (ver (4d)), y | JF # tF = 2 | JF y dado que

JF C I (condicién (5)), concluimos que y [ Iy # @ | I. O

Proposicién 2.6. Para cualesquiera x,x’ € ¥2 y IL,II" € P,, se tiene que las condiciones
stguientes son equivalentes.

1. [z,10] C [2/,11'].

2. {Ie€ll:~3JeW(JCIAz|J=2a|J)}="0.
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Demostracion. Suponga que {I, :n € w}y {Jm : m € w} son las enumeraciones adecuadas

de II y I, respectivamente. Hagamos

A={new:-Imew(Jn, Cly x| Jn=2|Jn)}

La implicacién directa serd abordada por contrapositiva. Supongamos que A es infinito
y fijemos f : w — A, una funcién estrictamente creciente y suprayectiva. Entonces, para
cualquier i € w se tiene que i < f(i) y ademds, si m € w, se sigue que la contencién
Jm C Iy implica que = [ Jp, # 2" [ Jin.

Definamos, para cada i € w, E; = {m € w: Jyn C Iy} y sea E = {k € w: Ey # 0}.
Analizaremos dos casos.

Primeramente suponga que E es infinito, construya recursivamente {e; : i € w} C F
de tal modo que f(e;) < eiy1 < f(ei+2) para cada i € w y haga L = {f(ex) : i € w}.
Note que si i < w, entonces las desigualdades f(eg;) < €11 < f (62(i+1)> son ciertas y en

consecuencia, para todo j € L,

(j-1,j+1}nL=0. (2.1)

Denotemos por y al unico elemento de “2 que satisface y | I = (1 — ') | Ix, para
cadak € w\ L, yy | ;=2 | I;sil € L. Como L es infinito, deducimos que y € [z, II].
Probemos que y ¢ [2/,I'] verificando que si m € w es arbitrario, entonces y [ Jy, # ' | Jp,.
Si algun [ € L satisface que J,, C I;, entonces nuestra definicién de y produce: z | J,, =
(x ) [ I = L) Jn=y] Jm; por otro lado, la contencién L C A implica que
el In 2 [ Inyasiy | Jn #2 | Jn.

Ahora supongamos que J,, ¢ I para cada k € L. Afirmamos que existe n € w \ L
con Jp, NI, # (. En efecto, como II es una particién de w, Jp, N I, # 0 para algin p € w;
naturalmente, si p ¢ L, hacemos n = p, pero si p € L, entonces observemos que, por nuestra
suposicién, J,, € I, y en consecuencia, J, NI, # () para algtin ¢ € {p — 1,p + 1}; luego,
(2.1) implica que ¢ ¢ L y proponemos n = q.

Del pérrafo anterior se sigue que existe i € J,, NI, y asi, y(i) = 1 — 2/(4), es decir,
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y | Jm # 2’ | Jm. Esto concluye el caso en que E es infinito.

Cuando F es finito, ' = {i € w : E; = 0} es infinito. Anédlogamente al caso anterior,
existe {e; : i € w} C E’ de tal modo que f(e;) < e;41 < f(eit2) para cada i € w. Hagamos
L' = {f(eq;) : i € w}y denotemos por y al inico elemento de “2 que satisface y [ I = x | Iy
paratodok € L'y y | I = (1 —2a') | Ij siempre que k € w\ L. Note que si i < w, entonces

las desigualdades f(e2;) < e2i+1 < f(eg(i+1)) son ciertas y en consecuencia,

para todo j € L', {j —1,j+1}NL=0. (2.2)

Note que la eleccién de y implica que y € [x,II]. Mostremos que y ¢ [2/,II'] de manera
similar al caso anterior, esto es, probando que si m € w, entonces x’ | J, Zy | Jp.

Sea m € w. Asuma que J,, N I; # () para algtin [ € L’. Entonces, existe e € E’ con
| = f(e). Por definicién de E', J,, ¢ I¢ey = I 'y, en consecuencia, existen i € Jy, \ [} y
ke {l—1,1+1} de tal modo que i € I. Segin (2.2), k ¢ L' y de esta forma y(i) = 1 — /(7).
En conclusién, y | Jn # 2’ | Jp.

Si por el contrario, para toda | € L’ se da que J,, N I[; = (), como J,, es finito, existe
K € [w\ L] tal que Jp, € Uycge Ik, pero para toda k € K sabemos que y [ I, = (1—2') |
Iy por lo que y | Jp, # 2’ | Jp. Esto concluye nuestra prueba de que (1) implica (2).

Conversamente, supongamos que A es finito. Sea y € [z,II]. Luego B={n € w:y |
I, = z | I,,} es infinito, por lo que B\ A #* . Tomemos n € B\ A. Entoncesy [ I, =z | I,
y, ademds, existe g(n) € w de tal suerte que Jon)y S Iny x | Jyn) = x| Jg(n); €n particular,
Y Jgm) = x| Jg(n)- Asi, s6lo debemos probar que g : B\ A — w es inyectiva para deducir
que y € [2/,IT']. Con esta idea en mente, sean m,n € B\ A con n # m. Entonces Jg(m) € Im,

oy € In'y Im N I = 0. De este modo, Jym) # Jy(n) ¥, naturalmente, g(m) # g(n). O

Corolario 2.7. Sean x,2' € “2 y ILI' € P,,. Si [z, 1] C [2/,1I'], entonces II' >1I.

Demostracion. Sean {I, :n € w}y {J, : n € w} las enumeraciones adecuadas de II y IT',
respectivamente. Por la proposicién anterior obtenemos que existen l € wy f:w\l - w

tales que para toda n € w \ [ tenemos la contencién Jy(,) C I; luego, I > II. O

La siguiente notacién obedece a que A. Blass en su articulo [1] usa el término anglosajén
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chopped real para referirse a los elementos del producto cartesiano “2 x P,,.
Definicion 2.8. Denotaremos por CR al producto cartesiano “2 x P,,.

Definicion 2.9. Definamos las relaciones binarias R C CR x CR y S C “2 x CR como

sigue.

e Para cualesquiera (z,1II), (2/,1I') € CR,

(z,11) R (2/,11') si y sélo si [2/, 1] C [z, T].

e Siye“2y (x,II) € CR, entonces

y S (z,II) siy sélo siy ¢ [z,11].

Lema 2.10. Con la notacidn de la definicién anterior, tanto Cof’(M(“2)) := (CR,CR, R)
como Cov'(M(¥2)) := (¥2,CR,S) son relaciones de Galois-Tukey. Mds ain, sus duales

también son relaciones de Galois-Tukey.

Demostracion. Sean (z,1I) € CRy z € “2. El hecho de que [z,1II] C [z,II] nos otorga in-
mediatamente que Cof’(M(“2)) es una relacién de Galois-Tukey. Por otro lado, trivialmente
se tiene que 1 —2 € “2y z ¢ [1 — 2,I0]. Asi, Cov'(M(¥2)) es una relacién de Galois-Tukey.

Sea (z,IT) € CR. La pertenencia z € [x,TI] nos garantiza que Cov’(M(“2))* es una
relacién de Galois-Tukey. Ahora, como (1—z,1I) € CRy 1—z € [1—z,II]\ [z, 1], deducimos

que Cof’(M(“2))* también es una relacién de Galois-Tukey. O

Proposicién 2.11. Las siguientes igualdades son ciertas.
1. || Cof (M(~2))]] = || Cof"(M(~2))]].
2. || Cov(M(¥2))[| = || Cov'(M(*2))]].
3. || Cof(M(+2))*|| = || Cof (M(“2))*|l.
4 I Cov(M(“2)) || = || Cov' (M(“2))*|I.
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Demostracion. FEn vista de la proposicién 1.32 basta dar morfismos en ambas direcciones

para los incisos (1) y (2).

Cof’ (M(“2)) CR CR R
N
Cof (M(+2)) M(“2) M(“2) -
Gracias al lema 2.5 sabemos que para todo (z,II) € CR se da que “2\ [z, II] € M(¥2)
y que dado un M € M(“2) existe (xpr,IIps) € CR tal que M C “2\ [z, 1s]. Definamos

las funciones ¢4 : CR — M(¥2) y ¥_ : M(¥2) — C' R mediante

o, ) =22\ [z,1I] y (M) = (2p, 1),

y verifiquemos que (¢_, 1) es un morfismo de Cof’(M(“2)) en Cof(M(¥2)).
Si M € M(*“2) y (x,IT) € CR satisfacen ¢_ (M) R (z,II), entonces [z, I1] C [zpr, /]
y, por ende, M C “2\ [zpr, 5] C“2)\ [z,1], lo cual verifica que M C ¢4 (z,IT).
Argumentemos ahora que (¢4,%_) es un morfismo de Cof(M(“2)) en Cof’(M(“2)).
Sean (z,II) € CRy M € M(“2) tales que ¢ (x,II) C M. Luego,

“20\ [, ] € M C 22\ [z, Tpr] = “27\ ¢ (M)

y asi, ¥_ (M) C [z,II]; en otras palabras, (z,II) R ¢¥_(M).
Lo anterior prueba que la igualdad (1) es cierta.
Con respecto a (2), conservemos la notacién empleada en la prueba de (1) y denotemos

por @ : “2 — “2 a la correspondiente funcién identidad.

Cov(M(¥2)) “2 M(«2) €
l @T l@b
Cov'(M(+“2)) “2 CR S

Con la idea en mente de mostrar que (®,7_) es un morfismo de Cov(M(“2)) en

Cov/(M(¥2), fijemos = € “2 y M € M(“2) de tal manera que ®(z) € M, es decir, z € M.
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Dado que M C “2\ [zps, I1)/], se sigue que x ¢ _ (M), esto es, z S _(M).

Finalmente, observe que para cualesquiera y € “2 y (z,II) € CR se tiene que la
relaciéon ®(y) S (x,II) equivale a que y € 4 (z,II). En particular, (®,1) es un morfismo
de Cov/(M(¥2)) en Cov(M(¥2)). O

Proposicion 2.12. Las siguientes desigualdades son ciertas.
1. |[D]] < ] Cof"(M(+2))]].
2. [ID"| = || Cof (M (#2)) ).

Demostracion. En vista de la proposicién 1.32, basta probar (1). Fijemos z € “2, un

elemento arbitrario. Definamos ahora ¥_ : P,, = CR y ¥ : CR — P, mediante

Y- (II) = (2, 1I) y Y (z,1I) = IL

Para finalizar nuestro argumento, mostraremos que (¢_, 1) es un morfismo de Cof’ (M(¥2))
enD. Sill € P, y (x,I') € CR satisfacen ¢_(IT) R (x,II'), entonces [z, II'] C [2,1I] y por

el corolario 2.7, IT< I, esto es, IT < ¢ (z, IT'). O

Teorema 2.13. 9 < c¢f(M) y add(M) < b.

Demostracién.  Probemos la primer desigualdad: segun la proposicién 1.39, o < ||D/|],
y esto, aunado a la proposicién 2.12, nos da 0 < || Cof/(M(#2))||. Ahora empleemos la
proposicién 2.11(1) para obtener que ? < || Cof(M(“2))||. Asi, cf(M(“2)) > 2. Finalmente,
el corolario 1.48(3) nos produce cf(M) > 2.

El argumento que se requiere para la otra desigualdad es similar y por esa razén lo

omitiremos. UJ

Fijemos f € “w y definamos

fi={ge®w:g < f}
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En vista de que los elementos de un producto cartesiano son, por definicién, funciones de

eleccion, se deduce que

o=k ew: k< f(n)}

new

y, por ende, f| es un subconjunto compacto de “w.

Lema 2.14. Si K es un subconjunto compacto de “w, entonces existe f € “w tal que

K Cf.

Demostracion. Fijemos n € w. La proyeccion m, : “w — w satisface m,(g) = g(n), siempre
que g € “w. Asi, 7, es continua y, por ende, 7, [K] es un subconjunto compacto del discreto
w, esto es, m, [K] es finito. Sea f(n) € w una cota superior del conjunto m,[K].

El parrafo previo nos provee de una funciéon f de w en w para la cual

KC[[mlKlC [[{tcw:t<fn)} = 1.

new new

O]

Recordemos que un subconjunto H de un espacio topolégico X es llamado o-compacto

en X si existe {K, : n € w}, una familia de subconjuntos compactos de X, con H =

LJnEw}(”'

Ahora, para cualquier f € “w, hagamos [ = {g€“w:g<* [}
Lema 2.15. Los enunciados siguientes son ciertos para cualquier f € “w.
1. fi‘ es un conjunto o-compacto en “w.
2. 5i g € “w satisface g <* f, entonces gj ff

Demostracién. Para cada s € ““w sea fs = sU (f | (w\ |s])). Note que si probamos la

igualdad

f1=J{fs), s s € 2w}, (2.3)

entonces habremos demostrado el inciso (1).
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La contencién de derecha a izquierda en (2.3) se argumenta como sigue: si s € ““w y
g € (fs);, entonces g(n) < f(n), siempre que n € w \ [s[; esto es, g <* f. Con respecto
a la inclusién restante, tomemos g € ff y fijemos m € w de tal modo que, para cualquier
n€w\m, g(n) < f(n). Asi, s = f | m satisface que g € (fs),.

El segundo inciso del lema es corolario de la transitividad de la relacion <*. O

Definiciéon 2.16. Denotaremos por X, a la coleccion dada por la férmulas:
E € X, siy sélo si existe H, un o-compacto en “w, con F C H.

Una consecuencia del lema 2.15 es que todos los conjuntos de la forma ff son elementos

de K,. Nuestro resultado siguiente anade informacién sobre esta coleccién.
Proposicion 2.17. El conjunto X, satisface que

1. estd contenido en M(“w),
2. es un o-ideal en “w y

5. tiene a {f] : f € “w} como subconjunto cofinal.

Demostracion. En primer término, veamos que f| tiene interior vacio en “w, para cada
f €%. Sis e “Ywym = |s|, entonces 7, : “w — w, la proyeccién en la m-ésima
coordenada, es una funcién continua que satisface m,,[[s]] = w. Como m,,[f}] es compacto,
se sigue que [s] Z f|.

Lo anterior, junto con el lema 2.14, implica que todos los compactos de “w son densos
en ninguna parte. Luego, (1) es cierto.

Note que (1) implica que “w ¢ X,. Las deméds propiedades que debemos verificar para
concluir que X, es un o-ideal tienen demostraciones rutinarias, asi que las omitiremos.
Concentrémonos, entonces, en probar el inciso (3).

Tomemos E € K, y fijemos {K,, : n € w}, una familia de compactos en “w, con

E C U, .., Kn. De acuerdo al lema 2.14, para cada n € w hay f, € “w con K,, C (fn)¢

new

Definamos f : w — w mediante

fn) =Y fr(n)
k=0
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para obtener que f, <* f, siempre que n € w. Finalmente, empleemos el inciso (2) del

lema 2.15 para deducir que

Lema 2.18. cov(X,) =0 y non(X,) = b.

Demostracion. De acuerdo a la proposicién 1.32, sélo debemos hallar dos morfismos: uno
de Cov(X,) en D y el otro de D en Cov(K,).

Para el primero: denotemos por ¥_ : “w — “w a la funcién identidad. Por otro
lado, empleemos el inciso (3) del lema 2.17 para producir ¢4 : X, — “w de tal modo que
E C (¢4 (E))], siempre que E € K.

Ahora, si f € Ywy E € K, satisfacen ¢)_(f) € E, entonces f € E C (¢+(E))I, o sea,
f <* ¢ (FE). Luego, (¢—, 1) es el morfismo deseado.

Definamos ¢ : “w — K, mediante ¢(f) = ff, para cada f € “w. Con la idea en mente
de verificar que (1_, ¢) es el otro morfismo, tomemos f,g € “w con P_(f) <* g, es decir,

f <* g. Naturalmente, f € g} y esto concluye la prueba. O

Los resultados previos pueden ser ahora usados para probar otro par de desigualdades

del Diagrama de Cichon.

Proposicién 2.19. b < non(M) y cov(M) <.

Demostracion. Por el inciso (1) del lema 2.17, K, € M(“w). Luego (ver proposicién 1.33),
cov(M(*w)) < cov(Ky) =0 y non(M(“w)) = non(X,) = b;

el resto es invocar el corolario 1.48. O

Teorema 2.20. Las igualdades siguientes son ciertas.

1. cf(M) = max{non(M), d}.

37



2. add(M) = min{cov(M), b}.

Demostracion. Las desigualdades que aparecen en el lema 2.2 y en el teorema 2.13 nos
garantizan que cf(M) y add(M) son, respectivamente, una cota superior de {non(M),0} y
una cota inferior de {cov(M), b}.

Probemos ahora las desigualdades restantes. En nuestro argumento emplearemos la
nocién de composicién secuencial (definicién 1.34), asi como las relaciones Cof’(M(“2)) y
Cov/(M(¥2)) (ver definicién 2.9 y lema 2.10).

Por definicién, cov(M(“2)) = [[Cov(M(“2))||. De lo anterior y la proposicién 2.11
deducimos que cov(M(“2)) = [|Cov/(M(“2))|]. Luego (ver corolario 1.48), cov(M) =
[Cov/(M(“2))||. Este mismo razonamiento se puede emplear para verificar que los car-

dinales non(M), cf(M) y add(M) son iguales, respectivamente, a

ICov'M(“2) [, [[Cof M)y [[Cof (M(*2))"].

Por otro lado, segtin la proposicién 1.39 , [|I/|| =0 y | D'+ = b.

Dado que todo subconjunto finito de R es denso en ninguna parte, se sigue que non(M)
es infinito. Ademads, sin € wy {fi : k < n} C “w, entonces f =1+ ;_, fi es un elemento
de “w tal que la relacién f <* f; falla, para cualquier k£ < n; luego, ningtin conjunto finito
es un subconjunto completo de D, esto es, ? > w.

De lo anterior se obtiene que (proposicién 1.36) todo se reduce a hallar un morfismo
de la composicién secuencial Cov’(M(“2))* ; D' en Cof’(M(“2)).

Como paso previo a la definicion del morfismo necesitaremos el resultado siguiente,
cuya prueba escribimos a continuacién.

Afirmacién. Siz,2’ € “2 y II € P, satisfacen 2’ € [z, II], entonces existe IT* € P, de tal
modo que para cada K € [I* hay [ e [Tcon I CKyx [ I =2 [ 1.

La condicién 2/ € [z,II] nos garantiza que existe {I, : n € w} C II de tal modo que,

para cada n € w, maxl, < minl,1 y « [ I, = 2’ | I,. Definamos recursivamente los

siguientes intervalos en w:

Ky = [0, max Iy] y K41 = [1 4 max K, max I,, 1]
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y observemos que I, C K,, para cualquier n € w. Luego, II* = {K,, : n € w} satisface
nuestros requerimientos. Esto completa la prueba de la afirmacion.

Notemos que
Cov/(M(“2))* ;D' = (CR x “2P,,“2 x P,,T) = (CR x “?P,,CR,T),
donde, para cualesquiera (z,1II), (z/,II') € CR y f € (“?P,, se tiene que
((z, 1), f) T (2',11') siy s6lo si 2’ € [z, 1] y f(z') < IT.

En consecuencia, necesitamos dos funciones, ¥_ : CR — CR x “2)P,, y ¢, : CR — CR.

Cov/ (M(%2))*+ ; D/ CR x “2p, CR T
i ¢_T lw+

Cof" (M (“2)) CR CR R
Hagamos que 14 sea la funcién identidad. Con respecto a ¥_, comencemos por definir,
para cada (z,1I) € CR, la funcién ¢(x,II) : “2 — P, como sigue: si 2’ € “2 satisface
a2 € [z,1I], entonces p(x,IT)(z’) serd la particién IT* cuya existencia estd garantizada por
la afirmacién de arriba; en caso contrario, ¢(x,IT)(2') = {{n} : n € w}. Asi, proponemos

Y_(z) = (2,¢(2)), para cada z € CR.

Finalmente, sean (x,II), (/,1I') € CR tales que ¢_(z,II) T (2/,1I'). Esto es, 2’ €
[z, 11] y p(z,1)(2") < II". Debemos argumentar que (z,11) R ¢4 (2’,1I'); equivalentemente,
[/, 1I'] C [z,1I]. Para esto, comprobaremos que la condicién (2) de la proposicién 2.6 se

verifica; en otras palabras, mostraremos que
{Jell':-3lrent(ICJ A x|I=2"11}="0. (2.4)

Para simplificar notacién, hagamos II* = p(z,I1)(2’). Sean {I,, : n € w}, {J, : n € w}
y {K, : n € w} las enumeraciones adecuadas de las particiones II, IT' y IT*, respectivamente.
Como IT* < IT', existen m € w y una funcién d : w\m — w de tal modo que Ky,) C Jn,

siempre que n € w \ m. La hipétesis 2’ € [x, 1] implica que IT* es como en la afirmacién de
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arriba, asi que existe e : w — w con la propiedad de que si n € w, entonces I.,) C Ky, y

x [ Iy = 2’ | Iy En particular, sin € w\m,

edn) S Kamy SIn Yy x| Leam)) = 2" 1 Te(a(n));

consecuentemente, (2.4) es cierta. O

Para probar las 1iltimas dos desigualdades de este capitulo serda conveniente establecer
notacién y hacer algunas observaciones.

Suponga que E C Ry ¢t € R. Definimos F —t = {x —t : x € E}. Como consecuencia
de [5, Proposition 2, p. 33|, E —t € N, siempre que E € N. Ademds, el que la funcién
h : R — R dada por h(x) = x — t sea un homeomorfismo nos garantiza que la condicién

E € M implica que F —t € M.
Proposicién 2.21. cov(M) < non(N) y cov(N) < non(M).

Demostracion. S6lo debemos exhibir un morfismo (1_, 1) de Cov(N)* en Cov(M). Para

esto, sean M € My N € Ncon M =R\ N (ver lema 3.1).

Cov(N)+ N R ?
J{ - l¢+
Cov(M) R M €

Definamos ¥— : R — N y ¢4 : R =& M mediante

bo(s)=N—-s y i(t)=M—t

Ahora, si s,t € R satisfacen ¢_(s) # ¢, se sigue que t ¢ N —sy, por ende, t+s € R\ N = M,
asi, s € ¥4 (t). O

Concluyamos este capitulo mostrando que todos los cardinales que aparecen en el di-
agrama de Cichon son caracteristicas del continuo, esto es, si k es uno de ellos, entonces

w1 <K<
Proposicién 2.22. w; < add(N) < cf(N) < c.
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Demostracion. Comencemos con la desigualdad de la izquierda. Por el teorema 1.21 se
tiene que N es o-ideal; esto, aunado a la proposicién 1.30(4), imposibilita que wy > add(N).
Con la idea en mente de probar que la cofinalidad de N es, a lo mas, ¢, denotemos por
B a la coleccién de todos los intervalos abiertos en R y hagamos H = “*“B. Claramente,
|H| = c.
Sea f € 3 arbitraria. Para cualesquiera k,/ € w se tiene que f(k,¢) es un intervalo

abierto en R. En consecuencia,

f=UJkn)yinewy vy =) 1

mew

son subconjuntos de R.

Tomemos 8 = {f*: f € H} NN y observemos que |§| < ¢. Asi, bastard con ver que 8
es cofinal en N. Para esto, sea E € N. Si m € w, existe {I]/'},e,, una sucesiéon en B, con
ECUpeo Iy 0% o u(IM) < 27", Luego, la funcién f : w x w — B dada por f(k, () = I}
es un elemento de H que satisface £ C f* y (note que p(f*) < wu(fr) < 27™ para cada

mew) ffeN. O
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CAPITULO 3: TEOREMA DE ERDOS-SIERPINSKI

FEn los capitulos previos hemos demostrado lo siguiente: tanto M como N son o-ideales;
para cualesquiera M € M, N € Nyt € R se tiene que M +t € My N+t € N;
cov(M) < non(N) y cov(N) < non(M). Estos resultados sugieren la existencia de una
relacion muy cercana entre estos ideales. En este capitulo probaremos que, en presencia de
la Hipétesis del Continuo, hay una biyeccién de R en R que induce una biyeccién entre M

y N.

Lema 3.1. Ezxisten M € M y N € N tales que MNN =0 y M UN =R.

Demostracion.  Sea {qp}new una enumeraciéon de Q. Para cada n,j € w definimos lo

siguiente:

I = (g — 2 "D, g; 4 27(nHHD),

Luego, u(I, ;) = 2~ (49,

A su vez, para cada n € w definimos G, = Ujcy, Inii ¥ N = [pew G-

Es claro que para cualquier j € w se tiene que N C G; por lo que pu(N) < p(Gj).
Si e > 0, entonces existe n € w tal que % > 27". Por otro lado tenemos las siguientes

desigualdades:

=
3
N

M(Gn) <w U Imj < Z,u,([nd) — Z2*(n+]) — 217n <e

JEW JEwW JEW

asi, como € es arbitrario, obtenemos que u(N) =0y N € N.
Para finalizar basta notar que cada G; es denso abierto por ser unién de abiertos y
contener a Q; luego F; = R\ G; es denso en ninguna parte. De esta forma, M = UjEw F;

satisface que M € M y, por definicién, M =R\ N. O



Definicion 3.2. Sea X un espacio topolégicoy £ C X.

e Diremos que F es F, en X si existe una familia de cerrados en X, {E,, : n € w}, tal

que E = U,c., En-

e Diremos que E es G5 en X si existe una familia de abiertos en X, {E, : n € w}, tal

que B =(,c., En-

Sean X un espacio topolégico y E C X. Diremos que x € X es punto de condensacién

de F si para todo U € Tx que satisfaga z € U se tiene que w < |[U N E)|.

Proposicién 3.3. Sea E C R un G5 no numerable. Entonces existe C' € [E]* N MNN.

Demostracion. Sea {G, :n € w} C g tal que B =(), ., Gn v |E| > w. Mas atn, fijemos

new
B, una base numerable de 7g, y denotemos por F' a la coleccién de todos los elementos de
FE que son puntos de condensacién de E.

Si F' fuese vacio, se tendria que para cada x € FE existiria B, € B tal que z € B, y
|B: N E| <w, por lo que {B; : x € E} C B cubrirfa a I, pero |E| = |U,cp(E N B:)| < w,
lo cual es imposible, ya que E es no numerable.

De lo anterior se deduce que F # (). Mostremos ahora que F' no tiene puntos aislados.
Supongamos que x € F es un punto aislado. Asi existe V € g tal que VN F = {z} y
como x € F, tenemos que w < |V N E|. Luego, para cada y € VN E \ {z} existe B, € B
tal que y € By y |ByNE| < w, por lo que {B, : y € VNE\{z}} cubre a VNE\ {z}.
De esta forma, w < [V N E| = [VNE\ {2} = |Uyeynp (21 (By N E)| < w, lo cual es una
contradiccién.

Para cualquier s € <“2y j € {0,1} definimos s~j = sU {(dom s, j)}.

Recursivamente definiremos una familia de intervalos cerrados {I; : s € <“2} tales que

lo siguiente es cierto para cualquier s € <“2.

[a—

I C Gy,
2. para cada i < 2, Iy4~; C I,

3. Lo NIy = 0,

W

CFNint I #0y
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5. () < 37kl

Veamos el caso base. Notemos que por definicién, FF C E C Gy. Sea z € F C Gy.

Como Gy es abierto, existen a,b € R tales que a < by z € [a,b] C Gy. Definimos

Iy = [max{a,z — 271}, min{b, z + 271}].

las propiedades 1 y 4 se cumplen por construccién. Para la quinta propiedad basta notar
que la contencién Iy C [z — 271, 2 + 271] junto con la monotonia de p implica que u(Ip) <
p(lz =274 2+271)) =1=3"

Para el caso sucesor supongamos que hay un n € w para el cual ya tenemos definidos
los intervalos {I; : t € "2} de tal modo que estos satisfacen 1-5. Sea t € 2. Por la propiedad
4 sabemos que F'Nint I; tiene al menos un punto; por otro lado F' no tiene puntos aislados
asi que existen xg,z1 € FNintl; C G|t\+1 N int I; tales que zg9 < z1. Para cada i < 2
sea J; un intervalo abierto tal que JoNJy =0, z; € J; vy J; C G|t‘+1 Nint I; (note que
G\¢|+1 Nint [; es abierto). Sabemos por la propiedad 5 que u(l;) < 371t luego, de forma
andloga al caso base podemos encontrar intervalos cerrados y ajenos, I;~y v I;~;, tales que

n+1) 1o cual da por

para toda i < 2 se tiene que z; € int I,~; C I, € J; y p(I~;) < 3¢
terminada la recursion.
Notemos que si h € “2, por la propiedad 2, {Iy, : n € w} es una familia de intervalos

cerrados anidados y asi, (),,c,, Inin €s no vacio. Por otra parte, la propiedad 5 nos garantiza

new
que dicha interseccién consistird de un solo punto, digamos xy,.

Afirmamos que C' = (), o, U{Is : s € "2} es el conjunto deseado.

Observe que si f € “2y n € w, entonces xy € Iy, C U{L; : s € "2}. En consecuencia,
{zy: fe“2} CC. Porotro lado si h,l € “2 son funciones distintas, existe n = min{r € w :
h(r) # I(r)} y en vista de la propiedad 3 y la minimalidad de n obtenemos que Ip,(,+1) N
Lij(n41y = 0. En resumen, {x; : f € “2} es un conjunto de cardinalidad ¢ contenido en C'y,
en consecuencia, |C| = ¢.

Para cualquier n € w, |J{Is : s € "2} es cerrado por ser unién finita de cerrados, y de

este modo, C' es cerrado.

Dado m € w, la propiedad 3 nos garantiza que {I5 : s € ™2} es ajena por pares y asi
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i (U{IS Ls€ mz}) =Y uly) <2m 3= <§>m

s€m2
De la monotonia de p se sigue que pu(C) = 0. En particular, int C = @ y, por ende,
CeMNN. O

Lema 3.4. Sean M € M y N € N. FEntonces existen K € M y L € N, ambos de

cardinalidad ¢, tales que K CR\ M y L CR\ N.

Demostracion. En vista de la proposicién 3.3, basta con encontrar un par de conjuntos Gg
que no sean numerables y estén contenidos en los complementos de M y N.

Fijemos {G), : n € w}, una familia de conjuntos densos en ninguna parte de R cuya
unién sea igual a M. Para cada n € w hagamos F;,, = R\ G,, para obtener un subconjunto

denso y abierto de R que estd contenido en R\ G,,. Asi, F =) . F, CR\ M es un Gjy.

necw
Supongamos que F' es numerable, esto es, F' = {z; : i € w}. Hagamos, para cada n € w,
H, := F,\{z; : i <n} y notemos que H,, es un denso abierto de R. Luego, por el Teorema

de Categoria de Baire (teorema 1.11) deberfa tenerse que O =, .. H, es denso en R. Este

ncw
absurdo prueba que F' no es numerable.

Finalmente, con respecto a N: dado € > 0, existe una familia de intervalos abiertos
{I, :n € w}tal que N C U, In C Unewﬂ Y D onew M(In) < € ademds, para cada n € w,

w(l,) = p(Iy,) por lo que si definimos E =) R\ I,) =R\ U,ec, In CR\ N, obtenemos

nEw(
un G5 de medida positiva, lo cual implica que debe ser no numerable (recuerde que todo

conjunto numerable tiene medida 0). O

Para efectos del resultado siguiente esperamos que el lector tenga presente la proposicién

1.30.

Proposicién 3.5. Sea J un o-ideal en algin conjunto X tal que cf(J) = w; y sea L € J.
Entonces existe {Gq}a<w,, un subconjunto cofinal de J que es creciente (esto es, G, C Gg,

siempre que o < 3 < wy) y satisface Gy = L.

Demostracion. La hipétesis c¢f (J) = w; nos da F, un subconjunto cofinal de J con |F| = wy.

Luego, FU{L} también es cofinal y se puede enumerar como FU{L} = {F¢ : { <wi}, con
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Fy = L. Definimos para cada a € w; a G4 = Uﬂga Fg. Dado que J es o-ideal, obtenemos la
contencion {Ga}acw, € Jy, ademds, si o < f < wy, entonces Gz = UKB Fop C Upco Fo =
Go. Verifiquemos que {Gg}a<w, €s cofinal en J: para cada E € J existe p < w; con

ECF,CG, 0

Lema 3.6. Sean X y X tales que | X| = wy,
a) X es un o-ideal en X,
b) UK =X,
c) cf(K)=w y
d) para cada E € X existe F € X de tal modo que ENF =0y |F| = w;.
Entonces para cada L € KX N [X]“! eziste una familia {X, : o € w1} C K tal que:
1. Xo=1,
2. Upew, Xa = X,
3. sia<f <wi, entonces Xo N Xpg =10,
4. ningun X, es numerable y

5. para cualquier E C X se verifica la equivalencia: E € K si y solo si existe f < wy

con EC U5 Xa-

Demostracion. Sean X, X como en las hipdtesis y L € XN[X]“!. En vista de la proposicién
anterior, existe § = {Gq }acw,, una familia creciente y cofinal en X, tal que L = Gy. Para
cada a € wy definimos R, := G, \ U5<a Gpg.

Veamos que B = {& € w; : w < |Ry|} es un subconjunto no acotado de wi, esto es,
que |B| = wj. Supongamos que B es numerable para obtener que = supB + 1 < w; y,
en consecuencia, |R,| < w, siempre que 8 < p < wi. Luego, el que X sea o-ideal implica
que R = Ua<5 R, € X. Empleemos la propiedad (d) para fijar A € K tal que ANR = ()
y |A| = wi. El que A no sea numerable implica que § = min{{ < w; : A C G¢} < f;

ademds, la hipdtesis AN R = () nos da la contencién A C | s<a<s Ba- De la regularidad de
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wy deducimos que debe existir p < wy tal que B < p < dy [ANR,| = wi; en particular,
p € B, lo cual es una contradiccién dado que p > 5. Por lo tanto B es no acotado en wy.

Definamos recursivamente ¢ : w; — B mediante («) = min(B \ ¥[a]). Asi, ¢ es
estrictamente creciente y suprayectiva. En particular, 1 es cofinal en wj.

Veamos que {Gy ) @ @ € wi} es cofinal en K. Sea £ € X. Como § es cofinal en X,
existe p € wy tal que E C G; por otro lado, el que 9 sea cofinal en w; implica la existencia
de a < w; tal que p < () y como § es creciente, obtenemos que £ C G C Gy(q)-

Para cada a < wy hagamos Xo = Gy(a) \ U<y Gy()- Dado que X es ideal y Xo C
Gy(a) € K, deducimos que X, € K.

Veamos que { X, }aew, cumple lo requerido.

Como Ry = Go\ = Gg = Ly L es no numerable, entonces 0 € B; de este modo, nuestra
definicién de v nos da la igualdad 1(0) = 0 y asf se infiere que Xo = Gy) \ 0 = Go = L

Con respecto a (2), tomemos x € X y empleemos (b) para hallar C € K con = € C.
El que {Gy(q) : @ € w1} sea cofinal en K implica que T' = {a < w1 : C C Gy} # 0 y asi
z € XpinT. Por lo tanto UCZEW1 X, =X.

Si o < B < wi, entonces, por definicién, X, C U7<5 Gyy) € X \ Xg. Por lo tanto
{X,}p<w; es una familia de conjuntos ajenos por pares.

Sea a € wi. El que 1 sea estrictamente creciente implica que Ry) € Xq y como
Y(a) € B, concluimos que X, no es numerable, esto es, (4) se verifica.

Sea E C X. Si existe § < wp tal que F C | X, entonces, como X es o-ideal,

a<f
Ua<p Xa € Xy de esta forma £ € K. Por otro lado si E € X, el que {Gyq) @ @ € w1}
sea cofinal implica que existe < w; tal que £ C Gy g); ahora, un argumento rutinario

muestra que Gy g) € U, 5 Xa ¥, en consecuencia, hemos probado (5). O

Proposicion 3.7. Sean X un conjunto no numerable y dos o-ideales, X y J, de X que

cubrana X. Si K € X y J € J son tales que K UJ = X, entonces K y J son no numerables.

Demostracion. Sean X, K € Xy J € J como en las hipétesis. Supongamos que K es
numerable. Asi, como K C X C |JJ, para cada k € K existe J; € J tal que k € J. Por

hipétesis, J es o-ideal y en consecuencia, | J,cx Jr € d; luego, la contencién K C (J,cx Ji
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nos da K € J y de este modo, X = K UJ € J, un absurdo. Un argumento analogo basta

para verificar que J es no numerable. O

Lema 3.8. Sean X un conjunto de cardinalidad wi y dos colecciones, K y J, que cumplan
las hipotesis del lema 3.6 . Supongamos adicionalmente que existen K € KX y J € J tales
que KUJ =X y KNJ =10. Entonces existe f : X — X tal que f = f~! y la equivalencia

stguiente es cierta para cualquier E C X,

fIE] € X si y solo si E € .

Demostracion. De acuerdo a la proposicién anterior, K y J son no numerables por lo que
aplicando el lema 3.6 a las parejas K, Ky J, J obtenemos un par de familias { X, }aew, € K
y {Ya}acw, € J que cumplen las conclusiones del lema 3.6 para los ideales correspondientes.
En particular, Xg = K y Yy = J, ver inciso (1) del lema 3.6. Ahora, dadas nuestras hipétesis
sobre J y K, podemos emplear estas igualdades y las condiciones (2) y (3) del lema 3.6 para
deducir que K = Uy pcw, Yo ¥ J = Upcacw, Xa- Deeste modo X = KUJ = gy, YaU
Uocacw, Xa y como KN J = 0, la coleccién Z = {Z : 3a € w1\ 1 (Z € {X4,Ya})} es
disjunta por pares y cubre a X.

Por el inciso (4) del lema 3.6, cada elemento de Z tiene cardinalidad w;. Asi, para cada
a € wy \ 1 fijamos f, : X, — Yg, una funcién biyectiva. Sea F = {f, :a € wy \ 1} U{f ! :
a € wp \ 1}. Como Z es disjunta por pares, concluimos que F es un sistema compatible de
funciones biyectivas por lo que f = [JF es una funcién biyectiva; por otro lado, el que Z
cubra a X y la igualdad dom(f) = (J{dom(g) : g € F} = |JZ, nos permiten concluir que
f:X—=X.

Veamos que f cumple lo deseado. Primero observemos que

Fl=Uls e T = racw\ B Uu{(fa)  racw\ 1)) =
:U({f{;l;aewl\l}u{fa:aGwl\l}):U?:f_
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Con respecto a la segunda propiedad de f, empecemos por notar que si 8 < wq, entonces

FlU Xl = U rixa = | Ye (3.1)

a<f a<f a<p
Ahora, si E C X, el inciso (5) del lema 3.6 nos garantiza que F € X si y sélo si existe
B <wicon ECL, <5 Xa. Empleemos ahora la biyectividad de f y las igualdades dadas
en (3.1) para deducir que la pertenencia E € X equivale a la contencién f[E] C J,. 5 Ya
y asi, nuevamente por el lema 3.6(5), se deduce que E € X si, y inicamente si, f[E] € J.

O]

Teorema 3.9 (Teorema de Erdds-Sierpiriski). Suponiendo la Hipdtesis del Continuo, existe

una funcion f: R — R que cumple las siguientes propiedades.

« f=f
o f[E] pertenece a M si y solo si E pertenece a N.

Demostracion. Los conjuntos unitarios son magros y nulos por lo que M y N cubren a X,
asi debido a los lemas 3.1, 3.4 3.8 y el teorema 1.21 basta ver que cf(M) = w1 = ¢f(N).
Bajo la Hipétesis del Continuo se tiene que todos los cardinales que integran el Diagrama

de Cichon son iguales a wy, en particular cf(N) y cf(M). O
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CAPITULO 4: EXTENSIONES DE ZFC

La siguiente seccion tiene por fin establecer la notacién y los resultados que serdn

importantes para el resto del capitulo.

4.1 Algebras booleanas

Nuestro texto base para &dlgebras booleanas serd [12], aunque, en algunas ocasiones,
cambiaremos los simbolos. Por ejemplo, en lugar de usar a’ para denotar al complemento
booleano de a, emplearemos —a.

La frase (A, A,V,—,0,1) es un dlgebra booleana serad sustituida en esta tesis por la
expresion A es un dlgebra booleana y asumiremos, implicitamente, que A estd equipada con
las estructura correspondiente: para cualesquiera a,b € A, a Aby aV b serdn el infimo y el
supremo del conjunto {a, b} en A, respectivamente; mientras que 0 y 1 representardan a los
elementos minimo y méaximo de A.

Suponga que A es un algebra booleana. A la coleccién A\ {0} la denotaremos por A™
y seré comtn referirnos a los elementos de A™ como los positivos de A.

Si k es un cardinal, se dird que A es k-completa si para cualquier S € [A]<" el supremo
de S en A (en simbolos, \/ S) existe. En particular, A serd llamada completa si es |A|*-
completa (aqui, |A|* es el cardinal sucesor de |Al).

Sea (P, <p) un conjunto parcialmente ordenado. Dos elementos p,q € P son llamados
compatibles (y usaremos el simbolo p | ¢ para abreviar esto) si existe r € P de tal forma
que r <ppy r <p¢; en caso contrario, diremos que p y ¢ son incompatibles y escribiremos
p L g. Asi, una anticadena en P es un subconjunto de P tal que cualesquiera dos elementos
distintos de éste son incompatibles (note que ) es, por vacuidad, una anticadena en P). De
esta manera, una anticadena W C P es llamada anticadena maximal en P si para cualquier
r € P existe s € W con r | s. Finalmente, P cumple la condicién de la cadena contable

(abreviado, P cumple la ccc) si toda anticadena en P es, a lo sumo, infinita numerable.



Las nociones que aparecen en el parrafo previo para conjuntos parcialmente ordenados
se traducen al 4lgebra booleana A al hacer P = AT. De forma especifica: si a,b € AT y

W C AT, entonces

1. a y b son compatibles en A siy sélo si a Ab > 0;
2. a y b son incompatibles en A siy sélo si a Ab=0;

3. W es una anticadena en A si y sélo si z Ay = 0 para cualesquiera x,y € W que

satisfagan x # y.

Més atn, la celularidad de A, ¢(A), es el supremo de todas las cardinalidades de las
anticadenas de A. En particular, A cumple la ccc si, y tinicamente si, ¢(4) < w.

Sea A un algebra booleana. Dados a,b € A, definimos a —b =a A (=b)ya A b=
(a —b) V(b —a) (la diferencia simétrica de a y b). Luego, si < es el orden parcial natural

de A, entonces la desigualdad a < b equivale a que a — b = 0.

Proposicién 4.1. Si A es un dlgebra booleana c(A)™ -completa, entonces A es completa.

En especial, toda dlgebra booleana wi-completa que cumple la ccc es completa.

Demostracion. Fijemos S C A y argumentemos que .S posee supremo en A.

Defina S+ = {a € A:3b € S (a < b)} y denote por W a la coleccién de todas las
anticadenas de A que son subconjuntos de S*. Notemos que si W C AT, entonces W es
anticadena en A si y solo si todos los subconjuntos finitos de W son anticadenas en A. En
consecuencia, W es una familia de cardcter finito (ver [6, Definicién 8.6, p. 181]) y como
) € W, se sigue del Lema de Tukey-Teichmiiller (ver [6, Teorema 8.8, p. 182]) que W posee
un elemento maximal con respecto a la contencién directa, es decir, existe W € W de tal

forma que

para cualquier a € S¥\ {0} existe z € W con z Aa > 0. (4.1)

Como W es anticadena, se infiere que |W| < ¢(A)*. Ahora, dado que A es c¢(A)"-
completa, se sigue que W tiene supremo en A. Hagamos w = \/ W y veamos que w =\/ S.
En busca de una contradiccién, supongamos que w no es cota superior de S, esto es,

que existe z € S con z £ w. Luego, 0 < z —w < x asi que, por definicién, 2 —w € S\ {0}.
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La condicién (4.1) nos da z € W tal que zA(z—w) > 0. Por otro lado, la igualdad w = \/ W

implica que z < w y de esta forma,
O=z-—w=(zAz)—w=zA(x—w) >0,

el absurdo que estabamos buscando.
Unicamente nos resta comprobar que si b € A satisface w % b, entonces b no es cota
superior de S. Dado que w—>b > 0, se deduce que w > w—(w—>b) = wAb y, en consecuencia,

hay z € W con
z % wAb. (4.2)

Ahora, la hipétesis z € W C S¥ implica que z < w y que existe a € S con z < a. De
este modo, la desigualdad a < b implicaria que z < b y, por ende, que z < w A b, una

contradiccién a (4.2). En resumen, a € Sy a £ b. O

Un conjunto I C A es un ideal en A si las condiciones siguientes son satisfechas.
1.0elylél.
2. Para cualesquiera a,b € I, aANb € 1.
3. Cuando a € A y b € I satisfacen a < b, se sigue que a € I.

Si, adicionalmente, se tiene que para cualquier S € [I]S¥, \/ S existe y es un elemento
de I, entonces I recibird por nombre o-ideal en A.

Un caso particular de la discusion precedente es como sigue:
4.2 Algebras de medida y categoria

Suponga que X es un espacio topolégico y que E, F' C X. Si el conjunto
EANF=(E\F)U(F\E)

es magro en X, escribiremos E =, F. Luego, diremos que E tiene la propiedad de Baire

en X siexiste U € 7x de tal modo que E =, U. Asi, emplearemos el simbolo BP(X) para
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denotar a la familia de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad de Baire en X.
Lema 4.2. Para cualquier espacio topolégico X, se cumple lo siguiente.

1. La relacion =, es una relacion de equivalencia en p(X).

2. 7x € BP(X).

3. Si F es un subconjunto cerrado de X, entonces F' =, int F.

4. Si G € 1x, entonces G =, G.

5. 8i G € 7x, entonces G =, int G.

Demostracion. Con respecto a (1), la definicién implica directamente que =, es simétrica.
Ahora, para cualquier £ C X se tiene que E A E = () y como este conjunto es magro en
X, se deduce que =, es reflexiva. Ahora sean E,G,H C X talesque F =. Gy G =, H.
Definamos A = E A Gy B =G /A H paraobtener que A, B € M(X). Dadoque G A G =)

y 0 AN H = H, se tiene lo siguiente:
EANH=EA(GAG)AH)=(EAG)A(GAH)=AAB.

Luego, como A A BC AUBy AUB € M(X), sesigue E A H=AA B & M(X), es
decir, £ =, H.

El inciso (2) es corolario directo de la reflexividad de =..

Concentrémonos en (3): dado que F' A int F' = (F'\int F)U(int F\ F') = F'\int F, sélo
debemos verificar que F'\ int F' es magro. Como este conjunto es cerrado, todo se reduce a
mostrar que W = int(F'\ int F) es vacio. Para esto, note que la contencién W C F implica
que W = int W C int F' mientras que, por definicién de W, W C X \ int F. En resumen,
W =10.

En forma similar al inciso previo, empecemos por notar que la diferencia simétrica

G A G es igual al conjunto cerrado G \ G. Luego, las igualdades

int (G\ G) = int (G N (X \ G)) = (it ) Nint(X \ G) = (int G) N (X \ G) = 0
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nos garantizan que G \ G es magro y, por ende, G =. G.
Finalmente, si G es abierto en X, entonces, por (3) y (4), G =.intG y G =. G. Luego,

segin (2), G =, int G. O

Lema 4.3. Para cualquier espacio topoldgico X, BP(X) es una o-dlgebra en X.

Demostracién. Por el lema 4.2 tenemos que {0, X} C 7x C BP(X).

Veamos que PB(X) es cerrada bajo complementos. Sea E € PB(X). Por definicién,
existe U € 7x de tal suerte que E =. U y como E AU = (X \ E) A (X \ U), entonces
X\ E =, X\ U. Ahora note que X \ U es cerrado en X, asi que por el inciso (3) del
lema 4.2 obtenemos que V = int(X \ U) es un abierto en X con X \ U =. V, y dado que
=, es transitiva, X \ £ =, V. En conclusién, X \ £ € BP(X).

Comprobemos que BP(X) es cerrada bajo uniones numerables. Sea {E, : n € w} C
BP(X) y hagamos E = |J,,,, En. Luego, para cada n € w existe U, € 7x de tal forma que

E, = U,, esto es, U, A E, € M(X).

Del pérrafo previo se sigue que el conjunto M = U, A E,) es magro en X.

’I”LGLU(

Como U = U, es abierto, sélo debemos convencernos de que £ A U C M. Para esto,

new

note que si m € w, entonces Uy, C U y de aqui, E,,, \ U C E,, \ Uy,. En consecuencia,
E\U = |J(E.\U) € B\ Un) € M.
new new
Similarmente, U \ E' C M y esto concluye la prueba. O
Dado un espacio topolégico X, la o-algebra en X generada por 7x sera llamada algebra
de Borel y seré denotada por B(X). Més atin, los elementos de B(X) recibirdn por nombre
conjuntos borelianos en X.

Observe que, de acuerdo a lemas 4.3 y 4.2, BP(X) es una o-algebra en X que contiene

a Tx. En consecuencia, tenemos el resultado siguiente.
Teorema 4.4. Para cualquier espacio topoldgico X, B(X) C BP(X).

Notemos que si A es una o-dlgebra en algiin conjunto X, entonces, de hecho, A es una

subdlgebra del algebra booleana o(X) (con las operaciones habituales: el supremo de dos
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conjuntos es su unién, el infimo corresponde a la interseccién y el complemento booleano es
el complemento con respecto a X ). De hecho, el que A sea cerrada bajo uniones numerables

nos dice que A es wi-completa. De manera particular, tenemos lo siguiente.

Ejemplo 4.5. B(“2) es un dlgebra de Boole wy-completa (el supremo de 8§ € [B(“2)]S¥ es
Us).

Lema 4.6. Sea X un conjunto no vacio y sea B una subdlgebra de p(X). Si B es cerrada

bajo uniones numerables e J es un o-ideal en X, entonces BNJ es un o-ideal en el dlgebra

B.

Demostracion. Hagamos J = BN J. Como {(D,X} C B e J es ideal, trivialmente X ¢ J y
() € J. Por otro lado, si E € J, se sigue que E € J y, por ende, para cualquier F' € B con
F C E tenemos que F € J, esto es, F' € J. Asi, J es un ideal en B.

Ahora sea 8 € [J]S. Dado que J es un o-ideal y B es cerrada bajo uniones numerables,

deducimos que |8 € §. O

Enfoquémonos en hacer del conjunto “2 un espacio de medida. Para esto, notemos que
la funcién p : p(2) — [0,1] dada por p() = 0, p({0}) = p({1}) = 1 y p(2) = 1 hace que
(2, p(2), p) sea un espacio de medida. De hecho, p resulta ser una probabilidad (uno puede
pensar a los elementos del ordinal 2 como los posibles resultados de echar un volado con
una moneda justa y a p como la probabilidad correspondiente).

Denotemos por .# a la coleccién {[t] : t € <“2} (la base para la topologia del producto
“2) y hagamos que &7 sea la o-algebra generada por J#. También, definamos la funcién
o @ — [0,1] mediante Ao ([t]) = 27/, para cualquier t € <“2 (note que [t] puede
ser interpretado como el evento que consiste en lanzar |t| volados independientes con una
moneda justa y, por ende, Ao ([t]) es la probabilidad de este evento).

Con todo lo anterior, y el empleo del Teorema de Carathéodory-Hahn (ver [5, p. 356)),
se produce una probabilidad A : & — [0,1] de tal modo que, para cualquier ¢ € <“2,

A ([t]) = 271, En particular, se tiene lo siguiente.
1. B(¥2) C &,
2. A({x}) =0, siempre que = € “2,y
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3. A(%2) =1.

Asi, la coleccién N(¥2) = {E C “2 : A\(E) = 0} es un o-ideal en “2 que contiene a

todos los unipuntuales.

Corolario 4.7. Tanto M* = M(¥2) N B(¥2) como N* = N(¥2) N B(¥2) son o-ideales en el

dalgebra booleana B(“2).

Tomemos I, un ideal en el algebra booleana A, y definamos la relacién binaria =; en
A mediante la férmula

Va,be A(a=51b < alAbel)

para obtener que =j es de equivalencia.

Denotemos por A/I a la coleccién de todas las clases de equivalencia de esta relacién y
por 7 : A — A/I a la proyeccién natural, es decir, a la funcién que a cada a € A le asocia
su clase de equivalencia:

mr(a) ={x € A:z =1 a}.

Entonces, equiparemos a A/I con la estructura de dlgebra booleana que hace que 7y sea un

homomorfismo, esto es, para cualesquiera a,b € A se satisface que
1. mr(a) Amr(b) = mr(a AD),
2. wr(a) V(b)) =7r(aVbd)y
3. —mr(a) = mr(—a).

En consecuencia, el orden parcial natural de A/I estd dado por la férmula

wr(a) < mr(b) siy sélosia—bel.

Naturalmente, 77(0) y 77(1) son, respectivamente, el minimo y el méximo elemento de A/I.

Al dlgebra booleana A/I se le conoce como el cociente de A médulo 1.

Definicion 4.8. Con la notacién establecida en el corolario 4.7, las dlgebras boolenas

M= B“2)/N* vy C=mB(“2)/M*
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son llamadas, respectivamente, el dlgebra de medida y el dlgebra de categoria.

Establezcamos notacién que serd empleada en el resto de la tesis: dados E, F' € B(¥2)),
el simbolo E' =, F' se usard para abreviar la relacién E =y~ F'; mientras que £ =,, F' sera
empleado cada vez que E =y« F. También, [E]. = my=(E) y [E]m = 7« (F). Natural-
mente, los subindices ¢ y m hacen referencia a categoria y medida, correspondientemente.

Nos enfocaremos ahora en probar que tanto el dlgebra de medida como la de categoria

son completas.

Lema 4.9. M cumple la ccc.

Demostracion. Mostraremos esto por contradiccién: supongamos que W es una anticadena
en M de cardinalidad w; y fijemos {a¢ : £ € w1}, una enumeracién de W, de tal modo que
ag Nay = [0, siempre que §{ < 1 < wi. Més atn, para cada £ < w fijemos un representante
Te € ag.

Note que la condicion W C Mt = M \ {[0],,} implica que, para cualquier £ < wy,
xe ¢ N*, esto es, A(z¢) > 0.

Dado ¢ € w, hagamos S; = {§ <wi A(zg) = Z_i} y notemos que el parrafo previo

nos da la igualdad |J, ., Sn = w1. Ahora, la regularidad de w; implica que hay ¢ € w con

new
|S¢| = wi. En particular, existe una funcién inyectiva f : w — Sy.
Observe que si k < n < w, entonces f(k) y f(n) son elementos distintos de wy y, por

ende,

Olm = aym) A agm) = [@50)m A2 pm)lm = [2r0) V2 p0)m,

esto es, ¢ N, € N* (equivalentemente, A\(z ) N T f(n)) = 0).

Definamos, para cada n € w,

vn =25 \ U 2ro = 25 \ | (@) Nos) -

k<n k<n

Entonces, para cualesquiera k < j < w se tiene que yxy Ny; = 0y 27¢ < Mz py) = Myw)
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(ver pérrafo previo). Para finalizar nuestro argumento, hagamos p = 27! y notemos que

MUwe | =D Au) =) 27t =p- 2t =2

k<p k<p k<p
una contradiccién al hecho de que A es una probabilidad. O

Observe que, de acuerdo a la proposicién 4.1, si conseguimos probar que M es wi-
completa, entonces tendriamos que M es completa. Con esto en mente, presentamos el

resultado siguiente.

Proposicién 4.10. Sea A un dlgebra booleana wi-completa. Si I es un o-ideal en A,

entonces el cociente A/ es wi-completo.

Demostracion. Empecemos por fijar . C A/I con |.¥| = w. Entonces, existe S € [A]¥
de tal modo que {m;(z) : z € S} = .. Definamos z = \/S (el supremo calculado en
A). Claramente, z es cota superior de S y, por ende, a = m(z) es cota superior de ..
Unicamente nos resta probar que a es la minima cota superior de . en A/I.

Suponga que b € A/I satisface que 77(x) < b, para cada z € S. Tomemos w € by
observemos que nuestras hipétesis implican que {z —w : © € S} es un subconjunto de I.
Luego, z—w = (\VS)—w=\{r—w:2 €S8} €1y, en conclusién, a = n;(z) < mr(w) = b.

O
Como corolario de la proposicién de arriba, del ejemplo 4.5 y de la proposicién 4.7 se
obtiene el siguiente resultado.
Teorema 4.11. M es un dlgebra de Boole completa.

Recuerde que si X es un espacio topolégico y U C X, entonces U es un abierto regular
en X si U = intU. De acuerdo a [12, Ejercicio 2.4.5, p. 40] y [12, Proposicién 3.1.10, p. 65],

la coleccién de todos los abiertos regulares de X, RO(X), equipada con las operaciones
UANV =UnNYV, UVV =intUUV y -U=X\U,

para cualesquiera U, V € RO(X), es un algebra booleana cuyo orden natural es la contencién

directa (y, en particular, sus elementos maximo y minimo son X y (), respectivamente). Mds
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aun, en [12, Ejemplo 2.4.9, p. 41] se verifica que si . C RO(X), entonces

\/y:int<U5ﬂ> y /\y:int(ﬂy>,

esto es, RO(X) es completa.
Ahora, en el caso en que X es de Baire, se sigue que M(X) es un o-ideal en p(X) vy,

por el lema 4.6, B(X) N M(X) es un o-ideal en B(X).

Lema 4.12. Si X es un espacio de Baire, entonces el cociente B(X)/ (B(X) NM(X)) es
isomorfo a RO(X). En particular, el dlgebra B(X)/ (B(X)NM(X)) es completa.

Demostracion. Con la intencién de simplificar la escritura de la prueba, convengamos
en denotar a B(X) por B, a B(X) N M(X) por M y a B(X)/(B(X)NM(X)) por Bf.
También, para cualquier E € B, emplearemos el simbolo [E]; para representar a la clase de
equivalencia myi(E) = {F € B:FAEcM}={FecB:F=.E}.

Las contenciones RO(X) C 7x C B nos garantizan que h : RO(X) — BT dada por
h(U) = [U]; esta bien definida (note que RO(X) no es una subdlgebra de B porque, en
general, si {U,V} C RO(X), entonces el supremo de {U,V} calculado en RO(X) no es
vuuv).

Es inmediato que h(0) y h(X) son, respectivamente, el minimo y el méximo elemento

de Bf. Ademds, para cualesquiera U,V € RO(X),
R(UANV)=hUNV)=[UnNV];=[Ult ANV]; = h(U) AR(V).

Mostremos que si U,V € RO(X), entonces h(U V V) = h(U) V h(V) para deducir
que h es un homomorfismo de algebras booleanas. De acuerdo al inciso (4) del lema 4.2,
intUUV =, UUYV vy, de este modo, int U UV es un abierto regular en X que satisface
[intm]Jr = [U U V];; luego,

AMUVV)=h(intUUV) = [intU U V]T =[UUV]; =[Us V[V]y =h(U) V().
Con respecto a la inyectividad de h: si U € RO(X) satisface h(U) = [0];, entonces
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(U} = [0]; y asi, U es magro en X, pero como X es de Baire (ver proposicién 1.9), U = 0.

Unicamente nos resta mostrar que h es suprayectiva. Con esto en mente, sea a € BT,
arbitrario, y fije £ € a. De aqui, F € B y de acuerdo al teorema 4.4 existe U € 7x de
tal suerte que U =, E. Ahora note que V = int U es un abierto regular en X e invoque
los incisos (4), (5) y (1) del lema 4.2 para deducir que E =, V. En resumen, V € RO(X)
satisface h(V) = a. O

El resultado siguiente es corolario inmediato de nuestro lema.
Teorema 4.13. C es un dlgebra de Boole completa.

Para concluir esta seccién analizaremos algunas propiedades de las algebras de medida

y categoria cuando uno las considera como conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion 4.14. Suponga que k es un cardinal, que A es un algebra booleana y que

S C AT. Diremos que
1. S es un subconjunto ligado de A si para cada F € [S]?, AF > 0;

2. Aes k-ligada si AT puede escribirse como la unién de, a lo més, x subconjuntos ligados

de A;
3. S es un conjunto centrado de A si para cualquier F' € [S|<“ se tiene que A\ F > 0;

4. A es k-centradasi es posible expresar a A™ como la unién de, a lo sumo, x subconjuntos

centrados de A.
Omitimos la prueba del lema siguiente porque ésta emplea argumentos rutinarios.
Lema 4.15. Si k es un cardinal arbitrario y A es un dlgebra booleana, entonces
1. todo subconjunto centrado de A es un subconjunto ligado de A,
2. A es k-ligada siempre que A sea rk-centrada y

3. si A es w-ligada, A cumple la ccc.
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Estamos interesados en probar que el dlgebra C es w-centrada. Para este fin requerire-
mos algunos preliminares.

Dado t € <2, recordemos que [t] = {x € “2 : ¢ C z} es un abierto no vacio del
producto “2, y como este tltimo es de Baire, se sigue que la clase de equivalencia [[t]], es

un elemento de CT.

Proposicién 4.16. La funcidn e : <“2 — C* dada por e(t) = [[t]]., para cada t € <¥2,

satisface lo siguiente.
1. Para cualesquiera s,t € <¥2, t D s si y sdlo si e(t) < e(s).
2. Sia € C", entonces hay t € <¥2 con e(t) < a.

En especial, C es la completacion booleana del conjunto parcialmente ordenado (<¢2,2)
(ver [12]).

Demostracion. Argumentos rutinarios muestran que si s,t € <2y x € [t] \ [s], entonces

z € [z | min{]s], [¢[}] € [¢]\ [s],

esto es, [t]\ [s] es un abierto del producto “2. En particular, la condicién [¢]\ [s] # @) implica
(ver proposicién 1.9) que [t] \ [s] ¢ M* y, naturalmente, e(t) = [[t]], £ [[s]]. = e(s).

Tomemos s,t € <“2. Es claro que si t D s, entonces [t] C [s] y, por ende, e(t) < e(s).
Para el reciproco: la hipdtesis ¢ 2 s implica, segin el lema 1.40, que [t] \ [s] # 0, as{ que
por el parrafo previo, e(t) £ e(s). Esto completa la prueba del inciso (1).

Con respecto a (2), sean a € CT y F € a. En vista del teorema 4.4, E € BP(“2),
es decir, existe U, un abierto en “2, de tal suerte que F =, U. Entonces, a = [U]. y, en
consecuencia, U # (). Fijemos t € <“2 con [t] C U. Dado que [t{]\E CU\E C E AU € M*,

deducimos que e(t) = [[t]]. < [F]. = a. O

C

Por definicién, (<2, D) es la nocién de forcing de Cohen (ver [4, Definicién 2.10, p. 26]

para mas detalles).

Proposicion 4.17. C es w-centrada.
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Demostracion. Sea e la funcién definida en la demostracién previa. Dado t € <“2, hagamos

Cy={aecCT:e(t) <al.

Claramente, si F' € [C]<“, entonces [0]. < e(t) < A\ F y asi, C; es un subconjunto ligado de
C. Por otro lado, la igualdad C* = [J{Cs : s € <“2} es corolario de la condicién (2) de la

proposiciéon 4.16. 0

La dltima parte de la seccién estd dedicada a mostrar que M es w-ligada.
Suponga que 2 C “2 es un conjunto medible con respecto a la probabilidad A y que

z € “2. Para cada n € w definimos el niimero real

AMEN[z [ n))

B2 = =N T

=2"-A(EN[z[n]).

Asi, si la sucesién (d,(E, ) : n € w) converge al nimero real §, diremos que la densidad de
E en z es §. Finalmente, denotemos por ¢(E) a la coleccién de todos los y € “2 para los
que la densidad de E en y es igual a 1.

Fl resultado siguiente es andlogo a uno bien conocido para la medida de Lebesgue, el

Teorema de Densidad de Lebesgue (ver [11, Theorem 3.20, p. 17]).
Teorema 4.18. Si E es un conjunto boreliano en “2, entonces E =, (E).

La demostracion de este teorema excede los alcances que nos hemos propuesto para
el presente trabajo, asi que sélo mencionaremos que el resultado de arriba es corolario
inmediato de [14, Theorem 2.5, p. 61].

Mostremos que si a € My E,F € a, entonces \(E) = A(F). Dado que E' y F
pertenecen a la misma clase de equivalencia, se sigue que tanto A(E \ F') como A(F'\ E) son

iguales a cero; luego,

ME)=A(ENF)U(E\F))=AENF)+XE\F)=\ENF)

y, similarmente, A\(F') = A(E N F).
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De este modo, para cualquier a € M definimos A(a) = A(E), donde E es un elemento

arbitrario de a.
Lema 4.19. Los enunciados siguientes son ciertos para cualesquiera a,b € M.

1. Si{an :n € w} CM satisface que ap N ag = [D]m, siempre que k < £ < w, entonces

A (\/ an> = Téx(an).

new
En particular, cuando a Nb = [0],,, se sigue que XNa V b) = A(a) + \(b).
2. La condicion a < b implica que A(a) < (D).

Demostracion. Para verificar (1), empecemos por fijar, para cada n € w, E, € a,. Note
que nuestras hipétesis implican que si k < ¢ < w, entonces A(Ex N Ey) = 0. De este modo,
si hacemos Fy, = E, \ U, i = En \ U, (En N E;), se sigue que I, € a,. Més an,

{F, : n € w} es ajena por pares y asi,
A (U Fn> =3 AME) =) Man);
new n=0 n=0

luego, la pertenencia | J, .., Fr € V,,c,, @n da por terminada la prueba del enunciado prin-
cipal. Con respecto al caso particular, defina dy = a, dy = by d, = [0],, para cualquier
n € w\ 2y aplique (1) a {d, :n € w} C M.

Veamos el segundo inciso: la desigualdad a < b nos lleva a que b = a V (b — a) y por

(1), A(b) = Ma V (b — @) = Ma) + \(b—a) = \a). O

Proposicion 4.20. M es w-ligado.

Demostracion. En vista de que {[t] : t € <2} es una base numerable para la topologia de
“2, deducimos que este espacio es separable. Fijemos X, un subconjunto denso e infinito

numerable de “2. Ahora, para cualesquiera x € X y n € w hagamos
Lt = {a eM:A(aA(z[n]],,)> 2—<”+1>}.

Note que L* C M.
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Probaremos que cada L es un subconjunto ligado de M por contradiccién: supongamos
que a,b € LT satisfacen a A b = [0],, y hagamos ¢ = [[x [ n]],.. Entonces A\(a A c) > 2~("+1)
y A(bAc) > 2+ Por otro lado, ¢ > (aVb) Ac = (aAc)V (bAc) y, en consecuencia (ver
lema previo), 27" = A(c) = AMaAc) + A(bAc) > 2 (D) L 2=+ — 977 que es el absurdo
que estabamos buscando.

Dado que {L} : (z,n) € X Xw} es una familia numerable, sélo nos resta probar que su
unién es M. Sean a € M* y E € a arbitrarios. Note que la igualdad (E) = (), en vista
del teorema 4.18, implicarfa que a = [E},;, = [0],,. De este modo, existe z € ¢(E), es decir,

z € ¥2 y satisface que lim (2" - A(E N[z [ n])) = 1. Por otro lado, para cada n € w,
n—oo
0<2"- NEN[zIn])<2"-27" =1

En especial, hay k € w con 3 < 28 - A(EN [z | k]). Dado que [z | k] es un abierto no vacfo

de “2, obtenemos que existe x € X N[z | k|. Naturalmente, [z [ k] = [z | k] y, por ende,
27D < NENZ 1K) =MEN[z [ k) =A(aA[z k],
En otras palabras, a € L{. O

4.3 Extensiones genéricas

Para esta tultima seccién de la tesis supondremos que el lector esta familiarizado con
los resultados establecidos en [7, Chapter VII]. De manera especifica hablaremos de algunas
propiedades que se verifican en las extensiones genéricas dadas por las dlgebras de medida
y categoria. Para este fin, recuerde que (tal y como se explica en [7, pp. 223-226]) forzar
con un algebra booleana A es, realmente, forzar con el conjunto parcialmente ordenado que
se obtiene al imponerle a A" el orden natural del dlgebra.

En lo que sigue, V' siempre representara a algin modelo transitivo y numerable de la
Teoria de Conjuntos. Ademads, si M es un modelo, n € w\1, ¢(vy,...,v,) es una férmula con
todas sus variables libres exhibidas y {z1,...,z,} C M, entonces emplearemos cualquiera
de las frases siguientes como sinénimos del enunciado la relativizacion (¢(z1, ..., zn))" es

cierta.
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1. M satisface ¢(x1,...,2p).

2. M E “P(x1,...,2p)".
3. En M, ¢(x1,...,24).

La inclusion del material siguiente en el trabajo tiene por objetivo ejemplificar algunas
de las técnicas mas socorridas cuando se usan las algebras de medida y categoria como
nociones de forcing.

Antes de enunciar y probar nuestro resultado siguiente hagamos algunas observaciones.
Si P € V es una nocién de forcing, tiene sentido preguntarse si P anade un real dominante,
esto es, si para cada G, filtro P-genérico sobre V', existe f € V[G] N (“w) de tal modo que

g <* f, siempre que g € V N (Yw).
Proposicion 4.21. FEl dlgebra de categoria no anade reales dominantes.

Demostracion. Trabajando en V', la proposicion 4.16 nos garantiza que e es un encaje
denso (ver [4, Definicién 2.10, p. 26]) del conjunto parcialmente ordenado (<“2,D) en C.
Luego, de acuerdo a [4, Teorema 2.15, p. 32|, toda extensién genérica dada por C se puede
obtener como una extensién genérica producida por (<*2, D), la nocién de forcing de Cohen.

Por lo anterior, sélo debemos probar que <“2 no afiade reales dominantes. Con esto
en mente, supongamos que f es un <“2-nombre y que p € <2 satisface p |- f : w — w.

En lo que sigue, dado r € <“2, denotaremos por 7+ a la coleccién {t € <*2:¢ D r}.

Sea {p; : i € w}, una enumeracién sin repeticiones de p* y sea n € w. La condicién
pn 2 pmosda p,|-f:w— wy, en especial, p, |3z (x € w A f(R) = x). Asi, hay
Gn € <¥2y ky, € w de tal suerte que g, 2 pp ¥ ¢n |- F(R) = kn.

Empleemos lo hecho en el parrafo previo para definir, en V', la funciéon g : w — w
mediante g(n) = ky+1, para cadan € w. Unicamente nos resta argumentar que p |- ¢ ﬁ* f
Haremos esto por contradiccién: suponga que, para algin s € <¥“2, se tiene que s O p y
slg<*f, estoes, s|-3z|zecw A VyEw\x<g(y) < f(y))} Sean t € <¥2y { € w de
tal modo que t D s y t|-g(n) < f(n), siempre que n € w\ £. Como t* es un subconjunto
infinito de p*, existe m € w \ ¢ de tal manera que p, 2O t. Por la forma en que g, y

ky, fueron elegidos se sigue que ¢m 2ty gm |- f(m) = km, lo cual, junto con la igualdad
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g(m) = km + 1, nos da g, |- g(m) > f(m). Por otro lado, las hipdtesis ¢, Dty m € w\ £

implican que g, |- g(m) < f(m). El absurdo que estabamos buscando. O

A continuacién veremos que el dlgebra de medida tampoco anade reales dominantes
(de hecho, un resultado mas fuerte). Para esto, suponga que A € V satisface V = “A es un
dlgebra booleana completa”. Ahora, si p € A", ¢(v1,...,v,) es una férmula con todas sus
variables libres exhibidas y {@1,...,%,} C V es una coleccién de A-nombres, entonces el
valor de verdad de ¢(i1,...,%,) en A por debajo de p se define como (< es el orden natural

en A),
[6(d1,.. . in)], = \{o€ AT ia<p A all(d,... dn)}

Una modificacién rutinaria de la prueba de [7, Lemma 7.15, p. 224] nos da el resultado
siguiente: para cualquier a € A™ que satisfaga a < p se tiene que las condiciones siguientes

son equivalentes
L. a H_ (Z)(j;l? R xn)
2. a<[p(E1,...,20)]

Lema 4.22. Sean A, un dlgebra booleana, yp € A*. Si E C AT estd acotado superiormente
por p y es denso por debajo de p, entonces existe W, una anticadena en A, tal que W C E

y p es el supremo de W en A.

Demostracion. Denotemos por .% a la coleccién de todas las anticadenas en A que estan
contenidas en E. Por el Lema de Tukey-Teichmiiller, .# posee un elemento maximal con
respecto a la contencion directa, digamos W.

Claramente, p es una cota superior de W. Por otro lado, si b € A satisface p £ b, se
deduce que 0 < p — b < a y, en consecuencia, hay e € E con e < p — b < —b. Luego,

0 <e=e—b,es decir, e £ b. Con esto se prueba que a =\/ W. O

Notemos que la relacion de Galois-Tukey D dada en la definiciéon 1.23 puede ser rela-
tivizada a V. Con esto en mente, suponga que S € V satisface V' = “S es un subconjunto
completo de D” y que P € V es una nocién de forcing. En este contexto, tiene sentido

preguntarse si P preserva que S es un subconjunto completo de D, esto es, nos preguntamos
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si para cualquier G, filtro P-genérico sobre V', se tiene que V[G] = “S es un subconjunto
completo de D” (observe que aqui estamos hablando de DVIE 1a relativizacién de D a la

extension genérica).

Proposicion 4.23. M preserva subconjuntos completos de D.

Demostracion. Verifiquemos, en primer lugar, el enunciado de abajo.
Afirmacién. M preserva que V N (“w) es un subconjunto completo de D.
Para esto, tomemos f, un M-nombre, y a € M* de tal modo que a H—f W w.

Fijemos p € M™ con p < a y concentrémonos en probar que
existen p' € MT y g € VN (“w) tales que p' <py p' |- f <" g, (4.3)

pues la afirmacién de arriba es un corolario de este enunciado.
Dado (n,k) € w x w, hagamos a} = [ f(7) < l%]]p.

Con la notacién dada en el parrafo que precede al lema 4.19, comprobaremos que

Hy, = {k € w: Aa}) > max{0,A\(p) —27"}} #0 (4.4)
Tomemos n € w. Nuestra eleccion de p nos garantiza que

E:{xEM+:x<p A 33€w<x|kf(ﬁ):§>}

es denso por debajo de p, asi que el lema 4.22 produce una anticadena W en M que satisface
W C Ey\/W =p. De acuerdo a la proposicién 4.20 y al lema 4.15, |W| < w; por ende,
para algun ordinal 1 < a < w hay {w; : i < «a}, una enumeracién sin repeticiones de

W. Empleemos el lema 4.19 para deducir que A(p) = > ._, AM(w;) y fijemos ¢ < « con

<o
Zf:o AMw;) > A(p) — 27", De esta forma, ¢ = \/f:0 w; satisface las desigualdades ¢ < py
Mg) > max{0,A(p) — 27"}

Dado i < 4, la hipdtesis w; € W C E nos provee de un nimero natural s; para el que

w; |- f(R) = 3. Mostraremos que k = max{s; : 7 < £} es un elemento de H,, para concluir

la prueba del enunciado (4.4).
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Note que si tuviésemos ¢ | f(7) < k, entonces nuestra definicién de ap producirfa:
q < ap y asi, AMa}) > Ag) > max{0,\(p) —27"}. Luego, sélo tenemos que verificar que
{reMt:2<q A 2| f(7) <k} es denso por debajo de q.

Sea r € M™ con r < ¢. La densidad de E por debajo de p nos da la existencia de s € w
y b € Mt de tal suerte que b < r y b| f(i) = 5. Ademés, la condicién 0 < b < ¢ nos
garantiza que, para algin i < /£, se tiene que d = bAw; € M*. En vista de las desigualdades
d <byd< w;, deducimos que d |- f(7) = 5§y d|- f(7) = &, esto es, s = s; < k. En
resumen, d < ry d | f(n) < k.

Empleemos (4.4) para definir g : w — w mediante g(n) = min H,,, para cada n € w.

Observe que si n € w y hacemos a, = a;‘(n), entonces
an |- f(R) <g(r) vy Alan) > max{0,A(p) 27"},
Sea n € w, arbitrario. Como a, < p, se sigue que p = (p — a,) V a, y por el lema 4.19,
27" > Ap) = Aan) = [Mp = an) + Aan)] = Alan) = Mp — an).

Para cada k € w hagamos b, = /\;’ik a; y notemos que by < biy1. Consecuentemente,

si b=\, bn, la continuidad de X implica que
A(b) = sup{A(b,) : n € w}. (4.5)

Ademads, para cualquier n € w,

0<A(b):A</\ (\/(p—ai)>> g)\(\/(p—ai)> gZA(p_ai) <Y 2=t

kew \i=k i=n i=n i=n

En otras palabras, A\(p—b) = 0 y esto, aunado a la desigualdad b < p, nos da A(b) = A(p) > 0.
Asi, de acuerdo a (4.5), existe £ € w con A(by) > 0, o sea, by € M. Sin € w\ ¢, entonces
b¢ < a, y, naturalmente, by |- f(ﬁ) < g(n). En conclusién, g y p’ = by son como se requiere

en (4.3).

Estamos, finalmente, en condiciones de probar nuestra proposiciéon: suponga que G
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es un filtro M-genérico sobre V y que, en V, S es un subconjunto dominante de . Si
f e V[G] N (“w), la Afirmacién nos dice que hay g € V N (Yw) con f <* g. Luego, en V,

existe h € S tal que g <* h y, de este modo, V[G] = “h e Sy f <" h”. O

Para concluir el trabajo mostraremos que forzar con el algebra de categoria hace que
los reales del modelo base tengan medida de Lebesgue cero. Nuestra estrategia para esto
serd emplear una nocion de forcing con la propiedad de que las extensiones genéricas que
ésta produce son exactamente las mismas que las dadas por C.

En V', denotemos por % a la coleccién de todos los intervalos abiertos en R que son
acotados, no vacios y poseen extremos racionales. Ahora, para cada n € w, definamos el
conjunto P,, mediante la férmula: p € P, si y sélo si existe ¥ € [#]~“ de tal modo que

(recuerde que p es la medida de Lebesgue)

=7 v wp <2 (4.6)

En lo que sigue, siempre pensaremos al conjunto P, equipado con el orden parcial dado por
la contencién inversa.

Note que P,, es un conjunto numerable y que su mdximo elemento es (). Adem4s, si
q,r € P, son compatibles, entonces existe s € P, con s D qy s O r, estoes, qUr C sy,
en consecuencia, u(qUr) < p(s) < 27", De esta forma, para cualesquiera ¢, € P, se tiene

que la condicién pu(qUr) > 27" implica que ¢ y r son incompatibles (en simbolos, ¢ L 7).

Lema 4.24. La nocion de forcing P,, no es atomica, es decir, para cada p € P, existen

q,r € Py, tales que g 2 p, rOpyq L.

Demostracién. Sea p € P,, arbitraria. Si p = ), entonces los intervalos ¢ = (—2*("+1), 0)
y r = (0,2~ (1)) satisfacen las condiciones dadas en el enunciado (observe que u(qUr) =
w(q) + p(r) = 27™). Consideremos entonces el caso p # () y hagamos a = inf p y d = sup p.

Fijemos 7 € [#]<“ de tal manera que la condicién (4.6) sea satisfecha. Entonces, hay

b, c € Q para los que los intervalos (a,b) y (¢, d) son elementos de #'. En vista de que

§=3%(27"— u(p)
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es un numero racional positivo, se sigue que # = {(a —0,b)} U (¥ \ {(a,b)}) es un subcon-

junto finito de % y, ademds, ¢ = |J ¥ satisface ¢ = (a — 6, a] U p; en particular,
p(g) =06 +pu(p) =5 (2" +pp) <z (2"+27")=27"

Similarmente, r = pU [d,d + J) es un elemento de P,, con r O p. Més todavia,
wqUr) = i ((a = 5,a] UpU [d,d+ 8)) = 26+ (p) = 2"

y, en consecuencia, q L r. ]

Ahora analizaremos qué sucede con la medida exterior de los reales del modelo base al

forzar con P,,.

Lema 4.25. Si H es un filtro Py,-genérico sobre V, entonces, en V[H], la medida exterior

de RNV es menor o igual que 27 ™.

Demostracion. Trabajemos en V: para cadat € R sea Dy = {qg € P, : t € ¢}. En aras de
mostrar que D; es denso en P,,, tomemos p € P, \ D;. Igual que antes, fijemos ¥ € [%]~*
de tal manera que la condicién (4.6) se satisfaga. Hagamos § = 1 (27" — u(p)) v hallemos
a,beQcont—d<a<t<b<t+d. Entonces # = {(a,b)} U¥ es un subconjunto finito

de % yq=# cumplecon ¢ Dp,t€qy

1w(q) < (b—a) + pulp) <26+ pu(p) =5 (27" + p(p)) <27

Asi, g es un elemento de D; que extiende a p.

Observe que si a,b € QQ son tales que a < b, entonces el intervalo abierto en R con
extremos a y b es una nocién que puede relativizarse tanto a V' como a V[H]. Por ejemplo,
la relativizacién a V, (a,b)V, es un elemento de %, mientras que (a, b)V[H] no lo es. De este

modo, si ¥ € [%]|<“ y p € P, satisfacen p = J ¥, entonces

p = J{o" v e vy,
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En lo que sigue, p seréd la medida de Lebesgue relativizada a V', mientras que @ denotara
a dicha medida relativizada a V[H]. En especial, para cualquier p € P,, se tiene la igualdad

7 (1) = u(p).

En V[H], sea {p; : i € w} una enumeracién de H y, para cada k < w, hagamos

B, = U{piv[m 11 < k:}

Con la idea en mente de probar que RNV C | J,. E;, seat € RNV. Como V = “D; es

i€w
denso en IP,,”, se sigue que hay ¢ € w con py € Dy, esto es, t € p; C p,V [ C E,.

Sea k € w, arbitrario. Dado que {E; : i € w} es una sucesién creciente cuya unién
contiene a R NV, sélo nos resta probar que fi (E)) < 27". Para esto, note que {p; : i < k}
es un subconjunto finito del filtro H y, por ende, hay ¢ € w con p; 2O Uigk p;. Luego,

By, € pV )y, en consecuencia, 7i (Ey) < Ji (peV1"1) = u(p) < 27, O

Ya tenemos todo lo necesario para probar el tltimo resultado de la tesis.

Proposicién 4.26. Sea G un filtro C-genérico sobre V. Entonces, en V[G], RNV tiene

medida de Lebesgue cero.

Demostracion. Tomemos n € w. Verificaremos que, en V[G], la medida exterior de RNV
es, a lo mas, 27",

Trabajemos en V: por un lado, ya vimos que P, es una nocién de forcing numerable
y sin dtomos y, por otro lado, argumentos rutinarios muestran que (<“2, D) también tiene
estas caracteristicas. En consecuencia (ver [4, Teorema 2.28, p. 47] y [4, Teorema 2.15,
p. 32]), estos érdenes parciales producen las mismas extensiones genéricas.

Segun vimos en el primer parrafo de la prueba de la proposicion 4.21, lo anterior implica
que P, y C nos dan las mismas extensiones genéricas, esto es, existe H, un filtro P,,-genérico
sobre V', para el que V[G] = V[H]. Dada la arbitrariedad de n, el resto del argumento es

invocar el lema previo. ]

Finalizamos la tesis comentando que hay un resultado dual a la proposicién previa: si

G es un filtro M-genérico sobre V', entonces, en V[G], RNV es magro. La prueba de este
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enunciado puede consultarse en [8, Theorem 3.20, p. 907]. De hecho, en [8] uno puede hallar

una lista extensa de propiedades de las extensiones genéricas dadas por las algebras C y M.
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