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Introducción

La Teoŕıa de Núcleos es una rama muy importante de la Teoŕıa de Digráficas
y tiene aplicaciones en diversas áreas, entre las cuales están: Teoŕıa de Juegos,
Loǵıstica, Investigación de Operaciones, Optimización, etcétera.

El concepto de núcleo surgió por primera vez en Theory of Games and Econo-
mic Behavior [13] cuando John von Neumann y Oskar Morgenstern estaban tra-
bajando en Teoŕıa de Juegos y lo llamaron solución, posteriormente, al introducir
este concepto a la Teoŕıa de Digráficas se puede ver que es algo completamente
análogo, es decir, una relación tiene solución si y sólo si la digráfica asociada a esa
relación tiene núcleo.

En On the computational complexity of finding a kernel [2] Chvátal demostró
que determinar la existencia de un núcleo en una digráfica dada es un problema NP
completo, por lo cual se han buscado hipótesis para garantizar la existencia de un
núcleo en algunas familias de digráficas muy particulares, como son las digráficas
cuasitransitivas [8], k-cuasitransitivas [7], entre otras.

Algunas generalizaciones de la noción de núcleo son: el concepto de núcleo por
trayectorias monocromáticas [6] y de H-núcleo [3], este último generaliza la idea
de núcleo por trayectorias monocromáticas. Un resultado conocido en esta área
es que toda digráfica transitiva tiene núcleo. Una generalización de transitividad
son las digráficas cuasitransitivas, las cuales fueron introducidas en Caractériza-
tion des graphes non orientés dont on peut orienter les arrêites de manière à
obtenir le graphe d’une relation d’ordre [12], las cuales se generalizan a digráficas
k-cuasitransitivas.

A diferencia de las digráficas transitivas, no toda digráfica cuasitransitiva tiene
núcleo, por ejemplo, es el caso del ciclo dirigido de longitud 3. Por lo tanto, surgió la
pregunta ¿qué condiciones son necesarias para garantizar que una digráfica k-
cuasitransitiva tenga núcleo, núcleo por trayectorias monocromáticas o H-núcleo?

Para las definiciones básicas nos apoyaremos en Digraphs: Theory, Algorithms
and Applications [1]. Entre las herramientas que usaremos en este trabajo se en-
cuentra la digráfica de clases de color, introducida por Hortensia Galeana en Ker-
nels by monochromatic paths and the color-class digraph [5].

En [10] y [9] Hortensia Galeana Sánchez, Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala
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ÍNDICE GENERAL

Santana dieron algunas condiciones en el caso de núcleo por trayectorias mono-
cromáticas para digráficas cuasitransitivas y 3-cuasitransitivas. El objetivo de este
trabajo es generalizar los resultados dados en [10] y [9], respecto a la teoŕıa de
H-núcleos.

Para el caṕıtulo 2 nos enfocaremos en dar los conceptos que usaremos para en-
tender la teoŕıa de núcleos, núcleos por trayectorias monocromáticas y H-núcleos,
aśı como, ver la relación que hay entre estos conceptos y algunos resultados clásicos
de la teoŕıa de núcleos que usaremos a lo largo de este trabajo.

El caṕıtulo 3 está fundamentado en el art́ıculo Monochromatic paths and mo-
nochromatic sets of arcs in quasitransitive digraphs [10], en el cual se domostró que
si D es una digráfica cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de
D, el conjunto de flechas que salen de u sea monocromático y si D no tiene ningún
C3 3-coloreados, entonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas.

El caṕıtulo 4 está basado en el art́ıculo Monochromatic paths and monochro-
matic sets of arcs in 3-quasitransitive digraphs [9], en el cual se domostró que si D
es una digráfica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de D, el
conjunto de flechas que salen de u sea monocromático y si ciertas subestructuras
de D cumplen algunas condiciones de coloración, entonces D tiene un núcleo por
trayectorias monocromáticas.

En el caṕıtulo 5 definimos las propiedades ℵ y i en la Teoŕıa de H-núcleos, los
cuales nos serán de gran utilidad para poder encontrar resultados equivalentes a
los vistos en los caṕıtulos 3 y 4. Demostraremos que si D es una digráfica cuasi-
transitiva H-coloreada con la propiedad ℵ tal que todo ciclo de longitud 3 tiene la
propiedad i, entonces D tiene H-núcleo.

En el caṕıtulo 6 daremos resultados equivalentes a los obtenidos por Hortensia
Galeana Sánchez, Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala Santana [9], donde demos-
tramos que si D es una digráfica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad ℵ
y todo T̃4 y C4 contenido en D tiene la propiedad i, entonces D tiene H-núcleo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos las nociones básicas de la Teoŕıa de Digráficas; los
conceptos que usaremos más tarde como núcleos, núcleos por trayectorias mono-
cromáticas, H-núcleos, aśı como herramientas que nos ayudarán a relacionar estás
ideas como la cerradura de una digráfica y la digráfica de clases de color, además de
resultados clásicos de la Teoŕıa de Núcleos que usaremos a lo largo de este trabajo.

1.1. Definiciones básicas

Una digráfica D consiste de un conjunto finito V (D) no vaćıo de objetos
llamados vértices y un conjunto F (D) de pares ordenados de vértices llamados
flechas.

Por ejemplo, tenemos una digráfica D, donde V (D) = {u, v, w, x, y, z} y
F (D) = {(v, w), (u,w), (w, u), (w, x), (x, y), (x, z), (z, x)}.

Una forma de representar geométricamente a una digráfica en el plano es la
siguiente: asociamos un punto en el plano por cada vértice y dibujamos una flecha
del punto asociado al vértice u hacia el punto asociado al vértice v si (u, v) es
una flecha en D. En la Figura 1.1 podemos ver la representación geométrica de la
digráfica D ya mencionada.
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1.1. DEFINICIONES BÁSICAS

Figura 1.1

Llamamos lazo a una flecha de la forma (u, u) para algún u en V (D).
A partir de ahora consideraremos que D es una digráfica sin lazos a menos de

que se diga lo contrario.
Dos vértices u y v en D son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Si

(u, v) es una flecha, decimos que u es su vértice inicial y v es su vértice final.
Usaremos u→ v para denotar que (u, v) está en F (D).

Decimos que (u, v), una flecha de D, es simétrica si (v, u) ∈ F (D). Análoga-
mente, (u, v), una flecha de D, es asimétrica si (v, u) /∈ F (D).

En la Figura 1.1 (x, z) es una flecha simétrica y (w, x) es una flecha asimétrica.
Si D es una digráfica, definimos la parte simétrica de D, denotada por

Sim(D), como la digráfica tal que V (Sim(D)) = V (D) y (u, v) ∈ F (Sim(D)) si y
sólo si (u, v) es una flecha simétrica en D, asimismo, definimos la parte asimétri-
ca de D, denotada por Asim(D), como la digráfica tal que V (Asim(D)) = V (D)
y (u, v) ∈ F (Asim(D)) si y sólo si (u, v) es una flecha asimétrica en D.

(a) (b)

Figura 1.2

Si consideramos la digráfica en la Figura 1.1, entonces en la Figura 1.2(a) se
muestra su parte simétrica y en la Figura 1.2(b) se muestra su parte asimétrica.
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1.1. DEFINICIONES BÁSICAS

Dado u un vértice en una digráfica D, la exvecindad de u, denotada N+(u),
se define como:

N+(u) = {v ∈ V (D)|u→ v}.

Similarmente, la invecindad de u, denotada N−(u), se define como:

N−(u) = {w ∈ V (D)|w → u}.

Para referirnos al tamaño de la invecindad o exvecindad de un vertice U ,
definimos el ingrado de u como δ−D(u) = |N−(u)| y el exgrado de u como
δ+D(u) = |N+(u)|.

Si consideramos la digráfica D en la Figura 1.3 podemos ver que el vértice x
tiene como invecindad N−(x) = {u, v, w} y como exvecindad N+(x) = {y}. Por
lo tanto, δ−D(x) = 3 y δ+D(x) = 1.

Figura 1.3

Un concepto muy importante en la Teoŕıa de Digráficas es el de subdigráfica.
Una digráfica H es una subdigráfica de D si V (H) ⊆ V (D) y F (H) ⊆ F (D).

Si X un subconjunto de los vértices de una digráfica D, la subdigráfica in-
ducida por X en D, denotado por D[X], es la digráfica tal que V (D[X]) = X
y (u, v) ∈ F (D[X]) si y sólo si {u, v} ⊆ X y (u, v) ∈ F (D).

Tomando como ejemplo la digráfica en la Figura 1.3, consideramos
X = {u, v, x, y} subconjunto de V (D), entonces V (D[X]) = {u, v, x, y} y F (D[X])
= {(u, v), (v, x), (x, y), (u, x)}, lo cual podemos ver en la Figura 1.4.
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1.1. DEFINICIONES BÁSICAS

Figura 1.4

Decimos que dos digráficas D y H son isomorfas, denotado por D ∼= H, si
existe una función biyectiva φ : V (D) → V (H) tal que para cualesquiera u y v
vértices de D tenemos u→ v en D si y sólo si φ(u)→ φ(v) en H.

Por ejemplo, si vemos la Figura 1.5, podemos ver fácilmente que las digráficas
D y H son isomorfas bajo la función φ : V (D) → V (H) dada por φ(u) = a,
φ(v) = b, φ(w) = d, φ(x) = c.

Figura 1.5

Una familia de digráficas importante para este trabajo es el de las digráficas
transitivas. Decimos que una digráfica D es transitiva si cada vez que tenemos tres
vértices distintos u, v, w tales que {(u, v), (v, w)} está contenido en F (D), entonces
(u,w) ∈ F (D). Este concepto se puede generalizar de al siguiente manera. D es
cuasitransitiva si cada vez que tenemos tres vértices distintos u, v, w tales que
{(u, v), (v, w)} está contenido en F (D), entonces (u,w) ∈ F (D) o (w, u) ∈ F (D).
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1.2. CAMINOS

1.2. Caminos

Un camino dirigido en D es una sucesión (x0, . . . , xn) de vértices donde
(xi, xi+1) ∈ F (D) para todo i en {0, . . . , n − 1}. Si el camino empieza en x0 y
termina en xn decimos que es un x0xn-camino dirigido.

Podemos obtener varias definiciones basadas en este concepto, tales como:

La longitud de un camino dirigidoW = (x0, . . . , xn), denotada por l(W ),
se define como el número n.

Un camino dirigido cerrado es un camino que empieza y termina en el
mismo vértice.

Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado de longitud mayor o igual
a dos que sólamente repite el primer y último vértice. Denotamos por Cn a
un ciclo dirigido con n vértices.

Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.
Si una trayectoria empieza en u y termina en v decimos que es una uv-
trayectoria.

A partir de ahora omitiremos la palabra “dirigido” cuando hagamos referencia
a cualquier tipo de camino.

Decimos que digráfica D es k-cuasitransitiva si para cualesquiera u y v vérti-
ces de D cada vez que hay una uv-trayectoria de longitud k entonces (u, v) ∈ F (D)
o (v, u) ∈ F (D).

Teorema 1.2.1. Sean D una digráfica y {u, v} un subconjunto de vértices distintos
de D. Si D tiene un uv-camino W , entonces W contiene una uv-trayectoria.

Demostración. Por iducción sobre l(W )
Base de inducción: l(W ) = 1 entonces W = (u, v), por lo tanto, W es una

UV - trayectoria.
Hipótesis de inducción: Si W es un uv-camino de longitud k, con k ≤ n,

entonces W contiene una uv-trayectoria.
Paso inductivo: Sea W = (u = u0..., un = v) un uv-camino de longitud n.
Si W no repite vértices, entonces W es una uv.-trayectoria.
Si W repite vértices, sean vi, vj vértices que se repitan, con 1 ≤ i < j ≤ n,

entonces W ′ = (u = u0, u1, . . . , ui−1, ui = uj, uj+1, . . . , un = v) es un uv-camino
de longitud menor a n, entonces, por hipótesis de inducción, W ′ contiene una
uv − trayectoria. Como W ′ está contenido en W , entonces W contiene una uv-
trayectoria.
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1.3. NÚCLEOS

Consideremos T = (u = x1, . . . , xk = v) un uv-camino de longitud mı́nima
contenida en W (sabemos que T existe porque W es un uv-camino contenido en
W ), mostraremos que T es una trayectoria. Procediendo por contradicción, si xi =
xj para 1 ≤ i < j ≤ n, entonces el camino T ′ = (x1, . . . , xi−1, xi = xj, xj+1, . . . , xn)
es un uv-camino de longitud menor a T , lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
T es una uv-trayectoria contenida en W .

Teorema 1.2.2. Sea D una digráfica, si δ−(v) > 0 para todo v vértice de D,
entonces D tiene un ciclo.

Demostración. Sean D una digráfica tal que δ−(v) > 0 para todo v vértice de D y
T = (u0, u1, . . . , un) una trayectoria de longitud máxima en D. Como δ−(u0) > 0,
entonces existe w, un vértice de D, tal que w → u0. Si w no es un vértice de
T , entonces T ′ = (w, u0, u1, . . . , un) seŕıa una trayectoria de longitud mayor a T ,
lo cual contradice la maximalidad de T . Aśı, w = uj para algún j en {1, . . . , n}.
Entonces C = (u0, u1, . . . , uj−1, uj = w, u0) es un ciclo dirigido contenido en D.

1.3. Núcleos

Si I es un subconjunto de vértices de una digráfica D, decimos que I es un
conjunto independiente si para cualquier subconjunto {u, v} de I se tiene que
no hay flechas entre u y v.

Si A es un subconjunto de vértices de una digráfica D, decimos que A es
un conjunto absorbente si para todo u en V (D) \ A existe v en A tal que
(u, v) ∈ F (D).

Si N es un subconjunto independiente y absorbente de vértices de una digráfica
D, decimos que N es un núcleo de D.

Figura 1.6
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1.3. NÚCLEOS

En la digráfica de la Figura 1.6 podemos ver que I = {u, v, y} es un conjunto
independiente, A = {w, x, y, z} es un conjunto absorbente y N = {w, y} es un
núcleo.

Si D es una digráfica tal que toda subdigráfica inducida en D tiene núcleo,
decimos D es núcleo perfecta.

El siguiente es un teorema clásico en la Teoŕıa de Núcleos, el cual nos ayudará en
otras generalizaciones.

Teorema 1.3.1. (Duchet[4]) Sea D una digráfica. Si todo ciclo en D tiene una
flecha simétrica, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Por inducción sobre |V (D)|.
Base de inducción: Si |V (D)| = 1, entonces V (D) = {u} y {u} es un núcleo

de D.
Hipótesis de inducción: Si D′ es una digráfica tal que |V (D′)| = n y todo

ciclo en D′ tiene una flecha simétrica, entonces D′ tiene núcleo.
Paso inductivo: Sea D una digráfica con |V (D)| = n + 1 tal que todo ciclo

en D tiene una flecha simétrica. Consideremos Asim(D).
Como todo ciclo en D tiene una flecha simétrica, entonces no hay ciclos en

Asim(D), aśı, existe w un vértice de D tal que δ−Asim(D)(w) = 0, de otro modo

tendŕıamos que δ−Asim(D)(v) > 0 para todo v vértice de Asim(D), por el Teo-

rema 1.2.2. tendŕıamos un ciclo en Asim(D), el cual seŕıa un ciclo en D sin
flechas simétricas, contradiciendo la hipótesis. Luego, existe w en V (D) tal que
δ−Asim(D)(w) = 0.

Consideremos D − w = D[V (D) \ {w}]. Como D − w es una subdigráfica
inducida de D, entonces todo ciclo en D − w tiene al menos una flecha simétrica
y |V (D−w)| = n. Por hipótesis de inducción D−w tiene un núcleo; digamos N .
Por lo tanto N es un conjunto independiente y absorbente para D − w.

Si w → v para algún v en N , entonces N es un conjunto independiente y
absorbente en D.

Supongamos que no hay u en N tal que w → u. Nótese que N ∪ {w} es un
conjunto absorbente en D; además, N ∪{w} es independiente en D, pues si hay v
en N tal que v → w, como δ−Asim(D)(w) = 0, entonces (v, w) es una flecha simétrica,

por lo tanto w → v, contradiciendo la suposición. Aśı, N ∪ {w} es un conjunto
independiente en D. Por lo tanto, D tiene núcleo.

Corolario 1.3.2. Sea D una digráfica. Si todo ciclo en D tiene una flecha simétri-
ca, entonces D es núcleo perfecta.

Demostración. Sean D una digráfica tal que todo ciclo en D tiene una flecha
simétrica y G una subdigráfica inducida de D. Como todo ciclo en D tiene al
menos una flecha simétrica, entonces todo ciclo en G tiene al menos una flecha
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1.4. CAMINOS MONOCROMÁTICOS

simétrica. Por el Teorema 1.3.1. G tiene núcleo, aśı, toda subdigráfica inducida de
D tiene núcleo, es decir, D es núcleo perfecta.

1.4. Caminos monocromáticos

Sea D una digráfica. Una m-coloración de las flechas de D es una función
c : F (D) → {1, . . . ,m}. Si D tiene una m-coloración sobre sus flechas, decimos
que D es m-coloreada.

Aśı, si a ∈ F (D), entonces c(a) es el color de la flecha a.
Decimos que un subconjunto de F (D) es monocromático, si todas sus flechas

tienen el mismo color.

Teorema 1.4.1. Sean D una digráfica y {u, v} un subconjunto de vértices distintos
de D. Si D tiene un uv-camino monocromático W , entonces W contiene una
uv-trayectoria monocromática.

Demostración. Sean D una digráfica y W un uv-camino monocromático. En parti-
cular, W es un camino en D, por Teorema 1.2.1. W contiene una uv-trayectoria T .
Como T es una subdigráfica de W , entonces F (T ) es un subconjunto de F (W ). Aśı,
todas las flechas de T tienen el mismo color. Por lo tanto, T es una uv-trayectoria
monocromática.

Usamos u⇒ v para denotar que existe una uv-trayectoria monocromática.
Si G es una subdigráfica de una digráfica m-coloreada D, decimos que G es

casimonocromática si con a lo más una excepción todas sus flechas están colo-
readas del mismo color.

Si I es un subconjunto de los vértices de una digráficam-coloreadaD, Ddecimos
que I es un conjunto independiente por trayectorias monocromáticas si para
cualquier {u, v} subconjunto de I, no hay trayectorias monocromáticas entre u y
v.

Si A es un subconjunto de los vértices de una digráfica m-coloreada D, decimos
que A es un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas si para
todo u en V (D) \ A existe v en A tal que u⇒ v.

Si tenemos D una digráfica m-coloreada una digráfica y N un subconjunto de
V (D). Decimos que N es un núcleo por trayectorias monocromáticas de D
si es un conjunto independiente por trayectorias monocromáticas y absorbente por
trayectorias monocromáticas.

En la digráfica de la Figura 1.7 podemos ver que (y, x, w) es una trayecto-
ria monocromática, {v, y} es un conjunto independiente por trayectorias mono-
cromáticas, {v, x, z} es un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas
y {v, z} es un núcleo por trayectorias monocromáticas.
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1.4. CAMINOS MONOCROMÁTICOS

Figura 1.7

Podemos ver que estas definiciones son muy parecidas a las definiciones de
conjunto absorbente, conjunto independiente y núcleo. Estas se pueden relacionar
a través de las definiciones que daremos a continuación.

Llamamos multidigráfica a una digráfica en la cual se permite que hayan
varias flechas de un vértice u a un vértice v.

Si D una digráfica m-coloreada. Definimos la cerradura de D, denotado por
C(D), como la multidigráfica m-coloreada tal que V (C(D)) = V (D) y para cua-
lesquiera u y v vértices de C(D) se tiene que (u, v) ∈ F (C(D)) y tiene el color i si
y sólo si existe una uv-trayectoria monocromática de color i en D.

Consideremos D la digráfica de la Figura 1.7. Podemos ver que C(D) es la
multidigráfica representada en la Figura 1.8.

Figura 1.8

Teorema 1.4.2. (Galeana [6]) Sea D una digráfica m-coloreada. D tiene núcleo
por trayectorias monocromáticas si y sólo si C(D) tiene núcleo.
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1.5. H-CAMINOS

Demostración. Este teorema es un caso particular del Teorema 1.5.1.

1.5. H-caminos

A partir de esta sección consideraremos H una digráfica que puede tener lazos.
Sean D y H digráficas. Una H-coloración de las flechas de D es una función

c : F (D) → V (H). Decimos que una digráfica D es H-coloreada si tiene una
H-coloración de sus flechas.

Durante el resto de la sección consideraremos a H una digráfica y D una
digráfica H coloreada.

Decimos que un camino C = (u0, u1, . . . , un) enD es unH-camino si (c(u0, u1),
c(u1, u2) , . . . , c(un−1, un)) es un camino en H. Análogamente, decimos que una tra-
yectoria T = ( u0, u1 , . . . , un ) en D es una H-trayectoria si
(c(u0, u1), c(u1, u2), . . . , c(un−1, un)) es un camino en H.

Usamos u⇒H v para denotar que hay una uv-H-trayectoria.

Observación 1.5.1. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada, u y v
vértices de D. No es cierto que todo uv-H-camino contiene una uv-H-trayectoria
como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Figura 1.9

Como podemos ver en la Figura 1.9, C = (u, y, w, x, y, v) es un uv-H-camino
pero la única uv-trayectoria contenida en C es (u, y, v) la cual no es una uv-H-
trayectoria pues en H no hay flechas de rojo a azul.

Si I es un subconjunto de vértices de D, decimos que es un conjunto H-
independiente si para cualquier {u, v} subconjunto de I, no hay H-trayectorias
entre u y v.
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1.5. H-CAMINOS

Si A es un subconjunto de vértices de D, decimos que A es un conjunto H-
absorbente si para todo u en V (D) \ A existe v en A tal que u⇒H v.

Para ejemplificar la diferencia entre trayectorias monocromáticas y
H-trayectorias consideremos la digráfica en la Figura 1.7 con la H coloración
en la Figura 1.10. Podemos ver que (x, u, z) es una trayectoria monocromática,
pero no es una H-trayectoria, pues no hay lazos en el color rojo; (v, u, z) es una
H-trayectoria que no es una trayectoria monocromática. A pesar que podemos
encontrar situaciones en las cuales coinciden, por ejemplo (y, x, w, z) es una H-
trayectoria y una trayectoria monocromática.

Figura 1.10

Como pudimos ver en la Figura 1.10, cuando nuestra digráfica H tiene un lazo
en el color i entonces las trayectorias monocromáticas de color i son H-trayectorias,
por este hecho, el concepto de H-trayectorias es una generalización de la idea de
trayectorias monocromáticas, ya que en el caso particular en el que la digráfica H
sea tal que F (H) = {(u, u)|u ∈ V (H)} entonces las trayectorias monocromáticas
coinciden con las H-trayectorias.

Si N es un subconjunto H-independiente y H-absorbente de vértices de D,
decimos que N es un H-núcleo de D.

Análogamente al caso monocromático, estas definiciones se pueden relacionar
con el concepto de núcleo a través de una digráfica, la cual definimos a continua-
ción.

La H-cerradura de D, denotada por CH(D), es la digráfica tal que
V (CH(D)) = V (D) y para cualesquiera u y v vértices de CH(D), se tiene que
(u, v) ∈ F (CH(D)) si y sólo si existe una uv-H-trayectoria en D.

Consideremos la digráfica H-coloreada de la Figura 1.10. Podemos ver que
C(D) es la digráfica representada en la Figura 1.11.
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1.5. H-CAMINOS

Figura 1.11

Teorema 1.5.1. Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada. D tiene
H-núcleo si y sólo si CH(D) tiene núcleo.

Demostración. Para esta demostración vamos a ver dos observaciones:

Observación 1.5.2. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada e I un
subconjunto de V (D). I es un conjunto H-independiente en D si y sólo si I es un
conjunto independiente en CH(D).

Demostración de la Observación 1.5.2. Sean H una digráfica, D una digráfica
H-coloreada e I un subconjunto de V (D).

Si I es un conjunto H-independiente en D, como V (D) = V (CH(D)), entonces
I es un subconjunto de V (CH(D)). Sea {u, v} un subconjunto de I. Como I es
un conjunto H-independiente en D, entonces no hay H-trayectorias en D entre
u y v. Aśı, no hay flechas entre u y v en CH(D). Por lo tanto, I es un conjunto
independiente en CH(D).

Si I es un conjunto independiente en CH(D), entonces I es un subconjunto de
V (D). Sea {u, v} un subconjunto de I. Como I es un conjunto independiente en
CH(D), entonces no hay flechas entre u y v en CH(D), esto implica que no hay
H-trayectorias entre u y v en D. Por lo tanto, I es un conjunto H-independiente
en D. �

Observación 1.5.3. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada y A un
subconjunto de V (D). A es un conjunto H-absorbente en D si y sólo si A es un
conjunto absorbente en CH(D).

Demostración de la Observación 1.5.3. Sean H una digráfica, D una digráfica
H-coloreada y A un subconjunto de V (D).
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1.5. H-CAMINOS

Si A es un conjunto H-absorbente en D, como V (D) = V (CH(D)), entonces
A es un subconjunto de V (CH(D)). Sea u un vértice de V (D) \ A. Como A es un
conjunto H-absorbente en D, entonces existe v en A tal que u⇒H v. Aśı, u→ v
en CH(D). Por lo tanto, A es un conjunto absorbente en CH(D).

Si A es un conjunto absorbente en CH(D), entonces A es un subconjunto de
V (D). Sea u un vértice de V (D)\A. Como A es un conjunto absorbente en CH(D),
entonces existe v en A tal que u → v en CH(D), esto implica que u ⇒H v en D.
Por lo tanto, A es un conjunto H-absorbente en D. �

Aśı, N es un H-núcleo en D si y sólo si N es un conjunto H-independiente y H-
absorbente, lo cual sucede si y sólo si N es un conjunto independiente y absorbente
en CH(D), es decir, N es núcleo de CH(D).

La digráfica de clases de color de D, denotado por CC(D) es la digráfica
que cumple V (CC(D)) = {x ∈ V (H)| c(a) = x para algún a en F (D)} y para x y
y vértices de CC(D) se tiene que (x, y) ∈ F (CC(D)) si y sólo si existen u, v y w
vértices de D tales que {(u, v), (v, w)} ⊆ F (D) y c(u, v) = x, c(v, w) = y.

(a)

Si consideramos la digrafica H-coloreada D en la Figura 1.10, entonces la
digráfica representada en la Figura 1.12a es la digráfica de clases de color de D.
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Caṕıtulo 2

Núcleos por trayectorias
monocromáticas en digráficas
cuasitransitivas

Este caṕıtulo está basado en los resultados obtenidos por Hortensia Galeana
Sánchez, Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en Monochromatic paths and
monochromatic sets of arcs in quasitransitive digraphs [10], en el cual veremos que
si D es una digráfica cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de
D, el conjunto de flechas que salen de u es monocromático y si D no tiene ningún
C3 3-coloreado, entonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas.

2.1. Resultados preliminares

Denotamos por A+(u) al conjunto de flechas de D que tienen a u como vértice
inicial.

Si A+(u) es monocromático usamos c(u) para denotar el color de cualquier
flecha que tenga a u como vértice inicial.

Lema 2.1.1. Sea D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V (D), A+(u) es monocromático. Si T = (u0, . . . , un) es una u0un-trayectoria
monocromática de longitud mı́nima, entonces ui 9 uj para cualquier {i, j} sub-
conjunto de {0, . . . , n} con j > i + 1; en particular ui+2 → ui para todo i en
{0, . . . , n− 2}.

Demostración. Procediendo por contradicción. Sea D una digráfica cuasitransitiva
tal que para cada u en V (D), A+(u) es monocromática y supongamos que exis-
te T = (u0, . . . , un) una trayectoria monocromática de longitud mı́nima tal que
ui → uj para algún j > i + 1. Notemos que c(ui, ui+1) = c(ui, uj) pues A+(ui)
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2.1. RESULTADOS PRELIMINARES

es monocromático. Luego, T ′ = (u0, u1, . . . , ui, uj, uj+1, . . . , un) es una trayectoria
monocromática de longitud menor a T , contradiciendo nuestra suposición sobre
T (ver Figura 2.1). Por lo tanto, ui 9 uj para cualquier {i, j} subconjunto de
{0, . . . , n} con j > i+ 1.

Figura 2.1

En particular, si consideramos j = i + 2, como D es cuasitransitiva y ui →
ui+1 → ui+2, entonces hay una flecha entre ui y ui+2. Como sabemos que ui 9 ui+2

entonces ui+2 → ui para todo i en {1, . . . , n− 2}.

Lema 2.1.2. Sea D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V (D), A+(u) es monocromático. Si T = (u0, . . . , un) es una u0un-trayectoria
monocromática de longitud mı́nima, entonces uj → ui para todo {i, j} subconjunto
de {0, . . . , n} con j > i + 1, excepto si |V (T )| = 4, en ese caso (u3, u0) puede no
ser una flecha de D.

Demostración. Si |V (T )| = 3, el resultado se sigue del hecho que D es cuasitran-
sitiva y T es de longitud mı́nima.

Si |V (T )| = 4, entonces T = (u0, u1, u2, u3). Por el Lema 2.1.1 se tiene u3 → u1
y u2 → u0. La flecha (u3, u0) puede no ser una flecha de D (ver Figura 2.2).

Figura 2.2

Procedemos por inducción sobre |V (T )|.
Base de inducción: Si |V (T )| = 5, entonces T = (u0, u1, u2, u3, u4). Por el

Lema 2.1.1. se tiene u4 → u2, u3 → u1, u2 → u0 (ver Figura 2.3).
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2.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Figura 2.3

Como u4 → u2 → u0 y u0 9 u4 por el Lema 2.1.1., entonces u4 → u0 (ver
Figura 2.4).

Figura 2.4

Puesto que u4 → u0 → u1 y u1 9 u4 por el Lema 2.1.1., entonces u4 → u1.
Como u3 → u4 → u0 y u0 9 u3 por el Lema 2.1.1. entonces u3 → u0 (ver Figura
2.5).

Figura 2.5

Concluimos que uj → ui para todo i, j en {0, . . . , n}, con j > i+ 1 (ver Figura
2.6).
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

Figura 2.6

Hipótesis de inducción: Si T = (u0, . . . , uk) es una u0uk-trayectoria mono-
cromática de longitud mı́nima con |V (T )| = k, 5 ≤ k < n, entonces uj → ui para
todo {i, j} subconjunto de {0, . . . , n}, con j > i+ 1.

Paso inductivo: Sea T = (u0, . . . , un) una u0un-trayectoria monocromática
de longitud mı́nima con |V (T )| = n, con n ≥ 6. Consideremos T1 = (u0, . . . , un−1)
y T2 = (u1, . . . , un), entonces |V (T1)| = |V (T2)| ≤ n. Por hipótesis de inducción T1
y T2 satisfacen que uj → ui para toda j > i+ 1, excepto cuando j = n y i = 0, es
decir, sólo falta probar que un → u0. Esto pasa porque un → u2 → u0 y u0 9 un,
por el Lema 2.1.1. Por lo que un → u0 (ver Figura 2.7).

Figura 2.7

2.2. Resultado principal

Lema 2.2.1. Sean D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V (D), A+(u) es monocromático, {u, v} un subconjunto de V (D), u 6= v, tal
que v 9 u. Si u ⇒ v, entonces una y sólo una de las siguientes afirmaciones se
cumple:

1. u→ v.

2. u 9 v y existe una trayectoria monocromática (u = u0, u1, u2, u3 = v) de
longitud 3 tal que u2 → u0 y u3 → u1. Además, no existen trayectorias de
longitud 2 entre u y v.
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

Es decir, si u9 v, entonces tenemos la siguiente estructura:

Demostración. Sea T una uv-trayectoria monocromática de longitud mı́nima. Si
u→ v, entonces se cumple la primer opción. Supongamos que u9 v. Aśı, l(T ) ≥ 2.

Si l(T ) ≥ 4, entonces por el Lema 2.1.2. se tiene que v → u, contradiciendo la
hipótesis. Por lo tanto, l(T ) ≤ 3.

Si l(T ) = 3, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3 = v) y por el Lema 2.1.1. se tiene
que u2 → u0 y u3 → u1.

Supongamos que existe T ′ una trayectoria de longitud 2 entre u y v. Como D
es cuasitransitiva entonces u → v o v → u. Por hipótesis v 9 u, entonces u → v,
lo cual contradice la suposición que u 9 v. Por lo tanto, no existen trayectorias
de longitud 2 entre u y v.

Lema 2.2.2. Sean D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V (D), A+(u) es monocromático y {u, v, w} un subconjunto de V (D). Si u⇒ v,
v ; u, v ⇒ w, w ; v, entonces w → u o u⇒ w.

Demostración. Como u ⇒ v, entonces sea T una uv-trayectoria monocromática
de longitud mı́nima. Puesto que v 9 u se sigue del Lema 2.2.1. que:

l(T ) = 1 o (T = (u, u1, u2, v) y v → u1, u2 → u). (2.1)

Análogamente, consideremos T ′ una vw-trayectoria monocromática de longitud
mı́nima, entonces, por el Lema 2.2.1. se tiene que:

l(T ′) = 1 o (T ′ = (v, v1, v2, w) y w → v1, v2 → v). (2.2)

Supongamos que w 9 u, por lo que debemos demostrar que u⇒ w. Conside-
remos que u9 w, de otro modo tendŕıamos directamente que u⇒ w. Como D es
cuasitransitiva y no hay flechas entre u y w entonces:

N+(u) ∩N−(w) = ∅ = N−(u) ∩N+(w). (2.3)

Si T y T ′ tienen el mismo color, entonces por el Teorema 1.4.1. T ∪T ′ contiene
una uw-trayectoria monocromática, por lo tanto u⇒ w. Supongamos que T y T ′

tienen colores distintos.
Si u → v. Como v /∈ N+(u) ∩ N−(w), entonces v 9 w, aśı T ′ = (v, v1, v2, w)

(por (2.2)). Note que u /∈ V (T ′), porque v ; u. Si vi → u para algún i ∈ {1, 2}
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

entonces (v, T, vi) ∪ (vi, u) seŕıa una vu-trayectoria monocromática (porque por
hipótesis c(vi, x) = c(vi, u) para x en {v2, w}) contradiciendo la hipótesis. Por lo
tanto, v1 9 u y v2 9 u.

(a) (b)

Figura 2.8

Como u → v → v1 y v1 9 u, entonces u → v1, pues D es cuasitransitiva (ver
Figura 2.8(a)). Como u→ v1 → v2 y v2 9 u, entonces u→ v2 (ver Figura 2.8(b)).
Aśı, v2 → w implica que v2 ∈ N+(u)∩N−(w) contradiciendo que N+(u)∩N−(w) =
∅ (por (2.3)).

Por lo tanto, l(T ) = 3, lo cual implica que T = (u, u1, u2, v) y u2 → u, v → u1
(por (2.1)).

Note que w /∈ V (T ) porque w ; v. Si l(T ′) = 1, es decir, v → w; como
u2 → v → w y D es cuasitransitiva, entonces u2 → w o w → u2 (ver Figura 2.9 ). Si
w → u2 entonces u2 ∈ N+(w)∩N−(u), lo cual contradice que N+(w)∩N−(u) = ∅
(por (2.3)) (ver Figura 2.9).

Figura 2.9

Aśı, u2 → w y (u, u1, u2, w) es una uw-trayectoria monocromática (ya que por
hipótesis c(u2, v) = c(u2, w)), lo cual implica que u⇒ w (ver Figura 2.10).

Figura 2.10
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Si l(T ′) = 3, entonces T ′ = (v, v1, v2, w). Análogamente, como vimos en la
demostración del lema anterior, v ; u implica que v1 9 u y v2 9 u. observemos
que u2 /∈ V (T ′) porque T y T ′ tienen distinto color y A+(u2) es monocromático;
además w ; v. Como D es cuasitransitiva y u2 → v → v1 entonces u2 → v1 o
v1 → u2 (ver Figura 2.11(a)). Vamos a ver que u2 → v1, de otra manera tenemos
v1 → u2 → u, como D es cuasitransitiva y v1 9 u entonces u → v1. Aśı, u →
v1 → v2; como D es cuasitransitiva y v2 9 u tenemos que u→ v2. Lo cual implica
v2 ∈ N+(u) ∩N−(w), contradiciendo que N+(u) ∩N−(w) = ∅ (por (2.3)). Por lo
tanto, u2 → v1 (ver Figura 2.11(b)).

(a) (b)

Figura 2.11

Puesto que u2 → v1 → v2 y D es cuasitransitiva, tenemos que u2 → v2 o
v2 → u2. Veamos que u2 → v2, de otro modo como v2 → u2 → u y D es cuasitran-
sitiva y v2 9 u entonces u → v2. Aśı, v2 ∈ N+(u) ∩ N−(w), contradiciendo que
N+(u)∩N−(w) = ∅ (por (2.3)). Por lo tanto, u2 → v2. Tenemos que u2 → v2 → w
y D cuasitransitiva, entonces u2 → w o w → u2 (ver Figura 2.12(a)). Si w → u2
entonces u2 ∈ N+(w)∩N−(u), una contradicción con (2.3). Por lo tanto, u2 → w.
Aśı, (u, u1, u2, w) es una uw-trayectoria monocromática (por hipótesis c(u2, v) =
c(u2, w)), por lo que u⇒ w (ver Figura 2.12(b)).
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(a) (b)

Figura 2.12

Lema 2.2.3. Sean D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V (D), A+(u) es monocromático, {u, v, w} un subconjunto de V (D) tal que
u ⇒ v, v ; u, v ⇒ w, w ; v y c(u) 6= c(v). Si D no contiene ningún C3

3-coloreado, entonces u⇒ w y w ; u.

Demostración. Como se cumplen las hipótesis del Lema 2.2.2., entonces se tiene
que w → u o u ⇒ w. Basta probar que w ; u, pues si w ; u entonces, en
particular w 9 u por lo que tendŕıamos que u ⇒ w. Procediendo por contradic-
ción, supongamos que w ⇒ u. Sea W = (w = w0, w1, w2, . . . , wp−1, wp = u) una
wu-trayectoria monocromática de longitud mı́nima. Por hipótesis, v ; u y w ; v,
lo cual implica que c(w) /∈ {c(u), c(v)}, de otra manera, como w ⇒ u y u⇒ v; si
c(w) = c(u), entonces w ⇒ v, lo cual es una contradicción. Si c(w) = c(v), entonces
como v ⇒ w w ⇒ u, se tiene que v ⇒ u, contradiciendo nuestras hipótesis.

Por el Lema 2.2.1., existen T una uv-trayectoria monocromática tal que l(T ) ∈
{1, 3} y T ′ una vw-trayectoria monocromática tal que l(T ′) ∈ {1, 3}.
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Figura 2.13

Supongamos que l(T ) = 1, es decir, u→ v. Observe que v /∈ V (W ) pues v ; u.
Como D es cuasitransitiva y wp−1 → u → v, entonces wp−1 → v o v → wp−1 (ver
Figura 2.13). Si wp−1 → v, entonces (w,w1, . . . , wp−1, v) es una wv-trayectoria
monocromática (porque c(wp−1, v) = c(wp−1, u) por hipótesis). Por lo tanto, w ⇒
v contradiciendo la hipótesis. Si v → wp−1, entonces v → wp−1 → u → v, lo
que implica que (v, wp−1, u, v) es un C3 3-coloreado; pues W es una trayectoria
monocromática c(wp−1) = c(w), c(u) 6= c(v) y c(w) /∈ {c(u), c(v)}. Por lo tanto
l(T ) = 3 y hay vértices tales que T = (u, u1, u2, v), v → u1, u2 → u; además como
u9 v, v 9 u y D es cuasitransitiva, entonces:

N+(u) ∩N−(v) = ∅ = N+(v) ∩N−(u). (2.4)

(a) (b)

Figura 2.14
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Supongamos que l(T ′) = 1, es decir, v → w. Tenemos que v → w0 = w y
v 9 wp = u, consideremos el mayor valor q en {0, . . . , p − 1} tal que v → wq

(ver Figura 2.14(a)). Como D es cuasitransitiva y v → wq → wq+1, tenemos
que v → wq+1 o wq+1 → v. Por maximalidad de q tenemos que v 9 wq+1, por
lo que wq+1 → v (ver Figura 2.14(b)). Como u 9 v, entonces q + 1 < p. Aśı,
(w,w1, . . . , wq, wq+1, v) es una wv-trayectoria monocromática (porque c(wq+1, v) =
c(wq+1, wq+2) por hipótesis), contradiciendo la hipótesis (ver Figura 2.15).

Figura 2.15

Por consiguiente, l(T ′) = 3 y hay vértices tales que T ′ = (v, v1, v2, w), w → v1,
v2 → v. Si vi → u para algún i en {1, 2}, entonces (v, T ′, vi) ∪ (vi, u) contiene
una vu-trayectoria monocromática (porque c(vi, x) = c(vi, u) para x en {v2, w}),
contradiciendo que v ; u. Por lo tanto, v1 9 u y v2 9 u. Si u → v2, entonces
v2 ∈ N+(u)∩N−(v) contradiciendo que N+(u)∩N−(v) = ∅ (por (2.4)) (ver Figura
2.16(a)). Por lo tanto, u9 v2 y v2 9 u; como D es cuasitransitiva, entonces:

N+(u) ∩N−(v2) = ∅ = N+(v2) ∩N−(u). (2.5)

Como v1 ∈ N−(v2), tenemos que v1 /∈ N+(u), pues N+(u)∩N−(v2) = ∅. Puesto
que v1 9 u y D es cuasitransitiva también tenemos que:

N+(u) ∩N−(v1) = ∅. (2.6)
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(a) (b)

Figura 2.16

Ya que w → v1, entonces u9 w, de otra manera w ∈ N−(v1)∩N+(u), lo cual
no es posible por (2.6) (ver Figura 2.16(b)). También tenemos que w 9 u, pues
v2 → w y N+(v2) ∩N−(u) = ∅. Por lo tanto, w 9 u y u 9 w, por el Lema 2.2.1
se tiene que W = (w,w1, w2, u), donde además u→ w1 y w2 → w.

(a) (b)

Figura 2.17

Como v2 → w → w1 y puesto que D es cuasitransitiva, entonces v2 → w1 o
w1 → v2 (ver Figura 2.17(a)). Ya que u → w1 y N+(u) ∩ N−(v2) = ∅ (por(2.5)),
entonces w1 9 v2, por lo que v2 → w1. Aśı, v2 → w1 → w2, implica que v2 → w2

o w2 → v2 porque D es cuasitransitiva (ver Figura 2.17(b)). Pero v2 9 w2, pues
w2 → u y N+(v2) ∩ N−(u) = ∅ (por (2.5)). En consecuencia w2 → v2. Como
v2 → v tenemos w2 → v2 → v, lo que nos lleva a v → w2 o w2 → v, porque D es
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cuasitransitiva (ver Figura 2.18(a)). Como w2 → u y N+(v)∩N−(u) = ∅ tenemos
que v 9 w2, entonces w2 → v. Aśı, (w,w1, w2, v) es una wv-trayectoria mono-
cromática (porque c(w2, v) = c(w2, u) por hipótesis), contradiciendo la hipótesis.
Por lo tanto, w ; u (ver Figura 2.18(b)).

(a) (b)

Figura 2.18

Teorema 2.2.4. Sea D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V (D), A+(u) es monocromático. Si D no contiene ningún C3 3-coloreado,
entonces C(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Por el Teorema 1.3.1. basta probar que todo ciclo en C(D) tiene al
menos una flecha simétrica.

Supongamos, por contradicción, que existe un ciclo en C(D) sin flechas simétri-
cas. Sea C = (u0, u1, . . . , un = u0) un ciclo de longitud mı́nima sin flechas simétri-
cas en C(D). Notemos que n ≥ 2 y para cada i en {0, . . . , n − 1} tenemos que
ui ⇒ ui+1 y ui+1 ; ui. Como C no tiene flechas simétricas podemos asumir sin
pérdida de generalidad que c(u0) 6= c(u1) (es decir, C no es monocromático). Por
el Lema 2.2.3 tenemos que u0 ⇒ u2 y u2 ; u0. Aśı, n ≥ 3. Entonces el ciclo
(u0, u2, u3, . . . , un) es un ciclo en C(D) sin flechas simétricas con longitud menor a
C, contradiciendo que C es de longitud mı́nima.

Por lo tanto, como todo ciclo en C(D) tiene al menos una flecha simétrica,
concluimos que C(D) es núcleo perfecta.

El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 4.3.4.

Corolario 2.2.5. Sea D una digráfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para ca-
da u en V (D), A+(u) es monocromático. Si D no contiene ningún C3 3-coloreado,
entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Caṕıtulo 3

Núcleos por trayectorias
monocromáticas en digráficas
3-cuasitransitivas

Este caṕıtulo está basado en el art́ıculo Monochromatic paths and monochroma-
tic sets of arcs in 3-quasitransitive digraphs [9], donde Hortensia Galeana Sánchez,
Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala Santana demostraron que si D es una digráfica
3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de D, el conjunto de fle-
chas que salen de u sea monocromático y si ciertas subestructuras de D cumplen
algunas condiciones de coloración, entonces D tiene un núcleo por trayectorias
monocromáticas.

3.1. Resultados preliminares

Lema 3.1.1. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V (D), A+(u) es monocromático. Si {u, v} es un subconjunto de V (D) y T =
(u = u0, . . . , un = v) es una uv-trayectoria monocromática de longitud mı́nima,
con n ≥ 3, entonces ui → ui−(2k+1) para cada i en {3, . . . , n} y k en {1, . . . , b i−1

2
c}.

En particular, si l(T ) es impar entonces v → u.

Demostración. Procediendo por inducción sobre l(T ) = n.
Base de inducción: Si n = 3, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3 = v). Como D

es
3-cuasitransitiva, entonces u→ v o v → u, como T es trayectoria monocromática
de longitud mı́nima tenemos que v = u3 → u0 = u.

Si n = 4, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3, u4 = v) y por el caso n = 3 tenemos
que u3 → u0 y u4 → u1.
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Hipótesis de inducción: Si T ′ = (u0, . . . , un) es una trayectoria mono-
cromática de longitud mı́nima n con n ≥ 4, entonces ui → ui−(2k+1) para cada
i en {3, . . . , n} y k en {1, . . . , b i−1

2
c}.

Paso inductivo: Sea T = (u = u0, . . . , un+1 = v) una uv-trayectoria mo-
nocromática de longitud mı́nima n + 1. Si T ′ = (u, T, un), entonces T ′ es una
uun-trayectoria monocromática de longitud mı́nima. Por hipótesis de inducción
tenemos que ui → ui−(2k+1) para cada i en {3, . . . , n} y k en {i, . . . , b i−1

2
c}. Por

otro lado, si T ′′ = (u1, T, v), entonces T ′′ es una u1v-trayectoria monocromática
de longitud mı́nima. Por hipótesis de inducción tenemos que ui → ui−(2k+1) pa-
ra cada i en {4, . . . , n + 1} y k en {1, . . . , b i−1

2
c}. Por lo que basta mostrar que

un+1 → u0 cuando n + 1 es impar. Supongamos que n + 1 es impar, tenemos
que un+1 → u2 → u3 → u0. Como D es 3-cuasitransitiva, entonces u0 → un+1

o un+1 → u0. Como T es una trayectoria monocromática de longitud mı́nima,
entonces un+1 → u0.

Definición 3.1.1. Llamarémos T̃4 a la digráfica tal que V (T̃4) = {w, x, y, z} y
F (T̃4) = {(w, x), (x, y), (y, z), (w, z)} (ver Figura 3.1).

Figura 3.1

Observación 3.1.1. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva m-coloreada. Si todo
T̃4 o C4 contenido en D es casimonocromático, entonces D no tiene trayectorias
3-coloreadas de longitud 3.

Demostración. Procediendo por contradicción, supongamos que T = (u0, u1, u2, u3)
es una trayectoria 3-coloreada. Como D es 3-cuasitransitiva, entonces u0 → u3 o
u3 → u0. Si u0 → u3 generaŕıa una T̃4 que no es casimonocromática en D. Si
u3 → u0, entonces tendŕıamos un C4 con al menos 3 colores, contradiciendo la
hipótesis.
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Observación 3.1.2. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva m-coloreada tal que
para todo u en V (D), A+(u) es monocromático y todo C3 es casimonocromáti-
co. Si (u, u1, u2, v) es un camino 3-coloreado, entonces c(u) 6= c(u1) y c(u2) /∈
{c(u), c(u1)}, lo cual implica que:

u 6= u1, pues c(u) 6= c(u1).

u 6= u2, pues c(u) 6= c(u2).

u1 6= u2, ya que c(u1) 6= c(u2).

u 6= v, si no fuera aśı y por los casos anteriores (u, u1, u2, v = u) seŕıa un
C3 3-coloreado, contradiciendo la hipótesis.

u2 6= v, pues D es una digráfica sin lazos.

3.2. Resultado principal

Definición 3.2.1. Sea D una digráfica m-coloreada. Un γ-ciclo en D es una suce-
sión de vértices distintos, con excepción del primer y último vértices,
(u0, u1, . . . , un, u0) tal que para cada i en {0, 1, . . . , n}:

Hay una uiui+1-trayectoria monocromática.

No existe una ui+1ui-trayectoria monocromática.

La suma sobre los ı́ndices de los vértices de γ es módulo n + 1 y decimos que la
longitud de γ es n+ 1.

Teorema 3.2.1. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada u en V (D), A+(u) es monocromático. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D
es casimonocromático, entonces no hay γ-ciclos en D.

Demostración. Procediendo por contradicción. Supongamos que
γ = (u0, u1, . . . , un, u0) es un γ-ciclo en D de longitud mı́nima. Por la definición
de γ-ciclo, sabemos que para toda i en {0, . . . , n} existe una uiui+1-trayectoria
monocromática, sea Ti dicha trayectoria (podemos asumir que Ti es de longitud
mı́nima), además no existe ui+1ui-trayectoria monocromática en D. Por lo que
ui+1 9 ui y por el Lema 3.1.1. l(Ti) es par o l(Ti) = 1 para cada i en {0, . . . , n}.
Ahora tenemos las siguientes afirmaciones:

Afirmación 3.1. l(γ) ≥ 3.

Si l(γ) = 2 entonces γ = (u0, u1, u0), lo que implica que hay una u1u0 trayectoria
monocromática, lo cual contradice la definición de γ-ciclo.
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Afirmación 3.2. Hay un ı́ndice i en {0, . . . , n} tal que c(ui) 6= c(ui+1).

De no ser aśı, consideramos que T0∪T1∪· · ·∪Tn contiene una u0un-trayectoria
monocromática, lo cual contradice la definición de γ-ciclo. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que T0 tiene el color 1 y T1 tiene el color 2.

Afirmación 3.3. No hay u2u0-trayectorias monocromáticas en D.

Supongamos que existe

T = (u2 = x0, x1, . . . , xt = u0)

una u0u2-trayectoria monocromática de longitud mı́nima, entonces:

Afirmación 3.3.1. El color de T es distinto al color 1 y al color 2.

T no tiene el color 1 pues no hay u2u1-trayectorias monocromáticas. T no tiene
el color 2 pues no hay u1u0-trayectorias monocromáticas. Podemos suponer que T
tiene el color 3.

Afirmación 3.3.2. l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 4.

Si l(T0) = 1 = l(T1), entonces C = (u0, u1, u2, x1) es un u0x1-camino 3-
coloreado de longitud 3. Por la Observación 3.1.2. tenemos que C es una trayectoria
3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observación 3.1.1.

Figura 3.2

Si l(T0) = 2 y l(T1) = 1. Sea T0 = (u0, y, u1), entonces C = (y, u1, u2, x1) es
un camino 3-coloreado de longitud 3 (ver Figura 3.2). Por la Observación 3.1.2.
tenemos que C es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la
Observación 3.1.1.
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(a) (b)

Figura 3.3

Si l(T0) = 2 = l(T1), entonces sea T0 = (u0, y, u1) y T1 = (u1, z, u2) (ver
Figura 3.3(a)). Como z /∈ V (T0) ya que c(z, u2) /∈ {c(u0, y), c(y, u1)} y A+(z) es
monocromático, entonces T0∪ (u1, z) = (u0, y, u1, z) es una trayectoria de longitud
3. Como D es 3-cuasitransitiva entonces u0 → z o z → u0 (ver Figura 3.3(b)). Si
z → u0 entonces (z, u0) tendŕıa el color 2, aśı (u0, y, u1, z, u0) seŕıa un C4 que no es
casimonocromático, contradiciendo la hipótesis (ver Figura 3.4(a)). Por lo tanto,
u0 → z. Consideremos C = (u0, z, u2, x1), luego C es un camino 3-coloreado, por
la Observación 3.1.2. tenemos que C es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3,
contradiciendo la Observación 3.1.1. (ver Figura 3.4(b)).

(a) (b)

Figura 3.4

Si l(T0) = 1 y l(T1) = 2, entonces sean T1 = (u1, z, u2) y C = (xt−1, u0, u1, z).
Entonces C es un camino 3-coloreado, por la Observación 3.1.2.Tenemos que C
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es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observación 3.1.1.
(ver Figura 3.5).

Figura 3.5

Concluimos que l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 4.
Supongamos que

T0 = (u0 = y0, . . . , yl = u1) y T1 = (u1 = z0, . . . , zk = u2).

Afirmación 3.3.3. l(T ) ≥ 3.

Supongamos por contradicción que l(T ) ≤ 3.
Si l(T ) = 1, entonces C = (zk−1, u2, u0, y1) es un camino 3-coloreado. La Ob-

servación 3.1.2. implica que C es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, lo cual
contradice la Observación 3.1.1 (ver Figura 3.6).

Figura 3.6

Si l(T ) = 2, entonces C = (zk−1, u2) ∪ (u2, T, u0) es una zk−1u0-trayectoria
de longitud 3. Como D es cuasitransitiva, entonces zk−1 → u0 o u0 → zk−1 (ver
Figura 3.7). Si zk−1 → u0 entonces c(zk−1, u0) = 2 y D[{zk−1, u2, x1, u0}] contiene
un T̃4 que no es casimonocromático, contradiciendo la hipótesis (ver Figura 3.7(a)).
Si u0 → zk−1 entonces c(u0, zk−1) = 1, aśı (u0, zk−1, u2, x1) es una trayectoria 3-
coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observación 3.1.1. (ver Figura 3.7(b)).

(a) (b)

Figura 3.7
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Concluimos que l(T ) ≥ 3.

Afirmación 3.3.4. u0 9 u2.

Procediendo por contradicción, supongamos que u0 → u2. Note que c(u0, u2) =
1, por el Lema 3.1.1. tenemos que u2 → z1 y c(u2, z1) = 3. Entonces (u0, u2, z1, z2)
es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, lo cual contradice la Observación
3.1.1. (ver Figura 3.8).

Figura 3.8

Afirmación 3.3.5. l(T0) ≥ 4, l(T1) ≥ 4, l(T ) ≥ 4 y l(T ) es par.

Por la Afirmación 3.3.2., tenemos l(T0) ≥ 4, l(T1) ≥ 4. Por la Afirmación 3.3.3.
tenemos que l(T ) ≥ 3, por lo que basta probar que l(T ) es par. Como l(T ) ≥ 3 y
como u2 9 u0 (por la Afirmación 3.3.4) se sigue del Lema 3.1.1. que l(T ) es par.
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(a) (b)

Figura 3.9

Luego, se sigue del Lema 3.1.1. que u0 → x1. Observemos que (zk−1, u2, x1, x2)
es una trayectoria de longitud 3 y como D es 3-cuasitransitiva tenemos que zk−1 →
x2 o x2 → zk−1 (ver Figura 3.9(a)). Si zk−1 → x2, entonces D[{zk−1, u2, x1, x2}]
contiene un T̃4 que no es casimonocromático, lo cual es una contradicción. Si
x2 → zk−1, entonces (u0, x1, x2, zk−1) es una trayectoria de longitud 3, como D
es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → zk−1 o zk−1 → u0 (ver Figura 3.9(b)).
Si u0 → zk−1 entonces D[{u0, zk−1, u2, x1}] contiene un T̃4 que no es casimono-
cromático, contradiciendo la hipótesis (ver Figura 3.10(a)). Si zk−1 → u0 entonces
(u0, x1, x2, zk−1) es un C4 que no es casimonocromático, una contradicción (ver
Figura 3.10(b)). Por lo tanto, no existen u2u0-trayectorias monocromáticas.

(a) (b)

Figura 3.10

Afirmación 3.4. l(γ) ≥ 4.

Se sigue de la Afirmación 3.1. y la Afirmación 3.3.
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Afirmación 3.5. No hay una u0u2-trayectoria monocromática en D.

Supongamos que existe una u0u2-trayectoria monocromática en D. Entonces
γ1 = (u0, u2, u3, . . . , un, u0) seŕıa un γ ciclo con l(γ1) ≤ l(γ) lo cual contradice la
minimalidad de γ.

Afirmación 3.6. Si Ti y Ti+1 tienen colores distintos, entonces no existe una
ui+2ui-trayectoria monocromática y no existe una uiui+2-trayectoria monocronmáti-
ca.

Es de manera análoga a la Afirmación 3.3. y la Afirmación 3.5.

Afirmación 3.7. Si Ti y Ti+1 tienen colores distintos y l(Ti) = 1 para alguna i en
{0, . . . , n}, entonces l(Ti+1) = 1.

Sin pérdida de generalidad supongamos que l(T0) = 1. Procediendo por con-
tradicción supongamos que l(T1) ≥ 2.

Si l(T1) = 2, sea T1 = (u1, z, u2), entonces (u0, u1, z, u2) es una trayectoria de
longitud 3 (ver Figura 3.11(a)) como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → u2
o u2 → u0, lo cual contradice la Afirmación 3.3. o la Afirmación 3.5., respectiva-
mente.

(a) (b)

Figura 3.11

Si l(T1) ≥ 3, entonces sea T1 = (u1 = z0, z1, . . . , zk = u2). Entonces
(u0, u1, z1, z2) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva te-
nemos que u0 → z2 o z2 → u0. Si u0 → z2 entonces D[{u0, u1, z1, z2}] contiene un
T̃4 que no es casimonocromático, lo cual es una contradicción. Si z2 → u0, entonces
(u1, z1, z2, u0) es una u1u0-trayectoria monocromática, contradiciendo la definición
de γ-ciclo (ver Figura 3.11(b)). Por lo tanto, l(T1) = 1.

Afirmación 3.8. Si Ti y Ti+1 tienen colores distintos y l(Ti) = 1, entonces Ti+2

tiene el mismo color que Ti.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 0, T0 tiene el color 1 y T1 tiene
el color 2; l(T0) = 1. Por la Afirmación 3.7. l(T1) = 1. Sea T2 = (u2, x1, . . . , xt =
u3). Luego C = (u0, u1, u2, x1) es un u0x1-camino de longitud 3. Como γ es un γ-
ciclo, entonces x1 6= u1 y por la Afirmación 3.3. x1 6= u0. Aśı, C es una trayectoria
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de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → x1 o x1 → u0 (ver
Figura 3.12).

Figura 3.12

Si u0 → x1, entonces D[u0, u1, u2, x1] contiene un T̃4 (ver Figura 3.13(a)). Co-
mo todo T̃4 es casimonocromático entonces T2 debe tener el color 1 (ver Figura
3.13(b)).

(a) (b)

Figura 3.13

Si x1 → u0, entonces C = (u0, u1, u2, x1) es un C4, como debe ser casimono-
cromático entonces T2 debe tener el color 1 o el color 2 (ver Figura 3.14(a)). Si T2
tuviera el color 2, entonces (u1, u2, x1, u0) seŕıa una u1u0-trayectoria monocromáti-
ca (ver Figura 3.14(b)) contradiciendo la definición de γ-ciclo.

(a) (b)

Figura 3.14

Aśı concluimos que T2 tiene el mismo color que T0.
Para terminar esta demostración, analizaremos cinco posibles casos.
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Caso 1. l(T0) = 1.

Aplicando las Afirmaciones 3.7 y 3.8, repetidamente, obtenemos que l(Ti) = 1
para cada i en {0, . . . , n}, Ti tiene el color 1 si i es par y Ti tiene el color 2 si i es
impar. Esto implica que γ es un ciclo de longitud par, con lo que n es impar.

Probaremos por inducción sobre i que u0 → ui, con i impar, i ∈ {0, . . . , n}.
Base de inducción: Para i = 1 tenemos que u0 → ui pues γ es un ciclo.
Hipótesis de inducción: Si u0 → u2k−1 para i = 2k − 1, con k ≥ 1.
Ahora probaremos que u0 → u2k+1. Tenemos que c(u0, u1) = c(u0, u2k−1) = 1

y c(u2k−1, u2k) = 2.

Figura 3.15

Sea T = (u0, u2k−1, u2k, u2k+1). Aśı, T es una u0u2k+1-trayectoria de longitud 3
(ver Figura 3.15). Como D es 3-cuasitransitiva, entonces u0 → u2k+1 o u2k+1 → u0.
Por lo tanto, D[V (T )] contiene un C4 o T̃4 (ver Figura 3.16).

Figura 3.16
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Como todo T̃4 y C4 en D es casimonocromático entonces el color de la flecha
entre u0 y u2k+1 es de color 1, lo cual implica que u2k+1 9 u0, pues A+(u2k+1)
es de color 2. Aśı, u0 → u2k+1. Por lo tanto, u0 → ui para toda i en {0, . . . , n}
impar. Como n es impar esto nos lleva a que u0 → un contradiciendo la definición
de γ-ciclo.

Caso 2. l(T0) = 2 y l(T1) = 1.

Sea T0 = (u0, x, u1), entonces C = (u0, x, u1, u2) es una trayectoria de longitud
3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → u2 o u2 → u0, esto contradice la
Afirmación 3.5. o 3.3., respectivamente.

Caso 3. l(T0) = 2 y l(T1) ≥ 2.

Sean T0 = (u0, x, u1) y T1 = (u1, y1, y2, . . . , yt = u2), con t ≥ 2. Entonces
C = (u0, x, u1, y1) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva
entonces u0 → y1 o y1 → u0 (ver Figura 3.17).

Figura 3.17

Aśı D[V (C)] contiene un C4 o T̃4, como debe ser casimonocromático, entonces
la flecha entre u0 y y1 tiene color 1. Como y1 9 u0 (A+(y1) es color 2) entonces
u0 → y1. Luego, (x, u1, y1, y2) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva tenemos que x→ y2 o y2 → x (ver Figura 3.18).
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Figura 3.18

Si x→ y2, entonces D[{x, u1, y1, y2}] contiene un T̃4 que no es casimonocromáti-
co (ver Figura 3.19).

Figura 3.19

Si y2 → x, entonces D[{u0, y1, y2, x}] contiene un T̃4 que no es casimonocromáti-
co, una contradicción (ver Figura 3.20).
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Figura 3.20

Caso 4. Si l(T0) ≥ 4 y l(T1) = 1.

Supongamos que T0 = (u0, x1, x2, . . . , xt−1, xt = u1), con t ≥ 4. Tenemos que
C = (xt−2, xt−1, u1, u2) es una trayectoria de longitud 3, comoD es 3-cuasitransitiva,
xt−2 → u2 o u2 → xt−2 (ver Figura 3.21).

Figura 3.21

Entonces D[V (C)] contiene un T̃4 o un C4, el cual por hipótesis es casimo-
nocromático, por lo que la flecha entre xt−2 y u2 es de color 1. Si u2 → xt−2,
entonces (u2, xt−2, xt−1, u1) es una u2u1-trayectoria monocromática, contradicien-
do la definición de γ-ciclo. Si xt−2 → u2, entonces (u0, x1, x2, . . . , xt−2, u2) es una
u0u2-trayectoria monocromática, contradiciendo la Afirmación 3.5.

Caso 5. Si l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 2.

Supongamos que T0 = (u0, x1, x2, . . . , xt−1, u1) y T1 = (u1, y1, y2, . . . , yl−1, u2),
entonces C = (xt−2, xt−1, u1, y1) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva, entonces xt−2 → y1 o y1 → xt−2 (ver Figura 3.22).

44



3.2. RESULTADO PRINCIPAL

Figura 3.22

Entonces D[V (C)] contiene un T̃4 o un C4, el cual por hipótesis es casimono-
cromático. Entonces la flecha entre xt−2 y y1 es de color 1. Como A+(y1) es de color
2 entonces y1 9 xt−2, por lo que xt−2 → y1. Por otro lado, C ′ = (xt−1, u1, y1, y2) es
una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que xt−1 → y2
o y2 → xt−1 (ver Figura 3.23).

Figura 3.23

Si xt−1 → y2, entonces D[{xt−1, u1, y1, y2}] contiene un T̃4 que no es casimono-
cromático (ver Figura 3.24).
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Figura 3.24

Si y2 → xt−1, entonces D[{xt−2, y1, y2, xt−1}] contiene un T̃4 que no es casimo-
nocromático, una contradicción (ver Figura 3.25).

Figura 3.25

Concluimos que D no contiene γ-ciclos
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Teorema 3.2.2. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada u en V (D), A+(u) es monocromático. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D
es casimonocromático, entonces C(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Probaremos que todo ciclo en C(D) tiene una flecha simétrica.
Por contradicción, supongamos que C es un ciclo en C(D) sin flechas simétricas.
Entonces C es un γ-ciclo en D contradiciendo el Teorema 3.2.1.

Por lo tanto, como todo ciclo en C(D) tiene una flecha simétrica, entonces C(D)
es núcleo perfecta.

Corolario 3.2.3. Sea D una digráfica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada u ∈ V (D), A+(u) es monocromático. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D es
casimonocromático, entonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Caṕıtulo 4

H-núcleos en digráficas
cuasitransitivas

En este caṕıtulo introducimos las propiedades ℵ y i en la teoŕıa de H-núcleos,
las cuales nos serán de gran utilidad para poder encontrar resultados equivalen-
tes a los vistos en los caṕıtulos 3 y 4. Demostraremos que si D es una digráfica
cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad ℵ tal que todo ciclo de longitud 3
tiene la propiedad i, entonces D tiene H-núcleo, aśı extendiendo los resultados
mencionados en el caṕıtulo 3.

4.1. Propiedad ℵ
Definición 4.1.1. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada, u ∈ V (D).
Definimos ξ+(u) = {c(u, v)|(u, v) ∈ F (D)}.

Definición 4.1.2. SeanH una digráfica,D una digráficaH-coloreada, {C1, ... , Cp}
una partición de V (CC(D)). Definimos Bi = {a ∈ F (D)| c(a) ∈ Ci}.

Lema 4.1.1. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada, {C1, . . . , Cp}
una partición de V (CC(D)). Si CC(D)[Ci] es una subdigráfica de H[Ci], entonces:

1. Todo camino dirigido en D[Bi] es un H-camino en D.

2. Todo uv-camino en D[Bi] contiene una uv-H-trayectoria en D.

Demostración. 1. SeanH una digráfica yD una digráficaH-coloreada, {C1, ... , Cp}
una partición de V (CC(D)) tal que CC(D)[Ci] es una subdigráfica de H[Ci], T un
camino dirigido en D[Bi]. Como T está contenido en D[Bi] entonces CC(T ) ⊆
CC(D)[Ci]. Por hipótesis CC(D)[Ci] ⊆ H[Ci] ⊆ H, por lo tanto CC(T ) ⊆ H, es
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decir, T es un H-camino en D. En particular, si T es una trayectoria dirigida en
D[Bi], entonces T es una H-trayectoria en D.

2. Sea T un uv-camino en D[Bi], por el Teorema 1.2.1. T contiene una uv-
trayectoria, digamos T ′. Por la parte anterior de este resultado, T ′ es una uv-H-
trayectoria en D. Aśı, T contiene una uv-H-trayectoria en D.

Definición 4.1.3. Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada. Decimos
que D tiene la propiedad ℵ si existe {C1, . . . , Cp} una partición de V (CC(D))
que cumple:

1. CC(D)[Ci] es una subdigrágica de H[Ci] para todo i en {1, . . . , p}.

2. Para cualquier vértice u en V (D) existe Ci, un elemento de la partición de
tal forma que ξ+(u) ⊆ Ci.

3. Si T es una H-trayectoria entonces existe Ci, un elemento de la partición,
tal que T está contenido en D[Bi].

Denotamos Cu al elemento de la partición de V (CC(D)) que contiene a ξ+(u).

Figura 4.1

Para ejemplificar este concepto examinemos la digráfica H y la digrafica D
H-coloreada en la Figura 4.1, es fácil ver que la digráfica de clases de color es la
digráfica representada en la Figura 4.2.

Figura 4.2
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Sea {C1 = {•, •}, C2 = {•}}, partición de V (CC(D)). Podemos ver que:

1. CC(D)[C1] = H[C1] y CC(D)[C2] = H[C2] son las digráficas en la Figura 4.3.

Figura 4.3

2. ξ+(w) = {•, •} es subconjunto de C1, ξ
+(x) = {•} es subconjunto de C1,

ξ+(y) = {•} es subconjunto de C2, ξ
+(z) = {•} es subconjunto de C2.

3. Podemos verD[B1], Figura 2.5 (a) yD[B2], Figura 4.4 (b). LasH-trayectorias
de D de longitud mayor a uno son T = (z, y, w) y T ′ = (w, x, z), por lo tanto,
para toda H-trayectoria existe Ci un elemento de la partición tal que nuestra
H-trayectoria está contenida en D[Bi].

(a) (b)

Figura 4.4

Aśı, D es una digráfica con la propiedad ℵ.

Definición 4.1.4. Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada,
{C1, . . . , Cp} una partición de V (CC(D)) y G una subdigráfica de D. Decimos
que G tiene la propiedad i si existe Ci un elemento de la partición tal que los
colores de todas las flechas de G, excepto a lo más una, están en Ci.

Si consideramos la digáfica D en la Figura 4.1, {C1 = {•, •}, C2 = {•}},
partición de V (CC(D)). entonces la subdigráfica representada en la Figura 4.5 (a)
tiene la propiedad i y la subdigráfica en la Figura 4.5 (b) no tiene la propiedad
i.

50



4.1. PROPIEDAD ℵ

(a) (b)

Figura 4.5

Lema 4.1.2. Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada con la propiedad
ℵ, T = (u = u0, . . . , un = v) una uv-H-trayectoria en D y T ′ = (v = v0, . . . , vm =
w) una vw-H-trayectoria en D. Si Cu = Cv, entonces T ∪ T ′ es un uw-H-camino
en D, el cual contiene una uw-H-trayectoria en D.

Demostración. Como CC(T ) ⊆ CC(D)[Ci] para algún Ci (por la propiedad ℵ)
y c(u, u1) ∈ Cu, entonces Ci = Cu. Análogamente CC(T ′) ⊆ CC(D)[Cv]. Como
Ci = Cu = Cv entonces c(x, y) ∈ Bi para todo (x, y) en F (T ∪ T ′). Lo que implica
que T ∪ T ′ es un camino en D[Bi], por el Lema 4.1.1. T ∪ T ′ es un uw-H-camino,
el cual contiene una uw-H-trayectoria.

Lema 4.1.3. Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada con la propiedad
ℵ.

1. Si T es una uv-H-trayectoria en D, entonces V (CC(T )) está contenido en
Cu.

2. Si T = (u0, u1, . . . , un) es una u0un-H-trayectoria entonces Cui
= Cuj

para
todo {i, j} subconjunto de {0, . . . , n− 1}.

3. Si T = (u0, . . . , un) es una u0un-H-trayectoria y T ′ = (uj = v0, . . . , vk) es
una ujvk-H-trayectoria para algún j en {0, . . . , n−1}, entonces (u0, T, uj)∪T ′
contiene una u0vk-H-trayectoria.

Demostración. 1. Sea T = (u, u1, . . . , un = v) una uv-H-trayectoria. Como D tiene
la propiedad ℵ, entonces T está contenido en D[Bj] para algún j en {1, . . . , p},
aśı F (T ) ⊆ Bj. Como (u, u1) ∈ Bu, entonces F (T ) ⊆ Bu. Aśı, c(ui, ui+1) ∈ Cu

para todo i en {0, . . . , n− 1}. Por lo tanto V (CC(T )) está contenido en Cu.
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2. Como vimos en la demostración del resultado anterior, si T = (u0, u1, . . . , un)
es una u0un-H-trayectoria, entonces c(ui, ui+1) ∈ Cu0 . Por definición c(ui, ui+1) ∈
Cui

, por lo tanto Cu0 = Cui
para todo i en {0, .., n − 1}. Además, si {i, j} es un

subconjunto de {0, . . . , n− 1}, entonces Cui
= Cu0 = Cuj

.
3. Sean T = (u0, . . . , un) una u0un-H-trayectoria y T ′ = (uj = v0, . . . , vk) una

ujvk-H-trayectoria para algún j en {0, . . . , n−1}, entonces por el resultado anterior
Cuj

= Cu0 , por el Lema 4.1.2. T ∪ T ′ es un u0vk-H-camino, el cual contiene una
u0vk-H-trayectoria.

4.2. Resultados preliminares

Lema 4.2.1. Sean H una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ. Si T = (u = u0, . . . , un = v) es una uv-H-trayectoria de
longitud mı́nima, entonces ui 9 uj para cualquier {i, j} subconjunto de {0, . . . , n},
con j > i+ 1, en particular ui+2 → ui para todo i en {0, . . . , n− 2}.

Demostración. Sea T = (u = u0, . . . , un = v) una uv-H-trayectoria de longitud
mı́nima. Supongamos que hay {i, j} subconjunto de {0, . . . , n} tal que j > i+ 1 y
ui → uj. Consideremos T ′ = (u = u0, . . . , ui, uj, . . . , un = v).

Como T es una H-trayectoria, entonces por el Lema 4.1.3. Cuk
= Cu para

todo k en {0, . . . , n − 1}. En particular Cui
= Cu, es decir, ξ+(ui) ⊆ Cu; lo que

implica que c(ui, uj) ∈ Cu. Por lo tanto, T ′ es un camino dirigido en D[Bu]. Por el
Lema 4.1.1. T ′ contiene una uv-H-trayectoria, la cual seŕıa de longitud menor a T
(ver Figura 4.6). Lo cual contradice que T sea una uv-H-trayectoria de longitud
mı́nima. Por lo tanto, ui 9 uj para cualquier {i, j} subconjunto de {0, . . . , n} con
j > i+ 1.

Figura 4.6

En particular, como D es cuasitransitiva y (ui, ui+1, ui+2) es una trayectoria de
longitud 2, entonces ui → ui+2 o ui+2 → ui. Por el resultado anterior ui 9 ui+2,
entonces ui+2 → ui.
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Lema 4.2.2. Sean H una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ. Si T = (u = u0, . . . , un = v) es una uv-H-trayectoria de
longitud mı́nima, entonces uj → ui para todo {i, j} subconjunto de {0, . . . , n} con
j > i + 1, excepto si |V (D)| = 4, en ese caso (u3, u0) puede no ser una flecha de
D.

Demostración. Si |V (T )| = 3 el resultado se sigue del hecho que T es de longitud
mı́nima y D es cuasitransitiva.

Si |V (T )| = 4, entonces T = (u0, u1, u2, u3). Por el Lema 4.2.1., u3 → u1 y
u2 → u0. La flecha (u3, u0) puede no ser una flecha de D (ver Figura 4.7).

Figura 4.7

Procedemos por inducción sobre |V (T )|.
Base de inducción: Si |V (T )| = 5, entonces T = (u0, u1, u2, u3, u4). Por el

Lema 4.2.1. u4 → u2, u3 → u1, u2 → u0 (ver Figura 4.8).

Figura 4.8

Tenemos que u4 → u2 → u0, luego por el Lema 4.2.1. u0 9 u4, por lo tanto
u4 → u0, pues D es cuasitransitiva (ver Figura 4.9).

Figura 4.9
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Entonces u4 → u0 → u1, por el Lema 4.2.1. sabemos que u1 9 u4 y como D
es cuasitransitiva, entonces u4 → u1. Como u3 → u4 → u0 y por el Lema 4.2.1.
u0 9 u3, entonces u3 → u0, por ser D cuasitransitiva (ver Figura 4.10).

Figura 4.10

Concluimos que uj → ui para todo {i, j} subconjunto de {0, . . . , n} con j > i+1
(ver Figura 4.11).

Figura 4.11

Hipótesis de inducción: Si T = (u0, . . . , um) es una u0um-H-trayectoria de
longitud mı́nima m, con 5 ≤ m < n, entonces uj → ui para todo {i, j} subconjunto
de {0, . . . , n}, con j > i+ 1.

Paso inductivo: Sea T = (u0, . . . , un) una u0un-H-trayectoria de longitud
mı́nima n, con n ≥ 6. Consideremos T1 = (u0, . . . , un−1) y T2 = (u1, . . . , un),
entonces 5 ≤ |V (T1)| = |V (T2)| < n. Por hipótesis de inducción T1 y T2 satisfacen
que uj → ui para toda j > i + 1, excepto cuando j = n y i = 0, es decir, falta
probar que un → u0. Esto pasa pues un → u2 → u0. Como D es cuasitransitiva y
por el Lema 4.2.1. u0 9 un, concluimos que un → u0 (ver Figura 4.12).
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Figura 4.12

4.3. Resultado principal

Lema 4.3.1. Sean H una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ, {u, v} un subconjunto de V (D), con u 6= v, tales que v 9 u.
Si u⇒H v, entonces una y sólo una de las siguientes afirmaciones se cumple:

1. u→ v.

2. u 9 v y existe una H-trayectoria (u = u0, u1, u2, u3 = v) de longitud 3 tal
que u2 → u0 y u3 → u1. Además no existen trayectorias de longitud 2 entre
u y v.

Es decir, si u9 v, entonces tenemos la siguiente estructura.

Demostración. Sea T una uv-H-trayectoria de longitud mı́nima. Si u→ v, enton-
ces T cumple la primer opción. Supongamos que u9 v. Aśı l(T ) ≥ 2.

Si l(T ) ≥ 4, entonces por el Lema 4.2.2. se tiene que v → u, contradiciendo la
suposición que l(T ) ≥ 2, por lo tanto l(T ) ≤ 3.

Si l(T ) = 3, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3 = v) y por el Lema 4.2.1., u2 → u0
y u3 → u1.

Supongamos que existe T ′ una trayectoria de longitud 2 entre u y v. Como D
es cuasitransitiva entonces u → v o v → u. Por hipótesis v 9 u, entonces u → v.
Lo cual contradice la suposición que u 9 v. Por lo tanto, no existen trayectorias
de longitud 2 entre u y v.

Lema 4.3.2. Sean H una digráfica, D una digráfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ y un subconjunto {u, v, w} de V (D). Si u ⇒H v, v ;H u,
v ⇒H w, w ;H v, entonces w → u o u⇒H w.
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Demostración. Como u ⇒H v, entonces sea T una uv-H-trayectoria de longitud
mı́nima. Como v 9 u se sigue del Lema 4.3.1. que:

l(T ) = 1 o T = (u, u1, u2, v) y v → u1, u2 → u. (4.1)

Análogamente, consideremos T ′ una vw-H-trayectoria de longitud mı́nima, en-
tonces, por el Lema 4.3.1. se tiene que:

l(T ′) = 1 o T ′ = (v, v1, v2, w) y w → v1, v2 → v. (4.2)

Supongamos que w 9 u, por lo que debemos demostrar que u⇒H w. Supon-
gamos que u9 w, de otro modo tendŕıamos directamente que u⇒H w. Como D
es cuasitransitiva y no hay flechas entre u y w, entonces:

N+(u) ∩N−(w) = ∅ = N−(u) ∩N+(w). (4.3)

Si Cu = Cv entonces por el Lema 4.1.2 u⇒H w. Supongamos que Cu 6= Cv.
Si u→ v, es decir, l(T ) = 1 Como v /∈ N+(u)∩N−(w) entonces v 9 w, por lo

que T ′ = (v, v1, v2, w) (por (4.2)). Note que u /∈ V (T ′) porque v ;H u. Si vi → u
para algún i en {1, 2}, entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.3., (v, T, vi) ∪ (vi, u)
seŕıa una vu-H-trayectoria contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto, v1 9 u y
v2 9 u.

Figura 4.13

Como u → v → v1 y v1 9 u, entonces u → v1, pues D es cuasitransitiva (ver
Figura 4.13). Como u→ v1 → v2 y v2 9 u, entonces u→ v2 (ver Figura 4.14).

Figura 4.14

Aśı, como v2 → w, entonces v2 ∈ N+(u) ∩ N−(w) contradiciendo que
N+(u) ∩N−(w) = ∅ (por (4.3)). Por lo tanto, l(T ) = 3, esto implica que
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T = (u, u1, u2, v) y u2 → u, v → u1.

Si l(T ′) = 1, es decir, v → w. Como u2 → v → w y D es cuasitransitiva
entonces u2 → w o w → u2. Si w → u2 entonces u2 ∈ N+(w) ∩ N−(u), lo cual
contradice que N+(w) ∩N−(u) = ∅ (ver Figura 4.15).

Figura 4.15

Entonces u2 → w, luego por el inciso 3 del Lema 4.1.3. (u, u1, u2, w) contiene
una uw-H-trayectoria, lo cual implica que u⇒H w (ver Figura 4.16).

Figura 4.16

Si l(T ′) = 3, entonces T ′ = (v, v1, v2, w) (como en (4.2)). Como pudimos notar
previamente en esta demostración, v ;H u implica que v1 9 u y v2 9 u. Note
que u2 /∈ V (T ′), pues estamos suponiendo que Cu 6= Cv.

Figura 4.17
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Como D es cuasitransitiva y u2 → v → v1, entonces u2 → v1 o v1 → u2 (ver
Figura 4.17). Vamos a ver que u2 → v1, de otra manera v1 → u2 → u, como D es
cuasitransitiva y v1 9 u, entonces u → v (ver Figura 4.18(a)). De esta manera,
u→ v1 → v2. Como D es cuasitransitiva y v2 9 u tenemos que u→ v2 (ver Figura
4.18(b)). Aśı v2 ∈ N+(u) ∩ N−(w), contradiciendo que N+(u) ∩ N−(w) = ∅. Por
lo tanto u2 → v1.

(a) (b)

Figura 4.18

Tenemos que u2 → v1 → v2, como D es cuasitransitiva, se tiene que u2 → v2
o v2 → u2 (ver Figura 4.19(a)). Veamos que u2 → v2, de otro modo v2 → u2
aśı v2 → u2 → u y como D es cuasitransitiva y v2 9 u entonces u → v2, aśı v2 ∈
N+(u) ∩ N−(w), contradiciendo que N+(u) ∩ N−(w) = ∅. Por lo tanto u2 → v2,
aśı u2 → v2 → w. Como D es cuasitransitiva u2 → w o w → u2 (ver Figura
4.19(b)). Si w → u2 entonces u2 ∈ N+(w) ∩ N−(u), una contradicción. Por lo
tanto u2 → w. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3. (u, u1, u2, w) contiene una uw-H-
trayectoria, por lo que u⇒H w.
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(a)
(b)

Figura 4.19

Lema 4.3.3. Sean H una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-coloreada
que cumple la propiedad ℵ tal que todo C3 contenido en D tiene la propiedad i. Si
{u, v, w} es un subconjunto de V (D) tal que u⇒H v, v ;H u, v ⇒H w, w ;H v
y Cu 6= Cv entonces u⇒H w y w ;H u.

Demostración. Como se cumplen las hipótesis del Lema 4.3.2., entonces se tiene
que w → u o u ⇒H w. Basta probar que w ;H u, pues w ;H u implica que
w 9 u y por el Lema 4.3.2. tendŕıamos que u⇒H w.

Procediendo por contradicción, supongamos que w ⇒H u. Sea W = (w =
w0, w1, w2, . . . , wp−1, wp = u) una wu-H-trayectoria de longitud mı́nima. Como
v ;H u y w ;H v entonces, Cw /∈ {Cu, Cv}, de otra manera, como w ⇒H u
y u ⇒H v; si Cw = Cu, entonces por el Lema 4.1.2. w ⇒H v, lo cual es una
contradicción. Si Cw = Cv, entonces como v ⇒H w w ⇒H u por el Lema 4.1.2. se
tiene que v ⇒H u, contradiciendo nustras hipótesis.

Como lo vimos en la demostración del Lema 4.3.2., existen T una uv-H-
trayectoria tal que l(T ) ∈ {1, 3} y T ′ una vw-H-trayectoria tal que l(T ′) ∈ {1, 3},
las cuales satisfacen la conclusión del Lema 4.3.1.
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Figura 4.20

Supongamos que l(T ) = 1, es decir, u → v. Note que v /∈ V (W ) pues
v ;H u. Como D es cuasitransitiva y wp−1 → u → v, entonces wp−1 → v o
v → wp−1 (ver Figura 4.20). Si wp−1 → v entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.3.,
(w,w1, . . . , wp−1, v) contiene una wv-H-trayectoria, es decir, w ⇒H v contradicien-
do la hipótesis. Si v → wp−1, entonces v → wp−1 → u → v, lo que implica que
(v, wp−1, u, v) es un C3 que no tiene la propiedad i, pues por el inciso 2 del Lema
4.1.3. Cwp−1 = Cw y |{Cv, Cu, Cw}| = 3. Por lo tanto, l(T ) = 3 y hay vértices u1, u2
tales que T = (u, u1, u2, v), v → u1, u2 → u; además como u 9 v, v 9 u y D es
cuasitransitiva, entonces:

N+(u) ∩N−(v) = ∅ = N+(v) ∩N−(u). (4.4)

(a) (b)

Figura 4.21
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Supongamos que l(T ′) = 1, es decir, v → w. Como v → w0 y v 9 wp = u,
entonces consideremos el mayor valor q en {0, . . . , p−1} tal que v → wq (ver Figura
4.21(a)). Como D es cuasitransitiva y v → wq → wq+1, tenemos que v → wq+1 o
wq+1 → v. Por maximalidad de q tenemos que v 9 wq+1, por lo que wq+1 → v (ver
Figura 4.21(b)). Como u 9 v entonces q + 1 < p. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3.
(w,w1, . . . , wq, wq+1, v) contiene una wv-H-trayectoria, contradiciendo la hipótesis
(ver Figura 4.22).

Figura 4.22

Por lo tanto, l(T ′) = 3 y hay vértices v1, v2 tales que T = (v, v1, v2, w), w → v1,
v2 → v. Si vi → u para algún i en {1, 2}, entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.3.
(v, T ′, vi)∪ (vi, u) contiene una vu-H-trayectoria, contradiciendo que v ;H u. Por
lo tanto, v1 9 u y v2 9 u. Si u→ v2, entonces v2 ∈ N+(u)∩N−(v) contradiciendo
que N+(u)∩N−(v) = ∅ (ver Figura 4.23(a)). Por lo tanto, u9 v2 y v2 9 u. Como
D es cuasitransitiva entonces:

N+(u) ∩N−(v2) = ∅ = N+(v2) ∩N−(u). (4.5)

Ya que v1 ∈ N−(v2), tenemos que v1 /∈ N+(u), pues N+(u) ∩ N−(v2) = ∅.
Como v1 9 u y D es cuasitransitiva también tenemos que:

N+(u) ∩N−(v1) = ∅. (4.6)
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(a) (b)

Figura 4.23

Como w → v1, entonces u 9 w, de otra manera w ∈ N−(v1) ∩N+(u), lo cual
no es posible (ver Figura 4.23(b)). También tenemos que w 9 u, pues v2 → w y
N+(v2) ∩ N−(u) = ∅. Por lo tanto, w 9 u y u 9 w, por el Lema 4.3.1 se tiene
que existen vértices w1yw2 tales que W = (w,w1, w2, u), donde además u→ w1 y
w2 → w.

(a) (b)

Figura 4.24

Tenemos v2 → w → w1, como D es cuasitransitiva entonces v2 → w1 o w1 → v2
(ver Figura 4.24(a)). Como u → w1 y N+(u) ∩ N−(v2) = ∅ entonces w1 9 v2
por lo que v2 → w1. Aśı, v2 → w1 → w2, implica que v2 → w2 o w2 → v2
porque D es cuasitransitiva (ver Figura 4.24(b)). Pero v2 9 w2 pues w2 → u y
N+(v2) ∩ N−(u) = ∅. En consecuencia w2 → v2. Como v2 → v tenemos w2 →
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v2 → v, lo que nos lleva a v → w2 o w2 → v porque D es cuasitransitiva (ver
Figura 4.25(a)). Como w2 → u y N+(v) ∩ N−(u) = ∅ tenemos que v 9 w2,
entonces w2 → v. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3. (w,w1, w2, v) contiene una wv-H-
trayectoria, contradiciendo la hipótesis (ver Figura 4.25(b)). Como todos los casos
posibles nos llevan a una contradición, podemos concluir que w ;H u.

(a) (b)

Figura 4.25

Teorema 4.3.4. Si H es una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ tal que todo C3 contenido en D tiene la propiedad i.
Entonces CH(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Probaremos que todo ciclo en CH(D) tiene al menos una flecha
simétrica.

Supongamos, por contradicción, que existe un ciclo en CH(D) sin flechas simétri-
cas. Sea C = (u0, u1, . . . , un = u0) un ciclo de longitud mı́nima sin flechas simétri-
cas. Notemos que n ≥ 3. Para cada i en {0, . . . , n − 1} tenemos que ui ⇒H ui+1

y ui+1 ;H ui, es decir, para cada i en {0, . . . , n − 1} existe Pi una uiui+1-H-
trayectoria en D (considerando la suma de los ı́ndices módulo n). Luego, como
C es asimétrico en CH(D) no puede suceder que Cui

= Cui+1
para todo i en

{1, . . . , n − 1} ya que de ser aśı, tendŕıamos que C ⊆ Bui
, el Lema 4.1.1. implica

que ui+1 ⇒H ui para cada i en {1, . . . , n− 1}, lo cual implicaŕıa que C es un ciclo
simétrico en CH(D). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Cu0 6= Cu1 .
Por el Lema 4.3.3. tenemos que u0 ⇒H u2 y u2 ;H u0. Aśı, n ≥ 3. Entonces el
ciclo (u0, u2, u3, . . . , un) es un ciclo en CH(D) sin flechas simétricas con longitud
menor a C, contradiciendo que C es de longitud mı́nima.

Por lo tanto, como todo ciclo en CH(D) tiene al menos una flecha simétrica,
por el Teorema 1.3.1. concluimos que CH(D) es núcleo perfecta.

El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 4.3.4.
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Corolario 4.3.5. Sean H una digráfica y D una digráfica cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ tal que todo C3 contenido en D tiene la propiedad i,
entonces D tiene H-núcleo.
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Caṕıtulo 5

H-núcleos en digráficas
3-cuasitransitivas

En este caṕıtulo encontramos resultados equivalentes a los obtenidos por Hor-
tensia Galeana Sánchez, Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en [9], de-
mostrando que si D es una digráfica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad
ℵ y todo T̃4 y C4 contenido en D tiene la propiedad i, entonces D tiene H-núcleo.

5.1. Resultados preliminares

Recordemos algunas definiciones vistas en caṕıtulos anteriores.
Definición 3.1.1 Llamarémos T̃4 a la digráfica tal que V (T̃4) = {w, x, y, z} y
F (T̃4) = {(w, x), (x, y), (y, z), (w, z)} (ver Figura 5.1)

Figura 5.1
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Definición 4.1.3 Sean H una digráfica y D una digráfica H-coloreada. Decimos
que D tiene la propiedad ℵ si existe {C1, . . . , Cp} una partición de V (CC(D))
que cumple:

1. CC(D)[Ci] es una subdigrágica de H[Ci] para todo i en {1, . . . , p}.

2. Para cualquier vértice u en V (D) existe Ci un elemento de la partición de
tal forma que ξ+(u) ⊆ Ci.

3. Si T es una H-trayectoria entonces existe Ci, elemento de la partición, tal
que T está contenido en D[Bi].

Definición 4.1.4 SeanH una digráfica yD una digráficaH-coloreada, {C1, ..., Cp}
una partición de V (CC(D)) y G una subdigráfica de D. Decimos que G tiene la
propiedad i si existe Ci elemento de la partición tal que los colores de todas las
flechas de G, excepto a lo más una, están en Ci.

Lema 5.1.1. Sean H una digráfica y D una digráfica 3-cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ, {u, v} un subconjunto de V (D) y T = (u = u0, . . . , un = v)
una uv-H-trayectoria de longitud mı́nima. Si i < j entonces (ui, T, uj) es una
uiuj-H-trayectoria de longitud mı́nima.

Demostración. Procediendo por contradicción, supongamos que existe T ′ una uiuj-
H-trayectoria de longitud menor a l(ui, T, uj). Por el inciso 1 del Lema 4.1.3. se tie-
ne que V (CC(T )) ⊆ Cu. Análogamente V (CC(T ′)) ⊆ Cui

. Por el inciso 2 del Lema
4.1.3., Cu = Cui

. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3. τ = (u, T, ui)∪(ui, T
′, uj)∪(uj, T, v)

contiene una uv-H-trayectoria, la cual seŕıa de longitud menor a T , contradiciendo
la minimalidad de T .

Lema 5.1.2. Sean H una digráfica y D una digráfica 3-cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad ℵ, {u, v} un subconjunto de V (D) y T = (u = u0, . . . , un = v)
una uv-H-trayectoria de longitud mı́nima. Si l(T ) ≥ 3, entonces ui → ui−(2k+1)

para cada i en {3, . . . , n} y k en {1, . . . , b i−1
2
c}. En particular, si l(T ) es impar

entonces v → u.

Demostración. Procediendo por inducción sobre l(T ) = n demostraremos que
ui → ui−(2k+1) para cada i en {3, . . . , n} y k en {1, . . . , b i−1

2
c}.

Base de inducción: Si n = 3, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3 = v). Como
D es 3-cuasitransitiva entonces u→ v o u3 → u0, como T es una H-trayectoria de
longitud mı́nima tenemos que u3 → u0.

Si n = 4, entonces T = (u = u0, u1, u2, u3, u4 = v) y por el caso n = 3 tenemos
que u3 → u0 y u4 → u1.
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Hipótesis de inducción: Si T = (u′, . . . , v′) es una u′v′-H-trayectoria de
longitud mı́nima n con n ≥ 4, entonces ui → ui−(2k+1) para cada i en {3, . . . , n} y
k en {1, . . . , b i−1

2
c}.

Paso inductivo: Sea T = (u = u0, . . . , un+1 = v) una uv-H-trayectoria de
longitud mı́nima n + 1. Consideremos la trayectoria T ′ = (u, T, un), por el Lema
5.1.1. T ′ es una uun-H-trayectoria de longitud mı́nima. Por hipótesis de inducción
tenemos que ui → ui−(2k+1) para cada i en {3, . . . , n} y k en {1, . . . , b i−1

2
c}. Por

otro lado, sea T ′′ = (u1, T, v), entonces T ′′ es una u1v-H-trayectoria de longitud
mı́nima (por el Lema 5.1.1.). Por hipótesis de inducción tenemos que ui → ui−(2k+1)

para cada i en {4, . . . , n+ 1} y k en {1, . . . , b i−1
2
c}.

Para terminar esta demostración basta mostrar que un+1 → u0 cuando n + 1
es impar.

Supongamos que n+1 es impar. Tenemos que n
2
−1 es un elemento del conjunto

{1, . . . , bn
2
c}, por el resultado anterior con i = n + 1 y k = n

2
− 1 tenemos que

un+1 → u(n+1)−(2(n
2
−1)+1) = u2.

Aśı, un+1 → u2 → u3 → u0. Como D es 3-cuasitransitiva entonces u0 → un+1

o un+1 → u0. Como T es una H-trayectoria de longitud mı́nima entonces un+1 →
u0.

Observación 5.1.1. Sean H una digráfica, D una digráfica 3-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ. Si todo T̃4 y C4 contenido en D tiene la propiedad
i, entonces D no tiene trayectorias de longitud 3 sin la propiedad i.

Demostración. Procediendo por contradicción, supongamos que T = (u, v, w, x) es
una trayectoria de longitud 3 en D sin la propiedad i. Como D es 3-cuasitransitiva
tenemos que u→ x o x→ u. Si u→ x, entonces D[(u, v, w, x)] contiene un T̃4 sin la
propiedad i. Si x→ u, entonces D[(u, v, w, x)] contiene un C4 sin la propiedad i,
contradiciendo nuestras hipótesis. Por lo tanto, D no tiene trayectorias de longitud
3 sin la propiedad i.

Observación 5.1.2. Sean H una digráfica, D una digráfica 3-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ tal que todo C3 tiene la propiedad i. Si (u, u1, u2, v)
es un camino sin la propiedad i, entonces Cu 6= Cu1 y Cu2 /∈ {Cu, Cu1} lo cual
implica que:

u 6= u1, pues Cu 6= Cu1.

u 6= u2, pues Cu 6= Cu2.

u1 6= u2, ya que Cu1 6= Cu2.

u 6= v, si no fuera aśı y por los casos anteriores, (u, u1, u2, v = u) seŕıa un
C3 con la propiedad i, contradiciendo la hipótesis.

u2 6= v, ya que D es una digráfica sin lazos.
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5.2. Resultado principal

Definición 5.2.1. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada. Un γH-
ciclo en D es una sucesión de vertices distintos, con excepción del primer y último
vértice, (u0, u1, . . . , un, u0) tal que para cada i en {0, 1, . . . , n}.

Existe una uiui+1-H-trayectoria.

No existe una ui+1ui-H-trayectoria.

La suma sobre los ı́ndices de los vértices de γH es módulo n+ 1 y decimos que la
longitud de γH es n+ 1.

Teorema 5.2.1. Sean H una digráfica, D una digráfica 3-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D tiene la propiedad
i, entonces no hay γH-ciclos en D.

Demostración. Procediendo por contradicción, supongamos que D tiene un γH-
ciclo, sea γ = (u0, u1, . . . , un, u0) un γH-ciclo de longitud mı́nima. Por la definición
de γH-ciclo, sabemos que para toda i en {0, . . . , n} existe una uiui+1-H-trayectoria,
sea Ti una uiui+1-H-trayectoria de longitud mı́nima, además, sabemos que no existe
una ui+1ui-H-trayectoria en D, por lo que ui+1 9 ui. Por el Lema 5.1.2. tenemos
que si l(Ti) ≥ 3 entonces l(Ti) no puede ser impar, por lo tanto l(Ti) es par o
l(Ti) = 1 para cada i ∈ {0, . . . , n}.

Ahora tenemos las siguientes afirmaciones.

Afirmación 5.1. l(γ) ≥ 3.

Si l(γ) = 2, entonces γ = (u0, u1, u0), con lo que tendŕıamos que hay una
u1u0-H-trayectoria, lo cual contradice la definición de γH-ciclo.

Afirmación 5.2. Hay un ı́ndice i en {0, . . . , n} tal que Cui
6= Cui+1

.

Procediendo por contradicción, consideremos T0 ∪ T1 ∪ · · · ∪ Tn el cual, por el
Lema 4.1.1. contiene una u0un-H-trayectoria, lo cual contradice la definición de
γH-ciclo. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Cu0 6= Cu1 .

Afirmación 5.3. No hay u2u0-H-trayectorias en D.

Supongamos que existe T = (u2 = x0, x1, . . . , xt = u0) una u2u0-H-trayectoria
de longitud mı́nima. Entonces:

Afirmación 5.3.1. Cu2 /∈ {Cu0 , Cu1}.

Si Cu2 = Cu0 entonces, por el Lema 4.1.2. T ∪ T0 contiene una u2u1-H-
trayectoria, contradiciendo la definición de γH-ciclo. Análogamente si Cu2 = Cu1 ,
entonces T1 ∪ T contiene una u1u0-H-trayectoria, contradiciendo la definición de
γH-ciclo.
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Afirmación 5.3.2. l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 4.

Si l(T0) = 1 = l(T1), entonces C = (u0, u1, u2, x1) es un u0x1-camino de longi-
tud 3 sin la propiedad i, ya que Cu0 6= Cu1 y Cu2 /∈ {Cu0 , Cu1} (por la Afirmación
5.3.1.). Por la Observación 5.1.2. y del hecho de que u1 6= x1 (porque u2 9 u1)
tenemos que C es una u0x1-trayectoria sin la propiedad i, contradiciendo la Ob-
servación 5.1.1.

Figura 5.2

Si T0 = (u0, y, u1) y l(T1) = 1, entonces C = (y, u1, u2, x1) es un camino sin la
propiedad i de longitud 3 (ver Figura 5.2). Por la Observación 5.1.2. y del hecho
que u1 6= x1 tenemos que C es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad i,
contradiciendo la Observación 5.1.1.

Si T0 = (u0, y, u1) y T1 = (u1, z, u2). Sabemos que z es distinto de u0 porque
no hay flecha de u1 hacia u0 y z 6= y porque a y le sale una flecha con color en
Cu0 y a z le sale una flecha con color en Cu1 , sabemos que estos dos conjuntos
son distintos. Aśı T0 ∪ (u1, z) = (u0, y, u1, z) es una trayectoria de longitud 3 (ver
Figura 5.3(a)).

(a) (b)

Figura 5.3

Como D es 3-cuasitransitiva entonces u0 → z o z → u0 (ver Figura 5.3(b)).
Si z → u0 tendŕıamos que c(z, u0) ∈ Cu1 (porque ξ+(z) está en Cu1), entonces
(u0, y, u1, z, u0) seŕıa un C4 sin la propiedad i, contradiciendo la hipótesis (ver
Figura 5.4(a)).
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Por lo tanto u0 → z. Sea C = (u0, z, u2, x1), aśı C es un camino de longitud
3 sin la propiedad i (ver Figura 5.4(b)). Por la Observación 5.1.2. y del hecho
que z 6= x1 tenemos que C es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad i,
contradiciendo la Observación 5.1.1.

(a) (b)

Figura 5.4

Si l(T0) = 1 y T1 = (u1, z, u2), entonces C = (xt−1, u0, u1, z) es un camino de
longitud 3 sin la propiedad i (ver Figura 5.5). Por la Observación 5.1.2. y del hecho
que xt−1 es distinto de u1 (porque no hay flecha de u1 hacia u0) tenemos que C
es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad i, contradiciendo la Observación
5.1.1.

Figura 5.5

Concluimos que l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 4.
Supongamos que

T0 = (u0 = y0, y1, . . . , yl = u2) y T1 = (u1 = z0, z1, . . . , zk = u2).

Afirmación 5.3.3. l(T ) ≥ 3.

Supongamos por contradicción que l(T ) < 3.
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Si l(T ) = 1 entonces C = (zk−1, u2, u0, y1) es un camino de longitud 3 sin la
propiedad i (ver Figura 5.6). La Observación 5.1.2. y el hecho que u2 6= y1 implican
que C es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad i, lo cual contradice la
Observación 5.1.1.

Figura 5.6

Si T = (u2, x1, u0), entonces C = (zk−1, u2, x1, u0) es una zk−1u0-trayectoria
de longitud 3. Como D es cuasitransitiva, entonces zk−1 → u0 o u0 → zk−1
(ver Figura 5.7). Si zk−1 → u0, entonces c(zk−1, u0) ∈ Cu1 porque por el inciso
2 del Lema 4.1.3. se tiene que Czk−1

= Cu1 . Aśı, D[{zk−1, u2, x1, u0}] contiene

un T̃4 sin la propiedad i, lo cual contradice la hipótesis. Si u0 → zk−1, entonces
c(u0, zk−1) ∈ Cu0 , luego (u0, zk−1, u2, x1) es una trayectoria de longitud 3 sin la
propiedad i contradiciendo la Observación 5.1.1. Concluimos que l(T ) ≥ 3.

Figura 5.7

Afirmación 5.3.4. u0 9 u2.

Procediendo por contradicción, supongamos que u0 → u2. Aśı, c(u0, u2) ∈ Cu0 .
Por el Lema 5.1.2. aplicado a T1 tenemos que u2 → z1 y c(u2, z1) ∈ Cu2 , entonces
(u0, u2, z1, z2) es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad i, lo cual contradice
la Observación 5.1.1. (ver Figura 5.8).
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Figura 5.8

Afirmación 5.3.5. l(T0) ≥ 4, l(T1) ≥ 4, l(T ) ≥ 4 y l(T ) es par.

Por la Afirmación 5.3.2. tenemos l(T0) ≥ 4, l(T1) ≥ 4. Por la Afirmación 5.3.3.
tenemos que l(T ) ≥ 3, por lo que basta probar que l(T ) es par. Como l(T ) ≥ 3 y
u2 9 u0 (por la Afirmación 5.3.4.), se sigue del Lema 5.1.2. que l(T ) es par.

Se sigue del Lema 5.1.2. aplicado a T que u0 → x1. Notemos que (zk−1, u2, x1, x2)
es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que zk−1 →
x2 o x2 → zk−1 (ver Figura 5.9(a)). Si zk−1 → x2 entonces D[{zk−1, u2, x1, x2}]
contiene un T̃4 sin la propiedad i, lo cual es una contradicción (ver Figura 5.9(b)).

(a)
(b)

Figura 5.9
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Si x2 → zk−1, entonces (u0, x1, x2, zk−1) es una trayectoria de longitud 3, como
D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → zk−1 o zk−1 → u0. Si u0 → zk−1, entonces
D[{u0, zk−1, u2, x1}] contiene un T̃4 sin la propiedad i, contradiciendo la hipóte-
sis (ver Figura 5.10(a)). Si zk−1 → u0, entonces (u0, x1, x2, zk−1) es un C4 sin la
propiedad i, una contradicción (ver Figura 5.10(b)).

(a) (b)

Figura 5.10

Por lo tanto no hay una u2u0-H-trayectoria.

Afirmación 5.4. l(γ) ≥ 4.

Se sigue de las Afirmaciones 5.1. y 5.3.

Afirmación 5.5. No hay una u0u2-H-trayectoria en D.

Supongamos que existe una u0u2-H-trayectoria en D, entonces γ1 = (u0, u2,
u3, . . . , un, u0) seŕıa un γH-ciclo con l(γ1) < l(γ) contradiciendo la minimalidad de
γ.

Afirmación 5.6. Sea i en {0, . . . , n}, si Cui
6= Cui+1

entonces no existe una
ui+2ui-H-trayectoria y no existe una uiui+2-H-trayectoria.

Es de manera análoga a las Afirmaciones 5.3. y 5.5.

Afirmación 5.7. Si Cui
6= Cui+1

y l(Ti) = 1 para alguna i en {0, . . . , n}, entonces
l(Ti+1) = 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Cu0 6= Cu1 y l(T0) = 1. Procedien-
do por contradicción supongamos que l(T1) ≥ 2.

Si T1 = (u1, z, u2), entonces (u0, u1, z, u2) es una trayectoria de longitud 3 (ver
Figura 5.11). Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → u2 o u2 → u0, lo cual
contradice a la Afirmación 5.3. o la Afirmación 5.5. respectivamente.
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Figura 5.11

Si l(T1) ≥ 3, entonces T1 = (u1 = z0, z1, . . . , zk = u2). Aśı (u0, u1, z1, z2) es
una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → z2
o z2 → u0 (ver Figura 5.12). Si u0 → z2 entonces D[{u0, u1, z1, z2}] contiene un T̃4
sin la propiedad i, ya que c(u0, z2) y c(u0, u1) están en Cu0 ; c(z1, z2) y c(z2, u0)
están en Cu1 , lo cual es una contradicción. Si z2 → u0, entonces por el inciso 3 del
Lema 4.1.3., (u1, z1, z2, u0) es una u1u0-H-trayectoria, contradiciendo la definición
de γH ciclo.

Figura 5.12

Por lo tanto l(T1) = 1.

Afirmación 5.8. Si Cui
6= Cui+1 y l(Ti) = 1, entonces Cui+2

= Cui
.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 0, Cu0 6= Cu1 y l(T0) = 1. Por
la Afirmación 5.7. l(T1) = 1.

Sea T2 = (u2, x1, . . . , xt = u3). Luego C = (u0, u1, u2, x1) es un u0x1-camino
de longitud 3. Como γ es un γH-ciclo no existe una u2u1-H-trayectoria, entonces
x1 6= u1 y por la Afirmación 5.3. x1 6= u0. Aśı, C es una trayectoria de longitud 3.
Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → x1 o x1 → u0 (ver Figura 5.13).

Figura 5.13
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Si u0 → x1, entonces D[u0, u1, u2, x1] contiene un T̃4 (ver Figura 5.14).

Figura 5.14

Como todo T̃4 tiene la propiedad i, entonces los colores de T2 deben estar
contenidos en Cu0 (ver Figura 5.15).

Figura 5.15

Si x1 → u0, entonces C = (u0, u1, u2, x1) es un C4. Como todo C4 tiene la
propiedad i, entonces Cu2 ∈ {Cu0 , Cu1} (ver Figura 5.16).

Figura 5.16

Si Cu2 = Cu1 , entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.2. (u1, u2, x1, u0) seŕıa una
u1u0-H-trayectoria (ver Figura 5.17). Contradiciendo la definición de γ-ciclo.
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Figura 5.17

Aśı concluimos que Cu2 = Cu0 .
Para terminar esta demostración analizaremos cinco posibles casos:

Caso 1. l(T0) = 1.

Aplicando las Afirmaciones 5.7 y 5.8 repetidamente obtenemos que l(Ti) = 1
para cada i en {0, . . . , n}, V (CC(Ti)) ⊆ Cu0 si i es par y V (CC(Ti)) ⊆ Cu1 si i es
impar. esto implica que γ es un ciclo, más aún n es impar.

Probaremos por inducción que u0 → ui para toda i impar, i ∈ {0, . . . , n}.
Base de inducción: Si i = 1 tenemos que u0 → u1 pues γ es un ciclo.
Hipótesis de inducción: Supongamos que u0 → ui para i en {1, 3, . . . , 2k−1}.
Notemos que {c(u0, u1), c(u0, u2k−1), c(u2k, u2k+1)} ⊆ Cu0 y c(u2k−1, u2k) ∈ Cu1

(ver Figura 5.18).

Figura 5.18

Paso inductivo: Sea T = (u0, u2k−1, u2k, u2k+1). Como T es una u0u2k+1-
trayectoria de longitud 3 y D es 3-cuasitransitiva, entonces u0 → u2k+1 o u2k+1 →
u0. Por lo tanto D[V (T )] contiene un C4 o T̃4 (ver Figura 5.19).
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Figura 5.19

Como todo T̃4 y C4 en D tiene la propiedad i, entonces el color de la flecha
entre u0 y u2k+1 pertenece a Cu0 , lo cual implica que u2k+1 9 u0, pues ξ+(u2k+1)
es subconjunto de Cu1 6= Cu0 . Aśı u0 → u2k+1. Por lo tanto, u0 → ui para toda i en
{0, . . . , n} con i impar. Como n es impar esto implica que u0 → un contradiciendo
la definición de γH-ciclo.

Caso 2. l(T0) = 2 y l(T1) = 1.

Supongamos que T0 = (u0, x, u1), entonces C = (u0, x, u1, u2) es una trayectoria
de longitud 3. Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que u0 → u2 o u2 → u0, esto
contradice la Afirmación 5.3. o la Afirmación 5.5. respectivamente.

Caso 3. l(T0) = 2 y l(T1) ≥ 2.

Supongamos que T0 = (u0, x, u1) y T1 = (u1, y1, y2, . . . , yt = u2), con t ≥
2, entonces C = (u0, x, u1, y1) es una trayectoria de longitud 3. Como D es 3-
cuasitransitiva se sigue que u0 → y1 o y1 → u0 (ver Figura 5.20).
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Figura 5.20

Aśı, D[V (C)] contiene un C4 o T̃4, como estas digráficas deben tener la propie-
dad i, entonces el color de la flecha entre u0 y y1 pertenece a Cu0 . Por el inciso
2 del Lema 4.1.3. ξ+(y1) ⊆ Cu1 , entonces y1 9 u0. Luego u0 → y1. Puesto que
(x, u1, y1, y2) es una trayectoria de longitud 3 y D es 3-cuasitransitiva, tenemos
que x→ y2 o y2 → x (ver Figura 5.21).

Figura 5.21
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Si x→ y2, entonces D[{x, u1, y1, y2}] contiene un T̃4 que no tiene la propiedad
i (ver Figura 5.22).

Figura 5.22

Si y2 → x, entonces D[{u0, y1, y2, x}] contiene un T̃4 sin la propiedad i, una
contradicción (ver Figura 5.23).

Figura 5.23

Caso 4. l(T0) ≥ 4 y l(T1) = 1.

Supongamos que T0 = (u0, x1, x2, . . . , xt−1, xt = u1), con t ≥ 4. Tenemos que
C = (xt−2, xt−1, u1, u2) es una trayectoria de longitud 3, comoD es 3-cuasitransitiva,
entonces xt−2 → u2 o u2 → xt−2 (ver Figura 5.24).
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Figura 5.24

Esto implica que D[V (C)] contiene un T̃4 o un C4, el cual por hipótesis tie-
ne la propiedad i. Por lo tanto, el color de la flecha entre xt−2 y u2 pertenece a
Cu0 . Si u2 → xt−2, entonces, por el Lema 4.1.1. (u2, xt−2, xt−1, u1) contiene una
u2u1-H-trayectoria, contradiciendo la definición de γH-ciclo. Si xt−2 → u2 enton-
ces, por el Lema 4.1.1. (u0, x1, x2, . . . , xt−2, u2) contiene una u0u2-H-trayectoria,
contradiciendo la Afirmación 5.5.

Caso 5. Si l(T0) ≥ 4 y l(T1) ≥ 2.

Supongamos que T0 = (u0, x1, . . . , xt−1, u1) y T1 = (u1, y1, . . . , yl−1, u2). En-
tonces C = (xt−2, xt−1, u1, y1) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva, entonces xt−2 → y1 o y1 → xt−2 (ver Figura 5.25).

Figura 5.25

Note que D[V (C)] contiene un T̃4 o un C4, el cual por hipótesis tiene la
propiedad i. Luego el color de la flecha entre xt−2 y y1 pertenece a Cu0 . Co-
mo ξ+(y1) ⊆ Cu1 , entonces y1 9 xt−2, por lo que xt−2 → y1. Por otro lado
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C ′ = (xt−1, u1, y1, y2) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva
tenemos que xt−1 → u2 o u2 → xt−1 (ver Figura 5.26).

Figura 5.26

Si xt−1 → y2, entonces D[{xt−1, u1, y1, y2}] contiene un T̃4 que no tiene la
propiedad i (ver Figura 5.27).

Figura 5.27

Si y2 → xt−1, entonces D[{xt−2, y1, y2, xt−1}] contiene un T̃4 sin la propiedad
i, una contradicción (ver Figura 5.28).
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Figura 5.28

Concluimos que D no contiene γH-ciclos.

Teorema 5.2.2. Sean H una digráfica, D una digráfica 3-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D tiene la propiedad
i, entonces CH(D) es una digráfica núcleo perfecta.

Demostración. Probaremos que todo ciclo en CH(D) tiene una flecha simétrica.
Por contradicción supongamos que C es un ciclo en CH(D) sin flechas simétricas.
Entonces C es un γH-ciclo en D contradiciendo el Teorema 5.2.1.

Corolario 5.2.3. Sean H una digráfica, D una digráfica 3-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad ℵ. Si cada C3, C4 y T̃4 contenido en D tiene la propiedad
i, entonces D tiene un H-núcleo.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En estre trabajo exhibimos resultados equivalentes a los obtenidos por Hor-
tensia Galeana Sánchez, Roćıo Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en los
art́ıculos Monochromatic paths and monochromatic sets of arcs in quasitransi-
tive digraphs [10] y Monochromatic paths and monochromatic sets of arcs in 3-
quasitransitive digraphs [9].

Al hacer este trabajo encontramos una forma de relacionar H-núcleos y núcleos
por trayectorias monocromáticas al debilitar nuestra definición de la propiedad ℵ,
lo que podemos ver en el siguiente teorema:

Teorema 6.0.4. Sean H una digráfica, D una digráfica H-coloreada, si existe
{C1, . . . , Cp} una partición de V (CC(D)) que cumple:

1. CC(D)[Ci] es una subdigrágica de H[Ci] para todo i ∈ {1, . . . , p}.

2. Śı T es una H-trayectoria entonces existe Ci, elemento de la partición, tal
que T está contenido en D[Bi].

Consideramos c′ : V (D) → {1, 2, . . . , p}, una p-coloración de D como sigue: si
(u, v) ∈ F (D) entonces c′(u, v) = i si c(u, v) ∈ Ci.

En este caso D tiene un H-núcleo con la coloración c si y sólo si D tiene un
núcleo por trayectorias monocromáticas con la coloración c′.

Demostración. Para dar esta demostración basta observar T es una trayectoria
monocromática en D con la coloración c′ si y sólo si es una H-trayectoria en D
con la coloración c.
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Sea T una trayectoria monocromática en D con la coloración c′, entonces todas
las flechas de T tiene el mismo color; digamos i. Por la manera en que definimos la
coloración c′ esto quiere decir que en la coloración c todas las flechas de T estaban
en el elemento de la partición Ci, es decir, T está contenida en D[Bi]. Por el inciso
1 del Lema 4.1.1. tenemos que T es un H-camino. Como T es una trayectoria,
entonces T es una H-trayectoria en D con la coloración c.

Sea T una H-trayectoria en D con la coloración c, entonces, por hipótesis,
existe Ci, elemento de la partición, tal que T está contenido en D[Bi], es decir,
existe Ci tal que el color de todas las flechas de T es un elemento de Ci. Aśı,
todas las flechas de T tienen el color i en c′. Por lo tanto, T es una trayectoria
monocromática en D con la coloracion c′.

Este resultado no sólo nos ayuda a relacionar la teoŕıa de núcleos por trayecto-
rias monocromáticas y H-núcleos, sino que nos da una forma de reducir problemas
de H-trayectorias a trayectorias monocromáticas.
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