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Introduccion

La Teorfa de Ntcleos es una rama muy importante de la Teoria de Digraficas
y tiene aplicaciones en diversas areas, entre las cuales estan: Teoria de Juegos,
Logistica, Investigaciéon de Operaciones, Optimizacion, etcétera.

El concepto de nicleo surgié por primera vez en Theory of Games and Econo-
mic Behavior [13] cuando John von Neumann y Oskar Morgenstern estaban tra-
bajando en Teoria de Juegos y lo llamaron solucion, posteriormente, al introducir
este concepto a la Teorfa de Digraficas se puede ver que es algo completamente
analogo, es decir, una relacion tiene solucion si y sélo si la digrafica asociada a esa
relacion tiene ntcleo.

En On the computational complezity of finding a kernel [2] Chvétal demostrd
que determinar la existencia de un nicleo en una digrafica dada es un problema NP
completo, por lo cual se han buscado hipdtesis para garantizar la existencia de un
nucleo en algunas familias de digraficas muy particulares, como son las digraficas
cuasitransitivas [8], k-cuasitransitivas [7], entre otras.

Algunas generalizaciones de la nocién de ntcleo son: el concepto de niicleo por
trayectorias monocrométicas [6] y de H-nticleo [3], este tltimo generaliza la idea
de nucleo por trayectorias monocromaticas. Un resultado conocido en esta area
es que toda digréfica transitiva tiene nicleo. Una generalizaciéon de transitividad
son las digraficas cuasitransitivas, las cuales fueron introducidas en Caractériza-
tion des graphes non orientés dont on peut orienter les arréites de maniére a
obtenir le graphe d’une relation d’ordre [12], las cuales se generalizan a digréficas
k-cuasitransitivas.

A diferencia de las digréaficas transitivas, no toda digréafica cuasitransitiva tiene
nicleo, por ejemplo, es el caso del ciclo dirigido de longitud 3. Por lo tanto, surgio la
pregunta ;qué condiciones son necesarias para garantizar que una digrafica k-
cuasitransitiva tenga nicleo, nicleo por trayectorias monocromaticas o H-ntcleo?

Para las definiciones basicas nos apoyaremos en Digraphs: Theory, Algorithms
and Applications [1]. Entre las herramientas que usaremos en este trabajo se en-
cuentra la digrafica de clases de color, introducida por Hortensia Galeana en Ker-
nels by monochromatic paths and the color-class digraph [5].

En [10] y [9] Hortensia Galeana Sanchez, Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala
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Santana dieron algunas condiciones en el caso de nicleo por trayectorias mono-
cromaticas para digraficas cuasitransitivas y 3-cuasitransitivas. El objetivo de este
trabajo es generalizar los resultados dados en [10] y [9], respecto a la teoria de
H-ntucleos.

Para el capitulo 2 nos enfocaremos en dar los conceptos que usaremos para en-
tender la teoria de nucleos, nicleos por trayectorias monocromaéticas y H-ntcleos,
asi como, ver la relacion que hay entre estos conceptos y algunos resultados clasicos
de la teoria de nucleos que usaremos a lo largo de este trabajo.

El capitulo 3 esta fundamentado en el articulo Monochromatic paths and mo-
nochromatic sets of arcs in quasitransitive digraphs [10], en el cual se domostré que
si D es una digrafica cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de
D, el conjunto de flechas que salen de u sea monocromatico y si D no tiene ningiin
C3 3-coloreados, entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromaticas.

El capitulo 4 esta basado en el articulo Monochromatic paths and monochro-
matic sets of arcs in S-quasitransitive digraphs [9], en el cual se domostré que si D
es una digrafica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de D, el
conjunto de flechas que salen de u sea monocromatico y si ciertas subestructuras
de D cumplen algunas condiciones de coloracién, entonces D tiene un ntcleo por
trayectorias monocromaticas.

En el capitulo 5 definimos las propiedades X y J en la Teoria de H-nticleos, los
cuales nos seran de gran utilidad para poder encontrar resultados equivalentes a
los vistos en los capitulos 3 y 4. Demostraremos que si D es una digrafica cuasi-
transitiva H-coloreada con la propiedad N tal que todo ciclo de longitud 3 tiene la
propiedad 3, entonces D tiene H-nicleo.

En el capitulo 6 daremos resultados equivalentes a los obtenidos por Hortensia
Galeana Sénchez, Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala Santana [9], donde demos-
tramos que si D es una digrafica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad N
y todo T, y C, contenido en D tiene la propiedad 3, entonces D tiene H-ntcleo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las nociones basicas de la Teoria de Digraficas; los
conceptos que usaremos mas tarde como ntcleos, nicleos por trayectorias mono-
cromaticas, H-nucleos, asi como herramientas que nos ayudaran a relacionar estéas
ideas como la cerradura de una digrafica y la digrafica de clases de color, ademas de
resultados clasicos de la Teoria de Nticleos que usaremos a lo largo de este trabajo.

1.1. Definiciones basicas

Una digrafica D consiste de un conjunto finito V(D) no vacio de objetos
llamados vértices y un conjunto F(D) de pares ordenados de vértices llamados
flechas.

Por ejemplo, tenemos una digréfica D, donde V(D) = {u,v,w,z,y,z} y
F(D) = {(v,w), (u,w), (w, u), (w, z), (z,y), (x,2), (z,2)}.

Una forma de representar geométricamente a una digrafica en el plano es la
siguiente: asociamos un punto en el plano por cada vértice y dibujamos una flecha
del punto asociado al vértice u hacia el punto asociado al vértice v si (u,v) es
una flecha en D. En la Figura 1.1 podemos ver la representacion geométrica de la
digréfica D ya mencionada.
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Figura 1.1

Llamamos lazo a una flecha de la forma (u,u) para algin v en V(D).

A partir de ahora consideraremos que D es una digrafica sin lazos a menos de
que se diga lo contrario.

Dos vértices u y v en D son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Si
(u,v) es una flecha, decimos que u es su vértice inicial y v es su vértice final.
Usaremos u — v para denotar que (u,v) estd en F'(D).

Decimos que (u,v), una flecha de D, es simétrica si (v,u) € F(D). Andloga-
mente, (u,v), una flecha de D, es asimétrica si (v,u) ¢ F(D).

En la Figura 1.1 (z, z) es una flecha simétrica y (w, x) es una flecha asimétrica.

Si D es una digrafica, definimos la parte simétrica de D, denotada por
Sim(D), como la digréfica tal que V(Sim(D)) = V(D) y (u,v) € F(Sim(D)) siy
sélo si (u, v) es una flecha simétrica en D, asimismo, definimos la parte asimétri-
ca de D, denotada por Asim(D), como la digréfica tal que V(Asim(D)) = V(D)
y (u,v) € F(Asim(D)) siy s6lo si (u,v) es una flecha asimétrica en D.

v y

O O - ~
o« = o 0
(a) (b)

Figura 1.2

Si consideramos la digréfica en la Figura 1.1, entonces en la Figura 1.2(a) se
muestra su parte simétrica y en la Figura 1.2(b) se muestra su parte asimétrica.
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Dado u un vértice en una digrafica D, la exvecindad de u, denotada N (u),
se define como:

N*(u) ={v € V(D)|u — v}.

Similarmente, la invecindad de u, denotada N~ (u), se define como:
N~ (u) ={w € V(D)|lw — u}.

Para referirnos al tamano de la invecindad o exvecindad de un vertice U,
definimos el ingrado de u como d,(u) = |[N~(u)| y el exgrado de u como
55 () = [N+ (u).

Si consideramos la digrafica D en la Figura 1.3 podemos ver que el vértice x
tiene como invecindad N~ (z) = {u,v,w} y como exvecindad N*(z) = {y}. Por
lo tanto, d,(z) =3y 6},(z) = 1.

Figura 1.3

Un concepto muy importante en la Teoria de Digréficas es el de subdigrafica.
Una digrafica H es una subdigrafica de D si V(H) C V(D) y F(H) C F(D).

Si X un subconjunto de los vértices de una digrafica D, la subdigrafica in-
ducida por X en D, denotado por D[X], es la digréfica tal que V(D[X]) = X
y (u,v) € F(D[X]) siy sélo si{u,v} C X y (u,v) € F(D).

Tomando como ejemplo la digrafica en la Figura 1.3, consideramos
X = {u,v,x,y} subconjunto de V (D), entonces V(D[X]) = {u,v,z,y} y F(D[X])
={(u,v), (v,z),(z,y), (u,x)}, lo cual podemos ver en la Figura 1.4.
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Figura 1.4

Decimos que dos digraficas D y H son isomorfas, denotado por D = H, si
existe una funcién biyectiva ¢ : V(D) — V(H) tal que para cualesquiera u y v
vértices de D tenemos u — v en D siy s6lo si ¢(u) — ¢(v) en H.

Por ejemplo, si vemos la Figura 1.5, podemos ver facilmente que las digraficas
D y H son isomorfas bajo la funcién ¢ : V(D) — V(H) dada por ¢(u) = a,
b(v) = b, B(w) = d, B(x) = c.

Figura 1.5

Una familia de digraficas importante para este trabajo es el de las digraficas
transitivas. Decimos que una digrafica D es transitiva si cada vez que tenemos tres
vértices distintos u, v, w tales que {(u,v), (v, w)} esta contenido en F'(D), entonces
(u,w) € F(D). Este concepto se puede generalizar de al siguiente manera. D es
cuasitransitiva si cada vez que tenemos tres vértices distintos u, v, w tales que
{(u,v), (v,w)} estd contenido en F(D), entonces (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D).
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1.2. Caminos

Un camino dirigido en D es una sucesién (xg,...,z,) de vértices donde
(i, xip1) € F(D) para todo ¢ en {0,...,n — 1}. Si el camino empieza en xy y
termina en x, decimos que es un zyr,-camino dirigido.

Podemos obtener varias definiciones basadas en este concepto, tales como:

Lalongitud de un camino dirigido W = (z, ..., x,), denotada por [(W),
se define como el ntimero n.

= Un camino dirigido cerrado es un camino que empieza y termina en el
mismo vértice.

= Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado de longitud mayor o igual
a dos que sélamente repite el primer y iltimo vértice. Denotamos por C,, a
un ciclo dirigido con n vértices.

= Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.
Si una trayectoria empieza en u y termina en v decimos que es una uv-
trayectoria.

A partir de ahora omitiremos la palabra “dirigido” cuando hagamos referencia
a cualquier tipo de camino.

Decimos que digrafica D es k-cuasitransitiva si para cualesquiera u y v vérti-
ces de D cada vez que hay una uv-trayectoria de longitud k entonces (u,v) € F(D)
o (v,u) € F(D).

Teorema 1.2.1. Sean D una digrdfica y {u,v} un subconjunto de vértices distintos
de D. Si D tiene un uv-camino W, entonces W contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Por iduccién sobre (W)

Base de induccién: [(W) = 1 entonces W = (u,v), por lo tanto, W es una
UV - trayectoria.

Hipétesis de inducciéon: Si W es un uv-camino de longitud &, con k < n,
entonces W contiene una uv-trayectoria.

Paso inductivo: Sea W = (u = wy..., u, = v) un wwv-camino de longitud n.

Si W no repite vértices, entonces W es una uv.-trayectoria.

Si W repite vértices, sean v;,v; vértices que se repitan, con 1 <1 < j < n,
entonces W' = (u = wp, w1, ..., Ui_1, U = Uj, Ujt1,...,U, = V) €S UN uv-cAMINO
de longitud menor a n, entonces, por hipétesis de induccién, W’ contiene una
uv — trayectoria. Como W' esta contenido en W, entonces W contiene una uv-
trayectoria.

10
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Consideremos T' = (u = x1,...,x; = v) un uv-camino de longitud minima
contenida en W (sabemos que T existe porque W es un uv-camino contenido en
W), mostraremos que 7" es una trayectoria. Procediendo por contradiccion, si z; =

xjpara 1l <17 < j <n,entonces el camino 7" = (x1,...,%Ti_1, & = Tj, Tj41, ..., Tn)
es un uv-camino de longitud menor a 7', lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
T es una uv-trayectoria contenida en W. 0

Teorema 1.2.2. Sea D una digrdfica, si 6~ (v) > 0 para todo v vértice de D,
entonces D tiene un ciclo.

Demostracion. Sean D una digréfica tal que §~(v) > 0 para todo v vértice de D y
T = (ug,u1,...,u,) una trayectoria de longitud maxima en D. Como 6~ (ug) > 0,
entonces existe w, un vértice de D, tal que w — wugy. Si w no es un vértice de
T, entonces T" = (w, ugp, uy, . .., u,) seria una trayectoria de longitud mayor a T,
lo cual contradice la maximalidad de T'. Asi, w = u; para algin j en {1,...,n}.
Entonces C' = (ug, uy, ..., uj_1,u; = w,ug) es un ciclo dirigido contenido en D. [

1.3. Nucleos

Si I es un subconjunto de vértices de una digrafica D, decimos que [ es un
conjunto independiente si para cualquier subconjunto {u,v} de I se tiene que
no hay flechas entre u y v.

Si A es un subconjunto de vértices de una digrafica D, decimos que A es
un conjunto absorbente si para todo w en V(D) \ A existe v en A tal que
(u,v) € F(D).

Si N es un subconjunto independiente y absorbente de vértices de una digréafica
D, decimos que N es un ntcleo de D.

Figura 1.6

11
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En la digréfica de la Figura 1.6 podemos ver que I = {u,v,y} es un conjunto
independiente, A = {w,z,y,2} es un conjunto absorbente y N = {w,y} es un
nucleo.

Si D es una digréfica tal que toda subdigrafica inducida en D tiene nicleo,
decimos D es nticleo perfecta.

El siguiente es un teorema clasico en la Teoria de Nicleos, el cual nos ayudara en
otras generalizaciones.

Teorema 1.3.1. (Duchet[4]) Sea D una digrdfica. Si todo ciclo en D tiene una
flecha simétrica, entonces D tiene niicleo.

Demostracion. Por induccion sobre |V(D)].

Base de induccién: Si [V(D)| = 1, entonces V(D) = {u} y {u} es un nicleo
de D.

Hipétesis de induccidn: Si D’ es una digrafica tal que |V (D')| = n y todo
ciclo en D’ tiene una flecha simétrica, entonces D’ tiene ntcleo.

Paso inductivo: Sea D una digrafica con |V(D)| = n + 1 tal que todo ciclo
en D tiene una flecha simétrica. Consideremos Asim(D).

Como todo ciclo en D tiene una flecha simétrica, entonces no hay ciclos en
Asim(D), asi, existe w un vértice de D tal que 525im(D) (w) = 0, de otro modo
tendriamos que 5gsim(D) (v) > 0 para todo v vértice de Asim(D), por el Teo-
rema 1.2.2. tendriamos un ciclo en Asim(D), el cual serfa un ciclo en D sin
flechas simétricas, contradiciendo la hipdtesis. Luego, existe w en V(D) tal que

Consideremos D — w = D[V(D) \ {w}]. Como D — w es una subdigrafica
inducida de D, entonces todo ciclo en D — w tiene al menos una flecha simétrica
y |V(D — w)| = n. Por hipétesis de induccion D — w tiene un nicleo; digamos N.
Por lo tanto N es un conjunto independiente y absorbente para D — w.

Si w — v para algin v en N, entonces N es un conjunto independiente y
absorbente en D.

Supongamos que no hay u en N tal que w — u. Nétese que N U {w} es un
conjunto absorbente en D; ademés, N U{w} es independiente en D, pues si hay v
en N tal que v — w, como ;. (w) = 0, entonces (v, w) es una flecha simétrica,
por lo tanto w — v, contradiciendo la suposicién. Asi, N U {w} es un conjunto
independiente en D. Por lo tanto, D tiene nicleo. O

Corolario 1.3.2. Sea D una digrdafica. Si todo ciclo en D tiene una flecha simétri-
ca, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sean D una digrafica tal que todo ciclo en D tiene una flecha
simétrica y G una subdigrafica inducida de D. Como todo ciclo en D tiene al
menos una flecha simétrica, entonces todo ciclo en G tiene al menos una flecha

12
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simétrica. Por el Teorema 1.3.1. G tiene nucleo, asi, toda subdigrafica inducida de
D tiene ntcleo, es decir, D es nucleo perfecta. n

1.4. Caminos monocromaticos

Sea D una digrafica. Una m-coloracién de las flechas de D es una funcién
c: F(D) — {1,...,m}. Si D tiene una m-coloracién sobre sus flechas, decimos
que D es m-coloreada.

Asi, si a € F(D), entonces c(a) es el color de la flecha a.

Decimos que un subconjunto de F'(D) es monocromaético, si todas sus flechas
tienen el mismo color.

Teorema 1.4.1. Sean D una digrdfica y {u,v} un subconjunto de vértices distintos
de D. Si D tiene un uv-camino monocromdtico W, entonces W contiene una
uv-trayectoria monocromdtica.

Demostracion. Sean D una digrafica y W un uv-camino monocromaético. En parti-
cular, W es un camino en D, por Teorema 1.2.1. W contiene una uv-trayectoria 7.
Como T es una subdigrafica de W, entonces F'(T') es un subconjunto de F'(W). Asi,
todas las flechas de T' tienen el mismo color. Por lo tanto, 7" es una uv-trayectoria
monocromatica. O

Usamos u = v para denotar que existe una uv-trayectoria monocromatica.

Si G es una subdigrafica de una digrafica m-coloreada D, decimos que G es
casimonocromatica si con a lo mas una excepcién todas sus flechas estan colo-
readas del mismo color.

Si I es un subconjunto de los vértices de una digrafica m-coloreada D, Ddecimos
que I es un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas si para
cualquier {u,v} subconjunto de I, no hay trayectorias monocromaticas entre u y
.

Si A es un subconjunto de los vértices de una digrafica m-coloreada D, decimos
que A es un conjunto absorbente por trayectorias monocromaticas si para
todo w en V(D) \ A existe v en A tal que u = v.

Si tenemos D una digrafica m-coloreada una digrafica y N un subconjunto de
V(D). Decimos que N es un nicleo por trayectorias monocromaticas de D
si es un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas y absorbente por
trayectorias monocromaticas.

En la digrafica de la Figura 1.7 podemos ver que (y,z,w) es una trayecto-
ria monocromética, {v,y} es un conjunto independiente por trayectorias mono-
cromaticas, {v,z,z} es un conjunto absorbente por trayectorias monocromaticas
y {v, z} es un nicleo por trayectorias monocrométicas.

13



1.4. CAMINOS MONOCROMATICOS

Figura 1.7

Podemos ver que estas definiciones son muy parecidas a las definiciones de
conjunto absorbente, conjunto independiente y nicleo. Estas se pueden relacionar
a través de las definiciones que daremos a continuacion.

Llamamos multidigrafica a una digrafica en la cual se permite que hayan
varias flechas de un vértice u a un vértice v.

Si D una digrafica m-coloreada. Definimos la cerradura de D, denotado por
(D), como la multidigréfica m-coloreada tal que V(€(D)) = V(D) y para cua-
lesquiera u y v vértices de €(D) se tiene que (u,v) € F(€(D)) y tiene el color i si
y s6lo si existe una uv-trayectoria monocromatica de color 7 en D.

Consideremos D la digrafica de la Figura 1.7. Podemos ver que €(D) es la
multidigrafica representada en la Figura 1.8.

Figura 1.8

Teorema 1.4.2. (Galeana [6]) Sea D una digrdfica m-coloreada. D tiene nicleo
por trayectorias monocromdticas si y solo si €(D) tiene nicleo.

14



1.5. H-CAMINOS

Demostracion. Este teorema es un caso particular del Teorema 1.5.1. O

1.5. H-caminos

A partir de esta seccion consideraremos H una digrafica que puede tener lazos.

Sean D y H digraficas. Una H-coloracion de las flechas de D es una funcién
c: F(D) — V(H). Decimos que una digrafica D es H-coloreada si tiene una
H-coloracion de sus flechas.

Durante el resto de la secciéon consideraremos a H una digrafica y D una
digrafica H coloreada.

Decimos que un camino C' = (ug, uq, . . ., u,) en D es un H-camino si (c(ug, u1),
c(ug,ug) ..., c(Un_1,uy,)) es un camino en H. Andlogamente, decimos que una tra-
yectoria T = ( wy, w3 ,... , u, ) en D es una H-trayectoria si
(c(ug,uq), c(ug, us), ..., c(ty_1,u,)) €s un camino en H.

Usamos u =1 v para denotar que hay una uv-H-trayectoria.

Observaciéon 1.5.1. Sean H wuna digrdfica, D una digrdfica H-coloreada, u y v
vértices de D. No es cierto que todo uv-H-camino contiene una uv-H -trayectoria
como se puede ver en el siquiente ejemplo:

Figura 1.9

Como podemos ver en la Figura 1.9, C' = (u,y,w, z,y,v) es un uv-H-camino
pero la dnica wv-trayectoria contenida en C' es (u,y,v) la cual no es una uv-H-
trayectoria pues en H no hay flechas de rojo a azul.

Si I es un subconjunto de vértices de D, decimos que es un conjunto H-
independiente si para cualquier {u, v} subconjunto de I, no hay H-trayectorias
entre u y v.
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1.5. H-CAMINOS

Si A es un subconjunto de vértices de D, decimos que A es un conjunto H-
absorbente si para todo u en V(D) \ A existe v en A tal que u =1 v.

Para ejemplificar la diferencia entre trayectorias monocromaticas y
H-trayectorias consideremos la digrafica en la Figura 1.7 con la H coloracién
en la Figura 1.10. Podemos ver que (z,u,z) es una trayectoria monocromatica,
pero no es una H-trayectoria, pues no hay lazos en el color rojo; (v,u, z) es una
H-trayectoria que no es una trayectoria monocromética. A pesar que podemos
encontrar situaciones en las cuales coinciden, por ejemplo (y,z,w,z) es una H-
trayectoria y una trayectoria monocromatica.

Figura 1.10

Como pudimos ver en la Figura 1.10, cuando nuestra digrafica H tiene un lazo
en el color 7 entonces las trayectorias monocromaéticas de color ¢ son H-trayectorias,
por este hecho, el concepto de H-trayectorias es una generalizacion de la idea de
trayectorias monocromaticas, ya que en el caso particular en el que la digrafica H
sea tal que F(H) = {(u,u)|u € V(H)} entonces las trayectorias monocromaticas
coinciden con las H-trayectorias.

Si N es un subconjunto H-independiente y H-absorbente de vértices de D,
decimos que N es un H-ntcleo de D.

Andlogamente al caso monocromatico, estas definiciones se pueden relacionar
con el concepto de nicleo a través de una digrafica, la cual definimos a continua-
cion.

La H-cerradura de D, denotada por €g(D), es la digrifica tal que
V(€y(D)) = V(D) y para cualesquiera u y v vértices de €x(D), se tiene que
(u,v) € F(€x(D)) siy sblo si existe una uv-H-trayectoria en D.

Consideremos la digrafica H-coloreada de la Figura 1.10. Podemos ver que
(D) es la digréfica representada en la Figura 1.11.
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1.5. H-CAMINOS

Figura 1.11

Teorema 1.5.1. Sean H una digrafica y D una digrdfica H-coloreada. D tiene
H-niicleo si y sélo si €g(D) tiene niicleo.

Demostracion. Para esta demostracion vamos a ver dos observaciones:

Observaciéon 1.5.2. Sean H una digrdfica, D una digrafica H-coloreada e I un
subcongunto de V(D). I es un conjunto H-independiente en D si y solo si I es un
conjunto independiente en €y (D).

Demostracion de la Observacion 1.5.2. Sean H una digrafica, D una digrafica
H-coloreada e I un subconjunto de V(D).

Si I es un conjunto H-independiente en D, como V(D) = V(€x (D)), entonces
I es un subconjunto de V(€x(D)). Sea {u,v} un subconjunto de I. Como I es
un conjunto H-independiente en D, entonces no hay H-trayectorias en D entre
u y v. Asi, no hay flechas entre v y v en € (D). Por lo tanto, I es un conjunto
independiente en €y (D).

Si I es un conjunto independiente en €5 (D), entonces I es un subconjunto de
V(D). Sea {u,v} un subconjunto de I. Como I es un conjunto independiente en
¢y (D), entonces no hay flechas entre v y v en €4 (D), esto implica que no hay
H-trayectorias entre v y v en D. Por lo tanto, I es un conjunto H-independiente
en D. U

Observaciéon 1.5.3. Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada y A un
subconjunto de V(D). A es un conjunto H-absorbente en D si y sdlo si A es un
conjunto absorbente en €y (D).

Demostracion de la Observacion 1.5.3. Sean H una digréafica, D una digrafica
H-coloreada y A un subconjunto de V(D).
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1.5. H-CAMINOS

Si A es un conjunto H-absorbente en D, como V(D) = V(€g (D)), entonces
A es un subconjunto de V(€g(D)). Sea u un vértice de V(D) \ A. Como A es un
conjunto H-absorbente en D, entonces existe v en A tal que v = v. Asi, u — v
en €y (D). Por lo tanto, A es un conjunto absorbente en €y (D).

Si A es un conjunto absorbente en € (D), entonces A es un subconjunto de
V(D). Sea u un vértice de V(D) \ A. Como A es un conjunto absorbente en €x (D),
entonces existe v en A tal que u — v en €y (D), esto implica que u =7 v en D.
Por lo tanto, A es un conjunto H-absorbente en D. U

Asi, N es un H-nucleo en D siy sélo si N es un conjunto H-independiente y H-
absorbente, lo cual sucede si y s6lo si NV es un conjunto independiente y absorbente

en €y (D), es decir, N es nicleo de €y (D). O

La digrafica de clases de color de D, denotado por 6¢(D) es la digrafica
que cumple V(¢ (D)) = {z € V(H)| c(a) = z para algin a en F(D)} y para z y
y vértices de G (D) se tiene que (z,y) € F(%c(D)) siy sélo si existen u, v y w
vértices de D tales que {(u,v), (v,w)} C F(D) y c(u,v) =z, c(v,w) = y.

(a)

Si consideramos la digrafica H-coloreada D en la Figura 1.10, entonces la
digrafica representada en la Figura 1.12a es la digrafica de clases de color de D.
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Capitulo 2

Nucleos por trayectorias
monocromaticas en digraficas
cuasitransitivas

Este capitulo estda basado en los resultados obtenidos por Hortensia Galeana
Sanchez, Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en Monochromatic paths and
monochromatic sets of arcs in quasitransitive digraphs [10], en el cual veremos que
si D es una digrafica cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de
D, el conjunto de flechas que salen de u es monocromatico y si D no tiene ningiin
(5 3-coloreado, entonces D tiene un ntcleo por trayectorias monocrométicas.

2.1. Resultados preliminares

Denotamos por A*(u) al conjunto de flechas de D que tienen a u como vértice
inicial.

Si A*(u) es monocromdtico usamos c(u) para denotar el color de cualquier
flecha que tenga a u como vértice inicial.

Lema 2.1.1. Sea D una digrifica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V(D), AT (u) es monocromdatico. Si T = (ug,...,u,) €s una ugu,-trayectoria
monocromdtica de longitud minima, entonces u; - wu; para cualquier {i,j} sub-
conjunto de {0,...,n} con j > i+ 1; en particular u;ro — u; para todo i en

{0,...,n—2}.

Demostracion. Procediendo por contradiccién. Sea D una digrafica cuasitransitiva
tal que para cada u en V(D), AT (u) es monocromdtica y supongamos que exis-
te T" = (ug,...,u,) una trayectoria monocromatica de longitud minima tal que
u; — u; para algin j > i + 1. Notemos que c(u;, uir1) = c(u;, u;) pues At (u;)
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2.1. RESULTADOS PRELIMINARES

es monocromatico. Luego, 7" = (ug, u1, - . ., Wi, Uj, Wjt1, - - ., Uy) €S UNA trayectoria
monocromatica de longitud menor a 7T, contradiciendo nuestra suposicién sobre
T (ver Figura 2.1). Por lo tanto, u; - u; para cualquier {4, } subconjunto de
{0,...,n} con j > i+ 1.

O__.__ —-

u; Uiiq u; u,

Figura 2.1

En particular, si consideramos 7 = ¢ + 2, como D es cuasitransitiva y u; —
Ui11 — U;ro, entonces hay una flecha entre u; y u;12. Como sabemos que u; - ;4o
entonces u; o — u; para todo i en {1,...,n —2}. O

Lema 2.1.2. Sea D una digrifica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V(D), AT (u) es monocromdatico. Si T = (ug,...,u,) €s una ugu,-trayectoria
monocromdtica de longitud minima, entonces u; — u; para todo {1, j} subconjunto
de {0,...,n} con j > i+ 1, excepto si |V(T)| =4, en ese caso (us,up) puede no
ser una flecha de D.

Demostracion. Si |V (T')| = 3, el resultado se sigue del hecho que D es cuasitran-
sitiva y T es de longitud minima.

Si |[V(T)| = 4, entonces T' = (ug, u1, uz, ug). Por el Lema 2.1.1 se tiene uz — uy
y ug — ug. La flecha (us, up) puede no ser una flecha de D (ver Figura 2.2).

Uy uy Uz Us

Figura 2.2

Procedemos por induccién sobre |V(T)|.
Base de induccién: Si |V(T')| = 5, entonces T = (ug, u1, ug, ug, uyg). Por el
Lema 2.1.1. se tiene uy — ug, ug — uy, us — ug (ver Figura 2.3).
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2.1. RESULTADOS PRELIMINARES

() TG
/ U/ U/
Uy u; up Uz Uy
Figura 2.3

Como uy — us — ug y ug - uy por el Lema 2.1.1., entonces uy — gy (ver
Figura 2.4).

T2
/ /
U u; uz Uz Uy

Figura 2.4
Puesto que uy — ug — uy y u; - uy por el Lema 2.1.1.; entonces uy — u;.

Como ug — ug — ug y ug - ug por el Lema 2.1.1. entonces uz — ug (ver Figura
2.5).

Figura 2.5

Concluimos que u; — u; para todo i,j en {0,...,n}, con j >i+1 (ver Figura
2.6).
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

Figura 2.6

Hipdtesis de induccién: Si T = (uo, ..., ux) es una ugug-trayectoria mono-
cromética de longitud minima con |V(T)| =k, 5 < k < n, entonces u; — u; para
todo {4, j} subconjunto de {0,...,n}, con j > i+ 1.

Paso inductivo: Sea T' = (uy,...,u,) una ugu,-trayectoria monocromatica
de longitud minima con |V (T')| = n, con n > 6. Consideremos T} = (ug, . . ., Up_1)
y Ty = (uq, ..., uy,), entonces |V (17)| = |V (T32)| < n. Por hipétesis de induccién T}
y T, satisfacen que u; — w; para toda j > i+ 1, excepto cuando j =ny 7 =0, es
decir, sélo falta probar que u, — ug. Esto pasa porque u, — us — ug y ug = Uy,
por el Lema 2.1.1. Por lo que u,, — uq (ver Figura 2.7). O

=0
|
!
|

Ug uz u,

Figura 2.7

2.2. Resultado principal

Lema 2.2.1. Sean D una digrdfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V(D), AT (u) es monocromdtico, {u,v} un subconjunto de V(D), u # v, tal
que v - u. St u = v, entonces una y solo una de las siguientes afirmaciones se
cumple:

1. u— .

2. u - v y existe una trayectoria monocromdtica (u = ug,ui, ug, uz = v) de
longitud 3 tal que uy — ug y uz — uy. Ademds, no existen trayectorias de
longitud 2 entre u y v.
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

Es decir, si u - v, entonces tenemos la siguiente estructura:

u Uy uz v

Demostracion. Sea T una wv-trayectoria monocromatica de longitud minima. Si
u — v, entonces se cumple la primer opcién. Supongamos que u — v. Asi, [(T') > 2.

Si l(T) > 4, entonces por el Lema 2.1.2. se tiene que v — u, contradiciendo la
hipétesis. Por lo tanto, [(T") < 3.

Si l[(T) = 3, entonces T' = (u = wug, uy, Uz, ug = v) y por el Lema 2.1.1. se tiene
que us — Ug y Uz —> Uq.

Supongamos que existe 7" una trayectoria de longitud 2 entre u y v. Como D
es cuasitransitiva entonces © — v o v — u. Por hipétesis v -» u, entonces u — v,
lo cual contradice la suposicion que u - v. Por lo tanto, no existen trayectorias
de longitud 2 entre u y v. O

Lema 2.2.2. Sean D una digrdafica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada u
en V(D), AT (u) es monocromatico y {u,v,w} un subconjunto de V(D). Siu = v,
vE U, V= w, w A U, entonces w — U 0 u = W.

Demostracion. Como u = v, entonces sea T una uwv-trayectoria monocromatica
de longitud minima. Puesto que v - u se sigue del Lema 2.2.1. que:

l<T) = ]‘ o (T = (u7 Ul,U,Q,U) yv — U, U — u) (21)

Anélogamente, consideremos 7" una vw-trayectoria monocromética de longitud
minima, entonces, por el Lema 2.2.1. se tiene que:

Z(T,) - 1 O (T, = (U7U17U27w) yw — U1, V2 — U>. (22)

Supongamos que w - u, por lo que debemos demostrar que u = w. Conside-
remos que u - w, de otro modo tendriamos directamente que © = w. Como D es
cuasitransitiva y no hay flechas entre v y w entonces:

Nt (uw) NN (w)=0=N"(u) N NT(w). (2.3)

Si T y T’ tienen el mismo color, entonces por el Teorema 1.4.1. TUT" contiene
una uw-trayectoria monocromatica, por lo tanto v = w. Supongamos que 17"y 17"
tienen colores distintos.

Si u — v. Como v ¢ NT(u) N N~ (w), entonces v - w, asi T" = (v, vy, va, W)
(por (2.2)). Note que u ¢ V(T"), porque v # u. Si v; — u para algun i € {1,2}
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

entonces (v, T, v;) U (v;, u) serfa una vu-trayectoria monocromatica (porque por
hipétesis (v, ) = c(v;, u) para x en {vy, w}) contradiciendo la hipétesis. Por lo
tanto, v1 » w y vs - u.

Figura 2.8

Como u — v — v y v - u, entonces u — vy, pues D es cuasitransitiva (ver
Figura 2.8(a)). Como v — v; — vy y v9 - u, entonces u — vy (ver Figura 2.8(b)).
Asi, vy = w implica que v € NT(u)NN~ (w) contradiciendo que Nt (u)NN~(w) =
0 (por (2.3)).

Por lo tanto, I(T') = 3, lo cual implica que T = (u, uq, uz,v) y g — u, v — Uy
(por (2.1)).

Note que w ¢ V(T) porque w # v. Si [(T") = 1, es decir, v — w; como
us — v — wy D es cuasitransitiva, entonces uy — w o w — uy (ver Figura 2.9 ). Si
w — ug entonces us € N7 (w)N N~ (u), lo cual contradice que Nt (w)NN~(u) =)
(por (2.3)) (ver Figura 2.9).

P N

u U Uz w

Figura 2.9

Asi, ug = wy (u,uq,uz, w) es una uw-trayectoria monocromética (ya que por
hipétesis ¢(ug, v) = ¢(ug, w)), lo cual implica que u = w (ver Figura 2.10).

0060

u U Uz v w

Figura 2.10
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

Si [(T") = 3, entonces T" = (v, 1,09, w). Andlogamente, como vimos en la
demostracion del lema anterior, v # w implica que v; - u y vo - u. observemos
que uy ¢ V(T') porque T y T tienen distinto color y A*(uz) es monocromatico;
ademds w % v. Como D es cuasitransitiva y us — v — v; entonces us — v1 0
v1 — ug (ver Figura 2.11(a)). Vamos a ver que uy — v1, de otra manera tenemos
v — us — u, como D es cuasitransitiva y v; - u entonces u — wvy. Asi, u —
v1 — vg9; como D es cuasitransitiva y vy - u tenemos que u — vy. Lo cual implica
ve € NT(u) N N~ (w), contradiciendo que N*(u) N N~ (w) = (por (2.3)). Por lo
tanto, ug — vy (ver Figura 2.11(b)).

Y Uy U,
u /’) v u v
\

) v; ) v,
Ov, Ov,
O w O w
(a) (b)
Figura 2.11

Puesto que uy — v; — vy y D es cuasitransitiva, tenemos que us — vs 0
Vg — Ug. Veamos que us — vo, de otro modo como vy — us — w y D es cuasitran-
sitiva y vy - u entonces u — vo. Asi, v € Nt(u) N N~ (w), contradiciendo que
Nt (u)NN~(w) = 0 (por (2.3)). Por lo tanto, ug — v,. Tenemos que us — vy — w
y D cuasitransitiva, entonces us — w o w — uy (ver Figura 2.12(a)). Si w — us
entonces us € N*(w) N N~ (u), una contradiccién con (2.3). Por lo tanto, us — w.
Asi, (u,uy,us, w) es una uw-trayectoria monocromatica (por hipétesis c(uq,v) =
c(ug, w)), por lo que u = w (ver Figura 2.12(b)). O
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DM

)"z

Figura 2.12

Lema 2.2.3. Sean D una digrdfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V(D), A*(u) es monocromdtico, {u,v,w} un subconjunto de V(D) tal que
u=v,0%uv=w wHovycu F cw). S D no contiene ningin Cs
3-coloreado, entonces u = w y w # u.

Demostracion. Como se cumplen las hipotesis del Lema 2.2.2.; entonces se tiene
que w — w o0 u = w. Basta probar que w # wu, pues si w # wu entonces, en
particular w - u por lo que tendriamos que u = w. Procediendo por contradic-
cién, supongamos que w = u. Sea W = (w = wo, wy, ws, ..., Wp_1,W, = u) UNa
wu-trayectoria monocromética de longitud minima. Por hipétesis, v # vy w # v,
lo cual implica que c(w) ¢ {c(u),c(v)}, de otra manera, como w = u y u = v; si
c(w) = ¢(u), entonces w = v, lo cual es una contradiccién. Si c(w) = ¢(v), entonces
como v = w w = u, se tiene que v = u, contradiciendo nuestras hipotesis.

Por el Lema 2.2.1., existen T' una uv-trayectoria monocromética tal que [(T) €
{1,3} y T' una vw-trayectoria monocromatica tal que [(T”) € {1, 3}.
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/
/
/
O /
Wp_; /
/
/
/
o
w
Figura 2.13

Supongamos que [(T') = 1, es decir, u — v. Observe que v ¢ V(W) pues v % u.
Como D es cuasitransitiva y w,—1 — u — v, entonces w,_1 — v 0 v — wy_1 (ver
Figura 2.13). Si w,_1 — v, entonces (w,ws,...,wy_1,v) es una wo-trayectoria
monocromética (porque c¢(w,_1,v) = ¢(w,_1,u) por hipdtesis). Por lo tanto, w =
v contradiciendo la hipétesis. Si v — w,_1, entonces v — wy,_1 — u — v, lo
que implica que (v, w,_1,u,v) es un Cj 3-coloreado; pues W es una trayectoria
monocromatica c¢(w,—1) = c(w), c(u) # c(v) y c(w) ¢ {c(u),c(v)}. Por lo tanto
I(T) = 3y hay vértices tales que T = (u, uy, ug,v), v — uq, Uy — u; ademds como
u - v, v-»uy D es cuasitransitiva, entonces:

N*t(w) NN~ (v) =0 = N*(v) N N~ (w). (2.4)

Figura 2.14
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Supongamos que [(T") = 1, es decir, v — w. Tenemos que v — wy = w y
v - w, = u, consideremos el mayor valor g en {0,...,p — 1} tal que v — wy,
(ver Figura 2.14(a)). Como D es cuasitransitiva y v — w, — wg41, tenemos
que v — Wgt1 O Wgy1 — v. Por maximalidad de ¢ tenemos que v - w41, por
lo que wy11 — v (ver Figura 2.14(b)). Como u — v, entonces ¢ + 1 < p. Asi,
(w,wy, ..., Wy, Wet1,v) €S Una wo-trayectoria monocromatica (porque c(wy41,v) =
c(wqt1, weto) por hipdtesis), contradiciendo la hipdtesis (ver Figura 2.15).

Figura 2.15

Por consiguiente, [(T") = 3 y hay vértices tales que 7" = (v, vy, ve, w), W — vy,
vy — v. Si v; — w para algin i en {1,2}, entonces (v,T”,v;) U (v;,u) contiene
una vu-trayectoria monocromatica (porque c(v;, ) = ¢(v;, u) para x en {vy, w}),
contradiciendo que v # u. Por lo tanto, v; - u y v9 - u. Si u — vy, entonces
vy € N*(u)N N~ (v) contradiciendo que N*(u)NN~(v) = 0 (por (2.4)) (ver Figura
2.16(a)). Por lo tanto, u = vy y vg - u; como D es cuasitransitiva, entonces:

N (u) NN (vg) =0 = N*(vy) NN~ (u). (2.5)

Como v; € N~ (vy), tenemos que v; ¢ N*(u), pues N*(u)NN~(vg) = 0. Puesto
que v; - u 'y D es cuasitransitiva también tenemos que:

N*(u) N N~ (1) = 0. (2.6)
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(a) (b)

Figura 2.16

Ya que w — vy, entonces u - w, de otra manera w € N~ (v;) N N*(u), lo cual
no es posible por (2.6) (ver Figura 2.16(b)). También tenemos que w — u, pues
ve = wy NT(vy) N N~ (u) = 0. Por lo tanto, w - u y u - w, por el Lema 2.2.1
se tiene que W = (w, wy, we, u), donde ademés u — wy y wy — w.

u; U, u; U,

‘O——0——0——0"
@) o
O(—C> V2
OW OW
(a) (b)
Figura 2.17

Como vy — w — w; y puesto que D es cuasitransitiva, entonces v, — w; 0
wy — vy (ver Figura 2.17(a)). Ya que u — wy; y NT(u) N N~ (v2) = 0 (por(2.5)),
entonces wy — vq, por lo que vy — wy. Asi, v9 = w; — we, implica que vy — wo
0 wy — vy porque D es cuasitransitiva (ver Figura 2.17(b)). Pero vy - wsq, pues
wy — uy Nt (v) N N~ (u) = @ (por (2.5)). En consecuencia wy — vy. Como
vy — v tenemos wo — vy — v, lo que nos lleva a v — wy 0 wy — v, porque D es
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2.2. RESULTADO PRINCIPAL

cuasitransitiva (ver Figura 2.18(a)). Como wy — u'y Nt (v) NN~ (u) = () tenemos
que v — wsq, entonces wy — v. Asi, (w,w, wy,v) es una wv-trayectoria mono-
cromatica (porque c(ws,v) = c(ws,u) por hipdtesis), contradiciendo la hipétesis.

Por lo tanto, w = u (ver Figura 2.18(b)). 0
N . U R
sz WZO o"
WIO Ow,
o} o
(a) (b)

Figura 2.18

Teorema 2.2.4. Sea D una digrdfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
u en V(D), AT (u) es monocromdtico. Si D no contiene ningin Cs 3-coloreado,
entonces €(D) es una digrdafica nicleo perfecta.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.1. basta probar que todo ciclo en €(D) tiene al
menos una flecha simétrica.

Supongamos, por contradiccién, que existe un ciclo en €(D) sin flechas simétri-
cas. Sea C' = (ug,uy, ..., u, = ug) un ciclo de longitud minima sin flechas simétri-
cas en €(D). Notemos que n > 2 y para cada ¢ en {0,...,n — 1} tenemos que
U; = Ui Y Uir1 7 u;. Como C no tiene flechas simétricas podemos asumir sin
pérdida de generalidad que c¢(ug) # ¢(uy) (es decir, C' no es monocromatico). Por
el Lema 2.2.3 tenemos que uy = us v us # ug. Asi, n > 3. Entonces el ciclo
(uo, ug, ug, . .., uy,) es un ciclo en €(D) sin flechas simétricas con longitud menor a
C, contradiciendo que C' es de longitud minima.

Por lo tanto, como todo ciclo en €(D) tiene al menos una flecha simétrica,
concluimos que €(D) es niicleo perfecta. O

El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 4.3.4.

Corolario 2.2.5. Sea D una digrdfica cuasitransitiva m-coloreada tal que para ca-
dau enV (D), AT (u) es monocromdtico. Si D no contiene ningin Cs 3-coloreado,
entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.
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Capitulo 3

Nucleos por trayectorias
monocromaticas en digraficas
3-cuasitransitivas

Este capitulo esta basado en el articulo Monochromatic paths and monochroma-
tic sets of arcs in 3-quasitransitive digraphs [9], donde Hortensia Galeana Sénchez,
Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala Santana demostraron que si D es una digrafica
3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para cada u vértice de D, el conjunto de fle-
chas que salen de u sea monocromatico y si ciertas subestructuras de D cumplen
algunas condiciones de coloracion, entonces D tiene un nicleo por trayectorias
monocromaticas.

3.1. Resultados preliminares

Lema 3.1.1. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva m-coloreada tal que para cada
uen V(D), AT (u) es monocromdatico. Si {u,v} es un subconjunto de V(D) y T =
(u = ug,...,u, = v) es una uv-trayectoria monocromdtica de longitud minima,
conn > 3, entonces u; — Ui—ok+1) para cadai en {3,....n} yken{1,..., 5]}
En particular, si [(T) es impar entonces v — u.

Demostracion. Procediendo por induccion sobre ((T') = n.

Base de induccién: Si n = 3, entonces T' = (u = g, uy, ug, u3 = v). Como D
es
3-cuasitransitiva, entonces u — v 0 v — u, como T’ es trayectoria monocromatica
de longitud minima tenemos que v = ug — ug = u.

Sin =4, entonces T' = (u = g, U1, ug, us, ug = v) y por el caso n = 3 tenemos
que uz — Ug y Ug — U7.
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3.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Hipdtesis de induccién: Si 77 = (ug,...,u,) €s una trayectoria mono-
cromatica de longitud minima n con n > 4, entonces u; — u;_(2x41) para cada
ien{3,...,n}yken{l,.... |5 ]}

Paso inductivo: Sea T' = (u = wy,...,u,11 = v) una wv-trayectoria mo-
nocromética de longitud minima n + 1. Si 77 = (u, T, u,), entonces 7" es una
uu,-trayectoria monocromaética de longitud minima. Por hipétesis de induccién
tenemos que u; — U;_(2x4+1) para cada i en {3,...,n} y ken {i,..., [5}]}. Por
otro lado, si 7" = (uy,T,v), entonces T" es una ujv-trayectoria monocromatica
de longitud minima. Por hipétesis de induccion tenemos que u; — u;—(2k41) pa-
ra cada i en {4,...,n+ 1} y k en {1,...,[5*]}. Por lo que basta mostrar que
Upt1 — Ug cuando n + 1 es impar. Supongamos que n + 1 es impar, tenemos
que Upi1 — uy — uz — ug. Como D es 3-cuasitransitiva, entonces uyg — U1
0 Upy1 — ug. Como T es una trayectoria monocromatica de longitud minima,
entonces U, 1 — Ug. ]

Definicién 3.1.1. Llamarémos T, a la digrafica tal que V(T4) = {w,x,y,2} y
F(T4) = {(UJ, 513'), (.Cﬁ, y)? (y7 Z), (U), Z)} (Ver Figura 31)

Figura 3.1

Observacion 3.1.1. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva m-coloreada. Si todo
T, o Cy contenido en D es casimonocromdtico, entonces D no tiene trayectorias
3-coloreadas de longitud 3.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que T' = (ug, u1, Uz, ug)
es una trayectoria 3-coloreada. Como D es 3-cuasitransitiva, entonces ug — u3 0
U3 — ug. Si uy — uz generaria una Ty que no es casimonocromatica en D. Si
ug — ug, entonces tendriamos un Cy con al menos 3 colores, contradiciendo la
hipétesis. O
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3.2. RESULTADO PRINCIPAL

Observacién 3.1.2. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva m-coloreada tal que
para todo u en V(D), A*(u) es monocromdtico y todo Cs es casimonocromdti-
co. Si (u,u1,us,v) es un camino 3-coloreado, entonces c(u) # c(uy) y c(uz) ¢
{c(u),c(uy)}, lo cual implica que:

w u # uy, pues c(u) # c(uy).
" U # uy, pues c(u) # cug).

" uy # Uy, ya que c(uy) # c(ug).

u # v, st no fuera asi y por los casos anteriores (u,uy, ug, v = u) seria un
C3 3-coloreado, contradiciendo la hipdtesis.

ug # v, pues D es una digrdfica sin lazos.

3.2. Resultado principal

Definicién 3.2.1. Sea D una digrafica m-coloreada. Un «y-ciclo en D es una suce-
sion de vértices distintos, con excepcion del primer y ultimo vértices,
(uo, U1, ..., Upn, ug) tal que para cada i en {0,1,...,n}:

» Hay una w;u;,1-trayectoria monocromatica.
= No existe una u;ju;-trayectoria monocromatica.

La suma sobre los indices de los vértices de v es médulo n + 1 y decimos que la
longitud de v es n + 1.

Teorema 3.2.1. Sea D una digrdfica 5-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada u en V(D), A*(u) es monocromdtico. Si cada Cs, Cy y Ty contenido en D
es casimonocromdatico, entonces no hay y-ciclos en D.

Demostracion. Procediendo por contradiccion. Supongamos que
v = (ug, U, ..., Uy, Up) es un vy-ciclo en D de longitud minima. Por la definicién
de ~-ciclo, sabemos que para toda ¢ en {0,...,n} existe una u;u;i-trayectoria
monocromatica, sea T; dicha trayectoria (podemos asumir que T; es de longitud
minima), ademds no existe u;,1u;-trayectoria monocromatica en D. Por lo que
ujr1 = u; y por el Lema 3.1.1. [(T;) es par o [(T;) = 1 para cada i en {0,...,n}.
Ahora tenemos las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 3.1. I(y) > 3.
Sil(y) = 2 entonces v = (ug, u1, up), lo que implica que hay una ujug trayectoria

monocromatica, lo cual contradice la definicién de ~-ciclo.
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Afirmacién 3.2. Hay un indice i en {0,...,n} tal que c(u;) # c(uirq).

De no ser asi, consideramos que ToUT; U---UT,, contiene una ugu,-trayectoria
monocromatica, lo cual contradice la definicion de 7-ciclo. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que Ty tiene el color 1 y T tiene el color 2.

Afirmacion 3.3. No hay usug-trayectorias monocromadticas en D.
Supongamos que existe
T = (ug = xg, T1,...,T¢ = Up)
una ugus-trayectoria monocromatica de longitud minima, entonces:
Afirmaciéon 3.3.1. El color de T es distinto al color 1 y al color 2.

T no tiene el color 1 pues no hay usu;-trayectorias monocromaticas. 1" no tiene
el color 2 pues no hay u;ug-trayectorias monocromaticas. Podemos suponer que T
tiene el color 3.

Afirmacién 3.3.2. [(Ty) > 4 y I(Ty) > 4.

Si [(To) = 1 = I(T1), entonces C' = (ug,us,us, 1) €8 un upri-camino 3-
coloreado de longitud 3. Por la Observacién 3.1.2. tenemos que C' es una trayectoria
3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observacion 3.1.1.

O—0O ——0—-0 O

X1
Figura 3.2

Sil(Ty) = 2y (Th) = 1. Sea Ty = (up,y,u1), entonces C' = (y,uy, uz, 1) €s
un camino 3-coloreado de longitud 3 (ver Figura 3.2). Por la Observacién 3.1.2.
tenemos que C' es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la
Observaciéon 3.1.1.

34



3.2. RESULTADO PRINCIPAL

0 O 1 O
X O * O
(a) (b)
Figura 3.3

Si [(To) = 2 = I(T1), entonces sea Ty = (ug,y,u1) y T1 = (uq,2,us) (ver
Figura 3.3(a)). Como z ¢ V(Tp) ya que ¢(z,us2) ¢ {c(uo,y),c(y,u1)} y A*(z) es
monocromatico, entonces Ty U (uy, z) = (ug, y, u1, z) es una trayectoria de longitud
3. Como D es 3-cuasitransitiva entonces ug — z 0 z — uq (ver Figura 3.3(b)). Si
z — wug entonces (2, ug) tendria el color 2, asi (ug, y, u1, 2, ug) seria un Cy que no es
casimonocromético, contradiciendo la hipétesis (ver Figura 3.4(a)). Por lo tanto,
uy — z. Consideremos C' = (uy, 2, uz, z1), luego C' es un camino 3-coloreado, por
la Observaciéon 3.1.2. tenemos que C' es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3,
contradiciendo la Observacion 3.1.1. (ver Figura 3.4(b)).

Uy Y u; Uy y u;
O O
X; O X1 O
(a) (b)
Figura 3.4

Sil(Ty) =1y I(T1) = 2, entonces sean T = (uy, z,u2) y C = (T4—1, uo, U1, 2).
Entonces C' es un camino 3-coloreado, por la Observacion 3.1.2.Tenemos que C'
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es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observacion 3.1.1.
(ver Figura 3.5).

O O—0 O O
X g Uy U; Z Uy

Figura 3.5

Concluimos que [(Tp) > 4y I(Ty) > 4.
Supongamos que
T(): (UO:yo,...,yl :Ul) yTl = (Ul = 20y -5 Rk :Ug).
Afirmacién 3.3.3. ((T) > 3.
Supongamos por contradiccién que (1) < 3.
Si [(T) = 1, entonces C' = (2z_1, Uz, Ug, y1) €s un camino 3-coloreado. La Ob-

servacion 3.1.2. implica que C' es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, lo cual
contradice la Observacién 3.1.1 (ver Figura 3.6).

O—0O 00

uj

Figura 3.6

Si [(T) = 2, entonces C' = (zp_1,u2) U (ug, T, ug) es una zj_jup-trayectoria
de longitud 3. Como D es cuasitransitiva, entonces zx_1 — ug 0 ug — 2zx_1 (ver
Figura 3.7). Si zx_1 — uo entonces ¢(zx—1,up) = 2y D[{zk_1, u2, 21, up}| contiene
un T que no es casimonocromatico, contradiciendo la hipétesis (ver Figura 3.7(a)).
Si wg — zp—1 entonces c(ug, zx—1) = 1, asi (ug, 2x—1, U2, 1) s una trayectoria 3-
coloreada de longitud 3, contradiciendo la Observacién 3.1.1. (ver Figura 3.7(b)).

: 6 -0 & o o o 0O

Zi4 uz X Uy u; 21 Uz X o

Figura 3.7
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Concluimos que [(T") > 3.
Afirmacion 3.3.4. ug - us.

Procediendo por contradiccién, supongamos que ug — us. Note que ¢(ug, ug) =
1, por el Lema 3.1.1. tenemos que uy — 21 y ¢(ug, z1) = 3. Entonces (ug, ug, 21, 22)
es una trayectoria 3-coloreada de longitud 3, lo cual contradice la Observacién
3.1.1. (ver Figura 3.8).

Figura 3.8

Afirmacién 3.3.5. [(Ty) > 4, I(Ty) > 4, (T) > 4 y I(T) es par.

Por la Afirmacién 3.3.2., tenemos [(Ty) > 4, [(T}) > 4. Por la Afirmacién 3.3.3.
tenemos que (1) > 3, por lo que basta probar que {(T") es par. Como [(T) > 3y
como up -+ ug (por la Afirmacion 3.3.4) se sigue del Lema 3.1.1. que [(T") es par.
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Figura 3.9

Luego, se sigue del Lema 3.1.1. que ug — x;. Observemos que (2x_1, Uz, 1, T2)
es una trayectoria de longitud 3 y como D es 3-cuasitransitiva tenemos que 21 —
To 0 3 — 21 (ver Figura 3.9(a)). Si 21 — 2, entonces D[{z_1,us, 21, T2}]
contiene un Tj que no es casimonocromdtico, lo cual es una contradiccién. Si
Ty — zp_1, entonces (ug, T1, To, zx—1) €s una trayectoria de longitud 3, como D
es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — zx_1 0 zxz_1 — ug (ver Figura 3.9(b)).
Si ug — 2,1 entonces D[{ug, zx_1, U2, z1}] contiene un Ty que no es casimono-
cromdtico, contradiciendo la hipétesis (ver Figura 3.10(a)). Si zx_1 — ug entonces
(uo, 21,9, zx—1) es un Cy que no es casimonocromético, una contradiccién (ver
Figura 3.10(b)). Por lo tanto, no existen usugp-trayectorias monocromaéticas.

Uy y Y1 u,

u;

z; Z

Figura 3.10

Afirmacién 3.4. [(y) > 4.
Se sigue de la Afirmacion 3.1. y la Afirmacion 3.3.
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Afirmaciéon 3.5. No hay una ugus-trayectoria monocromdtica en D.

Supongamos que existe una ugus-trayectoria monocromatica en D. Entonces
v = (U, Ug, Uz, . . ., Uy, Ug) serfa un + ciclo con I(v;) < () lo cual contradice la
minimalidad de 7.

Afirmacion 3.6. St T; y T, tienen colores distintos, entonces no existe una
Ui oU;-trayectoria monocromdtica y no existe una u;u;o-trayectoria monocronmdti-
ca.

Es de manera andloga a la Afirmacion 3.3. y la Afirmacion 3.5.

Afirmacién 3.7. Si T; y T;41 tienen colores distintos y I(T;) = 1 para alguna i en
{0,...,n}, entonces [(T;41) = 1.

Sin pérdida de generalidad supongamos que [(Ty) = 1. Procediendo por con-
tradiccién supongamos que [(T7) > 2.

Si l(Th) = 2, sea Ty = (uy, z,uy), entonces (ug, u1, 2, uz) es una trayectoria de
longitud 3 (ver Figura 3.11(a)) como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — uy
0 Uy — ug, lo cual contradice la Afirmacién 3.3. o la Afirmacién 3.5., respectiva-
mente.

Figura 3.11

Si {(T}) > 3, entonces sea T} = (u; = 20,21,...,2¢ = uz). Entonces
(uo, u1, 21, 22) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva te-
nemos que ug — 2z 0 Zg — Ug. Si ug — 23 entonces D[{ug, ui, 21, 22} contiene un
T, que no es casimonocromatico, lo cual es una contradiccion. Si zo — ug, entonces
(u1, 21, 29, up) €s una uj up-trayectoria monocromética, contradiciendo la definicién
de 7-ciclo (ver Figura 3.11(b)). Por lo tanto, {(T}) = 1.

Afirmacién 3.8. Si T; y T;11 tienen colores distintos y l(T;) = 1, entonces T;io
tiene el mismo color que T;.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ = 0, Tj tiene el color 1 y T} tiene
el color 2; I(Ty) = 1. Por la Afirmacion 3.7. [(T1) = 1. Sea Ty = (ug, 1, ..., 24 =
ug). Luego C' = (ug, uy, us, 1) es un ugzri-camino de longitud 3. Como v es un ~-
ciclo, entonces x1; # uy y por la Afirmacién 3.3. x1 # ug. Asi, C' es una trayectoria
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de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — =1 0 1 — ug (ver
Figura 3.12).

Figura 3.12

Si ug — 21, entonces D|ug, u1, ug, ¥1] contiene un T, (ver Figura 3.13(a)). Co-
mo todo T} es casimonocromatico entonces Ty debe tener el color 1 (ver Figura

3.13(b)).

u, u; u; X; us Uy U Uz L Us

(a) (b)
Figura 3.13

Si x1 — wg, entonces C' = (ug, uy, uz, 1) es un Cy, como debe ser casimono-
cromético entonces Ty debe tener el color 1 o el color 2 (ver Figura 3.14(a)). Si Ty
tuviera el color 2, entonces (u1, ug, T1, ug) serfa una u;ugp-trayectoria monocromati-
ca (ver Figura 3.14(b)) contradiciendo la definicién de ~y-ciclo.

o—0O0—0 O O o@———o

U, Uz uz X Us Uy u; uz X us

(a) (b)
Figura 3.14

Asi concluimos que T; tiene el mismo color que Tj.
Para terminar esta demostracion, analizaremos cinco posibles casos.
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Caso 1. [(Ty) = 1.

Aplicando las Afirmaciones 3.7 y 3.8, repetidamente, obtenemos que [(T;) = 1
para cada i en {0,...,n}, T; tiene el color 1 si i es par y T; tiene el color 2 si i es
impar. Esto implica que v es un ciclo de longitud par, con lo que n es impar.

Probaremos por induccién sobre i que uy — w;, con ¢ impar, i € {0,...,n}.

Base de induccion: Para i = 1 tenemos que ug — u; pues y es un ciclo.

Hipétesis de induccion: Si ug — ug,_1 para it =2k — 1, con k > 1.

Ahora probaremos que ug — uggt1. Tenemos que c¢(ug, uy) = c(ug, ugp—1) = 1
Y c(Ugp—1, Ugk) = 2.

Uy u; u,
Ugpes Uz Uzk-1
Figura 3.15

Sea T = (ug, Ugk—_1, Uok, Uzk1)- Asl, T es una ugugyy1-trayectoria de longitud 3
(ver Figura 3.15). Como D es 3-cuasitransitiva, entonces ug — Ugg+1 O Ugk+1 —> Uo-
Por lo tanto, D[V (T")] contiene un Cy o T (ver Figura 3.16).

Uy u; Uy
Ugpes Uz Uzie1
Figura 3.16
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Como todo T4 y C4 en D es casimonocromatico entonces el color de la flecha
entre ug y uggr1 es de color 1, lo cual implica que uggy1 = ug, pues AT (ugiq)
es de color 2. Asi, uy — ugr41. Por lo tanto, vy — wu; para toda i en {0,...,n}
impar. Como n es impar esto nos lleva a que ug — u,, contradiciendo la definicion
de v-ciclo.

Caso 2. [(Ty) =2 y [(T7) = 1.

Sea Ty = (ug, x,uy), entonces C' = (ug, T, uy, us) es una trayectoria de longitud
3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — us 0 us — ug, esto contradice la
Afirmacion 3.5. o 3.3., respectivamente.

Caso 3. I(Ty) =2 y ((T) > 2.

Sean Ty = (ug,z,u1) y Th = (u1,Y1,Y2,---,Y = uz), con t > 2. Entonces
C' = (ug,x,u1,y;) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva
entonces ug — 41 0 Y1 — ug (ver Figura 3.17).

OO —Qu

C) Y1

Figura 3.17

Asi D[V (C)] contiene un Cy o T}, como debe ser casimonocromético, entonces
la flecha entre uy y y; tiene color 1. Como y; - ug (AT (y1) es color 2) entonces
ug — ;. Luego, (x,u1,y1,y2) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva tenemos que x — y» 0 Yo — x (ver Figura 3.18).
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Up X

U;
\C) Yi
Q Yz

\

\

\
O,

Figura 3.18

Si & — s, entonces D[{x, u1,y1, y2}] contiene un Ty que no es casimonocrométi-
co (ver Figura 3.19).

Up X
U

) Yi
() Y

Y2

Figura 3.19

Siya — x, entonces D[{ug, y1, Y2, x}] contiene un T que no es casimonocromati-
co, una contradiccién (ver Figura 3.20).
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Uy X
u;
Uy X

)Jﬁ
Vi

Y2

|

' y
| 2

O,

Figura 3.20
Caso 4. Si l[(Ty) >4 y I(Th) = 1.
Supongamos que Ty = (ug, 1, X2, ..., T4 1,Ts = Up), con t > 4. Tenemos que

C = (w4_9, 11,1, uz) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva,
Ty_g — Up O Uy — Ty_o (ver Figura 3.21).

X2 X

Up
O .

Figura 3.21

Entonces D[V(C)] contiene un T, o un Cj, el cual por hipétesis es casimo-
nocromatico, por lo que la flecha entre x; 5 y us es de color 1. Si uy — x;_o,
entonces (ug, Ty_2, T 1,U1) €8 Una usuy-trayectoria monocromética, contradicien-
do la definicién de 7-ciclo. Si x;_5 — ug, entonces (ug, T1, Ta, . .., T4 2, Us) €S UNA
ugus-trayectoria monocromatica, contradiciendo la Afirmacion 3.5.

Caso 5. Sil(Tp) >4 yI(Ty) > 2.

Supongamos que Ty = (Uo, L1y X2y + vy L1, Ul) yTi = (Ul, Y, Y2, - - - Yi—-1, Uz),
entonces C' = (x;_9,24_1,u1,%1) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva, entonces z; o — 4, 0 y; — T;_o (ver Figura 3.22).
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Figura 3.22

Entonces D[V (C')] contiene un Ty o un Cy, el cual por hipétesis es casimono-
cromético. Entonces la flecha entre x; o y y; es de color 1. Como A™(y;) es de color
2 entonces y; - x;_a, por lo que x;_5 — y;. Por otro lado, C" = (x4_1,u1, y1,y2) €s
una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que z;_1 — s
0 Yo — x;_1 (ver Figura 3.23).

X2 X;q

Uy
O--- .

e

(lez
O,

Figura 3.23

Si 241 — Yo, entonces D[{x;_1,u1,y1,y2}] contiene un T que no es casimono-
cromético (ver Figura 3.24).
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O~ ' .

u;

)Jﬁ

Y2

I
l Yz
|

O,

Figura 3.24

Si yo — x;_1, entonces D[{x; 2, y1, Y2, T 1}] contiene un Ty que no es casimo-
nocromatico, una contradiccién (ver Figura 3.25).

Uy X2 X
O--—- .
X2 P
)Jﬁ
Yi
Y2
I
: Y2
O,
Figura 3.25
Concluimos que D no contiene 7-ciclos O]
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Teorema 3.2.2. Sea D una digrdfica 5-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada u en V(D), A*(u) es monocromdtico. Si cada Cs, Cy y Ty contenido en D
es casimonocromdtico, entonces €(D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Probaremos que todo ciclo en €(D) tiene una flecha simétrica.
Por contradiccién, supongamos que C' es un ciclo en €(D) sin flechas simétricas.
Entonces C' es un v-ciclo en D contradiciendo el Teorema 3.2.1.

Por lo tanto, como todo ciclo en €(D) tiene una flecha simétrica, entonces €(D)
es nucleo perfecta. O]

Corolario 3.2.3. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva, m-coloreada tal que para
cada uw € V(D), A% (u) es monocromdatico. Si cada Cs, Cy y Ty contenido en D es
casimonocromdtico, entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdaticas.
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Capitulo 4

H-nucleos en digraficas
cuasitransitivas

En este capitulo introducimos las propiedades X y J en la teorfa de H-nucleos,
las cuales nos seran de gran utilidad para poder encontrar resultados equivalen-
tes a los vistos en los capitulos 3 y 4. Demostraremos que si D es una digréfica
cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad N tal que todo ciclo de longitud 3
tiene la propiedad 3, entonces D tiene H-nucleo, asi extendiendo los resultados
mencionados en el capitulo 3.

4.1. Propiedad X

Definicién 4.1.1. Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada, u € V(D).
Definimos &* (u) = {c(u,v)|(u,v) € F(D)}.

Definicién 4.1.2. Sean H una digréfica, D una digrafica H-coloreada, {C1, ..., C},}
una particién de V(€ (D)). Definimos B; = {a € F(D)| c(a) € C;}.

Lema 4.1.1. Sean H una digrdifica, D una digrdfica H-coloreada, {C1,...,Cy}
una particion de V(6c(D)). Si €c(D)[C;] es una subdigrdfica de H[C;], entonces:

1. Todo camino dirigido en D|B;| es un H-camino en D.
2. Todo wv-camino en D[B;]| contiene una wv-H-trayectoria en D.

Demostracion. 1. Sean H una digraficay D una digréfica H-coloreada, {C1, ..., Cy}
una particién de V(%¢(D)) tal que 6¢(D)[C;] es una subdigrafica de H[C;], T un
camino dirigido en D[B;]. Como T estd contenido en D[B;] entonces 6¢(T) C
%c(D)[C;]. Por hipétesis 6-(D)[C;] € H[C;] € H, por lo tanto 6¢(T) C H, es
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4.1. PROPIEDAD X

decir, T" es un H-camino en D. En particular, si 7" es una trayectoria dirigida en
DIB;], entonces T es una H-trayectoria en D.

2. Sea T un wv-camino en D[B;], por el Teorema 1.2.1. T' contiene una uwv-
trayectoria, digamos T". Por la parte anterior de este resultado, T” es una uv-H-
trayectoria en D. Asi, T' contiene una uwv-H-trayectoria en D. O

Definicién 4.1.3. Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Decimos
que D tiene la propiedad N si existe {C},...,C,} una particién de V(%6¢(D))
que cumple:

1. 6c(D)|C;] es una subdigragica de H[C;] para todo i en {1,...,p}.

2. Para cualquier vértice u en V(D) existe C;, un elemento de la particién de
tal forma que £1(u) C C;.

3. Si T es una H-trayectoria entonces existe C;, un elemento de la particion,
tal que T" esta contenido en D[B;].

Denotamos C,, al elemento de la particién de V(%¢(D)) que contiene a £+ (u).

X D ¥ H

O

Figura 4.1

Para ejemplificar este concepto examinemos la digrafica H y la digrafica D
H-coloreada en la Figura 4.1, es facil ver que la digréfica de clases de color es la
digrafica representada en la Figura 4.2.

Figura 4.2
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Sea {C] = {e,0} Cy = {e}}, particién de V(%c(D)). Podemos ver que:

1. c(D)[Cy] = H[C4] y €c(D)[Cs] = H[Cs] son las digraficas en la Figura 4.3.

& 0 o

Figura 4.3

2. {F(w) = {e, e} es subconjunto de Cy, {T(x) = {e} es subconjunto de Cf,
¢t (y) = {o} es subconjunto de Cy, {7 (z) = {e} es subconjunto de Cs.

3. Podemos ver D[B], Figura 2.5 (a) y D[By], Figura 4.4 (b). Las H-trayectorias
de D de longitud mayor a uno son 7' = (z,y,w) y T = (w, x, z), por lo tanto,
para toda H-trayectoria existe C; un elemento de la particién tal que nuestra
H-trayectoria esté contenida en D[B;].

Figura 4.4

Asi, D es una digréafica con la propiedad N.

Definicién 4.1.4. Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada,
{C1,...,C,} una particién de V(%¢(D)) y G una subdigrafica de D. Decimos
que G tiene la propiedad 1 si existe C; un elemento de la particién tal que los
colores de todas las flechas de GG, excepto a lo mas una, estan en C;.

Si consideramos la digafica D en la Figura 4.1, {C; = {e,e}, Cy = {e}},
particién de V(%¢(D)). entonces la subdigréfica representada en la Figura 4.5 (a)

tiene la propiedad J y la subdigrafica en la Figura 4.5 (b) no tiene la propiedad
3.
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4.1. PROPIEDAD X

Figura 4.5

Lema 4.1.2. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada con la propiedad
N, T = (u=nug,...,u, =0) una uwv-H-trayectoria en D yT' = (v =vg, ..., Uy =
w) una vw-H -trayectoria en D. Si C, = C,,, entonces TUT" es un uww-H -camino
en D, el cual contiene una uw-H -trayectoria en D.

Demostracion. Como 6¢(T) C %c(D)[C;] para algun C; (por la propiedad R)
y c(u,uy) € Cy, entonces C; = C,. Andlogamente ¢-(1") C 6c(D)[C,]. Como
C; = C, = C, entonces c¢(x,y) € B; para todo (z,y) en F(T'UT"). Lo que implica
que TUT" es un camino en D[B,], por el Lema 4.1.1. T UT" es un ww-H-camino,
el cual contiene una uw-H-trayectoria. O

Lema 4.1.3. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada con la propiedad

N.
1. Si T es una uv-H-trayectoria en D, entonces V(6c(T)) estd contenido en
Cy.
2. Si T = (up,uy, ... ,up) es una ugu,-H-trayectoria entonces C,, = C,, para

todo {i,j} subconjunto de {0,...,n —1}.

3. 81T = (ug,...,up) es una ugu,-H-trayectoria y T" = (u; = vo,...,v;) €s
una u;v-H-trayectoria para algin j en {0, ..., n—1}, entonces (ug, T', uj)JT"
contiene una ugvx-H -trayectoria.

Demostracion. 1. Sea T = (u,uq, ..., u, = v) una uv-H-trayectoria. Como D tiene
la propiedad N, entonces 7' estd contenido en D[B;| para algin j en {1,...,p},
asi F(T) C Bj. Como (u,u;) € B,, entonces F'(T') C B,. Asi, c(u;, ui+1) € C,
para todo ¢ en {0,...,n — 1}. Por lo tanto V(%-(T)) esta contenido en C,.
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2. Como vimos en la demostracién del resultado anterior, si 7' = (ug, ug, . . ., Uy)
es una uou,-H-trayectoria, entonces c(u;, u;1) € Cy,. Por definicion c(u;, u;y1) €
C.,, por lo tanto C,, = C,, para todo ¢ en {0,..,n — 1}. Ademés, si {i,j} es un
subconjunto de {0,...,n — 1}, entonces Cy, = Cyy, = Cy;.

3. Sean T' = (ug, . .., u,) una uou,-H-trayectoria y 7" = (u; = vy, ..., v;) una
ujvg-H-trayectoria para algin j en {0, ..., n—1}, entonces por el resultado anterior
Cy; = Cy,, por el Lema 4.1.2. T UT" es un uguy-H-camino, el cual contiene una
ugUg-H-trayectoria. O]

4.2. Resultados preliminares

Lema 4.2.1. Sean H una digrdfica y D una digrdfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad N. Si T = (u = ug,...,u, = v) es una uv-H-trayectoria de
longitud minima, entonces w; - wu; para cualquier {i,j} subconjunto de {0, ... ,n},
con j > i+ 1, en particular u;ro — u; para todo i en {0,...,n—2}.

Demostracion. Sea T = (u = uo,...,u, = v) una uv-H-trayectoria de longitud
minima. Supongamos que hay {i, 7} subconjunto de {0,...,n} talque j >i+ 1y
u; — uj. Consideremos 7" = (u = ug, ..., U, Uj, ..., Uy = V).

Como T es una H-trayectoria, entonces por el Lema 4.1.3. C,, = C, para
todo k en {0,...,n — 1}. En particular C,, = C,, es decir, {7 (u;) C Cy; lo que
implica que c(u;, u;) € C,. Por lo tanto, 7" es un camino dirigido en D[B,]. Por el
Lema 4.1.1. T" contiene una uv-H-trayectoria, la cual seria de longitud menor a T’
(ver Figura 4.6). Lo cual contradice que T" sea una uv-H-trayectoria de longitud
minima. Por lo tanto, u; - u; para cualquier {i, j} subconjunto de {0,...,n} con
j>i+1.

Cu
C, C c, c,
@S-~ —O- -~

Figura 4.6

En particular, como D es cuasitransitiva y (u;, u;11, u;12) €s una trayectoria de
longitud 2, entonces u; — ;1o 0 u;1o — u;. Por el resultado anterior u; - u;io,
entonces ;o — U;. ]
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Lema 4.2.2. Sean H una digrdfica y D una digrafica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad X. Si T = (u = ug,...,u, = v) es una uv-H-trayectoria de
longitud minima, entonces u; — u; para todo {i,j} subconjunto de {0,...,n} con

Jj > i+ 1, excepto si |V(D)| =4, en ese caso (us,ug) puede no ser una flecha de
D.

Demostracion. Si |V(T')| = 3 el resultado se sigue del hecho que T' es de longitud
minima y D es cuasitransitiva.

Si |V(T)| = 4, entonces T" = (ug, uy, uz,us). Por el Lema 4.2.1.; u3 — u; y
us — ug. La flecha (us, ug) puede no ser una flecha de D (ver Figura 4.7).

Figura 4.7

Procedemos por induccién sobre |V (7).
Base de induccién: Si |V(T)| = 5, entonces T = (ug, uy, U2, ug, uyg). Por el
Lema 4.2.1. ug — ug, us — uy, us — ug (ver Figura 4.8).

() TG
/ _/ A
Uy u; up Uz Uy
Figura 4.8

Tenemos que uy — us — ug, luego por el Lema 4.2.1. uy - uy, por lo tanto
uy — ugp, pues D es cuasitransitiva (ver Figura 4.9).

N
/ Ay
u;

u; Uz Uy

Figura 4.9
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Entonces uy — ug — uq, por el Lema 4.2.1. sabemos que u; - uy y como D
es cuasitransitiva, entonces uy — u;. Como us — uy — ug y por el Lema 4.2.1.
uy - ug, entonces uz — ug, por ser D cuasitransitiva (ver Figura 4.10).

Figura 4.10

Concluimos que u; — w; para todo {z, j} subconjunto de {0,...,n} con j > i+1
(ver Figura 4.11).

Figura 4.11

Hipdtesis de induccién: Si T' = (ug, . .., u,) es una ugu,,-H-trayectoria de
longitud minima m, con 5 < m < n, entonces u; — u; para todo {i, j} subconjunto
de {0,...,n}, con j > i+ 1.

Paso inductivo: Sea T' = (uy,...,u,) una uyu,-H-trayectoria de longitud
minima n, con n > 6. Consideremos 77 = (ug,...,un_1) y To = (U1, ..., up),
entonces 5 < |V(T1)| = |V (T,)| < n. Por hipétesis de induccion T y T; satisfacen
que u; — u; para toda j > i + 1, excepto cuando j = n 'y ¢ = 0, es decir, falta
probar que u,, — ug. Esto pasa pues u,, — us — ug. Como D es cuasitransitiva y
por el Lema 4.2.1. ug - u,, concluimos que u,, — uq (ver Figura 4.12). ]
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=0
!
|
|

ug uy U

Figura 4.12

4.3. Resultado principal

Lema 4.3.1. Sean H una digrdfica y D una digrafica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad X, {u,v} un subconjunto de V (D), con u # v, tales que v -+ u.
Siu =" v, entonces una y sélo una de las siguientes afirmaciones se cumple:

1. u— .

2. u - v y existe una H-trayectoria (u = ug,uy, us, uzs = v) de longitud 3 tal
que us — ug Yy uz — uy. Ademds no existen trayectorias de longitud 2 entre
u Y.

Es decir, si u - v, entonces tenemos la siguiente estructura.

Demostracion. Sea T una uv-H-trayectoria de longitud minima. Si u — v, enton-
ces T' cumple la primer opcién. Supongamos que u - v. Asi [(T) > 2.

Si(T') > 4, entonces por el Lema 4.2.2. se tiene que v — u, contradiciendo la
suposicién que [(T") > 2, por lo tanto [(T') < 3.

Sil(T) = 3, entonces T = (u = ug, uy, Uz, u3 = v) y por el Lema 4.2.1., us — ug
Yy us — Ui.

Supongamos que existe 7" una trayectoria de longitud 2 entre u y v. Como D
es cuasitransitiva entonces u — v 0 v — u. Por hipdtesis v - u, entonces u — v.
Lo cual contradice la suposicién que u - v. Por lo tanto, no existen trayectorias
de longitud 2 entre u y v. O]

Lema 4.3.2. Sean H una digrdfica, D una digrdfica cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad N y un subconjunto {u,v,w} de V(D). Siu =" v, v &% u,
v="w, w=xv, entonces w — u o u =" w.
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Demostracién. Como u =" v, entonces sea T una uv-H-trayectoria de longitud
minima. Como v —» u se sigue del Lema 4.3.1. que:

(T)=10T = (u,uy,up,v) y v — uy, uy — u. (4.1)

Anélogamente, consideremos 7" una vw-H-trayectoria de longitud minima, en-
tonces, por el Lema 4.3.1. se tiene que:

Z(T/) = 1 OT,: (valanaw) yw—>Ul,U2 — V. (42)

Supongamos que w — u, por lo que debemos demostrar que u = w. Supon-
gamos que u - w, de otro modo tendrfamos directamente que u = w. Como D
es cuasitransitiva y no hay flechas entre u y w, entonces:

N*t(w) NN~ (w) =0 = N~ (u) N N*(w). (4.3)

Si O, = C, entonces por el Lema 4.1.2 u = w. Supongamos que C,, # C,.

Siu — v, es decir, [(T) =1 Como v ¢ N*(u) NN~ (w) entonces v - w, por lo
que T" = (v, vy, v9,w) (por (4.2)). Note que u ¢ V(T") porque v " u. Si v; — u
para algin 7 en {1,2}, entonces, por el inciso & del Lema 4.1.3., (v, T, v;) U (v;, u)
serfa una vu-H-trayectoria contradiciendo la hipdtesis. Por lo tanto, v; - u y
vy = U.

Figura 4.13

Como u — v — v y v - u, entonces u — vy, pues D es cuasitransitiva (ver
Figura 4.13). Como u — v; — vy y vy - u, entonces u — vy (ver Figura 4.14).

Figura 4.14

Asi, como vy — w, entonces vy € NT(u) N N~ (w) contradiciendo que
Nt (u) NN~ (w) =0 (por (4.3)). Por lo tanto, {(T') = 3, esto implica que
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4.3. RESULTADO PRINCIPAL

T = (u,uy,us,v) y Uy — u, v — Uy.

Si [(T") = 1, es decir, v — w. Como uys — v — w y D es cuasitransitiva
entonces us — W 0 W — Uy. Si W — uy entonces ug € N (w) N N~ (u), lo cual
contradice que N*(w) N N~ (u) = @ (ver Figura 4.15).

CJ.(
C C, C, C,

Figura 4.15

Entonces us — w, luego por el inciso 8 del Lema 4.1.3. (u, uy, us, w) contiene
una uw-H-trayectoria, lo cual implica que u = w (ver Figura 4.16).

Cu Cu Cu Cv
© @ @ O J

Figura 4.16

Si l(T") = 3, entonces T" = (v, vy, v2,w) (como en (4.2)). Como pudimos notar
previamente en esta demostracién, v = u implica que v; - u y v2 - u. Note
que uy ¢ V(T"), pues estamos suponiendo que C,, # C,,.

u u
O () (1) v

Figura 4.17
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Como D es cuasitransitiva y us — v — vy, entonces us — v; 0 v — uy (ver
Figura 4.17). Vamos a ver que us — vy, de otra manera v; — us — u, como D es
cuasitransitiva y v; - u, entonces u — v (ver Figura 4.18(a)). De esta manera,
u — v — v. Como D es cuasitransitiva y vy - u tenemos que u — vy (ver Figura
4.18(b)). Asf vy € NT(u) N N~ (w), contradiciendo que N*(u) N N~ (w) = (). Por
lo tanto uy — ;.

C, C,
D
c, C

Figura 4.18

Tenemos que uy — v1 — v9, como D es cuasitransitiva, se tiene que us — v9
0 vg — ug (ver Figura 4.19(a)). Veamos que us — vy, de otro modo vy — uy
asi v9 — us — u y como D es cuasitransitiva y vy - u entonces u — vy, asi vy €
N*t(u) N N~ (w), contradiciendo que N*(u) N N~ (w) = 0. Por lo tanto uy — vy,
asi us — vy — w. Como D es cuasitransitiva uy — w o w — uy (ver Figura
4.19(b)). Si w — wuy entonces us € N (w) N N~ (u), una contradiccién. Por lo
tanto us — w. Por el inciso & del Lema 4.1.3. (u,uy, us, w) contiene una ww-H-
trayectoria, por lo que u = w. L]
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Figura 4.19

Lema 4.3.3. Sean H una digrdfica y D una digrdfica cuasitransitiva H-coloreada
que cumple la propiedad X tal que todo C3 contenido en D tiene la propiedad 3. Si
{u,v,w} es un subconjunto de V(D) tal que u =" v, v &% u, v =% w, w1 v
y C, # C, entonces u =" w yw =1 u.

Demostracion. Como se cumplen las hipétesis del Lema 4.3.2., entonces se tiene
que w — u o u =7 w. Basta probar que w 7 u, pues w 7 u implica que
w - u y por el Lema 4.3.2. tendriamos que u = w.

Procediendo por contradiccién, supongamos que w = wu. Sea W = (w =
Wo, Wy, W, ..., Wy_1,W, = u) una wu-H-trayectoria de longitud minima. Como
v T uy w 2" v entonces, C, ¢ {C,,C,}, de otra manera, como w = v
y u = v;si O, = C,, entonces por el Lema 4.1.2. w =% v, lo cual es una
contradiccién. Si Cy, = C,,, entonces como v =7 w w = u por el Lema 4.1.2. se
tiene que v = u, contradiciendo nustras hipétesis.

Como lo vimos en la demostracién del Lema 4.3.2.; existen T" una uv-H-
trayectoria tal que [(T") € {1,3} y 7" una vw-H-trayectoria tal que [(T") € {1, 3},
las cuales satisfacen la conclusiéon del Lema 4.3.1.
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Figura 4.20

Supongamos que [(T') = 1, es decir, u — v. Note que v ¢ V(W) pues
v 7 u. Como D es cuasitransitiva y w, ; — u — v, entonces w, ; — v 0
v — w,_1 (ver Figura 4.20). Si w,_; — v entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.3.,
(w,wy, ..., w,_1,v) contiene una wv-H-trayectoria, es decir, w = 4 contradicien-
do la hipétesis. Si v — w,_1, entonces v — w,_; — u — v, lo que implica que
(v, wp—1,u,v) es un C3 que no tiene la propiedad 3, pues por el inciso 2 del Lema
4.1.3. Cy,_, = Cp y {Cy, Cy, Cyy}| = 3. Por lo tanto, I(T') = 3 y hay vértices uy, us
tales que T' = (u,uq, uz,v), v — uy, ug — u; ademds como u - v, v » uy D es
cuasitransitiva, entonces:

N*t(w) NN~ (v) =0 = Nt (v) N N~ (u). (4.4)

Figura 4.21
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Supongamos que [(T") = 1, es decir, v = w. Como v — wy y v - w, = u,
entonces consideremos el mayor valor g en {0, ...,p—1} tal que v — w, (ver Figura
4.21(a)). Como D es cuasitransitiva y v — w, — wgy41, tenemos que v — wyqq 0
Wy1+1 — v. Por maximalidad de ¢ tenemos que v - w,11, por lo que wy+1 — v (ver
Figura 4.21(b)). Como u - v entonces ¢ + 1 < p. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3.
(w,wy, ..., Wy, Wet1,v) contiene una wv-H-trayectoria, contradiciendo la hipétesis
(ver Figura 4.22).

Figura 4.22

Por lo tanto, [(T") = 3 y hay vértices vy, vq tales que T' = (v, v1, V9, w), W — vy,
ve — v. Si v; — u para algin i en {1, 2}, entonces, por el inciso 8 del Lema 4.1.3.
(v, T',v;) U (v;, u) contiene una vu- H-trayectoria, contradiciendo que v - u. Por
lo tanto, v; = u y vg = u. Si u — vg, entonces vo € N (u)N N~ (v) contradiciendo
que NT(u)NN~(v) = 0 (ver Figura 4.23(a)). Por lo tanto, u - vs y v9 - u. Como
D es cuasitransitiva entonces:

NT(u) NN (vg) =0 = NT(vy) N N~ (u). (4.5)

Ya que v; € N~ (vg), tenemos que vy ¢ N (u), pues N*(u) N N~ (vy) = 0.
Como vy - u y D es cuasitransitiva también tenemos que:

W

N*(u) N N~ (v1) = 0. (4.6)
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Figura 4.23

Como w — vy, entonces u - w, de otra manera w € N~ (v;) N N*(u), lo cual
no es posible (ver Figura 4.23(b)). También tenemos que w - u, pues vy — w'y
N7t (ve) N N~ (u) = 0. Por lo tanto, w - u y u - w, por el Lema 4.3.1 se tiene
que existen vértices wyyws tales que W = (w, wy, we, u), donde ademds u — wy y
Wo — W.

Figura 4.24

Tenemos v — w — wy, como D es cuasitransitiva entonces vy — wy 0 Wy — V9
(ver Figura 4.24(a)). Como u — wy; y NT(u) N N~ (vy) = () entonces wy - vy
por lo que vy — wy. Asi, v9 — w; — wq, implica que vy — Wy 0 Wy —> Vg
porque D es cuasitransitiva (ver Figura 4.24(b)). Pero vy — wq pues wy — u 'y
N*t(vy) N N~ (u) = . En consecuencia wy — v5. Como vy — v tenemos wy —
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vy — v, lo que nos lleva a v — ws 0 wy — v porque D es cuasitransitiva (ver
Figura 4.25(a)). Como ws — u 'y NT(v) N N~ (u) = ) tenemos que v - wsy,
entonces wy — v. Por el inciso 3 del Lema 4.1.3. (w, wy, we, v) contiene una wv-H-
trayectoria, contradiciendo la hipétesis (ver Figura 4.25(b)). Como todos los casos
posibles nos llevan a una contradicién, podemos concluir que w = . O

Figura 4.25

Teorema 4.3.4. Si H es una digrifica y D una digrdfica cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad X tal que todo Cs contenido en D tiene la propiedad 3.
Entonces €y (D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Probaremos que todo ciclo en €4 (D) tiene al menos una flecha
simétrica.

Supongamos, por contradiccién, que existe un ciclo en €y (D) sin flechas simétri-
cas. Sea C' = (ug,uy, ..., u, = ug) un ciclo de longitud minima sin flechas simétri-
cas. Notemos que n > 3. Para cada i en {0,...,n — 1} tenemos que u; = wu; 4
v uiy # w, es decir, para cada i en {0,...,n — 1} existe P; una w;u;-H-
trayectoria en D (considerando la suma de los indices médulo n). Luego, como
C es asimétrico en €y (D) no puede suceder que C,, = C,,,, para todo i en
{1,...,n — 1} ya que de ser asi, tendriamos que C' C B,,,, el Lema 4.1.1. implica
que u;y1 = u; para cada i en {1,...,n — 1}, lo cual implicarfa que C' es un ciclo
simétrico en € (D). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que C,,, # C,,.
Por el Lema 4.3.3. tenemos que ug =7 uy y us =% uy. Asi, n > 3. Entonces el
ciclo (ug, ug, ug, ..., u,) es un ciclo en €g(D) sin flechas simétricas con longitud
menor a C, contradiciendo que C' es de longitud minima.

Por lo tanto, como todo ciclo en €4 (D) tiene al menos una flecha simétrica,
por el Teorema 1.3.1. concluimos que €5 (D) es niicleo perfecta. O

El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 4.3.4.
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Corolario 4.3.5. Sean H wuna digrdfica y D una digrifica cuasitransitiva H -
coloreada con la propiedad X tal que todo Cs contenido en D tiene la propiedad 3,
entonces D tiene H-nicleo.
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Capitulo 5

H-nucleos en digraficas
3-cuasitransitivas

En este capitulo encontramos resultados equivalentes a los obtenidos por Hor-
tensia Galeana Sanchez, Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en [9], de-
mostrando que si D es una digrafica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la propiedad
Ny todo Ty y C4 contenido en D tiene la propiedad J, entonces D tiene H-nicleo.

5.1. Resultados preliminares

Recordemos algunas definiciones vistas en capitulos anteriores.
Definicién 3.1.1 Llamarémos Ty a la digrédfica tal que V(1)) = {w,z,y,2} y
F(T4) = {<w7 iL’), (%, y)? (y> Z)? (U), Z)} (Vel” Figura 51)

O O

o

Figura 5.1
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Definicién 4.1.3 Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Decimos
que D tiene la propiedad N si existe {C1,...,C,} una particién de V(€ (D))
que cumple:

1. ¢c(D)|C;] es una subdigragica de H[C;] para todo i en {1,...,p}.

2. Para cualquier vértice u en V(D) existe C; un elemento de la particién de
tal forma que £t (u) C C;.

3. Si T es una H-trayectoria entonces existe C;, elemento de la particion, tal
que T" esta contenido en D[B;].

Definicién 4.1.4 Sean H una digréafica y D una digrafica H-coloreada, {C1, ..., C,}
una particién de V(%¢(D)) y G una subdigrafica de D. Decimos que G tiene la
propiedad 1 si existe C; elemento de la particién tal que los colores de todas las
flechas de GG, excepto a lo mas una, estan en Cj.

Lema 5.1.1. Sean H una digrdfica y D una digrdfica 3-cuasitransitiva H-coloreada
con la propiedad X, {u,v} un subconjunto de V(D) y T = (u = ug,...,u, = v)
una uwv-H-trayectoria de longitud minima. Si i < j entonces (u;,T,u;) es una
uzuj-H-trayectoria de longitud minima.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe 7" una u;u -
H-trayectoria de longitud menor a I(u;, T', u;). Por el inciso 1 del Lema 4.1.3. se tie-
ne que V(%¢(T)) C C,. Analogamente V (6¢(1")) C C,,. Por el inciso 2 del Lema
4.1.3.,C, = Cy,. Porelinciso & del Lema 4.1.3. 7 = (u, T, w;)U(u;, T", uj)U(u;, T, v)
contiene una uv- H-trayectoria, la cual seria de longitud menor a 7', contradiciendo
la minimalidad de T O

Lema 5.1.2. Sean H una digrdfica y D una digrdfica 3-cuasitransitiva H -coloreada
con la propiedad W, {u,v} un subconjunto de V(D) y T = (u = ug,...,u, = v)
una wv-H-trayectoria de longitud minima. Si [(T) > 3, entonces u; — U;—(2r+1)
para cada i en {3,....,n} y k en {1,...,|'5%]}. En particular, si [(T) es impar
entonces v — u.

Demostracion. Procediendo por induccién sobre [(T') = n demostraremos que
- i—1

u; = Ui—(2k+1) Para cadaien {3,...,n}ty ken {1,..., |5 ]}.

Base de induccién: Si n = 3, entonces T = (u = ug, uq, ug, uz = v). Como
D es 3-cuasitransitiva entonces u — v 0 uz — ug, como 1" es una H-trayectoria de
longitud minima tenemos que us — uyg.

Si n =4, entonces T = (u = ug, uy, Us, Uz, ugy = v) y por el caso n = 3 tenemos
que uz — Ug y Ug — U7.
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5.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Hipdtesis de induccién: Si T = (u/,...,v") es una u/v'-H-trayectoria de
longitud minima n con n > 4, entonces u; — u;_(2k4+1) para cada i en {3,...,n}y
—1
ken{l,... |5 ]}
Paso inductivo: Sea T' = (u = wug,...,uy,41 = v) una uv-H-trayectoria de

longitud minima n + 1. Consideremos la trayectoria 7" = (u, T, u,), por el Lema
5.1.1. T" es una uu,-H-trayectoria de longitud minima. Por hipdtesis de induccién
tenemos que u; — u;_(2r41) para cada i en {3,...,n} y ken {1,..., [5}]}. Por
otro lado, sea T" = (uy,T,v), entonces T” es una ujv-H-trayectoria de longitud
minima (por el Lema 5.1.1.). Por hipdtesis de induccién tenemos que u; — w;— (241
para cada i en {4,...,n+1} y ken {1,..., 5] }.

Para terminar esta demostraciéon basta mostrar que u,,1 — uo cuando n + 1
es impar.

Supongamos que n+ 1 es impar. Tenemos que § —1 es un elemento del conjunto
{1,..., 5]}, por el resultado anterior con i = n+1y k = § — 1 tenemos que
Unt+1 =7 Ulnt1)—(2(2-1)+1) = Us-

Asi, Uy — us — uz — ug. Como D es 3-cuasitransitiva entonces ug — Uy,
0 Upi1 — ug. Como T' es una H-trayectoria de longitud minima entonces u, 1 —
Up. ]

Observacion 5.1.1. Sean H una digrdfica, D una digrdfica 3-cuasitransitiva H -
coloreada con la propiedad V. Sv todo Ty y Cy contenido en D tiene la propiedad
3, entonces D no tiene trayectorias de longitud 3 sin la propiedad 3.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que T' = (u, v, w, x) es
una trayectoria de longitud 3 en D sin la propiedad 3. Como D es 3-cuasitransitiva
tenemos que u — x 0 x — u. Si u — x, entonces D|(u, v, w, )] contiene un Ty sin la
propiedad 3. Si x — u, entonces D[(u, v, w, z)] contiene un Cy sin la propiedad 3,
contradiciendo nuestras hipotesis. Por lo tanto, D no tiene trayectorias de longitud
3 sin la propiedad 3. ]

Observaciéon 5.1.2. Sean H una digrdfica, D una digrdfica 3-cuasitransitiva H -
coloreada con la propiedad N tal que todo Cs tiene la propiedad 3. Si (u, uy,ug,v)
es un camino sin la propiedad 3, entonces Cy # Cy, y Cyy, & {Cy,Cy} lo cual
implica que:

w u# ug, pues Cy # C,.
" U # U, pues Cy # C,.
U 7é Uz, ya que Cm 7é Cuz'

u # v, si no fuera asi y por los casos anteriores, (u,ui, ug, v = u) seria un
Cs5 con la propiedad 3, contradiciendo la hipdtesis.

Uy # v, ya que D es una digrdfica sin lazos.
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5.2. Resultado principal

Definicién 5.2.1. Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada. Un ~yg-
ciclo en D es una sucesiéon de vertices distintos, con excepcién del primer y iltimo
vértice, (ug, U1, ..., Uy, ug) tal que para cada i en {0,1,...,n}.

= Existe una w;u;1-H-trayectoria.
= No existe una u;iu;-H-trayectoria.

La suma sobre los indices de los vértices de vy es médulo n + 1 y decimos que la
longitud de vy es n + 1.

Teorema 5.2.1. Sean H wuna digrdfica, D una digrdfica 3-cuasitransitiva H -
coloreada con la propiedad . Si cada Cs, Cy y'Ty contenido en D tiene la propiedad
3, entonces no hay yg-ciclos en D.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que D tiene un yg-
ciclo, sea v = (ug, U1, . . ., Up, ug) un yy-ciclo de longitud minima. Por la definicién
de yg-ciclo, sabemos que para toda i en {0, ..., n} existe una u;u;, - H-trayectoria,
sea T; una u;u;1-H-trayectoria de longitud minima, ademaés, sabemos que no existe
una u,;1u;-H-trayectoria en D, por lo que w;y; - u;. Por el Lema 5.1.2. tenemos
que si [(T;) > 3 entonces [(T};) no puede ser impar, por lo tanto [(7;) es par o
I(T;) = 1 para cada i € {0,...,n}.
Ahora tenemos las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 5.1. () > 3.

Si l(y) = 2, entonces v = (ug,u1,up), con lo que tendriamos que hay una
uyug-H-trayectoria, lo cual contradice la definicion de ~g-ciclo.

Afirmacién 5.2. Hay un indice i en {0,...,n} tal que C,, # C,

i+1°

Procediendo por contradiccién, consideremos Ty U Ty U --- U T, el cual, por el
Lema 4.1.1. contiene una wugu,-H-trayectoria, lo cual contradice la definicién de
~vu-ciclo. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C,, # CY, .

Afirmacion 5.3. No hay usug-H-trayectorias en D.

Supongamos que existe T = (ugy = xg, T1, ..., T = Ug) una usug-H-trayectoria
de longitud minima. Entonces:

Afirmacién 5.3.1. C,, ¢ {C,,,Cy, }.

Si C,, = C,, entonces, por el Lema 4.1.2. T" U T contiene una wusu,-H-
trayectoria, contradiciendo la definicién de vyg-ciclo. Analogamente si C,, = Cy,,
entonces 77 U T contiene una wujug-H-trayectoria, contradiciendo la definicién de
yg-ciclo.
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Afirmacién 5.3.2. [(Tp) > 4 y I(Ty) > 4.

Si l(Ty) = 1 = I(T}), entonces C' = (ug, uy, uz, 1) €s un ugxri-camino de longi-
tud 3 sin la propiedad 3, ya que Cyy # Cu, ¥ Cuy ¢ {Cuy, Cuy } (por la Afirmacién
5.3.1.). Por la Observacién 5.1.2. y del hecho de que u; # x; (porque us — uq)
tenemos que C' es una ugr-trayectoria sin la propiedad 3, contradiciendo la Ob-
servacién 5.1.1.

C“U Cuu C“J Cig

Figura 5.2

Si Ty = (ug,y,u1) y {(T1) = 1, entonces C' = (y, uy, ug,x1) es un camino sin la
propiedad 3 de longitud 3 (ver Figura 5.2). Por la Observacién 5.1.2. y del hecho
que u; # 1 tenemos que C' es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad 3,
contradiciendo la Observacion 5.1.1.

Si Ty = (ug,y,u1) y Ty = (uq, z,uz). Sabemos que z es distinto de uy porque
no hay flecha de u; hacia ug y z # y porque a y le sale una flecha con color en
Cy, ¥ @ 2 le sale una flecha con color en C,,, sabemos que estos dos conjuntos
son distintos. Asi Ty U (ug, 2) = (uo, y, u1, 2) es una trayectoria de longitud 3 (ver
Figura 5.3(a)).

Figura 5.3

Como D es 3-cuasitransitiva entonces ug — z 0 z — ug (ver Figura 5.3(b)).
Si z — wg tendriamos que c¢(z,ug) € Cy, (porque £7(z) estd en C,), entonces
(ug,y,u1, 2, ug) serfa un Cy sin la propiedad 3, contradiciendo la hipdtesis (ver
Figura 5.4(a)).
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Por lo tanto ug — z. Sea C' = (ug, 2, uz, 1), asi C' es un camino de longitud
3 sin la propiedad 3 (ver Figura 5.4(b)). Por la Observacién 5.1.2. y del hecho
que z # x; tenemos que C' es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad 3,
contradiciendo la Observacién 5.1.1.

C, C,

Figura 5.4

Sil(To) =1y Ty = (uy, 2,ug), entonces C' = (x4_1,up, U, 2) €s un camino de
longitud 3 sin la propiedad 3 (ver Figura 5.5). Por la Observacién 5.1.2. y del hecho
que x;_1 es distinto de u; (porque no hay flecha de u; hacia ug) tenemos que C
es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad 3, contradiciendo la Observacién
5.1.1.

C,
/” -“"H.._
- ~
d ~
< N
C G C, C,
Figura 5.5

Concluimos que I(Ty) > 4y ((Th) > 4.
Supongamos que

Ty = (u0:y07y17'-->yl :U2) yTi = (Ul 2207217'-->Zk:u2)-
Afirmacién 5.3.3. ((T) > 3.

Supongamos por contradiccion que [(T) < 3.
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Si I(T) = 1 entonces C' = (zx_1, us, Ug,y1) €s un camino de longitud 3 sin la
propiedad 3 (ver Figura 5.6). La Observacién 5.1.2. y el hecho que uy # y; implican
que C' es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad 3, lo cual contradice la
Observacién 5.1.1.

C,
////’;ﬂ- FFFFFF -‘H\\\\\
/
O @@ ;ub
Figura 5.6

Si T = (ug,x1,up), entonces C' = (zx_1,us, T1,Up) €8 Una zp_jup-trayectoria
de longitud 3. Como D es cuasitransitiva, entonces zp_1 — ug 0 Uy — Zx_1
(ver Figura 5.7). Si zx_1 — wug, entonces c(zx_1,u9) € C,, porque por el inciso
2 del Lema 4.1.3. se tiene que C,,_, = C,,. Asi, D[{zx_1,u2,21,up}] contiene
un 7Ty sin la propiedad 3, lo cual contradice la hipStesis. Si ug — 2_1, entonces
c(ug, zx—1) € Cyy, luego (ug, zx—1,us2, 1) es una trayectoria de longitud 3 sin la
propiedad 3 contradiciendo la Observacién 5.1.1. Concluimos que I(T") > 3.

C,
//’f --H\q'""\.
~ ~
< ~
s \
/
D)
Figura 5.7

Afirmaciéon 5.3.4. ug = us.

Procediendo por contradiccién, supongamos que ug — ug. Asi, c(ug, uz) € Cy,.
Por el Lema 5.1.2. aplicado a T7 tenemos que uy — 21 y ¢(ug, 21) € C,,, entonces
(uo, ug, 21, 22) es una trayectoria de longitud 3 sin la propiedad 3, lo cual contradice
la Observacién 5.1.1. (ver Figura 5.8).
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Figura 5.8

Afirmacién 5.3.5. [(Ty) >4, (Ty) >4, (T) >4 y (T) es par.

Por la Afirmacion 5.3.2. tenemos [(Ty) > 4, [(T1) > 4. Por la Afirmacion 5.3.3.
tenemos que (1) > 3, por lo que basta probar que [(T") es par. Como [(T) > 3y
us - up (por la Afirmacion 5.3.4.), se sigue del Lema 5.1.2. que [(T') es par.

Se sigue del Lema 5.1.2. aplicado a T" que uy — 1. Notemos que (2j_1, ug, 1, T2)
es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que z;_; —
To 0 Ty — zp_1 (ver Figura 5.9(a)). Si 2,1 — x5 entonces D[{zj_1,us, 1, T2}
contiene un T} sin la propiedad 3, lo cual es una contradiccién (ver Figura 5.9(b)).

Figura 5.9
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Si x9 — 21, entonces (ug, o1, 2, 2;_1) s una trayectoria de longitud 3, como
D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — 2r_1 0 2_1 — Ug. Si Uy — 2x_1, entonces
D[{ug, z—1, uz, x1}] contiene un Ty sin la propiedad J, contradiciendo la hipSte-
sis (ver Figura 5.10(a)). Si zx_1 — uyg, entonces (ug, 1,9, 2x_1) es un Cy sin la
propiedad 3, una contradiccion (ver Figura 5.10(b)).

Figura 5.10

Por lo tanto no hay una ugug-H-trayectoria.
Afirmacién 5.4. I(y) > 4.

Se sigue de las Afirmaciones 5.1. y 5.3.
Afirmacion 5.5. No hay una ugus-H-trayectoria en D.

Supongamos que existe una ugus-H-trayectoria en D, entonces y; = (ug, us,
Ug, - .., Up, Up) seria un yy-ciclo con I(y1) < I(7y) contradiciendo la minimalidad de

.
Afirmacién 5.6. Sea i en {0,...,n}, si C,, # Cy,,, entonces no existe una
Ui ou;-H -trayectoria y no existe una u;u; o-H-trayectoria.

Es de manera analoga a las Afirmaciones 5.3. y 5.5.
Afirmacién 5.7. Si C,, # Cy,,, y (T;) = 1 para alguna i en {0,...,n}, entonces
(Ti1) = 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C,, # Cy, v (1) = 1. Procedien-
do por contradiccién supongamos que [(T7) > 2.

Si T = (uq, 2, ug), entonces (ug, u1, 2, ug) es una trayectoria de longitud 3 (ver
Figura 5.11). Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — ug 0 Uz — g, lo cual
contradice a la Afirmacién 5.3. o la Afirmacion 5.5. respectivamente.
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Figura 5.11
Si I(Ty) > 3, entonces Ty = (u; = 29, 21,...,2Kk = Ug). Asl (ug,u1, 21, 22) €s

una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — 29
0 25 — g (ver Figura 5.12). Si ug — 2, entonces D[{ug, uy, 21, 2, }] contiene un T}
sin la propiedad 3, ya que c(ug, z2) ¥ c(ug,u1) estan en C.; c(z1,22) y ¢(z2, up)
estan en (), , lo cual es una contradiccién. Si z; — 19, entonces por el inciso 3 del
Lema 4.1.3., (u1, 21, 22, ug) €s una ujug-H-trayectoria, contradiciendo la definicién
de vy ciclo.

Figura 5.12

Por lo tanto I(T7) = 1.

Afirmacién 5.8. Si C,, # Cy.+1 y U(T;) = 1, entonces C,, , = C,,.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 0, C,, # C,, y [(Tp) = 1. Por
la Afirmacién 5.7. [(T}) = 1.

Sea Ty = (ug, 1, ..., = ug). Luego C' = (ug,uq, Uz, T1) € un upxi-camino
de longitud 3. Como v es un yy-ciclo no existe una wusu,-H-trayectoria, entonces
1 # uy y por la Afirmacion 5.3. x1 # wug. Asi, C es una trayectoria de longitud 3.
Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — x; 0 1 — ug (ver Figura 5.13).

42

Figura 5.13
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Si ug — x1, entonces Dlug, uy, us, x1| contiene un T, (ver Figura 5.14).

Figura 5.14

Como todo Ty tiene la propiedad 3, entonces los colores de Ty deben estar
contenidos en C,, (ver Figura 5.15).

Figura 5.15

Si x1 — wg, entonces C' = (ug, uy,us, 1) es un Cy. Como todo Cj tiene la
propiedad 3, entonces C,, € {C,,, Cy, } (ver Figura 5.16).

C“z
——®) ® ® ®

Figura 5.16

Si C, = Cy,, entonces, por el inciso 3 del Lema 4.1.2. (uy, ug, 1, ug) serfa una
uyug- H-trayectoria (ver Figura 5.17). Contradiciendo la definicién de v-ciclo.
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Figura 5.17

Asi concluimos que C,,, = C,,.
Para terminar esta demostracion analizaremos cinco posibles casos:

Caso 1. I(Tp) = 1.

Aplicando las Afirmaciones 5.7 y 5.8 repetidamente obtenemos que [(T;) = 1
para cada ¢ en {0,...,n}, V(6c(T;)) C Cy, sii es pary V(6c(T;)) C Cy, siies
impar. esto implica que ~ es un ciclo, méas atin n es impar.

Probaremos por induccién que uy — w; para toda ¢ impar, i € {0,...,n}.
Base de induccion: Si ¢ = 1 tenemos que uy — u; pues 7y es un ciclo.
Hipétesis de induccién: Supongamos que ug — u; paraien{1,3,...,2k—1}.

Notemos que {c(ug, u1), c(ug, ugg—1), c(uzk, Uskt1)} C Cuy v c(Uog—1,u2) € Cyy
(ver Figura 5.18).

C, R
>(u;}

Cu!
@)

O—
Uz M
Figura 5.18
Paso inductivo: Sea T = (uq, ugk_1, Uk, Uog+1). Como T es una ugggyi-

trayectoria de longitud 3 y D es 3-cuasitransitiva, entonces ug — Ugg41 0 Ugk+1 —
ug. Por lo tanto D[V (T")] contiene un Cy o Ty (ver Figura 5.19).
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C

Uy
Q)

Figura 5.19

Como todo Ty y Cy en D tiene la propiedad J, entonces el color de la flecha
entre ug y ugxr1 pertenece a C,,, lo cual implica que ugg 1 - ug, pues ¥ (ugki1)
es subconjunto de Cy, # C.,,. Asi ug — ugg41. Por lo tanto, uy — u; para toda i en
{0,...,n} con i impar. Como n es impar esto implica que uy — u,, contradiciendo
la definicién de yy-ciclo.

Caso 2. I(Ty) =2 y ((Th) = 1.

Supongamos que Ty = (ug, x, u1), entonces C' = (ug, x, uy, uz) es una trayectoria
de longitud 3. Como D es 3-cuasitransitiva tenemos que ug — us 0 uy — g, €sto
contradice la Afirmacién 5.3. o la Afirmacion 5.5. respectivamente.

Caso 3. [(Ty) =2y (1) > 2.

Supongamos que TO = (UOaxvul) y Tl = (u17y17y27"'7yt = u?)a con t >
2, entonces C' = (ug,x,us,y1) es una trayectoria de longitud 3. Como D es 3-
cuasitransitiva se sigue que ug — y1 0 y; — ug (ver Figura 5.20).
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C, o
O——
CHI
y
Q)
c,
®
I
|CHI
C‘JD
Figura 5.20

Asi, D[V(C)] contiene un Cy o Ty, como estas digréficas deben tener la propie-
dad 3, entonces el color de la flecha entre uy y y; pertenece a C,,,. Por el inciso
2 del Lema 4.1.3. {7 (y;) C C,,, entonces y; - ug. Luego ug — y;. Puesto que
(x,u1,y1,y2) es una trayectoria de longitud 3 y D es 3-cuasitransitiva, tenemos
que £ — Yy 0 yo — x (ver Figura 5.21).

Figura 5.21

78

I
| C

Uy

6



5.2. RESULTADO PRINCIPAL

Si & — s, entonces D[{x, uy, y1,y2}] contiene un T, que no tiene la propiedad
3 (ver Figura 5.22).

Figura 5.22

Si yo — x, entonces D[{ug,y1, Y2, x}] contiene un Ty sin la propiedad J, una
contradiccién (ver Figura 5.23).

Figura 5.23

Caso 4. I(Ty) >4 y |(Th) = 1.

Supongamos que Ty = (ug, 1, T2, ..., T4_1,T = up), con t > 4. Tenemos que
C' = (x4_9, 141, u1, ug) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva,
entonces Ty_o — Uz 0 Uz — Ty_o (ver Figura 5.24).
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_ua___ X, 3 Cug @ U

Figura 5.24

Esto implica que D[V (C)] contiene un Ty o un Cjy, el cual por hipétesis tie-
ne la propiedad J. Por lo tanto, el color de la flecha entre z;,_, y uy pertenece a
Cly- Si ug — o, entonces, por el Lema 4.1.1. (ug, ;2,2 1,u1) contiene una
ugui- H-trayectoria, contradiciendo la definiciéon de vyg-ciclo. Si x; o — uy enton-
ces, por el Lema 4.1.1. (ug, 1, o, ..., T;_2,us) contiene una ugus-H-trayectoria,
contradiciendo la Afirmacion 5.5.

Caso 5. Si l(Ty) >4 y (Th) > 2.

Supongamos que Ty = (ug, 1,...,T—1,u1) y Tt = (u1,91,-..,Y—1,us). En-
tonces C' = (x;_9,741,u1,%1) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-
cuasitransitiva, entonces z; o — 4, 0 y; — ;o (ver Figura 5.25).

I

| G,
&

Figura 5.25

Note que D[V(C)] contiene un Ty o un Cj, el cual por hipdtesis tiene la
propiedad 3. Luego el color de la flecha entre x; 5 y y; pertenece a C,,. Co-
mo {7 (y;) € C,,, entonces y; - ; o, por lo que z; o — y;. Por otro lado
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C" = (x4_1,u1, Y1, y2) es una trayectoria de longitud 3, como D es 3-cuasitransitiva
tenemos que x;_1 — us 0 ug — x;_ (ver Figura 5.26).

I

| G,
6

Figura 5.26

Si x;1 — Yo, entonces D[{z; 1,u1,y1,y2}] contiene un Ty que no tiene la
propiedad 3 (ver Figura 5.27).

I
| G

é“r
Figura 5.27
Si yo — x4_1, entonces D[{z;_o,y1, Yo, x;—1}] contiene un Ty sin la propiedad

3, una contradiccién (ver Figura 5.28).
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C,

uy
Cu")

Figura 5.28

Concluimos que D no contiene ~yg-ciclos. O]

Teorema 5.2.2. Sean H wuna digrdfica, D una digrdfica 5-cuasitransitiva H-
coloreada con la propiedad N. Si cada C3, Cy y Ty contenido en D tiene la propiedad
3, entonces €y (D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Probaremos que todo ciclo en €y (D) tiene una flecha simétrica.
Por contradiccion supongamos que C' es un ciclo en €5 (D) sin flechas simétricas.
Entonces C' es un yg-ciclo en D contradiciendo el Teorema 5.2.1. O]

Corolario 5.2.3. Sean H wuna digrdfica, D una digrdfica 3-cuasitransitiva H -
coloreada con la propiedad N. Si cada Cs, Cy y'Ty contenido en D tiene la propiedad
3, entonces D tiene un H-nicleo.
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Capitulo 6

Conclusiones

En estre trabajo exhibimos resultados equivalentes a los obtenidos por Hor-
tensia Galeana Sanchez, Rocio Rojas Monroy y Berta Zavala Santana en los
articulos Monochromatic paths and monochromatic sets of arcs in quasitransi-
tive digraphs[10] y Monochromatic paths and monochromatic sets of arcs in 5-
quasitransitive digraphs|9].

Al hacer este trabajo encontramos una forma de relacionar H-ntcleos y nicleos
por trayectorias monocromaticas al debilitar nuestra definicion de la propiedad N,
lo que podemos ver en el siguiente teorema:

Teorema 6.0.4. Sean H wuna digrdfica, D una digrdfica H-coloreada, si existe
{C1,...,Cp} una particion de V(€c(D)) que cumple:

1. 6c(D)[Ci] es una subdigrdgica de H[C;] para todo i € {1,...,p}.

2. St T es una H-trayectoria entonces existe C;, elemento de la particion, tal
que T estd contenido en D[B;].

Consideramos ¢ : V(D) — {1,2,...,p}, una p-coloracion de D como sigue: si
(u,v) € F(D) entonces c(u,v) =i si c(u,v) € C;.

En este caso D tiene un H-nicleo con la coloracion ¢ st y sélo si D tiene un
nicleo por trayectorias monocromdticas con la coloracion c .

Demostracion. Para dar esta demostracion basta observar T' es una trayectoria
monocromatica en D con la coloracién ¢ si y sélo si es una H-trayectoria en D
con la coloracién c.
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Sea T una trayectoria monocromaética en D con la coloracién ¢, entonces todas
las flechas de T tiene el mismo color; digamos . Por la manera en que definimos la
coloracion ¢’ esto quiere decir que en la coloracién ¢ todas las flechas de T" estaban
en el elemento de la particién Cj, es decir, T estd contenida en D[B;]. Por el inciso
1 del Lema 4.1.1. tenemos que T es un H-camino. Como 7' es una trayectoria,
entonces T es una H-trayectoria en D con la coloracion c.

Sea T una H-trayectoria en D con la coloracion ¢, entonces, por hipétesis,
existe Cj, elemento de la particidn, tal que T estd contenido en D|[B;], es decir,
existe C; tal que el color de todas las flechas de T es un elemento de C;. Asi,
todas las flechas de T tienen el color i en ¢’. Por lo tanto, T es una trayectoria
monocromatica en D con la coloracion . O

Este resultado no sélo nos ayuda a relacionar la teoria de nicleos por trayecto-
rias monocromaticas y H-ntcleos, sino que nos da una forma de reducir problemas
de H-trayectorias a trayectorias monocromaticas.
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