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Introduccion

Un de los principales intereses de la matematica es entender las estructuras que surgen
en sus diferentes dreas y en algebra este es uno de los principales problemas. En este tra-
bajo se estudiaran grupos abelianos con el fin de obtener una descomposicién en sumandos
directos de ciertos tipos de subgrupos y asi poder estudiar sus propiedades.

En el primer capitulo presentamos una serie de definiciones y resultado sobre los gru-
pos abelianos en geneal, dando importancia al tema de sumas y sumandos directos. Se
estudiardan los p-grupos y los grupos cociclicos (el dual de los grupos ciclicos), los cuales
tienen una relevancia mas que excepcional para los capitulos posteriores. Apartir de los
grupos ciclicos, como sumandos directos, se clasificaran todos los grupos abelianos acotados.

En el capitulo 2 estudiamos los grupos divisibles, que como su nombre lo indica, son
grupos en los cuales todo elemento es dividido por cualquier entero positivo. Explotaremos
tres popiedades que los clasifican, es de particular interés que los grupos divisibles son
sumandos directos de cualquier grupo que los contenga. Por otra parte se verd que dichos
grupos son limitados y dificiles de encontrar en la préctica.

En el capitulo 3 nos centraremos en generalizar la idea de los grupos divisibles. Se in-
troducira la idea de los subgrupos puros, mismos que estudiaremos en todo este capitulo.
Se daran ejemplos y descubriremos que bajo ciertas condiciones el ser un subgrupo puro es
equivalente a ser un sumando directo de un grupo que lo contenga. Para finalizar hablare-
mos de un posible camino a seguir, para continuar el estudio de los subgrupos puros, éste
sigue con la vision de esta tesis y ademads se requeriran de conceptos topoldgicos.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sumas directas y p-grupos

Para la lectura y entendimiento de este trabajo se requieren conocimientos bésicos de
teoria de grupos y teoria de categorfas. Al mencionar la palabra “grupo” entenderemos un
grupo abeliano a menos que especifiquemos lo contrario.

Si B es un subgrupo de un grupo A lo denotaremos como B < A y por B < A se
entenderd que B es un subgrupo propio de A. Si B < A, denotaremos por A/B al grupo
cociente de A por By a los elementos los identificaremos con una barra horizontal @, donde
a € A.

Definicion 1.1.1. Sean A un grupo y S C A. Definimos
(S) :=n{G < A|S C G}
el subgrupo generado por S.
Notemos que todo elemento de (S) es combinacién lineal entera de elementos en S.

Definicion 1.1.2. Sean C y B subgrupos de un grupo A. Decimos que C es B-supremo de
A si:

1. CN B =0 (el subgrupo de A que consta unicamente del cero)
2. 85iC < H<A, entonces HNB # 0

De la definicién anterior si C' es un subgrupo B-supremo de algin grupo A, entonces
B+C=Ba&C.

Lema 1.1.3. Sean G un subgrupo de un grupo A, p1 y pa primos relativos. Entonces
(P1p2)G = p1G N p2G.
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Demostracion. Sea x € (p1p2)G, entonces x = (p1p2)g para algin g € Gy como

p2(p1g) € p2G
p1(p29) € PG,

se sigue que = € p1G N p2G.

Sixz € p1G N paG, entonces x = p1g; = pags con g1, g2 € Gy como p; y P son primos
relativos, existen s y t € Z tales que sp; + tp2 = 1,

g1 =sp1g1 + tp2g1
sp2ge + tp2gi
p2(sg2 + tg1).

Entonces g1 = p2gs, donde g3 = sga+tg1, y por lo tanto x = p1g1 = (p1p2)g3 € (P1p2)G.
O

Proposicion 1.1.4. Sea A un grupo y C un subgrupo B-supremo de A. Sia € A tal que
pa € C, para algin nimero primo p, entonces a € B @ C.

Demostracion. Si a € C' no hay nada que probar. Supongamos que a ¢ C'y pa € C. Como
C < (CU{a}) < A, por la definicién 1.1.2 inciso (b), existe 0 # b = c+ka € (CU{a})N B,
conc € Cy(k,p)=1 (ky p primos relativos). Tomando 7 y s enteros tales que

1=rk+sp

a = rka + spa
=7r(b—c)+ s(pa)
=rb+ (—rc+ spa)

donde rb € By —rc+ spa € C. O

Definicién 1.1.5. Sea G un grupo y a € G. Definimos el orden de a, denotado por o(a),
como

o(a) =

{k , si k es el menor entero positivo tal que ka =0

oo, sina# 0 para toda n positiva.

Definicion 1.1.6. Sea p un nimero primo. Un p-grupo A es un grupo tal que todo elemento
distinto de 0 es de orden una potencia de p.

Ejemplo 1.1.7. Para todo nimero primo p y para toda k € 7T, Ly (enteros médulo p*)
€s un p-grupo.
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Lema 1.1.8. Sean A un p-grupo y q un numero natural primo relativo con p. Entonces
gA = A.
Demostracion. Probaremos que el siguiente morfismo de grupos es biyectivo:
fg:A— A
a+— qa

1. pg es inyectiva.
Sean a,b € A tales que qa = ¢b, entonces g(a —b) = 0 y como A es un p-grupo,
necesariamente a = b.

2. g suprayectiva.
Sean ¢ € Ay k € Z* el exponente del orden de c. Como (g,p¥) = 1 existen s,t
enteros tales que

1=tqg+ sp’c
c=tqc+ spkc
= qtc
= pq(tc)

por lo que ji4 es suprayectiva.

Lema 1.1.9. SiT € Zyx, con pF~1(T) = 0, entonces existe [ € Ly tal que py =T.

1 k—1

Demostracion. Como T € Zy y pF=1T = 0, entonces p*|p*~'z y por lo tanto p|x. Asi
7 = p(y) para algin § € Zx. O

Corolario 1.1.10. Six € B = @Z’; tal que o(x) < p*~1, entonces existe y € B tal que
i€l

T = py.

Definicion 1.1.11. Sean G un grupo, a € G y p un nimero primo. Definimos la p-altura

de a con respecto a G, denotado por hy(a), como

k , si k es el mayor numero natural tal que la ecuacion
hp(a) = pFx = a tiene solucién en G.
i pFr =a ti lucio G do k nu l
oo , st ptr = a tiene solucion en G para todo kK numero natural .

Observacién 1.1.12. Si h,(a) = n, entonces la ecuacion PPz = a tiene solucién para toda
1<k <n.
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Lema 1.1.13. Sean G un grupo, a,b € G y p un nimero primo. Entonces
a) hy(a) = hp(—a).
b) hy(a+b) = min{hy(a), hyp(D)}, si hy(a) # hp(b).

Demostracion. a) Es evidente observando que: la ecuacién nz = a tiene solucion si y
so6lo si nx = —a tiene solucion.

b) Supongamos sin pérdida de generalidad que hy,(a) < hy(b). Entonces

at b=z + 0,

por otro lado

a+b=phathy,

por lo que se deduce que h(a) < h(a+b). Si h(a) < h(a + b), existen ¢, ¢z € G tales que
a+b=pMdtle y b= phle, (ver observacién 1.1.12), usando ambas igualdades se tiene
que a = ph(a)ﬂ(cl — ph(b)*h(“)*lcﬁ lo cual es una contradiccion con respecto a la altura
de a. O

Corolario 1.1.14. Sea G un grupo y ai,as,as, ..., a, elementos en G que tienen alturas
n
distintas entre ellos. Entonces h(D>_) = min{h(a;)|1 <1i < n}.
i=1
Demostracion. Por induccién sobre el niimero de sumandos.
Si k = 2, entonces por el lema anterior h(a; + a2) = min{h(a1), h(az2)}.
k
Supongamos valido que h(}_ a;) = min{h(a;)|1 <i < k}.

1=
Demostraremos que el enunciado es cierto para k + 1. Por hipdtesis de induccién se tiene

k
que h(> a;) = min{h(a;)|1 < i <k} que es distinto a h(axy1) y por caso k = 2 se concluye

1=1
k+1
que (> a;) = min{min{h(a;)|1 <i <k}, h(ags1)} = min{h(a;)|1 <i<k+1}. O
i=i
Proposicion 1.1.15. Sea G un grupo tal que existe un niumero primo p con la propiedad
de que pG = 0. Entonces G es un Zy-espacio vectorial.

Demostracion. Sean a € Zp y g € G. Definimos a- g = ag, lo cual estd bien definido ya que
si a = b, entonces a — b = rp, para algin r € Z y por consiguiente

ag —bg = (a—b)g =r(pg) =0,
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de donde ag = ag = bg = bg. Que cumple las propiedades de Zy,-espacio vectorial se debe
a que todo grupo abeliano es un Z-médulo. ]

Definicion 1.1.16. Sea A un p-grupo. Definimos el soclo de A como
Alp] ={a € A: pa = 0}.

Teorema 1.1.17. Un p-grupo A es la suma directa de grupos ciclicos si y solo si A es la
union de una cadena ascendente de subgrupos, es decir,

A=|JA, donde A3 <A3<Ag<- < A,<--
n=1

y tal que para todo n € Z* la altura de los elementos distintos de 0 de A, estdn acotados
por algun entero k.

Demostracion.
=) A = @ C; donde para todo i € I, C; es ciclico. Para cada n € Z1 consideramos los
el
siguientes conjuntos:

Jn={j€l:C;= Ty},

B,=pc;

J€JIn

b
k=1

o0
Claramente A} < Ay < A3 <--- < A, <---yademds |J A, = A. Por tltimo probaremos
n=1
que la altura de los elementos distintos de 0 de cada A,, estdn acotados. Sea a € A, — {0} y
supongamos que la ecuacién p™x = a tiene solucién ag € A. Como A,, es sumando directo

de A, entonces ag € A=A, ®C yasiag=a +c,cona € A, y ce€ C, luego

a=p'(d +¢)
— pna/ + pnc
El hecho de que a,d’ € A, implica que p"c =0y a = p"a’ = 0. Por la observacién 1.1.12
A, no tiene elementos (salvo el 0) de altura mayor o igual a n.
<) Sea A} < Ay < A3 < --- < A, < ---la cadena ascendente de subgrupos de A que
cumplen las hipétesis del teorema. Si la altura de los elementos distintos de cero de A esta

acotada por cero, entonces pA = 0 lo que implica que A (ver teorema 1.1.15 ) es un Z,
espacio vectorial y por consiguiente es suma directa de grupos ciclicos. Si por el contrario
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existe j € Z* tal que los elementos distintos de cero de A; no estdn acotados por cero,
entonces podemos reetiquetar la cadena de la siguiente manera:

A=A

Ay =Ajn

Ay = Ajio

/

Ap = Aj+(n—1)
Asf A} < A, < AL < --- es una cadena que cumple las hipStesis del teorema y ademds la
cota superior de las alturas de cada A; es mayor o igual a 1. Por todo lo anterior podemos
suponer que la cadena inicial A7 < Ay < A3 <-.-< A, <--- cumple con que cero no es

cota superior de las alturas de ningtin subgrupo A;.
Acontinuacién se enuciardn una serie de pasos a seguir, los cuales serdan demostrados al
término de ésta.

1. Podemos considerar que la altura de los elementos distintos de 0 de A,, son menores
o iguales que n.

2. Si % es la familia de todas las cadenas C : C1 < Cy < (C3 < --- < (C, < ---de
subgrupos de A que cumplen para toda n € Z*

a) A, <C,
b) C,Np"A =0,
entonces .% tiene un maximal G

G:G1<Gp<---<Gp<--e

3. Para cadan € Z", tomemos L,, una base del subgrupo Gy, [p]Np" 1A = G, Np" L A.
oo [o.¢]
Si L= |J Ly, entonces (L) = @ (L,) = Alp|.

n=1 n=1

4. Para todo ¢; € L, con h,(c;) = m;, elegimos a; € A tal que p™a; = ¢;. Entonces

A= P(ai).
Demostracion de 1: Construimos una cadena ascendente de subgrupos de A,

/ / !/ /
Al <AL <A< <A<
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de la siguiente manera: para cada entero positivo n sea k, la minima cota superior de las
alturas de los elementos distintos de 0 de A,. Definimos A;Cl = A; y todos los subgrupos
anteriores seran el subgrupo 0.

Al 1, = A2 y todos los subgrupos intermedios A} |, Ay o,y A} 1,1 Serén el subgru-
po Al.

En general A§€1+k2+m+kn = A,, donde todos los subgrupos entre A;€1+k2+m+kn71 y A21+k2+---+kn
seran el subgrupo A,_i1. Asi la cadena

/ / / /
Al <A <AL < <A<

cumple las hipétesis del teorema y ademas la altura de los elementos distintos de 0 de 4,
es menor o igual que n. Dicho lo anterior, podemos suponer que nuestra cadena inicial
cumple lo expuesto en este punto.

Demostracién de 2: % # @ ya que A] < Ay < Az < - -
D € %, definimos el siguiente orden parcial en .%:

<A, <--€Z.SiCy

C < DsiysélosiC, <D, para todan € Z™.

Aplicaremos el Lema de Zorn a (.%, <) para mostrar que tiene un maximal. Sea ¢ = {C; }ier
una cadena en .# donde

Ci:Ci<Cy<Ci<-- - <Ch<--

para cada i € 1.
SiDj = ‘UI C}, se tiene que
1€

D:Dy<Dy<D3<---Dy

IN

pertenece a .# ya que para toda n € ZT

1. A, <CL<UC
el
y

2. (UCHNnpd=U(Cinpra) =0,
el el

ademds, D es una cota superior de ¢ en .%.

Entonces por el Lema de Zorn % tiene un maximal G

G:G1<Ga<G3<---<Gp<---
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Demostracién de 3: Para cada n € Z* el subgrupo G,[p] N p"tA = G, Np" 1A tiene
estructura de Z,-espacio vectorial (ver 1.1.15) y por consiguiente podemos considerar una
base L,, de éste.

Es relevante observar que todo elemento distinto de cero del subgrupo Gy, [p|Np" 1A = (L)

tiene altura exactamente n — 1, ya que G,, Np"A = 0.
oo o0

Probaremos que si L = |J Ly, entonces (L) = @ (L,). Sea 0 = ap, + ap, + - - - + an,,
n=1 n=1
donde a,, € (Ly,) para toda i con 1 < i < m. Por induccién sobre m.

Si m = 1 no hay nada que probar.

Sim =2, ap, = —ay, lo cual implica que a; = a2 = 0 debido al lema 1.1.12.

Supongamos vélido para k, es decir, que si 0 = ap, + ap, + - - - + ai se tiene que cada

sumando es cero.

Seam = k+1y 0 = ay, +ap,+---+ay,,. Despejando se llega a que —ay,,, = ap, +apy+-+an,

y usando el corolario 1.1.13, h(—ap,,) = h(an, + any + - - + apn,) = min{h(a;)|1 <i < k}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que min{h(a;)|1 <i < k} = h(ag), ast an,,, € (L)

lo cual nos dice que ay,_ ., = 0. Por hipétesis de induccion se tiene que 0 = ap, = -+ = ay, .,
o

y ya por dltimo que (L) = @ (Ly,).
n=1
Ahora probaremos que (L) = Alp|. Basta probar que A[p] C (L).

(0.)
Sea ¢ € Alp] < U Gn, ¢ € G, para alguna r € Z", demostracién por induccién sobre r
n=1

que ¢ € (L). Sir =1, c € Gy, entonces ¢ € G1 N A[p] = Gi[p| N A = (L;) y por lo tanto
ce(L).

Supongamos que si ¢ € Gy con 1 < k < r, entonces ¢ € (L).

Sea ¢ € Gri1 — Gy. Debido a la maximilidad de la cadena {G,},cz+, necesariamente
(Grye)NP"A#0.Sea 0 #£b=g+kce (Gr,c)Np"A con (k,p) = 1. Tomemos s,t € Z tales
que

1=sk+1tp
c = skc+ tpc
= skc.

Multiplicando s y b obtenemos que sb = sg + skc¢ = sg + ¢. Nombramos o = sb € p"A 'y
g =59g€G,.c=Vb—¢g donde c € G411y ¢ € G,, entonces ' € G411 Np"A = (L,41),
méas atn, pg’ = p(t/ —¢) = pb' —pc =0 (¢’ € G,[p]). Entonces por hipétesis de induccién
g € (L) y por lo tanto ¢ = b — ¢’ € (L), lo que demuestra que A[p] = (L).

Demostracién de 4: Primero demostraremos que en efecto » (a;) es una suma directa.
Definimos para cada n € Z* el conjunto I, = {¢’ € A|p"9¢ = p*~1¢ = ¢ € L,}. El grupo
(In) cumple que es suma directa de los subgrupos ciclicos (). Sea myc]., +---+msc,, =0
una combinacién lineal igual a cero, donde m;c;., € (c;.) paratodo 1 < i < s. Multiplicando

i
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1

la igualdad por p”~" se obtiene:

micp, + -+ - +msc,, =0

la cual es una combinacién lineal igual a cero de elementos en L,, lo cual implica que
o0
my =mg=---=ms =01y asl (l,) = ®(). Ahora probaremos que Y (l;) es una suma
i=1
directa. Sea a,, +---+a,,, =0, donde a,, € (I,,) — {0} para todo 1 < i < m. Supongamos
sin pérdida de genralidad que 1 < r9 < - - - < rp,. Mutiplicando la combinacién lineal por
p"m~! obtenemos que p"™la,, = 0 para todo 1 <i <m — 1y demas pm ta, =c. =0
lo cual no puede ocurrir. Esto nos dice que: no puede haber una combinacién lineal igual a
o0
cero donde los sumandos sean distintos a cero, lo que concluye que " (l;) es directa y por
i=1
lo tanto > (a;) también es directa.
Sea a € A. Probaremos que a € @(a;), por induccién sobre la potencia de p en el orden
de a.
Sio(a) =p, a € Alp] = (L) < Bai).
Supongamos que si o(a) = p* con 1 < k < n, entonces a € P(a;).
Si o(a) = p"*!, entonces p"a € Alp] = (L),

p"a =mniciy +naciy, +- -+ me, con ¢ € L.

Supongamos sin pérdida de generalidad que los ¢;,, ¢, - - -, ¢;, son de altura mayor o igual

anylosci,Ci, "¢y son de altura menor a n. Consideremos para cada j = 1,...,s
my .

los a;; tales que ¢;; = p i a;,, Entonces

pa =nicy + noci, + - -+ ey,

:nlp ”ail +n2p 220/2‘2 + . +nsp 15ais +n8+lcis+1 _|_ . '+nl+cil
como n < m;, para toda j =1,..., s, n;p"i ai, = p”m;j a;; para algin m;j €7z,

n n, ./ Mo/
Da=pimy Gy A+ PTG Qi+ N1y 0 GG

/ /!
p"(a—mj ay +---+my a;,) =nsp1ci,,, + o+ nc; € Gy

lo que implica por la condicién (b) del inciso 2 que o(a — (m} a;, +---+mj_ a;,)) < p". Por
hipotesis de induccién a —mj a;, + - - - +mj_a;, € P(a;) y por lo tanto a € P(a;). O

Teorema 1.1.18. Sea B un subgrupo de un grupo A. Si A/B = @(A;/B) donde A; < A
il

para toda i € I y B es sumando directo de cada subgrupo (A; = BE C;), entonces B es

sumando directo de A.

Demostracion. Demostraremos que A = B@ <@Cl) Sean a € A, a € A/By a =
el
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@;, + @i, + -+ +@;,, donde cada @;; € (A;;/B). Entonces

a+ B =(aj;, +B)+---+ (a;, + B)
:(bil+Ci1+B)+"’+(bin+Cin+B) donde bij GByCZ‘j GCZ-].
:(CZI++CZ7L+B)

lo que implica que a = ¢;, +- -+ ¢;,, +b para alguna b € B. Por lo tanto a € B € C;.
Sea b=c;, +---+¢,, donde b € B, ¢;; € C;;. Tomando clases en A/B

b=c, + - +c,
0:@ _|_q
entonces ¢;; = - - - = ¢, = 0, es decir, ¢;,,...,¢;, € B. Como BN C; = {0} para toda
t €I, luego ¢;;, =--- =¢;, =0y por lo tanto también b = 0.

Todo lo anterior prueba que A = B (EBI C’i).
1€
]

Proposiciéon 1.1.19. Sea A un grupo y B un subgrupo de A. B es un sumando directo de
A si y solo si el siguiente diagrama conmuta

)

B
del /
B
donde i es el morfismo inclusion y 7 es un morfismo suprayectivo tal que 72 = .

Demostracion.

=) Sea C' un subgrupo de A tal que A = B@® C' y 7 la proyeccién de A sobre B. Evidente-
mente hacen comutar el diagrama.

<) Demostraremos que A = B @ ker(w). Sea € B Nker(w). Como el diagrama conmuta
x=1Id(z) =7moi(x) =n(x) =0, por lo tanto la interseccién de B y del ker(w) es trivial.
Para cada a € A se tiene que a = 7(a) + (a — w(a)), 7(a) € By a —w(a) € ker(m). Por lo
tanto B es un sumando directo de A. O

1.2. Grupos de torsion

Las siguientes secciones serdn fundamentales para el desarrollo del Capitulo 2 (Grupos
divisibles).
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Definiciéon 1.2.1. Sea A un grupo. Definimos la parte de torsion de A, denotado por Ta,
como el conjunto de todos los elementos de A que son de orden finito.

Observacion 1.2.2. Si A es un grupo, entonces Ta es un subgrupo de A.
Ejemplo 1.2.3. Grupos de torsion
1. Si A es un grupo finito, entonces T4 = A.

2. Si A es un p-grupo, entonces Ty = A.

3. Para (Z,+),(Q,+), (R.4+) y (C,+) su parte de torsion es el subgrupo propio trivial.
Observacion 1.2.4. Consideremos el grupo multiplicativo no abeliano A de todas las ma-
trices de 2x2 con entradas reales. Las siguiente matrices son de orden finito <(1) (1)> , <? (2))

2
1

sin embargo <0 1> . <(1) 2) = (2 0> es una matriz que no es de orden finito. En con-

1 0) \1 o0 0 2

clusion, si A es un grupo no abeliano se tiene que T4 no necesariamente es un subgrupo

de A.
Teorema 1.2.5. Todo grupo de torsion es suma directa de grupos p-primarios.

Demostracion. Sea G un grupo de torsiéon. Consideramos para cada ntimero primo p
Gy ={z € GlpFz =0, para algin k € N}.

G es un p—subgrupo de G. En efecto, si x, z € G), entonces o(x + z) < pF1tR2 donde ky y
ko son los enteros que cumplen que o(z) = p*' y o(z) = p*2, ademés de que o(x) = o(—x)
y es claro que 0 € G.
Probaremos que G = @ G,, donde P es el conjunto de todos los nimeros primos.
peP

1. Sea z € G y pi' - - - pi* la descomposicién tnica en nimeros primos de o(z). Sea
n; = p’;‘i con 1 <i <s. Se tiene (n1,n2,...,ns) = 1y sean ay, ag, ...,as € Z tales que

7

l=aini+- -+ asns
T =ainix+- -+ agngx.

Notemos que o(n;z) = p, por lo que n;xz € G, y por lo tanto G = Y G,.
peP

n
2. Seaxz € GpN < U Gq> con o(x) = p" para algin r € Z. Si x = ) a;yy,, donde para
q€eP i=1
P#q

n
cada i € {1,...,n}, yg, € Gy, v 0(yq,) = ¢;* # p. Sit = [] ¢;*, entonces (¢t,p") = 1.
i=1
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Sean a,b € Z tales que

l=at+bp"
r=atx+bp'x
=0.

De (1) y (2) se sigue que G = @ G).
peP

O]

Definicion 1.2.6. Un grupo A se dice que es acotado si existe un numero natural n tal
que nA = 0.

Proposicion 1.2.7. Un grupo acotado A es suma directa de grupos ciclicos.

Demostracion. Como A es acotado existe un nimero natural n tal que nA = 0, entonces

A es de torsién (A = Ty) y por el teorema 1.2.5, A = @ A, es suma directa de p-grupos
peP
los cuales estan acotados.

Sea a € A, — {0}. Supongamos que h(a) = m y que o(a) = p"', entonces existe b € A
tal que p™b = a, asi pm+m/b = pm/a = 0 por lo que p™ < o(b) y ademds b € A,. Debido
a que nb = 0, entonces p™ < n y usando el hecho de que n < p” implica que p™ < p™ y
por consiguiente la altura de todo elemento distinto de cero de A, es menor o igual a n.
Cada A, es acotado y debido al teorema 1.1.17 (donde la cadena ascendente estéd dada por
Ap <A, <A, -) es suma directa de grupos ciclicos. O

Definicion 1.2.8. Decimos que un grupo A es libre de torsion si Ty = 0.
Proposicién 1.2.9. Sea A un grupo, entonces A/Tx es libre de torsion.

Demostracién. Sea T € A/T4 y suponemos que 0 = nZ. Entonces nz € T4 y por lo tanto
mnx = 0 para algtina m € Z, es decir, x € T4. Luego 7 = 0. ]

Ejemplo 1.2.10. Grupos libres de torsion
1. (Z,+)
2 (Q+)
3. (R, +)

Proposiciéon 1.2.11. Sea A un grupo y C un B-supremo de A. A = B® C si y sélo si
para toda a € A tal que pa =V +c € B®C, con p un nimero primo, implica b’ = pb para
algun b € B.

Demostracion.
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=) Seaa € A=BaC

a=b+c
pa = pb + pc
=bV+deBaC

por lo tanto b es el elemento buscado.

<) Sea a € A tal que pa =b+c € B®C, b= pb por hipotesis, asi a — b’ cumple las

condiciones de la proposicién 1.1.4, es decir, a — b € B@® C y por lo tanto a € B® C.
De lo anterior A/(B @& C) no tiene elementos de orden algtin primo y entonces es libre de
torsién. Sea ap € A tal que ap ¢ B® C. Ya que C < (C U {ap}), necesariamente existe
by € (CU{ap}) N B con by #. Si by = ¢y + nag, entonces

nag=by—co e B C

lo que contradice que A/(B @ C) es libre de torsién, por lo tanto no existen elementos en
A que no pertenezcan a B ® C. O

Teorema 1.2.12. Si un subgrupo B de un grupo A es tal que A/B es un grupo libre,
entonces B es sumando directo de A.

Demostracion. Caso 1. Supongamos que A/B es un grupo ciclico. Entonces A/B es ge-
nerado por un elemento a@. Para cada a’ € A consideramos o/ € A/B = (a), por lo que
a/ = na, para algiin entero n. Lo que implica que a’ — na € B y por lo tanto A = B + (a).
Ahora si x € BN (a), x = ma € B para algin entero positivo m, tomando clases ma = 0
lo que demuestra que m = 0 y por lo tanto x = 0. Podemos concluir que A = B @ (a).

Caso 2. Supongamos que A/B es suma directa de grupos ciclicos por lo que A/B =
@P,c;r Ai/B, donde A;/B es ciclico para todo i € I. Gracias al caso 1 tenemos que B
es sumando directo de cada A; y por el teorema 1.1.18 se tiene que B es sumando directo
de A. O

1.3. Grupos cociclicos
Definicion 1.3.1. Sea C un grupo. Decimos que C' es cociclico si existe ¢ € C tal que para
todo homomorfismo ¢ : C — B se cumple que, si ¢ ¢ ker(p), entonces ¢ es inyectiva.

Llamamos al elemento ¢ un cogenerado de C.

Proposicion 1.3.2. Un grupo C es cociclico si y sélo si la interseccion de todos los sub-
grupos de C distintos de 0 es no trivial.
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Demostracion. =) Sean C un grupo cociclico, ¢ un cogenerador y D un subgrupo no
trivial de C. Si ¢ ¢ D consideramos ¢ : C — C/D el morfismo candnico. ¢ ¢
ker(¢) = D y como D es no trivial ¢ no es monomorfismo, contradiciendo el hecho
de que C es cociclico. Por lo tanto ¢ esta en la interseccion de todos los subgrupos
no triviales de C.

<) Sea ¢ # 0 en la interseccién de los subgrupos no triviales de Cy ¢ : C — B un
morfismo tal que ¢ ¢ ker(¢) < C. Entonces ker(¢) = 0 y por lo tanto ¢ es un
monomorfismo.

O]

Ejemplo 1.3.3. Sip es un nimero primo y k un nimero entero positivo, Z,x es un grupo
cociclico.

Demostracion. Sea D < Z,. distinto del subgrupo trivial cero. p| | D |, entonces D tiene
un elemento de orden p, pero los unicos elementos de ese orden en Z, son:

pk=1,2pk=1 3pk=1 _ (p—1)pk-1

y cualquiera de estos genera al subgrupo G, := p*~1, 2pF=1 3pk=1 . (p — 1)p*~1! que es un
grupo ciclico de orden p. Por lo tanto G, < D y por el teorema 1.3.2 Z, es cociclico. [

Presentaremos a continuacién un grupo infinito donde cada elemento es de orden finito.
Este grupo sera fundamental para la clasificacién de los grupos cociclicos y de los grupos
divisibles.

Consideramos a Q como grupo aditivo. Definimos, para cada ntimero primo p, Zjpw
como la parte p-primaria del grupo cociente Q/Z.

Lo 1= {]%m,k e N} < Q/Z.

Teorema 1.3.4. Sean F el grupo libre generado por un conjunto numerable {¢;}5°,, p un
nimero primo y H el subgrupo de F generado por el conjunto {pci, pcp—cn—1; para n > 2}.
Entonces F/H es isomorfo a Zye.

Demostracion. Sea f la funcién definida por

e}y — Zp=

1
Cn'—>ﬁ

Entonces existe ¢ : F' — Zy~ morfismo de grupos que extiende a f.
1) 1 es suprayectiva.
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Sea pﬁk € Zp para algunos m y k € N. Entonces
1 m
Y(mey) = my(cg) = mf(c) = mE S ok

iS!

lo que prueba que 1 es suprayectiva.

2) Ker(y) = H.

D) Para esta contensién basta probar que los generadores de H estdn contenidos en el
ntcleo de .

b)Y(pen — cn1) = p(cn) — Y(cn—1) = pflcn) — flen—1) = [% - pnlfl =0.
Por lo anterior H esta contenido en el nicleo de 1.
C) Para esta parte de la demostracién necesitamos la ayuda de las siguinetes observaciones.

Observacién 1.3.5. Si para toda n € Z*, ¢, := ¢, + H, entonces o(cy)|p".

Demostracion. Por induccion sobre n.
n=1, pc; € H y pci = 0, entonces o(c1)|p.

Suponemos que, para n > 1, p"¢, = 0.

P = ppeaa —p'en
= gn(pcn_,_l — )
= 0.
Por lo tanto o(c,)|p" para todo n € N.
O
Observacion 1.3.6. Sin ym € N con m < n, entonces p""¢, = Crh—m-
Demostracion. Basta observar que
Pen — Cn—j = ijil(pc(nqufi) - Cn—i) € H.
i=1
Lo que prueba que p’e, = Cn—j en F/H. ]
Regresemos a la demostracion de la contension.
Sea x € Ker(v),
x = bici; +baci, + -+ -+ buci, donde los by € Z'y ¢;; € {ci}i2y. (1.1)

|
|

¢($) ﬂ(blcil +b72012 +--+ bnczn)

= B2t
Sin pérdida de generalidad supongamos que i; < i,, para todo j = 1,2, 3, ..., n. Entonces
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z = z?ill + Z% T _1_1% para alguna z € Z i = in—1
T+ T on — mmin .ptn L 1 -
bip'n " 4bop'n T 24 by _1p' T 'n=14by, donde b, = zp™ Z bjp 7. Sustitut
pin =t

yendo by, en (1.1)
n—1
x = bicy +baciy, +- -+ bp_1ci, , + 20", — Z bjplnfljcin
j=1
n—1 n—1
= > by +2pMe, — D> bip e,
j=1

k=1
Tomando clases de equivalencia y usando las observaciones 1.3.5 y 1.3.6

n—1
T = bicy, +boci, + -+ bu_1ci,_, + 2pnc, — Z bip e,
j=1
n—1 n—1
k=1 j=1
n—1 n—1
- She S
k=1 j=1
= 0.
Lo que prueba que Zy~ = F/H. O

Observacién 1.3.7. Para cada ¢, € F/H se tiene que su orden es p".

Observacién 1.3.8. Si Zy~ lo consideramos como F/H, entonces todo elemento de él es
de la forma r¢, para algunosr € Z yn € ZT.

De aqui en adelante consideraremos (para uso préactico) a Zpe como F/H.

Observacién 1.3.9. Si B < Zpy~ con B distinto del subgrupo cero, entonces existe un
natural n tal que ¢, € B.

Demostracién. Sea 0 # = € B. Por el colorario 1.3.8, x = r¢, para algunos r € Z y
n € Z*. Podemos suponer que r y p son primos relativos. Existen ¢ y s enteros tales que
1 =tr+p"s, de donde ¢, = (tr)c, + (p"s)c, = (tr)e, y por consiguiente

¢, =trc, =txr € B.

Lema 1.3.10. Se cumple que (¢) < (Cny1) para todo natural n.

Demostracion. Basta observar que: ¢, = pcn11 € (Chi1)
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Lema 1.3.11. Todo subgrupo propio de Zy~ es finito y de orden una potencia de p. Mds
aun estd generado por algun .

Demostracion. Sea B < Zp~ con B distinto del subgrupo cero. Por el corolario 1.3.9
existe [ numero natural tal que ¢ € B. Sea n + 1 el minimo natural tal que ¢,77 ¢ B.
Demostraremos que B = (¢,).
Sea b € B. Por el corolario 1.3.8 b = r¢,, para algunos r € Z y m € N, con r y p primos
reltivos. Existen t y s enteros tales que tr + sp™ = 1. Multiplicando la igualdad anterior
por ¢,

Cm = trey, + sp ey, = tré, = tb € B.

Entonces m < n y por el lema 1.3.10 se tiene que

b=rcy € (Cn) < (Cn).

Teorema 1.3.12. Zy es cociclico.

Demostracion. Sea B < Zpe con B distinto del subgrupo cero. Por el lema anterior B =
(¢n) para algin natural n y por el lema 1.3.10 (¢1) < (¢,) = B. Por lo que la interseccién
de todos los subgrupos de Zy,~, distintos del subgrupo cero, es igual al subgrupo generado
por ¢1 y por lo tanto Zy~ es cociclico (revisar proposicién 1.3.2). O

Teorema 1.3.13. Sea G un grupo y a1, a2,as, ..., an, ... € G tales que

. o0
con o(aj) = p’ y ademds pa; = a;—1 para todo i > 2. Entonces |J (a;) = Z;°.
j=1

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

(a1) —> (ag) —> (ag) —— ... — > (@) —— ...

o R Rk
(e1) — = {e2) ——(es3) — ... — > (en) —
donde los ¢; son los elementos del teorema 1.3.4, ¢ es la funcién inclusién y como (a;) y

(¢;) son grupos ciclicos del mismo orden, «; denotard el isomorfismo tal que o;(a;) = ¢;j,
para cada j € Z* . Todo lo anterior indica que el diagrama es conmutativo. Definimos

zp:U<aj>—>zg°

Jj=1
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r— aj(z) siz € (aj).

1)1 estd bien definida.
Sea = € (a;) N (ax), entonces x = na; donde n es un nimero entero. Sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que j < k, por como se definieron los as se tiene que pFiay, = a;
y asf © = na; = np*~Jax. Por un lado ¥(z) = ¥(na;) = aj(na;) = nc; y por el otro
P(x) = Y(np*a) = ap(np*Ia) = np*~Ie, = ne;.

2) 1) es morfismo de grupos.
[e.9]
Sean z,y € |J (a;). Sin pérdida de generalidad supongamos que z,y € (a;). Y(xz +y) =

j=1
aj(z +y) = a;(z) + a;(y) = () + ¢(y).

3) 1 es inyectiva.
oo
Sea z € | (aj) tal que ¢(z) = 0. Como = € (a;) para alguna 4, entonces o;(z) = ¥(x) =0,
j=1
pero «; es un isomorfismo por lo que x = 0.

4) 1) es suprayectiva.
Sea y € Z,°. Entonces y € (c;) para algin j € N*, por lo que existe € (a;) tal que
aj(x) =y y por lo tanto ¢(z) = y. -

Teorema 1.3.14. Un grupo C' es cociclico si y sélo si C' es isomorfo a algin Zyx 0 a Zpe.

Demostracion.
<) Ver ejemplo 1.3.3 y teorema 1.3.12.

=) Sea c¢ € C un cogenerador. Ya que (c) es el subgrupo de C, no trivial, que estd contenido
en todo subgrupo no trivial de C, entonces (c) es de orden un nimero primo p.
El grupo C' cumple las siguientes propiedades:
1) No tiene elementos de orden infinito.
De tener un elemento g de orden infinito, (g) serfa infinito. Pero ¢ € (g) implicaria que ¢
es de orden infinito, contradiciendo que ¢ es de orden p.
2) Es un p-grupo.
Sea g € C. Del punto anterior se tiene que o(g) es finito. Consideremos (g). Como ¢ € (g),
entonces p|o(g). Supongamos que o(g) = pFm con p y m primos relativos. Entonces existe
D subgrupo de (g) tal que |D| = m. Pero ¢ € D (por ser un cogenerador), lo que implica
que p|m, contradiciendo que m y p son primos relativos. Por lo tanto o(g) = p*.
Demostraremos que si C' tiene un subgrupo de orden p™, este es ciclico y tunico, el cual
denotaremos por (d,), més aun (d;) <)ds) < ... < (dy).
Por induccién sobre n. n = 1. (¢) es un subgrupo de orden p. Si E es un grupo de orden p,
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entonces (¢) < D lo que implica que (c) = (d1) = E.

Suponemos valido que si A es un subgrupo de C de orden k, con k < n, entonces A = (d,,)
y ademds (d1) <)do) < ... < (d,)=A

Supongamos que A y B son subgrupos de C de orden p"*!. Si a € A con o(a) = p™ < p,
entonces (a) = (dp,) < (dp). Sean a € Ay b € B tal que a,b ¢ (dy). Entonces o(a) =
o(b) = p"*! y pa, pb € {d,). Luego pa = rd, y pb = sd, para algunos r,s € Z tales que
(p,7) = (p,s) = 1. Existen /, s', t, u enteros tales que

p"t+rr =p'u+ss =1. (1.2)

Sean @' = r'a y b’ = s'b. Entonces (a’) = (a) y (') = (b) ya que r' y s’ son primos relativos
con p".
Ayudédndonos de la igualdad 1.2 tenemos que

pa' = p(r'a) = rv'pa =r'rd, = (1 — p"t)d, = d, (1.3)
pb’ = p(s'b) = s'pb = §'sd,, = (1 — p"u)d, = d, (1.4)
Por lo que p(a’ = V') = 0. a' =V € (d1) < (dy). a’ — b = ld,, para algin [ € Z. Usando lo
anterior y las igualdades (1.3) y (1.4) tenemos
d  =ldy+V =lph + € ) = (b)
bV =d —ld,=d —lpd € (a') = {(a)

Ast A= (d') = (V') = B.
Si C es finito existe k natural tal que C' = (d,). Como (dy) es ciclico de orden p*, entonces
C es isomorfo a Zx.
Si C es infinito tenemos la siguiente cadena ascendente

(dy) < (dg) < -+ < {dp) < - -

donde o(d;) = p' y C = | (d;). Dada esta cadena podemos crear una nueva (e1) < (eg) <
i=1

- < {ep) < --- de la siguiente manera:

El primer elemento e; = dy. En general para m > 1, e, € (dim+1), por lo que existe n,,
entero tal que e, = pngydm+1, definimos e,,+1 = nmdm41. Esta nueva cadena cumple que

. oo
o(e;) = p', C = | (e;) y ademds pe; = ej_; para toda j > 2. Entonces por el teorema

i=1

1.3.13, C = Zpeo.

O

Teorema 1.3.15. Sea A un grupo y a un elemento de A no cero. Si M es un subgrupo
mazximal de A con la propiedad de exclusion de a, entonces A/M es cociclico.

Demostracion. Sea D /M un subgrupo no cero de A/M. Como M < D y M es maximal
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con la propiedad de exclusién de a, entonces a € D, asi @ € D/M para todo subgrupo de
A/M y por lo tanto A/M es cociclico. O

Las siguientes dos definiciones seran de suma importancia para el capitulo 3 donde
ocuparemos propiedades universales.

Definicion 1.3.16. Un grupo A es finitamente generado si es suma directa de una cantidad
finita de grupos ciclicos.

Definicion 1.3.17. Un grupo A es finitamente cogenerado si es suma directa de una
cantidad finita de grupos cociclicos.
1.4. Lema del 3 x 3 para sucesiones exactas
Definicion 1.4.1. Una sucesion de grupos A; y homomorfismos de grupos «;
Ag 25 A 220 2 4,
es exacta si Im(o;) = ker(ayy1) para todo i =1,2,3,....k — 1.

Lema 1.4.2. (del 3 x 3) Asumase que el siguiente diagrama conmuta

0 0 0
o1 B1
0 A1 Bl CI 0
A1 1 K1 2 m
%) B2
0 AQ BQ CQ 0
A2 3 K2 4 72
as B3
0 A3 Bg CS 0
0 0 0

y todas las columnas son sucesiones exactas. Si las primeras dos filas o las ultimas dos filas
son sucesiones exactas, entonces la fila restante es una susesion exacta.
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Demostracion. Probaremos que si las primeras dos filas son suseciones exactas, entonces la
tercera fila es exacta. La otra demostracién es muy parecida a la presentada a continuacion.

1) a3 es inyectiva.
Sea a3 € ker(ag). Tomemos az € As tal que

A2(az) = a3 (1.5)

Como el diagrama 3 conmuta g o ag(az) = ag o Az(az) = 0. Existe by € By tal que

p1(br) = az(az). (1.6)

Del diagrama conmutativo 2, 1 o B1(b1) = Pou1(b1) = B2 0 ag(az) = 0 y por ser n; mo-
nomorfismo, £1(b1) = 0. Existe a; € A; tal que aj(aj) = by. Sustituyendo en 1.6 y por el
diagrama conmutativo 1, ag(a2) = p1(b1) = p1 o ag(a1) = az o A1(a1), lo que implica que
A1(a1) = ag por ser ag inyectiva. Usando las igualdades anteriores y el hecho de que la
primera columna es exacta se tiene que 0 = Ay 0 A\j(a1) = A2(a2) = as.

2) (3 es suprayectiva.
Basta observar que C3 = Im(nz 0 82) = Im(B3 0 pu2) < Im(fB3) < Cs.

3)Ker(ps) = Im(as).

Bsoazody =30 Uy as =120 B2 0as =0. Ay es epimorfismo lo que implica que (3 o a
es la tranformacién cero, es decir, Im(as) C ker(fs3).

Sea b3 € ker(fs). Existe by € Bg tal que pa(by) = bs. Del diagrama conmutativo 4, 79 o
B2(b2) = P o ua(b2) = 0. Podemos encontrar ¢; € Cy que satisface Ba(b2) = mi(c1), y
ademds por ser (31 epimorfismo se tiene que existe by € Bj tal que £1(b1) = ¢;. Entonces
Ba2(ba — p1(b1)) = Ba(bz) — B2 o pi(b1) = n(c1) — m o Bi(b1) = 0. Existe az € Ay tal que
az(az) = by — p1(b1), entonces az o Az(az) = pz 0 az(az) = pa(ba — p1(b1)) = pa(b2) = bz €
Im(ag). ]






Capitulo 2

Grupos divisibles

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 2.1.1. Sean G un grupo, g € G yn € Z. Decimos que n divide a g , denotandolo
por n|g, si existe b € G tal que nb = g.

Definicion 2.1.2. Un grupo D es divisible si cada elemento de éste es divisible por cada
entero positivo.

Ejemplo 2.1.3. (Q,+) y Z;° son grupos divisibles.
Demostracion. Que (Q, +) es un grupo divisible es trivial.
Para Zp° . Sea z = Z% €Ly yne€ Z*. Si (p,n) = 1 existen s y t enteros tales que

spF +tn =1, asf

T = spka: + tnx

= nitx

/
= nx .

Si (p,n) # 1 significa que p divide a n. Sea pi* - py? - - - pi* la descomposicién en primos

de n, donde sin pérdida de generalidad podemos suponer que p = p;. Consideremos p’}l.

n
pr?

p¥) =1y por lo tanto existen s,¢ enteros tales que sp* +¢- 2 =1

Entonces ( Pl

N L
T =S8p T+ Ex

_tn m
- f(ﬁ)
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donde t# € Ly O

Teorema 2.1.4. Si en un p-grupo D todo elemento de orden p es de altura infinita, en-
tonces D es divisible.

Demostracion. Sea a € D, con a # 0. Probaremos que p|a por induccién sobre la potencia
del orden de a. Si o(a) = p, entonces existe b € D tal que es solucién de la ecuacién px = a,
por lo que pla. Supongamos que para n > 1, todo elemento de orden menor o igual a n es
divisible por p. Sea a € D con o(a) = p"*!. Luego o(p™a) = p, por lo que existe ¢ € D tal

que es solucién de p"tle = pta.

n n—HC:

pla=p p" (pc)

lo que implica que o(a — pc) < p™ y por hipétesis de induccién pla — pe, asi pla. Todo
elemento de D es divisible por p, entonces p¥ divide a cualquier elemento de D para toda
k € ZT. Debido al teorema 1.1.8, D es un p-grupo divisible. ]

Teorema 2.1.5. Sea {D,}acr una familia de grupos. El producto directo de {Dg}acr
(II Do) es divisible si D, es divisible para cada o € I.
acl

Demostracion. Sean C = ][] D,, donde para cada a € I,D, es un grupo divisible,
acl
(a)aer € C y n € ZT. Ya que para cada o € I, D, es divisible se tiene que dado

ZTo € D, existe dy € D, tal que nd, = x4: luego, el elemento (dy)aer € C satisface que

n(da)ael = (nda)ael = (xa)ael'
]

Observacion 2.1.6. Suma directa de grupos divisibles es divisible.

Demostracion. La prueba es andloga al teorema anterior. O

Teorema 2.1.7. Sea H un subgrupo divisible de un grupo G. Entonces H es un sumando
directo de G.

Demostracion. Sea H un subgrupo divisible de G. Consideremos el siguiente conjunto
F={L<G:LnNnH=0}.

F # & ya que el subgrupo trivial cero estd. Usaremos el Lema de Zorn para probar que
F con la contensién como orden parcial, tiene elementos maximales. Sea € = {J, }ner una

cadena en F. Si D = |J J,, entonces D < G, debido a que € es una cadena y para cada
ael
«a € I claramente J, < D. Por otro lado

DmH:(UJa)ﬁH:U(JaﬁH):UOZO

a€el ael ael
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lo que prueba que D € F y por el Lema de Zorn, F tiene al menos un elemento maximal
K.

Probaremos que H & K = G. Basta probar que H + K = G. Supongamos que existe
x € G tal que x ¢ H+ K. Si K' = (K,{z}), entonces por la maximalidad de K existe
0#£Abe HNK' ,b=ky +nz, con k; € K. Luego nxt =b—k; € H+ K, sea m el minimo
entero positivo tal que mx € H + K y sea p un nuimero primo tal que p|m. Si definimos
y= %x, entonces y ¢ H + K, pero py = mx = hg + ks € H+ K con hs € Hy ko € K.
Como H es divisible existe hg € H tal que he = phs. Si z =y — hs, z ¢ H + K, entonces
por la maximalidad de K existe 0 # b € HN(K,{z}), ' = ks +cz donde ks € K y c € Z.
El ntimero primo p no divide a ¢, ya que

pz = py — phs
= hg + ko — phs
— ky

lo que implica que (p,c) = 1 y existen r, ¢t € Z tales que rp + tc = 1
z=rpz+tcz=rky +t(t) —ks) =tb' +rko —ths € H+ K

contradiciendo que z ¢ H 4+ K. Por lo tanto H + K = G.
O

Lema 2.1.8. Si D es un grupo divisible y f : D — G es un homomorfismo de grupos,
entonces Im(f) es divisible.

Demostracion. Sean g € Im(

f) y n € Z*. Existen dy,dy € D tales que g = f(dy) y
d1 = ndz luego g = f(d1) = f(nd2) =

nf(dz) y por lo tanto I'm(f) es divisible. O

Corolario 2.1.9. Si D es un grupo divisible y f : D — G es un homomorfismo supra-
yectivo, entonces G es divisible.

Corolario 2.1.10. Todo cociente de un grupo divisile es divisible.
Demostracion. Basta tomar la proyeccién candnica la cual es suprayectiva. O

Corolario 2.1.11. Sea {D,}aecr una familia de grupos. Si D es el producto directo de
{Du}acr 0 la suma directa y ésta es divisible, entonces Dy, es divisible para cada o € I.

Demostracion. Sea o € I. Consideremos 7, la proyeccién del producto directo al grupo
D,, la cual es un morfismo suprayectivo y por el lema 2.1.7, D es divisible. O

La importancia de estudiar mas a fondo los grupos divisibles, y por ende tratar de
clasificarlos, nos lo da el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.12. Todo grupo se puede expresar como suma directa de un grupo divisible
y de un grupo que no contenga subgrupos divisibles salvo el trivial.

Demostracion. Sean G un grupoy F = {D < G : D es divisible }. Si S := >  F, entonces
por el teorema 2.1.5 S es un grupo divisible y ademds S es el maximo de los subgrupos
divisibles de G.

Sean g € Sy m € Z* tales que g = dy +dy + - - - + dp,, donde cada d; estd en algtin grupo
divisible D;, entonces existen d}, d5, ..., d], tales que d; € D; y d; = md,, para cada 0 <i < n.
Asi dj+dy+--+d, € Sy g = dy+dy+--+d, = md, +mdy+---+md,, = m(d;+dy+---+d.,).
Por lo tanto S es un subgrupo maximal divisible y debido al teorema 2.1.7, existe R
subgrupo de G tal que G = S ® R. Si L es un subgrupo divisible de G tal que L < R,
entonces L =0 ya que L < Sy ademas L < SN R = {0}. O

Lo que nos dice el teorema anterior es que los grupos divisibles estan presentes como
sumandos directos de cualquier grupo abeliano.

2.2. Grupos inyectivos

Definicion 2.2.1. Si E es un grupo que satisface la condicion de que para todo subgrupo
A de un grupo B y para todo morfismo ¢ : A — E existe un morfismo ¢ : B — E tal
que ¢|la = ¢, decimos que E es un grupo inyectivo.

A—-~B
7
¢
E

Teorema 2.2.2. Todo grupo divisible D es inyectivo.

Demostracion. Sea A un subgrupo de un grupo By ¢ : A — D un morfismo de grupos.
Consideremos

A={(C,h)|A<C < B,h:C — D homomorfimo de grupos tal que h|4 = ¢}
el cual es no vacio ya que (A, ¢) estd en A. Definimos en A la relacién
(C,h) <(D,f)siysblosiC <Dy flc=h.

(A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Usaremos el Lema de Zorn para probar que

(A, <) tiene elementos maximales. Sea {(Cq, hq)}acr una cadena en A; ya que | JC,, < B,
al
definimos

h:UCa—>D
ael
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c— ho(c) siceC,

h estd bien definida ya que, si ¢ € Coy,NCaq, ¥ Coy < Ca,, entonces ha, e, (¢) = ha, (¢). Por

otra parte, h es homomorfismo ya que, si ¢1,c2 € |JCy < B, es evidente que existe o €
al

tal que c1,ca € Cqy, ast h(c1 + c2) = hay(c1 4+ ¢2) = hay(c1) + hay(c2) = h(c1) + h(ca).

Es claro que h|4 = ¢ ya que A < C, para todo a € I. Todo lo anterior nos dice que

(U Ca,h) es una cota superior de la cadena. Por el Lema de Zorn A tiene un elemento
acl
maximal (M, g). Probaremos que M = B.

Supongamos que M # B, asi existe b € B tal que b ¢ M. Entonces M < (M, {b}) = M+ (b)

Caso 1: Si M N (b) = 0, entonces M + (b) = M @ (b).
Si definimos g(m +nb) = g(m), g resulta un homomorfismo que extiende a g y en este caso
(M + (b),q) € A, lo cual es un absurdo debido a la maximalidad de (M, g).
Caso 2: Si M N (b) # 0, tomemos k el menor entero positivo tal que kb € M. Notemos que
si m+tb € M + (b) se tiene por el algoritmo de la divisiéon que t = kg+r con 0 <r <ky
entonces

m+tb=m+ (gk+7r)b= (m+ qkb) + rb=m' +rb

con m’ € M.

Sim+rb=n+sbcon0<s<kyr<s,entoncesm—n=(s—r)b € MnN(b)y por ser k
el minimo entero con la propidad de que es el minimo entero tal que kb € M se tiene que
r = s. Asi que la expresién de cada elemento de M + (b) de la forma n+tb con 0 <t < k
es Unica.

Como el grupo D es divisible, entonces existe d € D tal que kd = g(kb). Sea

g: M+ (b) — D
el morfismo dado por

m +1rb+— g(m) +rd donde 0 < r < k.

—= M+ ()

%%

S6lo falta probar que es un morfismo que extiende a g. Sean mj +r1b, ma—+mrab € M+ (b)
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con 0 <rq,1r9 < k. Siry+ry <k, entonces

g((m1 +7b) + (ma + 1r2b)) = g((m1 + me) + (11 + r2)d)

= g(m1 +ma) + (r1 +12)d
g(m1) +rid + g(mz) + rad
g(m1 +7r1) +g(ma +r2).

Si k <11+ ro, por el algoritmo de la divisién r1 +ry = kqg+ 1 con l < k

g(my + r1b+ mo + rob) = g(my + ma + kqgb + 1)

m1 + mo —i—kqb) +1d

R e e e s
3
+
)
—~
5
_|._
™
Q
U
+
£

my +71) + g(ma + r2).

Que extiende a g es trivial por la forma en que se definio g. Por lo tanto (M +(b),g) € A
lo cual es una contradiccién con la maximalidad de (M, g).
Con lo cual se concluye que M = B y por lo tanto D es inyectivo. O

Lema 2.2.3. Todo grupo abeliano G es cociente de un grupo abeliano libre.
Demostracion. Tomamos F' el grupo libre con base libre G.
F .= EBZ
9eG

Definimos

fi{lylgec — G
lg—yg

ﬁlncién de la base libre de F' a G. Entonces por la propiedad universal de las bases existe
f + F — G extension de f. Como f es suprayectiva, f también lo es y por lo tanto
G = F/ker(f). O

Teorema 2.2.4. Si G y H son grupos divisibles p-primarios, entonces G = H si y sdlo si
Glpl = Hp).

Demostracion.
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=) Inmediato.

<) Supongamos que ¢ : G[p] — HI[p| es un isomorfismo de grupos. Entonces existe un
morfismo ¥ que hace conmutar el siguiente diagrama (teorema 2.2.2)

Glp] ——

G
.,
Hp] —H

1) v es inyectiva
Sea x € Ker(v). Por induccién sobre las potencias de p que anulan a z. Si pr = 0, entonces
x € G[p], 0 = ¢¥(x) = p(z) y por lo tanto x = 0. Supongamos que p"x = 0, implica x = 0.
Si p"*la = 0, entonces ¢ (pz) = pY(x) = 0y p*(pz) = 0. Por hipétesis de induccién pz = 0
y por consiguiente x = 0.

2) 1) es suprayectiva
Sea y € H. Por induccién sobre la potencia del orden de y. Si o(y) = p, entonces y € H[p| =
Im(yp) C Im(¢)). Suponemos que si o(y) < p”, entonces y € Im(2). Sea o(y) = p" .
Como o(p"y) = p, existe x € Gp| tal que p(x) = ¥ (z) = p™y. El grupo G es divisible por
lo que existe g € G tal que z = p"g

Py =P(x) =Y g) = p"Y(9)

por lo que o(y — 1(g)) < p™. Entonces, por hipétesis de induccion, y — ¢(g) € Im(v)),
asi y € Im(¢). O

2.3. Tres teoremas que clasifican a los grupos divisibles

Teorema 2.3.1. Un grupo D es divisible si y solo si es suma directa de grupos isomorfos
aQ y/o Lps.

Demostracion.
<) Ver ejemplo 2.1.3 y corolario 2.1.6.

=) Sea G un grupo divisible y T su parte de torsiéon. T' es divisible ya que si z € Ty
n € ZT , existe y € G tal que x = ny lo que implica que y € T. Debido al teorema 2.1.7,
T es sumando directo de G (G =T @ F') y ademads por el primer teorema de isomorfismo
F = G/T y por lo tanto F es libre de torsién.

1. Vamos a dotar a I’ de estructura de Q-espacio vectorial.
Para cada z € F — {0} y n € N existe una unica y € F tal que x = ny. Ya que si
y1 € F tal que x = nyj, entonces 0 = x — x = n(y — y1)) lo que implica que y = y;.
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Denotaremos 7 := y donde y es el tinico elemento en F' que satisface que x = ny.
Si definimos
x:Qx F — F
(2, 2) — p~.
q q
P

* estd bien definida ya quesiz € F'y % = % € Q, entonces x(L,x) = (%, 2).

Demostracion. Sean y; y y2 € F tales que x = qy; y © = sys. Ahora ¢q(py1) =

plqy1) = pr = p(sy2) = (ps)y2 = (rq)y2 = q(ry2), como F es libre de torsién

ry2 = py1, ast #(2,x) = «(}, z). O

Como F' es un grupo abeliano sélo falta probar cuatro propiedades para que sea un
Q-—espacio vectorial. Sean a,b € F'y 2,Z € Q. Entonces
q’ s

a) *(
b) *(

ya) =

a
,a+b) = *(%,a) + *(g,b)

QRS =

Demostracion. Sean y1 y yo € F tales que a = qy1 y b = qyps. *(%, a)+ *(g, b) =
pyr+py2 = p(y1 +y2) = (2, a +b). 0

Demostracion. Sean y1,ys y y3 € F tales que a = sy1,my1 = qy2 v a = qsys.
Como #(%,%(%,a)) = *(&,ry1) = py2, entonces (sq)py2 = (sp)qy2 = (sp)ry1 =
(pr)sy1 = (pr)qsys. Debido a que F es libre de torsion se tiene que pys = prys =
*(BL a). O

rs’?

QU
S—
*
—
—
Q3
+
w13
N—
Q
S~—
Il

*(%,a) + *(%,a).

Demostracion. Sean y1,y2 vy y3 € F tales que a
(observe que y1 = sys y y2 = qys). Como *((£ + %),a) = *((**1%),a) =
(ps +1q)ys = psys + rqys = py1 + ry2 = x(£,a) + (%, a). O
Todo lo anterior prueba que F' es un QQ-espacio vectorial y por lo tanto F' es suma directa
de Q, esto es
F = GBQ, donde |J| es la dimensién de F' sobre Q.
JjeJ

Ahora nos enfocaremos en el subgrupo T el cual es suma directa de sus partes p-
primarias, ver teorema 1.2.5. Consideremos 7}, una parte p-primaria de 7' la cual es disisible,
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ver corolario 2.1.10. T}, [p] tiene estructura de Z,-espacio vectorial( ver proposicién 1.1.15).
Entonces T),[p| = @ Zj, donde |I| es la dimensién de T,[p] sobre Z,. Por el teorema 2.2.4,

el
D Zp = T, ya que D (Zp=[p]) = D Zp.
el el el

Teorema 2.3.2. Un grupo D es divisible si y sélo si D es un grupo inyectivo.

Demostracion.
=) Ver teorema 2.2.2

<) Seaqe D yn€Z". Consideremos nZ = {nz:z € Z} < Zy ¢ el morfismo de grupos
definido por
¢:nl.— D

nz — 2q

Como D es inyectivo el siguiente diagrama conmuta

nZ — 17

%
%

D

donde ¢ es el morfismo que extiende a ¢, ¢ = ¢(n) = ¢(n-1) = ng(1) y por lo tanto D
es divisible. O

Teorema 2.3.3. Un grupo D es divisible st y solo st D es sumando directo de cualquier
grupo que lo contenga.

Demostracion.
=) Ver teorema 2.1.6
<) Debido al lema 2.2.3 D es cociente de un grupo abeliano libre

D= (Pz)/A.

el

Dz Pe

el i€l

(Pz)/A= (D)4

il i€l

Observemos que

va que Z — Q. Entonces



32 CAPITULO 2. GRUPOS DIVISIBLES

Por lo que
D — (EB Q)/A".
el
Por hipétesis D es sumando directo, pero (@ Q) /A" es un grupo divisible (corolarios 2.1.5
el
y 2.1.8) eso implica que D es divisible (corolario 2.1.9). O



Capitulo 3

Subgrupos puros

La idea de los subgrupos puros nace a partir de los grupos divisibles. De acuerdo con la
definicién 2.1.2 cada elemento del grupo debe ser divisible por cada niimero entero positivo,
podria pensarse que esta definiciéon es “pedir demasiado” a los elementos de un grupo y
a decir verdad lo es. Segun el teorema 2.3.1 los tinicos grupos divisibles son los grupos
aditivos Q, Zp~ y suma directa de ellos, sin embargo, cada grupo divisible es sumando
directo de cualquier grupo que lo contenga (ver teorema 2.3.3) lo cual es una consecuencia
muy importante que vale la pena resaltar. En esta seccién se estudiaran ciertos grupos a
los que se les pedird “menos” que ser grupos divisibles, pero que a la vez se obtengan varios
resultados que culmimen con ser sumandos directos de los grupos que los contengan y una
que otra propiedad universal.

3.1. Definiciones, equivalencias y ejemplos

Definicién 3.1.1. Un subgrupo G de un grupo A es puro en A si cada vez que la ecuacion
g = nzx tenga solucion en A, con g € G yn un entero positivo, se cumple que g = nx tiene
solucion en G. En otras palabras si n|g en A, entonces nlg en G.

Observacion 3.1.2. Sinlg en G es equivalente a que g € nG.
Teorema 3.1.3. G es puro en A si y sélo si nG = GNnA para toda n € Z*.

Demostracion.

=) nG < Gy nG < nA, entonces nG C G NnA.
Sea g € GNnA. Como n|g en A, entonces n|g en G, es decir, existe ¢’ € G tal que g = ng’
y por lo tanto G NnA C nG.

<) Seann € Z* y g € G tales que n|g en A. Existe a € A que satisface la ecuacién g = na,
lo que implica que g € G NnA = nG, entonces existe ¢’ en G tal que g = ng'. O

33
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Ejemplo 3.1.4. Dado el teorema anterior cualquier grupo divisible D es un subgrupo puro
de cualquier grupo que lo contenga.

Demostracion. Basta tener en cuenta que para cada n € N se tiene que nD = D. ]

Definicion 3.1.5. Sea p un nimero primo y G un subgrupo de un grupo A. Decimos que
G es p-puro en A si pFG = G N p*A para toda k positiva.

Teorema 3.1.6. Si G es p—puro en A para todo primo p, entonces G es puro en A.

Demostracion. Usaremos el lema 1.1.3 . Sea n € ZT. Consideremos la descomposicién en
primos pi* - - - p¥ de n
nG = (pi' PG
= p’l'le...mp’l;kG
= (GNnplrA)n---N(GnNptA)
= GNPIAn---NprA)
= GNnA
y por el teorema 3.1.3, G es puro en A. O

Lema 3.1.7. Todo sumando directo de un grupo es un subgrupo puro.

Demostracién. Sea B un sumando directo de un grupo A (A = B® C). Seann € ZT y
g € B tales que n|g en A. Entonces g = na para algina € A=B&C,a=b+cconbe B
yceC,asi g=na=mn(b+c)=nb+nc. g € By por ser suma directa nc = 0, entonces
n|g en B. O

Con el lema anterior ya tenemos una cantidad mas que suficiente de ejemplos de sub-
grupos puros.

Ejemplo 3.1.8. Los subgrupos de Q no son puros exepto por los triviales.

Demostracion. Sea I < Q subgrupo no trivial y seani € Iy g€ Qtalqueq ¢ I. Sii = a

12

q= % donde i1,42,q1 y ¢2 € Z. Consideremos n = % €7Z.ng= “Z—i‘”ﬁ—; =i-ig-q €1,
entonces nli - i - g1 en Q, pero g ¢ I. Por lo tanto I no es puro en Q. ]
Corolario 3.1.9. Q no tiene sumandos directos salvo los triviales.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del ejemplo y el lema anteriores. O

Lema 3.1.10. Sea A un grupo y G < A. Si A/G es libre de torsion, entonces G es puro
en A.

Demostracién. Sean g € Gy n € Z™ tales que n|g en A. Asi g = na para algin a € A,
tomando clases, g = na = na = 0 y como A/G es libre de torsién se tiene que @ = 0, es
decir, a € G. O



3.1. DEFINICIONES, EQUIVALENCIAS Y EJEMPLOS 35

Lema 3.1.11. Sea A un grupo libre de torsion, entonces la interseccion de subgrupos puros
es puro en A.

Demostracién. Sean {B;}icr una familia de subgrupos puros de 4, g € (| B;,n € Z" y

el
a € A solucién de la ecuacién g = nx. Como g € () B; y B; es un subgrupo puro de A para
i€l
toda i € I, podemos encontrar g; € B; tal que g = na = ng;, por lo cual n(a — g;) = 0. Asi
a = g; para cada i € I, lo que implica que a € () B;. ]
el

Lema 3.1.12. Sea A un grupo, y H y G subgrupos de A. Si GNH y G+ H son subgrupos
puros de A, entonces también G y H son puros en A.

Demostracién. Sean g € G, n € Z* y a € A tales que g = na. Como G es un sugbrupo de
G+ H y G+ H es puro en A existen h1 € H y g1 € G tales que

g=n(g1+ h1)
=ngy + nhy
nhy =g—ng1 € HNG,

n divide a nhi, entonces existe go € H N G tal que nhy = ngs. Asi

ng2 = g —ngi
g =ng2+ng
=n(g2 + g1)
lo que prueba que G es puro en A.
Que H es puro en A es andlogo. O

Lema 3.1.13. Sea A un grupo y G un subgrupo puro de A. Entonces Ta+G es un subgrupo
puro de A.!

Demostracion. Seant € Ta, g € G, n € ZT y a € A tales que t + g = na. Como t € Ty
existe m € Z* tal que mt = 0, luego m(t+g) = mt+mg = mg. El subgrupo G es puro A y
(m-n)|[m(t+g) = mg = mnal, entonces existe g; € G con la propiedad de que mna = mng;
més aun mn(a —g1) =0, porloque a —g1 € Ty, asia=(a—q1)+ g1 € Ta +G. O

Teorema 3.1.14. Sean B y C subgrupos de un grupo A que cumplen C < B < A.
1. SiC es puro en B y B es puro en A, entonces C' es puro en A.

2. Si B es puro en A, entonces B/C' es puro en A/C.

I Véase la definicién 1.2.1.
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3. S1C es puro en Ay B/C es puro en A/C, entonces B es puro en A.
Demostracion. Sean € Z7T.

1.
nC=CnNnB=CN(BNnA)=(CNB)NnA=CnNnA

lo que prueba que C' es puro en A.

2. n(B/C) = nB/C = (BNnA)/C = (B/C)N (nA/C) = (B/C)N (nA/C) = (B/C) N
n(A/C).

3. Sean b € B y a € A tales que b = na. na =na = b, por hipétesis existe by € B/C tal
que b = nb;. Entonces n(a —by) € C por lo que existe ¢; € C tal que n(a—b1) = ney.
Finalmente

necy = na — nby

:b—nb1

asi
b=mnc; —nby =n(cy —by)

y como C' < B se tiene que ¢; — by € B.

O]

Teorema 3.1.15. Todo subgrupo infinito no puro puede ser encajado en un subgrupo puro
de la misma cardinalidad y todo subgrupo finito no puro puede ser encajado en un subgrupo
puro numerable.

Demostracion. Sea A un grupo y B < A. Para cada n € ZT y b € B consideramos el
conjunto C; := {(n,b) € Z* x B|nz = b tiene solucién en A}. Por cada pareja ordenada
(n,b) € C; tomamos un tnico elemento a € A tal que na = b, denotamos este elemento
como a(y, py, y definimos el conjunto A; := {a(,p)|(n,b) € Cp}. Construiremos una cadena
By < By<B3<---B, <---desubgrupos de A apartir de B de la siguiente manera:

Bl = <B U .A1>;
si definimos de forma recursiva los conjuntos
Crt1 :={(n,b) € Z' x By|nx = b tiene solucién en A}

Ant1 = {a@mp)(n,b) € Cpir}

podemos contruir a partir de ellos los subgrupos

Bpy = <Bn U An+1>.
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[ee]
Si G = |J B, entonces B < GG. Afirmamos que G es un subgrupo puro de A y la cardinali-
i=1
dad de G es mazr{w, m}, donde w es la cardinalidad del conjunto de los niimeros naturales
vy m es la cardinalidad del conjunto B.

1. G es puro en A.
Sean g € G, n € Z* y a € A tales que g = na. Como g € G = UB existe j € ZT

tal que g € B; y por lo tanto nx = g es una ecuacioén en B; que tlene una solucién
en A, entonces por como se contruyeron los Bj, existe b’ € Bj11 < G tal que nb/ =g
y por lo tanto G es puro en A.

2. La cardinalidad de G es max = {m-,w}.

Observese que para todo j € Z™, la cardinalidad de C;j es menor o igual al maz{w, m},
por lo cual la cardinalidad de A; también es menor o igual al maz{w, m}.

La cardinalidad de By = (B U A;) es igual que la cardinalidad de B 4 (A1), como el
generado conserva cardinalidades infinitas se tiene que la cardinalidad de B+ (A;) es
2maz{w, m} = max{w, m}. Dicho lo anterior para cada i € Z*, B; tiene cardinalidad
max{w,m} y por lo tanto G, que es la unién numerable de conjuntos de cardinalidad
maz{w, m}, tiene cardinalidad max{w, m}.

O

Proposicion 3.1.16. Sea A un grupo y B < A. Asumase que B es la suma directa de
grupos ciclicos, éstos del mismo orden pF, donde p es un nidmero primo y k € Zt. Los
stquientes enunciados son equivalentes:

1. B es p-puro en A.

2. BnpkA=0.

3. B es sumando directo de A.
Demostracion.

1) = 2) Como B es p-puro, entonces B Np*A = p¥*B = 0. Ver Teorema 3.1.3.

2) = 3) Consideremos F = {D < A:p*A < Dy DN B = 0}. El conjunto F # @ ya que

pFA € F. Sea C una cadena en (F,C). Si G = |J D, entonces se afirma que G € F
DeC

1. G < A ya que el orden parcial estd dado por la contencién y C es una cadena en F.
2.8iD,eC, pFA< D, <G.

3. GmB:( U D)mB: U(@OnB)= |J 0=0.
DeC DeC DeC
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Por lo anterior F tiene al menos un maximal, digamos C. Méas ain C es un subgrupo B-
supremo de A. Demostraremos que A = B @ C'y para eso usaremos la proposicién 1.2.11.
Sea a € A tal que ga = b+ ¢, donde ¢ es un ntmero primo, b € By c € C. Si g = p,
entonces p*~1b + pF~le = pFa € C, por lo que p*~1b = 0 y por el corolario 1.1.10 b = pb’
para algun b’ € B. Si ¢ # p (ver lema 1.1.8) se tiene que B = ¢B, por lo que b = gb” para
algin V" € B.

3) = 1) Ver lema 3.1.7.
O

Teorema 3.1.17. Sea A un grupo. Todo elemento de A de orden un primo p y de altura

finita puede ser encajado en un subgrupo ciclico finito que es a su vez un sumando directo
de A.

Demostracion. Sean a € A con hy(a) = k y b € A solucién a la ecuacién p*z = a.
Demostraremos que (b) es p-puro en A y de orden finito.

1. (b) es de orden finito ya que p*T'b = pa = 0, més atin |(b)| = pF*L.

2. (b) es p-puro. Sea nb € (b) y supongamos que existen m € Z* y ¢ € A tal que

p"c=nb (3.1)

Caso 1. p no divide a n, entonces existen s,t € Z tales que

sp+in=1
spa +tna = a
tha = a
de la igualdad (3.1) tenemos que
p"c =nb

p*(p™c) = pPnb

pPme = nphb
P = na
tpF e = tna
pFMte =a



3.1. DEFINICIONES, EQUIVALENCIAS Y EJEMPLOS 39

pero hy(a) =k, por lo que m =0y asi ¢ = p™c = nb.
Caso 2. Si p|n, entonces n = rp® donde 1 < s < k y p no divide a r. Como

p"e =nb=rp°b

pkfs(pmc — T'psb)

pk—s—l-mc

=rpfb=ra

Por el caso 1, —s +m = 0, por lo que m = s. Asi p"™(rb) = p°rb = nb, donde rb € (b),
por lo tanto (b) es p-puro de orden p**+!. Usando la proposicién 3.1.16 (b) es sumando
directo de A y ademds a € (b). O

Corolario 3.1.18. Si un grupo contiene elementos de orden finito, entonces contiene un
sumando directo cociclico.

Demostracion. Si el grupo contiene un subgrupo isomorfo a Zpe para algin p primo,
entonces éste es un sumando directo. Si el grupo no contiene ningiin grupo isomorfo a
algin Zpe, pero contiene elementos de orden p, implica que el grupo tiene elementos de
altura finita, ver teorema 2.1.4, lo que concluye junto con el corolario anterior que el grupo
tiene un sumando directo ciclico de orden p**! el cual es cociclico (ejemplo 1.3.3 ). O

Lema 3.1.19. Un p-subgrupo puro acotado es un sumando directo.

Demostracion. Si B es un p-subgrupo acotado de un grupo A, entonces por la proposicién
1.2.7, B se puede escribir de la forma By & C'1, donde B; es suma directa de grupos ciclicos
del mismo orden p* y C; es suma directa de grupos ciclicos de orden estrictamente menor
a p*. Se demostrard, por induccién sobre k, que B es sumando directo de A. Si k = 1,
B = Bj y debido al teorema 3.1.16 se tiene que B es sumando directo de A.

Supongamos que se cumple para k < n, es decir, si pFB; = 0 implica que B es sumando
directo de A. El subgrupo B; es sumando directo de B, por lo que es subgrupo puro de B
(ver teorema 3.1.7) y por consecuencia también lo es del grupo A. En el caso cuando By es
suma directa de grupos ciclicos de orden p™, se tiene que es sumando directo de A lo que
implica que existe Ay subgrupo de A que cumple que A = By @ A;. Si intersectamos A con
B, obtenemos que B = (B1 @ A1) N B = B; @ (A1 N B) luego se deduce que 41 N B = (Y.
Se afirma que A1 N B es subgrupo puro en A; ya que

m(A1 N B) =mA;NmB =mA; N (BNmA)=BNmAi;

y ademas se cumple que
(AlﬂB>ﬂmA1 = BNmA;

para toda m € N lo que prueba que A; N B es puro en A; el cual es isomorfo a C que a su
vez es isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos de orden estrictamente menor a p™ y
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por hipétesis de induccién A1 N B es un sumando directo de A;. Lo que al final demuestre
que B es sumando directo de A. ]

Teorema 3.1.20. Todo subgrupo puro acotado G de un grupo A es sumando directo.

Demostracion. Por el teorema 1.2.5, G es suma directa de sus partes p-primarias y junto al
teorema anterior cada parte p-primaria es sumando directo de A por lo que G es sumando
directo de A. O

Hasta el momento hemos probado una cantidad considerable de resultados que afirman
que bajo ciertas condiciones los subgrupos puros son sumandos directos de los grupos que
los contienen, pero jsera cierto en general que los subgrupos puros sean siempre sumandos
directos? la respuesta a la pregunta es no y debido al teorema anterior debemos buscar un
ejemplo en grupos que no sean de torsién.

oo o0

Ejemplo 3.1.21. Sean G = [[Z y H = @ Z. H es un subgrupo puro de G que no es
i=1 i=1

sumando directo de G.

Demostracion.

a) Sean (z,) € G, m € Z* y (y,) € H tales que m(z,) = (y»). Como (y,) sélo posee una
contidad finita de y; # 0 y m # 0, entonces (z,,) también posee una cantidad finita de
x; # 0, por lo que se deduce que (x,) € H. Asi H es subgrupo puro de G.

b) Supongamos que H es sumando directo de G, por lo que debe existir I subgrupo de G
tal que G = H@ 1. Por el primer teorema de isomorfismos para grupos (ver [3] ), G/H = I.
%)

Tomemos el elemento (1,2,6,24,...) = (n!),cz+ € Gy meZ*

(MDpezs = (1,213, ..., (m — 1)1,0,0,...) + (0,0,0, ...,0,m!, (m + 1)!, ...)
= (1,2,3!, ..., (m — 1)1,0,0,...) + m(0,0,0, ...,0, (m — D!, (m — 1){(m + 1), ...)

si tomamos clases en G/H

(n!)ez+ = m(0,0,0,...,0,(m — 1)I, (m — D)!(m +1),...)

lo que implica que mnew es un elemento en G/H que es divisible por cualquier entero m
y por consiguiente ¢((n!),cz+) es tal que es divisible por cualquier entero m, lo cual es una
contradiccién ya que implicaria que algin entero tiene una cantidad infinita de divisores
enteros. Lo anterior nos dice que H es un ejemplo de un subgrupo puro que no es sumando
directo de G.

O]

Teorema 3.1.22. Para un subgrupo B de un grupo A las siguientes condiciones son equi-
valentes:
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1. B es puro es A.
2. B/nB es un sumando directo de A/nB, para todan € 7.

3. Si C < B es tal que B/C' es finitamente cogenerado, entonces B/C' es un sumando
directo de A/C.

Demostracion.

1) = 2) Sea n € Z*. Por el teorema 3.1.14, B/nB es puro en A/nB ademéds B/nB es
acotado, pues al menos todos sus elementos son anulados por n. Usando el teorema 3.1.20,
B/nB es sumando directo de A/nB.

2) = 3) Podemos suponer que B/C es reducible, ya que si tiene subgrupos divisibles éstos
seran sumandos directos de A/C. Lo anterior indica que B/C es suma directa de una
cantidad finita de grupos cociclicos los cuales son acotados, asi debe existe n € ZT tal que
n(B/C) = 0y por consiguiente nB C C. Por hip6tesis A/nB = B/nB® D, usado el tercer
teorema de isomorfismos tenemos que A/C = (A/nB)/(C/nB) = (B/nB)/(C/nB) ®
D/(C/nB) = B/C & D'.

3) = 1) Consideramos n € Z" y b € B tales que la ecuacién nx = b tenga solucién a en A,
pero no en B. Sea C' un subgrupo de B que contiene a nB y que sea maximal con respecto
a la no pertenencia del elemento b. Luego por el teorema 1.3.15, B/C' es cociclico. Por
hipétesis A/C = B/C @& D/C para algun subgrupo D de A

a="b+d
donde b € Byde D
na = nb + nd
na = nb +nd
b=nb

lo que implica que b —nb’ € C'y por lo tanto b € C, lo cual es una contradiccién.
De todo lo anterior se concluye que B es puro en A. O

Teorema 3.1.23. Sea A un grupo y B < A. B es puro en A si y sélo si toda clase de
A/B contiene un elemento del mismo orden que la clase.

Demostracion.
=) Seaac A/B.
Caso 1. Si o(a) = oo, entonces todo elemento de @ es de orden infinito.

Caso 2. Si o(a) = n, entonces na € B. Por ser B puro existe b € B tal que na = nb, por lo
que n(a — b) =0, pero n = o(a) = o(a — b) < o(a — b) lo que significa que o(a — b) = n.
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<) Seanb e B,n € Z" yae Atales que na = b. Entonces o(a)|n, por lo que existe a’ € @
tal que o(a') = o(@), asi na’ =0, a—a' € By n(a —d’) =na —na’ =na =0. O

Teorema 3.1.24. Si B es un subgrupo puro de A tal que A/B es suma directa de grupos
ciclicos, entonces B es un sumano directo de A.

Demostracion. Supongamos que A/ B es ciclico, entonces esta generado por algin elemento
a. Por el teorema anterior existe a’ € @ tal que tienen el mismo orden. Por lo que (a’) forma
un conjunto completo de representantes de A médulo By A = B @ (d’).

1. A= B+ (a'). Sid € A, entonces d € (a) = A/B, por lo que d = ma’, para algtin
m € 7Z, y por consiguiente d — ma’ € B lo que demuestra que d € B + (d’).

2. BN (a’) = 0. Sea c € BN (a). Entonces ¢ = na', sacando clase de ambos lados de la
igualdad 0 = ¢ = na’, lo que implica que o(a’)|n, asi ¢ = na’ = 0.

Lo que demuestra que A = B ® (d').
Para el caso generar basta ver el teorema 1.1.18 y el caso anterior.

O]

Teorema 3.1.25. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo subgrupo B de un
grupo A

1. B es puro en A.
2. B es sumando directo de n™'B := {a € Alna € B}, para todo n € ZF.

3. Si C es un subgrupo entre B y A tal que C/B es finitamenete generado, entonces B
es sumando directo de C.

Demostracion.

1) = 2) Es inmediato que n~'B/B es acotado, por lo que es suma directa de grupos ciclicos
y por el teorema anterior B es sumando directo de n™!B.

2) = 3) El grupo C/B es suma directa de una cantidad finita de grupos ciclicos. Podemos
suponer que C/B = C1/B @& C2/B donde Cj y Cs son subgrupos de C tales que C1/B
es un grupo libre y Cy/B es de torsién. Por el teorema 1.2.12, B es sumando directo de
C1. Como C3/B es de torsién y es suma directa de grupos ciclicos, entonces existe n € ZT
tal que n(Cy/B) = 0. Co < n~ !B y por hipétesis (n"'B) = B ® D, lo que implica que
Co=n"1BNCy=(BNCs)®(DNCy) = B®(DNCs), lo cual prueba que B es sumando
directo de (. Por ultimo usaremos el teorema 1.1.16 que nos asegura que B es sumando
directo de C.
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3) = 1) Probaremos que toda clase de A/B contiene un elemento del mismo orden que la
clase, ver teorema 3.0.24. Sea @ € A/B tal que 0 < o(a) = n. Consideremos C' = B + (a).
C/B es isomorfo a algin subgrupo de (a), por lo que C'/B es ciclico. C = B @& D luego
existen b € By d € D tales que

a=b+d
a—b=d
n(a —b) =nd

na —nb =nd
pero na € By como BN D = {0}, entonces n(a —b) =0. Asia—beay o(a—b) =n que
es lo que se queria demostrar. ]
3.2. Sucesiones exactas puras
Definicion 3.2.1. Una sucesion exacta
a B
0—A—>B—>C—0

es una sucesion exacta-pura si Im(a) es un subgrupo puro de B y es exacta-p-pura si Im(a)
es p-puro en B.

Teorema 3.2.2. Sea
0-—ASB 00

una sucesion exacta. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1.0—ASB i C — 0 es exacta-pura.

2.0 — nA olazon nB Blns=b1 nC — 0 es exacta para cada n € ZT.

BlBn) =02

al gy=az

3. 0 — A[n] Bin| Cln] — 0 es exacta para cada n € Z*.

4. 0— A/nA o B/nB LN C/nC — 0 es exacta para cada n € ZT.

5.0 — AJ/A[n] 2% B/B|n] B2, C/C[n] — 0 es ezacta para cada n € Z+.
Demostracion.
1) =2) SeaneZ".

a) «aq estd bien definida y es inyectiva.
a1(nA) = a(nA) = na(A) C nB.

a3 es inyectiva pues es restriccion de a.
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b) Bi1 estd bien definida y f; es supreyectiva.
Sea nc € nC. Como [ es suprayectiva existe b € B tal que f(b)=c, por lo que

B1(nb) = B(nb) = nB(b) = nc.
c) Im(aq) = ker(f1).

C) Es claro observando que
Bi(ai(nd)) = B(a(nA)) =np(a(A)) =n0 = 0.

D) Sea nb € ker(f1) < ker(8) = Im(a). Como Im(c) es puro en B existen b/ €
Im(a) y a € A tales que nb =nb' y a(a) =1, por lo que nb = nb' = na(a) =
a(na) = ai(na). Asi nb € Im(ay).

2) = 1) Sea nb € Im(a). Observese que existe na € nA tal que az(na) = na(a) = nb.
1)=3) SeaneZ™.

a) ag estd bien definida y es inyectiva.

Si a € A[n], entonces 0 = az(na) = naz(a), por lo que ay estd bien definida. Es
inyectiva pues es restriccion de a.

b) P2 estd bien definida y es suprayectiva.
Sea ¢ € C[n]. Por el primer teorema de isomorfismos para grupos B/Im(a) = C.

B
Usando el teorema 3.1.24 , existe z € 871(c) tal que o(x) = o(87(c)) = o(c), luego
x € Bln] y B(x) = ¢ por lo que Ba(x) = [(z) = ¢. Lo anterior prueba que 3 es

suprayectiva.

c) La sucesion es exacta en B[n], es decir, Im(ag) = ker(5s).

) Es evidente.

) Sea b € ker(f2) C ker(8) = I'm(«). Entonces existe a € A tal que a(a) = b. Asi
na(a) = a(na) =nb =0y como « es inyectiva na =0 (a € A[n]).

C
2

3)=1) Sean b € Im(a),by € B,a € Ay n € Z" tales que a(a) = b = nb;. Se observa que
0 = B(b) = pnby = np(b1), asi B(b1) € Cln]. Como [y es suprayectiva, existe by € B[n] tal
que B2(ba) = B(b1) por lo que B(by — by) = 0, asi existe ay € A tal que a(az) = by — be.
Despejando y sustituyendo b = nb; = n(a(az) + b2) = nas(asz), lo que concluye que I'm(c)
es puro en B.
Para las equivalencias faltantes usaremos: el Lema 1.4.2 (del 3z3), lo ya demostrado en
este teorema y dos diagramas conmutativos.
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El primer diagrama que usaremos es

0 0 0

0 nA—= - nB A nC 0
A1 A2 A3

0 A .p P ¢ 0
w1 B2 u3

0—— A/nA—"2 B/nB - 0/nC —0

Donde A1, A2 y A3 son los morfismos inclusién y 1, o y w3 son los morfismos proyeccion
sobre A/nA, B/nBy C/nC respectivamente. Es facil ver que ker(u;) = Im(\;), para toda
1 <4 < 3, por lo que se deduce que las sucesiones columnas son sucesiones exactas. Con la
informacién anterior, el hecho de que ay y B1 son restricciones de « y B respectivamente
y ademds de que pp o = ayopu y pzo B = P o ug se concluye que el diagrama es
conmutativo.

2) = 4) Para toda n € Z™ los primeros dos renglones son sucesiones exactas, luego por el
Lema del 323

0 —>A/nA£>B/nB E>C’/nC’ —0

es exacta.

4) = 2) Para toda n € Z™ los tltimos dos renglones son sucesiones exactas, luego por el

Lema del 323

alpa=as nB BlnB=Pp2

0—nA nC — 0

es exacta para cada n € Z*.

3) <= 5) Es andlogo a lo anterior basandose en el diagrama:
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0 0 0
0 Aln] —2~ Bln] — 2~ Cn] ——0
A1 A2 A3
0 Ao g " ¢ 0
Bl K2 M3
0 —— A/A[n] > B/Bln] 2> C/Cln] —>0
0 0 0

Teorema 3.2.3. Una sucesion exacta
a B
0—A—-B—>C—0

es pura-exacta si y solo si para todo grupo cociclico G y todo morfismo ¢ : A — G existe
un morfismo ¥ : B — G tal que hace conmutar el siguiente diagrama

Demostracion.

=) Supongamos que
0—A%B%0c 0

es una sucesién exacta pura. Sean G un grupo cociclico y ¢ : A — G un morfismo
de grupos. Sin ningiin problema podemos suponer que ¢ es epimorfismo, ya que sub-
grupo de un grupo cociclico es también cociclico. Del hehcho de ser ¢ un epiformismo
A/ ker(¢) es isomorfo a G (primer teorema de isomorfismos). Como « es inyectiva, en-
tonces a(A/ ker(¢)) = a(A)/a(ker(¢)) es cociclico, luego a(A)/a(ker(¢)) es un sumando
directo de B/a(ker(¢)), teorema 3.1.22, por lo que existe D subgrpo de B/a(ker(¢)) tal
que B/a(ker(¢)) = a(A)/a(ker(¢)) @ D. Construimos ¢ : B — G de la siguiente manera:
para cada b € B, b € B/a(ker(¢)) = a(A)/a(ker(¢)) @ D por lo que existen a € Ay d € D
tales que b = a(a) + d, si definimos 1(b) = ¢(a) se tienen las siguientes propiedades
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1) 1) estd bien definida.
Si a(a1) = alaz), entonces aa; — az) € a(ker(¢)), luego a1 — az € ker(¢) lo que
concluye que ¢(aq) = ¢(az).
2) 1 es un morfismo de grupos.
Sean by,by € B, aj,as € Ay di,dy € D tales que b; = alpha(a;) + d;, para i = 1,2.

Es claro que by +nby = a(a1) + nafaz) + (d; + nds), para toda n € Z*, por lo que
P(b1 + nby) = ¢(ar + nag) = d(ar) + ne(az) = P(b1) + n1p(by).

3) 1 hace conmutar el diagrama.

Sea a € A. El elemento «a(a) € B, luego a(a) € a(A)/a(ker(¢)) por lo que ¢ o a(a) =
Plafa)) = ¢(a).

<) Para esta parte de la demostracién usaremos el teorema 3.1.22. Sea D < I'm(«) tal que
Im(a)/D es fnitamente cogenerado.
Supondremos primero el caso particular cuando I'm(«)/D es cociclico. Consideremos ¢ :
A — Im(a)/D el mormismo definido de la composicién de a seguido del morfissmo
7w : Im(a) = Im(a)/D, es decir, para cada a € A, ¢(a) = a(a) + D. Se tendra por
hipétesis que existe ¢ : B — Im(«)/D y por consiguiente también el mormismo entre los
grupos cocientes ¢ : B/D — Im(a)/D dado por (b + D) = 1 (b).
Si tomamos b+ D € Im(«)/D, entonces (b + D) = ¢(b) = a(a) + D para alguna a € A,
volviendo a evaluar la funcién se tiene que 1(a(a) + D) = ¥(a(a)) = ¢(a) = a(a) + D =
¥(b+ D) (ya que el diagrama conmuta) por lo que @2 = 1) lo que asegura, por el teorema
1.1.17, que Im(«a)/D es sumando directo de B/D y por lo tanto I'm(«) es subgrupo puro
de B, ver teorema 3.1.22.
En el caso cuando I'm(«)/D sea finitamente cogenerado, es decir, sea isomormo a (F1/D)®
(E2/D)@®...® (E,/D) donde cada sumando directo es un grupo cociclico y Ey, Ea, - -+, Ey,
son subgrupos de Im(«), se tendrd que trabajar con cada sumando directo y repetir el
mismo procedimiento anterior para demostrar que E;/D es sumando directo de B/D para
cada i =1,2,3,...,n y por ende (E1/D) ® (Ey/D) @ - - - & (Ey/D) es sumando directo de
B/D lo que prueba que Im(«) es un subgrupo puro de B. O

El siguiente resultado es el dual del teorema anterior
Teorema 3.2.4. Una sucesion ezacta
a B
0—A—=B—=C—70

es pura-exacta si y solo si para todo grupo ciclico F' y todo morfismo ¢ : F — C' existe
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un morfismo ¢ : F' — B tal que hace conmutar el siguiente diagrama

Demostracion.

=) Supongamos que
0—A%B%0c o

es una sucesion exacta-pura, y sean F' un grupo ciclico y ¢ : F — C un morfismo
de grupos. El subgrupo ¢(F) es ciclico por ser imagen directa del grupo ciclico F. El
conjunto B~ [¢(F)] es un subgrupo de B que contiene a ker(3) y por el primer teorema de
isomorfismos 81 (¢(F))/ ker(3) = ¢(F) el cual es ciclico y por lo tanto existe D subgrupo
de B tal que 871(¢(F)) = ker(B) @ D, ver teorema 3.1.26 inciso 3. Para toda f € F existe
x € B71(é(f)) y por ende x = b+ d donde b € ker(8) y d € D. Si definimos ¢ : F = B
como Y(f) = d se tendra que

1) 9 esta bien definida.

Sea f € F. Supongamos que z y 2’ € 37Y(¢(f)), por lotanto z =b+dy 2’ =b + d’
donde b,V € ker(8) y d,d' € D.

r—2 =0b-V)+(d-d)
0= Blx) — B') = Bb—¥) + Bld— &)
0=p(d-d)

luego se tiene que d — d’ € ker(8) N D y por tanto d —d' =0 (d = d'). Asi (f) =d=d

estd bien definida.

2) 1 es un morfismo.

Sean f1, fo € F, by, by € ker(B) y di,ds € D tales que b;+d; € B71(¢(f;)), parai = 1,2.
Probaremos que 871 (¢(f1) + ¢(f2)) = B71((f1)) + B~ (¢(f2)). Sea x € B tal que f(z) =
&(f1) + ¢(f2). Existen x1,22 € B que cumplen que ¢(f1) = B(z1) y é(f2) = B(x2), asi
Blx) = Bla1) + B(x2) y por lo tanto ¢(f1) = B(z) — B(x2), es decir, & — x2 € B~ (d(f1)).
Observese que r = 2 + (z — x2), lo que prueba que B~Y(¢(f1) + ¢(f2)) C B~ H(d(f1)) +
B 1(o(f2)). La otra contencién es inmediata.

Del parrafo anterior se deduce que (b1 + nbe) + (di + ndz) € B~ (é(f1 + nf2)), para toda
n € Z*. Evaluando la funcién ¥ en f; + nfo se tiene que ¥(f1 + nfs) = di + ndy =
»(f1) + n(f2) que es lo que se queria demostrar.
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3) 1 hace conmutar el diagrama.

Sea fe Fyxz=b+de B3 o(f)) donde b € ker(B) y d € D.

por otro lado

asi S o) = ¢.

<) Sea ker(8) < D < B tal que D/ker(f) es finitamente generado. Supongamos el caso
particular cuando D/ker(f) es ciclico. Consideremos el morfismo ¢ : D/ker(5) — C
dado por ¢(d+ker(5)) = 5(d), asi existe, por hipétesis, ¥ : D/ ker(8) — B morfismo que
extiende a ¢.

D/ker(8)
Se demostrara que D = ker(3) ® E donde E = (D /ker(3)).

1) ker(8)NE = {0}
Si x € ker(8) N E, x = ¢(d + ker(B)) y por otro lado 0 = B(x) = B(¢(d' + ker(B))) =
o(d" + ker(5)) = B(d’) lo que implica que d' € ker(f) y por consiguiente z = 0.

2) D=ker(B)+ F
Sea d € D. Entonces d + ker(3) € D/ker(3), asi (¢ (d + ker(53))) = ¢(d + ker(5)) = B(d).
Observemos que d — ¥(d + ker(3)) € ker(5) lo que demuestra que d = 1(d + ker(3)) + b
para alguna b € ker(3).
Lo anterior prueba que ker(3) es sumando directo de D y por lo tanto ker(/3) es un sub-
grupo puro de B, ver teorema 3.1.26. Ahora supongamos que D/ ker(f) es suma directa
de grupos ciclicos. Podemos suponer que existe E1, Es, E3, ..., E,, subgrupos de D tales que

E;/ker(B) es ciclico para toda ¢ = 1,2,3,...,n y ademds D/ker(5) = @ (E;/ker(8)). Por

i=1
lo demostrado en los parrafos ateriores el subgrupo ker(3) es sumando directo de cada E;
y por el teorema 1.1.18, se concluye que ker(f) es sumando directa de D y ahora por el

teorema 3.1.26, se tiene que ker(/3) es un subgrupo puro de B lo que demuestra que

0—ASB 00

es exacta-pura. ]
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3.3. Presentacién de los grupos algebraicamente compactos

Recordemos que el proposito principal de este capitulo es dar una generalizacion de los
grupos divisibles y en particular se desea explorar la propiedad de ser sumandos directos
de grupos que los contengan. El teorema 3.1.7, nos dice que todo sumando directo de un
grupo es un subgrupo puro, sin embargo, el reciproco no siempre es cierto, ver ejemplo
3.1.21. Sin embargo, podemos encontrar grupos a los cuales no les pasa este inconveniente.

Ejemplo 3.3.1. Los grupos divisibles y los grupos acotados son sumandos directos de
cualquier grupo que los contenga como subgrupos puros.

Un segundo inconveniente, sobre la pureza de un grupo A, es que es dependiente del
grupo que contenga a A como subgrupo.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el grupo aditivo de los enteros gaussianos
Z[i| = {a + bila,b € Z}.

Es evidente que Z[i| = Z & (i), por lo que Z es un subgrupo puro de Z[i| que ademds es
un sumando directo. Si por otra parte consideramos a Z como subgrupo de Q, esté no es
un subgrupo puro, ver ejemplo 3.1.8.

Teniendo todo esto en cuenta, podemos dar la siguiente definicion.

Definicion 3.3.3. Un grupo A es llamadao algebraicamente compacto si es sumando di-
recto de cualquier grupo que lo contenga como un subgrupo puro.

Corolario 3.3.4. Los grupos divisibles, grupos cociclicos y grupos acotados, son algebrai-
camente compactos.

Para estudiar y ampliar nuestro conocimiento de los grupos algebraicamente compactos
necesitamos nociones basicas sobre topologia, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. La siguientes condiciones sobre un grupo A son equivalentes:
1. A es algebraicamente compacto.
2. A es un sumando directo de un grupo que admite una topologia compacta.

3. Si todo subsistema finito de un sistema de ecuaciones sobre A tiene solucidon, entonces
el sistema completo tiene solucion en A.

Con este ultimo resultado queda claro el nombre usado de grupos algebraicamente
compactos. Una nueva equivalencia de éstos esta intimamente relacionada con los grupos
ciclicos y los grupos cociclicos.
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Teorema 3.3.6. A es un grupo algebraicamente compacto si y solo si es un sumando
directo de un producto directo de grupos cociclicos.

Corolario 3.3.7. Un grupo reducido algebraicamente compacto es un sumando directo de
un producto directo de p-grupos ciclicos.

Corolario 3.3.8. Un producto directo es algebraicamente compacto st y sélo si toda com-
ponente es algebraicamente compacto.

Sin duda una de las topologias méas sobresalientes que podemos definir en un grupo
abeliano A es la topologia Z-adica, la cual estd intimamente relacionada con los grupos
algebraicamente compactos.

Lema 3.3.9. Sea A un grupo. SiV := {nA : n € N}, entonces V cumple las siguientes
propiedades:

1. 0 €V para todo V €V
2. Para todos U,V €V, existe W €V tal que W CUNV

Teorema 3.3.10. Para todo elemento x en un grupo A, definimos V := {z+nA :n € N}.

SiB = |J V., entonces existe una topologia T, que la llamaremos la topologia Z-adica del
€A
grupo A, para la cual B es una base de vecindades.

Teorema 3.3.11. Un grupo A es completo en la topologia Z-adica si y sélo si A es un
grupo reducido algebraicamente compacto.
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