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Introduccion

Una advertencia antes de comenzar: escribo la primera parte de esta introduccion
suponiendo que el lector de esta tesis es, como yo, un alumno de pregrado y no
necesariamente esta especializado en el tema. Esto con el fin de presentar de forma
mas sencilla -espero- esta tesis.

En las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) existen ecuaciones que “explotan”
en tiempo finito, es decir, la solucién tiene un valor acotado sobre un intervalo de
tiempo finito [0,7") antes de que tienda a infinito mientras mas cerca se esté del
tiempo de explosion T'. Por poner un ejemplo simple, consideremos la ecuacion

dz 9
—_— x
dt ’ (0.1)
z(0) = 1.
La solucién a esta ecuacion es
1

Conforme nos acercamos a 1 en el tiempo, el denominador va acercandose a 0. Cuando
llegamos a 1 la solucién toma un valor infinito, i.e., ha “explotado” y el tiempo de
explosion es T' = 1. Este tipo de comportamiento esta presente también en las Ecua-
ciones Diferenciales Parciales (EDP) -y en otro tipo de ecuaciones con un componente
aleatorio de las cuéles hablaremos méas adelante-. Por ahora nos centramos en el caso
deterministico; Fujita [12] estudio la existencia de soluciones globales y locales de un
tipo particular de problemas de valores iniciales con condiciones de Dirichlet en la
frontera. Considérese la siguiente ecuacion

% — Aul,t) + Glu(z, 1), t>0,z€Q,
u(0,2) = f(), req, 02)
u(t,z) =0, t>0,x €09,
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donde © C R? es un dominio (un conjunto acotado, abierto y conexo), G : R — R es
una funcién continua. Fujita demostré que, en el caso especial en que

G(z) =2, £>0,8>0,

la solucion a (0.2)) explota en tiempo finito si se cumple la condicion

/Df(:v)z/)(x)dx > AP (0.3)

En la ecuaciéon anterior, \; > 0 es el primer eigenvalor del problema de Dirichlet del
laplaciano en €):

Ap+Ap=0, ze€D,
¢(xr) =0, zedD.

() es la eigenfuncion correspondiente a A\, normalizada por ||[¢||1 = 1.

Para algunos lectores quizd parezca que las tnicas investigaciones que se pudieran
hacer sobre este tipo de ecuaciones “explosivas” se llevan a cabo en el terreno de las
EDO o las EDP. Sin embargo, consideremos por un momento la posibilidad de que
en nuestro problema haya un componente azaroso. Justamente este trabajo considera
un problema inspirado en los resultados arriba mencionados, con el anadido del antes
mencionado factor aleatorio (al que llamaremos un ruido multiplicativo) que depende
tnicamente del tiempo. Entonces nuestra ecuacion es del tipo

du(t,z) = [Au(t, ) + G(u(t, z))|dt + rku(t,x)dW (t). (0.4)

Aunado a que, quiza la notaciéon parezca distinta a la que se suele ver en la teoria de
las EDO y las EDP, es notorio que ahora tenemos un coeficiente extra W (t). Ya se ha
dicho que W depende del tiempo y, lo mas natural seria pensarla como una funciéon
continua de ¢ ... bueno, no precisamente. W (t) es lo que se conoce como un proceso
estocastico (para el caso que nos ocupa, resulta ser el movimiento browniano) y
se conoce como una ecuacion diferencial parcial estocastica [sic].

Es conveniente hacer aqui una pausa. En el supuesto de que gran parte de los lectores
que lleguen a revisar este manuscrito estan en el nivel de estudios de pregrado en
ciencias, hago el siguiente comentario. Para elaborar este escrito me fue necesario
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adquirir ciertas bases en calculo estocastico y un poco de teoria de semigrupos de
operadores lineales acotados (anélisis funcional). Considero que este material es muy
interesante pues engloba dos de las materias que me fueron mas atrayentes en mi
carrera universitaria: los procesos estocasticos y las ecuaciones diferenciales parciales.

Dicho esto, esclarecemos que las ecuaciones que abordamos en la presente tesis tam-
bién “explotan”. ;Por qué deberian interesarnos ecuaciones de este estilo? Mas alla
de que por si mismas son interesantes como objetos mateméticos hay otro punto a
destacar; este tipo de ecuaciones se usan también en modelacion de sistemas en el
mundo real (por ejemplo, en finanzas). Por lo tanto, si se modela un problema nos
interesa saber si este tiene soluciéon y bajo qué circunstancias ésta deja de existir.

Procedamos ahora, de manera més formal, a la presentacion del estudio que nos ocupa.
En este texto tratamos una ecuacion diferencial estocastica semilineal en dos versiones
(afectada por uno y dos ruidos aleatorios). Los resultados principales de esta tesis
son los siguientes: Para la primera version de nuestra ecuacion se obtienen una cota
superior y una inferior del tiempo de explosion. Ademas de esto, se establecen algunas
condiciones bajo las cuales puede existir una solucién global. Para la segunda version
linicamente se obtiene una cota superior para el tiempo de explosion. Finalmente, se
realiza una comparacion entre las estimaciones que ofrecen ambas cotas superiores
sobre la probabilidad de explosion en tiempo finito de la ecuacion. Cabe destacar que
tomamos como base los articulos de Dozzi, Mimbela [§] y Niu, Xie [24]. El primer
articulo estudia la versiéon de un sé6lo ruido, mientras que el segundo se ocupa del caso
con dos ruidos independientes.

La estructura del documento es la siguiente: en el capitulo [1| damos algunas de las
definiciones y resultados en procesos estocésticos, calculo estocéstico y analisis fun-
cional de los que nos servimos para obtener nuestros resultados. A continuacién, en
el capitulo [2| realizamos el estudio de una ecuaciéon diferencial estocastica semilineal
con un ruido . Observamos que su soluciéon puede explotar y procedemos a ob-
tener una cota superior y una inferior para su tiempo de explosion. Para finalizar, en
el capitulo |3| nos ocupamos de la version con dos ruidos, véase la ecuacion , y
obtenemos una cota superior para el tiempo de explosion. Establecido este resultado
hacemos una comparaciéon entre las probabilidades de explosion en tiempo finito para
la ecuacion en sus dos versiones.

Los resultados aqui presentados son validos para dominios espaciales méas generales.
Por simplicidad se ha optado por tomar dominios relativamente sencillos, con los
cuales se ha enfrentado cualquier estudiante de la carrera de matematicas, a saber ,
las bolas abiertas en el espacio euclidiano. En nuestro desarrollo salta a la vista que las
ecuaciones y las condiciones que se establecen para estas son bastante especificas. Una
tendencia de las matematicas es realizar generalizaciones cuando esto es asequible,
ientonces por qué se hizo esto? La razon es que tales caracteristicas permiten calcular
de forma explicita diversas cantidades en nuestros resultados, y cuando se habla de
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aplicaciones, no se puede desestimar la capacidad de poder computar directamente
algunos ntimeros -con el perdéon de Stanistaw Ulam-.

En el desarrollo de este escrito he tratado de mostrar con mas detalle las demostra-
ciones de los resultados que se obtienen en los articulos [8] y [24], en particular en
la tltima seccion del capitulo |2l donde se da una demostracion de resultados para los
cuales en el material original s6lo se da un esbozo de la demostracion.



Capitulo 1

Preliminares

Para la lectura de este escrito damos algunas de las definiciones y resultados necesa-
rios para entenderlo. No obstante, no es la intencién incluir todo el material previo
pues al hacerlo el trabajo se volveria muy extenso y la revisiéon del mismo seria por
demés tediosa y agotadora para el lector. Por la razén anterior hemos omitido cierto
material conjeturando que el lector tiene algunos conocimientos previos en anélisis
matematico, ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) y probabilidad. En esta
seccion de preliminares abordamos temas de procesos estocasticos, ecuaciones diferen-
ciales estocésticas y anélisis funcional. Al principio de cada seccidn se citan los textos
de los cuales se obtuvieron los resultados dados; estos mismos textos se sugieren como
libros de consulta para los temas aqui vistos.

1.1. Procesos estocasticos

Imaginemos un proceso que evoluciona conforme transcurre el tiempo; supongamos
ademas que los cambios en este sistema a lo largo del tiempo no se dan de una
forma deterministica sino por medio del azar. Ahora bien, para un tiempo fijo ¢
podemos considerar que dicho procedimiento exhibe el comportamiento propio de
una variable aleatoria; ésta es la idea intuitiva de un proceso estocéstico. La teoria
sobre estos procesos tiene numerosas aplicaciones en distintos ambitos, desde la fisica
hasta la economfa. A continuacién damos algunas nociones sobre procesos estocasticos
tomando como referencias los textos Karlin|[I5]|, Karatzas [14], Ross [30], Tudor [34]
y Zhao [4].

Definicion 1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; :
t € T} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral, donde las
variables estdan definidas en un mismo espacio de probabilidad y toman valores en un
espacio medible S llamado espacio de estados.
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Notaciéon. Un proceso estocastico se puede pensar como una funcién de dos variables
(t,w) — X(t,w) por la nocién de que X; es una variable aleatoria. Sin embargo,
usando la definicién anterior lo consideramos como una familia de variables aleatorias
{X:,t > 0} donde una variable aleatoria esta determinada para cada t > 0 y se ha
tomado T" = R*. Asi las cosas, fijando ¢ tenemos la variable aleatoria X; : Q — R.
Por simplicidad usamos la notacion X (¢) para referirnos a un proceso estocastico.

Notacion. Denotamos R* como el conjunto de los ntimeros reales no negativos.

Definicion 1.2. Para w € Q) fijo, la funcion X, (w) con t > 0 se llama la trayectoria
o realizacion del proceso X asociado a w.

Definicién 1.3. Un movimiento browniano estindar unidimensional de pardmetro

o2 es un proceso estocdstico {B(t),t > 0} con valores en R que cumple las siguientes

propiedades:

1. B(0) =0 c.s.
2. Las trayectorias son continuas.

3. Incrementos independientes: Para cualesquiera tiempos 0 < 11 <ty < --- < t,,
las variables By, , By, — By, ..., By, — By, , son independientes.

4. Incrementos estacionarios: Para cualesquiera tiempos 0 < s <t y 0 < h, la
variable incremento B(t + h) — B(s + h) tiene distribucion N(0,0%(t — s)).

Notacion. Usamos el acrénimo c.s. para la frase “casi seguramente”.

Definiciéon 1.4. Sean Bi(t), ..., Bq(t) movimientos brownianos estindar unidimen-
stonales e independientes. El movimiento browniano d-dimensional es el proceso

Definicién 1.5. Sea (2, %, P) un espacio de probabilidad. Una filtracion es una fami-
lia de sub-c-dlgebras {Fi}i>o de F tal que Fs C F cuando 0 < s < t. La filtracion
natural o candnica de un proceso a tiempo continuo {X (t) : t > 0} definido en dicho
espacio de probabilidad es la filtracion dada por F; = o(X(s) : 0 < s < t). A esta
filtracion se le denomina la historia del proceso al tiempo t.

Notacion. Un espacio de probabilidad dotado de una filtraciéon se dice un espacio de
probabilidad filtrado (2, %, {%# }i>0, P).

Definicién 1.6. El proceso estocdstico {X (t),t > 0} se dice medible si para cada
A € BRY), el conjunto {(t,w) : Xi(w) € A} pertenece a la o-dlgebra producto
A(]0,00)) @ F; en otras palabras, si el mapeo

Xi(w) : ([0,00) x Q, B([0,00)) ® F) — (RE, BRY)) (1.2)

es medible.
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Definicion 1.7. Decimos que el proceso {X(t),t > 0} es adaptado a la filtracion
{Fi}i>0 st para cada t > 0 la variable aleatoria X (t) es Fi-medible.

Definicion 1.8. Una variable aleatoria T con valores en RT U {co} es un tiempo de
paro respecto de una filtracion {.%; }1>0 si para cadat > 0 se cumple que {T <t} € .%;.

Definicion 1.9. Sea B(t) un movimiento browniano d-dimensional y sea E C R.
Definimos el tiempo de primer arribo a E como

(1.3)

mf{t >0: B(t) € E} siB(t) € E para algin t > 0
T =
b 00 e.o.c.

Notacion. Usamos el acronimo e.o.c para la frase “en otro caso”.

Definicién 1.10. Sea B(t) un movimiento browniano d-dimensional y D C RY, si

definimos el proceso
B(t T < Tpe
O S (1.4
0 sit > Tpe,
donde Tpe es el tiempo de primer arribo al complemento de D en R? y 0 € R? es
un punto en el que fijamos el movimiento browniano (llamado punto cementerio) al

momento que se llega por primera vez a RY\ D. A este movimiento browniano se le
llama movimiento browniano detenido (o matado) en el complemento de D.

Definicién 1.11. Un proceso estocastico {X (t),t > 0} con valores reales es una
martingala respecto de una filtracion { % >0 si se cumplen las condiciones

1. X(t) es Fi-adaptado para cada t > 0.
2. Para cada t >0, E(|X(t)]) < oo.

3. Para s <t se tiene

Si se cumplen las primeras dos condiciones de la definicion[I.11]y en lugar de la tercera
se cumple X (s) < E(X(t)|-%s) el proceso se llama una submartingala, si en cambio
se cumple X (s) > E(X (¢)|.%;) el proceso sera una supermartingala.

Definicion 1.12. Decimos que un proceso estocdstico { X (t),t > 0} es uniformemente
integrable st
lim sup {E’X(t)‘ﬂ{|X(t)\>n}} = 0. (15)
n—oo t>0
Observacion 1.1. Se puede considerar también que un proceso sea cuadrado inte-

grable en un intervalo finito [0,T], en cuyo caso el supremo en t se toma sobre el
intervalo [0, T.
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Definicion 1.13. Sea (Q2,.7,{.Z:}i>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y X (t)
un proceso F-adaptado. Decimos que X (t) es una martingala local si se cumplen

1. Existe una sucesion {7,}2, de tiempos de paro tal que

lim 7, =00 c.s.
n—o0

2. Para cada n el proceso X(t A\ 1,) es una martingala uniformemente integrable.

Definicién 1.14. Sea (2, F,{.%: }1>0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Decimos
que {X(t),t > 0} es una semimartingala si admite la representacion

X(t)=X(0)+M(t)+A(t), 0<t<oo, (1.6)

donde M(t) es una martingala local y A(t) un proceso F;-adaptado de variacion finita.

1.2. CAlculo estocastico

El calculo estocastico versa sobre la construccion de herramientas andlogas a las
del célculo diferencial e integral que permiten “operar” con los procesos estocésticos,
siendo por supuesto la integral estocastica una de sus herramientas principales. La
construccion de esta integral se da, en un principio, para un tipo béasico de procesos
(llamados “procesos simples”); posteriormente se amplian estos resultados para definir
dicha integral para procesos mas generales (como lo son los procesos de Itd). Para
mas referencia sobre célculo estocéstico véanse Durret [10], Karatzas [14], Klebaner
[16] y Le Gall [18]. A continuaciéon damos algunas nociones sobre célculo estocastico.

Observacion 1.2. Para la construccion de la integral estocdstica, existen las vertien-
tes de Ito y de Stratonovich. La sequnda estd construida de tal forma que algunos
resultados, como la formula de integracion por partes y la regla de la cadena, son los
mismos que en el cdlculo tradicional. Sin embargo, en la teoria es mds comun utilizar
la integral dada por Ité. Ambas construcciones guardan una relacion que posibilita
transitar entre ambas definiciones. Véanse [14)] secc. 3.2.D, Klebaner [16] secc. 5.9 y
Oksendal [25] secc. 3.3.

Definicién 1.15. Un proceso simple no aleatorio {X(t),t > 0} es un proceso para

el cual existen tiempos 0 =ty < t; < ... <t, =T y constantes cy,c1,...,Cn_1, tales
que
n—1
X(t) = coly=oy + Z Cillfret; tia]}s (1.1)
i=0

donde T' € [0, 00).
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Definiciéon 1.16. La integral de Ité de un proceso simple no aleatorio respecto de un
movimiento browniano B(t) estd definida como la suma

/X 1dB(t nzlcl(B(tHl)—B(ti)), (12)

1=0
donde T € [0, 00).

Proposicion 1.1. La integral de It6 de un proceso simple no aleatorio es una variable
aleatoria Gaussiana con media cero y varianza

Var</ X(t)dB(t ) Zc tig1 — ). (1.3)

Para ser capaces de integrar procesos aleatorios debemos de permitir que las cons-
tantes ¢; en (1.1) sean aleatorias, esto es, reemplazandolas por variables aleatorias

&i-

Definicién 1.17. Decimos que el proceso {X(t),t > 0} es progresivamente medible
con respecto a la filtracion {F;}i>o si para cada t > 0 y E € B(RY), el conjunto
{(s,w) : 0<s<t,weN X(tw) € E} pertenece a la o-dlgebra producto A([0,t]) ®
Fy, es decir, el mapeo X (s,w) : ([0,t] x Q,2(|0,t]) @ F) — (R, B(RY)) es medible
para cada t > 0.

Los resultados para integrales estocésticas requieren que el proceso integrado sea
justamente un proceso progresivamente medible; sin embargo, existe un resultado
para un tipo especial de procesos .#;-adaptados que implica que estos resultan ser
progresivamente medibles (véanse Karatzas [14] secc. 1.1, Tudor [34] secc 1.2 y Le
Gall [18] secc 3.1).

Proposicion 1.2. Si el proceso {X(t),t > 0} estd adaptado a la filtracion {F >0
y todas sus trayectorias son continuas por la derecha (o por la izquierda), entonces el
proceso X (t) es progresivamente medible.

Una de las propiedades del movimiento browniano estandar es que todas sus tra-
yectorias son continuas. Asi, este proceso resulta ser progresivamente medible con
respecto a su filtraciéon natural. Como consecuencia, los resultados correspondientes
a la integral estocastica se cumpliran para este proceso.

Definiciéon 1.18. Sea (2, . F, {.Z: }1>0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Decimos
que un proceso {X(t),t > 0} es un proceso adaptado simple respecto de la filtracion
{Zi} >0 si existen tiempos 0 =ty <ty < ...<t, =T € [0,00) y variables aleatorias
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0,1, -, &1, tales que & es constante, las & son Fy,-medibles y B(£?) < oo, i €
{1,...,n — 1} tales que

n—1

X(t) = &ly—oy + Z Eilftetts b} (1.4)

=0

Para estos procesos definimos la integral de It6 de la siguiente manera:

Definiciéon 1.19. La integral de un proceso adaptado simple se define como la suma

n—1

| xX@ane =Y (Bt - ) (1)

1=0

donde T € [0, 00).

La integral de It6 para procesos simples tiene algunas propiedades similares a las
integrales de Riemman-Stieljes y Lebesgue.

Teorema 1.1. Sean X (t) y Y (t) dos procesos adaptados simples, entonces la integral
de Ité cumple lo siguiente:

1. Linealidad. Sean o, 8 € R entonces
T T T
/ [aX(t)+ BY (t)]|dB(t) = 04/ X(t)dB(t) + ﬁ/ Y (t)dB(t). (1.6)
0 0 0
2. Para la funcion indicadora 1yery se cumple

T
/ Lge@mdB(t) = B(b) — B(a), 0<a<b<T,
0

T b
/ X(t)]l{te(mb]}dB(t) = X(t)dB(t), 0<a<b<T.
0

a

3. Propiedad de media cero.

E(ATXQMB®):O. (1.8)

(ATXQMBGO2

4. Isometria.

T
E
0

= / E (X(t)?) dt. (1.9)
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Hasta este punto hemos definido la integral de It6 para procesos simples; sin embargo,
es de nuestro interés definir esta integral para procesos més generales. Afortunada-
mente podemos aproximar los procesos progresivamente medibles mediante sucesiones
de procesos simples y, més aun, la integral de estos tltimos mediante la sucesion de
integrales de los procesos simples; para esta parte véanse Karatzas [14] secc. 3.2.A y
Le Gall [18] secc. 5.1.4.

Teorema 1.2. Sea X(t) un proceso progresivamente medible tal que con probabilidad
1 se cumple 2dt < 00. Entonces su integral de Ité estda definida y tiene las

f
propiedades y ; st adicionalmente el proceso cumple
T
/ E (X(t)%) dt < o0, (1.10)
0
su integral también cumple las propiedades Y .

1. Linealidad. Sea Y (t) un proceso progresivamente medible tal que su integral de
Ito esta definida y sean o, B € R. Entonces

T T T
/ QX () + BY ()] dB(H) :a/ X(t)dB(t)+ﬁ/ Y(#)dB@#).  (L11)
0 0 0
2. Para la funcion indicadora Lyery se cumple

/ X(t ]l{te(a b]}dB / X(t)dB(t 0<a<b<T. (1.12)

3. Propiedad de media cero.

E (/OTX(t)dB(t)) 0. (1.13)
(/OTX(t)dB(t))2

Hagamos una observacion importante' consideremos un proceso X(t ) cuya integral en
[0, 7] esta definida, i.e., [, X (s)dB(s) existe. Si hacemos Y (t) = [i X ) para 0 <
t < T entonces tenemos que {Y( ),t > 0} es un proceso estocastlco y, mas aun, Y (t)
tiene media cero por y varianza dada por (|1.14)).

4. Isometria.

= /TIE (X (¢)?) dt. (1.14)

Como consecuencia importante de los teoremas anteriores tenemos los siguiente co-
rolarios:
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Corolario 1.1. Si X(t) es un proceso continuo adaptado entonces su integral de Ito

/ X(t)dB(t), 0<T < oo, (1.15)

estd definida.

Corolario 1.2. Si f : R — R es una funcion continua entonces la integral

/T f(B(t)dB(t), 0<T < oo, (1.16)
0
estd definida.

Otro resultado importante es el de la esperanza del producto de dos integrales esto-
casticas.

Teorema 1.3. Sean X (t) y Y (t) dos procesos progresivamente medibles tales que

/0 E (X(1)* dt<oo/ ) dt < . (1.17)

Entonces
E (/OTX(t)dB(t) /OTY(t)dB(t)) - /OTE(X(t)Y(t))dt. (1.18)

Como ya se ha dicho, la integral de [t6 es un proceso estocastico y como tal posee
propiedades interesantes, como es el ser una martingala y el hecho de que siempre
existe una version de ésta que es continua por la derecha, véanse Karatzas [14] secc.
1.3 y Tudor [34] secc.4.1.1; de aqui en adelante asumimos que estamos trabajando
con la version continua de dicha integral.

Definicion 1.20. Una martingala X (t) es cuadrado integrable en [0, T si su sequndo
momento es acotado, i.e.,

E(X(t)?) <oo, 0<t<T. (1.19)

Si la desigualdad anterior se cumple para todo t > 0 simplemente decimos que el
proceso es una martingala cuadrado integrable.

Teorema 1.4. Sea X (t) un proceso progresivamente medible tal que fOT E(X(s)?)ds <
oo. Entonces el proceso

_ /tX(s)dB(s), 0<i<T, (1.20)

es una martingala continua cuadrado integrable con media cero.

Corolario 1.3. Para cualquier funcion f : R — R acotada, la integral fot f(B(s))dB(s)
es una martingala cuadrado integrable.

Observacion 1.3. Es importante destacar que la integral estocdstica se define como
un limite en L?, véanse Karatzas [T])] secc. 3.2-3.2.B y Oksendal [25] secc. 3.1-3.2.
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1.2.1. Variaciéon cuadratica

Un elemento esencial en el calculo estocastico del movimiento browniano es la va-
riacion cuadratica, la cual emerge en repetidas ocasiones y esté inmersa en varios de
los resultados més importantes del célculo estocastico. Por poner algunos ejemplos, la
variacion cuadratica hace su aparicion en las formulas andlogas a la regla del producto
y la integraciéon por partes.

Definicién 1.21. La wvariacion cuadrdtica de un proceso estocdstico {X(t),t > 0}
estd definida como

(XT(1) = lim Y (X (1) — X(57)° (1.21)

donde para cada n,{t?}", es una particion de [0,t] y el limite es en probabilidad,

tomado sobre las particiones que cumplen 6, = méxo<;<n{ti, —tI'} con

lim 4,, = 0. (1.22)

n—0o0

Teorema 1.5. La variacion cuadrdtica del movimiento browniano sobre [0,t] estd
dada por
[B](t) =t. (1.23)

Teorema 1.6. Si g es una funcion continua de variable real y de variacion finita,
entonces su variacion cuadrdtica es cero.

Teorema 1.7. La variacion cuadrdtica de la integral de Ito, fg X(s)dB(s), estd dada
por

[ /0 'X(s)dB(s)} (1) = /O X (s)2s (1.24)

De los dos teoremas anteriores, se sigue que si una integral estocastica tiene variacion
cuadratica positiva, entonces tiene variacion infinita en el intervalo [0, ¢].

Definicion 1.22. La covarianza cuadrdtica de dos procesos X (t),Y (t) se define como

(X Y1) = S [IX +Y](0) = [X] () = YT ()], (1.25)

h< N | —

Proposicion 1.3. Sean X(t),Y (t) dos procesos, entonces su covarianza cuadrdtica

tiene las siguientes propiedades

1. FEs bilineal.

2. Es simétrica.
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3. S {tr}r, es una particion de [0,t] para cada n y éstas cumplen

lim 4, = 0, (1.26)

n—00

para 0, = MaXo<;<n {17, — 17}, entonces

X, Y] (t) = lim Z () - X V() - Y], (@2

donde el limite es en probabilidad.

Corolario 1.4. Sean X(t), Xo(t) dos procesos con integrales estocdsticas Y1(t), Ya(t)
respecto del mismo browniano, entonces su covarianza cuadrdtica cumple

¥, Ya)(t / X1 () Xa(s (1.28)

Notacion. La covarianza cuadratica [X, X](t) es, por definicion, la varianza cuadra-
tica [X](t).

Definiciéon 1.23. Un proceso de la forma

Y(t) = Y(0) —i—/t,u(s)ds—i—/ta(s)dB(s), 0<t<T (1.29)

se denomina un proceso de It6, donde Y (0) es Fo-medible y los procesos pu(t) y o(t)

son Fi-adaptados y tales que fo lp(t)|dt < oo y fo (t)%dt < oo. Asi definido,
decimos que el proceso Y (t) tiene el diferencial estocastzco

dY (t) = u(t)dt + o(H)dB(t), 0<t<T. (1.30)

Proposicion 1.4. Sea Y (t) un proceso de Ito. Entonces su variacion cuadrdtica esta
dada por

Y]t = l /0 | a(s)dB(s)} (t) = /0 o(s)%ds. (1.31)

En la proposicién anterior recordemos que, por las propiedades de las integrales, el
proceso {Y (t),0 <t < T} es una funcién aleatoria continua, fOT 1(s)ds es una funcion

continua de ¢ y es de variacion finita y la integral de It fOT o(s)dB(s) es continua.

Teorema 1.8. Si X (t) y Y(t) son dos procesos de Ito y X (t) es de variacion finita,
entonces su covarianza cuadrdtica es cero

X, Y](t) = 0. (1.32)
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Notaciéon. Para la manipulaciéon de los diferenciales estocasticos, vamos a usar la
siguiente notacion:

dY (t)dX (t) = d[X, Y](t). (1.33)

Dos de los diferenciales que usaremos mas seguido son dt y dB(t); usando esta notacion
y los teoremas [I.6] [1.5] y [I.§] tenemos lo siguiente:

dB(t)dt = d[B, 1] (t)
t

(dt)* = dlt,?](t)
)*

- (1.34)
(dB(t))” = d[B, BJ(t )

Una extension natural de las integrales con respecto al movimiento browniano es la
integral respecto de procesos de It6.

Definicion 1.24. Sea Y (t) un proceso de Ito que satisface
dY (t) = u(t)dt + cr(t)dB(t), 0<t<T, (1.35)
y H(t) es Fi-adaptado y satisface f(f ( )2ds < oo, fot |H(s)u(s)|ds < oo. Se

define la integral la integral del proceso H como

/H )dY (s /H ds+/H B(s), 0<t<T. (1.36)

1.2.2. Foé6rmula de Ito

La formula de It6 es uno de los resultados centrales del célculo estocastico, pues
permite caracterizar procesos y, mas ain, funcionales de procesos estocasticos

Teorema 1.9. Sea X (t) un proceso de Ité con diferencial
dX (1) = p(t)dt + o(t)dB(t), 0<t<T. (1.37)
Si f € C?, entonces el proceso f(X(t)) admite la representacion

FX@) = FXO) + [ PN +5 [ F(XEDotsPs, 0<i<T
(1.38)

Por los resultados discutidos con anterioridad, sabemos que un movimiento browniano
es un proceso de Ito

B(t) = /Ot dB(t). (1.39)

Asi las cosas, se sigue la formula de It6 para funciones del browniano.
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Teorema 1.10. Si B(t) es un movimiento browniano en [0,T] y f € C*(R), entonces
se cumple

FBW) =10+ [ FBE)aBE) +5 [ FBes o< (L)

Observacion 1.4. De forma mds general, la formula de Ito nos indica que si X (t)
es una semimartingala continua y f es una funcion dos veces continuamente diferen-
ciable entonces f(X(t)) es una semimartingala. Ahora bien, dado que B(t) es una
semimartingala entonces f(B(t)) es también una semimartingala si f € C?. Véanse
Klebaner [16] capitulo 8 y Karatzas [T])] secc. 3.53.A.

Definicién 1.25. Sean X (t), Y(t) dos semimartingalas continuas. La formula de
integracion por partes (estocdstica) esta dada por

:/0 Xls)d¥(s) +/0 Y(s)dX (s) + [X,Y](®). (1.41)

Usando la notaciéon definida con anterioridad, si

dX(t) = px (t)dt + oxdB(t),

dY (t) = py (t)dt + oydB(t), (1.42)

podemos obtener la covarianza cuadratica de los procesos X y Y por medio del
producto de sus diferenciales

d[X,Y](t) = dX(t)dY (t)

= [px (t)dt + oxdB(t)] [py (t)dt + oydB(t)]

= pux () py (8)(dt)? + px (t)oy (£)dtdB(t) + ox (t) py (t)dtdB(t) + ox (t)oy (t)(dB(t))?
(t)

ox(t)oy(t)dt. (1.43)

Esto nos lleva a la formula de diferencial de un producto.

Teorema 1.11. Sean X (t) y Y (t) dos procesos de Ito con diferenciales
dX (t) = px(t)dt + oxdB(t), (1.44)

dY (t) = py (t)dt + oy dB(t), '

entonces se cumple
AX)Y(t) = X(t)dY (t) + Y (t)dX (t) + ox(t)oy(t)dt. (1.45)

Notese que si uno de los procesos es continuo y el otro es de variacion finita, entonces
el término de la covarianza es cero. En tal caso, se tendria la regla usual del diferencial
de un producto.
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Teorema 1.12. Si f(z,y) es de clase C* y X(t), Y(t) son dos procesos de Ito,
entonces se cumple

P .Y () = o). vo) + [ .y

Lo
2 ), 0z?

t af
n / LX) Y (s)av ()

)
(X(s), Y (s)ixI(s) + - [ 2L

i 2 )y o

(X(s),Y(5))d[Y](s)

+%/0 aaygm(X(s),Y(s))d[X, Y1(s), 0<t<T.  (L46)

Cabe destacar que la formula de diferencial de un producto (estocéstico) se puede
obtener mediante el teorema [1.12] De este teorema también obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 1.5. Sea f(z,y) de clase C?, entonces

FB(0.0 = £(B0.0)+ [ BB + [ FBs).sas
n % /Ot %(B(s), 5)ds, 0<t<T (1.47)

1.2.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Las ecuaciones diferenciales ordinarias permiten modelar el comportamiento de un
sistema, cominmente tomando como parametro el tiempo. ; Qué pasaria si a este sis-
tema se le anade una perturbacion aleatoria, la cual, para los fines de esta tesis, sera
el ruido blanco? El resultado es una ecuacion diferencial estocastica. De forma similar
a su contraparte deterministica, las ecuaciones diferenciales estocasticas tienen diver-
sas aplicaciones entre las que destaca -ademas de las clasicas en fisica y biologia- la
modelacion en mateméticas financieras. Para este tema véanse Durrett [10], Karatzas
[14], Klebaner [16], Le Gall [18] y Oksendal [25].

Definicion 1.26. El ruido blanco se define informalmente como

=20,

Observacion 1.5. Hay que hacer notar que el movimiento browniano no es diferen-
ctable en ningun punto, pero se tiene la convencion de concebir al ruido blanco como
la derivada temporal del movimiento browniano.

(1.48)

Como su nombre lo indica, las ecuaciones diferenciales estocéasticas surgen cuando una
ecuacion diferencial parcial involucra una perturbacion por un ruido aleatorio. El tipo
de ecuaciones estocasticas que emplearemos en esta tesis se define a continuacion.
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Definicion 1.27. Sea (0, #,{.% }+>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y un mo-
vimiento browniano definido en él. Entonces una ecuacion de la forma

dX(t) = p(X(t),t)dt + o(X(t),t)dB(t), (1.49)
se conoce como una ecuacion diferencial estocdstica (EDE).

Definicion 1.28. Un proceso X (t) se llama una solucion fuerte de la ecuacion (1.49)
si se satisface

X(t)=X(0)+ /Otu(X(s), s)ds + /Ota(X(s), s)dB(s), 0<t<oo. (1.50)

Definicion 1.29. Decimos que (1.49)) tiene una solucion débil si existe un espacio de
probabilidad filtrado (2, % ,{ % }+>0,P) un movimiento browniano B(t) definido en él
y un proceso X (t) F-adaptado tal que

A~ ~ ~ ~

X(t) = X(0) +/0 (X (s),s)ds +/0 o(X(s),s)dB(s), t>0. (1.51)

Observacion 1.6. Es importante mencionar que en el caso de las EDE, solo se
conocen las soluciones para casos especificos, como las ecuaciones lineales. En otros
tantos, como las ecuaciones que tratamos en este trabajo, no se conoce la solucion
explicita.

Observacion 1.7. En la teoria de ecuaciones diferenciales parciales existe también el
concepto de solucion débil; este tipo de solucion serd el que usaremos en este trabajo.

Observacion 1.8. Andlogamente a las ecuaciones diferenciales deterministas, exis-
ten resultados sobre existencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales estocdsti-
cas. En los capitulos siguientes se dan las referencias correspondientes.

1.3. Andalisis funcional

El analisis funcional versa sobre el estudio de espacios de funciones. Uno de sus concep-
tos cobra especial relevancia en el estudio de las ecuaciones diferenciales estocasticas:
los semigrupos de operadores. Estos dan paso para la construccion de un tipo especial
de solucion, la solucion “mild”. Para mas referencia véanse Kreyzsig [17] y Pazy [27].
A continuaciéon damos algunas nociones sobre analisis funcional.

Definiciéon 1.30. Sean V y U espacios normados y T : V — U un operador lineal.
El operador T' se dice acotado si existe c € R tal que

| T(x)|| <c|lz|| para todo x € V. (1.1)
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Definicion 1.31. Sea V' un espacio de Banach. Una familia uniparamétrica {T(t),t €
[0,00)} de operadores lineales acotados T'(t) : V — V es un semigrupo de operadores
lineales acotados en V' si

1. T(0) = I, siendo I el operador identidad en V.
2. T(t+s)=T()T(s) para cualesquiera t,s > 0.
Definicion 1.32. Sea {T'(t),t € [0,00)} un semigrupo de operadores en un espacio

de Banach V. Definimos al generador infinitesimal A del semigrupo como

Af = 1tll'r(l)r1+ w, f € Dom(A) (1.2)

donde f pertenece a Dom(A) cuando el limite existe.

Definicion 1.33. Sea {T'(t),t € [0,00)} un semigrupo de operadores lineales acotados
en un espacio de Banach V. Decimos que este semigrupo es fuertemente continuo st

lim T(t)f = f para cada f € V. (1.3)
t—0+t

Notacién. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados se
denota como un semigrupo Cj.

Definicion 1.34. Sea T un operador lineal acotado, definimos su norma como

ir= s RN ool 20 (1.4

z€Dom(T) HxH

Teorema 1.13. Si {T'(t),t € [0,00)} es un semigrupo Cy, entonces existen constantes
w>0yM>1 tales que

IT()|| < Me*t  0<t< o (1.5)

Definicion 1.35. Sea {T'(t),t € [0,00)} un semigrupo Cy. Decimos que T(t) es un
semigrupo de contracciones si se cumple

|1T(t)]] <1 para 0 <t < oo. (1.6)

Definicion 1.36. Sea A el generador infinitesimal de {T'(t),t € [0,00)} un semigrupo
Cy definido en un espacio de Banach V. Ademds sean f € V y H : Rt x [0,T] —
V, H € L*. Entonces la funcion u dada por

u(t) =T()f + /tT(t —s)H(u,s)ds, 0<t<T, (1.7)
0
se llama la solucion mild (moderada) del problema
di;it) = Au(t) + H(u,t),  t>0,
u(0) = f.
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Observacion 1.9. El espacio de Banach en el que trabajamos es L?.

Observacion 1.10. A lo largo de este trabajo, al momento de presentar las ecuacio-
nes que son de nuestro interés presentamos ademds las nociones de solucion débil y
mild para las mismas.

1.4. Funcional de Dufresne

Un funcional muy particular que resulta esencial en la prueba de varios de nuestros
resultados es el funcional exponencial de un movimiento browniano con “drift” cons-
tante. Este funcional fue estudiado por Dufresne, quién pudo determinar su distribu-
cion (véase [9] proposicion 4.4.4). Sus resultados han sido retomados en Matsumoto,
Yor [2I] teorema 6.2 y Yor [36] corolario 4.2.2. En seguida enunciamos un resultado
sobre este funcional, que nos sera de gran utilidad en capitulos ulteriores.

Sea p € R, tenemos las siguientes definiciones

B = B(t) + ut,

t t
AW = / exp{2BW"}ds = / exp{2[B(s) + ps)}ds.
0 0
El funcional que es de nuestro interés es, en particular,

/ exp{2[B(s) — pt]}ds / exp{2B}ds — ACH.
0 0

Teorema 1.14. Sea o > 0, entonces el funcional ASH se tiene la misma ley que

2X,

donde X,, es una v.a. con distribucion Gamma I'(p,1).

Notacién. Usamos el acréonimo v.a. para la frase “variable aleatoria”.



Capitulo 2

Una ecuacion afectada por un ruido
unidimensional

En este capitulo introducimos una ecuacién diferencial parcial estocastica afec-
tada por un ruido blanco unidimensional; por la complejidad inherente al estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales estocasticas no podemos ofrecer una forma ex-
plicita de su solucion u(t, z). No obstante, se pueden realizar aproximaciones respecto
del tiempo de explosion -esto es, sobre la posibilidad de explosiéon de la solucién- vy,
més aun, sobre la existencia de una solucion global (i.e., que esta definida para todo
tiempo ¢ entre 0 e infinito). Para lograr este objetivo nos auxiliamos de una ecuacion
diferencial parcial aleatoria cuya soluciéon -v(t, z)- esta relacionada con u(t, z).

En la seccion se plantea el problema junto con los conceptos de soluciéon mild
y soluciéon débil para este tipo de ecuaciones, conceptos que resultan vitales para los
calculos de nuestras estimaciones. A continuacion, en la seccion [2.2] presentamos un
resultado que establece una relaciéon entre una solucion débil de y una solucién
débil de al demostrar que a partir de una solucién de la primera se puede
construir una solucién de la segunda.

Posteriormente, en la seccion 2.3, obtenemos una cota superior para el tiempo de ex-
plosion u(t, x). Esto es posible gracias a que de la solucion débil de se obtiene una
ecuacion diferencial cuya solucion tiene un tiempo de explosion que acota superior-
mente al de la soluciéon de . Mas atin, gracias a los resultados sobre el funcional
de Dufresne (abarcados en la seccion es factible determinar la probabilidad de
que la cota (que es un tiempo aleatorio) sea finita o infinita. Como consecuencia de
esto se obtiene una cota para la probabilidad de explosiéon en tiempo finito de u(t, x).

En la seccién se obtienen condiciones suficientes para que v(t, ) sea una solucion
global de (12.1]) -lo que implica la existencia de una solucion global para (2.1)-. En este
apartado nos valemos de la solucion mild de (2.1)) para obtener una cota inferior del

21



22 CAPITULO 2. UNA ECUACION AFECTADA POR UN RUIDO 1D

tiempo de explosion de u(t, x), con lo que se obtiene otra cota para la probabilidad de
explosion en tiempo finito de esta solucion. Por ultimo se derivan dos condiciones (un
poco mas especificas) con las que se puede garantizar la existencia de una solucion

global de (£2.1)).

Observacion 2.1. Es pertinente hacer un ultimo recordatorio antes de empezar a
abordar los problemas que nos ocupan. Aunque los resultados que presentamos a lo
largo del trabajo son vdlidos para conjuntos mds generales, vamos a realizar nuestro
estudio considerando bolas abiertas en R? para el caso de la variable espacial.

2.1. Una ecuacion diferencial estocastica semilineal
con un ruido

Sea D C R? d € N, una bola abierta. Consideramos una ecuacién semilineal de la
forma

u(0,2) = f(z) >0, r €D, (2.1)
u(t,z) =0, t>0,2€0D,

donde Sy K son constantes positivas, {B(t),t > 0} es un movimiento browniano
estandar unidimensional con respecto a (§2,.%,{.%:}:>0,P) espacio de probabilidad
filtrado y f : D — R* es de clase C?, f # 0. Ademés G : R — R* es localmente
Lipzchitz y satisface

G(z) > Cz"P 2>0, (2.2)

donde § > 0. Como s6lo suponemos que G es Lipschitz localmente, no podemos
descartar la posibilidad de existencia de una solucion tnicamente local (lo que da
paso a la explosion de la solucion de (2.1) en tiempo finito).

Para nuestra desventura, no conocemos la forma exacta de la soluciéon para la ecuacion
que acabamos de presentar. Pese a esto, es posible obtener informacién relevante
con relacion a esta. De esta forma conseguir estimaciones sobre la probabilidad de
explosion de la solucion y algunas condiciones para la existencia de una soluciéon global
para es el objetivo del presente capitulo.

Definicion 2.1. Decimos que un tiempo aleatorio T es un tiempo de explosion de
u(t, x) si las siguientes dos condiciones se cumplen:

» Parat < 7,sup,ep {|u(t,z)|} < oo c.s.
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= 51T < 00, entonces

lim sup {|u(t,z)|} =0 c.s..
t—=77 xeD

Intuitivamente, se puede entender que una funciéon -en nuestro caso, la solucién a
la ecuacion ([2.1))- explota cuando su valor se vuelve infinito para algin ¢ > 0. Si
esto sucede, entonces se tiene que la solucion a la ecuacion “sobrevive” tnicamente
en un intervalo finito de tiempo [0, 7) antes de que su valor se vuelva infinito al irse
acercando al tiempo de explosion 7. Para realizar las estimaciones sobre el tiempo de
explosion de (2.1) nos auxiliamos de tiempos aleatorios que logran acotarlo.

Definiciéon 2.2. Un tiempo aleatorio T se dice una cota superior(inferior) para el
tiempo de explosion T si T < 7(T > 1) c.s.

La existencia, unicidad y continuidad en las trayectorias de soluciones globales para
ecuaciones parabolicas perturbadas por un ruido blanco homogéneo en el tiempo han
sido investigados por diferentes métodos (véase e.g. Bergé et al. [I] teorema 2.1 , Denis
et al. [0] teorema 5, Gyongy y Rovira [13] teorema 2.1, Mikulevicius y Pragarauskas
[22] teorema 1) y diversos tipos de soluciones han sido propuestos -la tltima referencia
versa en especial respecto de soluciones fuertes-. Se pueden encontrar resultados de
existencia y unicidad de forma mas general, en particular de soluciéon débil y mild, en
Chow [3] capitulo 3.

Las nociones de solucion débil y solucion mild de (2.1) que vamos a usar son las
siguientes:

Definiciéon 2.3. Sea 7 < oo un tiempo de paro. Una familia de variables {u(t,z),t >
0,z € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman un proceso

Fi-adaptado es una solucion débil de (2.1) en el intervalo [0,7) cuando para cada
funcion de prueba p € C*(D), que desaparece en la frontera 0D se cumple

/D u(t, 2)p(x)dn = /D F@)p(z)dz + /0 t /D (s, 2)Ap(x) + G(uls, 7))o ()| drds

+ /ﬁ/ot /D u(s, z)p(x)dzdB(s), 0<t<r, (2.3)

c.s. en P.

Observacion 2.2. Usando la notacion (-,-) para el producto interno usual en L*(D),
podemos reescribir (2.3) como
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(u(t,x), ) = (f, @) —i—/o <u(s,x),A<p)ds+/0 (G(u(s,x)), p)ds
+ /{/0 (u(s,x), p)dB(s), 0<t<r. (2.4)

Observacion 2.3. La notacion anterior, que usaremos para escribir las soluciones
débiles, se utiliza de forma recurrente en la teoria de ecuaciones diferenciales parcia-
les.

Definicion 2.4. Sea 7 < oo un tiempo de paro y sea {S;,t > 0} el semigrupo d-
dimensional de movimiento browniano generado por el operador laplaciano A con
pardmetro de varianza 2 que desaparece en la frontera de D. Una familia de variables
{u(t,z),t > 0,2 € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman
un proceso Fi-adaptado es una solucion mild de en el intervalo [0,7) si se
satisface

u(t,z) = Sif(x) +/0 St—r(G(u(r,-)))(@)dr + /f/o St—r(u(r,-))(@)dB(r), 0<t<T,
(2.5)

c.s.enlP yctp. enD.

Notacién. Usamos el acronimo c.t.p. para la frase “casi en todas partes”.

Observacion 2.4. El semigrupo generado por el laplaciano opera de la siguiente
forma

S.f(x) = /D pi(e9) £ (9)dy,

donde p(x,y) es una funcion de transicion (no negativa) al tiempo t. Si D fuera todo
el espacio d-dimensional R, el semigrupo S; seria el kernel(niicleo) del calor:

Sif(w) = [ —e" S )y

La positividad de la soluciéon de (2.1) se sigue de teoremas de comparacion (véase
Bergé et al. [I] proposiciéon 3.1 o Manthey y Zausinger [20] teorema 3.3.1).
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2.2. Una ecuacion diferencial parcial perturbada por
un movimiento browniano unidimensional

En esta secciéon introducimos una ecuacion diferencial parcial relacionada a .
En la proposicion se establece una relacion entre las soluciones (u(t, z), v(t, x))
de ambas ecuaciones. Del anélisis de la ecuacion se obtienen, en las secciones
posteriores, dos estimaciones para el tiempo de explosién de la solucion u(t,x) y
algunas condiciones bajo las cuales la solucién es global.

Consideremos la ecuacion

2
20 t,0) = Ault, ) — Tt 1) + T POGEPOu(t,2), 1> 00D
v(0,2) = f(x), vep, &V
v(t,x) =0, x € 0D.

Observacion 2.5. Hemos de aclarar que las funciones G y f cumplen las mismas
condiciones que en . Por esta razon es posible que la solucion de (2.1)) explote
también en tiempo finito. Asimismo, la variable espacial esta definida en la misma
bola abierta D que en (2.1)).

Notemos que en la ecuaciéon anterior aparece el movimiento browniano B(t), lo que
podria dificultar trabajar con dicha ecuacién. Sin embargo, si fijamos w, hacemos
lo mismo con la trayectoria del movimiento browniano B(t) y obtenemos una ecua-
cion aleatoria, a la que podemos dar el tratamiento que se le da a las ecuaciones
diferenciales parciales. Como consecuencia de esto, resultados clasicos para ecuacio-
nes diferenciales parciales de tipo parabdlico aplican a este problema para mostrar
existencia, unicidad y positividad de la solucién hasta su eventual explosion (véase
Friedman [II] capitulo 7, teorema 9) y permiten realizar nuestras estimaciones.

Definiciéon 2.5. Sea 7 < oo un tiempo de paro. Una familia de variables {v(t,z),t >
0,z € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman un proceso

Fi-adaptado es una solucion débil de (2.1)) en el intervalo [0,T) si para cada funcion
de prueba ¢ € C*(D) que cumple p(x) = 0 para v € 0D se satisface

(b)) = () + [ (0Gs.). 80)s = [ (u(s.2), s

t
+/ (e " BEG (e BOy(s, 1)), p)ds, 0<t<r. (2.2)
0
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En la siguiente proposiciéon desvelamos un nexo entre las ecuaciones y .
De esta manera, a partir de una solucion u(t,x) de la primera podemos construir
una solucion v(t, z) de esta ultima. Mas atn, la relacién que poseen ambas soluciones
determina que tienen el mismo tiempo de explosion T'. Lo antes dicho da pie a que
podamos realizar estimaciones sobre el tiempo de explosion de u(t, x) trabajando con
v(t, ).

Proposicion 2.1. Sea u(t,z) una solucion débil de (2.1). Entonces la funcion defi-
nida como

v(t,x) = e *BOuy(t. ), t>0,2 €D,
es solucion débil de ([2.1)).

Demostracion. Sea u(t, z) una solucién débil de (2.1) y sea f(B(t)) = e *B® entonces
por formula de It6 tenemos lo siguiente

t K2 [t
e "Bl — 1 _ Ii/ e_”B(s)dB(S) + 7/ e "Bl s, (2.3)
0 0

Por el resultado de It sabemos que {e *P®) t > 0} es una semimartingala debido
a que B(t) es una semimartingala y ademas f(t) = e " es de clase C?. Para ¢ fija,
{(u(t,z), )10, (t),t > 0} es también una semimartingala. Aplicando la féormula de
integracion por partes tenemos

[e’“B(S)(u(s,x),@m = /Ot e "B d(u(s, ), p) + /Ot<u(s,x),gp>de“3(5)

+ [0 (-, 2), )] (B). (2.4)

Notemos lo siguiente

<'U(t,:v),go>—/Dv(t,x)w(x)dx—/[)e”B(t)u(t,x)w(x)dx

= "B /D u(t, z)p(x)dr = e "BO (u(t, ), ¢). (2.5)

Ademas, tenemos que usando ([2.3)) y (2.4]) resulta
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[0, ful-, ), )] (1) = & [ e *P0dB(s).k [ (u(s,2).)dB(s)| (1
- J o

¢
= —/12/ e B (u(s, 1), p)ds.
0

El resultado anterior se obtiene usando la bilinealidad de la covarianza cuadratica,
el hecho de que la integral de una funcién de variacion finita en el intervalo (0, 1)
respecto de la medida de Lebesgue también tiene variacion finita y la propiedad de
que la covarianza cuadrética de una funciéon con otra de variacion finita es cero. Por

(2.3]) tenemos

2
de "B6) = _ke "B dB(s) + %B%B(s)ds- (2.7)

Por (2.4) tenemos

d(u(s, x), ) = [{u(s, 2), Ap) + (G(uls, 7)), p)lds + K(u(s, 2), p)dB(s).  (2.8)

De (2.4) y (2.5) se deduce

,i2

t
= e’“B(O)W(O, x), ) + / (u(s,x), @) [—/ﬁe”B(s)dB(s) + 76753(5)615
0

+/0 e PO [(u(s, 2), Ap) + (G(u(s,2)), )]ds + k{u(s, z), 0)dB(s)]
+ [P0 (ul, @), )] (1)

=M&m@+A€”@M@@A@+@M&MWWS

—|—/£/0 e "B (u(s, x), p)dB(s) —/1/0 e B (u(s, x), ©)dB(s)

I€2 t

t
+5 6“Ww@mwﬁ—ﬁfew@wammw
0 0
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— (0(0,2),0) + / e~ B (u(s, 2), Ag) + (Gluls, z)), ¢)]ds

+ /0 e "B G (e By (s, 1)), ) ds. (2.9)

Esto implica que v(¢, x) es una solucion débil de (22.1]) y es diferenciable respecto de ¢
hasta su eventual explosion. Mas atin, como el laplaciano es un operador autoadjunto
y el hecho de que p(z) = 0 para x € 9D tenemos lo siguiente

(o(s.2).0) = [

Dv(s,x)Ago(x)dx :/ Av(s,z)p(z)dr = (Av(s,z), ). (2.10)

D

]

Observacion 2.6. La proposicion implica en particular que (2.1) posee una so-
lucion local fuerte pues la solucion estd definida en el espacio de probabilidad filtrado
donde se define u(t, x).

2.3. Estimaciéon de una cota superior del tiempo de
explosion

En esta seccién obtenemos una cota superior para el tiempo de explosion de u(t, ).
La solucién de una ecuaciéon diferencial que obtenemos a partir de la solucion débil de
(2.1)) nos permite obtener una cota para el tiempo de explosion de v(t, ). Gracias a la
relacion que guardan u(t, z) y v(¢, x) tenemos una cota para el tiempo de explosion de
u(t,x) y a su vez una estimacion para la probabilidad de que esta explote en tiempo
finito.

De la condicion (2.2)), se sigue que G'(2) := G(z)/C satisface G'(z) > z1*# para toda
z > 0. De ahora en adelante supondremos S.P.G que C' = 1 en ({2.2). Consideremos
el problema de Dirichlet sobre la bola abierta D definida en ([2.1])

Notacién. Usamos el acronimo S.P.G para la frase “sin pérdida de generalidad”.

Agp(x) + Ap(x) =0, x €D,
¢(x) =0, ze€dD.
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Sea 1 la eigenfunciéon correspondiente al primer eigenvalor \; de este problema nor-
malizada por [ p¥(z)dr = 1. Se sabe que 1) es estrictamente positiva en D (véase
Davies [5], corolario 3.3.7).

Observacion 2.7. En lo que resta del capitulo, cuando usemos el valor A\i nos refe-
rimos al eigenvalor que acabamos de definir.

Proposicion 2.2. Consideremos el problema (2.1)). Entonces el tiempo aleatorio

t
7, := inf {t >0 / e~ WHR*2)Bs4rBB(S) g g >
0

1
~p

(. W} , (2.1)

es una cota superior del tiempo de explosion T de u(t,x).

Demostracion. Recordemos que una solucion débil de (2.1 tiene la forma ([2.2)). De
esto se sigue

t 2
(v(t,2),9) = (v(0,2),9) + / {<v<s, 2), ) = - (v(s,2), 1) + PGP (s, 1)), ) | ds.
0
(2.2)
Como 9 es una eigenfuncion con eigenvalor correspondiente A\; se cumple Ay) = — A1)
pues Ay + A1 = 0; esto implica
(o(s12),80) = [ vls.0)dv(@its = [ ofs.0)(-A)ds
D D
= —)\1/ v(s,x)(x)de = = i (v(s, z),1). (2.3)
D
Como G(z) > ¥ tenemos lo siguiente
/ e PG (e By (s, 2))(x)d > / e rB) [e“B(s)v(s, )] o Y(z)dx
D D
= / ePrBEy (s, 2) Py () da, (2.4)
D

ademas, por la desigualdad de Jensen, tenemos
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/Dv(syf':)”%(x)dx > VD v(saw)w(w)dar] T (s, ), )", (2:5)

donde integramos respecto de la medida v (x)dx. Por (2.2)), (2.3)), (2.4), (2.5) tenemos

= M (v(t, ), ) = (ol ). ) + e OGP u(t,2), )

= Mfo(t0). ) = S0l 0) + 0 [ GOl (e
> “M(t0). ) = S {olt. )0+ 0 [ [0, a] ()
= M) ) = o))+ 0 [ ol oty

> = (Mt ) ot ) + PO, 0 26)

De la desigualdad anterior podemos obtener una subsolucion de (2.2)). Sea I(t) la
solucion a la ecuacion

% = — <)\1 + %2) I(t) + P BOI) 8 ¢ >0,
1(0) = (v(0,%),4). (2.7)

Entonces se cumple (v(t,x),1) > I(t) para toda t > 0 (véase Teschl [33] lema 1.2).
Como ([2.7)) es una ecuacion diferencial de Bernoulli (i.e., es de la forma % + P(x)y =

Q(z)y™), si hacemos a = A\; + %2 entonces ([2.7]) se convierte en

dl _ KkBB(t) 1
== —al(t) + ePBOI ()P 2.8)
1(0) = {v(0,2), ).
Sea g(t) = I1(t)~" tenemos
9 _ _grp-uen 9L (2.9)
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De esto se sigue

dl dl
g = —al(t) + enﬂB(t)I(t)HB — o +al(t) = enﬁB(t)I<t)1+5
dl
= _5%[@)—(1%) _ 5(1](25)—6 — _ﬁenﬁB(t)
d
d_i — Bag(t) = —pePBO.

Se ha reducido la ecuacion (2.7) a una ecuacion lineal de primer orden de la forma fl—f +
p(t)g = q(t). A continuacion procedemos a resolverla por medio de factor integrante;
sean

plt) = —fa, qlt) = 8P
de esta forma tenemos el factor integrante
,u(t) _ e—fﬁadt _ e—ﬁat‘
Entonces tenemos

% [6—5atg(t)] _ _ﬁenﬁB(t)e—a,Bt
— e Ply(t) — g(0) = — /t BerPB(s)g=abs g
0
— e Ply(t) = g(0) — ﬁ/ot BB g=abs g (2.10)
— e’“ﬁtg(t) = (U(O,:U),W’ﬁ — B/Ot e"BB(s)g—abs
og(t) = et {(v((),:v),w)_ﬁ — B/t e”ﬁB(S)_aﬁsds} )
0

Notese que g(0) = I(0)™# = (v(0,z),%)~". Por la definicién de g(t) tenemos

I(t)™F = et [(U(O,x)7¢>ﬁ _ B/Ot e,{gs(s)a/ssdsl

@

Lt = e [y =g [ ooy

Esto implica que la solucion de (2.7)) es
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e~ (Matr?/2)t
I(t) = -, t>0.
T (2.11)
(f, )8 — B [ e=utw?/2)Bs+rBB(s) s g

Es importante notar que I(¢) puede explotar en caso de que el denominador se vuelva
0, esto pasa cuando se cumple lo siguiente

(o) =5 [ e Ovimmning, =g
<f 77Z} -8B __ 6/ )\1+H2/2)BS+HBB(S)CZ

%<f ¢> / —(A\1+k2/2)Bs+rkBB( S)dS. (2.12>
0

Podemos definir al tiempo de explosion de I(t) como en . De esto se sigue que
I(t) esta definida en el intervalo [0,7,) y tiene un tiempo de explosion finito en el
evento {7, < oo}. Ahora bien, sabemos que I(t) < (v(t,x),¢). Si T es el tiempo
de explosion de v(t,x) (que resulta ser el mismo que el de u(t,z)) entonces T' < 7
pues v(t, x) explota primero que I(t). Acabamos de obtener una cota superior para el
tiempo de explosion de v(t, x) y u(t, ).

]

Observacion 2.8. Debido a que pedimos fD x)dx =1, de explotar
©(t.0).0) = [ ofta)i(a)de,
D
se sigue que v(t,x) es quien explota.

Veamos a continuaciéon una estimacion para la probabilidad de explosion de v(t, z)
en tiempo finito, i.e, {7, < 0o}.

Proposicion 2.3. La probabilidad de que la solucion de (2.1)) explote en tiempo finito
estd acotada inferiormente por ff()f 5 h(z)dz, donde h(z) es la funcion de densidad
/8 2

N +k2 2 >

de una v.a. con distribucion I’ ( oy

Demostracion. Sean
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M::_<>‘1+%2) (l)7 B::Fﬂﬁ’
KR
(2.13)

B(s)®™ := us + B(s), fi=5%=—

Usando (2.12) y (2.13) tenemos lo siguiente

P(ry = 400) =P </Ot exp{— (A1 + K%/2)Bs + kBB(s)}ds < <v( z), )P V> O)
=P ([ el + 2205 + w0B(s))ds < %(f o)
_p ( | otz yds < 5, ¢>—ﬂ) | (2.14)

donde

2559 =2 ("3 ) (s + B9

(LoD (o

2
()\1 + ) Bs + kBB(s).
Si hacemos u = s(f)? = s# tenemos ds = —5 62 —=du. Notemos ademés que

~ ~

BB(s)® = flus + B(s)] = 3 [w ( e ) T B(s ﬂ = juu+ BB(s) = juu+ Blu) = B(u)),

donde 3B (s) tiene la misma distribucion que B (332) por la propiedad de escalamien-
to de la distribucion normal; esta ultima a su vez equivale a B(u). Sustituyendo en

(2.14) tenemos

Bry = +00) = ( | exp(2B()*)ds < 5(£.0))

=P <ﬁ2452 /OOO exp{2B(u)™}du < %(f, zp)-ﬁ) : (2.15)
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Ahora, si conocemos la distribucion de la integral del funcional exponencial, podemos
obtener la estimacion deseada. Por fortuna dicha distribucion es conocida, pues es el
funcional de Dufresne que introdujimos en la seccion [1.4, En particular, el teorema

[[.174] asegura que

* - 1
2B(s) M s
| Bl s o

en distribucién, con Z_; una variable aleatoria con distribucion Gamma I'(—, 1),

(fa)=?
= / h(z)dz. (2.16)

Por las propiedades de la distribucion Gamma, si X ~ I'(«a, ) entonces CX ~

I(a,CB) y + ~T(a, %), asi tenemos que m sigue una distribucion I'(— i, 52252),
con —fi = % como en ([2.13]). Por (2.16)) se concluye

= ﬁoo h(z)dx (2.17)

]

Observacion 2.9. Si I(t) explota, como I(t) < (v(t,z),v) se sigue que v(t,x) -por
lo tanto u(t,z)- ha explotado. Entonces

P(ry < o0) <P(T < ). (2.18)
Se ha encontrado una cota inferior para la probabilidad de explosion en tiempo finito.

Observacion 2.10. Vale la pena mencionar que de (2.15)) y (2.16]) también podemos
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obtener lo siguiente

By =+06) =P (g < 5(00.2).6))
= P (2(0(0.2).0)" < B°Z_,)
=1-P(2(v(0,2),v)’ > Br*Z_;)
=1-P(Bk*Z_; < 2(v(0,2),9)")
—1— Fe(2(f.0)), (2.19)
donde X es una v.a. que tiene distribucion I’ <%, 5/@2>.

Observacion 2.11. Si hacemos k = 0 resulta que v(t,z) = u(t,z) y, mds ain, en
(2.14) obtenemos que P(7,. = 00) =0 6 1. Esto se debe a que

P(ry = +o0) = P (/ooo exp{=Afis}ds < 5(v(0,2), ‘W)

1 _
S ) (2.20)
7 <

—p ([ s < 7).

Dependiendo si se cumple (0.3)), esto es, [, f(x)¢(x)dx > )\}/ﬁ o [, fx)v(z)de <
)\i/ﬁ la probabilidad serd 1 ¢ 0. Esto nos remite al resultado ya mencionado de Fujita
[12/.

2.4. Estimacién de una cota inferior del tiempo de
explosion y existencia de soluciones globales

En esta seccion se determinan algunas condiciones bajo las cuales existe una solucion
global v(t,x) de . Una de estas condiciones resulta particularmente ttil pues
permite determinar una cota inferior para el tiempo de explosion de u(t,x). Para
establecer los resultados sobre existencia de soluciones globales nos valemos de la
solucion mild de ([2.1).
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Consideremos de nueva cuenta ([2.1]) suponiendo que k # 0y que G : RT — R* es tal
que G(0) =0, G(z)/z es creciente y para A > 0, 8 > 0 fijos se cumple

G(z) < AP 2 >0. (2.1)

Definicién 2.6. Sea 7 < oo un tiempo de paro y sea {Si,t > 0} el semigrupo d-
dimensional de movimiento browniano generado por el operador laplaciano A con
pardmetro de varianza 2 que desaparece en la frontera de D. Una familia de variables
{v(t,x),t > 0,z € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman
un proceso Fi-adaptado es una solucion mild de en el intervalo [0,7) si se
satisface

t
o(t,x) = e 28, f(x) + / e 2G| (e " BNG (e BMy(r, ) (x)dr, 0<t<T,
0
(2.2)

c.s.enPyctp. enD.

Observacion 2.12. Como se menciond en el capitulo de preliminares, tomamos
L3(D) como el espacio de Banach en el cual estaremos trabajando.

Observacion 2.13. Recordando que G es unicamente Lipschitz local, tenemos la
existencia de una solucion unica que puede explotar en tiempo finito (véase Pazy [27],
teorema 6.1.4).

En seguida se da una condicién suficiente para la existencia de una soluciéon global

de (2.1).

Teorema 2.1. Sea f: D — Rt que satisface

AB / BB | /2G, F1B dr < 1. (2.3)
0

Entonces (2.1) admite una solucion global v(t,x) que satisface

6_52t/28tf(37)

0<o(t,x) <

(1= A8 Jy extB0) je=rr/25, f| edr

e
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Demostracion. Definamos

_1
B

t
N(t) := (1 - AB/ e"ﬂB(T)||e_“2r/25’rf||fodr> , t>0, (2.5)
0

donde N(0) = 1. Tenemos que

AN 1 —5

t B
e A KBB(r) || ,—Kr/2 B _ kBB(t)||,,—K2t/2 8
i {1 AB/O PP STfHoodr} ( Aper?P W] |e Stflloo)

14148
t 5
_ AenﬂB(t)He—,@?t/?Stf”gO [(1 _AB/ enﬁB(r)He—#r/erﬂ|godr) ]
0

= Ae"PPW|| =28, 118 N ()17, (2.6)

de donde se sigue que

A " AeBBO | o=r/2G 1B N ()1
—dr = [ AP\ |e™ TS fIS N (r) P dr
o dr 0

t
— N(t) = N(0) + A / e BBO|| 25, F|8 N (r) o dr
0

t
SNt =1+ A/ e BB (|12 5 f||2 N (r) o dr. (2.7)
0

Si (t,z) — Vi(z) es una funcion continua no negativa tal que Vi(-) € Co(D), t >0y
cumple, ademas,

e RS, f(w) < Vi(w) < N(t)e ™S, f(x)  t>0,z€D, (2.8)

entonces podemos definir el siguiente operador

R(V)(t,x) == e "V28, f(x) + /0 t e B mNRG, (G (e POVL()) (2)dr
(2.9)
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Por (2.8) tenemos lo siguiente

N(t)e 5, f (x)
PON (e 28, f(x) < ePON ()|l f ()| (2:10)

Vi(z)

<
— POV (2) <e

Usando el hecho de que el semigrupo S; opera solamente sobre las funciones espaciales,
el resultado (2.10) y el hecho de que G(z)/z es creciente tenemos lo siguiente:

RV)(t.2) = 75, (0) + [ RS, (G (FOV,()) ()i
0

— K2t ! —k2(t—r G<enB(T)V;"<))
) /QStf(w)"'/O e tmn2g, (WW(')) ()dr

YR TR Ay GePON@) e S f@lso) 1, 3\ (o1
< Sif( )+/0 e St_r< BN () |75, (@) | Vo () | ()dr.

(2.11)
Por la propiedad ({2.1]) tenemos
1+

G PON [ 728, £(x) ) < A [ PON )l 7128, £(2) |

148
Gle "“BT)N( )||e=" r/2g F(@)]]0) 0 < A[ FBUIN ()] |em" /28 ()] } Vo
e BON()|le= 28, f(@)lle 7 T ePON@) e 28, f(@)]loo T
. Gle “B”N( )le™"28, f (2)]]oc)
esBUOIN(r)[|e=*r/28, f ()]

V() < AP0 [N ()7 |28, f ()| |2 Vi ()
(2.12)

De ([2.8) se sigue

A B NP e 28, f(@) |5 Vi () < Ae™PB0 [N ()] |Ie“QT/QSrf(w)HiN(PeH;T/QSrf(rv);
2.13

juntando (2.12)) y (2.13) tenemos
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G(ePON ()| "128, £(@)]10)
BNl 7725, (@)l

V() < Ae PO N ()] e 128, f(a)| |22, f (@),
(2.14)

Retomando ([2.11)) obtenemos las siguientes desigualdades

R(V)(t,z) < e S, f(x)

o GEPON () le 8,/ (@)
—k2(t—r)/2 r s .
e S”( TN e S, )l ) O

< efRQt/QSthL,)
t
+ / e 2, (A [N ()] |l 028, ) e 28 () ) dr
0
=128, f(x)
t
+ / e OARIB) [N ()] [0 25, () |0 (e7012S, f () dr
0
= e 28, f(x)
t
" A/ eHBB(T) [N(fr’)]1+ﬁ ||6_RQT/2STf(x)||§Oe_1@2t/2€52r/25t_r <€_H2T/2Srf<ﬂj>> dr
0
t
28, F(2) + A / e PBOVIN () [em 28, f ()| |2 e Y28, (S, f(x)) dr
0
t
=S ) A [ IO N e S, (o) e S, (f () dr

0

¢
= e_RQt/2Stf(x) [1 + A/ e”ﬂB(T)||e_”2T/2Srf||§ON(r)1+Bdr]
0

= ¢ 28, f(x)N(t), (2.15)

habiendo usado (2.7) en la tltima igualdad. Por (2.15) se cumple lo siguiente

125, f(x) < R(V)(t,2) < N()e” 28, f(x),  ¢>0,2 € D.

definamos

() =28, f(x) y ot (z) = RWM)(tx), neNuU{0}
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Esto define una sucesion {v}'}°° ;. A continuacion se demuestra que esta es una suce-
cién monotona creciente usando induccion.

I. Paso base

Por la definicién de R(V) en tenemos v < R(v°) = v},

11. Hipotesis de induccion

Supongamos que vy '(z) < vP(x) para n > 1 fija y para todat >0y x € D.

III. Paso inductivo

Como G(z)/z es creciente se sigue que

i O) Gl 0 ) by () = G Oun()),

kB(r), n—
G(e ()Ur 1()) = GHB(T)U;L_I(') e Uy () = 6”3(7")1}7@(') T r
(2.16)

combinando (2.16)) con (2.9)) nos da como resultado

v (z) = R(w" N(t,2) < RW")(t,x) = v (x) t>0,2€D.

Esto demuestra que {v}'}5°, es una sucesion monotona creciente de funciones no
negativas. Notemos ademas que v(t,z) es un punto fijo del operador R(V)(t,z). Se
cumple entonces

—K2t)2
0 < lim v (z) = v(t,x) < < 5 (@)
n—oo

(1= A8 Jy esop@je=r/28, || dr

; (2.17)

|

En virtud del Teorema de convergencia mondtona, siendo la sucesion {v]'}°° ; creciente
y estando acotada superiormente. Para ver que v(t, ) es solucion global tomamos el
limite cuando t — oo y notamos que el elemento a la derecha de la desigualdad esta
acotado gracias a la hipotesis y el hecho de que S; es acotado. Asi, v(t, ) existe
para cualquier tiempo t y es por lo tanto una soluciéon global.

]
Corolario 2.1. Consideremos el problema (2.1)). Entonces el tiempo aleatorio

t
7_ = inf {t >0 ‘AB/ BB e 28 |18 dr > 1}, (2.18)
0
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es una cota inferior del tiempo de explosion T de u(t,z).

Demostracion. Definiendo

Ot, ) = e 128, f(x) )

(1 ~AB [} eB0) |-/, f |§odr) ’

Sea 7_ el tiempo de explosion de O(t, z) y T el tiempo de explosion de v(t, z). Como
tenemos v(t,x) < O(t,x) entonces O(t, x) explota primero que v(t,z). Esto implica
que 7— < T. Lo que hemos obtenido ahora es una cota inferior para el tiempo de
explosion de v(t, x) y u(t, ). O

Con los resultados que se han obtenido, hemos logrado acotar el tiempo de explosion
de u(t, ) tanto superior como inferiormente, de tal forma que

T <T<r,. (2.19)

Observacion 2.14. Notemos lo siguiente, como v(t,x) < O(t,x), al momento que
v(t, z) explota entonces necesariamente O(t, x) ya ha explotado. En conclusion, tene-
mos que

P(ry < 00) <P(T < 00) < P74 < 00). (2.20)

Observacion 2.15. Una solucion mild cumple a su vez ser una solucion débil (véase
Chow [3] capitulo 3). Entonces la existencia de una solucion mild global de ({2.1))
implica la existencia de una solucion débil global de la misma ecuacion.

En lo que queda de esta seccién indagamos sobre algunas otras condiciones que per-
miten que (2.1)) posea una solucién global.

Teorema 2.2. Supongamos que la desigualdad (2.1) se cumple para z € (0,C*),
C* > 0. Sea f: D — R que satisface

1 f]leo < C*N(), (2.21)
donde

@[~

, B
N(t) = (1 —AB / e "B0)| |2 g, f||fodr)
0

Entonces el Teorema se satisface si reemplazamos ¢#5™ en [2.3) y @.4) por
&P G(ePOu(t, 1)) por G(u(t,2)) en @1) y 2.
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Demostracion. Definamos

1
. t ~5
N(t) := (1 - Aﬁ/ e"‘B(”)\|e"2’"/2STf||fodr) para t > 0, (2.22)
0

donde N(0) = 1. De esto se sigue

AN e

1 ¢ B 2 B 2
o o —kB(r) —Kk4r/2 B . —kB(t) —K4t/2 B
=3 {1 Aﬁ/o 0 e STfHOOdr] (e B0z, f)14,)

19 148
2 t 2 75
_ A BO] 25, |1 [(1 —ap [ e T/QSerfodr) ]
0
= Ae B0 |28, 7|15 N (). (2.23)
De lo anterior se sigue que
A t 2 A
N#) =1+A / e "B e~ 28 £1|8 N (r) P dr. (2.24)
0

Si (t,x) — Vi(x) es una funcién continua no negativa tal que Vi(-) € Co(D), t >0y
cumple ademas

e 28, f(w) < Vi) < N(8)e ™S, f(z) t>0,x€D, (2.25)

entonces podemos definir el siguiente operador

~

R(V)(t,x) := e "V28, f(z) + /0 t e B UNR2G, (G V() (x)dr.  (2.26)

Por (2.25)) tenemos lo siguiente

Vi(@) < N(t)e 28 f(a) < N(#)l[e™ 28, f () |oo- (2.27)
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De esto se sigue

B0 ) S (G (Vi) (x)dr

¢ FB) R /2 g, (Gi/v’(”()))vr()) (x)dr

R(V)(t,x) =e™" 28, f(x )+

_ —nzt/QS f _|_

\c\

< e S f ()

. N 67’62”257" L) loo
b [ s, ( gv (()t|>|| ol >m (_)) i

t)lle= /28, f ()]l

< G_KQt/QStf(fL')

AR, ]

~ V. (- x)dr
N(r)||le=#*r/28, f(2)|] s O @

+ /t e—nB(r)e—HQ(t—r)/QSt_T
0

t
_ 67"{21&/2515]0(55) +/ €7HB(T)€7H2(t7T)/2St7r (AN(T)'B|’67&27"/25}‘][(37)“50%()) ({I?)d?”
0
< 67K2t/25tf<$>

t
+ / e PO RS, (AN ()Pl RS, f(@) |4 N (r)e 28, £ () (2)dr
0
= e—HQt/2Stf(x)

t
b [ e AR e S, ) LN ) S (S, @) dr
0
t
=28, F(z) + A / e "B = 2| | =W 2GS £ () [|P N (r) P S, f (@) dr
0
t
=28, f(x) + e S, f(x) A / e B e 28, £ (2)||5 N (r) P dr
0

t
= S o) [ LA [ IO S, LR )
0

= e " 28, F(2)N(1). (2.28)

Entonces se cumple

S f (@) < RVt @) < Ne 25 f(x),  t>0,5€D.

Definamos
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W(z) =28, f(x) vy  ot(x) = Rw")(t,x) neNU{0}.
Esto define una sucesion {v}'}2° ;. A continuacion se demuestra que esta es una suce-
sion monotona creciente usando induccioén.
I. Paso base
Por la definicion de R(V) en tenemos v? < R(v°) = v}
11. Hipotesis de induccion
Supongamos que vy~ '(z) < vP(x) para n > 1 fija y para todat >0y z € D.
II1. Paso inductivo
Como G(z)/z es creciente se sigue que

_ G (@) s

—er (2) WT(@

Por lo tanto, tenemos como resultado

vMz) = Rt 2) < R(")(t,z) = vt (z), t>0,z € D.

Esto demuestra que {v]'}5°, es una sucesion monotona creciente de funciones no
negativas que cumple

67'{2t/25tf(x>
(1 — AB [l enBEO)||e—r?r28, £ |{§Odr) ’

0 < lim v (z) =v(t,x) <

n—00 -

; (2.30)

por el Teorema de convergencia monétona, en virtud de que la sucesion {v}'}22, es
creciente y esta acotada superiormente. Méas atiin, tenemos

e 283l < e allillcll Al €11 Ul = 1l (2:31)

pues {S; }1>0 es un semigrupo de contracciones, i.e., ||S¢|| < 1. Por tltimo, recordado

(2.21) y juntando (2.30)) con (2.31]) resulta que
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0 < N(@Dlle™™ S flloo < N(#)[|flloc < C* £20, f Z0. (2.32)
O

Para obtener una condiciéon similar a en términos del kernel de transicion
{pe(z,y),t > 0} de {S;,t > 0} y el primer eigenvalor \; con su correspondiente
eigenfuncion v, nos valemos del resultado obtenido por Ouhabaz y Wang [26] teo-
rema 1.1, aplicandolo sobre el caso particular de una bola en R?. Enunciamos este
resultado a continuacion.

Corolario 2.2. Sea v > 0 la primera eigenfuncion de Dirichlet en una bola abierta
D CRY (d > 1)y sea pi(z,y) el kernel del calor correspondiente. Entonces existe una
constante ¢ > 0 tal que

max {1, lt_(d+2)/2} < Mt osup {%} <1+ (1 At) @ 2e=Camr)t ¢ 5 )
c

z,y€D

(2.33)
donde Ao > A1 son los dos primeros eigenvalores de Dirichlet.

El resultado anterior es de gran utilidad al verificar la condicion (2.35]), semejante a
(2.3), en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea G que satisface (2.1)) y sea D una bola abierta en RY. Si f : D —
Rt cumple

fly) < KSp(y), yeD, (2.34)
y se satisface

6A1ﬁn

AB [K(L+ ) (supsep (@) [,y (p)dy]”

/ BB —(tR2/2)Br g, (2.35)
0

para algunosn > 1 y K > 0 fijos, entonces la solucion de (2.2)) es una solucion global.
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Demostracion. Sea f(y) > 0 que satisface (2.34), donde n > 1 y K > 0 también
satisfacen ([2.35]). De ([2.34) se sigue, para t > 0, que

Stf( ) < KSt—&-nd’(
= K/ Prrq(z,9)0(y)dy

_ AL (t4n) —Al(t+n)pt+n(9ﬁ,y) 20\
K| ee G LY @y

<sup {¢(x )}>2 / Mt gt sup {%}w(y)dy

1 + C 1 A (t + 77)) (d+2)/26—(>\2—>\1)(t+77)) 6_/\1(t+")@/)(y)dy

/!
I,

—A1 G L (TN (E+1))” (d+2)/26—>\2(t+77)) W (y)dy

e~ M (t+n) +C€f>\1(t+n /w

(smptvion)
(sopteten)
< K (smp o) (0400 [yt
(smptvtan) ¢
(smptvtan)
K (mptoten)

zeD
= K (sup{v(2)} ) (1+c)e e / viy (2.36)
zeD
Renombrando
2
vim & (sup a}) (e [ wtu .37)
z€D D
se reduce a
Sif(y) < 76_)\1t- (2.38)

Cabe destacar que la cota que se ha obtenido es independiente de la variable espacial
x. Definamos

t
N(t) := (1—/\5% / e“ﬁB(r)_()‘lJr”Q/Q)’B’"dr) . t>0, (2.39)
0

S
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donde N(0) = 1. Asi tenemos

~ . _1_4q
Cfi_‘]j _ _% |:1 . Aﬁ,yﬂ/ 6&[3B(T)—(>x1+n2/2)5'rd7,:| ’ <_Aﬂ,yﬁeﬁﬂB(t)—()\1+H2/2)/3t>
0

' 1148
_ Ay BerBBO-Outr?/2)5t [(1 — ABY / e”’BB(T)_(A1+’“‘2/2)5’”dT) ﬁ]
0
= AyPerBBO—(ntn?/2)bt N(t)HP, (2.40)
De lo anterior se sigue

t
N(t)=1+ Afyﬂ/ e PBI)=Catr?/2)6r N ()15 gy (2.41)
0

Si (t,z) — Vi(z) es una funcion continua no negativa tal que Vi(-) € Co(D), t >0y
cumple ademas

eI, f () < Vilw) < N(e ™25, f(x) t>0,0€D,  (242)

entonces definimos el operador

R(V)(t,x) == e V28, f(x) + /Ot e BN 2g, (G (e"BV,(4)) (x)dr.
(2.43)

Notemos lo siguiente:

G (enB(r)Vr(:Jc)> B G (GHB(T)V;(ZE)) v
erB(r) - efﬁB(r)‘/;(l.) r\&

G (e“B(T)N('r’)e_“%/QSTf(:c))
erBOIN (r)e=wr/28, f(x) 7)

G (enB(T)N(T)eanT/Z,yef)qr)
,yemB(r)N<T)e—52r/2€—>\1r

A [GEB(T)N(r)vef(hm%/z)r

,YGHB(T) N(T‘) e~ (A+r2r/2)r

Vi (x)

:| 1+

<

Vi(x)
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= A’YﬁGHﬂB(T)6_(>\1+K2r/2)BTN(T)BV;(ZL’)
< AyﬁeﬁﬁB(T)e_(’\1+”2r/2)5’“N(r)5N(7~)e"‘zr/QSrf(x)
_ A'YﬁeHﬂB(r)6_(>\1+K2T/2)BTN(T)1+66_H27‘/25’T‘f(1'). (244)

Usando ([2.43)) obtenemos

R(V)(t,2) = e, f () + / RS, (G (V) (a)dr
0

R t , G nB(r)V; X
— t/2Stf(l’) +/ ek (t—r)/QSt_r ( (6 ())> ($)d7“
0

enB(T)

< e_“2t/2Stf(a:)
t
+ / G—HQ(t—r)/2St_T (AyﬂenBB(r)e—(M+n2r/2)6r]§7(r)1+Be—n2r/2grf(.)> (z)dr
0
= e*“2t/25tf(x)

t
+ A’}/ﬁ / efnz(tfr)/ZenﬁB(r)67(/\1+ﬁ2r/2),6’rN(r)1+Befn27“/25tir (Srf<33')) dr
0
t
_ 6—52t/25tf(l,) + A’}/ﬁ / e—nzt/Qef{ﬁB(r)6—()\1—1—527"/2)67‘]\7(7,)1+Bstf(w)dr
0
t
_ 6—/@2t/25tf(x) |:1 + A,YB / enﬁB(T)—(A1+n2r/2)5rN(r>1+Bd7,

=128, f(2)N(t). (2.45)

Por lo tanto se cumple

28, f(z) < R(V)(t,x) < N(t)e 128, f(x), t20,xeD. (2.46)

Si definimos

W(z) =28, f(x) y ot (x) = Rw")(t,z) n e NU{0},

entonces por un argumento analogo al que se usa en la demostracion del teorema [2.1
sabemos que {v}'}7° es una sucesion monotona creciente de funciones no negativas
que cumple
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—K2t/2
0 < lim v(z) = v(t, z) < e "5 ()

|-

o (1 — A/B’yﬁ fot e’fﬁB(T’)—(/h-&-n?/Q),Brdr)

49

(2.47)
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Capitulo 3

Una ecuacion afectada por un ruido
bidimensional

En ocasiones los ruidos pueden tener “buena” influencia en “malos” sistemas. Por
ejemplo, en Xie [35] teorema 2.4, el autor descubrié que los ruidos pueden convertir
un sistema estocéstico inestable en uno estable. En el capitulo [2| se obtuvieron una
cota superior y una cota inferior para el tiempo de explosion de la solucion u(t, )
a la ecuacion diferencial parcial estocastica perturbada por un ruido blanco
unidimensional. Para el presente capitulo, nos interesa saber si podemos extender el
tiempo de vida de esta ecuacion.

En este capitulo pretendemos considerar el impacto de agregar un ruido adicional
e independiente del ya presente en en el tiempo de explosion de su solucion,
ampliando los resultados del capitulo 2] En la seccion presentamos la ecuacion
, una generalizacion de que considera un ruido generado por un proceso
bidimensional y damos la definicién de solucién débil para este problema.

En la seccion [3.2] introducimos una vez méas una ecuacion auxiliar y un resultado
que establece una relacion -anéloga a la que se describe en la seccion entre su
solucion v(t, x) y la solucion u(t, x) de pues asevera que es posible construir la
primera a partir de esta tltima. Consecuentemente, en la seccion obtenemos una
cota superior para el tiempo de explosion de u(t, z) valiéndonos de un procedimiento
similar al de la seccién al obtener la solucién a una ecuacién diferencial que se
deriva de la forma débil de v(¢,x) y cuyo tiempo de explosion es una cota para el de
u(t, x).

Es importante destacar que el problema tiene las variantes de un solo ruido
(ke =006 k1 = 0) y dos ruidos (ke # 0 y k1 # 0), en donde el primer caso nos remite
a los resultados del capitulo anterior. Como es de nuestro interés saber en cual de
estas versiones la solucién es mas estable, es natural intentar comparar los tiempos de

ol
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explosion de sus soluciones. Asi pues, para finalizar, en la seccion se determinan
condiciones especificas para que la explosion de la solucién en tiempo finito sea més
probable si se tiene un soélo ruido que si se tienen dos ruidos.

Observacion 3.1. Para los resultados de existencia y unicidad sobre soluciones, en
particular débiles, para (3.1) y (3.1) nos referimos a la misma bibliografia que se
menciona en el capitulo anterior, con algunas adiciones.

3.1. Una ecuacion diferencial estocastica semilineal
con dos ruidos

Sea D C R?, d € N, una bola abierta. Consideremos la ecuaciéon semilineal

du(t,z) = [Au(t,z) + G(u(t, z))|dt + rku(t,x)dBy(t) + kou(t,x)dBy(t), t> 0,z € D,

u(0,z) = f(z) >0, z €D,
u(t,x) =0, t>0,x€0D,
(3.1)

donde {(Bj(t), B2(t)),t > 0} es un movimiento browniano bidimensional con respecto
a un espacio de probabilidad filtrado (2, .#, {.%# }1>0, P), los pardmetros k1, k2 son dos
numeros reales, el coeficiente no lineal del drift GG es una funcion localmente Lipschitz
y la condicién inicial f: D — RT es C?(D) y no negativa. Ademés, existe § > 0 tal
que

G(z) > 27, z2>0. (3.2)

Una vez mas, no conocemos la forma explicita de la solucién, asi que nos interesa
indagar sobre el tiempo de explosion de la soluciéon de . A lo largo de este capitulo
asumimos que k1 # 0y kg # 0, pues los resultados que obtenemos para , donde
alguna de las constantes k1, ko es igual a 0, ya se han cubierto con anterioridad.

De forma similar que en el capitulo previo, si s6lo se asume que G es Lipschitz
localmente entonces existe la posibilidad de que la solucion de explote en tiempo
finito (véanse Chow [2] teorema 3.1, Mueller [23] teorema 1, Mimbela y Privault [19]
secciones 4 y 5). No obstante, como hemos podido comprobar, no es asunto elemental
determinar su tiempo de explosion.

Definiciéon 3.1. Sea 7 < 0o un tiempo de paro. Una familia de variables {u(t,z),t >
0,z € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman un proceso
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Fi-adaptado es una solucion débil de (3.1) en el intervalo [0,7) si para cualquier
funcion de prueba ¢ € C*(D) que cumple ¢(x) = 0 para x € D se satisface

/Du(t,:v)¢(m)dx:/f(x) dw+// u(s, v)Ag(x dxd8+// o(z)dxds
+/£1// s,2)6(x)dzd By (s +/£2// s, 2)6(x)dzdBs(s),

(3.3)

para 0 <t <7, c.s. enP.

Observacion 3.2. Usando la notacidn (-,-) para el producto interno usual en L*(D)
podemos reescribir (3.3]) como

(ult, 2),8) = (f. &) + / (u(s, x), Ad)ds + / (Gu(s, z)), §)ds

+ /{1/0 (u(s,z), pydBy(s) + /12/0 (u(s, x), p)dBs(s), 0<t<rm,
(3.4)

c.s. en P.

Bajo nuestras suposiciones existe una tnica soluciéon débil. Mas atin, para cada con-
dicion inicial f(x) > 0 c.t.p. la solucion u(t, z) para es casi seguramente positiva
por los resultados ya mencionados de Bergé et al. [1] y Manthey, Zausinger [20]. Véan-
se ademas Donati y Pardoux [7] teoremas 2.1 y 3.1, Shiga [31] teoremas 2.2 y 2.3 para
resultados similares donde la variable espacial esta en una dimension.

3.2. Una ecuacion diferencial parcial perturbada por
un movimiento browniano bidimensional

En esta secciéon introducimos una ecuaciéon diferencial parcial cuya solucion
v(t, z) guarda una relacién con la solucion u(t,z) de (3.1). En la proposiciéon se
determina que la solucion v(t, z) se puede construir a partir de u(t, z). Esta relacion
nos permite obtener en la seccidén siguiente una cota superior para el tiempo de
explosion de u(t, x).

Consideremos la siguiente ecuacion
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xr €D,

2 2
%(t, x) = [ _ kRt ﬁ2] v(t, ) + e{”“Bl(t)f’”BQ(t)}G(e{’“Bl(tH“QBQ(t)}U(t,x)), t>0,z€D,
v(0,2) = f(x),
v(t,x) =0,

(3.1)

Observacion 3.3. Cabe aclarar que las funciones Gy f cumplen las mismas condi-
ciones que en (3.1)) y la ecuacion estd definida en la misma bola abierta D.

Una vez mas, fijamos w para hacer lo propio con las trayectorias del movimiento
browniano bidimensional {(B;(t), Ba(t)),t > 0} y obtenemos una ecuacion aleatoria,
lo que nos permite realizar una aproximacion sobre el tiempo de explosion de (3.1)).

Definicion 3.2. Sea 7 < 0o un tiempo de paro. Decimos que una familia de variables
{v(t,z),t > 0,2 € D} que dependen continuamente de la variable espacial y forman
un proceso Fi-adaptado es una solucion débil para en el intervalo [0, 7) si para
cualquier funcion de prueba ¢ € C*(D) con ¢ =0 en OD se cumple

2 2
K1+ K3

/Ot@(s, 2), 6)ds

t
+ / <e{*f€131(5)*N2Bz(5)}G<e{ﬁ1Bl(S)ﬂiQBz(s)}v(S’ x))’ ¢>d8, 0<t<r,
0
(3.2)

(v(t,2),6) = (f, ) + / (v(s, 2), Ad)ds —

c.s. en P.

Observacion 3.4. Dado que impusimos las mismas condiciones que en (3.1), es
posible también que la solucion v(t,x) de (3.1) explote en tiempo finito.

La siguiente proposiciéon es importante, pues establece una relacion entre las soluciones
de y ya que afirma que podemos construir una solucién de la segunda a
partir de una solucion de la primera -de existir ésta-. Mas atn, ambas soluciones
poseen el mismo tiempo de explosion. Este hecho abre la posibilidad de establecer
una cota superior para el tiempo de explosion de u(t, z) en un resultado posterior.

Proposicion 3.1. Para cada valor inicial f : D — RY, si u(t,x) es una solucion
débil para (3.1)), entonces

v(t, x) = el=mBiO=mBOky ¢ g, t>0,z €D, (3.3)

es una solucion débil de (3.1)).

x € 0D.
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Demostracion. Hagamos f(By(t), Bo(t)) = el=mBi®=r2B2(t)} - Aplicando la férmula
de It6 para una funciéon de dos variables tenemos

t
A= BLO—R2Ba()} _ (-1 B (0)—k2B2(0)} | %/ Kirgel MBI B 4B (5)d By (s)
0

t t
_ / e B =R B B () / ppe B =R2 B} B, ()
0

t
—l—l/ K:2 {—r1B1(s)—k2Ba(s [dB (s )] 1/ /ig {—r1Bi(s)— ”232(8)}[d32(8)]2
2 0 2 0
t
_ //{ {—k1Bi(s /-;QBQ(s)}dBl(S)_/ /{26{_”131(8)_“2B2(3)}dB2(S)
0 0
{ k1B1(s)—ka2Ba(s) }d + _/ {—k1B1(s)—k2Ba(s) }dS
2
—1_ 6{ k1B1(s)—k2Ba(s)} [ﬁldBl(S) 4 H2dB2(S>]
0
Hl + K/Q —k1B1(s)—k2Ba(s
4T 6{ 1Bi(s)=k2B2(s)} ¢ (3.4)
2 0

Usando (3.4) y (3.4)) tenemos lo siguiente

[y 2), ), el PO 0N (1) = (ot 4 13) [ (a2, Gl PO,
0
(3.5)

Este resultado se sigue de la bilinealidad de la covarianza cuadratica y los resultados de
covarianza cuadratica con funciones de variacion finita en el intervalo (0, t), asi como
de la covarianza entre integrales de Itd6. Recordando sabemos que para cada
funcion de prueba ¢, {(u(t,z),¢),t < 7} es una semimartingala continua. Usando
la formula de integracion por partes para semimartingalas continuas junto con (3.5
tenemos

t
el=mBLt)=m2BoO} (¢ 1) ¢) = (u(0, z), @) —I—/ el=rBLe)=rB2 )} (4 (s, 1), @)
0

+ /t<u<5, g;)’ ¢> [de{fﬁlBl(S)fh;ZB2(s)}i|
0
+ [(u(-, ), @), el BrO-mB0] (1)
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t
= w020} + [Pl 2). 0
0
t
+/ <U(S,ZL’),¢> [de{_lilBl(S)—Hng(s)}]
0

t
(42 / (s, 7). el MBORBO g (36)
0

Usando (3.4)), (3.3)), (3.6)) y el hecho de que el producto interior en L? es una integral
sobre la variable espacial se sigue que

((t, 2), ¢) = (el PO=B20Ohy (1, 7))
_ 6{—5131 (t)—r2B2(t)} <U(t7 ZE), ¢>

=(f,9) +/ 6{7”“91(“”)*"‘232(S)}d<u(s’x)7 )
0
+/ <U(t,ﬂj‘),¢> [de{_’“Bl(S)—ﬁsz(S)}}
0

t
— (Ii% + li%)/ (u(s,x), gb}e{_“lBl(s)_”?BQ(s)}ds, (3.7)
0

donde (u(0,z), ¢) = (f, ) por la condicion inicial de (3.1)). Por (3.4) tenemos que

d{u(s, x), ¢) = (u(s, ), Ap)ds + (G(u(s, z)), d)ds + k1{u(s, x), p)dBi(s) + ko (u(s, x), p)dBs(s);

de esto se sigue

/ BB (s, 1), ) = / BB (s, 3), Ad)ds + (Glu(s, 7)), 6)ds
0 0
+ K1 <U(8, I), ¢>dBl (S) + H2<U(Sa l‘)a ¢>dBZ(S)]

(3.8)
Por (3.4) tenemos que
2 2
delt—r1Bi(s)=r2Ba(s)} _ {—r1Bi(s)—r2B2(s)} —k1dBy () — KadBa(s) + K] + mds :
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de esto se sigue

t
/ (u(s, ), ) [delmBrI=raB2o)] —
0

2 2
K] + K5

¢
/ (u(s, x), p)el B =rBa(s)} [—KldBl(S) — KaodBs(s) +
0

Sustituyendo (3.8)) y (3.9) en (3.7) tenemos

((t,x),0) = (f.d) + / BB (4, 7). Aghds
0

t
N / pl—r1Bi(s)=r2Ba(s)} (G(u(s,z)), p)ds
0

2 2
K1+ K3
2

t
B —/ 6{_HlBl(S)_H2B2(S)}<U(87 l’)a qﬁ)dS
0

Recordando que por ((3.3))

U/(t, ,[L') = U(t, x)e{ﬁlBl(t)—f—szQ(t)}’

si sustituimos (3.11)) en (3.10) tenemos el siguiente resultado

2 2
K1+ K3

(o(t,2), 6) = (. ) + / (v(s, 2), Ag)ds — / (v(s, 7), d)ds

ds| .

57

(3.9)

(3.10)

(3.11)

¢
—|—/ e{_’ilBl(s)_mBQ(s)}(G(e{mBl(s)+“232(5)}v(s,x)), o)ds, 0<t<T.
0

(3.12)

Tenemos que v(t, z) es soluciéon débil de (3.1]) pues cumple (3.2)), donde T es el tiempo

de explosion de (3.1]).

O

Observacion 3.5. Por construccion, los tiempos de explosion de u(t,x) (solucion de

(3.1)) y v(t,z) (solucion de (3.1))) son el mismo.
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3.3. Estimacién de otra cota superior para el tiempo
de explosion

Una vez establecidos los resultados previos, buscamos establecer una cota para el
tiempo de explosion de v(t, x). Para conseguirlo nos valemos de la solucion de una
ecuacion que se deduce de la solucion débil de , cuyo tiempo de explosion permite
establecer una cota para el tiempo de explosion de u(t, z) y de la probabilidad de que
esta explote en tiempo finito.

Consideremos el problema de Dirichlet

Ap(x) + Ap(x) =0, z €D,
o(x) =0, xe€adD.

Sea \; el primer eigenvalor del operador A en D que satisface la condicién inicial en
y sea t(z) su eigenfuncion correspondiente normalizada tal que [, ¢ (x)dx =
1. Por las referencias dadas en el capitulo anterior sabemos que A; > 0y ¥(x) es
estrictamente positiva en D. El siguiente resultado nos permite obtener una cota
superior para el tiempo de explosion de v(t, z).

Observacion 3.6. En adelante, cuando usemos el valor \i nos referimos al eigen-
valor que acabamos de definir.

Proposicion 3.2. Para cada condicion inicial f : D — RT, el tiempo aleatorio

Ty 1= fnf{tz()

/Ot exp {—%(D\l + ki + K3)Bs + B(rk1Bi(s) + 5232(8))} ds > M} |

(3.1)

es una cota superior del tiempo de explosion de la solucion de (3.1).

Demostracion. Buscamos mostrar que 7, es una cota superior del tiempo de ex-
plosion T de la solucion v(t,z) de (3.1). Como (v(t,z), Av) = (v(t,x), —\) =
=X (v(t, z),7) pues ¢ es eigenfuncion con eigenvalor A;. Asi, tenemos
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2 2
K1 + K3

(o(t,2), ) = (f.0) + / (v(s, 7), Adb)ds — / (v(s, 2), $)ds

t
+/ (elmrmBi)=rmBa()} GelmBr(e)tmBao)ly (g 1)) 4h)ds
0

2 2
K1+ K3

=)= [l vds =2 [ s, vjas

t
+ / el=r1B1(s)—r2B2(s)} <G(e{’“31(5)+”232(S)}v(5, z)), ¢>d3
0

2\ + KT+ K3

=(f,¢¥) — f/o (v(s,z),v)ds

t
L / =B (s)=ma B0} (G (el B +m B2y 5 1)), 4.
0

Usando la propiedad G(z) > 2'*# tenemos
2\ + KT+ R [
(o(t.2).0) = (7.0 = 2 [t ), 09
0

t
n / 1= B )=k B2} (el Br () +m2B2()) (5 2)). s
0

)\ 2 2 t
> (f, V) — W/O (v(s,x),)ds

t
+/ e{_HIBl(S)—HZBﬂS)}([e{mBl(S)-ﬁ-Hsz(S)}U(S’x)}prﬁ7w>d5
0

)\ 2 2 t
= (o) = PR o), v

t
+/ pl=r1B1(s)=r2Ba(s)} [€{n131(5)+/§2B2(s)}}1+5 (v(s,x)1+ﬁ,w>ds
0

2)\ 2 2 t
= (o) = I (s a),0)ds
0
t
L / (UBIRBLE) R B} (5. 2) 48 40 s, (3.2)
0

Recordando que f p¥(x)dr = 1 y utilizando la desigualdad de Jensen tenemos lo
siguiente
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(ot )], ) = /

D

14+
o(t, )] P e)de > [ / [v(twwx)dx} — (ol ), )P,
(3.3)

donde integramos respecto de la medida ¢ (x)dz para hacer uso de la desigualdad de

Jensen. Por (3.2)) y (3.3]) resulta que

(v(t, ), ) > (f, ) — w /Ot<v(s,x),w)ds
+ /t 6{6[5131(‘9)%232(5)]}<v(s,x)HB, p)ds
0
> (f, ) — Q/M%M /Ot<v(s,:c),z/1>ds
+ /t elBPlrBL()+raBa($)} (5 2, 4p) P . (3.4)
0

Consideremos la siguiente ecuacion

2 2
% - _Ww) 1 A8 B OB O]}y 145 >0,

h0) = (f, ). (3.5)
Notemos que ésta es de nueva cuenta una ecuacion de Bernoulli, i.e., es de la forma

% + P(x)y = Q(x)y". Sean a = %,Bl (t) = k1B (t), B2(t) = KoBs(t) entonces
(3.5)) se convierte en

% — _ah(t) + eﬁ[ﬂl(t)‘*‘@(t)]h(t)l'i‘ﬁ’ t>0,
BO) = (f,0). (3.6)

Resolviendo como una ecuacién de Bernoulli hacemos

o =(48) _ p B dg _ 5 on—-a+p dh
olt) = by = () — Y _gpyoen Dt 3.7
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De lo anterior se sigue

dh dh

== —ah(t) + 65[51(,:)+52(t)]h(t)1+,3 — o +ah(t) = 65[51(t)+ﬁz(t)]h(t)1+ﬁ
dh dh
N Eh(t)_(l-t,-ﬁ) + ah(t)_ﬁ = ABrO+820)] —Bh(t)_(HB)E _ Bah(t)_ﬁ _ _ﬁeﬁ[ﬁ1(t)+6z(t)}
dg
coor = Bag(t) = = BP0l (3:8)

Hemos reducido la ecuacion a una ecuacion lineal de primer orden y procedemos a
resolverla usando factor integrante. Identificando los factores en la ecuaciéon lineal
general de primer orden % + p(t) = ¢(t) tenemos

p(t) = —fa, qlt) = g OO,
esto nos da el factor integrante
M(t) — J(Ba)dt _ e—Bat

De esto se sigue

d

dt
t

— e‘ﬂatg(t) — g(0) _/ _566[51(8)%2(8)]6—5%655
0

[e—ﬁatg(t)] _ _565[51 (&)+52(t)] o —Bat

t
— ) = g(0) — [ GO s
0
t
= g(0) = [g(0) = 5 [ g
0

g(t) = e [( £y P8 / t 65[61(5)+’32(8)}6_5“5d3} . (39)
0

Asi (3.9)) es solucion de (3.8). Regresando a h(t) por la definicion de ¢(t) como en
(3.7) tenemos
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t
h(t)_ﬂ — Pt {<f, ¢>—B _ / /366[,81(8)+B2(8)]€—6asd8]
0

B

t
Bt = e [< F)f — / 565[&1(8)%2(5)]6,8:13618}

(221 +R3 453 2>\1+n 4k . S )
. h(t) = e{ ( > Q)t} [ /B/ 1 2)+ﬁ[ 1B1(s)+k2Ba( )]}ds
(3.10)
Para que h(t) explote se requiere que
2)\1+K~ +r " S)tr s
5/ i 2>+B[ 1B1(s)+r2Ba( )]}ds _0

t s M , voo Bo (s
Pl

0

Ahora podemos definir el tiempo de explosion de h(t), T, como en ({3.1). Asi, sabemos
que si 7, < 0o entonces h(t) explota al tiempo ¢ = 75. Por otro lado, usamos ({3.4))
para ver que h(t) es una subsolucion de (3.1)

(v(t,z),¥) = h(t).

Si T es el tiempo de explosion de v(t, x) entonces T' < 75 pues v(t,x) explota antes
que h(t), es decir, antes del tiempo 5. ]

Observacion 3.7. Debido a que pedimos [, (x)de = 1, de explotar (v(t,z),v) =
[pv(t,z)p(x)dx se sigue que v(t,x) es quien explota.

Observacion 3.8. Dado que v(t, z), u(t, z) tienen el mismo tiempo de explosion por
la relacion (3.3|) resulta que 1o es cota superior del tiempo de explosion de u(t,x).

Observacion 3.9. Como (By(t), Bo(t)) es un movimiento browniano bidimensional,
el proceso k1 By (t)+kaBa(t) es un proceso gaussiano con covarianza (k3+r3) min{s, t}.
Este resultado se obtiene usando las propiedades del movimiento browniano y el hecho
de que By (t), Ba(t) son independientes
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Elri By (t) Bi(s)] = 1E[By(t) By(s)] = w1 min{s, t},

B384 (1) By (5)] = K3E[B (1) By (5)] = w3 mins, 1},
E[r1k2B1(t)Ba(s)] = k1koE[By(t)Ba(s)] = r1kE[B1(t)|E[Ba(s)] =0,
E[k1k2Bs(t)B2(t)] = k1k2E[B1(8)Ba(t)] = k1k2E[B1(t)|E[Ba(s)] = 0,

E[rk1B1(t) + reBs(t)] = 0,
Elk1Bi(s) + k2Ba(s)] =0

De esto se sigue que

Cov(k1By(t) + ko Ba(t), k1 B1(S) + kaBa(s))
= E[(r1B1(t) + k2 Ba(t))(k1B1(s) + k2Ba(s))] — E[(k1 B1(t) + Ko Ba(t))E[(k1B1(s) + k2Ba(s))]
= (k] + K5) min{s, t}. (3.12)

A continuaciéon damos un teorema que nos permite conocer la distribucion del tiempo
T2.

Teorema 3.1. Para cada condicion inicial f: D — RT existe ap > 0 tal que

P(ry = 00) = P(2(f, )" < B(k] + #3) Xay), (3.13)
donde X,, es una v.a. con distribucion I'(ag, 1). Mds ain, se tiene

20\ +KRI 4K

2= B 1 ) (3.14)

Q

Demostracion. Por la definicién de 7, en (3.1]) tenemos

o0 —Bs 2/\1+K%+K% K S)+kK s -8
P(r, = 00) = P / e{ B ( . )+B[ 1 B1(s)+r2Baf ”}ds < (f, ? )
0

i -8

b /Ooo e{_ﬁs(”l*’ﬁ*”%>+2B(i62[%?+'€§]5)}d8 < {f, ?_5) , (3.15)
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donde B(s) denota un movimiento browniano unidimensional que empieza en 0. Usan-
do las propiedades de la distribuciéon normal podemos ver que los siguientes procesos
tienen la misma distribucion

Blr1Bi1(8) + kaBa(s)] ~ N(0, 32 (k? + K3)s),
28 GBQ[K% + n%]s) ~ N0, B(k1 + K3)s),

B/ K1+ K3B(s) ~ N(0, B*(k] + K3)s).

De esta manera las igualdades en (3.15) resultan ciertas. Ahora bien, sea t = 14%(k}+
Kk3)s tenemos y ds = mdt. Sustituyendo en ((3.15]) tenemos

P2k + K3

_p (% /°° A (Hgieso) ) <f’w>_ﬁ) . (3.16)
0

00 o2 +K%+52 _B
P(ry = o0) = P (%/ e{ 2( BEH%+K%)2)t+2B(t)}dt < (f, ) )
0

B2(K7 + K3

. 21 +rK2+K2 ..
si hacemos oy = ,BETTHTQ tenemos lo siguiente
1 2

S _ 4 % (Bt —ast)} <f,¢>_5>
Pl =) =P (g | ¢ 4

2 2
K1 + K3

b (/C’O 2BO-ast) gy « BT F R3S, w_ﬂ) ; (3.17)
0 - 4 |

Como Ay > 0,8 > 0,k # 0y ke # 0 tenemos que s > 0. Es posible entonces aplicar
el teorema Asi,

/000 exp{2[B(s) — ast]}dt,

tiene la misma ley que donde X,, ~ I'(ag, 1). Retomando (3.17)) tenemos

a2
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(e < Bl L) 4

P(r, = 00) = P (/OO (2Bt gy < BT+ F(S, w>—ﬂ)
0

(2(f,9)7 < BT + #3) Xa,) - (3.18)

]

Observacion 3.10. El teorema[3.1] ofrece una estimacion de la probabilidad de ex-
plosidon en tiempo finito para la solucion u(t, x) para (3.1):

P(ry < o0)=1—P(1p = 00)

= [OO y Iy, (z)dz, (3.19)

2)\1+n§+n2
B(ki+k3)
ta, como h(t) < (v(t,x),1) se sigue que v(t,z) -por lo tanto u(t,z)- ha explotado.
Entonces

donde Ys sigue una distribucion F( e ng)) Ahora bien, si h(t) explo-

P(ry < 00) < P(T < 0). (3.20)

Se ha encontrado una cota inferior para la probabilidad de explosion de u(t,z) en
tiempo finito.

Observacion 3.11. De (3.18) tenemos lo siguiente

P(ry = 00) =P (2(f, )" < B(K] + £3) Xa,)
=1 P (B(k} + K3) Xay < 2(f,9)7)
—1-P (5(51 + @)XQQ < 2(f.4)”)
=1- FX2 ( )

donde X5 es una v.a. con distribucion I' (W B(KT + ,%2)>

(3.21)
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Observacion 3.12. El caso ko =0 0 k1 = 0 es un caso particular que nos remite al
capitulo [3, aqui el resultado del teorema[3.1] se convierte en el resultado ya obtenido
en la observacion a saber,

P(r = o0) = P(2(f, )" < BriXa,),  Xay ~ (e, 1),
:1_FX1 (2<f7¢>6)a Xl NI—‘(OélyBI{%)v

donde

2)\1 + H%
— 3.22
(651 ﬁl‘f% ) ( )
t 1
7y := inf {t >0 / e~ MR DB tROB() g > E@(o,x),wﬁ}. (3.23)
0

3.4. Comparando las estimaciones de la probabilidad
de explosién en tiempo finito

Para esta tltima secciéon nuestro objetivo es realizar una comparacion de las estima-
ciones sobre la probabilidad de explosion en tiempo finito que ofrecen 71 y 7. Antes
de mostrar este resultado proporcionamos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sean las v.a. X; con distribucion correspondiente T'(ay, 5;)i € {1,2},
donde definimos

2\ + K2 2\ + KT + K3
= s, Q2= T T oy
Br1 B(ki + K3)
B = Bk, Ba = B(K] + K3), (3.1)
P INEY) ?a:’ B::i_i‘
['(an) B Br B

Ademds, sea fx, la funcion de densidad correspondiente a X;. Definamos la funcion

_ le(:L‘)
fX2(x)’

g(x): z > 0. (3.2)

Entonces se tiene que g(x) es creciente en (0,2A;) y decreciente en (21, 00).
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Demostracion. Sean X; ~ T'(«;, 3;),i = 1,2 v.a. con funciones de densidad

o1—1 ag—1
fo(@) = e h, frlt) = e
' ['(aq) 87" ’ ['(az)B3*
Sea
fX1 (CL’)
xr) = , x>0
9 = @)
Entonces
xor—l _x
7 Nqpa€ P1 ar—1,~ 5 o?
g(z) = F((illlll _ 7z ' e,ir(&2)621 _ mm—age—%—kéfw
(x 2) o5 weTle Al(on)BY
r (0] 32
= xo‘l_o‘ze{_x(%_%)}f‘ = gm02e T (3.3)
Notemos lo siguiente
B:i_i: I 1 _ K2 + K2 B K2
B B Bri B(ki+w3)  Bri(kT+k3)  BRI(KT + K3)
2
Ko
=——>0 3.4
PEIE 34
oo — 20 + K 2\ AT RS (W) RN KT RT2M K] 4 KD)
Bk B(k7 + K3) BrI(KT + K3) Br1(KT + K3)
2\ K2 [ K3 } -
M oy — 2 | —axnFso. 3.5
R Rl Ky (39

Por (8.3), B4) y (B:3) resulta que

lim g(z) = lim g(x) = 0. (3.6)

z—0t T—00

Veamos ahora que ¢g(z) tiene un maximo en x = 2A;; usando el criterio de la derivada
tenemos lo siguiente
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g_g = dif‘a:”lgeéz = 2A15~I~“x2A1'§’1e’Bx — Be’éxf‘xalé
T T
= TP te=fr[o)N, — 2], (3.7)

Para que la derivada sea igual a 0 se tiene x = 0 0 # = 2); pero 0 ¢ Dom{g(z)} por
lo que tomamos x = 2\, donde \; > 0 pues es un eigenvalor. Asi, g(z) tiene un punto
critico en 2)\;. Para comprobar que en este punto se alcanza el méximo calculamos la
segunda derivada.

d? Lz 5 d [~=~ o1 = .
& — _TBg2MB1,Br | 19y, _ [F 221 51 fQﬂx:| .
deg(x) B e "+ 2\ — ] . px e : (3.8)
d> . " - d r~- ~ )
ﬁg(l’) = —F6(2)\1)2>\16_16_62)\1 + [2)\1 - 2>\1]_d [F6(2/\1)2)\15—1€_252>\1i|
2 =2\ X

= —THEA)MF e P2 g = DA e P2 <0, (3.9)

de esto se sigue que g(x) tiene un maximo en x = 2.
Por ([3.7)) tenemos los siguientes casos
Caso 1. x € (0,2)\;)

Si z € (0,2)\1) entonces 2A\; — z > 0 por lo que ¢'(z) > 0. De esto se sigue que g(x)
es creciente en (0,2A;).

Caso 2. x € (21, 00)

Si z € (2A1, 00) entonces 2\; —x < 0 por lo que ¢'(z) < 0. De esto se sigue que g(x)
es decreciente en (2\1, 00).

]

En seguida procedemos a realizar la comparacion antes mencionada. Con el siguiente
teorema veremos que, de cumplirse ciertas condiciones, la ecuacion (3.1]) es mas estable
cuando se tienen los dos ruidos gaussianos.

Teorema 3.2. Sean las v.a. X; y las constantes I, 3 definidas como en el lema .
Si se cumple la condicion

e 2X1 8 B
— r 1
{%] <T, (3.10)
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entonces existe o > 0 tal que si 2(f, 1)’ > xq se tiene que

P(r < 00) > P(1 < 00). (3.11)

Demostracion. Supongamos que el maximo de g(x) es mayor que 1, esto es,

= 2018 ,—F2) = NP P
20) =T@2NM)"e "M >l <=T > —— = | — .
9(2\1) (2A1)"7e (2M)2M58 [2)\1]

Por el lema (3.1, g(x) es creciente en (0,2A;) y decreciente en (21, 00). Notese que
g(x) > 0 parax > 0 y su maximo es mayor que 1. Por Spivak [32] (teoremas 7.4
y 7.5) existen z; € (0,2X1), 5 € (2A1,00) tales que g(z1) = g(z2) = 1. Ademas
T < 2)\1 < T2y T 7é 2)\1, To 7& 2)\1

Asi las cosas tenemos que g(z) < 1 para z € (0,x;) y también para x € (x2,00). Mas
aun, g(z) > 1 en (21, x2). Lo antes dicho implica lo siguiente

glz) <1 = ggg <1 = fx,(2) < fole)  2€(0,21)U (2 00),
glz) > 1 = ggg >1 = fy, (1) > fro,(z) € (21,22). (3.12)

Sean Fly,(z) y Fx,(z) las funciones de distribucion de X; y X, respectivamente, y
definamos F(r) := Fi(z) — Fy(z). Es suficiente mostrar que existe zo > 0 tal que
F(z) > 0 para cualquier z > zo. Notemos que -LF(z) = fi(z) — fa(z). Por el

resultado anterior tenemos lo siguiente

le(ZE) < fX2<x) = fX1(m) - sz(z) = %F(‘T) <0 ze (07I1) U (ZL‘Q,OO),

d -

Fa(@) > () = (@) - o) = F) >0 2 € (21,22).
(3.13)
Entonces F(x) es una funcién decreciente en el intervalo (0, 1) U (2, 00) (tomando
en cuenta que F(z) es diferencia de funciones de distribucion de probabilidad, el
intervalo en el que es decreciente es [0, 21]U[z3, 00)) y creciente en el intervalo (21, 72).

A continuacion buscamos probar que F(z1) < 0y F(z3) > 0.

(I) Por demostrar F(z;) < 0.
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Sabemos que si fx, () < fx,(z) en (0,21) entonces se sigue

/09«“1 fx,(z)dx < /Ox1 fx,(x)de = Fx, (1) < Fx,(x1) = F(21) <0. (3.14)

(II) Por demostrar F(z5) > 0.

Supongamos que F'(z,) < 0. Entonces tenemos

F(0) = Fy(0) — F,(0) =0—0=0,
lim F(z) = lim Fi(z) = Fy(x) =1-1=0. (3.15)

T—00

como F(z) es decreciente en [0, ] entonces para T € (O,xl]LF x) < 0. Ahora, si
F(x9) <0, no puede ser que se cumpla lim,_,, F'(x) = 0 pues F'(x) es decreciente en
[25, 00). Hemos llegado a una contradiccion.

Por lo anterior, se debe cumplir que F(z3) > 0. Por Spivak [32] teorema 7.1 como
F(z) es continua en [z, x5 existe zg € [z1, x2] tal que F(x¢) = 0. Més atn, no puede
ser z1 ni zy, por lo que zg € (x1,x2).

Se tiene que xo > 0; por la continuidad de F(z), para = > z, tenemos que F(z) > 0.
Para concluir, si se cumple 2(f,1)? > zy entonces obtenemos el resultado deseado

F(f,¢)%) >0
— Fx,(2(f,%)") — Fx,(2(f,4)") > 0
= Fx,(2(f,9)") > Fx,(2(f,9)")

P < 00) > P(1m < o0)

]

Observacion 3.13. La relacion entre 7 y T nos dice que si anadimos el ruido
adecuado, el tiempo de vida del sistema puede ser prolongado en cierto sentido. En
otras palabras, podemos saber en qué condiciones el ruido adicional dBs(t) tiene un
efecto benéfico en el sistema explosivo . Esto es, en el sentido probabilistico,
cudndo el sequndo ruido retrasa el tiempo de explosion de la solucion u(t,x).
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