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Resumen 

 

El objetivo de este trabajo es el desarrollo de un simulador de flujo en medios 

porosos, de una sola porosidad, que permita el estudio del flujo monofásico de 

aceite, agua, gas o vapor, que sirva como herramienta de análisis en distintos 

problemas del área de ingeniería de yacimientos. 

Se desarrolló una herramienta de computo que da una solución numérica al modelo 

generalizado en términos de pseudo-presión, el cual permite representar el flujo 

monofásico de fluidos en medios porosos. Se presentan tres esquemas de solución 

al modelo generado: lineal, semi-implícito lineal y no-lineal. 

Además, se presenta la descripción y el funcionamiento del programa, así como las 

consideraciones y restricciones para cada fluido. 

Tomando casos de estudio en la literatura se comprobó y validó el modelo 

generalizado, así como el funcionamiento del programa para distintos esquemas de 

solución, los cuales se aplicaron a yacimientos con diversas formas de explotación. 

El modelo y programa desarrollado permite considerar la variación de las 

propiedades del fluido en términos de la presión o pseudo-presión además el 

esquema No-Lineal permite representar condiciones de flujo real de fluidos en 

medios porosos. 

El trabajo sirve como base para el desarrollo de futuros complementos en el área 

de ingeniería de yacimientos u optimización de procesos computacionales, de los 

cuales se habla a detalle en la sección de recomendaciones. 
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Abstract 

 

This project is focused on the development of a single-phase flow simulator in porous 

media, with single porosity model, which permits the study of oil, water, gas or steam 

flow, and can be useful as an analysis tool for several problems related to reservoir 

engineering. 

A computer program was developed for solving a numerical solution for the 

generalized model in terms of pseudo-pressure, which permits to represent a single-

phase flow of fluids in porous media. Three solutions schemes are presented: linear, 

semi-implicit linear and nonlinear. 

A description and operation of the computer program is presented as well as the 

considerations and the constraints for each fluid.  

The results obtained from the generalized model were checked and validated by 

comparing with those presented in literature for different solution schemes applied 

to reservoirs with several exploitation strategies. 

The model and computer program allow to consider fluid properties variation with 

pressure or pseudo-pressure besides nonlinear case allows to represent real flow 

fluids in porous media. 

The advances achieved in this work allows the development of future plugins in 

reservoir engineering or numerical optimization process of which are discussed in 

recommendations section. 
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Introducción 

 

Este trabajo tiene como finalidad desarrollar un simulador de flujo en medios 

porosos, de una sola porosidad, que permita el estudio del flujo monofásico de 

aceite, agua, gas o vapor. Esto con la finalidad de crear un marco útil para su 

aplicación en las diferentes áreas que requieren de estudios aplicados de ingeniería 

de yacimientos. 

La estructura del trabajo se define a continuación: 

1. Descripción de la problemática, donde se detallan la justificación, los 

objetivos y el alcance de esta investigación. 

2. Revisión de la literatura, donde se define el estado del arte con el que se 

desarrolló el trabajo. 

3. Formulación del modelo, donde se muestran los modelos y consideraciones 

utilizados para el desarrollo de la herramienta. 

4. Descripción de la herramienta, donde se indican los detalles operativos del 

programa realizado. 

5. Validación del simulador, donde se incluyen casos tipo, publicados en la 

literatura, que permitan corroborar los cálculos realizados por la herramienta. 

Finalmente, se incluye una sección de conclusiones y recomendaciones, donde se 

detallan los logros de esta investigación, así como los aspectos futuros a desarrollar 

para dar una evolución congruente a este proyecto. 

Cabe señalar que los desarrollos específicos, así como otros conceptos necesarios 

para el entendimiento de este trabajo se incluyen en una sección de apéndices.
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Capítulo 1 

Problemática 

 

La simulación numérica de yacimientos es una disciplina que involucra la aplicación 

de métodos y técnicas de diferentes áreas de las matemáticas y la ingeniería, y cuyo 

fin es el desarrollo de modelos, generalmente computacionales y discretos, para 

estudiar el comportamiento de los sistemas de geo-fluidos ante diferentes 

condiciones de operación. Esto aporta al ingeniero de yacimientos herramientas 

prácticas y robustas (en función de las características del medio) para la toma de 

decisiones, lo que impacta en los diseños, estrategias y costos finales involucrados 

en el desarrollo de un proyecto de extracción. (Ertekin et al., 2001) 

La simulación de un yacimiento es un problema directo que puede ser descrito al 

considerar que el sistema de estudio puede ser representado a través de un vector 

𝛽 como: 

𝛽(𝑘, 𝜇, 𝜙, 𝐶𝑡, 𝑆, … ) ,  .............................................................................  1.1 

y que los parámetros de producción que resultan de interés pueden incluirse en un 

vector 𝛼 de la siguiente forma 

𝛼(𝑝, 𝑞, 𝑁𝑝, 𝐺𝑝, … ) ,  .............................................................................  1.2 

entonces, si se definen las condiciones de interés a las cuales se evaluará el 

problema a través de un elemento 𝛿 como 

𝛿(𝑋, 𝑡) ,  ............................................................................................  1.3 

la simulación de un yacimiento es el resultado de 𝛼 al evaluar 𝛽 de acuerdo con lo 

establecido en 𝛿 (Martinez J., 2018).  
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Debido a la gran cantidad de modelos existentes para representar a los yacimientos, 

y la poca practicidad que involucra el desarrollo de herramientas particularizadas 

para cada caso, los simuladores multipropósito buscan formulaciones generales 

que permitan incluir diferentes modelos en un mismo planteamiento. Por esta razón, 

y dado que no se cuenta con una herramienta propia en la Facultad de Ingeniería 

para atender las problemáticas derivadas del estudio del flujo de geofluidos en un 

yacimiento (Estudio DICT, 2018), en este trabajo se muestra el desarrollo de un 

simulador multi-propósito para flujo monofásico de aceite, gas, agua o vapor.  

Si bien el problema de flujo en todos los casos puede ser descrito con base en la 

misma formulación, dada la dependencia de los parámetros con la presión, se 

sugiere el uso de la pseudo-presión para simplificar los análisis. Por lo anterior, los 

resultados obtenidos se presentarán en términos de una generalización para esta 

variable. 
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Capítulo 2 

Revisión de la literatura 

 

A continuación, se da un panorama general del origen y la evolución de la 

simulación de yacimientos, así como del uso de la pseudo-presión como variable de 

análisis en problemas de flujo. Adicionalmente se examinan algunos simuladores 

multipropósito disponibles en el mercado y se describen las principales variables de 

análisis de cada uno.  

 

2.1 Evolución de la simulación numérica de yacimientos 

La simulación numérica de yacimientos tiene sus inicios en la década de los 50’s 

(Bruce G.H., 1953), distintas formulaciones hasta el día de hoy siguen siendo 

utilizadas por los simuladores comerciales. En un principio los modelos generados 

buscaban representar fenómenos de flujo simples para yacimientos de gas en una 

y dos dimensiones (Aronofsky et al., 1953), y posteriormente se desarrollaron 

simuladores para flujo bifásico y en tres dimensiones al unificar modelos propuestos 

con anterioridad (West W.J. et al., 1954, Douglas et al., 1959, Muskat, 1949). 

En la década de 1960 debido a que los métodos de recuperación estaban 

esencialmente limitados a mantenimientos de presión, el desarrollo se orientó a los 

simuladores trifásicos (Gottfried et al., 1966, Fagin et al, 1966) y a métodos de 

resolución de la matriz de ecuaciones. Una década más tarde se buscaba aumentar 

la precisión de los simuladores, un aporte importante fue la aproximación de dos 

puntos de movilidad del fluido (Todd et al., 1972), a pesar del desarrollo que se ha 

tenido desde entonces esta aproximación solo ha recibido algunas modificaciones 

y su uso permanece vigente. 
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A pesar de que los primeros simuladores composicionales fueron desarrollados a 

finales de los 60’s su formulación tenía cierta inconsistencia que no beneficiaba su 

aplicación; no obstante, gracias a los avances en la década de 1980 se pudo 

solucionar este problema para promover su uso (Watts J. W., 1986, Young et al., 

1983). Además, en los 80’s, se incorporaron modelos geoestadísticos, de doble 

porosidad (Warren et al., 1963,) y de fuerzas capilares y gravitacionales (Gilman et 

al., 1988) que permitieron representar sistemas naturalmente fracturados.  

A partir de la década de los 90’s se implementaron nuevo métodos numéricos y 

algoritmos con el fin de optimizar procesos relacionados a la solución de los 

modelos. 

 

2.2 Uso de la pseudo-presión en problemas de flujo 

Las ecuaciones que describen el flujo de fluidos en medios porosos usualmente 

tienen consideraciones con el fin de simplificar el modelo planteado y así poder dar 

una solución. En el caso particular de la ecuación de flujo de gases se intentó 

hacerlo de distintas maneras debido a la dificultad que presenta, al ser una ecuación 

no lineal de segundo orden en derivadas parciales, por lo que se han propuesto 

diferentes métodos para linealizar la ecuación y aproximar una solución 

(Heatherington et al., MacRoberts, Janicek-Katz). De estas, la propuesta por Al-

Hussainy (1966) ha sido la más utilizada: El autor propone un cambio de variable al 

incluir un término al que denominó pseudo-presión (Ψ). 

Una forma muy general de representar a la pseudo-presión, y que resulta de gran 

utilidad en este trabajo debido a las facilidades que presenta en su aplicación tanto 

para líquidos como para gases es la siguiente: 

Ψ(𝑝) = 2∫
𝜌

𝜇

𝑝

0

𝑑𝑝 ,  ...................................................................................  2. 1 
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La pseudo-presión puede estimarse de cuatro formas diferentes: 

1. Integración numérica mediante parámetros obtenidos de correlaciones PVT. 

2. Integración numérica mediante parámetros obtenidos de experimentos PVT. 

3. Mediante métodos gráficos. 

4. Por soluciones analíticas a la Ec. 2.1 

Respecto al uso de la pseudo-presión en la industria petrolera, es posible encontrar 

en la literatura una gran cantidad de referencias y aplicaciones (Thomas G.W., 1986, 

Bo Lu et al., 2014, Klins-Biterge, 1987). En un principio, el principal uso que se le 

dio a la pseudo-presión fue para el análisis de datos de pruebas de presión, 

permitiendo linealizar los análisis al tomar en cuenta la variación de las propiedades 

con respecto de la presión, las cuales tienen un gran impacto en el comportamiento 

de fluidos con cambios importantes en su compresibilidad.  

La pseudo-presión permite generalizar el análisis de los resultados observados 

durante estudios de flujo en medios porosos, evitando el uso de simplificaciones 

como la reducción de los gradientes al cuadrado o el uso de la presión cuadrada. 

Por ejemplo, para pruebas de abatimiento de presión (decremento) con tiempos 

anormalmente largos la pseudo-presión es la única variable que arroja resultados 

factibles y confiables al ser utilizada como variable de análisis. 

 

2.3 Software de simulación con formulaciones multipropósito 

Se entiende cómo un simulador multipropósito aquel simulador que es usado para 

tratar diferentes tipos de problemas que tradicionalmente se han resuelto usando 

diferentes simuladores. Una de las razones por las cuales es esto posible es el 

incremento en la capacidad de cómputo, sin embargo, la razón principal es la 

acumulación y unificación de los principios que rigen la simulación numérica 

(Vinsome et al., 1993). 

TETRAD es un simulador multipropósito el cual puede ser utilizado en cuatro 

modos: aceite negro, multicomponente, térmico y geotérmico. Algunos de los 
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parámetros que utiliza para realizar un pronóstico son la estructura del yacimiento, 

la relación de permeabilidades relativas, la relación de presión capilar y parámetros 

de doble porosidad, tomando en cuenta la saturación de gas, agua y aceite. 

GASSIM es un simulador monofásico 2D que permite representar el flujo real de 

gas, además la malla puede tener una geometría cartesiana o radial. Calcula las 

presiones y propiedades del gas a partir de pseudo-presión después de que cada 

solución ha sido calculada. 

Fue diseñado como un programa simple con el fin de que estudiantes pudieran 

agregar o modificar el código, programado en FORTRAN, sin necesidad de tener 

una amplia experiencia en programación o realizar una gran inversión de tiempo. 

CMG presenta el simulador STARS el cual es una herramienta que modela 

procesos avanzados de recuperación incluyendo la inyección de vapor, solventes, 

aire y químicos. Este simulador puede ser utilizado en procesos térmicos de alta 

complejidad.  

En cuanto a procesos químicos se puede utilizar para evaluar distintos tipos de 

recuperación como inyección de surfactantes, Smart-Water e inyección de espuma. 

Adicionalmente permite simular el comportamiento a distintos tipos de terminación 

y geometrías de pozos. Además, a nivel de formación puede acoplarse un modelo 

geomecánico para representar la subsidencia, compactación y dilatación que 

presenta la roca ante distintos procesos de recuperación. 

Though es un simulador desarrollado por el Laboratorio Nacional de Lawrence 

Berkeley, es utilizado para recrear el flujo multifásico no isotérmico en medios 

porosos. Aunque fue desarrollado originalmente para yacimientos geotérmicos, 

actualmente puede ser utilizado para describir fenómenos multifásicos que toman 

en cuenta la difusión del calor (conducción, convección y coeficientes de difusión), 

los cambios de fase, diferentes modelos reológicos y efectos gravitacionales, estos 

últimos con ayuda de ecuaciones de transporte basadas en la ley de Darcy (que 

incluyen efectos visco inerciales como el de Klinkenberg). 
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PanSystem es un software de análisis de datos de pruebas de presión, el cual 

cuenta con PanMesh, un simulador numérico 3D basado en el elemento finito. 

Puede ser utilizado para simular la presión de fondo fluyente para correlacionar un 

histórico a una serie de datos de pozo. También se pueden generar datos de 

pruebas de interferencia.  

Utilizando la pseudo-presión multifásica, el simulador puede modelar el 

comportamiento multifásico. Además, una pseudo-presión dependiente de los 

esfuerzos puede ser utilizada para aproximar la permeabilidad y porosidad en 

yacimientos de shale gas y de gas asociado al carbón (CBM). 
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Capítulo 3 

Formulación del modelo general 

Los modelos de simulación pueden clasificarse de acuerdo con su alcance y el 

ordenamiento de sus elementos (Settari y Aziz, 1979). Para este trabajo, dado que 

se busca representar el comportamiento del yacimiento, se utilizará un mallado 

estructurado ortogonal con bloques centrados, Figura 3.1, en el que es posible 

identificar a los nodos en 𝑖, 𝑗, 𝑘 para coordenadas rectangulares y donde la presión 

se determina al centro de los bloques, Figura 3.2. Asimismo, la solución se obtiene 

al discretizar la ecuación de flujo e integrar mediante el método de diferencias finitas. 

 

 

 

Figura 3.1. Mallado ortogonal con bloques centrados. 

 

Una de las principales ventajas de este tipo de configuraciones para la malla, recae 

en la ordenación de los elementos, ya que el acceso a las celdas vecinas o a una 

dada resulta del sumar o restar un número al valor del índice correspondiente 𝑖, 𝑗, 𝑘. 

Por otra parte, como desventaja se tiene la poca flexibilidad para representar 

geometrías complejas, para lo cual en su caso es mejor utilizar mallas no 

estructuradas.  
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Figura 3.2. Origen y sistema de referencia. 

 

Considerando lo anterior, se utilizarán las siguientes expresiones fundamentales: 

1. Ecuación de continuidad en coordenadas cartesianas. 

2. Ecuación de transporte de Darcy. 

3. Ecuaciones constitutivas para los elementos del yacimiento. 

A continuación, se presenta el modelo general utilizado para el simulador buscado 

y se abordaran los tres esquemas de solución implementados. La derivación 

completa tanto para la ecuación de continuidad y el modelo general se encuentra 

plasmada en el Apéndice B.  

 

3.1 Modelo General 

Considerando el flujo de masa a través de un volumen de control que represente 

una parte del yacimiento de dimensiones: Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧, el flujo en tres direcciones, y 
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haciendo un balance de materia en el volumen de control, es posible llegar a la 

siguiente forma de la ecuación de continuidad: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑣𝑥𝜌𝑓) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑣𝑦𝜌𝑓) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣𝑧𝜌𝑓) +

(𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
𝑉𝑏

= −
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙 𝜌𝑓) .  ...................  3. 1 

Ahora, utilizando la ecuación de Darcy para describir los términos de transporte en 

la Ec. 3.2, al incluir a la pseudo-presión y aproximar por diferencias finitas se llega:  

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
[𝐶𝑖,𝑗,𝑘 + (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

] +
𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2

+
𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

2
+
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2
= 𝑄𝑖,𝑗,𝑘  , 

 .................... 3. 2 

donde: 

𝐶𝑖,𝑗,𝑘 = −[𝐸𝑖,𝑗,𝑘 +𝑊𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘

+ 𝐵𝑖,𝑗,𝑘] , 
 ................................  3. 3 

𝑄𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 = −�̇�𝜃

 Ψ𝑖,𝑗,𝑘
− (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛

2
+ 𝐶𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘

𝜃

+ [𝐸𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘
𝜃 ) +𝑊𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘

𝜃 ) + 𝑁𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘
𝜃 )

+ 𝑆𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘
𝜃 ) + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1

𝜃 ) + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1
𝜃 )] , 

 ................  3. 4 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖+
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
Δ𝑥

) 
𝑖+
1
2
,  ......................................................................  3. 5 

𝑊𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖−
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
Δ𝑥

) 
𝑖−
1
2
,  ......................................................................  3. 6 
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𝑁𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑦
𝑗+
1
2

= (
𝐴𝑦𝑘𝑦

Δ𝑦
) 
𝑗+
1
2
,  .....................................................................  3. 7 

𝑆𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑦
𝑗−
1
2

= (
𝐴𝑦𝑘𝑦

Δ𝑦
) 
𝑗−
1
2
,  ......................................................................  3. 8 

𝐴𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑧
𝑘+

1
2

= (
𝐴𝑧𝑘𝑧
Δ𝑧

) 
𝑘+
1
2
,  ......................................................................  3. 9 

𝐵𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑧
𝑘−

1
2

= (
𝐴𝑧𝑘𝑧
Δ𝑧

) 
𝑘−
1
2
.  ......................................................................  3. 10 

La expresión anterior es el modelo general propuesto para el análisis de flujo 

monofásico en medios porosos, donde el término (𝜃) representa el tiempo al que 

puede evaluarse la función dependiente de la presión, en consecuencia, se generan 

escenarios donde el análisis es implícito lineal, semi-implícito lineal o implícito no-

lineal. Es importante resaltar que las unidades consideradas en la Ec. 3.2 se 

consideran consistentes. 

En este caso, el sistema de ecuaciones obtenido se esquematiza en la Figura 3.3. 

 

Figura 3.3. Acomodo del sistema de ecuaciones. 
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3.2 Modelo implícito lineal 

Partiendo de la Ec. 3.2 y asumiendo 𝜃 = 1, se llega a la ecuación 3.11, en este caso 

se asume que la variación de las propiedades del fluido a analizar no cambia 

respecto al tiempo ni ante cambios en la presión del sistema (la pseudo-presión es 

función de la presión), sino que permanecen igual que en las condiciones iniciales, 

por lo que la estimación de la pseudo-presión se realiza de forma directa. 

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
[𝐶𝑖,𝑗,𝑘 − (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)  )

𝑖,𝑗,𝑘
] +

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
+
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+
𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

2

+
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2
= 𝑄𝑖,𝑗,𝑘  . 

 ..............  3. 11 

 

3.3 Modelo semi-implícito lineal 

En este caso se resuelve la Ec. 3.2 con 𝜃 = 𝑛, obteniéndose la Ec. 3.12. Para 

conocer los términos que son dependientes del tiempo se utilizan las propiedades 

del fluido calculadas en el tiempo 𝑡 = 𝑛, mismas que permiten estimar la presión en 

el tiempo 𝑡 = 𝑛 + 1. 

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
[𝐶𝑖,𝑗,𝑘 − (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜇 𝐶𝑡)

𝑛 𝜙  )
𝑖,𝑗,𝑘

] +
𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+
𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

2

+
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2
= 𝑄𝑖,𝑗,𝑘

𝑛   . 

 ..............  3. 12 
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3.3 Modelo implícito no-lineal 

Partiendo de la ecuación 3.2, asumiendo 𝜃 = 𝑛 + 1, se llega a la Ec. 3.13, en donde 

todos los términos son dependientes de la estimación de la pseudo-presión: las 

propiedades del fluido calculadas en el tiempo 𝑡 = 𝑛 + 1 son utilizadas para estimar 

la presión en el tiempo 𝑡 = 𝑛 + 1.  

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
[𝐶𝑖,𝑗,𝑘 − (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜇 𝐶𝑡)

𝑛+1 𝜙  )
𝑖,𝑗,𝑘

] +
𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2

+
𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

2
+
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2
= 𝑄𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1  . 

 ..............  3. 13 

Este es un caso completamente no-lineal, la solución al problema se propone 

mediante el método Newton-Raphson. Para ello se establece la siguiente función 

objetivo: 

𝐹(Ψ)𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛱𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 [𝐶𝑖,𝑗,𝑘 −

𝜆

𝜂𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1] + 𝐸𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 +𝑊𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛+1 + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1 + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛+1 + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 𝛱𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

− 𝑄𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 0  , 

 .  3. 14 

donde: 

𝛱𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 =

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝜃

2
  ,  .............................................................................................  3. 15 

𝜆 =
𝑉𝑏𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝑡
  ,  ...............................................................................................  3. 16 
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𝜂𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 =

1

((𝜇 𝐶𝑡)𝑛+1 𝜙  )𝑖,𝑗,𝑘
  .  ..........................................................................  3. 17 

Así, aplicando el método de Newton-Raphson para resolver este sistema de 

ecuaciones (Isaacson y Keller,1966), puede expresarse el problema como: 

𝐽{𝐹(Ψ)}𝛿̅ = −𝛽𝑁𝑅𝐹(Ψ) ,  ............................................................................  3. 18 

donde 𝐽{𝐹(Ψ)} es la matriz jacobiana de la función objetivo, 𝛿̅ es el vector solución 

(Ψ𝑚+1 −Ψ𝑚) y 𝐹(Ψ) es el vector columna conformado al utilizar la Ec. 3.14 y las 

condiciones de frontera del problema. Finalmente, 𝛽𝑁𝑅 es una constante utilizada 

para favorecer la convergencia del proceso. Típicamente tiene un valor de 1. 

Las componentes de la matriz jacobiana se obtienen de: 

𝐽{Ψ}𝛼,𝛽 =
𝜕𝐹𝛼
𝜕Ψ𝛽

  ,
1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑁
1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑁

  ,  ..............................................................  3. 19 

donde 𝛼 indica la función objetivo y 𝛽 la variable de interés, de tal forma que: 

𝐽{Ψ}𝛼,𝛽 =

[
 
 
 
 
𝜕𝐹1
𝜕Ψ1

⋯
𝜕𝐹1
𝜕Ψ𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹𝑁
𝜕Ψ1

⋯
𝜕𝐹𝑁
𝜕Ψ𝑁]

 
 
 
 

  ,  ..................................................................... 3. 20 

siendo 𝑁 el número de celdas totales del sistema. La forma general de la matriz 

resultante se muestra en la Figura 3.4., el procedimiento particular de solución 

puede ser consultado en el Apéndice B. 
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donde: 

𝑚𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐶𝑖,𝑗,𝑘 −
𝜆

𝜂𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 

;         𝜆 =
𝑉𝑏𝑖,𝑗,𝑘
Δ𝑡

;        𝜂𝑛+1 =
1

((𝜇 𝐶𝑡)𝑛+1 𝜙  )𝑖,𝑗,𝑘
  

Figura 3.4. Matriz Jacobiana resultante. 

 

Para resolver la ecuación 3.9 se necesitan las condiciones iniciales del sistema, así 

como sus propiedades, un tiempo 𝑡𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 al cual terminará simulación, un 

determinado Δ𝑡 que determine el paso en el tiempo desde un 𝑡𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙. 

I. El primer paso es representar al yacimiento como una malla en tres 

direcciones (𝑥, 𝑦, 𝑧) especificando el número de celdas en cada dirección, 

adicionalmente se ingresan las propiedades del sistema (compresibilidad de 

la formación, presión de referencia en el sistema, profundidad de la presión de 

referencia, viscosidad, factor de volumen, presión de saturación, temperatura 

del yacimiento, densidad relativa del gas liberado, densidad del fluido). 

 

II. Una vez que se han cargado las propiedades iniciales y de fluido, se ingresan 

las propiedades de las celdas que representan al sistema (dimensión de la 

celda, porosidad, permeabilidad en las tres direcciones, la cima de la celda y el 

gasto asociado a la celda). 
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III. Con todos los datos ingresados el programa calcula la presión media y con 

ella la pseudo-presión en cada una de las celdas, así como las propiedades 

del fluido a esas condiciones. Posteriormente se calculan las 

transmisibilidades entre celdas mediante un promedio armónico y 

suponiendo la permeabilidad constante. 

 

IV. Cuando se han calculado las transmisibilidades se procede a calcular la 

ecuación 3.10 junto con los términos que la componen, como primera 

aproximación los cálculos se realizan con la siguiente consideración Ψ𝑚 =

 Ψ𝑛, es decir que el primer valor aproximado es el valor actual de la pseudo-

presión. A continuación, se forma la matriz jacobiana de la función objetivo, 

inmediatamente después se calcula la matriz inversa de ésta. 

 

V. Una vez calculada la matriz inversa se realiza la premultiplicación de la 

siguiente manera: 

(Ψ𝑚+1 −Ψ𝑚)  = −𝐽−1{𝐹(Ψ)}𝐹(Ψ) 

Donde el término 𝑚 𝑦 𝑚 + 1 representa a la iteración no al tiempo en el que 

se encuentra realizando la estimación. 

a) En caso de que se cumpla que (Ψ𝑚+1 −Ψ𝑚) < 𝑡𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 la pseudo-

presión propuesta 𝑚 es la que resuelve las condiciones del sistema y 

por lo tanto la estimada al tiempo 𝑡. Además, para el siguiente cálculo 

en 𝑡 = 𝑛 + 1 se considera: 

Ψ𝑛+1 = Ψ𝑚+1 

b) Por otro lado, si se cumple que (Ψ𝑚+1 −Ψ𝑚) > 𝑡𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 la pseudo-

presión propuesta no es la correcta y la próxima pseudo-presión 

propuesta es: 

Ψ𝑚+1  = Ψ𝑚 − 𝐽−1{𝐹(Ψ)}𝐹(Ψ) 

Posteriormente se realizan todos los cálculos desde el paso IV sin   

realizar un avance en el tiempo. 
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Para el siguiente paso en el tiempo 𝑡 = 𝑛 + 1, se repiten los cálculos 

desde el paso IV. Considerando: 

Ψ𝑛 = Ψ𝑚+1 

Es importante señalar que las propiedades calculadas a una cierta pseudo-presión, 

son generadas a partir de una interpolación usando spline cúbico; junto con el paso 

III se generan conjuntos de datos de P 𝑣𝑠 𝜇, 𝜌, 𝐶𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 utilizando correlaciones para 

estas propiedades, posteriormente se calcula la pseudo-presión a cada una de las 

presiones y se hace una relación Ψ{𝜇, 𝜌, 𝐶𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜} 
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Capítulo 4 

Descripción de la herramienta  

 

En este capítulo se muestra cómo usar el simulador numérico desarrollado en este 

proyecto, el simulador puede ser ejecutado mediante una nueva pestaña llamada 

“Simulación” (Figura 4.1.) en la cinta de opciones de Excel. 

La pestaña Simulación es la segunda en el archivo de Excel, en la cual se destacan 

3 grupos de botones:  

• Tipo de fluido: Se selecciona el tipo de fluido del yacimiento, cuenta con cuatro 

botones (Agua, Aceite, Gas y Vapor). Cada botón es ocupado según el fluido a 

simular.    

• Malla: Se construye el formato de ingreso de datos de la malla del yacimiento.  

• Inicio: Consta de un menú (Seleccionar Esquema de Simulación) y dos botones 

(Seleccionar Correlación e Iniciar Simulación) los cuáles brindan información 

sobre el modelo de simulación a ocupar. 

o Seleccionar Esquema de Simulación: Se define el esquema de 

simulación. 

o Seleccionar Correlación: Se seleccionan, dependiendo del esquema de 

simulación, las correlaciones de las propiedades de acuerdo con el fluido. 

o Iniciar Simulación: Inicia la simulación. 

 

 

Fig.4.1 Pestaña Simulación y grupos de botones. 
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4.1 Aspectos operativos 

Para iniciar el proceso, el usuario debe posicionarse en la pestaña de Simulación, 

donde debe seleccionar el tipo de fluido del yacimiento a simular, para lo que el 

programa creará, si no existe, una hoja (“Datos”) de ingreso de los datos necesarios 

para la simulación, Figura 4.2. 

 

Figura 4.2. Ejemplo de ingreso de datos. 

 

El usuario deberá ingresar los datos de propiedades del fluido a condiciones de 

yacimiento, datos de la malla (número de celdas) así como el tiempo y Δ𝑡 a simular, 

cada una con sus respectivas unidades. 

Una vez hecho esto, se debe dar clic en el botón Construir Malla, que generará una 

distribución en la hoja “Datos”, Figura 4.3. En esta, el usuario deberá ingresar los 

datos de propiedades de los bloques de la malla: dimensiones, porosidad, 

permeabilidad, cimas y gasto, en caso de tener un pozo productor (−𝑞) o inyector 

(+𝑞), cada una con sus respectivas unidades en el sistema práctico. 

 

Figura 4.3. Ingreso de datos en la malla de simulación. 



20 
 

Posteriormente se selecciona el esquema de simulación del modelo, y dependiendo 

de ello, se deben elegir las correlaciones pertinentes para representar al fluido, 

Figura 4.4.   

 

Figura 4.4. Menú de elección de correlaciones de fluido. 

 

El último paso es iniciar el modelo de simulación dando clic en el botón Iniciar 

Simulación. Los resultados del proceso de simulación serán reportados en la hoja 

“Presión”, donde se imprimirán el tiempo correspondiente, celdas, valor de presión 

(𝑝𝑠𝑖) y pseudo-presión (𝑝𝑠𝑖2 − 𝑙𝑏/𝑐𝑓𝑡 − 𝑐𝑝) calculados, Figura 4.5. 

 

 

Figura 4.5. Botón Iniciar Simulación e impresión de resultados. 
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4.2 Restricciones 

Dependiendo del fluido en el yacimiento a simular se pedirán distintas propiedades 

para utilizar en las correlaciones. En la Figura 4.6 se aprecia una diferente selección 

en los tipos de fluido. 

 

Figura 4.6. Ingreso de datos según el tipo de fluido. 

 

Según el esquema seleccionado podrán pedirse o no correlaciones y distintas 

propiedades del fluido. Además, el esquema lineal sólo está disponible para agua y 

aceite. (Figura 4.7.)  

 

Figura 4.7. Advertencias sobre datos necesarios en el modelo y 

compatibilidad de esquemas. 

 

El simulador considera flujo monofásico. Adicionalmente las formulaciones 

consideran un yacimiento arriba de la presión de saturación. Los resultados 

calculados por debajo de estas condiciones se consideran erróneos. 
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La pseudo-presión para todos los fluidos es calculada desde 100 psi, excepto para 

el aceite, donde es calculada desde la presión de saturación para evitar considerar 

el comportamiento del aceite saturado puesto que el modelo considera flujo 

monofásico, hasta la presión de yacimiento más un incremento con el propósito de 

que en caso de existir inyección de fluidos en una celda y la presión sea mayor que 

la presión inicial, se tenga una buena representación de las propiedades a estas 

condiciones. 

El modelo considera fronteras impermeables, gasto de producción/inyección 

constante y no se consideran modelos de flujo de calor ni cambios composicionales. 

El diagrama de flujo incluido en la Figura 4.8., esquematiza el funcionamiento 

general de la herramienta. 
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Se pide la 
Compresibilidad del 

fluido. 

S i 

Inicio de Excel 

Escoger tipo de fluido 
(agua,aceite,gas,vapor). 

ESCfitura de datos en la Hoja de 
excel (Tamaño de malla. 

propiedades del fluido, datos de 
referencia l . 

Construcción de la malla. 

Escritura de las carecterísti cas de la 
malla y las propiedades petrofísicas 

del yacimiento. 

Selección del esquema de 
Simulación {lineal, 

semi-implícito, no-lineal}. 

¿Esquema lineal? 

No 

Selección de las correlaciones 
para el calculo de las propieades 

del fluido. 
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Pinicial = Pb 
Sí 

Inicio de la Simulación 

Lectura de las propiedades 
(Módulo: A_LecturaPropiedades) 

Lectura del tamaño de la malla y las 
propiedades petrofísicas 

(Módulo: A_LecturaPropiedades). 

Cálculos a t=O de la distribución de 
presión y pseudo-presión en el 

yacimiento 
(Sub: Calculas_Iniciales). 

Creación de hoja de propiedades y 
se da el rango para el Spline 

(Módulo: Propiedades_Curva). 

¿El fluido es aceite? 

No 

Pinicial = 100 [psi] 
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Cálculo de las transmisibilidades 

(Módulo: B_Transmisibilidades). 

Cálculo de los factores Cijk, Qijk, Gamma, TA, 
/----------1~ y propiedades del fluido 

(Sub: C_Ecuacion_Fundamental) 

Si 
Se mantienen las propiedades 
constantes a los va lores leídos. foIIf------( ¿Esquema lineal? 

No 

Cálculo de las propiedades con el 
uso del spline. 

Vectorización de las transmisibilidades 
(Sub: Vectorizar_EcuacionFundamental) 

Vectorización de las diagonales que 
conforman la matriz 
(Sub: Vectorizar2) 
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0) 
T 

Creación de la matriz con un 
ordenamiento estándar 

(Sub: MATRIZ_Ecuaciones) 
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de simulación. semi-implícito. 

+ 
Sub: Las propiedades Sí 
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Figura 4.8. Diagrama de trabajo del programa desarrollado. 

No 

Se guarda la 
distrubición de 
pseudo-presión 

correcta en la malla al 
tiempo actual. 

Sí 

Impresión de los 
valores de pseudo-presión en la hoja de 

excel en todo el tiempo de simulación 

Cambio de pseudo-presión a presión con el 
uso del spline. 

Realización de gráficos de presion vs 
tiempo y pseudo-presión vs tiempo, 

además de la visualización de la caíde de 
presión. 

FIN 
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La tabla 4.1 contiene las correlaciones cargadas en el simulador para el uso en los 
esquemas semi-implícito y no-lineal. 

 

Tabla 4.1. Correlaciones usadas por el simulador. 

Agua Correlación 

Factor de Volumen (𝑩𝒘) HP 

 McCain 

Viscosidad (𝝁𝒘) Meehan 

 McCain 

Relación de Solubilidad (𝑹𝒔𝒘) McKetta-Wehe (corrección) 

Compresibilidad (𝑪𝒘) Brill-Beggs 

 McCain 

Aceite Correlación 

Densidad (𝝆𝒐) Vazquez-Beggs 

 Petrosky-Farshad 

Viscosidad del aceite muerto (𝝁𝒅𝒐) Beal 

 Beggs-Robinson 

 Glaso 

Viscosidad del aceite saturado (𝝁𝒔𝒐) Chew-Conally 
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 Beggs-Robinson 

Viscosidad del aceite bajo-saturado 
(𝝁𝒖𝒔𝒐) 

Beal 

 Khan 

 Vazquez-Beggs 

Compresibilidad (𝑪𝒐) Vazquez-Beggs 

 Petrosky-Farshad 

 Standing 

Método de la derivada 

Relación de Solubilidad (𝑹𝒔𝒐) Standing 

 Vazquez-Beggs 

 Glaso 

 Marhoun 

 Petrosky-Farshad 

 Golfo de México 

Gas Correlación 

Factor Z Papay 

 Dranchuck-Abou-Kassem 

 Dranchuck-Purvis-Robinson 

 Hall-Yalborough 



30 
 

 Beggs-Robinson 

Viscosidad Lee-Gonzalez 

Vapor Correlación 

Tablas de vapor (Modificación a 
XSteam-v2a) 

Revised Release on the IAPWS 
Industrial Formulation 1997 for the 
Thermodynamic Properties of Water 
and Steam 
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Capítulo 5 

Validación y análisis de resultados 

 

Para asegurar que los resultados obtenidos en el simulador a partir de la solución 

al modelo propuesto en sus diferentes esquemas son correctos y confiables, es 

necesario validarlos. Para ello se recurre a resultados presentados en la literatura: 

Ertekin et al. (2001), Osorio (2016) y Lee y Wattenbarger (1996); mismos que se 

analizarán en términos del comportamiento y valores numéricos calculados por el 

simulador desarrollado. 

Los problemas considerados para la validación se clasifican como:  

1. producción a gasto cero, para validar la consistencia de las unidades y la 

estabilidad de los esquemas de solución; y 

2. casos con pozos de producción/inyección, para validar la precisión de los 

cálculos y los comportamientos observados. 

Además de los anteriores, se incluye un caso donde se evalúa la existencia de dos 

bloques compartamentalizados, separados por una frontera impermeable. Debido a 

las magnitudes de los valores de pseudo-presión, por comodidad se presentan los 

resultados únicamente en términos de la presión. 

 

5.1 Comportamiento con gasto cero en las celdas, modelo en 3D 

Este caso se busca evaluar la consistencia del modelo y la estabilidad de los 

esquemas de solución. Para ello se asignaron valores de gasto cero a todas las 

celdas y se analizó el comportamiento resultante, que debería coincidir con la 

presión inicial en todos los casos. De existir alguna variación, esta podría ser 

producto del proceso de solución o la consistencia en las unidades. Para lo primero, 

se espera que las variaciones ocurran a tiempos cortos, y que conforme evolucione 
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el problema las presiones se estabilicen en un valor y no haya cambios a tiempos 

largos. Por otro lado, en caso de haber problemas de consistencia en los sistemas 

de unidades, se esperaría un cambio constante de la presión en el tiempo. 

Las propiedades utilizadas, así como las correlaciones que describen su 

comportamiento a lo largo del yacimiento, se incluyen en la Tabla 5.1, mientras que 

la Figura 5.1 muestra la distribución espacial y presiones iniciales de la malla 

generada. Las porosidades se consideraron con una distribución homogénea, y con 

un valor de 0.27 en las celdas; y las fronteras externas son impermeables. 

 

Tabla 5.1. Parámetros y correlaciones utilizadas para la simulación del caso 

con todos los gastos cero. 

Cimas, ft 

(1,1,1)  
− (3,1,1) 

(1,2,1)  
− (3,2,1) 

(1,3,1)
− (3,3,1) 

(1,1,2)
− (3,1,2) 

(1,2,2)
− (3,2,2) 

(1,3,2)
− (3,2,2) 

9510 9480 9450 9460 9430 9400 

      

Propiedades iniciales  Correlaciones utilizadas 

𝜇𝑜, cp 0.15  
Densidad del aceite 
bajo-saturado 

Petrosky-Fashad 

𝐵𝑜, rbl/stb 1.05  
Viscosidad del 
aceite muerto 

Beggs-Robinson 

𝐶𝑡, 1/psi 1.96×10-5  
Viscosidad al punto 
de burbuja 

Chew-Conally 

𝜌𝑜 𝐶𝑌, lb-m/cft 43.8  
Viscosidad para el 
aceite bajo-saturado 

Khan 

Δ𝑥, ft 1000  
Compresibilidad del 
aceite 

Standing 

Δ𝑦, ft 1000  
Relación de 
solubilidad en pb 

Golfo de México 

Δ𝑧, ft 50  
Presión de burbujeo 
del aceite [psi] 

1500 
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Figura 5.1. Distribución espacial de la malla para el caso 1. 

 

La Figura 5.2 muestra los resultados de la presión respecto del tiempo, en cuatro 

de los nodos solución, para los tres esquemas de simulación sin producción.  

 

 

Figura 5.2. Resultados de la presión a lo largo del tiempo para los diferentes 

esquemas de simulación utilizados para resolver el problema de gasto cero. 
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Se observa que en todos los casos existe una pequeña variación de la presión 

reportada, esto debido al uso de las correlaciones para estimar las propiedades en 

los cálculos. No obstante, el comportamiento observado es el esperado, lo que 

permite concluir que el código es estable en cualquiera de los esquemas incluidos 

y que las unidades son consistentes. 

 

5.2 Pozo productor de aceite en un yacimiento cerrado, modelo 1D 

Este caso (Ertekin et al., 2001) busca comparar los resultados del modelo utilizado 

frente a los reportados de una simulación lineal en términos de la presión. Lo que 

permitirá evaluar la precisión del modelo, su estabilidad en términos de las 

tolerancias y la funcionalidad de las funciones interpolantes utilizadas al convertir 

los resultados, obtenidos en términos de la pseudo-presión, a valores de presión.  

La Tabla 5.2 muestra las propiedades utilizadas para la simulación, mientras que la 

Figura 5.3 indica la distribución espacial y de las presiones iniciales de la malla 

generada, considerando que las fronteras físicas corresponden a las de un 

yacimiento impermeable. Se observa que, al tratarse del caso de un canal alargado 

ubicado en un mismo plano, la malla seleccionada es unidimensional y cuenta con 

una distribución uniforme de presiones iniciales (de 6000 psia). El gasto utilizado 

para el pozo, ubicado en la celda (4,1,1), fue de 𝑞𝑜 = 150 [𝐵𝑃𝐷]. 

 

Tabla 5.2. Parámetros utilizados para la simulación del caso con flujo lineal. 

𝜇𝑜, cp 10  Cima, ft 9410 

𝜙, fracción 0.18  Δ𝑡, días 15 

𝐶𝑡, 1/psi 3.5×10-5  𝑘𝑥, md 15 

𝜌𝑜 𝐶𝑌, lb-m/cft 43.8  𝑘𝑦, md 15 

Δ𝑥 = Δ𝑦, ft 1000  𝑘𝑧, md 15 

Δ𝑧, ft 75  𝐷𝑟𝑒𝑓, ft 9447.5 
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Figura 5.3. Representación de la malla del caso 2 vista en XZ. 

 

Debido a las consideraciones de los autores, se compararán los esquemas de 

simulación lineal. Los resultados obtenidos en la celda (4,1,1) se presentan en la 

Figura 5.4, en donde se observa una correspondencia total de los resultados con el 

esquema lineal y que en el caso semi-implícito la caída de presión es relativamente 

menor. Esto se debe a la inclusión de correlaciones para calcular las propiedades 

del aceite en la simulación. En todos los casos los comportamientos son los mismos. 

 

 

Figura 5.4. Comparación de los resultados de la presión a lo largo del tiempo 

para los esquemas lineales y los reportados en la literatura. 

150 bpd Pi=60001

1 2 3 4 5Z             X

Pi=6000 Pi=6000 Pi=6000
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La Figura 5.4 muestra los resultados reportados por Ertekin et al. y aquellos 

calculados con el simulador. El análisis de presión-tiempo se hizo en la celda donde 

se encuentra el pozo. Se puede observar un comportamiento idéntico a los datos 

reportados en el libro. Para validar los comportamientos observados se obtiene la 

función derivada de los datos en el bloque, que se calculan como: 

𝐷𝑒𝑟 Δ𝑝4,1,1 =
𝑑 (𝑝𝑖 − 𝑝4,1,1)

𝑑 ln|𝑡|
  ,  ....................................................................  5. 1 

su valor numérico se determina mediante el algoritmo de Bourdet. Los resultados 

se muestran para el caso lineal implícito en la Figura 5.5, donde se observan los 

comportamientos característicos para flujo lineal y pseudo-estacionario. Los 

resultados obtenidos para el método semi-implícito lineal no se incluyen por 

presentar dispersión en la función derivada, aunque los comportamientos son 

correctos. 

 

 

Figura 5.5. Comportamiento de la caída de presión y la función derivada 

respecto del tiempo para el nodo (4,4,1), obtenidos para el esquema lineal. 
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5.3 Pozo productor de aceite con dos pozos inyectores de agua en 

un yacimiento volumétrico, modelo 1D  

En este caso se pretende evaluar la estabilidad del simulador al comparar un caso 

de simulación lineal respecto a los resultados obtenidos para un caso resuelto con 

ayuda de Eclipse100 (Osorio, 2016).  

La simulación se realizó en un esquema lineal, considerando para ello una malla 1D 

con nodos centrados. En este caso, la presión inicial es de 4500 psia, y se considera 

un yacimiento cerrado homogéneo de cinco celdas en la dirección 𝑋, una celda en 

𝑌, y una celda en 𝑍. Las propiedades consideradas se incluyen en la Tabla 5.3, 

mientras que en la Figura 5.6 se esquematiza el problema.  

En este caso, existen tres pozos en el yacimiento, dos inyectores: uno con gasto de 

40 bpd en la celda (1,1,1)  y otro que inyecta a 100 bpd en la celda (5,1,1). También 

hay un pozo que produce a 150 bpd al centro de la estructura, en la celda (3,1,1). 

Los resultados se muestran para el pozo productor en la Figura 5.7. Por el tipo de 

problema, al tener un mantenimiento parcial de la presión, se espera observar un 

período de flujo lineal, seguido de la visualización de las fronteras con recarga y un 

último período pseudo-estacionario. 

 

Tabla 5.3. Parámetros utilizados para la simulación del caso 5.3. 

𝜇𝑜, cp 3.0  Δ𝑧, ft 50 

𝐵𝑜, rbl/stb 1.05  Cima, ft 9410 

𝜙, fracción 0.27  Δ𝑡, días 1 

𝐶𝑡, 1/psi 3.5×10-5  𝑘𝑥, md 50 

𝜌𝑜 𝐶𝑌, lb-m/cft 43.8  𝑘𝑦, md 50 

Δ𝑥, ft 1000  𝑘𝑧, md 50 

Δ𝑦, ft 750  𝐷𝑟𝑒𝑓, ft 9435 
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Figura 5.6. Representación de la malla del caso 3 vista en XZ. 

 

Los resultados observados en la Figura 5.7 corresponden en comportamiento, no 

obstante, se aprecian desviaciones debido a los valores de la densidad utilizados 

para el agua de inyección en los cálculos. El comportamiento de la caída de presión 

y de la función derivada (Ec. 5.1) se muestran en la Figura 5.8, correspondiendo 

con los comportamientos esperados. 

 

 

Figura 5.7. Comparación de los resultados de la presión a lo largo del tiempo 

para el esquema lineal respecto a los obtenidos con Eclipse100. 

5

1 40 bpd Pi=4500 150 bpd Pi=4500 100 bpd

Z              X 1 2 3 4
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Figura 5.8. Comportamiento de la caída de presión y la función derivada 

respecto del tiempo para el nodo (3,1,1), obtenidos para el esquema lineal. 

 

5.4 Pozo productor de aceite con dos pozos inyectores de agua en 

un yacimiento cerrado, modelo 3D 

El caso (Osorio, 2016) consiste en realizar una simulación a 365 días en un sistema 

representado por una malla con tres celdas en la dirección 𝑋, tres celdas en 𝑌 y dos 

celdas en 𝑍, con una presión de referencia de 4500 psi, a una profundidad de 

referencia de 9425 ft. Se considera un yacimiento homogéneo e isótropo, por lo que 

las propiedades petrofísicas son las mismas en todas las celdas.  

Se consideran tres pozos en el yacimiento, dos son inyectores, a 200 y 300 bpd en 

la celda (3,1,2) y en la celda (1,1,1) respectivamente; y uno productor de 1000 bpd 

celda (2,3,2). Las propiedades del yacimiento se muestran en la Tabla 5.4, mientras 

que la Figura 5.9 esquematiza la malla y el problema. 
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Tabla 5.4. Parámetros y correlaciones utilizadas para la simulación del caso 

de un yacimiento de volumétrico de aceite en 3D. 

Cimas, ft 

(1,1,1)  
− (3,1,1) 

(1,2,1)  
− (3,2,1) 

(1,3,1)
− (3,3,1) 

(1,1,2)
− (3,1,2) 

(1,2,2)
− (3,2,2) 

(1,3,2)
− (3,2,2) 

9510 9480 9450 9460 9430 9400 

      

Propiedades iniciales  Correlaciones utilizadas 

𝜇𝑜, cp 0.15  
Densidad del aceite 
bajo-saturado 

Petrosky-Farshad 

𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧, md 150  
Viscosidad del 
aceite muerto 

Glasso 

𝐶𝑓𝑜𝑟𝑚, 1/psi 6.33×10-6  
Viscosidad al punto 
de burbuja 

Beggs-Robinson 

𝜌𝑜 𝐶𝑌, lb-m/cft 43.8  
Viscosidad para el 
aceite bajo-saturado 

Beal 

Δ𝑥 = Δ𝑦, ft 1000  
Compresibilidad del 
aceite 

Método de Derivada 

Δ𝑧, ft 50  
Relación de 
solubilidad en pb 

Standing 

API, °API 60.48  
Presión de burbujeo 
del aceite [psi] 

1500 

𝜙, fracción 0.27    

T, °F 300    

 

En la Figura 5.9 se presenta una esquematización del yacimiento en las alturas 𝑍 =

1 y 𝑍 = 2 para una mejor visualización y comprensión del problema.  

Los resultados se presentan, visualizados en el nodo del pozo productor, en la 

Figura 5.10, siendo el caso base un fluido de propiedades constantes. Se observa 

en general que el esquema lineal y el semi-implícito tienen un comportamiento más 

parecido entre sí y no distan mucho de los resultados base. Por otra parte el 
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esquema no-lineal (izquierda) es el que tiene un mejor ajuste a lo largo del tiempo 

de simulación, cabe resaltar que el mantenimiento de este comportamiento varía 

según las correlaciones que se escojan, en este caso se tomó como método para 

el cálculo de la compresibilidad la solución a la derivada, ahora bien en el esquema 

no-lineal (derecha) se usó una correlación para el cálculo de la misma propiedad 

donde se observa que dependiendo la correlación usada el comportamiento de 

presión y pseudo-presión puede variar. En este caso se decidió analizar la 

compresibilidad porque es una de las variables que más impacta en el modelo.  

 

Figura 5.9. Representación de la malla del caso 4 vista en XY para los niveles 

en Z uno y dos. 

 

La diferencia observada en los resultados del esquema no-lineal en la figura 5.10 

se debe a que con la correlación la compresibilidad calculada tiende a ser menor 

que aquella que se calcula con el método de la derivada, lo que se refleja en caídas 

de presión mayores en el tiempo y por lo tanto existe un desajuste mucho mayor en 

las pseudo-presiones obtenidas. 

3
1000 

bpd
3

2 2

1  200 bpd 1  300 bpd

Y          X 1 2 3 Y          X 1 2 3

Z=1 Z=2
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Figura 5.10. Comparativa de resultados de simulación para distintos 

esquemas. 

 

 

5.5 Caso con un pozo productor de gas, modelo 2D 

Utilizando el simulador GASSIM (Lee et al.) se compararon los resultados de 𝑝𝑤𝑓 

para un yacimiento de gas. Los valores de la presión de fondo del nodo en el 

simulador fueron calculados con la siguiente relación: 

𝑝𝑤𝑓 = 𝑝𝑛𝑜𝑑𝑜 −
𝑞𝑠𝑐𝐵𝜇

𝐺𝑤
  ,  ...............................................................................  5. 2 

donde 𝐺𝑤 es el factor geométrico de la celda definido en la Ec. 5.3 en términos de 

la permeabilidad horizontal (𝑘𝐻), espesor (ℎ), radio equivalente de la celda (𝑟𝑒𝑞), 

radio del pozo (𝑟𝑤) y el factor de daño (𝑠). 

𝐺𝑤 =
2𝜋(0.001127)𝑘𝐻ℎ

ln (
𝑟𝑒𝑞
𝑟𝑤
) + 𝑠

 ,  ..........................................................................  5. 3 

donde: 

𝑟𝑒𝑞 = 0.28
[(𝑘𝑦/𝑘𝑥)

1/2
(Δ𝑥)2 + (𝑘𝑥/𝑘𝑦)

1/2
(Δ𝑦)2]

1/2

(𝑘𝑦/𝑘𝑥)
1/4

+ (𝑘𝑥/𝑘𝑦)
1/4

 .   .................................  5. 4 
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Se considera una malla 2D representada por 10 celdas en la dirección X, 10 celdas 

en la dirección Y, y 1 celda en la dirección Z, con un solo pozo productor durante un 

año, se incluyen las propiedades del yacimiento en la Tabla 5.5, mientras que la 

Figura 5.11 muestra la distribución espacial de la malla generada. 

El modelo cuenta con un pozo productor en la celda (3,3,1). Los resultados de la 

comparación del simulador se pueden observar en la Figura 5.12. El esquema de 

simulación fue No-Lineal.  

 

Tabla 5.5. Parámetros y correlaciones utilizadas para la simulación del caso 

de un yacimiento volumétrico de gas en 2D. 

Cimas, ft 

(1,1,1)  
− (3,1,1) 

(1,2,1)  
− (3,2,1) 

(1,3,1)
− (3,3,1) 

(1,1,2)
− (3,1,2) 

(1,2,2)
− (3,2,2) 

(1,3,2)
− (3,2,2) 

9460 9430 9400 9510 9480 9450 

   

Propiedades iniciales  Correlaciones utilizadas 

kx, md 0.10  Factor Z Beggs-Brill 

ky, md 0.10  Viscosidad Lee-Gonzalez 

𝜙, fraccion 0.20  𝜇𝑜, cp 0.0295 

Pref, psi 4500  𝐶𝑓𝑜𝑟𝑚, 1/psi 3.0× 10−6 

Δ𝑥, ft 60  𝜌𝑔 𝐶𝑌, lb-m/cft 15.30 

Δ𝑦, ft 60  T, °F 150 

Δ𝑧, ft 30  𝛾𝑔, [1] 0.70 

∆𝑡, días 15    
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Figura 5.11 Distribución de la malla generada y ubicación del pozo 

productor. 

 

 

Figura 5.12. Comparación de resultados de la simulación en GASSIM y el 

programa desarrollado. 
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En la Figura 5.12, se presenta la comparación gráfica de la 𝑃𝑤𝑓, en esta validación 

es importante señalar que GASSIM calcula directamente la presión de fondo 

fluyente y sus propiedades están en función de ella (𝜇𝑔, 𝐵𝑔, 𝑧) mientras que el 

simulador desarrollado resuelve presión media en la celda y con ella se calculó la 

presión de fondo fluyente. Las propiedades del gas se calcularon a la presión de la 

celda con lo que se esperaría que en el cálculo de 𝑃𝑤𝑓 con datos de la simulación 

tienda a ser más bajo que el de GASSIM debido a que se considera un fluido con 

mayor viscosidad. 

Los resultados observados en la Figura 5.13 corresponden a dos simulaciones 

realizadas con distintos Δ𝑡 y tolerancia, en la gráfica del lado izquierdo se utilizó 

Δ𝑡 = 1 [𝑑í𝑎] 𝑦 𝑡𝑜𝑙 = 90, mientras que en la gráfica del lado derecho manejó Δ𝑡 =

5 [𝑑í𝑎] 𝑦 𝑡𝑜𝑙 = 250. Se observan los periodos de flujo esperados: radial infinito, 

pseudo-radial y pseudo-estacionario, no obstante, se aprecian desviaciones 

debidas a los distintos valores de Δ𝑡 y tolerancia, por lo que es importante realizar 

análisis de estabilidad del modelo. Además, se observa el inicio del periodo pseudo-

estacionario cerca de los 100 días lo que corresponde a los resultados reportados 

en la literatura. 

 

Figura 5.13. Comportamiento de la caída de presión y la función derivada 

respecto del tiempo para el nodo (3,3,1) para el esquema no lineal. 
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5.6 Caso con un pozo productor de aceite en un sistema 

compartamentalizado, modelo 3D 

Se realizó una corrida de simulación a 365 días en un yacimiento representado por 

una malla con tres celdas en la dirección X, tres celdas en la dirección Y, y dos 

celdas en la dirección Z, con una presión de referencia de 4500 psi a una 

profundidad de referencia de 9425 ft.  

Existe 1 pozo productor de 1000 BPD en la celda (2,3,2). Se considera que el 

yacimiento presenta una barrera impermeable ( 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 = 0 [𝑚𝑑]) en las 

celdas (1,2,1), (2,2,1), (3,2,1), (1,2,2), (2,2,2) y (3,2,2). 

La simulación se realizó en un esquema no-lineal, se incluyen las propiedades del 

yacimiento en la Tabla 5.6, mientras que la Figura 5.14 muestra la distribución 

espacial de la malla generada. 

Tabla 5.6. Parámetros y correlaciones utilizadas para la simulación del caso 

de un yacimiento compartamentalizado de aceite en 3D. 

Cimas, ft 

(1,1,1)  
− (3,1,1) 

(1,2,1)  
− (3,2,1) 

(1,3,1)
− (3,3,1) 

(1,1,2)
− (3,1,2) 

(1,2,2)
− (3,2,2) 

(1,3,2)
− (3,2,2) 

9460 9430 9400 9510 9480 9450 

   

Propiedades iniciales  Correlaciones utilizadas 

𝜇𝑜, cp 0.15  
Densidad del aceite 
bajo-saturado 

Vazquez-Beggs 

𝑘𝑥 = 𝑘𝑦, md 150  
Viscosidad del 
aceite muerto 

Glasso 

𝑘𝑧 , md 30  
Viscosidad al punto 
de burbuja 

Beggs-Robinson 

𝐶𝑓𝑟𝑜𝑚, 1/psi 3.5×10-6  
Viscosidad para el 
aceite bajo-saturado 

Vazquez-Beggs 
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𝜌𝑜 𝐶𝑌, lb-m/cft 43.8  
Compresibilidad del 
aceite 

Vazquez-Beggs 

Δ𝑥, ft 1000  
Relación de 
solubilidad en pb 

Vazquez-Beggs 

Δ𝑦, ft 1000  
Presión de burbujeo 
del aceite [psi] 

1500 

Δ𝑧, ft 50    

API, °API 60.48    

𝜙, fracción 0.27    

T, °F 300    

∆𝑡, días 5    

 

 

Figura 5.14 Distribución de la malla con zona impermeable y pozo productor. 

En la Figura 5.15. se puede observar que las celdas que se encuentran en el área 

después de la barrera impermeable no sufren cambios en su presión, mientras que 

las que se encuentran en el área de producción sufren una caída de presión similar 

debido a la alta permeabilidad del medio. 
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 Figura 5.15. Comportamiento de los resultados de la presión en el sistema 

compartamentalizado 
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Conclusiones 

Con base en los resultados obtenidos se concluye lo siguiente: 

1. Se logró el desarrollo de un simulador que utiliza un modelo generalizado 

para el estudio de fluidos en el yacimiento y su comportamiento durante la 

explotación. 

2. El modelo generalizado propuesto puede usarse en términos tanto de presión 

como de pseudo-presión, lo que implica una ventaja en el análisis del 

comportamiento de estas variables según el fluido de interés. 

3. Se logró la implementación de distintas correlaciones para el cálculo de las 

propiedades de los fluidos, lo que ayuda a la adaptabilidad y aplicación del 

simulador según las características que presente el fluido, teniendo en 

cuenta siempre el rango de aplicación de cada correlación. 

4. El desarrollo del trabajo es útil para la impartición de clases que contengan 

el tema de simulación, pues en este se explica el procedimiento de la 

obtención del modelo, así como las formas de solucionarlo. 

5. Se validaron los resultados obtenidos del simulador con distintos métodos de 

análisis logrando resultados congruentes. 

6. La estabilidad del modelo, en los esquemas semi-implícito y no lineal, 

dependerá de la correcta inicialización del problema, así como de la 

adecuada selección de correlaciones que representen un comportamiento 

acertado de las propiedades en el yacimiento. 
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Recomendaciones  

Con el desarrollo actual se proponen las siguientes acciones para futuros trabajos: 

1. Adecuación del modelo general a problemas de gasto variable. 

2. Optimización de modelos numéricos de solución del sistema de ecuaciones 

resultante. 

3. Implementar modelos de pozos que permitan simular de una mejor manera 

fenómenos como daño o almacenamiento. 

4. Considerar distintas condiciones de frontera para poder representar distintos 

casos del comportamiento dinámico. 

5. Agregar más correlaciones de propiedades de los fluidos con el fin de ajustar 

un mayor número de comportamientos. 

6. Desarrollar una discretización espacial diferente, para generar mallas 

versátiles para problemas de mayor complejidad. 

7. Trabajar y adaptar un modelo térmico para yacimientos geotérmicos o 

esquemas de recuperación mejorada. 

8. Mejorar el esquema en escenarios de inyección de fluidos para 

mantenimiento de presión. 

9. Adaptación del modelo a flujo multifásico. 

10. Incluir un análisis de estabilidad de los modelos simulados. 
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Glosario 

Símbolo Significado 

𝐴𝑥 , 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 Área transversal de flujo en las direcciones 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘,𝑊𝑖,𝑗,𝑘, 𝑁𝑖,𝑗,𝑘, 𝑆𝑖,𝑗,𝑘, 𝐴𝑖,𝑗,𝑘, 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Transmisibilidades en las direcciones 𝑖, 𝑗, 𝑘. 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘
′ ,𝑊𝑖,𝑗,𝑘

′ , 𝑁𝑖,𝑗,𝑘
′ , 𝑆𝑖,𝑗,𝑘

′ , 𝐴𝑖,𝑗,𝑘
′ , 𝐵𝑖,𝑗,𝑘

′  Transmisibilidades en las direcciones 𝑖, 𝑗, 𝑘 con 

factores de conversión. 

𝐶𝑖,𝑗,𝑘 Suma de transmisibilidades. 

𝐶𝑖,𝑗,𝑘
′  Suma de transmisibilidades con factores de 

conversión. 

 𝐶𝑓 Compresibilidad del fluido. 

 𝐶𝑓𝑜𝑟𝑚 Compresibilidad de la formación. 

𝐶𝑡 Compresibilidad total. 

𝐹(Ψ) Función objetivo. 

𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 Permeabilidad en las direcciones 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

𝑚𝑖,𝑗,𝑘 Función en la diagonal de la matriz jacobiana. 

�̇� Flujo másico. 

𝑚 Masa. 

𝑛 Evaluación en el tiempo actual. 
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𝑛 + 1 Evaluación en el tiempo siguiente. 

𝑞 Gasto volumétrico. 

�̇� Ψ𝑖,𝑗,𝑘 Gasto másico de los pozos. 

𝑄𝑖,𝑗,𝑘 Término Q. 

𝑆𝑓 Saturación de fluido. 

𝑇𝑥, 𝑇𝑦, 𝑇𝑧 Transmisibilidades en las direcciones 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

𝑉𝑏 Volumen bruto. 

𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧 Velocidades en las direcciones 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

α1, α2, α3, α4 Factores de conversión. 

𝛽𝑁𝑅 Constante de convergencia del método Newton-

Raphson. 

𝛾𝑖,𝑗,𝑘 Término gamma. 

𝛿̅ Vector solución. 

∆𝑡 Variación en el tiempo. 

Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧 Diferenciales de longitud en las direcciones x,y,z. 

∆𝐷 Variación en la profundidad. 

1

𝜂
 

Difusividad hidráulica. 
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𝜃 Tiempo en que se evalúa el modelo 

𝜆 Término lambda. 

𝜇 Viscosidad del fluido. 

𝛱𝑖,𝑗,𝑘
𝜃   Función Pi de pseudo-presión. 

𝜌𝑓 Densidad del fluido. 

Φ Potencial de flujo. 

𝜙 Porosidad. 

Ψ Pseudo-presión. 

@𝐶𝑆 Propiedad a condiciones estándar. 

@𝐶𝑌 Propiedad a condiciones de yacimiento. 
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Apéndice A: Desarrollo del Modelo 

Se presenta a continuación, la derivación paso a paso de los modelos usados en el 

simulador, los cuales se pueden clasificar de forma general en tres tipos: el modelo 

lineal, el modelo no lineal y un modelo que se encuentra a la mitad de estos en 

cuanto a la forma de dar solución al problema, dichos modelos serán explicados 

más adelante en la sección correspondiente de este anexo. 

Comenzaremos con la explicación de la derivación de la ecuación de continuidad 

para posteriormente explicar la derivación de los modelos con los que trabaja el 

simulador. 

 

Ecuación de continuidad 

Considerando el flujo de masa a través de un volumen de control que represente un 

parte del yacimiento de dimensiones: Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧, el flujo se da en las tres direcciones, 

se puede representar el balance de materia de dicho volumen de control de la 

siguiente forma: 

(𝑚𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎 −𝑚𝑠𝑎𝑙𝑒) + 𝑚𝑖𝑛𝑦𝑒𝑐𝑡𝑎𝑑𝑎 = 𝑚𝑎𝑐𝑢𝑚𝑢𝑙𝑎𝑑𝑎 .  ............................................  A. 1 

La masa puede expresarse en términos del gasto másico (�̇�) de la siguiente 

manera: 

𝑚 = 𝑚 ̇ Δ𝑡.  .................................................................................................  A. 2 

Además, el gasto másico puede expresarse en términos de un gasto volumétrico 

(𝑞) y la densidad del fluido (𝜌𝑓). A su vez el gasto puede expresarse en términos de 

la velocidad de flujo (𝑣) y el área de flujo (𝐴).  
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𝑚 ̇ = 𝑞 𝜌𝑓 ,  ....................................................................................................  A. 3 

𝑞 = 𝑣 𝐴.  .......................................................................................................  A. 4 

Sustituyendo A.2, A.3 y A.4 en A.1 se tiene: 

(𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑒 Δ𝑡 − (𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑠
 Δ𝑡 + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

Δ𝑡 = 𝑚𝑎𝑐𝑢𝑚.  ......................................  A. 5 

La masa puede expresarse como el volumen de fluido contenido por la densidad 

(𝜌𝑓). Dado que se consideró el volumen de control como una parte del yacimiento 

el volumen de fluido estará en función de la porosidad (𝜙) y la saturación del fluido 

(𝑆𝑓). 

𝑚 = 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 ∗ 𝜌𝑓 .  .............................................................................  A.6 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 = 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑝𝑜𝑟𝑜𝑠𝑜 ∗ 𝑆𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 = 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧𝜙𝑆𝑓  ...............  A.7 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑝𝑜𝑟𝑜𝑠𝑜 = 𝑉𝑏 = 𝑉𝑜𝑙𝑟𝑜𝑐𝑎𝜙.  .................................................................  A.8 

Sustituyendo A.7 y A.8 en A.6 se obtiene: 

𝑚 = 𝑉𝑏 𝜙𝑆𝑓 𝜌𝑓 .  ............................................................................................  A.9 

Si el problema de flujo se analiza de un tiempo (𝑡) a un tiempo (𝑡 + Δ𝑡) la masa 

acumulada puede expresarse como:  

𝑚𝑎𝑐𝑢𝑚 = 𝑚|𝑡+Δ𝑡 − 𝑚|𝑡.  ..............................................................................  A.10 

Sustituyendo A.9 en A.10 
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𝑚𝑎𝑐𝑢𝑚 = 𝑉𝑏 𝜙𝑆𝑓 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 − 𝑉𝑏 𝜙𝑆𝑓 𝜌𝑓|𝑡.  .......................................................  A.11 

Sustituyendo A.11 en A.5  

(𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑒 Δ𝑡 − (𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑠
 Δ𝑡 + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

Δ𝑡 = 𝑉𝑏 𝜙𝑆𝑓 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 − 𝑉𝑏 𝜙𝑆𝑓 𝜌𝑓|𝑡.            ..  A.12 

Si se asume que el volumen de control está 100% saturado (𝑆𝑓 = 1) de un solo 

fluido, además de que este permanece constante y qué el intervalo de tiempo 

analizado (Δ𝑡) es el mismo se tiene: 

Δ𝑡 [(𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑒 − (𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑠 + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
 ] = 𝑉𝑏[ 𝜙 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 −  𝜙 𝜌𝑓|𝑡].                ................  A.13 

El flujo de entrada y de salida pueden ser expresados respecto a la posición de la 

siguiente manera para las tres direcciones: 

(𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑒
= (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑥

+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦
+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧

,               ...............................................  A.14 

(𝑣 𝐴 𝜌𝑓)𝑠
= (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑥+Δx

+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦+Δ𝑦
+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧+Δ𝑧  

.    ..............................  A.15 

Sustituyendo A.15 y A.14 en A.13 se tiene: 

Δ𝑡 [(𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑥
+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦

+ (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧
 − (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑥+Δx

− (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦+Δ𝑦

− (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧+Δ𝑧  
+ (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

 ] = 𝑉𝑏[ 𝜙 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 −  𝜙 𝜌𝑓|𝑡]. 
 ..  A.16 

 

El área transversal al flujo para cada dirección puede expresarse como 𝐴𝑥 = Δ𝑦Δz, 

𝐴𝑦 = ΔxΔz y 𝐴𝑧 = Δ𝑥Δy. Sustituyendo en A.16 y desarrollando se llega a: 
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(𝑣𝜌𝑓)𝑥
− (𝑣𝜌𝑓)𝑥+Δx
Δ𝑥

+
(𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦

− (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦+Δ𝑦
Δ𝑦

+
(𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧

 − (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧+Δ𝑧  
Δ𝑧

+
(𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
𝑉𝑏

  =  
 𝜙 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 −  𝜙 𝜌𝑓|𝑡

Δ𝑡
. 

 ..  A.17 

Aplicando el limite a A.17 y recordando: 

lim
Δ𝑥→0
Δ𝑦→0
Δz→0
Δ𝑡→0

(
(𝑣𝜌𝑓)𝑥

− (𝑣𝜌𝑓)𝑥+Δx
Δ𝑥

+
(𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦

− (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑦+Δ𝑦
Δ𝑦

+
(𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧

 − (𝑣𝐴𝜌𝑓)𝑧+Δ𝑧  
Δ𝑧

+
(𝑞𝜌𝑓)𝑖𝑛𝑦
𝑉𝑏

   )

= lim
Δ𝑥→0
Δ𝑦→0
Δz→0
Δ𝑡→0

( 
 𝜙 𝜌𝑓|𝑡+Δ𝑡 −  𝜙 𝜌𝑓|𝑡

Δ𝑡
) 

 .......................  A.18 

𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥
= lim

Δ𝑥→0 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + Δ𝑥 )

Δ𝑥
    ...............................................................  A.19 

Entonces aplicando A.19 en A.18 resulta: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑣𝑥𝜌𝑓) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑣𝑦𝜌𝑓) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣𝑧𝜌𝑓) +

(𝑞𝜌𝑓)𝑖𝑛𝑦
𝑉𝑏

= −
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙 𝜌𝑓).  ......................  A.20 

La ecuación anterior se le conoce como ecuación de continuidad, puede ser 

expresada con el operador divergencia (∇ ∙ F) como: 

∇ ∙ (𝑣𝜌𝑓) +
(𝑞𝜌𝑓)𝑖𝑛𝑦
𝑉𝑏

= −
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙 𝜌𝑓).  .........................................................  A.21 
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Ecuación de difusión 

Expresando la ley de Darcy, la cual relaciona la velocidad del fluido y al gradiente 

de potencial, para cada dirección:  

𝑣𝑥 = −
𝑘𝑥
𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑥
,  ...........................................................................................  A.22 

𝑣𝑦 = −
𝑘𝑦

𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑦
,  ...........................................................................................  A.23 

𝑣𝑧 = −
𝑘𝑧
𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑧
.  ...........................................................................................  A.24 

Sustituyendo A.22, A.23 y A.24 en A.20 se tiene: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑓

𝑘𝑦

𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑓

𝑘𝑧
𝜇

𝜕Φ

𝜕𝑧
) +

(𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
𝑉𝑏

=
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓).  ......  A.25 

El potencial de flujo está definido en términos de la presión (𝑃), la densidad del fluido 

(𝜌𝑓) y profundidad (D) como: 

∇Φ = ∇𝑃 −
𝜌𝑓

144
∇𝐷.    ..................................................................................  A.26 

Sustituyendo A.26 en A.25 se llega a: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑥
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑥
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑓

𝑘𝑦

𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑦
))

+
𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑓

𝑘𝑧
𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑧
)) +

(𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
𝑉𝑏

=
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ......  A.27 
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Otra forma de expresar la ecuación A.27 es la siguiente: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑓𝐴𝑥

𝑘𝑥
𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑥
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑥
))Δ𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑓𝐴𝑦

𝑘𝑦

𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑦
))Δ𝑦

+
𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑓𝐴𝑧

𝑘𝑧
𝜇
(
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜌𝑓

144

𝜕𝐷

𝜕𝑧
))Δ𝑧 + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

= 𝑉𝑏
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ......  A.28 

Utilizando una aproximación en diferencias finitas centrales en la segunda derivada 

puede ser utilizada para la expresión A.28 de la siguiente forma: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
) ≈

1

Δ𝑥
[(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
) 
𝑖−
1
2
],  .......................  A.29 

𝜕

𝜕𝑥
(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇
𝜌𝑓  

𝜕𝐷

𝜕𝑥
) ≈

1

Δ𝑥
[(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓

144
 
𝜕𝐷

𝜕𝑥
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓

144
 
𝜕𝐷

𝜕𝑥
) 
𝑖−
1
2
].  ..  A.30 

De una manera similar para la dirección 𝑦 y 𝑧, sustituyendo en A.28 y desarrollando 

se llega a: 
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[(𝐴𝑥𝜌𝑓
𝑘𝑥
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) 
𝑖−
1
2

− ((𝐴𝑥
𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑥
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥

𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑥
) 
𝑖−
1
2
)]

+ [(𝐴𝑦𝜌𝑓
𝑘𝑦

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 
𝑗+
1
2
−(𝐴𝑦𝜌𝑓

𝑘𝑦

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) 
𝑗−
1
2

− ((𝐴𝑦
𝑘𝑦

𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑦
) 
𝑗+
1
2
−(𝐴𝑦

𝑘𝑦

𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑦
) 
𝑗−
1
2
)]

+ [(𝐴𝑧𝜌𝑓
𝑘𝑧
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑧
) 
𝑘+
1
2
−(𝐴𝑧𝜌𝑓

𝑘𝑧
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑧
) 
𝑘−
1
2

− ((𝐴𝑧
𝑘𝑧
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑧
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑧

𝑘𝑧
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝜕𝐷

𝜕𝑧
) 
𝑖−
1
2
)] + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

= 𝑉𝑏
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ..  A.31 

La aproximación por diferencias centrales a la primera derivada en el tiempo 𝑛 es la 

siguiente: 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
| 
𝑖+
1
2
=
𝑃𝑖+1
𝑛 − 𝑃𝑖

𝑛

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
=
𝑃𝑖+1
𝑛 − 𝑃𝑖

𝑛

Δ𝑥
𝑖+
1
2

, 
 .............................................................  A.32 

𝜕𝑃

𝜕𝑥
| 
𝑖−
1
2
=
𝑃𝑖
𝑛 − 𝑃𝑖−1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
=
𝑃𝑖
𝑛 − 𝑃𝑖−1

𝑛

Δ𝑥
𝑖−
1
2

, 
 .............................................................  A.33 

𝜕𝐷

𝜕𝑥
| 
𝑖+
1
2
=
𝐷𝑖+1
𝑛 − 𝐷𝑖

𝑛

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
=
𝐷𝑖+1
𝑛 − 𝐷𝑖

𝑛

Δ𝑥
𝑖+
1
2

, 
 .............................................................  A.34 

𝜕𝐷

𝜕𝑥
| 
𝑖−
1
2
=
𝐷𝑖
𝑛 − 𝐷𝑖−1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
=
𝐷𝑖
𝑛 − 𝐷𝑖−1

𝑛

Δ𝑥
𝑖−
1
2

, 
 .............................................................  A.35 
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Utilizando los términos A.32-A.35 en A.31 se llega a: 

[(𝐴𝑥𝜌𝑓
𝑘𝑥
𝜇

𝑃𝑖+1
𝑛+1 − 𝑃𝑖

𝑛+1

Δ𝑥
) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥𝜌𝑓

𝑘𝑥
𝜇

𝑃𝑖
𝑛+1 − 𝑃𝑖−1

𝑛+1

Δ𝑥
 )
𝑖−
1
2

− ((𝐴𝑥
𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑖+1 − 𝐷𝑖
Δ𝑥

) 
𝑖+
1
2
−(𝐴𝑥

𝑘𝑥
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑖 − 𝐷𝑖−1
Δ𝑥

) 
𝑖−
1
2
)]    

+ [(𝐴𝑦𝜌𝑓
𝑘𝑦

𝜇

𝑃𝑗+1
𝑛+1 − 𝑃𝑗

𝑛+1

Δ𝑦
) 
𝑗+
1
2
−(𝐴𝑦𝜌𝑓

𝑘𝑦

𝜇

𝑃𝑗
𝑛+1 − 𝑃𝑗−1

𝑛+1

Δ𝑦
) 
𝑗−
1
2

− ((𝐴𝑦
𝑘𝑦

𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑗+1 − 𝐷𝑗

Δ𝑦
) 
𝑗+
1
2
−(𝐴𝑦

𝑘𝑦

𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑗 − 𝐷𝑗−1

Δ𝑦
) 
𝑗−
1
2
)]    

+ [(𝐴𝑧𝜌𝑓
𝑘𝑧
𝜇

𝑃𝑘+1
𝑛+1 − 𝑃𝑘

𝑛+1

Δ𝑧
) 
𝑘+
1
2
−(𝐴𝑧𝜌𝑓

𝑘𝑧
𝜇

𝑃𝑘
𝑛+1 − 𝑃𝑘−1

𝑛+1

Δ𝑧
) 
𝑘−
1
2

− ((𝐴𝑧
𝑘𝑧
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑘+1 − 𝐷𝑘
Δ𝑧

) 
𝑘+
1
2
−(𝐴𝑧

𝑘𝑧
𝜇

𝜌𝑓
2

144

𝐷𝑘 − 𝐷𝑘−1
Δ𝑧

) 
𝑘−
1
2
)] + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

= 𝑉𝑏
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ..  A.36 

A continuación, se definirán los términos de transmisibilidad: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖+
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
Δ𝑥

) 
𝑖+
1
2
,  .......................................................................  A.37 

𝑊𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖−
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
Δ𝑥

) 
𝑖−
1
2
,  ....................................................................... A.38 

𝑁𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑦
𝑗+
1
2

= (
𝐴𝑦𝑘𝑦

Δ𝑦
) 
𝑗+
1
2
,  ....................................................................... A.39 

𝑆𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑦
𝑗−
1
2

= (
𝐴𝑦𝑘𝑦

Δ𝑦
) 
𝑗−
1
2
,  ....................................................................... A.40 
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𝐴𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑧
𝑘+

1
2

= (
𝐴𝑧𝑘𝑧
Δ𝑧

) 
𝑘+
1
2
,  ....................................................................... A.41 

𝐵𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑧
𝑘−

1
2

= (
𝐴𝑧𝑘𝑧
Δ𝑧

) 
𝑘−
1
2
.  ....................................................................... A.42 

Utilizando los términos A.37-A.42 en A.36 se llega a: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 − 𝑃𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝐷𝑖,𝑗,𝑘)]

−𝑊𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 − 𝑃𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1 ) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖,𝑗,𝑘 − 𝐷𝑖−1,𝑗,𝑘)]

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1 − 𝑃𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝐷𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 − 𝑃𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 ) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖,𝑗,𝑘 − 𝐷𝑖,𝑗−1,𝑘)]

+ 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1 − 𝑃𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖,𝑗,𝑘+1 − 𝐷𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 [
𝜌𝑓

𝜇
(𝑃𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 − 𝑃𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1 ) −

𝜌𝑓
2

144𝜇
(𝐷𝑖,𝑗,𝑘 − 𝐷𝑖,𝑗,𝑘−1)]

+ (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
= 𝑉𝑏

𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ....  A.43 

La pseudo-presión (Ψ) en su forma general se define de la siguiente manera: 

Ψ = 2∫
𝜌𝑓

𝜇
𝑑𝑃.  ...........................................................................................  A.44 

La ecuación A.44 puede ser aproximada en forma diferencial como se muestra: 

ΔΨ

2
=
𝜌𝑓

𝜇
Δ𝑃.  ...............................................................................................  A.45 
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Además, se definirá 𝛾 en términos la densidad, profundidad y viscosidad:  

γ =
𝜌𝑓
2

144𝜇
𝐷.  ...............................................................................................  A.46 

Utilizando la expresión A.45 y A.46 en A.43 se llega a la siguiente forma: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖+1,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

−𝑊𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖−1,𝑗,𝑘)]

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗+1,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗−1,𝑘)]

+ 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘+1 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘−1)] + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

= 𝑉𝑏
𝜕

𝜕𝑡
(𝜙𝜌𝑓). 

 ......  A.47 

Tomando el lado derecho de la expresión anterior: 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑓𝜙) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑓𝜙)

𝜕𝑝

𝜕𝑝
= [𝜙

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑓) + 𝜌𝑓

𝜕

𝜕𝑡
(𝜙)]

𝜕𝑝

𝜕𝑝
,  ..................................  A.48 

[𝜙
𝜕

𝜕𝑝
(𝜌𝑓𝜙) + 𝜌𝑓

𝜕

𝜕𝑝
(𝜌𝑓𝜙)]

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 𝜙𝜌𝑓 [

1

𝜌𝑓

𝜕

𝜕𝑝
(𝜌𝑓) +

1

𝜙

𝜕

𝜕𝑝
(𝜙)]

𝜕𝑝

𝜕𝑡
,  ...............  A.49 

𝜙𝜌𝑓[𝐶𝑓 + 𝐶𝑓𝑜𝑟𝑚]
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 𝜙𝜌𝑓𝐶𝑡

𝜕𝑝

𝜕𝑡
,  ..................................................................  A.50 
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donde 𝐶𝑡 es la compresibilidad total en términos de la compresibilidad de la 

formación  𝐶𝑓𝑜𝑟𝑚  y del fluido  𝐶𝑓.  

Ahora tomando A.50: 

𝜙𝜌𝑓𝐶𝑡
𝜕𝑝

𝜕𝑡

𝜕Ψ

𝜕Ψ
= 𝜙𝜌𝑓𝐶𝑡

𝜕Ψ

𝜕𝑡

𝜕𝑝

𝜕Ψ 
= 𝜙𝜌𝑓𝐶𝑡

𝜕Ψ

𝜕𝑡

1

𝜕Ψ
𝜕𝑝 

=
𝜙𝜇𝐶𝑡
2

𝜕Ψ

𝜕𝑡
. 

 .......................  A.51 

Sustituyendo A.51 en A.47 se llega a: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖+1,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

−𝑊𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖−1,𝑗,𝑘)]

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗+1,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗−1,𝑘)]

+ 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘+1 − γ𝑖,𝑗,𝑘)]

− 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘 − γ𝑖,𝑗,𝑘−1)] + (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦

= (𝑉𝑏
𝜙𝜇𝐶𝑡
2
)
𝑖,𝑗,𝑘

 
𝜕Ψ

𝜕𝑡
. 

 ....  A.52 
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Es importante mencionar que el término 𝜙𝜇𝐶𝑡 no es un término constante sino uno 

dependiente de la presión. Tomando el lado derecho de A.53 y aplicando diferencias 

finitas se llega a: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝜃 − γ𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 )]

−𝑊𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘

𝜃 − γ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝜃 )]

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝜃 − γ𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 )]

− 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘

𝜃 − γ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝜃 )]

+ 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1)

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝜃 − γ𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 )]

− 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 [
(Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1 )

2
− (γ𝑖,𝑗,𝑘

𝜃 − γ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝜃 )] + �̇�Ψ

𝜃
𝑖,𝑗,𝑘

= (
𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

(Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 −Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 )

2
, 

 ....  A.53 

donde: 

�̇�Ψ
𝜃
𝑖,𝑗,𝑘

= (𝑞𝜌𝑓)𝑐𝑦
.  .......................................................................................  A.54 

El término (𝜃) representa el tiempo al que puede evaluarse la función dependiente 

de la presión, en consecuencia, se generan escenarios donde el análisis es 

completamente lineal, lineal semi-implícito o no lineal. 

Tomando la ecuación A.53 y desarrollando se llega a la siguiente expresión: 
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Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
(𝐶𝑖,𝑗,𝑘 + (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

) +
𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1

2
+
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2

+
𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

2
+
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2
= 𝑄𝑖,𝑗,𝑘, 

 ...................  A.55 

donde: 

𝐶𝑖,𝑗,𝑘 = −[𝐸𝑖,𝑗,𝑘 +𝑊𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘] ,  ..............................  A.56 

𝑄𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 = −�̇�𝜃

 Ψ𝑖,𝑗,𝑘
− (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛

2
+ 𝐶𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘

𝜃

+ [𝐸𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘
𝜃 ) +𝑊𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘

𝜃 ) + 𝑁𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘
𝜃 )

+ 𝑆𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘
𝜃 ) + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1

𝜃 ) + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1
𝜃 )] , 

 ..............  A.57 

   

Análisis de unidades 

Debido a las distintas unidades de las propiedades en el modelo, es necesario 

integrar a la ecuación distintos factores de conversión los cuales se verán de forma 

detallada partiendo de la ecuación general. 

Se enlistan las variables involucradas en la ecuación, así como sus unidades, es 

importante mencionar que se buscará que la ecuación tenga las unidades de [
𝑙𝑏

𝑑í𝑎
]  

Ψ[
𝑙𝑏 𝑝𝑠𝑖

𝑐𝑓𝑡 𝑐𝑝 
] 

γ [
𝑙𝑏 𝑝𝑠𝑖

𝑐𝑓𝑡 𝑐𝑝 
] 

𝐸,𝑊,𝑁, 𝑆, 𝐴, 𝐵[𝑓𝑡 𝑚𝑑] 
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𝜆 =
𝑉𝑏

Δ𝑡
[
𝑐𝑓𝑡

𝑑í𝑎 
] 

𝜂 =
1

𝜙𝜇𝐶𝑡
[
𝑝𝑠𝑖

𝑐𝑝 
] 

�̇�Ψ [𝐺𝐴𝑆𝑇𝑂
𝑙𝑏

𝑐𝑓𝑡
] 

Se debe tener en cuenta que la variable 𝑞𝑖𝑛𝑦 dependerá del fluido seleccionado, 

debido a que las unidades de campo para los fluidos producidos son distintas según 

sea el caso. 

Tomando la ecuación A.53 se mostrará donde se necesitará ingresar distintos 

factores de conversión (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4). 

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

2
(𝛼1𝐶𝑖,𝑗,𝑘 + 𝛼3 (

𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

) + 𝛼1𝛼2
𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2

+ 𝛼1𝛼2
𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1

2
+ 𝛼1𝛼2

𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛+1

2

+ 𝛼1𝛼2
𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1

2
+ 𝛼1𝛼2

𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛+1

2

+ 𝛼1𝛼2
𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

2

= −𝛼4�̇�Ψ𝑖,𝑗,𝑘

− (
𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)

𝜃  )
𝑖,𝑗,𝑘

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛

2
  + 𝛼1𝛼2𝐶𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘

𝜃

+ [𝛼1𝛼2𝐸𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝑊𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘

𝜃 )

+ 𝛼1𝛼2𝑁𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝑆𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘

𝜃 )

+ 𝛼1𝛼2𝐴𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝐵𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1

𝜃 )], 

 ...................  A.58 
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En seguida se mostrará el valor de las unidades, así como un análisis de los factores 

de conversión con su respectiva variable afectada. 

𝛼1(𝐶𝑖,𝑗,𝑘, 𝐸,𝑊,𝑁, 𝑆, 𝐴, 𝐵) = 1.06232 × 10
−11

= [
9.869233 × 10−13 𝑚2

1 𝑚𝑑
] [
10.76391 𝑓𝑡2

1 𝑚2
] [𝑓𝑡 𝑚𝑑] → [𝑐𝑓𝑡] 

𝛼2(Ψ, 𝛾) = 5.95707 × 10
11           

= [
1 𝑐𝑝

0.001 𝑃𝑎 𝑠 
] [
6894.7572932 𝑃𝑎

1 𝑝𝑠𝑖
] [
86400 𝑠

1 𝑑í𝑎
] [
𝑙𝑏 𝑝𝑠𝑖

𝑐𝑓𝑡 𝑐𝑝 
] → [

𝑙𝑏 

𝑑í𝑎 𝑐𝑓𝑡
] 

𝛼3 (
𝑉𝑏
∆𝑡
(𝜙 𝜇 𝐶𝑡)) = 1.67868 ×  10

−12

= [
. 001 𝑃𝑎 𝑠

1 𝑐𝑝
] [

1 𝑑í𝑎

86400 𝑠
] [

1 𝑝𝑠𝑖

6894.7572932 𝑃𝑎
] [
𝑐𝑓𝑡  𝑐𝑝

𝑑í𝑎 𝑝𝑠𝑖
] → [𝑐𝑓𝑡] 

En el caso de 𝛼4 cambia respecto al fluido producido, es importante recordar que 

�̇�Ψ𝑖,𝑗,𝑘 se trata de un gasto másico.  

𝛼4(𝑞𝑤 , 𝑞𝑜) = 5.615 = [
5.615 𝑐𝑓𝑡

1 𝐵𝑏𝑙
] [
𝐵𝑏𝑙 𝑙𝑏

𝐷í𝑎 𝑐𝑓𝑡
] → [

𝑙𝑏

𝑑í𝑎
] 

𝛼4(𝑞𝑔, 𝑞𝑠𝑡𝑒𝑎𝑚) = 1 × 106 = [
𝑀𝑀𝑐𝑓𝑡 𝑙𝑏

𝐷í𝑎 𝑐𝑓𝑡
] → [

𝑙𝑏

𝑑í𝑎
] 

 

Acomodo de Ecuaciones 

Tomando el modelo general se mostrará el acomodo utilizado en la programación 

del simulador.  
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Esquema Lineal y Semi-implícito 

El esquema lineal y semi-implícito comparten la misma estructura de ecuaciones a 

resolver con la diferencia que en el esquema lineal las propiedades no son 

consideradas dependientes de la presión 𝜃 = 1. En el caso semi-implícito son 

calculadas en el tiempo 𝜃 = 𝑛 y utilizadas para calcular la solución de la ecuación 

en 𝑛 + 1. 

𝛼2Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

(𝛼1𝐶𝑖,𝑗,𝑘 + 𝛼3 (
𝜆
𝜂𝜃
  )
𝑖,𝑗,𝑘

)

2
+
𝛼1𝛼2𝐸𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛+1

+
𝛼1𝛼2𝑊𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1 +

𝛼1𝛼2𝑁𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛+1

+
𝛼1𝛼2𝑆𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 +

𝛼1𝛼2𝐴𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛+1

+
𝛼1𝛼2𝐵𝑖,𝑗,𝑘 

2
Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1

= −𝛼4�̇�Ψ𝑖,𝑗,𝑘 −

(
𝜆
𝜂𝜃
  )
𝑖,𝑗,𝑘

2
 Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛  + 𝛼1𝛼2𝐶𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘
𝜃

+ [𝛼1𝛼2𝐸𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝑊𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘

𝜃 )

+ 𝛼1𝛼2𝑁𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝑆𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘

𝜃 )

+ 𝛼1𝛼2𝐴𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1
𝜃 ) + 𝛼1𝛼2𝐵𝑖,𝑗,𝑘(𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1

𝜃 )], 

 ...................  A.59 

donde: 

𝜆 =
𝑉𝑏
∆𝑡
,         𝜂 =

1

𝜙𝜇𝐶𝑡
.  .................................................................................  A.60 

En el código del programa se redefinieron las transmisibilidades agrupando las 

constantes y desarrollando se llega al siguiente modelo: 
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Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1

(

 
 
𝐶′𝑖,𝑗,𝑘 +

𝛼2𝛼3 (
𝜆
𝜂𝜃
  )
𝑖,𝑗,𝑘

2

)

 
 
+ 𝐸𝑖,𝑗,𝑘

′ Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛+1 +𝑊𝑖,𝑗,𝑘

′ Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘
′ Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛+1 + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘
′ Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1 + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘
′ Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

+ 𝐵𝑖,𝑗,𝑘
′ Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

= −𝛼4�̇�
𝜃
Ψ𝑖,𝑗,𝑘

−

(
𝜆
𝜂𝜃
  )
𝑖,𝑗,𝑘

2
 Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛  

+ 2[ 𝐶′𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 + 𝐸𝑖,𝑗,𝑘

′ (𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘
𝜃 ) +𝑊𝑖,𝑗,𝑘

′ (𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘
𝜃 )

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘
′ (𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘

𝜃 ) + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘
′ (𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘

𝜃 ) + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘
′ (𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1

𝜃 )

+ 𝐵𝑖,𝑗,𝑘
′ (𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1

𝜃 )], 

 ...........  A.61 

donde: 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝐸𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.62 

𝑊𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝑊𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.63 

𝑁𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝑁𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.64 

𝑆𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝑆𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.65 

𝐴𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝐴𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.66 

𝐵𝑖,𝑗,𝑘
′ =

𝛼1𝛼2𝐵𝑖,𝑗,𝑘 

2
,  ..................................................................................  A.67 
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Recordando: 

Esquema lineal: 𝜃 = 1.  

Esquema semi-implícito: 𝜃 = 𝑛  

 

Esquema No-lineal 

En el caso No-lineal las propiedades son calculadas en el tiempo 𝜃 = 𝑛 + 1 lo que 

lleva a un modelo donde se requiere un proceso iterativo para su correcta 

estimación. Desarrollando la ecuación A.59 se llega a: 

Ψ𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1(𝐶′𝑖,𝑗,𝑘 +

𝛼2𝛼3 (
𝜆
𝜂𝜃
  )

2 𝑖,𝑗,𝑘
)+ 𝐸𝑖,𝑗,𝑘

′ (Ψ𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛+1 − 2𝛾𝑖+1,𝑗,𝑘

𝜃 )

+𝑊𝑖,𝑗,𝑘
′ (Ψ𝑖−1,𝑗,𝑘

𝑛+1 − 2𝛾𝑖−1,𝑗,𝑘
𝜃 ) + 𝑁𝑖,𝑗,𝑘

′ (Ψ𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛+1

− 2𝛾𝑖,𝑗+1,𝑘
𝜃 ) + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘

′ (Ψ𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛+1 − 2𝛾𝑖,𝑗−1,𝑘

𝜃 ) + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘
′ (Ψ𝑖,𝑗,𝑘+1

𝑛+1

− 2𝛾𝑖,𝑗,𝑘+1
𝜃 ) + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘

′ (Ψ𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛+1 − 2𝛾𝑖,𝑗,𝑘−1

𝜃 ) + 𝛼4�̇�
𝜃
Ψ𝑖,𝑗,𝑘

− 2 𝐶′𝑖,𝑗,𝑘𝛾𝑖,𝑗,𝑘
𝜃 +

(
𝜆
𝜂𝜃
  )
𝑖,𝑗,𝑘

2
 Ψ𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 = 0. 

 ...........  A.68 

Por último, se procederá a definir la solución para la transmisibilidad por medio de 

un promedio harmónico, ejemplificado en las siguientes ecuaciones. 

𝐸𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖+
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
𝛥𝑥

) 
𝑖+
1
2
=

2𝐴𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝐴𝑥𝑖+1,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖+1,𝑗,𝑘
𝐴𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝛥𝑥𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝐴𝑥𝑖+1,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖+1,𝑗,𝑘𝛥𝑥𝑖,𝑗,𝑘

,  ......  A.69 

𝑊𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇𝑥
𝑖+
1
2

= (
𝐴𝑥𝑘𝑥
𝛥𝑥

) 
𝑖−
1
2
=

2𝐴𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝐴𝑥𝑖−1,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖−1,𝑗,𝑘
𝐴𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖,𝑗,𝑘𝛥𝑥𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝐴𝑥𝑖−1,𝑗,𝑘𝑘𝑥𝑖−1,𝑗,𝑘𝛥𝑥𝑖,𝑗,𝑘

. 

 

 ......  A.70 
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Apéndice B: Función Objetivo 

En este apéndice se presenta el análisis sobre la función objetivo, la cual fue 

desarrollada en el Apéndice A: Desarrollo de Modelo. 

Además, se mostrará de una manera general el cálculo de las derivadas de la 

función que son utilizadas en el método de Newton-Raphson multivariable. 

 

Función Objetivo 

Considerando la función objetivo que resuelve al modelo propuesto: 

𝐹(Π)𝑖,𝑗,𝑘 = Π𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 (𝐶𝑖,𝑗,𝑘 −

𝜆

𝜂𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1) + 𝐸𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖+1,𝑗,𝑘

𝑛+1 +𝑊𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛+1

+ 𝑁𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛+1 + 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛+1 + 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛+1 + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 Π𝑖,𝑗,𝑘−1

𝑛+1

− 𝑄𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 0 

 ..  B.1 

Con la forma general de la función objetivo se puede observar que se tienen N 

funciones objetivo según el tamaño de la malla, ya que 𝑁 = 𝑛𝑥  × 𝑛𝑦 × 𝑛𝑧. A 

continuación, se muestran las funciones objetivo de una malla de 𝑛𝑥 = 3 , 𝑛𝑦 =

3, 𝑛𝑧 = 2. Los términos marcados representan un valor nulo al considerar un 

yacimiento con fronteras cerradas. 

Π1,1,1
𝑛+1 (𝐶1,1,1 −

𝜆

𝜂1,1,1
𝑛+1) + 𝐸1,1,1 Π2,1,1

𝑛+1 +𝑊1,1,1 Π0,1,1
𝑛+1 + 𝑁1,1,1 Π1,2,1

𝑛+1 + 𝑆1,1,1 Π1,0,1
𝑛+1

+ 𝐴1,1,1 Π1,1,2
𝑛+1 + 𝐵1,1,1 Π1,1,0

𝑛+1 − 𝑄1,1,1
𝑛+1+= 0 

Π2,1,1
𝑛+1 (𝐶2,1,1 −

𝜆

𝜂2,1,1
𝑛+1) + 𝐸2,1,1 Π3,1,1

𝑛+1 +𝑊2,1,1 Π1,1,1
𝑛+1 + 𝑁2,1,1 Π2,2,1

𝑛+1 + 𝑆2,1,1 Π2,0,1
𝑛+1

+ 𝐴2,1,1 Π2,1,2
𝑛+1 + 𝐵2,1,1 Π1,1,0

𝑛+1 − 𝑄2,1,1
𝑛+1 = 0 
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Π3,1,1
𝑛+1 (𝐶3,1,1 −

𝜆

𝜂3,1,1
𝑛+1) + 𝐸3,1,1 Π4,1,1

𝑛+1 +𝑊3,1,1 Π2,1,1
𝑛+1 + 𝑁3,1,1 Π3,2,1

𝑛+1 + 𝑆3,1,1 Π3,0,1
𝑛+1

+ 𝐴3,1,1 Π3,1,2
𝑛+1 + 𝐵3,1,1 Π3,1,0

𝑛+1 − 𝑄3,1,1
𝑛+1 = 0 

Π1,2,1
𝑛+1 (𝐶1,2,1 −

𝜆

𝜂1,2,1
𝑛+1) + 𝐸1,2,1 Π2,2,1

𝑛+1 +𝑊1,2,1 Π0,2,1
𝑛+1 + 𝑁1,2,1 Π1,3,1

𝑛+1 + 𝑆1,2,1 Π1,1,1
𝑛+1

+ 𝐴1,2,1 Π1,2,2
𝑛+1 + 𝐵1,2,1 Π1,2,0

𝑛+1 − 𝑄1,2,1
𝑛+1 = 0 

Π2,2,1
𝑛+1 (𝐶2,2,1 −

𝜆

𝜂2,2,1
𝑛+1) + 𝐸2,2,1 Π3,2,1

𝑛+1 +𝑊2,2,1 Π1,2,1
𝑛+1 + 𝑁2,2,1 Π2,3,1

𝑛+1 + 𝑆2,2,1 Π2,1,1
𝑛+1

+ 𝐴2,2,1 Π2,2,2
𝑛+1 + 𝐵2,2,1 Π2,2,0

𝑛+1 − 𝑄2,2,1
𝑛+1 = 0 

Π3,2,1
𝑛+1 (𝐶3,2,1 −

𝜆

𝜂3,2,1
𝑛+1) + 𝐸3,2,1 Π4,2,1

𝑛+1 +𝑊3,2,1 Π2,2,1
𝑛+1 + 𝑁3,2,1 Π3,3,1

𝑛+1 + 𝑆3,2,1 Π3,1,1
𝑛+1

+ 𝐴3,2,1 Π3,2,2
𝑛+1 + 𝐵3,2,1 Π3,2,0

𝑛+1 − 𝑄3,2,1
𝑛+1 = 0 

Π1,3,1
𝑛+1 (𝐶1,3,1 −

𝜆

𝜂1,3,1
𝑛+1) + 𝐸1,3,1 Π2,3,1

𝑛+1 +𝑊1,3,1 Π0,3,1
𝑛+1 + 𝑁1,3,1 Π1,4,1

𝑛+1 + 𝑆1,3,1 Π1,2,1
𝑛+1

+ 𝐴1,3,1 Π1,3,2
𝑛+1 + 𝐵1,3,1 Π1,3,0

𝑛+1 − 𝑄1,3,1
𝑛+1 = 0 

Π2,3,1
𝑛+1 (𝐶2,3,1 −

𝜆

𝜂2,3,1
𝑛+1) + 𝐸2,3,1 Π3,3,1

𝑛+1 +𝑊2,3,1 Π1,3,1
𝑛+1 + 𝑁2,3,1 Π2,4,1

𝑛+1 + 𝑆2,3,1 Π2,2,1
𝑛+1

+ 𝐴2,3,1 Π2,3,2
𝑛+1 + 𝐵2,3,1 Π2,3,0

𝑛+1 − 𝑄2,3,1
𝑛+1 = 0 

Π3,3,1
𝑛+1 (𝐶3,3,1 −

𝜆

𝜂3,3,1
𝑛+1) + 𝐸3,3,1 Π4,3,1

𝑛+1 +𝑊3,3,1 Π2,3,1
𝑛+1 + 𝑁3,3,1 Π3,4,1

𝑛+1 + 𝑆3,3,1 Π3,2,1
𝑛+1

+ 𝐴3,3,1 Π3,3,2
𝑛+1 + 𝐵3,3,1 Π3,3,0

𝑛+1 − 𝑄3,3,1
𝑛+1 = 0 

Π1,1,2
𝑛+1 (𝐶1,1,2 −

𝜆

𝜂1,1,2
𝑛+1) + 𝐸1,1,2 Π2,1,2

𝑛+1 +𝑊1,1,2 Π0,1,2
𝑛+1 + 𝑁1,1,2 Π1,2,2

𝑛+1 + 𝑆1,1,2 Π1,0,2
𝑛+1

+ 𝐴1,1,2 Π1,1,3
𝑛+1 + 𝐵1,1,2 Π1,1,1

𝑛+1 − 𝑄1,1,1
𝑛+1 = 0 

Π2,1,2
𝑛+1 (𝐶2,1,2 −

𝜆

𝜂2,1,2
𝑛+1) + 𝐸2,1,2 Π3,1,2

𝑛+1 +𝑊2,1,2 Π1,1,2
𝑛+1 + 𝑁2,1,2 Π2,2,2

𝑛+1 + 𝑆2,1,2 Π2,0,2
𝑛+1

+ 𝐴2,1,2 Π2,1,3
𝑛+1 + 𝐵2,1,2 Π2,1,1

𝑛+1 − 𝑄2,1,2
𝑛+1 = 0 
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Π3,1,2
𝑛+1 (𝐶3,1,2 −

𝜆

𝜂3,1,2
𝑛+1) + 𝐸3,1,2 Π4,1,2

𝑛+1 +𝑊3,1,2 Π2,1,2
𝑛+1 + 𝑁3,1,2 Π3,2,2

𝑛+1 + 𝑆3,1,2 Π3,0,2
𝑛+1

+ 𝐴3,1,2 Π3,1,3
𝑛+1 + 𝐵3,1,2 Π3,1,1

𝑛+1 − 𝑄3,1,2
𝑛+1 = 0 

Π1,2,2
𝑛+1 (𝐶1,2,2 −

𝜆

𝜂1,2,2
𝑛+1) + 𝐸1,2,2 Π2,2,2

𝑛+1 +𝑊1,2,2 Π0,2,2
𝑛+1 + 𝑁1,2,2 Π1,3,2

𝑛+1 + 𝑆1,2,2 Π1,1,2
𝑛+1

+ 𝐴1,2,2Π1,2,3
𝑛+1 + 𝐵1,2,1 Π1,2,1

𝑛+1 − 𝑄1,2,2
𝑛+1 = 0 

Π2,2,2
𝑛+1 (𝐶2,2,2 −

𝜆

𝜂2,2,2
𝑛+1) + 𝐸2,2,2 Π3,2,2

𝑛+1 +𝑊2,2,2 Π1,2,2
𝑛+1 + 𝑁2,2,2 Π2,3,2

𝑛+1 + 𝑆2,2,2 Π2,1,2
𝑛+1

+ 𝐴2,2,2 Π2,2,3
𝑛+1 + 𝐵2,2,2 Π2,2,1

𝑛+1 − 𝑄2,2,2
𝑛+1 = 0 

Π3,2,2
𝑛+1 (𝐶3,2,2 −

𝜆

𝜂3,2,2
𝑛+1) + 𝐸3,2,2 Π4,2,2

𝑛+1 +𝑊3,2,2 Π2,2,2
𝑛+1 + 𝑁3,2,2 Π3,3,2

𝑛+1 + 𝑆3,2,2 Π3,1,2
𝑛+1

+ 𝐴3,2,2 Π3,2,3
𝑛+1 + 𝐵3,2,2 Π3,2,1

𝑛+1 − 𝑄3,2,2
𝑛+1 = 0 

Π1,3,2
𝑛+1 (𝐶1,3,2 −

𝜆

𝜂1,3,2
𝑛+1) + 𝐸1,3,2 Π2,3,2

𝑛+1 +𝑊1,3,2 Π0,3,2
𝑛+1 + 𝑁1,3,2 Π1,4,2

𝑛+1 + 𝑆1,3,2 Π1,2,2
𝑛+1

+ 𝐴1,3,2 Π1,3,3
𝑛+1 + 𝐵1,3,2 Π1,3,1

𝑛+1 − 𝑄1,3,2
𝑛+1 = 0 

Π2,3,1
𝑛+1 (𝐶2,3,2 −

𝜆

𝜂2,3,2
𝑛+1) + 𝐸2,3,2 Π3,3,2

𝑛+1 +𝑊2,3,2 Π1,3,2
𝑛+1 + 𝑁2,3,2 Π2,4,2

𝑛+1 + 𝑆2,3,2 Π2,2,2
𝑛+1

+ 𝐴2,3,2 Π2,3,3
𝑛+1 + 𝐵2,3,2 Π2,3,1

𝑛+1 − 𝑄2,3,2
𝑛+1 = 0 

Π3,3,2
𝑛+1 (𝐶3,3,2 −

𝜆

𝜂3,3,2
𝑛+1) + 𝐸3,3,2 Π4,3,2

𝑛+1 +𝑊3,3,2 Π2,3,2
𝑛+1 + 𝑁3,3,2 Π3,4,2

𝑛+1 + 𝑆3,3,2 Π3,2,2
𝑛+1

+ 𝐴3,3,2 Π3,3,3
𝑛+1 + 𝐵3,3,2 Π3,3,1

𝑛+1 − 𝑄3,3,2
𝑛+1 = 0 

 

Cada una de las funciones evaluadas cuenta con N derivadas, considerando que 

se deriva respecto a la función Πi,j,k
𝑛+1 la cual puede estar evaluada en cada una de 

las celdas de la malla. Por lo mencionado anteriormente, se generan 𝑁 × 𝑁 número 

de derivadas. A continuación, se muestran algunas derivadas para este caso. 
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𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,1,1
𝑛+1 = 𝐶1,1,1 −

𝜆

𝜂1,1,1
𝑛+1            

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,1,1
𝑛+1 = 𝐸1,1,1           

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,1,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,2,1
𝑛+1 = 𝑁1,1,1           

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,2,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,2,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,3,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,1,2
𝑛+1 = 𝐴1,1,1           

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,1,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,1,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,2,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π1,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π2,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹1,1,1

𝜕Π3,3,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,1,1
𝑛+1 = 𝑊𝑖,𝑗,𝑘         

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,1,1
𝑛+1 = 𝐶2,1,1 −

𝜆

𝜂2,1,1
𝑛+1              

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,1,1
𝑛+1 = 𝐸2,1,1 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,2,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,2,1
𝑛+1 = 𝑁2,1,1           

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,2,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,3,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,1,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,1,2
𝑛+1 = 𝐴2,1,1           

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,1,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,2,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π1,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π2,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹2,1,1

𝜕Π3,3,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,1,1
𝑛+1 = 0        

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,1,1
𝑛+1 = 𝑊3,1,1            

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,1,1
𝑛+1 = 𝐶3,1,1 −

𝜆

𝜂3,1,1
𝑛+1  
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𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,2,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,2,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,2,1
𝑛+1 = 𝑁3,1,1 

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,3,1
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,3,1
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,1,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,1,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,1,2
𝑛+1 = 𝐴3,1,1 

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,2,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,2,2
𝑛+1 = 0 

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π1,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π2,3,2
𝑛+1 = 0          

𝜕𝐹3,1,1

𝜕Π3,3,2
𝑛+1 = 0 

Si se continúa el proceso y se forma la matriz jacobiana se llegará al acomodo 

mostrado en la Fig. B1 

 

donde: 

𝑚𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐶𝑖,𝑗,𝑘 −
𝜆

𝜂𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 

;         𝜆 =
𝑉𝑏𝑖,𝑗,𝑘
Δ𝑡

;        𝜂𝑛+1 =
1

((𝜇 𝐶𝑡)𝑛+1 𝜙  )𝑖,𝑗,𝑘
  

Figura B.1. Matriz Jacobiana resultante. 



80 
 

Apéndice C: Métodos numéricos 

Diferencias Finitas 

El principal ideal para el uso de las diferencias finitas es la de reducir un sistema 

continuo a uno discreto que sea equivalente, este método consiste en sustituir las 

derivadas de la ecuación diferencial que representa al fenómeno físico que se 

estudia, por fórmulas de derivación.  

Por lo tanto, las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales pueden 

reemplazarse por su equivalente en diferencias finitas expandiendo el polinomio de 

Taylor generado por una función en un punto dado y después resolviendo la 

derivada que se requiere.  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥)

Δ𝑥
≈
𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖
Δ𝑥

+ 𝑂(𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟).  ..................................  C.1 

De forma general, el término del error (𝑂) se ignora pues este se encuentra en 

función de Δ𝑥, por lo que se debe mantener una variación pequeña para que el error 

sea despreciable como se puede observar si se desarrolla la serie de Taylor para 

su obtención, cosa que se obviará en este anexo. 

Ahora bien, la aproximación por diferencias finitas mediante la serie de Taylor se 

puede expresar de la siguiente manera: 

𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 +
Δ𝑥

1!

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
+
Δ𝑥2

2!

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
|
𝑖

+
Δ𝑥3

3!

𝑑3𝑓

𝑑𝑥3
|
𝑖

…  ............................................  C.2 

Como se puede observar en la ecuación anterior el resultado puede truncarse al 

primer término después de la función valuada en el punto 𝑖, esto, si se considera la 

variación en 𝑥 como un número muy pequeño que cada vez se dividirá entre un 

número más grande debido al factorial encontrado en el denominador, por lo que la 

aproximación se puede escribir como sigue: 
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𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 +
Δ𝑥

1!

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
,  ..................................................................................  C.3 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
≈
𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖
Δ𝑥

.  ..................................................................................  C.4 

A esta última expresión se le conoce como la aproximación por diferencias finitas 

hacia adelante. 

Por otro lado, si se parte de la Ec. C.1 pero esta vez consideramos 𝜙(𝑥 − Δ𝑥, 𝑦), 

con un procedimiento plenamente similar al mostrado se puede llegar a la expresión 

de la aproximación por diferencias finitas hacia atrás, la cual se muestra a 

continuación. 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
≈
𝑝𝑖 − 𝑝𝑖−1
Δ𝑥

.  .........................................................................................  C.5 

Ahora bien, si se restan las expansiones de Taylor para 𝑓(𝑥 + Δ𝑥) y 𝑓(𝑥 − Δ𝑥) se 

llega a la expresión de diferencias finitas centradas. 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
≈
𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖−1

2Δ𝑥
.  .....................................................................................  C.6 

Por último, los modelos matemáticos con segundas derivadas, como el presentado 

en este trabajo para el flujo de fluidos en medios porosos se representa además 

mediante segundas derivadas, entonces, la aproximación a estas puede obtenerse 

usando diferencias centrales como se indica a continuación: 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
|
𝑖
≈
𝑝𝑖−1 − 2𝑝𝑖 + 𝑝𝑖+1

Δ𝑥2
.  ............................................................................  C.7 
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Las derivaciones anteriores pueden expresarse mejor de una manera gráfica la cual 

se muestra en la Fig. C.1. 

 

Figura C.1. Esquematización de diferencias finitas. 

 

Esquemas de solución en diferencias finitas 

Esquema Explícito: este esquema de solución es el más simple ya que resuelve el 

problema para una sola incógnita en el tiempo futuro (𝑛 + 1), valiéndose para ello 

de los valores conocidos del tiempo actual (𝑛). Este esquema presenta grandes 

limitaciones de estabilidad debido a su sencillez, por lo tanto, es necesario usar 

intervalos de tiempo muy pequeños, que a su vez se ve reflejado en un mayor 

tiempo de cómputo para efectuar una corrida. Otra desventaja es que la información 

de las condiciones de frontera no llega al punto inmediatamente. Lo anterior se 

esquematiza en la Fig. C2. 
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Figura C.2. Molécula computacional del método explícito 1D. 

 

Esquema implícito: este esquema, por otro lado, es más complejo que el esquema 

explícito, pues para resolverlo se recurre a procesos iterativos, sin embargo, permite 

utilizar incrementos de tiempo mucho mayores que el esquema explícito y aun así 

permanecer estable. Se resuelve de manera acoplada y el mayor tiempo de 

cómputo se invierte en solucionar el sistema de ecuaciones que de aquí surge. 

Permite asociar a cualquier punto el efecto de las condiciones de frontera y además 

las condiciones anteriores, lo que se puede observar en la Fig. C3. 

 

Figura C.3. Molécula computacional del método implícito 1D. 
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Spline Cúbico 

La función 𝑠(𝑥) se llama cúbica a trozos en [𝑥0, 𝑥𝑛], si existen polinomios cúbicos 

𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥), … , 𝑞𝑛−1(𝑥) tales que: 

𝑠(𝑥) = 𝑞𝑘(𝑥) 𝑒𝑛 [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1],   𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1,  ..................................  C.8 

𝑠(𝑥) = {

𝑠0(𝑥)    𝑥 ∈ [𝑡0, 𝑡1)

𝑠1(𝑥)    𝑥 ∈ [𝑡1, 𝑡2)
…                   …

𝑠𝑛−1(𝑥)    𝑥 ∈ [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛)

.  ..................................................................  C.9 

Para que 𝑠(𝑥) interpole en los puntos 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛 los 𝑞𝑘(𝑥) se ha de verificar que: 

{
𝑞𝑘(𝑥𝑘) = 𝑦𝑘                                                

𝑞𝑘(𝑥𝑘+1) = 𝑦𝑘+1,      𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1
.   ........................................................  C.10 

Los polinomios 𝑠𝑘−1 y 𝑠𝑘 interpolan el mismo valor en el punto 𝑡𝑘, por lo que se 

garantiza que 𝑠 es continuo en todo el intervalo. Además, se supone que 𝑠′ y 𝑠′′ son 

continuas, condición que se emplea en la deducción de una expresión para la 

función del spline cúbico, dicha expresión se presenta a continuación. 

𝑠𝑘(𝑥) =
𝑧𝑘
6ℎ𝑘

(𝑡𝑘+1 − 𝑥)
3 +

𝑧𝑘+1
6ℎ𝑘

(𝑥 − 𝑡𝑘)
3 + (

𝑦𝑘+1
ℎ𝑘

+
𝑧𝑘+1ℎ𝑘
6

) (𝑥 − 𝑡𝑘)

+ (
𝑦𝑘
ℎ𝑘
−
𝑧𝑘ℎ𝑘
6
) (𝑡𝑘+1 − 𝑥 ). 

 ...........  C.11 

 

En la Ec. C.11, ℎ𝑘 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 y 𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛 son incógnitas. Para determinar sus 

valores, se utilizan las condiciones de continuidad que se deben cumplir en estas 

funciones. Por lo tanto, se puede llegar al siguiente resultado: 
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ℎ𝑘−1𝑧𝑘−1 + 2(ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1)𝑧𝑘 + ℎ𝑘𝑧𝑘+1

=
6

ℎ𝑘−1
(𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘) −

6

ℎ𝑘−1
(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1). 

 ..................................  C.12 

La ecuación anterior, con 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1 genera un sistema de ecuación de 𝑛 − 1 

ecuaciones lineales con 𝑛 + 1 incógnitas 𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛, por lo que, se puede elegir el 

valor de 𝑧0 y 𝑧1 de forma arbitraria y resolver el sistema de ecuaciones resultante 

para así lograr obtener los valores de 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛−1. En este caso se escogerán por 

conveniencia y facilidad el valor de cero para 𝑧0 y 𝑧1 teniendo entonces que 𝑧0 =

𝑧1 = 0. A la función resultante se le conoce como spline cúbico natural y el sistema 

de ecuaciones resultante se puede expresar como una matriz tridiagonal como se 

muestra a continuación: 

(

 
 
 

𝑢1 ℎ1 0 0 0 0
ℎ1 𝑢2 ℎ2 0 0 0
0 ℎ2 𝑢3 ℎ3 0 0
0 0 … … … 0
0 0 0 ℎ𝑛−3 𝑢𝑛−2 ℎ𝑛−2
0 0 0 0 ℎ𝑛−2 𝑢𝑛−1)

 
 
 

(

  
 

𝑧1
𝑧2
𝑧3
…
𝑧𝑛−2
𝑧𝑛−3)

  
 
=

(

  
 

𝑣1
𝑣2
𝑣3
…
𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−3)

  
 
.  ............................  C.13 

donde: 

ℎ𝑘 = (𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘): 𝑡 → 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑥,  ........................................................  C.14 

𝑢𝑘 = 2(ℎ𝑘 + ℎ𝑘−1) −
ℎ𝑘−1
2

𝑢𝑘−1
,  ...............................................................  C.15 

𝑏𝑘 =
6

ℎ𝑘
(𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘),  ..............................................................................  C.16 

𝑣𝑘 = 𝑏𝑘 − 𝑏𝑘−1 −
ℎ𝑘−1𝑣𝑘−1
𝑢𝑘−1

.  ...............................................................  C.17 
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Estos valores una vez encontrados se sustituyen en la Ec. C.11 para determinar el 

valor de la variable que se requiera interpolar.  

Para este trabajo dicha matriz tridiagonal se resolverá mediante el método de 

Thomas explicado a continuación. 

 

Método de Thomas  

Como se mencionó en la sección anterior, el algoritmo de Thomas se utiliza cuando 

la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales es tridiagonal de la 

siguiente forma: 

(

 
 
 
 

𝑏1 𝑐1 0 0 0 0 0
𝑎2 𝑏2 𝑐2 0 0 0 0
0 … . . . … 0 0 0
0 0 𝑎𝑖 𝑏𝑖 𝑐𝑖 0 0
0 0 0 … . . . … 0
0 0 0 0 𝑎𝑛−1 𝑏𝑛−1 𝑐𝑛−1
0 0 0 0 0 𝑎𝑛 𝑏𝑛 )

 
 
 
 

(

 
 
 
 

𝑥1
𝑥2
…
𝑥𝑖
…
𝑥𝑛−1
𝑥𝑛 )

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 

𝑑1
𝑑2
…
𝑑𝑖
…
𝑑𝑛−1
𝑑𝑛 )

 
 
 
 

.  .....................  C.18 

En este método se reemplaza cada fila por una combinación lineal de filas 

apropiada, de tal manera que se anulen los elementos de la diagonal inferior y los 

elementos de la diagonal principal sean igual a uno. Para lograr lo, anterior en la 

primera fila se dividen los coeficientes por 𝑏1 y para las subsiguientes se trabaja 

como se indica a continuación: 

𝐹𝑖𝑙𝑎 𝑖 − 1:   0…0          1          𝑐𝑖−1
′           0          0…0          𝑑𝑖−1

′  

𝐹𝑖𝑙𝑎 𝑖:           0…0          𝑎𝑖           𝑏𝑖           𝑐𝑖          0…0          𝑑𝑖   
 .............  C.19 

 

A continuación, se reemplaza la fila 𝑖 por la combinación lineal (𝑓𝑖𝑙𝑎 (𝑖) − 𝑎𝑖) ∗

(𝑓𝑖𝑙𝑎 (𝑖 − 1)), obteniendo como resultado una nueva fila como sigue: 
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 𝑖:     0…0          𝑎𝑖 − 𝑎𝑖           𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑐𝑖−1
′          𝑐𝑖         0…0         𝑑𝑖 − 𝑎𝑖𝑑𝑖−1

′ .  ...  C.20 

Para que el elemento correspondiente a la diagonal principal sea 1, se divide toda 

la fila por el término 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑐𝑖−1
′ , llegando a la forma de la siguiente nueva fila. 

𝑁𝑢𝑒𝑣𝑎 𝑓𝑖𝑙𝑎 𝑖:     0…0          0         1        
𝑐𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑐𝑖−1
′           0…0         

𝑑𝑖 − 𝑎𝑖𝑑𝑖−1
′

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑐𝑖−1
′ .   C.21 

Por lo tanto, los nuevos coeficientes quedan de la forma siguiente: 

𝑐𝑖
′  =  {

𝑐𝑖

𝑏𝑖
         ;    𝑖 = 1                    

𝑐𝑖

𝑏𝑖−𝑐𝑖
′𝑎𝑖
;    𝑖 = 2,3, … , 𝑛 − 1

,   .............................................................  C.22 

𝑑𝑖
′′ =

{
 
 

 
 𝑑𝑖

𝑏𝑖
           ; 𝑖 = 1             

𝑑𝑖 − 𝑑𝑖−1
′′ 𝑎𝑖

𝑏𝑖 − 𝑐𝑖−1
′ 𝑎𝑖

; 𝑖 = 2,3, … , 𝑛

 .  .............................................................  C.23 

Una vez se obtiene la matriz triangular superior, que en este caso solo tiene dos 

diagonales no nulas, se aplica el algoritmo de sustitución hacia atrás. 

𝑥𝑛 = 𝑑𝑛
′′,  .....................................................................................................  C.24 

𝑥𝑖 = 𝑑𝑖
′′ − 𝑐𝑖

′𝑥𝑖+1     ; 𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2,… ,1.   ...................................................  C.25 

Con lo cual se obtienen los valores de las variables del sistema de ecuaciones. 
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Integración numérica: método de Simpson 1/3 

El método sirve para calcular integrales definidas donde se conectan grupos 

sucesivos de tres puntos sobre la curva mediante parábolas de segundo grado. A 

las fórmulas que resultan de calcular la integral bajo estos polinomios se les llama 

Reglas de Simpson. 

Este método consiste en la aproximación del cálculo del área plana bajo la curva 

utilizando trapecios curvilíneos a partir de una interpolación con función cuadrática, 

dicha aproximación queda de la siguiente forma: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈
ℎ

3
[𝑓(𝑎) + 4𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓(𝑏)]

𝑏

𝑎

,  .................................................  C.26 

donde: 

𝑛 = 𝑠𝑜𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 (𝑛 𝑝𝑎𝑟).  

ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
     𝑇𝑎𝑚𝑎ñ𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜𝑠 .  

 

 Gauss-Seidel 

El método de Gauss-Seidel es comúnmente el más usado cuando se busca 

solucionar un sistema de ecuaciones lineales muy grande, como es el caso de este 

trabajo para los esquemas lineal y semi-implícito. 

Se comienza con una aproximación inicial 𝑥(0) a la solución 𝑥 y genera una 

sucesión de vectores 𝑥(𝑘) que convergen a la solución 𝑥 buscada. 

Un sistema de ecuaciones algebraicas lineales es un conjunto que se puede 

expresar de la forma 𝐴𝑥 = 𝑏, donde 𝐴 es la matriz de coeficientes, 𝑥 es el vector de 

incógnitas y 𝑏 el vector de términos independientes, por lo tanto, la solución del 
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sistema de ecuaciones es un conjunto de n valores 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛 que satisfacen 

simultáneamente todas las ecuaciones. 

Para este método el valor que se le suele dar al vector inicial carece de importancia, 

ya que se logrará llegar a la solución rápidamente sin importar que los valores dados 

sean muy lejanos a esta. Por lo tanto, se acostumbra a dar el vector como 0 como 

vector inicial, no obstante, en este trabajo se iguala el vector inicial a las pseudo-

presiones calculadas en 𝑡 = 0 para después igualar al valor correcto anterior en el 

cálculo al siguiente tiempo 𝑡. 

Por lo anterior, el método consiste en hacer iteraciones a partir del vector inicial para 

encontrar los valores de las incógnitas hasta llegar a una tolerancia deseada, la 

diferencia radica en que cada vez que se desea encontrar un nuevo valor de 𝑥𝑖 

además de usar los valores anteriores de las 𝑥, también se utilizan valores actuales 

de las 𝑥 ya encontradas, desde 𝑥0 hasta 𝑥𝑖−1. La ecuación en la que se basa el 

método es la siguiente: 

𝑥𝑖
𝑘+1 = −

1

𝑎𝑖𝑖
(−𝑏𝑖 +∑𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

𝑘+1

𝑖−1

𝑗−1

+ ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑘

𝑛

𝑗−𝑖+1

).  ........................................  C.27 

   

Newton-Raphson 

Este método es uno de los más utilizados para la localización de raíces, ya que en 

general es muy eficiente y converge para una función polinomial. Se requiere que 

las funciones sean continuas, por lo tanto, diferenciables para poder aplicar este 

algoritmo.  

 En la Fig C.4 se observa que si se extiende una tangente desde el punto (𝑥𝑖, 𝑓(𝑥𝑖)), 

el punto donde esta tangente cruza al eje x representa una aproximación mejorada 

de la raíz.  
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Figura C.4. Aproximación a la raíz de la función por medio de una tangente. 

 

La fórmula de Newton-Raphson se deduce a partir de la fórmula de la pendiente de 

una recta: 

𝑚 =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥𝑦
=
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
=
0 − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
,  ......................................  C.28 

𝑚(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) = −𝑓(𝑥𝑖),   ..............................................................................  C.29 

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =
𝑓(𝑥𝑖)

𝑚
,  .......................................................................................  C.30 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑥𝑖)
.  .......................................................................................  C.31 

Se debe partir de un valor inicial 𝑥𝑖, este puede ser por lo tanto cualquier valor, pues 

el método convergerá a la raíz más cercana. 

El método de Newton-Raphson algunas veces podría no converger, si no que oscila. 

Esto ocurre si no hay raíz real, si la raíz es un punto de inflexión o si el valor inicial 

está muy alejado de la raíz buscada. Debido a este último punto en este trabajo la 

inicialización del problema es en las pseudo-presiones calculadas con los valores 

de referencia en 𝑡 = 0. 
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Apéndice D: Módulos 

 

En este apéndice se presenta de manera general el funcionamiento de los módulos 

y subrutinas del programa desarrollado. 

A_LecturaPropiedades 

Este módulo tiene como función leer las propiedades de la roca y fluidos del 

yacimiento, así como inicializar las condiciones. Las subrutinas contenidas en el 

módulo son las siguientes: 

• Lectura_Prop_Fluido 

Se leen las dimensiones de la malla, el tiempo de simulación y los 

incrementos de tiempo, así como las condiciones de referencia en el 

yacimiento. Además, dependiendo del fluido seleccionado lee las 

propiedades escritas en la hoja “Datos”. 

• Lectura_Bloques 

Se leen las propiedades, dimensiones y gasto de cada celda de la malla. 

• Calculos_Iniciales 

Se realizan cálculos sobre el volumen poroso, área transversal, profundidad 

media, presión media y pseudo-presión media de cada celda. 

B_Transmisibilidad 

Este módulo es utilizado para calcular las transmisibilidades del mallado. 

• Transmisibilidad_Conver 

Se calculan las transmisibilidades de cada una de las celdas tomando en cuenta 

los factores de conversión los cuales pueden ser consultados en el Apéndice A: 

Desarrollo de Modelo. 
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C_Ecuaciones 

Con las propiedades ingresadas por el usuario, la selección del esquema de 

simulación, las correlaciones seleccionadas y la interpolación se calculan las 

propiedades y ecuaciones del modelo generado. 

• Ecuacion_Fundamental 

Con interpolación se calcula la viscosidad, densidad y compresibilidad del fluido 

en términos de la pseudo-presión. Posteriormente se calculan las ecuaciones a 

solucionar para cada una de las celdas. 

• Vectorizar_EcuacionFundamental 

Las ecuaciones generadas en forma de hipermatriz son ordenadas de manera 

vectorial para su acomodo en la matriz de ecuaciones. 

 D_Matriz 

Con las ecuaciones generadas se comienza la construcción de la matriz 

considerando las dimensiones de la malla. 

• Vectorizar2 

Con las ecuaciones ordenadas de manera vectorial se realiza un filtro de los 

valores de la ecuación a ser considerados según la ubicación de la celda y la 

dirección de la propiedad. 

• Matriz_Ecuaciones 

Una vez que se tienen las ecuaciones en un vector y se han filtrado, son 

ordenadas como diagonales de la matriz, tomando en cuenta las dimensiones 

de la malla en 𝑥, 𝑦, 𝑧. Se puede obtener más información sobre el acomodo en el 

capítulo 3. 

Propiedades_Curva 

Para poder utilizar la interpolación de spline cúbico se debe de tener una curva que 

relacione propiedades (calculadas con correlaciones dependientes de la presión) y 

la pseudo-presión. Este módulo es el encargo de generar una serie de curvas de 

presión contra viscosidad, densidad, compresibilidad y pseudo-presión. Todo esto 
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como consecuencia de que el modelo generado busca solución a ecuaciones 

dependientes de pseudo-presión. 

• Properties 

Se calculan las propiedades del fluido (densidad, viscosidad y compresibilidad) 

desde una presión de referencia hasta la presión de yacimiento ingresada por el 

usuario más 2000 psi, con un paso de 100 psi. Las correlaciones utilizadas son 

seleccionadas por el usuario y dependen del tipo de fluido, además todas son 

dependientes de la presión. La pseudo-presión calculada está en función de la 

densidad, viscosidad y presión. 
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