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realiza un acercamiento donde está el rectángulo para analizar, 
como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 

𝑛 = 54. 74 

Figura 65. Autocorrelación en la posición 𝑃2𝑥1 = 0.14, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.12, 𝑡, 
se realiza un acercamiento donde está el rectángulo para analizar, 
como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 

𝑛 = 46. 75 

Figura 66. Autocorrelación en la posición 𝑃3𝑥1 = 0.15, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.20, 𝑡, 
se realiza un acercamiento donde está el rectángulo para analizar, 
como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 

𝑛 = 53. 75 

Figura 67. Espectro de energía para 𝑢′1 en la posición 𝑃1𝑥1 = 0.1, 𝑥2 =
0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡, se realiza un acercamiento justamente donde está 
el rectángulo, ubicando la frecuencia de la Tabla 1, la cual es 𝑓1 =
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Resumen 

En la naturaleza durante el escurrimiento de un fluido en un canal se forman flujos 

secundarios, los cuales se definen como patrones de rotación del fluido y se 

generan debido a los gradientes en las componentes de velocidad en un sentido 

diferente al flujo principal  (Mera R., 2009). 

Una representación de la existencia de los flujos secundarios en un fluido, es la 

presencia de vórtices, los cuales se definen como un flujo que rota en sentido 

espiral.  

En un flujo altamente turbulento se presentan estructuras vorticosas y estas 

contienen diversas escalas espaciales y temporales. El comportamiento de los 

vórtices son afectos por el proceso de dispersión, como una característica propia de 

la turbulencia. 

Los flujos secundarios son uno de los principales actores en los procesos de 

socavación y erosión en un cauce, por lo que definen la geometría de canales 

naturales. 

En la estabilidad estructural de un puente vehicular que cruza un río, es importante 

estudiar los flujos secundarios que se generan en el cauce debido a la interacción 

entre una pila del puente y el flujo ya que estos influyen en la socavación local que 

se produce al pie de esta estructura, entonces en el diseño de un puente es 

recomendable conocer el campo de flujo local considerando las corrientes 

secundarias. Como se mencionó anteriormente, la geometría cambia al existir 

procesos de erosión y socavación, y este problema se incrementa si el río se 

encuentra en una zona urbana. 

En este trabajo se realizó un análisis de una región de flujo específica, la cual fue 

elegida mediante las trayectorias de las líneas de corriente, ya que estas muestran 

la existencia de vórtices en el fluido, esto se realizó mediante una referencia 

Lagrangiana, posteriormente se analizaron las componentes normales de la 

vorticidad, con un marco de referencia Euleriano, lo anterior fue solo considerando 

los flujos medios o promediados. En el caso de los flujos fluctuantes se determinaron 

los esfuerzos Reynolds, y con esto se relacionaron los resultados de vorticidad de 

flujos medios con los flujos fluctuantes, para posteriormente aplicar un análisis 

estadístico y espectral de la turbulencia. 

El estudio se realizó en un canal de pendiente variable, el cual se adecuó con una 

estructura que generará una no uniformidad de la región de flujo, e indujera 

corrientes secundarias. Las geometrías para generar las corrientes secundarias, 

que se presentan en este documento, son dos tipos, la primera un obstáculo ubicado 

solo en una pared y segunda una en forma de escuadra sobre la pared y el fondo. 
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A lo largo del trabajo estos escenarios se denominan escenario uno y dos o E1 y 

E2, respectivamente. 

La zona o campo de flujo consistió en un tramo de 0.20 m para E1 y 0.35 m para 

E2, con una tirante de 0.25 m y el número de estaciones de medición fueron 25 

puntos en la sección transversal y cinco secciones transversales para E1 y ocho 

para E2 y con una separación entre secciones de 0.05m. En cada punto de 

muestreo experimental se obtuvo un registro de los componentes de velocidad 𝑢𝑖, 

𝑖 = 1,2,3, para periodo de 40 s y con una frecuencia de 100 Hz. El equipo para medir 

las componentes de velocidad fue un ADV (Acoustic Doopler Velocimeter). 

En los campos de velocidad se encontraron patrones que indican la presencia de 

flujos secundarios, que solo se daban en el área del obstáculo. En ambas pruebas 

experimentales se presentó esta condición sin embargo, debido al tipo de obstáculo, 

se presentaron más perturbaciones en la prueba experimental E2. 

Para identificar los vórtices se utilizaron gráficas de líneas de corriente, en donde 

ya se esperaba la presencia de vórtices en las áreas circundantes del obstáculo, 

debido a los resultados de la velocidad. En la prueba E1 no se observaron áreas 

cerradas en donde existieran vórtices, esto se debe al tamaño de malla que se tiene 

en el análisis. En la prueba E2 se observaron dos vórtices, justo en el área del 

obstáculo, como se esperaba. 

Los resultados del capítulo de campo de vorticidad muestran la rotacional de la 

velocidad, estas áreas no necesariamente implican que sean flujos secundarios, por 

lo que este análisis se tiene que complementar con los resultados de esfuerzos de 

Reynolds. Con los campos de los esfuerzos de Reynolds se pudo identificar la 

presencia de vorticidad en algunos puntos, identificando en los campos de 

esfuerzos de Reynolds en qué lugares se tienen giros, de acuerdo con las posibles 

combinaciones que se puedan realizar, y al comparar estos resultados con los 

campos de vorticidad (flujos medios) se concluye que tienen una relación directa, 

ya que en las zonas de estudio los esfuerzos de Reynolds (flujos fluctuantes) 

pueden predecir la presencia de vórtices. 

Se delimitó la escala de análisis de turbulencia con correlaciones cruzadas y 

autocorrelación, los cuales indican el tamaño mayor de los vórtices que se pueden 

formar para su posterior análisis en el cálculo de socavación de pilas en cauces. 

En análisis espectral se ubicó el vórtice con mayor energía que se encuentra 

presente en el área de estudio, este valor es importante en la socavación de pilas 

en ríos. 

Del análisis y visualización de resultados se concluye que la metodología que en 

este documento se describe, es apta para la identificación de flujos secundarios, 

además acota la escala turbulenta y define el vórtice con mayor energía que se 

puede presentar. 
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1 Introducción 

1.1 Generalidades 

En la naturaleza durante el escurrimiento de un fluido en un canal se forman flujos 

secundarios, los cuales se definen como patrones de rotación del fluido y se 

generan debido a los gradientes en las componentes de velocidad en un sentido 

diferente al flujo principal  (Mera R., 2009). 

Una representación de la existencia de los flujos secundarios en un fluido, es la 

presencia de vórtices, los cuales se definen como un flujo que rota en sentido 

espiral. La formación de estos, su desplazamiento y disipación es un objeto de 

estudio dentro de la mecánica de los fluidos. 

En fechas recientes con el mejoramiento de los sistemas de cómputo es posible 
analizar en forma experimental y numérica, el comportamiento de los vórtices, no 
obstante, ubicarlos sigue siendo una tarea complicada. 
 
Los flujos que son altamente turbulentos presentan estructuras vorticosas, estas 
estructuras contienen diversas escalas espaciales y temporales. El comportamiento 
de los vórtices son afectos por el proceso de dispersión, como una característica 
propia de la turbulencia. 
 
El sistema de ecuaciones que describen el movimiento de los flujos turbulentos son 
la de conservación de masa y de Navier-Stokes, este sistema por su no linealidad 
no tienen una solución general.  
 
Una forma de obtener una solución de las ecuaciones generales que representan 
un flujo turbulento es por medio de técnicas numéricas, estos modelos se 
denominan CFD (Computational Fluid Dynamics). Por diversidad de escalas y 
frecuencias que se tienen en un campo de flujo, en la aplicación de los modelos 
CFD sólo se obtienen las más importantes que se quieren interpretar, por ejemplo 
en la Figura 2, el campo de flujo principal es el movimiento de la avioneta y el efecto 
secundario son los remolinos o vórtices transversales al movimiento, pero también 
se observan vórtices más pequeños alrededor del vórtice principal, entonces para 
una solución se requiere establecer la escala y que parte de la dinámica se quiere 
obtener. 
 
Entonces en la construcción de un modelo de CFD, se tiene que resolver en forma 
específica la escala de interpretación de la turbulenta o también conocido modelo 
de turbulencia. Al respecto existen tres formas de obtener los patrones de 
turbulencia y son:  
 

 RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations). Se resuelve el flujo 
medio y se incorpora un modelo turbulencia. 
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 DNS (Direct Numerical Simulation). Resuelve las ecuaciones sin incluir 
simplificaciones. Este modelo requiere refinamientos de malla muy 
“intensos”, y una gran cantidad de datos para resolver problemas a diferentes 
frecuencias de todas las variables. 

 LES (Large Eddy Simulation). En este caso se filtran las ecuaciones y sólo 
se obtienen resultados para las frecuencias mayores a la de filtrado. 

 
En el caso de una medición experimental para conocer el comportamiento de los 
flujos secundarios es necesario establecer la escala de análisis (se discutirá a 
continuación en la tesis), tanto espacial como temporal, y como guía práctica se 
considera que la relación de la escala espacial es inversa a la frecuencia de muestro 
temporal. 
 
A manera de ejemplo en las Figura 1, Figura 2 y Figura 3, se muestra diferentes  
relaciones de escalas entre la magnitud del vórtice y la frecuencia de rotación. 
 

 Huracanes en la atmósfera. 

 
Figura 1. En el inciso A, se muestra una imagen obtenida por satélite de un huracán 
ciclónico propagándose en dirección noroeste hacia el Golfo de México. En B, un vórtice 
ciclónico generado en laboratorio por el método batido. (Pérez González, Alonso Rubio, & 
Cruz Gómez, 2017) 

 Vórtices generados por aeronaves. 
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Figura 2. Las imágenes de arriba muestran la aspersión afectada por vórtices que se 
generan por efecto de las alas del avión, y las de abajo representan la corrección de las 
barras de aspersión para que no se vea afectada por los vórtices. 

 Vórtices de agua en ríos 

 
Figura 3. Vórtice forzado producido por la agitación con cuchara, en un vaso de agua. 
(Manjón, y otros, 2013) 
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Los campos de flujos, que incluyen los vórtices, se pueden describir con modelos 
matemáticos, como son las ecuaciones de Navier-Stokes. Pero estos modelos se 
pueden adaptar a dos formas para interpretar la cinética de movimiento de las 
partículas y estas son con un enfoque lagrangiano o euleriano. El primero sigue la 
trayectoria de una partícula en el campo de flujo y el segundo las características 
intensivas del paso de una serie de partículas en un punto específico del campo de 
flujo (Zhong, Chen, Chen, & Li, 2017). 

1.2 Reseña histórica 

Desde hace siglos la estructura de los vórtices ha sido visualizada y descrita con 
gráficos, tratar de determinar la fecha exacta del descubrimiento o más bien una 
descripción detallada de este fenómeno, resulta una tarea complicada. Fue tanto el 
interés y el asombro de este tipo de fenómenos que existen representaciones en 
grabados y figuras que perduran hasta el día de hoy. 
 
Una de las primeras descripciones de este fenómeno fueron las realizadas por 
Leonardo da Vinci en 1513. Este gran pensador renacentista realizó una descripción 
bastante precisa de los vórtices, no obstante, de tener limitaciones lógicas propias 
de la época en que realizó su trabajo. (Martinez, 1988) 
 
Además, por ejemplo, Leonardo Da Vinci en este tema de los vórtices escribió lo 
siguiente: 

“A partir de ese momento los citados remolinos, con varios movimientos 
giratorios, proceden a consumir el ímpetu que ha empezado, y no permanecen en 
las mismas posiciones, si no que después que han sido generados en forma tal, son 
llevados girando por el ímpetu del agua manteniendo la misma forma, por lo cual 
vienen a realizar dos movimientos: uno que realiza por sí mismo dando vueltas y el 
otro que sigue el curso del agua que lo lleva en todo momento y que lo acaba 
destruyendo” (Martinez, 1988) 

 
De igual forma Da Vinci, realizó apuntes sobre la formación de vórtices, y los capturó 
en sus dibujos como se puede apreciar en la Figura 4 
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Figura 4. Imagen de una descarga realizada por Leonardo Da Vinci, en donde se pueden 
apreciar los vórtices de diferente escala generados por una caída de agua sobre un volumen 
de agua estacionaria. 

Otro personaje de la historia, que no era científico, pero si un observador de la forma 
en cómo se comportan los vórtices fue el pintor postimpresionista holandés Vicent 
Van Gogh (1835-1890)  donde hace alusión a los vórtices en una de sus obras 
titulada “Noche estrellada”, en donde podemos apreciar la formación de estructuras 
tipo vórtices sobre las montañas, similares a las inestabilidades Kelvin-Helmholtz 
(Panton, 2005), tal como se muestra en la Figura 5 (a) y en la Figura 5 (b) se muestra 
la misma instabilidad sobre una cordillera montañosa 
 

 
a) Cortesía allposters, 2018. 

 
b) Cortesía Washington-Post, 2018 

 
Figura 5. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. a) "Noche estrellada" por Van Gogh, en donde 
se puede apreciar la estructura de vórtices girando alrededor de un eje, b). Flujo 
estratificado sobre una cordillera. 

Otra estructura de vorticidad es la fila de vórtices, lo describe Enzo Levi en su libro 
de agua según la ciencia (Levi, 2001), la cual está asociada a un objeto cilíndrico 
dentro de un campo de flujo a baja velocidad, esta estructura fue descrita por Henry 
Mallock en 1907, en el documento Formation de centres de giration á lárriere d’un 
obstacle en mouvement, y se muestra en la Figura 6.  
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Cortesía de engineering dog, 2018. 

Figura 6. Estelas de Von-Karman, para un flujo con bajo número de Reynolds. 

 

1.3 Antecedentes 

Este documento se enfoca a las corrientes secundarias generadas en los flujos en 
canales abiertos y que se generan por la presencia de obstáculos o cambios en la 
morfología longitudinal, en una condición de flujo turbulento totalmente desarrollado. 
 
A lo largo de un cauce con flujo turbulento, existen una corriente principal en el 
sentido longitudinal, pero además se generan desplazamientos transversales de las 
partículas. Estos movimientos se generan debido a la geometría del canal, forma de 
fondo, rugosidad, y la escala turbulenta debida a la velocidad del fluido. Lo anterior, 
se intensifica cuando se tiene un canal sinuoso o incluso por la presencia de 
obstáculos, como son las pilas de un puente o algún objeto importante que interfiera 
el campo de flujo (Figura 7). 
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(A)       (B) 

Figura 7. A) Estructuras de flujos secundarios en diferentes planos y a diferentes escalas, 
que se presentan en un canal recto. B) Estructura de flujo secundario a lo largo de un cauce 
sinuoso. (Mera R., 2009). 

 
Los flujos secundarios son generados por los esfuerzos cortantes y por la no 
homogeneidad y anisotropía de la turbulencia. Estos se evidencian por la presencia 
de la circulación superpuesta a la advección del fluido longitudinal, y las líneas de 
corriente del flujo, y tienen la característica de ser de forma espiral o en forma de 
vórtice. (Chanson, 2004) 
 
Hace más de 100 años, los ingenieros de los ríos, por ejemplo, se dedujeron la 
existencia de corrientes secundarias sobre la base que la velocidad máxima se 
producía por debajo de la superficie libre en canales abiertos, que no eran 
extremadamente anchos (Nezu & Nakagawa, 1993). Gibson en 1909 (Nezu & 
Nakagawa, 1993) concibió el patrón de corrientes secundarias que se muestra en 
la Figura 8, y estimó que la velocidad de las corrientes secundarias es de 
aproximadamente el 5% en comparación a la velocidad principal. Además, Vanoni 
en 1946 (Nezu & Nakagawa, 1993) sugirió que los flujos secundarios celulares 
podrían existir en grandes canales abiertos, esto lo dedujo observando que la 
concentración de sedimentos suspendidos variaba cíclicamente en la dirección del 
ancho del canal. Esta observación fue reforzada por Karcz en 1966 y Kinoshita en 
1967 (Nezu & Nakagawa, 1993). Karcz esquematizó que el patrón de corrientes 
secundarias celulares tal como se muestra en la Figura 9, lo anterior lo presentó 
para explicar la formación de cintas de arena en un amplio canal fluvial (Nezu & 
Nakagawa, 1993). 
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Figura 8. Patrón de flujo esquemático de corrientes secundarias en canal abierto estrecho 
(Nezu & Nakagawa, 1993) 

Figura 9. Flujo esquemático y patrones de lecho de corrientes secundarias celulares y cintas 
de arena en el ancho río (Nezu & Nakagawa, 1993) 

Prandtl (V. Martorana, I. Cantero, & A. Dari, 2016) clasificó los flujos secundarios en 
dos tipos: 

 Tipo 1.- Se origina por la variación de la dirección del vector vorticidad y 
puede existir en flujo turbulento o laminar. 

 Tipo 2.- Se genera solo en presencia de turbulencia, y aunque es 
relativamente débil, sus efectos pueden ser importantes, ya que produce un 
incremento en las tensiones de corte en las paredes y este efecto es 
fundamental en problemas de transporte de sedimentos y erosión. 

 
En la estabilidad estructural de un puente vehicular que cruza un río, es importante 

estudiar los flujos secundarios que se generan en el cauce debido a la interacción 

entre una pila del puente y el flujo ya que estos influyen en la socavación local que 

se produce al pie de esta estructura, entonces en el diseño de un puente es 

recomendable conocer el campo de flujo local considerando las corrientes 

secundarias. Como se mencionó anteriormente, la geometría cambia al existir 

procesos de erosión y socavación, y este problema se incrementa si el río se 

Flujo 

Canal 

Cinta
s 

Flujo 
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encuentra en una zona urbana, un ejemplo de lo descrito anteriormente se muestra 

en la Figura 10. 

Es por esto que es importante analizar el comportamiento de los flujos secundarios 

presentes en un canal. 

 

 
Figura 10. Proceso de socavación generada por la presencia de una pila circular en el 
cauce, se describe la generación física de los vórtices que pueden ser de tipo herradura (se 
localizan al pie de la pila, y tienen una socavación máxima), y vórtice tipo estela (creados 
por separación del flujo de la pila). (Tapia Rodríguez, Molina Aguilar, Pérez Morales, & 
Torres Acosta, 2012) 

En forma específica se dice que la socavación local es causada por el cambio de 
dirección de las líneas de corriente, la turbulencia, la aceleración del flujo y los flujos 
secundarios resultantes inducidos por la obstrucción al flujo, y puede presentarse 
bajo condiciones de agua clara o lecho móvil. (Tapia Rodríguez, Molina Aguilar, 
Pérez Morales, & Torres Acosta, 2012) 

1.4 Estudios previos similares 

Los flujos secundarios son a menudo vistos como “los nervios y músculos de la 
turbulencia” y sin embargo su identificación se ve obstaculizada por la falta de una 
definición matemática aceptada de un flujo secundario, que en realidad es una serie 
o agrupación de varios, con diferentes escalas e intensidades (Levi, 2001), (Panton, 
2005), (Nezu & Nakagawa, 1993). Puede parecer sorprendente que un campo 
largamente estudiado, como la mecánica de fluidos todavía no tenga respuesta 
clara a esta pregunta fundamental. (Chakraborty, Balanchandar, & Adrian, 2005) 
 
En la investigación de Chakraborty, Balachandar, & Adrian (2005), se analizaron 
varios criterios de identificación de flujos secundarios que se basan en el análisis 
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puntual del tensor del gradiente de velocidad. Además se propone un nuevo criterio 
de identificación de vórtice local y los requisitos para un nucleo de vórtice. (Figura 
11). 
 
 

 
Figura 11. Cilindros de vorticidad para diferentes criterios de identificación: a) Relación de 

λci, b) relación de Q, c) relación de ∆, d) relación de λ2, e) relación de 𝜆2,̃  f) muestra la 
comparación cuantitativa de la medida de volumen superpuesta para los diferentes criterios. 

En una investigación desarrollada por Zhong et al. (2017) propusieron un método 

de identificación de flujos secundarios basado en la vorticidad estructurada (ωs) del 

campo de velocidad. La efectividad de método ha sido probada contra flujos 
analíticos y flujos experimentales, con un enfoque euleriano, como se muestra en la 
Figura 12. 
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Figura 12. Comparación de los campos Ωs y Ωci. Los contornos muestran el valor de Ωs y 
Ωci, y los vectores son las fluctuaciones descompuestas LES para resaltar las estructuras. 
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1.5 Aportación 

En un campo de flujo se pueden identificar trayectorias de los patrones de 
velocidades y estas son relativamente identificables para flujos laminares, en 
cambio para flujos turbulentos no es fácil seguir estas trayectorias. 
 
En un campo de flujo se puede determinar la relación de los gradientes de velocidad 
por medio de la vorticidad, entonces: 
 

𝜔𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑢𝑘 ( 1-1) 

donde 𝜕𝑗(∙), operador Nabla, y 𝜔𝑖 vorticidad o curl;  𝑢𝑖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  vector 

velocidad, 𝜀𝑖𝑗𝑘  tensor unitario alternado; y sus componentes en las direcciones 

principales 𝑖 = 1,2,3. 
 
Analizando las trayectorias (referencia lagrangiana) que describen las partículas, 
que se les denominan líneas de corriente y se pueden evaluar de la forma siguiente: 
 

𝛿𝑘𝑗 =
𝑑𝑥𝑘
𝑑𝑥𝑗

=
𝑢𝑘
𝑢𝑗

 ( 1-2) 

donde, 𝑑𝑥𝑘, las componentes diferenciales de la línea de corriente, y 𝛿𝑘𝑗, es el delta 

de Dirac. 
 
Evaluando a lo largo de una línea de corriente la propiedad cinemática de la 
vorticidad se tiene (Panton, 2005): 
 

𝜔𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑢𝑗𝑑𝑥𝑘 = 0   ( 1-3) 

La ecuación (1-3) indica que el producto vectorial de dos los vectores, no nulos, es 
cero, si estos son paralelos entre sí a lo largo de una línea de corriente, entonces 
se establece que la vorticidad es cero en esta trayectoria. 
 
En este trabajo se propone realizar un análisis de patrones de flujo secundario en 
un canal, a partir de la identificación de vórtices. 
 
Se analizará una región de flujo específica, la cual se elegirá mediante las 
trayectorias de las líneas de corriente con la propiedad indicada en la relación (1-3), 
ya que estas muestran la existencia de vórtices en el fluido, esto se realizará 
mediante una referencia Lagrangiana, posteriormente se analizarán las 
componentes normales de la vorticidad en el campo de flujo (𝜔𝑖𝑛𝑖) , 𝑛𝑖 donde es el 
vector unitario sobre un plano normal, con un marco de referencia Euleriano, lo 
anterior solo considerando los flujos medios o promediados.  
 
En el caso de los flujos fluctuantes se determinarán los esfuerzos Reynolds, y con 
esto se relacionarán los resultados de vorticidad de flujos medios con los flujos 
fluctuantes, para posteriormente aplicar un análisis estadístico y espectral de la 
turbulencia, que nos indique la escala o tamaño (longitud de onda) del flujo 
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secundario que se debe analizar, y de qué tamaño es el flujo secundario con mayor 
energía que se pueda presentar. 
 
Durante el proceso de los datos se determinará que las velocidades instantáneas 
tengan una correlación de tendencia central, por lo tanto, se aplicarán en forma 
sistemática las pruebas de normalidad (Razali & Wah, 2011). 
 
Utilizando la ecuación de líneas de corriente ( 1-2), vorticidad ( 1-1), y esfuerzos de 
Reynolds se identificarán los patrones de flujo secundario en un canal abierto. 
 
Mediante procesos estadísticos de correlación, se identificarán los patrones de flujo 
secundario que tengan mayor energía con el fin de usar ese dato en el diseño de 
pilas en cauces para efectos de la socavación. 
 
Con el fin de hacer más identificable los flujos secundarios en la secuencia 
experimental se incluyó un obstáculo no simétrico. 
 
Como se menciona en Estudios previos similares, se tienen estudios de flujos 
secundarios con diferentes simulaciones numéricas, sin embargo no se encuentra 
en la literatura un análisis experimental que integre flujos medios con fluctuaciones, 
además este trabajo también pretende encontrar el flujo secundario con mayor 
energía y delimitar la escala de análisis para un estudio más acotado. 
 

1.6 Objetivos 

 Determinar las líneas de corriente, flujos secundarios, y los esfuerzos de 
Reynolds en un canal rectangular que se vea afectado por una estructura de 
cruce, 

 Determinar patrones de velocidad media y fluctuantes en tramo de un cauce, 
y 

 Construir una metodología para determinar la vorticidad y los esfuerzos de 
Reynolds. 

1.7 Hipótesis 

Existe una correlación directa entre la vorticidad y la magnitud de los esfuerzos de 
Reynolds. 
 



 
 

 

2. Ecuaciones fundamentales 

Análisis de patrones de flujo secundario en un canal abierto 

15       
 

2 Ecuaciones fundamentales 

2.1 Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas 

Para describir un campo de flujo o el movimiento de las partículas se pueden utilizar 
dos formas de referencia coordenada para describirlo, la primera denominada 
lagrangiana, que es la más simple, consiste en seguir la trayectoria de la partícula 
e identificar con una función su trayectoria, y la segunda denominada euleriana, 
considera un punto de referencia en el espacio y en ese lugar identifica las 
propiedades y la cinemática de las partículas. En este capítulo se construirá las dos 
tipos de coordenadas y la forma para transformar un enfoque en el otro. 
 
Descripción lagrangiana 
En esta referencia coordenada cada partícula es marcada desde una posición de 
origen (Figura 13), por ejemplo, la descripción lagrangiana del escalar de 
temperatura es: 

 

𝑇 = 𝑇(𝑥𝑖
0, 𝑡) ( 2-1) 

donde 𝑥𝑖
0 = (𝑥1

0, 𝑥2
0, 𝑥3

0), es el vector de origen de referencia y sus componentes en 

las direcciones principales 𝑖 = 1,2,3; y 𝑡 el tiempo. 
 

Ahora considerando la distancia 𝑟𝑖 como la ubicación de un punto material de una 
partícula fluida desde un punto de referencia. En un inicio la partícula se encuentra 

en la posición 𝑥𝑖
0 y la trayectoria en el espacio se describe como,  

 

𝑟𝑖 = 𝑟𝑖(𝑥𝑖
0, 𝑡) ( 2-2) 

Las propiedades de la velocidad y la aceleración cinemática son:  
 

𝑢𝑖 = 𝜕𝑡𝑟𝑖 ( 2-3) 

 

𝑎𝑖 = 𝜕𝑡𝜕𝑡𝑟𝑖 ( 2-4) 

Por lo tanto, si se conocen todas las trayectorias de las partículas en un campo es 
posibles determinar su comportamiento cinemático. Sin embargo, identificar y seguir 
a todas las partículas en todo su recorrido es complejo, por lo anterior esta 
descripción no es usual sólo para casos muy específicos. 
 
Esta descripción puede estudiar cualquier escalar o propiedad de un medio 
continuo, como, por ejemplo: 
 

 Velocidad 

 Aceleración 

 Presión 

 Densidad 
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 Temperatura 
 

 
Figura 13. Análisis de partículas con el modelo Lagrangiano, se sigue el movimiento 
temporal de una sola partícula, en donde 𝑞 = 𝑢𝑖 . 

  
Descripción euleriana 

En esta condición se tiene un punto fijo en el espacio 𝑥𝑖 para un tiempo �̂� (Figura 
14), ahora todas propiedades del flujo como son 𝑟𝑖, 𝑢𝑖 se consideran como funciones 

dependientes de las variables independientes 𝑥𝑖 y �̂�.  Retomando el ejemplo de la 
descripción lagrangiana para el análisis de la temperatura, en donde se expresa 

como 𝑇(𝑥𝑖, �̂�), en este el vector de posición en referencia euleriana es: 
 

𝑟𝑖 = 𝑥𝑖 ( 2-5) 

 
Sustituyendo la ecuación (2-5) en ( 2-2), y considerando que la variable temporal es 
la misma, entonces la transformación entre una referencia lagrangiana a Euleriana 
es, 

 

𝑥𝑖 = 𝑟𝑖(𝑥𝑖
0, 𝑡) ( 2-6) 

 

�̂� = 𝑡 
 
Esta descripción indica el comportamiento de la trayectoria para las distintas 
partículas que van pasando por un punto fijo de estudio a lo largo del tiempo. Por 
otro lado, si se fija el tiempo y se identifican todas las partículas se obtiene una 
distribución instantánea de la velocidad en el espacio. 
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Figura 14. Análisis de partículas con el modelo Euleriano, a partir de un punto fijo en el 
espacio, se miden las velocidades en diferentes tiempos. 

2.1.1 Derivada material 

Un campo de flujo se puede describir en forma lagrangiana o euleriana, pero es más 
usual utilizar la última, ya que para cada punto de estudio en el espacio se conocen 
los valores escalares o propiedades del flujo. En cambio, siguiendo la trayectoria de 
cada partícula se requiere de más información a lo largo del tiempo. 
 
La derivada con respecto al tiempo de cualquier escalar o propiedad en un medio 
continuo con respecto a las trayectorias de las partículas se le denomina derivada 
material, la cual se interpreta como la tasa de cambio temporal que un observador 
mediría viajando con una partícula específica. La derivada material permite 
relacionar en un campo de flujo la descripción lagrangiana a euleriana. 
 

Para obtener la derivada material se considera una propiedad 𝐹 expresada en 
variables eulerianas con la función ( 2-7) o en variables lagrangianas con la función 
( 2-8) entonces 

𝐹 = 𝐹𝐸(𝑥𝑖, �̂�) ( 2-7) 

 

𝐹 = 𝐹𝐿(𝑥𝑖
0, 𝑡) ( 2-8) 

Para igualar los marcos de referencia se substituye la transformación ( 2-6) en (2-
7) y (2-8), entonces: 
 

𝐹𝐿(𝑥𝑖
0, 𝑡) = 𝐹𝐸(𝑥𝑖 , �̂�) 

 

𝐹𝐿(𝑥𝑖
0, 𝑡) = 𝐹𝐸(𝑟𝑖(𝑥𝑖

0, 𝑡), 𝑡) 
 

( 2-9) 

Igualando la referencia lagrangiana entonces y aplicando la regla de la cadena para 
expresar la tasa de cambio de la propiedad, se tiene: 
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𝐷𝑡𝐹𝐿 = 𝜕𝑖𝐹𝐸𝜕𝑡𝑟𝑖 + 𝜕𝑡𝐹𝐸𝜕𝑡𝑡 ( 2-10) 

Considerando que 𝑢𝑖 = 𝜕𝑡𝑟𝑖, 𝑢𝑖 es la velocidad convectiva de las partículas 
entonces, 
 

𝐷𝑡𝐹𝐿 = 𝜕𝑡𝐹𝐸 + 𝑢𝑖𝜕𝑖𝐹𝐸 ( 2-11) 

La derivada material a partir de la descripción espacial puede generalizarse para 
cualquier propiedad (la propiedad puede ser un escalar, por ejemplo, los escalares 
como son la temperatura, densidad, etc, o un vector, como son la velocidad o 
aceleración misma de la partícula), entonces la derivada material se define como: 
 

𝐷𝑡(∙)⏟
𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 (𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑖𝑎𝑛𝑎)

= 𝜕𝑡(∙)⏟
𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 (𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑖𝑎𝑛𝑎)

+ 𝑢𝑖𝜕𝑖(∙)⏟  
𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎

 ( 2-12) 

 
Entonces el lado derecho de la ecuación ( 2-12) incluye la derivada convectiva como 
la diferencia entre las derivadas material y local de la propiedad. 
 

2.1.2 Línea de corriente 

Las líneas de corriente es una representación gráfica del flujo en un instante dado, 
además son las envolventes de los vectores de velocidad ya que siempre son 
tangentes a estos. (Figura 15) 
 

 
Figura 15. Representación de la línea de corriente, en un punto 𝑥𝑖 y un tiempo dado. 

La forma de estas líneas puede variar de un instante a otro, pero cuando las líneas 
de corrientes no varían implica que se tiene un flujo permanente. 
 
La pendiente de una línea de corriente en un campo de flujo sobre un plano 

bidimensional (𝑥1, 𝑥2) es: 
 

𝑑𝑥2
𝑑𝑥1

=
𝑢2
𝑢1

 

 
( 2-13) 
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Y en su forma general es: 
 

𝑑𝑥1
𝑢1
=
𝑑𝑥2
𝑢2
=
𝑑𝑥3
𝑢3

 ( 2-14) 

 
La ecuación (1-3) indica que el producto vectorial de dos vectores, no nulos, es cero, 
si estos son paralelos entre sí a lo largo de una línea de corriente, entonces se 
establece que la vorticidad es cero en esta trayectoria. 
 
Un ejemplo es el que se muestra en la Figura 16, en donde se muestran las líneas 
de corriente dentro de una prótesis valvular aórtica.  
 

 
Figura 16. Distribución de líneas de corriente a través de una válvula SJM considerando 
contorno móvil. (Pelliccioni Orlando, 2005) 

2.2 Teorema de transporte de Reynolds 

El método seleccionado para derivar las ecuaciones básicas desde una ley de 
conservación es considerando el concepto del medio continuo y el seguimiento de 
un volumen de control, dentro un marco de referencia lagrangiano. 
 
El volumen de control tiene una forma arbitraria y para aplicar el principio de 
conservación es necesario realizar la integral sobre el volumen de control, y se 
expresa como, 
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∫ 𝐿 𝛼 𝑑𝑉
𝑉

= 0 ( 2-15) 

donde 𝐿 es un operador diferencial y 𝛼, es una propiedad del fluido (temperatura, 
densidad, velocidad, ondas, etc.). 
 
La combinación de un volumen de control arbitrario y el sistema coordenado 
lagrangiano general permiten determinar la derivada material de un volumen 
integral. 
 
Lo anterior se puede expresar con el Teorema de Transporte de Reynolds, 
 

𝐷𝑡∫  𝛼(𝑡) 𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= ∫ [𝜕𝑡𝛼 + 𝜕𝑖(𝛼𝑢𝑖)] 𝑑𝑉
𝑉

 ( 2-16) 

 

2.3 Conservación de masa 

Considerando una masa específica de fluido con un volumen 𝑉, en esta masa sigue 
una trayectoria del flujo, el tamaño y la forma que cambia respecto al observador, 
pero está masa permanece sin cambio. 
 
El principio de conservación de masa se aplica a fluidos en donde no existan 
cambios en la composición atómica de las partículas, y la equivalencia matemática 

de este principio es definido por la derivada lagrangiana 𝐷𝑡 aplicada al fluido 

contenido en el volumen 𝑉 y que a su vez es ∫ 𝜌 𝑑𝑉
𝑉

, igualado a cero, esto es: 

𝐷𝑡∫  𝜌 𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= 0 ( 2-17) 

 
Aplicando el Teorema de Transporte de Reynolds la ecuación (2-17) 

𝐷𝑡∫  𝜌 𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= ∫ [ 𝜕𝑡𝜌 + 𝜕𝑖(𝜌𝑢𝑖)] 𝑑𝑉
𝑉

= 0 ( 2-18) 

 
Para un volumen arbitrario la ecuación de conservación de masa es, 
 

𝜕𝑡𝜌 + 𝜕𝑖(𝜌𝑢𝑖) = 0 ( 2-19) 

En el caso de flujo incomprensible la ecuación ( 2-19) se puede escribir como, 
 

𝜕𝑖𝑢𝑖 = 0 ( 2-20) 

2.4 Conservación de momentum 

El principio de conservación es la aplicación de la segunda Ley de Newton sobre un 
elemento de un fluido. 
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El principio de cantidad de movimiento se puede expresar como sigue: “La tasa de 
cambio de la cantidad de movimiento lineal dentro de una región material es igual a 
la suma de fuerzas que actúan sobre esta región”.  
 
Al respecto se identifican, en un medio continuo dos tipos fuerzas:  

 las de cuerpo, que actúan en el interior de la región material, y  

 las de superficie, que actúan sobre la frontera de la región. 
 
 

 
Figura 17. Región material para la ecuación de cantidad de movimiento. 

Entonces la cantidad de movimiento de una región material, 
 

𝐷𝑡𝑞|𝑅𝑀 = 𝐷𝑡∫ 𝜌 𝒒 𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

 ( 2-21) 

 

Identificando como 𝑭 las fuerzas de cuerpo por unidad de masa, y como 𝑹  las 
fuerzas de superficie por unidad de área, las fuerzas resultantes que actúan sobre 
la región material se pueden expresar como la suma de dos integrales: 
 

[
𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒

𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑔𝑖ó𝑛 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙
] = ∫ 𝜌 𝑭 𝑑𝑉

𝑉(𝑡)

+∮ 𝑹 𝑑𝑆
𝑆

 ( 2-22) 

 
La cantidad de movimiento en cualquier dirección está asociada con un elemento 

de volumen 𝜌𝒒 𝑑𝑉, la tasa de cambio temporal de la cantidad de movimiento de la 
región material es 
 

[
𝑇𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑

𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜
] = 𝐷𝑡∫ 𝜌 𝒒 𝑑𝑉

𝑉(𝑡)

 ( 2-23) 

 
El principio de cantidad de movimiento se expresa por la evaluación de los efectos 
de cambio sobre la frontera y los cambios en el medio, entonces, 
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𝐷𝑡∫ 𝜌 𝒒 𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= ∫ 𝜌 𝑭 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝑹 𝑑𝑆
𝑆

 

𝐷𝑡∫ 𝜌𝑢𝑖  𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= ∫ 𝜌 𝐹𝑖 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝑅𝑖  𝑑𝑆
𝑆

 ( 2-24) 

 
Aplicando el de Teorema de Transporte de Reynolds, en el término del lado 
izquierdo 

𝐷𝑡∫  𝜌 𝑢𝑖  𝑑𝑉
𝑉(𝑡)

= ∫ [ 𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)] 𝑑𝑉
𝑉

 ( 2-25) 

 
Sustituyendo la ecuación ( 2-25) en ( 2-24) 
 

∫ [ 𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)] 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ 𝜌 𝐹𝑖 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝑅𝑖 𝑑𝑆
𝑆

 

∫ [𝜕𝑡(𝜌 𝒒) + 𝜌𝒒𝜕𝑗𝒒] 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ 𝜌 𝑭 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝑹 𝑑𝑆
𝑆

 ( 2-26) 

 
Considerando que el análisis se realiza la integración sobre un volumen arbitrario,  
 

𝜕𝑡(𝜌 𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗) = 𝜌𝐹𝑖 + 𝑅𝑖 ( 2-27) 

 
Las ecuaciones ( 2-26) o ( 2-27), no son la forma final de la ecuación de cantidad de 
movimiento, ahora se deben definir algunos detalles específicos de las afueras de 
la superficie. 
 
Rotación y cortante 
 
En el apartado anterior se construyó una superficie cerrada, la cual divide entre una 
porción interna y externa. 
 
La acción directa sobra la parte externa del fluido hacia la parte interna se reemplaza 
con el concepto de fuerza superficial. 
 
Con este concepto se elimina la parte externa del fluido y se reemplaza por las 
fuerzas que producen el efecto actual en la parte interna. 
 
Las fuerzas de superficie por unidad de área se consideran como una función en la 

posición 𝑃 en el espacio y su orientación pasa por este mismo punto y esta es 
definida hacia el exterior por el vector unitario normal 𝑛𝑖 . Entonces la propuesta de 
la fuerza de superficie por unidad de área es una función 𝑅𝑖(𝑛𝑖; 𝑥𝑖). 
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El modelo de la fuerza de superficie es definido al introducir el tensor de esfuerzos 

𝑇𝑖𝑗, entonces 

𝑅𝑖 = 𝑛𝑖𝑇𝑖𝑗 ( 2-28) 

En forma general el tensor de esfuerzos tiene nueve componentes, uno normal y 
dos componentes de esfuerzo cortante para cada plano coordenado (Figura 18) 

 
Figura 18. Representación de los nueve componentes de esfuerzos en un punto de un 
fluido. 

Por lo tanto, el tensor de esfuerzos se puede representar por una cantidad 𝜎𝑖𝑗. En 

la ecuación de cantidad de movimiento (ecuación ( 2-27)) el vector de fuerzas de 
superficie 𝑅𝑖 se debe correlacionar con el tensor de esfuerzos 𝜎𝑖𝑗 de la forma 

siguiente: 
 

Los tres componentes de esfuerzos que actúan en el plano 𝑥1 son 𝜎11, 𝜎12, 𝜎13 , 

siempre y cuando el vector normal sobre la superficie sea 𝑛1, la fuerza resultante 
actuando en la dirección 𝑥1 es 𝑅1 = 𝜎11𝑛1. De igual forma se tiene para los esfuerzos 
actuantes en los planos 𝑥2 y 𝑥3. 
 
Entonces, para una superficie con una orientación arbitraria donde se tenga los 

componentes del vector unitario 𝑛𝑖, la fuerza sobre la superficie se definir por 𝑅𝑖 =
𝜎𝑖𝑗𝑛𝑖, entonces la ecuación ( 2-26) se puede escribir como, 

 

∫ [ 𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)] 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ 𝜌 𝐹𝑖 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝑅𝑖 𝑑𝑆
𝑆

 

 

∫ [ 𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)] 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ 𝜌 𝐹𝑖 𝑑𝑉
𝑉

+∮ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑖  𝑑𝑆
𝑆

 ( 2-29) 

 
Aplicando el Teorema de integral de Gauss a la segunda integral del lado derecho 
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∫ [ 𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗)] 𝑑𝑉
𝑉

= ∫ 𝜌 𝐹𝑖 𝑑𝑉
𝑉

+∫ 𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗
𝑉

𝑑𝑉 ( 2-30) 

Y en forma diferencial 

𝜕𝑡(𝜌𝑢𝑖) + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗) = 𝜌 𝐹𝑖 + 𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 ( 2-31) 

Desarrollando los dos términos del lado izquierdo de la ecuación ( 2-31), 
 

𝜌𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝑢𝑖𝜕𝑡𝜌 + 𝑢𝑖𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑗) + 𝑢𝑗𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖) = 𝜌 𝐹𝑖 + 𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 

𝜌𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝑢𝑖[𝜕𝑡𝜌 + 𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑗)] + 𝑢𝑗𝜕𝑗(𝜌𝑢𝑖) = 𝜌 𝐹𝑖 + 𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 
( 2-32) 

 
El segundo término de la ecuación ( 2-31) es cero ya que es la ecuación de 
conservación de masa ( 2-19), por lo tanto, la ecuación de cantidad de movimiento 
que relaciona la segunda ley de Newton es 
 

𝜌𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝜌𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = 𝜌 𝐹𝑖 + 𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 ( 2-33) 

Las ecuaciones básicas de conservación masa ( 2-19) y cantidad de movimiento 
( 2-31) representa cuatro ecuaciones escalares, aunque la ecuación ( 2-31) es una 
ecuación vectorial pero son tres componentes escalares. 
 
Para obtener el conjunto completo de ecuaciones, el tensor de esfuerzos 𝜎𝑖𝑗 se debe 

especificar aún más, con lo cual se tendrá las llamadas ecuaciones constitutivas, en 
donde el tensor de esfuerzos se relaciona con el tensor de deformación. 
 
Para dejar con claridad la conformación de las relaciones constitutivas se debe 
establecer el tensor equivalente de rotación, así como la relación del cortante. 
 
En el campo de flujo pueden ocurrir tres movimientos en las partículas: traslación, 
rotación y deformación angular y lineal, como se puede apreciar en la Figura 19. 

 
Figura 19.  Movimientos de las partículas en un campo de flujo. Traslación: La partícula está 
sujeto a un desplazamiento de una posición inicial a otra final. Rotación: Existe la posibilidad 
de que su orientación de un tiempo a otro cambie. Deformación angular y lineal: Se tiene 
una deformación angular cuando los planos que eran originalmente perpendiculares ya no 
lo son, y lineal cuando cambia de forma, sin que cambie la orientación del elemento. 
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Tanto la velocidad de corte y de rotación pueden ser representadas por un tensor 
de rango 2, entonces se define que el tensor de velocidad de deformación 𝑒𝑖𝑗, como, 

 
𝑒𝑖𝑗 = 𝜕𝑗𝑢𝑖 

Cualquier tensor puede descomponerse en una parte simétrica y antisimétrica, 
entonces: 
 

𝑒𝑖𝑗 =
1

2
(𝜕𝑗𝑢𝑖 − 𝜕𝑖𝑢𝑗) +

1

2
(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗) 

 
( 2-34) 

En donde: 
𝜗𝑖𝑗 = 𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗  Es el tensor de rapidez de deformación 

Ω𝑖𝑗 = 𝜕𝑗𝑢𝑖 − 𝜕𝑖𝑢𝑗  Es el tensor de rotación 

 
En donde el tensor de rotación es: 
 

Ω𝑖𝑗 = [

0 𝜕2𝑢1 − 𝜕1𝑢2 𝜕3𝑢1 − 𝜕1𝑢3
𝜕1𝑢2 − 𝜕2𝑢1 0 𝜕3𝑢2 − 𝜕2𝑢3
𝜕1𝑢3 − 𝜕3𝑢1 𝜕2𝑢3 − 𝜕3𝑢2 0

] 

 

Por lo que el vector de vorticidad 𝜔 es: 
𝜔𝑖 = −2𝜀𝑖𝑗𝑘Ω𝑗𝑘 ( 2-35) 

𝜔𝑖 = −2(Ω23𝑒1̂ +Ω31𝑒2̂ +Ω12𝑒3̂) 
𝜔𝑖 = (𝜕2𝑢3 − 𝜕3𝑢2)𝑒1̂ + (𝜕3𝑢1 − 𝜕1𝑢3)𝑒2̂ + (𝜕1𝑢2 − 𝜕2𝑢1)𝑒3̂ ( 2-36) 

 
En el caso de estudio para determinar la estructura de la vorticidad, se determinarán 
las propiedades escalares de un plano normal, entonces se tiene lo siguiente: 
 

𝝎 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑘𝑢𝑗 = |
𝒊 𝒋 𝒌
𝜕1 𝜕2 𝜕3
𝑢1 𝑢2 𝑢3

| 

𝝎 = 𝜔1𝒊 + 𝜔2𝒋 + 𝜔3𝒌 
( 2-37) 

 
Donde  

𝜔1 = (𝜕2𝑢3 − 𝜕3𝑢2) ( 2-38) 

𝜔2 = (𝜕3𝑢1 − 𝜕1𝑢3) ( 2-39) 

𝜔3 = (𝜕1𝑢2 − 𝜕2𝑢1) ( 2-40) 

Los espacios de vorticidad se obtendrán mediante las ecuaciones ( 2-38), ( 2-39) y 
( 2-40). 
 
Por otro lado, el tensor de rapidez de deformación o rapidez de corte de un elemento 
tridimensional es: 
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𝜗𝑖𝑗 = [

2𝜕1𝑢1 𝜕2𝑢1 + 𝜕1𝑢2 𝜕3𝑢1 + 𝜕1𝑢3
𝜕1𝑢2 + 𝜕2𝑢1 2𝜕2𝑢2 𝜕3𝑢2 + 𝜕2𝑢3
𝜕1𝑢3 + 𝜕3𝑢1 𝜕2𝑢3 + 𝜕3𝑢2 2𝜕3𝑢3

] 
( 2-41) 

 
Los términos diagonales representan el cambio de forma lineal y el resto el angular. 
 
Los nueve elementos del tensor de esfuerzos 𝜎𝑖𝑗 se relacionan con los nueve 

elementos del tensor de velocidad de deformación 𝑒𝑖𝑗, por medio de un conjunto de 

parámetros. 
 
Estos parámetros se pueden evaluar analíticamente y dos de ellos se determinan 
experimentalmente ya que son los coeficientes de viscosidad. 
 
En relación con los coeficientes de viscosidad se considera como un fluido 
newtoniano, ya que en la naturaleza la mayor parte de los fluidos con estas 
características son el agua y el aire. 
 
Finalmente, las condiciones que debe satisfacer el tensor de esfuerzos son: 
 
I Cuando un fluido está en reposo el esfuerzo es hidroestático, 
 
II El tensor de esfuerzos 𝜎𝑖𝑗 está linealmente relacionado con el tensor de velocidad 

de deformación 𝑒𝑖𝑗 y su dependencia sólo influye en ese tensor. 

 
III No hay esfuerzos de corte durante el movimiento, si no existe un esfuerzo 
cortante entonces sólo se tiene la rotación de un cuerpo sólido de un fluido. 
 
IV No hay direcciones preferentes en un fluido, por lo tanto, las propiedades son 
funciones en un punto específico. 
 
De las condiciones anteriores se obtiene la relación constitutiva del esfuerzo en un 
fluido newtoniano y son (Panton, 2005): 
 

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗𝜕𝑘𝑢𝑘 + 𝜇(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗) ( 2-42) 

 

2.5 Ecuación de Navier-Stokes 

Finalmente sustituyendo las relaciones constitutivas, ecuación (2-42) en la ecuación 
de momentum ecuación 2.33, se tiene: 
 
La ecuación de Navier Stokes gobierna el comportamiento de los fluidos, y es una 
conjunción de la ecuación de conservación de momentum ( 2-33), y la ecuación 
constitutiva de un fluido newtoniano ( 2-42), antes de presentarla se analizará el 
modelo de esfuerzos de cortante y deformación con modelo para establecer la 
rotación y cortante, entonces se tiene: 
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𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 = 𝜕𝑖[−𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗𝜕𝑘𝑢𝑘 + 𝜇(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗)] 

O también 

𝜕𝑖𝜎𝑖𝑗 = −𝜕𝑖𝑝 + 𝜕𝑖(𝜆𝜕𝑘𝑢𝑘) + 𝜕𝑖 (𝜇(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗)) 
( 2-43) 

 
Ahora la ecuación ( 2-43) se sustituye en el último término de la ecuación ( 2-33): 
 

𝜌𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝜌𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = 𝜌𝑓𝑖 − 𝜕𝑖𝑝 + 𝜕𝑖(𝜆𝜕𝑘𝑢𝑘) + 𝜇𝜕𝑖(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗) 

 
desarrollando 

𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = 𝑓𝑖 −
1

𝜌
𝜕𝑖𝑝 +

1

𝜌
𝜕𝑖(𝜆𝜕𝑘𝑢𝑘) +

𝜇

𝜌
𝜕𝑖(𝜕𝑗𝑢𝑖 + 𝜕𝑖𝑢𝑗) ( 2-44) 

 
La ecuación anterior ( 2-44) es la ecuación de Navier Stokes para flujo compresibles 
y en el caso de flujo incompresible se tiene: 

𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = 𝑓𝑖 −
1

𝜌
𝜕𝑖𝑝 + 𝑢𝑖𝜕𝑖𝜕𝑖𝑢𝑗 ( 2-45) 

 

2.6 Ecuación de vorticidad 

La ecuación para determinar el comportamiento de la vorticidad considerando un 
fluido de densidad y viscosidad constante, en un fluido incomprensible (Panton, 
2005). 
 
De las ecuaciones de Navier-Stokes (ecuación 2-45) para un flujo con densidad 
constate y flujo viscoso: 

𝜕𝑡𝑢𝑖 + 𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = −
1

𝜌
𝜕𝑖𝑝 + 𝑢𝑖𝜕𝑖𝜕𝑖𝑢𝑗 

Utilizando una identidad vectorial para el segundo término se tiene, la ecuación de 
la vorticidad se manejará en notación de Gibbs, entonces: 
 

𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = (u ∙ ∇)u = ∇(
1

2
u ∙ u) − u × (∇ × u) 

𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = ∇(
1

2
u ∙ u) − u × ω ( 2-46) 

 
Sustituyendo la ecuación ( 2-46) en ( 2-45)  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ∇(

1

2
𝑢 ∙ 𝑢) − 𝑢 × (∇ × 𝑢) = 𝑓𝑖 − 𝛻 (

𝑝

𝜌
) + 𝜈𝛻2𝑢 

 

Aplicando producto cruz de 𝛁 , a la ecuación anterior, se tiene: 

∇ ×
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ∇ × ∇ (

1

2
𝑢 ∙ 𝑢) − ∇ × 𝑢 × (∇ × 𝑢) = ∇ × 𝑓𝑖 − ∇ × 𝛻 (

𝑝

𝜌
) + ∇ × 𝜈𝛻2𝑢 
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Debe notarse que el curl de un gradiente de cualquier escalar es cero, entonces: 
 

𝜕∇ × 𝑢

𝜕𝑡
− ∇ × [𝑢 × (∇ × 𝑢)] = 𝜈∇ ∙ ∇(∇ × 𝑢) 

Si 𝜔 = ∇ × 𝑢 
𝜕𝜔

𝜕𝑡
− ∇ × [𝑢 × 𝜔] = 𝜈𝛻2𝜔 

 
( 2-47) 

La expresión anterior es la ecuación de vorticidad y es una herramienta de análisis 
para ciertos tipos de flujos, y su estudio indica la creación de vorticidad en función 
del término viscoso o por el movimiento del término convectivo (sobre las líneas de 
corriente). 
 

2.7 Flujo turbulento 

2.7.1 Ecuaciones promediadas de Reynolds (RANS) 

 
El flujo turbulento se desarrolla debido a que la naturaleza tiende al desorden, puede 
originarse por la presencia de paredes en contacto con el fluido o porque el campo 
de flujo tenga distintas velocidades, además la turbulencia puede desarrollarse en 
conductos lisos o rugosos. 
 
En el flujo turbulento las partículas se mueven en trayectorias irregulares, como se 
mencionó anteriormente, las partículas giran, se deforman mientras se trasladan. 
 
La turbulencia puede visualizarse como un conjunto de torbellinos de diferentes 
escalas, que se superponen al flujo medio. Los torbellinos de escala grande se 
fraccionan formando torbellinos de escala más pequeña, en un proceso en el que 
hay transferencia de energía, esta variedad de escalas se puede agrupar en: 
 

 Macroescala: Es asociada a los vórtices más grandes, sus valores 
característicos son la velocidad (U), la longitud (L) y el tiempo (T). 

 Escala intermedia: Son inferiores a la macroescala, en las que todavía no 
existe disipación de energía, sus valores característicos son la velocidad (u), 

la longitud (λ) y el tiempo (t). 

 Microescala: En esta escala se produce la disipación de energía; sus valores 

caracteristicps son u0, λ0 y t0. 
 
La idea original de Reynolds considera que la condición de estado turbulento es no 

permanente e inestable, y por lo tanto propone trabajar con un promediado o 
ecuaciones de flujo medio. 

 

En este sentido si tenemos una variable 𝑄 la cual tiene una solución de un valor 

medio �̅� y una fluctuación 𝑄′, entonces se tiene la siguiente definición de 
promediado,  
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�̅� =
1

𝑇
∫ 𝑄
𝑡0+𝑇

𝑡0

𝑑𝑡 ( 2-48) 

 
Reynolds plantea descomponer el campo de velocidades y presiones en dos 
términos, velocidad y presión media y fluctuante, lo cual es representado a 
continuación: 
 

𝑢𝑖(𝑥𝑖 , 𝑡) = 𝑢�̅�(𝑥𝑖) + 𝑢𝑖′(𝑥𝑖 , 𝑡) ( 2-49) 

 

𝑝𝑖(𝑥𝑖 , 𝑡) = 𝑝�̅�(𝑥𝑖) + 𝑝𝑖′(𝑥𝑖 , 𝑡) ( 2-50) 

 

 
Figura 20. Fluctuaciones de la velocidad turbulenta, y el promedio de la velocidad. Datos 
tomados en el canal de pendiente variable del IMTA. 

Antes de usar las ecuaciones propuestas por Reynolds, se deben conocer las 
siguientes propiedades: 

𝑓′̅ = 0 ( 2-51) 

 

𝑓̅ = 𝑓 ̅ ( 2-52) 

 

𝑓′𝑔̅̅ ̅̅ = 0 ( 2-53) 

 

𝑓 + 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓̅ + �̅� ( 2-54) 

 

𝜕𝑓̅̅̅̅

𝜕𝑠
=
𝜕𝑓̅

𝜕𝑠
 ( 2-55) 

 

𝑓𝑔̅̅̅̅ = 𝑓�̅̅� + 𝑓′𝑔′̅̅ ̅̅ ̅̅  ( 2-56) 

 

∫𝑓𝑑𝑠
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= ∫𝑓�̅�𝑠 ( 2-57) 

 
En el caso de la ecuación de conservación de masa se analizan las propiedades 
anteriores, 

𝜕𝑖𝑢𝑖 = 0 ( 2-20) 
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𝜕𝑖(𝑢�̅� + 𝑢𝑖′) = 0 ( 2-58) 

Promediando 
 

𝜕𝑖(𝑢�̅� + 𝑢𝑖′)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝜕𝑖𝑢�̅�̅̅ ̅̅ ̅ + 𝜕𝑖𝑢𝑖′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜕𝑖𝑢�̅� + 𝜕𝑖𝑢′𝑖̅̅̅̅ = 0 
 
Debido a que el promediado de la turbulencia es cero, entonces, 

𝜕𝑖𝑢′𝑖̅̅̅̅ = 0 
 

𝜕𝑖𝑢�̅� = 0 
( 2-59) 

 
En caso de no aplicar el promediado entonces la ecuación conservación de valor 

promedio y la fluctuación 𝜕𝑖𝑢𝑖̅̅ ̅ = 0 y 𝜕𝑖𝑢′𝑖 = 0, mantienen el principio de 
conservación de masa en forma separada. Por convención en lo subsecuente el 
promediado de los valores medios no se incluirá el signo de promedio, entonces 

𝑢�̅� = 𝑈𝑖 y 𝑢′𝑖 = 𝑢𝑖 y la ecuación de conservación de masa es con esta notación: 
 

𝜕𝑖𝑈𝑖 = 0 
 
Los cual indica que la conservación de masa se mantiene independiente de la 
escala de análisis, ya sea para los flujos promediados, así como para las 
velocidades fluctuantes. 
 
De la misma forma ahora se analiza la ecuación de vorticidad ( 2-37), 
 

𝜔 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗(𝑈𝑘 + 𝑢𝑘) 

Promediando 

𝜔 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗(𝑈𝑘 + 𝑢𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑈𝑘̅̅̅̅ + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑢𝑘̅̅ ̅ 

 
Debido a que el promediado de las fluctuaciones es nulo se tiene que la vorticidad 
se mantiene para las escalas promediadas, entonces 

𝜔 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑈𝑘 ( 2-60) 

Ahora se propone a realizar una evaluación de la descomposición de las 
velocidades (promediadas y fluctuantes), pero en este caso al sistema de 
ecuaciones de Navier Stokes, y también aplicar un promediado en (2-45) se tiene: 
 

𝜌𝜕𝑡(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖) + 𝜌𝜕𝑗[(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖)(𝑈𝑗 + 𝑢𝑗)] = −𝜕𝑖(𝑃 + 𝑝) + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖) ( 2-61) 

𝜌𝜕𝑡(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖) + 𝜌𝜕𝑗(𝑈𝑖𝑈𝑗 + 𝑈𝑖𝑢𝑗 +𝑈𝑗𝑢𝑖 + 𝑢𝑖𝑢𝑗) = −𝜕𝑖𝑝 + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖) 

 
Promediando 
 

𝜌𝜕𝑡(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝜌𝜕𝑗(𝑈𝑖𝑈𝑗 + 𝑈𝑖𝑢𝑗 + 𝑈𝑗𝑢𝑖 + 𝑢𝑖𝑢𝑗)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = −𝜕𝑖(𝑃 + 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗(𝑈𝑖 + 𝑢𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

𝜌𝜕𝑡𝑈�̅� + 𝜌𝜕𝑡𝑢�̅� + 𝜌𝜕𝑗𝑈𝑖𝑈𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝜌𝜕𝑗𝑈𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝜌𝜕𝑗𝑈𝑗𝑢𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝜌𝜕𝑗𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ = −𝜕𝑖�̅� + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗𝑈�̅� + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗𝑢�̅� 
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Debido a que el promediado de las fluctuaciones es nulo se tiene que la ecuación 
de Navier-Stokes se mantiene para las escalas promediadas, entonces 
 

𝜌𝜕𝑡𝑈𝑖 + 𝜌𝜕𝑗(𝑈𝑖𝑈𝑗) + 𝜌𝜕𝑗𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ = −𝜕𝑖𝑃 + 𝜇𝜕𝑗𝜕𝑗𝑈𝑖 
 

( 2-62) 

 
La relación matemática anterior gobierna las propiedades promediadas en el tiempo 
de un flujo y este tiene un nuevo término o característica −𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ , que se denomina 

Esfuerzos de Reynolds, el sistema de ecuaciones (2.68) y (2.71) ( 2-58) y ( 2-61), 
también son llamadas las ecuaciones de RANS (Reynolds-averaged Navier–Stokes 
equations) o Promediado de Reynolds de las ecuaciones de Navier-Stokes. 
 
Los esfuerzos de Reynolds presentan las siguientes características en cada 
componente de la ecuación de momentum 
  

𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ = [
𝑢1𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢1𝑢2̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢1𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑢2𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢2𝑢2̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢2𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑢3𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢3𝑢2̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢3𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅

] ( 2-63) 

 
Entonces el sistema de ecuaciones originales de Navier-Stokes ( 2-45), tienen como 

incógnitas 4 variables 𝑢𝑖 y 𝑝, con el promediado las RANS tienen 6 nuevas variables 
𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅. Este problema de indeterminación se conoce como problema de cerradura, ya 

que se tienen más incógnitas que ecuaciones para resolver el sistema. 
 
En el análisis de efectos turbulentos se generarán algunas definiciones, 
 
La Intensidad turbulenta se define como la raíz cuadrada de la velocidad fluctuante 

referida a una característica promedio del flujo 𝑢1̅̅ ̅, y se expresa para cada 
componente de la velocidad fluctuante, 

𝐼𝑥 ≡
(𝑢1𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ )1 2⁄

𝑈1̅̅ ̅
 ( 2-64) 

La intensidad turbulenta global se define como: 

𝐼 ≡
(
1
3𝑢𝑖𝑢𝑖̅̅ ̅̅ ̅)

1 2⁄

𝑈1̅̅ ̅
 ( 2-65) 

Si la turbulencia es isotrópica los componentes 𝑢1𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑢2𝑢2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑢3𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅ , entonces la 
intensidad turbulenta 𝐼 es igual a cada componente. 
 
Otra cantidad importante de interés, especialmente en la ingeniería computacional, 
es la energía cinética turbulenta y se define como: 

𝐾 =
1

2
𝑢𝑖𝑢𝑖̅̅ ̅̅ ̅ 

( 2-66) 



 
 

 

2. Ecuaciones fundamentales 

Análisis de patrones de flujo secundario en un canal abierto 

32       
 

2.8 Construcción de los planos de vorticidad  

Con el fin de determinar la vorticidad en los experimentos y correlacionarla con el 
flujo secundario, se presenta en anexo A1, la forma discreta para construir estos 
planos, teniendo como antecedente la representación continua de la vorticidad, 
ecuación (2-37), así como para cada plano en los ejes principales, ecuaciones (2-
38) a (2-40). 
 
La ecuación obtenida será el modelo de discretización que se utilizará para los 
espacios de vorticidad en cada plano principal, como ejemplos de la representación 
de la vorticidad en la Figura 21, Figura 22 y Figura 23, se muestran los planos de 

vorticidad 𝜔1 (ecuación 2-38) normal a 𝑥1, 𝜔2 (ecuación 2-39) normal a 𝑥2 y 𝜔3 
(ecuación 2.40) normal a 𝑥3, respectivamente, obtenidos de una prueba 
experimental en el canal en el laboratorio de hidráulica del Posgrado. 

 
Figura 21. Campo de vorticidad 𝜔1 del plano normal a 𝑥1, con los ejes de referencia 𝑥2 y 𝑥3. 
En este plano se observa la presencia de campos de vorticidad negativa y positiva, lo cual 
indica rotaciones contrarias en un campo de flujo (experimento realizado en laboratorio de 
hidráulica de posgrado IMTA, 2018). 
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Figura 22. Campo de vorticidad 𝜔2 del plano normal a 𝑥2, con los ejes de referencia 𝑥1 y 𝑥3. 
En este plano se observa la influencia del obstáculo en el campo de vorticidad (experimento 
realizado en laboratorio de hidráulica de posgrado IMTA, 2018). 
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Figura 23. Campo de vorticidad 𝜔3 del plano normal a 𝑥3, con los ejes de referencia 𝑥1 y 𝑥2. 
En este plano se observa la influencia del obstáculo en el campo de vorticidad (experimento 
realizado en laboratorio de hidráulica de posgrado IMTA, 2018). 

 

2.9 Análisis estadístico de la turbulencia 

2.9.1 Correlación cruzada y autocorrelación 

 

La formulación de un fenómeno periódico se define por un valor 𝑇 > 0, tal que: 
𝑓(𝑡 + 𝑇) = 𝑓(𝑡) 

Donde 𝑡 es el tiempo; 𝑇 es el periodo de repetición del fenómeno, y 𝑓 es la variable 
que describe el fenómeno. En esta expresión se tiene el periodo más pequeño que 
se puede representar y se denomina periodo fundamental. 
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Para una repetición de la función para un periodo se tiene: 

𝑓(𝑡 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑡)      , 𝑛 = ±1,±2,… 
Correlación 
 
La correlación es una medida de la relación entre dos variables cuantitativas 
continuas, que mide el grado de variación que existe entre las variables. 
 
La correlación cruzada entre dos señales 𝑢(𝑡) y 𝑣(𝑡) es 

𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡) ≜ ∫ 𝑢∗(𝜏) 𝑣(𝜏 + 𝑡

∞

−∞

) 𝑑𝜏 ( 2-67) 

En la integral anterior se puede mover el espacio de evaluación entre las señales 
entonces 

𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡) ≜ ∫ 𝑢∗(𝜏 − 𝑡) 𝑣(𝜏

∞

−∞

) 𝑑𝜏 
( 2-68) 

En este caso 𝑢∗(𝜏) es el conjugado complejo, pero no alguna diferencia si 𝑢(𝑡) es 
de valores reales, pero produce que esta definición funcioné incluso si 𝑢(𝑡) es de 
valores complejos. 
 
La convolución entre dos señales 𝑢(𝑡) y 𝑣(𝑡) es 

𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡) ∗ 𝑣(𝑡) ≜ ∫ 𝑢∗(𝜏) 𝑣(𝑡 − 𝜏

∞

−∞

) 𝑑𝜏 ( 2-69) 

La diferencia en la convolución es la variable de integración 𝜏, tiene el mismo signo 

que los argumentos 𝑢(⋯ ) y 𝑣(⋯ ) pero los argumentos tienen una resta en lugar de 
la suma para la constante 𝑡, por ejemplo 𝑣(𝑡) no es un tiempo inverso. 
 

En la correlación 𝑤(𝑡) el argumento se le denomina “retardo” (retardo entre 𝑢 y 𝑣). 
En algunos textos se escribe 𝑢(𝑡) ⋆ 𝑣(𝑡) en lugar que 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑣(𝑡). 
 
La correlación cruzada se utiliza para encontrar donde dos señales se igualan o 
concuerdan. 
 
Autocorrelación 
 
La correlación de una señal respecto a si misma es la autocorrelación y se define 
como: 

𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡) = ∫ 𝑢∗(𝜏 − 𝑡)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

∞

−∞

 
( 2-70) 

La correlación con retardo cero es, 

𝑤(0) = ∫ 𝑢∗(𝜏 − 0)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

∞

−∞

 
( 2-71) 
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𝑤(0) = ∫ 𝑢∗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

∞

−∞

 

𝑤(0) = ∫|𝑢(𝜏)|2𝑑𝜏

∞

−∞

= 𝐸𝑢 

La autocorrelación con retardo cero 𝑤(0) es la enegía de la señal. 
 
La autocorrelación normalizada se expresa como: 
 

𝑧(𝑡) =
𝑢(𝑡) ⊗ 𝑢(𝑡)

𝐸𝑢
 ( 2-72) 

 
La expresión anterior satisface 𝑧(0) = 1 y |𝑧(𝑡)| ≤ 1   ∀ 𝑡 
 
Para poder interpretar los resultados obtenidos con la correlación cruzada o 

autocorrelación se tienen los siguientes rangos de 𝑤: 
 

 𝑤 =1, existe una correlación positiva del 100%, es decir las dos series de 
datos tienen una dependencia directa, mientras una de ellas aumenta, la otra 
igual y por el contrario si una disminuye, la otra también. 

 0< 𝑤 <1, existe una correlación positiva, los datos tienen una dependencia 
directa. 

 𝑤 =0, no existe relación lineal 

 -1< 𝑤 <0, existe una correlación negativa, los datos tienen una dependencia 
inversa. 

 𝑤 =-1, existe una correlación negativa del 100%, es decir las dos series de 
datos tienen una dependencia inversa, mientras una de ellas aumenta, la otra 
disminuye y por el contrario si una disminuye, la otra aumenta. 

 
Las correlaciones espacio-tiempo se usan como aproximación estadística para 
hallar la estructura de la turbulencia. 
 

Los remolinos con escalas mayores que 𝑤𝑖 contribuyen a esta correlación, las 
escalas menores que 𝑤𝑖 no. 
 
La correlación tiende a enfatizar los efectos de las escalas largas y esconde las 
pequeñas. 
 

2.9.2 Espectro de energía 

Para obtener el espectro de energía se utiliza la transformada rápida de Fourier, 
esta transformada es una operación matemática que transforma una señal de 
dominio de tiempo a dominio de frecuencia. 
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Una manera simple de ver el espectro es como una función que es generada por la 
propiedad de la energía cuando es integrada para todos los números de onda, esto 
es 𝐹1(𝑘1) y tiene la propiedad: 

𝑢1𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∫ 𝐹1(𝑘1)𝑑𝑘
∞

0

 ( 2-73) 

O 
𝑑

𝑑𝑘
(𝑢1𝑢1̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝐹1(𝑘1) 

( 2-74) 

 

Esta ecuación no define 𝐹1(𝑘1) pero genera una de sus mejores propiedades, 𝐹1 es 
una medición de la energía entre 𝑘1 y 𝑘1 + 𝑑𝑘1 en una descomposición de Fourier 
de 𝑢1(𝑟1). 
 
En el espectro de energía se encuentran todas las escalas turbulentas que se 
presentan en el fluido, la mayor parte de energía es a bajas frecuencias en grandes 
remolinos, y la energía decrece a altas frecuencias. 

2.9.3 Test de bondad de ajuste 

En una serie de datos es importante conocer el comportamiento de estos, o 
encontrar un valor que los represente, para esto se tiene que calcular valores 
llamados estadísticos. 
 
Dentro de los estadísticos se encuentran las medidas de tendencia central, entre 
los más utilizados se encuentran, la media, mediana y la moda, para definir qué 
valor es el que mejor representa la serie de datos se usarán los test de bondad de 
ajuste. 
 
Las pruebas de bondad de ajuste son no paramétricas y sirven para determinar si 
existe una diferencia significativa entre una distribución de frecuencia observada y 
una teórica.  
 
La prueba de Anderson-Darling es una modificación de la prueba de Cramer-Von 
Mises, y difiere de esta al considerar más peso a las colas de la función de 
distribución (Mohd Razali & Bee Wah, 2011). La fórmula general de la prueba de 
Anderson-Darling es: 
 

𝑊𝑛
2 = −𝑛 −

1

𝑛
∑(2𝑖 − 1){𝑙𝑛 𝐹∗(𝑋𝑖) + 𝑙𝑛(1 − 𝐹

∗(𝑋𝑛+1−𝑖))} 
( 2-75) 

 

Donde 𝑛 es el número de datos, 𝑖 es el indicador de número de dato, 𝐹∗(𝑋𝑖) es la 

función de distribución acumulada de la distribución especificada 𝑊𝑛
2 es el valor 

estadístico de Anderson-Darling. Según Stephens (1974), el valor crítico para para 
que la prueba pueda ser considerada con una distribución normal, para un número 

de datos mayor a 100, y con un nivel de significancia del 5% es de 𝑊𝑛
2=0.754, 

cuando el resultado sea mayor al valor crítico significa que los datos no siguen una 
distribución normal. 
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3 Estudio experimental 

3.1 Estación experimental 

Para la identificación de los flujos secundarios y los valores de los esfuerzos de 
Reynolds se realizaron una serie de experimentos, en el canal de pendiente 
variables ubicado en el laboratorio de hidráulica del Instituto Mexicano de 
Tecnología del Agua. (Figura 24) 
 

 
Figura 24. Estación experimental. (Mendoza González & Aguilar Chávez, 2018) 

La estación experimental tiene los siguientes componentes: 
a. Tanque de recirculación 
b. Bomba de 10 hp 
c. Tubería de alimentación 
d. Válvula de regulación 
e. Tanque de llegada 
f. Canal de pendiente variable. 

 
Además, se cuenta con elementos de medición o control del flujo, con el fin de poder 
realizar pruebas experimentales reproducibles y repetibles, y estos accesorios son: 
 

 En el canal de pendiente variable (Figura 25): 
o Aguas Arriba del canal se cuenta con un dispositivo para estabilizar el 

flujo y eliminar perturbaciones que se originan en la entrada del canal 
con flujo a superficie libre. La estructura para estabilizar el flujo consta 
de dos placas acrílico, ubicadas longitudinalmente, como se muestra 
en la Figura 25.c 

o Para realizar la medición del flujo con el equipo ADV (Acoustic Doopler 
Velocimeter) se cuenta con un soporte movible asentado en rieles fijos 
y aditamentos para ubicar el equipo y lograr pruebas reproducibles 
(Figura 25.b). 

o Al final de canal de pendiente variable se cuenta con una estructura 
de descarga, con el fin de establecer un nivel de remanso del agua 
hacia aguas arriba (Figura 25.a). 



 
 

 

3. Desarrollo experimental 

Análisis de patrones de flujo secundario en un canal abierto 

39       
 

 Estructura de medición de gasto (Figura 26), es un vertedor de cresta 
delgada y está calibrado bajo la norma ISO 1438-2008 (2008), esta estructura 
consta de los siguientes elementos  

o Vertedor triangular para la medición del gasto que se encuentra en 
circulación (Figura 26,b). 

o Limnímetro de punta para la medición de la carga sobre el vertedor 
triangular (Figura 26.a).  
 

 
Figura 25. Dispositivos en el canal de pendiente variable. 

 
Figura 26. Dispositivos en el tanque de recirculación. 

Las medidas geométricas del canal de pendiente variable se muestran en la Figura 
27, este canal es de sección transversal es uniforme a lo largo y la rugosidad del 
fondo y la pared es liso, con una superficie de acrílico. 
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Figura 27. Dimensiones del canal de pendiente variable. (SLA= superficie libre del agua) 

Se eligió trabajar en un canal de pendiente variable en el laboratorio, debido a que 
se tiene un ambiente controlado y se podían realizar distintos experimentos bajo las 
mismas condiciones. Además que se cuenta con el medidor ADV, el cual otorga 
mediciones precisas de las velocidades en todos los sentidos. 
 

3.2 Desarrollo de los experimentos 

El objetivo de los experimentos para este trabajo de investigación es generar 
vórtices para medir el campo de flujo y poder encontrar una correlación entre estos 
y los esfuerzos de Reynolds. 
 
Se realizaron varios experimentos con diferentes tipos de obstáculo y rugosidades 
en el fondo del canal, para poder encontrar  vórtices que se ajusten a una escala 
medible e identificable para el análisis que se presenta más adelante. 
 
En este trabajo se presentan dos experimentos, el primer experimento que se 
realizó y el último en el cual se observaron mejores resultados para el análisis. 
 
La primera configuración realizada en el canal de pendiente variable consta de un 
obstáculo vertical adosado a una pared del canal (en lado derecho), en la 
subsecuente se denominará “E1, escenario uno” y la segunda (configuración en 
donde se observaron vórtices) en la misma sección de medición la presencia de un 
obstáculo en forma de “L”, también adosado al lado derecho, en lo subsecuente se 
denominará “E2, escenario dos”.  
 
Con este escenario se tiene primero una serie de experimentos simétricos (E1) y 
posteriormente experimento con un flujo no simétrico (E2). 
 
Configuración experimental E1 
En la secuencia experimental E1 se consideró un obstáculo vertical colocado en la 
pared y realizar una secuencia de mediciones en un volumen de control, que está 
definido por 25 puntos por sección transversal y 5 secciones a lo largo del canal, el 
espacio experimental se muestra en la Figura 28. 
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Figura 28. Configuración experimental E1, con línea punteada se ubica el obstáculo y los 
puntos en magenta son los sitios de medición con el equipo ADV, la imagen izquierda es 
una vista lateral y la imagen derecha un corte transversal. 

Las mediciones se realizan en el volumen de control y en la Figura 29, se muestra  
la localización de los puntos de medición sobre la sección transversal, el arreglo de 
puntos consta longitudinal consta de 5 secciones con una separación de 5 cm entre 
ellas, tal como se muestra en la Figura 28 en la imagen izquierda. 

 
Figura 29. Puntos de medición en una sección transversal para E1. 

Configuración experimental E2 
La geometría para los experimentos en el escenario E2 es un obstáculo en forma 
de “L”, ubicado sobre la pared izquierda y en el fondo, tal como se muestra en la 
Figura 30. En este arreglo se tiene 25 puntos de medición para cada sección 
transversal, como se muestra en la Figura 30 (imagen de la derecha), así como en 
la Figura 31. En forma longitudinal se tienen 8 secciones transversal como se 
muestra en la imagen derecha de la Figura 30. 
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Figura 30. Configuración experimental E2, con línea punteada se ubica el obstáculo y los 
puntos en magenta son los sitios de medición con el equipo ADV, la imagen izquierda es 
una vista lateral y la imagen derecha un corte transversal. 

 

Para el escenario E2 las mediciones en la sección transversal tienen un 
espaciamiento uniforme por fuera de la geometría del obstáculo, como se observa 
en la Figura 31. 

 
Figura 31. Separación de puntos de medición en cada sección longitudinal en el 
experimento 2, con un obstáculo en forma de "L" 

 
Para la referencia espacial de las pruebas experimentales de E1 y E2, se considera  

el siguiente dominio  Ω = Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥2) , donde 𝑥1 ∈ [0,0.35], 𝑥2 ∈ [0,0.25], 𝑥1 ∈
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[0,0.245], las unidades de 𝑥1, 𝑥2, 𝑥2 son en metros. Este dominio fue invariante 
durante las pruebas experimentales.  
 
Posteriormente, en el manejo de los datos de velocidad se incorpora la variable 
temporal, para evaluar las características en la escala turbulenta, en este caso para 
los términos de velocidades medias 𝑈𝑖: Ω(𝑥𝑖, 0), ya que este es el valor medio para 
todo el muestreo, entonces se considera como un flujo permanente o de condición 

inicial 𝑡 = 0. 
 
En el caso de las velocidades fluctuantes, los muestreos de velocidad incluyen una 
serie temporal, en el dominio de medición, entonces para este problema se dice que 

𝑢𝑖: Ω(𝑥𝑖, 𝑡), entonces el dominio de muestreo es 𝑥1 ∈ [0,0.35], 𝑥2 ∈ [0,0.25], 𝑥1 ∈
[0,0.245] y la escala temporal 𝑡 = (0, 𝑇], donde 𝑇 es el tiempo global de muestreo y 

el número de muestras se define como 𝑛 = 𝑇𝑓, donde la 𝑓 es la frecuencia de toma 
de muestra con el equipo ADV. 
 

3.3 Perfilador acústico ADV 

El equipo utilizado para la toma de muestras de velocidad instantánea en los 
escenarios E1 y E2, es un perfilador acústico de efecto Doopler (ADV). El dispositivo 
ADV utilizado es de la marca Nortek ® conocido como Vectrino ProfilerTM con una 
frecuencia de 10MHz y una intensidad 60 dB (según fabricante). 
 
Dentro de las características del Vectrino Profiler puede muestrear celdas continuas 
hasta 31 secciones (separadas entre sí a 1mm), este equipo determina para cada 

celda las tres componentes de velocidad (𝑢𝑖) y la frecuencia máxima de muestreo 
es  𝑓 = 100𝐻𝑧. La resolución del equipo para velocidad en cada celda es ±1% del 
valor medido o ±1 mm/s (según fabricante), 

 
Figura 32. Imagen del volumen de muestreo con el ADV. 

El equipo ADV y el software de proceso primario Nortek ® (Multi-Instrument Data 
Acquisition System), permite la recolección de datos siguientes: 
 

 Número de datos en Hz y tiempo de recolección de una serie de datos 

 Longitud de onda 

 Corrección por salinidad 
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 Velocidad del sonido 

 Velocidad del flujo 

 Decibeles de ganancia de la señal. 

 Echo de la señal para ubicar la interferencia del fondo del canal. 
 
Durante una prueba experimental se puede visualizar directamente en pantalla los 
siguientes datos experimentales: 

 Valor de los tres componentes de velocidad para cada celda de muestreo 

 Correlaciones y autocorrelaciones 

 Amplitud de la señal en cada transductor 

 Velocidades instantáneas para el punto estudiado 

 Espectro de frecuencia para cada componente de velocidad. 
 
Para que el análisis de datos sea más práctico los datos crudos recopilados con el 
perfilador se guardaron en una matriz 4-D, de Ω𝑖𝑗𝑘

𝑛 = Ω(𝑖Δ𝑥1, 𝑗Δ𝑥2, 𝑘Δ𝑥3, 𝑛Δ𝑡),  donde 

𝑖 = 1,⋯ ,5, 𝑗, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑡, 𝑡 = 1,⋯ ,4000, para cada secuencia experimental, en 
Figura 33 y en la Figura 34 se presentan los puntos en el espacio contenidos en la 
matriz. 
 
En los escenarios E1 y E2 se considera la hipótesis de una condición de no 
deslizamiento, en la pared del canal. Entonces se tienen los siguientes planos de 

velocidad, en la pared 𝑢𝑖|(𝑥1,𝑥2,𝑥3=0,𝑏) = 0, y en el fondo 𝑢𝑖|(𝑥1,𝑥2=0,𝑥3) = 0. 

 
Figura 33. Puntos de toma de muestra que conforman la matriz 4-D, para el escenario E1. 
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Figura 34. Puntos de toma de muestra que conforman la matriz 4-D, para el escenario E2. 

3.4 Secuencia experimental 

Las pruebas experimentales se realizaron para los escenarios E1 y E2. Con el fin 
de tener reproducibilidad y repetitividad en los experimentos se tuvo que evaluar el 
proceso o secuencia de toma de muestras experimentales. A continuación, se 
enlistan las acciones que se realizaron en la toma de muestras: 
 

1. Preparación de la estación experimental. El dispositivo ADV se instaló con su 
nivelación, este se posicionó aproximadamente a 3.00 m de distancia desde 
la entrada de flujo, para que se mida un tirante lo más normalizado posible, 
también se hicieron marcas a lo largo del área de control para indicar las 
secciones a medir como se muestra en la Figura 35 (a). 

2. Abastecimiento de caudal. Se encendió la bomba de 10 hp, y se controló con 
la válvula reguladora hasta que el tirante en el volumen de control se 
normalizó. Mientras que las placas estabilizadoras funcionan para amortiguar 
las fluctuaciones causadas por la entrada del agua al tanque de llegada. 

3. Colocación de obstáculo. Se fijó el obstáculo de tal manera que con el flujo 
no tenga desplazamientos que pudieran generar errores en la medición como 
se muestra en la Figura 35 (b). 

4. Medición con dispositivo ADV. Las mediciones se realizaron como se 
muestran en la Figura 33 y Figura 34, considerando 40 s a una frecuencia de 
100 Hz, teniendo 4,000 datos en cada punto del muestreo. 

5. Exportación de datos. Se exportaron los datos desde el software de Nortek®, 
permite en formato *.mat 
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6. Post-procesamiento de datos. Se utilizó MATLAB® R2017b para el 
tratamiento de datos y la representación de resultados. 

 

 
Figura 35. a) Marcas de control a lo largo del volumen de control para medición (cinta azul), 
b) Obstáculo fijo en el canal y perfilador acústico para tomar datos.
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4 Análisis de las pruebas experimentales 

4.1 Prueba de normalidad 

Como se mencionó en el capítulo 2.9.3, es importante conocer el valor estadístico 
que representa a las mediciones realizadas en esta investigación, debido a que, al 
obtener las velocidades, los esfuerzos de Reynolds y la vorticidad es necesario 
conocer el valor de la tendencia central, para considerar el uso de media o la 
mediana en el postproceso de los resultados. 
 
Para darnos una idea del comportamiento de la velocidad medida con el equipo 
ADV, en la Figura 36 y Figura 37 se muestran los histogramas para las posiciones 

Ω(0.05,0.20,0.05, 𝑡), y Ω(0.1,0.06,0.12, 𝑡), de los datos medidos de la velocidad en 
sus tres componentes, para los escenarios E1 y E2, respectivamente. 
 

 
Figura 36. Histogramas en el punto de medición 𝛺(0.05,0.20,0.05, 𝑡) de las velocidades 𝑢𝑖 
en el escenario E1, en donde 𝑈�̅�, representa la velocidad media, y 𝑈�̂�, representa la 
velocidad mediana. 
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Figura 37. Histogramas en el punto de medición 𝛺(0.10,0.060,0.12, 𝑡), de las velocidades 𝑢𝑖 
en el escenario E2, en donde 𝑈�̅�, representa la velocidad media, y 𝑈�̂�, representa la 
velocidad mediana. 

Como se puede observar en la Figura 36 y Figura 37, los histogramas no presentan 
la forma típica de una distribución normal, entonces se realizó la prueba de 
Anderson-Darling, para verificar la normalidad de los datos.  
 
Para el análisis estadístico de los escenarios E1 y E2, se realizaron tablas de 

información en donde se muestra la ubicación (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), la media (𝑈𝑖), mediana 

(�̂�𝑖), desviación estándar (𝜎) y el coeficiente de Anderson-Darling (Wn
2
𝑖
), de las 

velocidades instantáneas, en cada punto de medición, en los ejes principales 
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), y se muestran en anexos A2. 
 
Como se puede apreciar en las secuencias experimentales E1 y E2, el valor 

estadístico Anderson-Darling resulta ser mayor al valor crítico (𝑊𝑛
2 > 0.754), por lo 

tanto, los datos muestréales de los experimentos E1 y E2 no tiene una distribución 
normalizada, entonces, para los análisis estadísticos de tendencia central se 
utilizará la mediana.  

4.2 Campos de velocidad 

El campo de velocidad se define como 𝑈𝑖, 𝑢𝑖: Ω(𝑥𝑖, 𝑡) y se tienen valores de muestreo 
puntuales dentro del dominio, entonces para las fronteras se tienen dos hipótesis: 
 
a) la velocidad sobre la pared del canal cumple la condición de no deslizamiento, 
esto es 𝑈𝑖|(𝑥1,𝑥2,𝑥3=0,𝑏) = 0, y para el caso del fondo 𝑈𝑖|(𝑥1,𝑥2=0,𝑥3) = 0.  

 

b) para determinar el valor del flujo en la superficie libre del agua (𝑥2 = ℎ) se 
considera, que la velocidad 𝑈2|(𝑥1,𝑥2=ℎ,𝑥3) = 0 y 𝑈3|(𝑥1,𝑥2=ℎ,𝑥3) = 0 y en el caso de 
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𝑈1|(𝑥1,𝑥2=ℎ,𝑥3) este valor se determinará con el modelo de  la “ley logarítmica tipo de 

Prantl-Von Karman - Nikuradse” (Maza & García, 1984), (ecuación ( 4-1)), y este es: 
 

𝑈1̅̅ ̅

𝑢∗
=
1

𝑘𝑎
𝑙𝑛 (
𝑥2 ∗ 𝑘𝑠
𝜈

) 

 
( 4-1) 

donde: 𝑈1̅̅ ̅ es la mediana de la velocidad en la dirección principal, 𝑢∗ es la velocidad 
de corte a la distancia 𝑥2 (en forma estricta esta velocidad de corte es en el sentido 
de 𝑥1 , ya que existen componentes en los otros sentidos 𝑥2, 𝑥3, pero no se aplican 

en este modelo), 𝑘𝑎 es la rugosidad de la pared la cual tiene un valor de 1x10-4, 𝑘𝑠 
es la constante de Von Karman con valor de 0.4, y 𝜈 es la viscosidad cinemática 
con valor de 1x10-6. En la ecuación 4-1 los valores 𝑘𝑎, 𝑘𝑠 y 𝜈 son conocidos y solo 

falta determinar la velocidad de corte 𝑢∗. 
 
Entonces si el perfil logarítmico es continuo se dice que con valores conocidos 

experimentalmente de la posición (0 < 𝑥2 ≤ ℎ) y la velocidad media 𝑈1̅̅ ̅(𝑥2) , es 
posible determinar el modelo promediado de la velocidad de corte, esto es:  

𝑢∗ =
1

𝑛
∑[

1

𝑘𝑎𝑈1̅̅ ̅
𝑙𝑛 (
𝑥2,𝑖 ∗ 𝑘𝑠
𝜈

)]
−1𝑛

𝑖=1

 

 
En la Figura 38 se muestran las velocidades de los datos experimentales en las 
posiciones Ω(0.05, [0,0.25], 0.20,0), también se muestra la estimación de 
𝑈1|(𝑥1,𝑥2=ℎ,𝑥3), con el modelo de la ecuación (4-1) y es el valor indicado con círculo. 

 

 
Figura 38. Perfil de velocidades medias, con la ley logarítmica utilizada para obtener el valor 
de la velocidad en la superficie libre (círculo). 
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Planos de los campos de velocidad 
 
De los datos medidos se determinaron las velocidades medianas 𝑈𝑖: Ω(𝑥𝑖, 0), en 
esta secuencia de datos (espaciales), se incorporan los valores estimados en la 
frontera de pared y fondo. 
 
Para la prueba E1 se tiene los siguientes resultados:  en la Figura 39 se muestran 

los planos de iso-velocidades con  la velocidad 𝑈1, en los planos Ω(𝑥1 =
0,0.1,0.2, 𝑥2, 𝑥3, 0); en la Figura 40 se muestran los planos de iso-velocidades de 𝑈2, 
en los planos Ω(𝑥1, 𝑥2 = 0.04,0.12,0.20, 𝑥3, 0), y por último en la Figura 41 se 
muestran las iso-velocidades de 𝑈3, en los planos Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.06,0.15,0.22,0). 
 

 
Figura 39. Velocidades para la prueba E1 en los planos 𝛺(𝑥1 = 0,0.1,0.2, 𝑥2, 𝑥3, 0), se puede 
apreciar el incremento de la velocidad después del obstáculo, debido a este último. 
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Figura 40. Velocidades para la prueba E1 en los planos 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.04,0.12,0.20, 𝑥3, 0), se 
puede observar que la velocidad máxima se encuentra más cerca del obstáculo. 
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Figura 41. Velocidades para la prueba E1 en los planos 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.06,0.15,0.22,0), se 
observa que cerca del obstáculo la velocidad 𝑈3, es mayor que en todo el área de estudio. 

Para la prueba E2 se tiene los siguientes resultados: en la Figura 42 se muestran 

los planos de iso-velocidades de las velocidades de 𝑈1, en los planos 
Ω(𝑥1 = 0,0.15,0.35, 𝑥2, 𝑥3, 0); en la Figura 43 se muestran las velocidades de 𝑈2, en 

los planos Ω(𝑥1, 𝑥2 = 0.06,0.12,0.20, 𝑥3, 0), y por último en la Figura 44 se muestran 
las velocidades de 𝑈3, en los planos Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.04,0.15,0.22,0). 
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Figura 42. Velocidades para la prueba E2 en los planos 𝛺(𝑥1 = 0.00,0.15,0.35, 𝑥2, 𝑥3, 0), se 
puede apreciar el incremento de la velocidad después del obstáculo, debido a este último, 
también se puede ver que en la parte del fondo y del lado derecho la velocidad es cero, a 
pesar de haber pasado el obstáculo. 
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Figura 43. Velocidades para la prueba E2 en las secciones 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.04,0.12,0.20, 𝑥3, 0), 
se puede observar la existencia de velocidades diferentes de cero justo antes del obstáculo. 
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Figura 44. Velocidades para la prueba E2 en las secciones 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.04,0.15,0.22,0), 
se puede observar la existencia de velocidades diferentes de cero justo antes del obstáculo 
vertical y también sobre el obstáculo horizontal. 

Recordando que los flujos secundarios se generan debido a  gradientes en las 
componentes de velocidad en un sentido diferente al flujo principal  (Mera R., 2009), 
y observando los resultados de la prueba E2, específicamente la Figura 40 y la 
Figura 41, en el campo de flujo existen velocidades en un sentido diferente a la 
dirección principal, y se encuentran en el obstáculo, por lo que nos da un indicio de 
la existencia de flujos secundarios en esa área. 
 
De igual manera en la prueba E2, en la Figura 43 y en la Figura 44, los patrones de 
velocidad indican flujos secundarios sobre el obstáculo horizontal, también en el 
obstáculo vertical. 
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4.3 Campo de líneas de corriente (referencia Lagrangiana) 

El trazado de líneas de corriente se realizó con el programa MATLAB® R2017b, se 
graficó en 3D para ubicar geográficamente la posición de los vórtices que se 
analizarán en esta investigación, se deben encontrar áreas cerradas en el campo 
de líneas de corrientes. 

 
Figura 45. Líneas de corriente presentes en el canal de la prueba E1, se puede apreciar la 
influencia del obstáculo en el campo de líneas de corriente, tampoco se aprecian áreas 
cerradas en donde se localicen vórtices. 

En los resultados de la prueba E1 (Figura 45), no hay áreas cerradas visibles en el 
campo de líneas de corriente, esto no significa que en el campo no existen flujos 
secundarios, solo no se logran apreciar debido a la escala de la turbulencia que en 
este caso es pequeña, además en los resultados de campo de velocidad se 
demuestra la existencia de estos. 
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Figura 46. Líneas de corriente presentes en el canal de la prueba E2, en donde se aprecian 
áreas cerradas en el campo de líneas de corriente a lo largo del eje 𝑥3, y 𝑥2 después del 
obstáculo. 

En la Figura 46 se observan áreas cerradas en el campo de líneas de corriente, 
justo después del obstáculo, en vertical y horizontal. 
 
Los resultados obtenidos concuerdan con los patrones de velocidad que se 
localizaron en Figura 43 y Figura 44. 
 
Como se mencionó anteriormente se realizaron varias pruebas en donde se 
pudieran apreciar los vórtices, el experimento E1 fue la primera prueba realizada y 
como se aprecia en la Figura 45, no muestra áreas cerradas. 
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Después de varios experimentos se eligió mostrar el experimento E2, ya que como 
se puede apreciar en la Figura 46, se obtuvieron vórtices a una escala visible para 
el mallado estudiado. Entonces en lo subsecuente solo se realizará el análisis de 
las pruebas experimentales E2. 
 

4.4 Espacios de vorticidad 

A continuación se muestran los planos de vorticidad 𝜔3, en la Figura 47 se muestra 

el plano Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.08,0), en la Figura 48 se muestra el plano Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 =
0.12,0), en la Figura 49 se muestra el plano Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.20,0). 

 
Figura 47. Campo de vorticidad 𝜔3 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.08,0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) se puede observar la presencia de vorticidad 
negativa en el área de estudio, es decir un giro en el sentido de las manecillas, así como 
una estela que empieza a subir y de nuevo un vórtice. 

a) 

b) 
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Figura 48. Campo de vorticidad 𝜔3 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.12,0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) se puede apreciar que el vórtice sigue presente en 
el área de estudio y de igual manera se conserva la estela negativa de vorticidad. 

a) 

b) 
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Figura 49. Campo de vorticidad 𝜔3 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.20,0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el vórtice estudiado, también sigue presente así 
como la estela de vorticidad. 

El giro resultante en las gráficas de vorticidad, son coherentes con el sentido del 
flujo y el obstáculo impuesto; tal como se comentó anteriormente se forma un chorro 
tipo jet, en donde la parte baja del canal tiene velocidad cero, y al tener diferencias 
de velocidades se generan giros hacia el campo donde la velocidad es nula. 

a) 

b) 
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En los resultados de las líneas de corriente (Figura 46) para el experimento E2, se 
visualizan dos vórtices generados por el obstáculo, uno de ellos aparece desde la 
Figura 47 hasta la Figura 49, este vórtice se aprecia también en la vorticidad en el 

sentido 1 (ω1) desde la Figura 50 hasta la Figura 52, y el vórtice vertical se logra 

observar en los resultados de la vorticidad en el sentido 2 (ω2) desde la . Las 
gráficas complementarias se encuentran en anexos. 
 

 
Figura 50. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.05, 𝑥2, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad aguas arriba del obstáculo, 
en el cual se observa vorticidad generada por el regreso del agua debido al choque del 
agua con el obstáculo y genera un vórtice. 

a) 

b) 
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Figura 51. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.10, 𝑥2, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad en el obstáculo, y  se observa 
vorticidad en el perímetro del obstáculo. 

a) 

b) 
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Figura 52. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.15, 𝑥2, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad aguas abajo del obstáculo, y  

se observa vorticidad vista en el campo de vorticidad 𝜔3, en el campo de estudio. 

a) 

b) 
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Figura 53. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.20, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad en donde se aprecia el vórtice 
vertical que aparece en las líneas de corriente. 

a) 

b) 
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Figura 54. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.16, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad en donde se aprecia el vórtice 
vertical que aparece en las líneas de corriente. 

a) 

b) 
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Figura 55. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3, 0), en a) se muestra la 
ubicación del plano en el canal, y en b) el plano de vorticidad en donde se aprecia el vórtice 
vertical que aparece en las líneas de corriente. 

 

a) 

b) 
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4.5 Espacios de los esfuerzos de Reynolds 

Los esfuerzos de Reynolds son generados por las fluctuaciones presentes en el 
fluido y el signo de estos representa la dirección de las partículas tal como se 
muestra en la Figura 56. 

 
Figura 56. Interpretación de los esfuerzos de Reynolds, a) cuando el signo de los esfuerzos 
son iguales, la partícula puede tener las resultantes (flechas verdes) que se muestran, b) 
cuando uno de los esfuerzos tengan un valor negativo, el movimiento resultante puede ser 
como se muestra (flecha verde). 

Para identificar los vórtices en el campo de esfuerzos de Reynolds es necesario 
contar con al menos dos áreas de distinto signo, como se muestra en la Figura 57. 

 
Figura 57. Patrones de flujo secundario en campos de esfuerzos de Reynolds. Para la 
identificación de vorticidad es necesario tener dos o más áreas de esfuerzos de diferente 
signo y se muestran las configuraciones para, a) dos áreas, b) tres áreas y c) cuatro áreas. 

Como se puede ver en la Figura 57, en los campos de esfuerzos de Reynolds, no 
importa el orden de las áreas positivas o negativas, se pueden formar vórtices 
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negativos o positivos, por lo que estos campos solamente ubican las zonas con 
vorticidad. 
 

Los esfuerzos que se muestran en este análisis son 𝑢′1𝑢′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , debido a que el análisis 

se hace para 𝑥3, los resultados de los otros esfuerzos se encuentran en el anexo. 
 

A continuación se muestran los planos de esfuerzos de Reynolds 𝑢′1𝑢′2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , en la Figura 
58 se muestra el plano Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.08,0), en la Figura 59 se muestra el plano 

Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.12,0), en la Figura 60 se muestra el plano Ω(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.20,0). 

 
Figura 58. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.08,0), en a) se 
muestra la ubicación del plano en el canal, y en b) se puede apreciar dos áreas, una 
negativa y otra positiva justo en la región de estudio, esto indica la existencia de vorticidad 
en esa área. 

a) 

b) 
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Figura 59. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.12,0), en a) se 
muestra la ubicación del plano en el canal, y en b) se muestran dos áreas, una negativa y 
otra positiva justo en la región de estudio, esto indica la existencia de vorticidad en esa 
área. 

a) 

b) 
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Figura 60. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0.20,0), en a) se 
muestra la ubicación del plano en el canal, y en b) como en las figuras anteriores siguen 
apareciendo las dos áreas, lo cual indica la presencia de vorticidad, a diferencia de las 
figuras anteriores la colindancia de estas dos áreas se movió más lejos del obstáculo. 

a) 

b) 
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Tal como se muestra en la Figura 57, para identificar un vórtice se debe tener al 
menos dos áreas juntas, una positiva y otra negativa, las cuales estuvieron 
presentes en la región de estudio. 
 
En este análisis de flujos fluctuantes se localizaron satisfactoriamente las áreas en 
donde existe vorticidad, se puede comparar con los resultados de campos de 
vorticidad para corroborar esto. 

4.6 Correlaciones cruzadas y autocorrelación 

4.6.1 Correlación cruzada 

Este análisis servirá para acotar la escala turbulenta de los vórtices que se pueden 
presentar en el canal, esto se realiza con la correlación de velocidad fluctuante entre 
dos puntos, los cuales se elegirán de los resultados de campo de vorticidad. 
 
Ahora se utiliza el programa MATLAB® R2017b para obtener la correlación cruzada 

en las posiciones, P1(𝑥1 = 0.1,0.25, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡) de la Figura 47, 

P2(𝑥1 = 0.14,0.26, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.12, 𝑡) de la Figura 48, P3(𝑥1 = 0.15,0.29, 𝑥2 =
0.08, 𝑥3 = 0.20, 𝑡) de la Figura 49. 
 
Se obtendrá el tiempo en segundos en el cual tarda en repetirse la señal, 

considerando que ∆𝑡 = 0.01 𝑠, además se obtendrá la frecuencia con la siguiente 
fórmula: 

𝑓 =
1

𝑡
 ( 4-2) 

Considerando que la velocidad mediana en la dirección principal es de 𝑈1̂ =
0.292 𝑚/𝑠, es posible obtener la longitud de onda como sigue: 
 

𝜆 =
𝑢1̅̅ ̅

𝑓
 ( 4-3) 

Para la obtención del tiempo se elegirá en la gráfica de correlación cruzada el primer 
valor en donde se complete un ciclo partiendo desde el cero. 
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Figura 61. Correlación cruzada en el plano en las posiciones 𝑃1(𝑥1 = 0.1,0.25, 𝑥2 =
0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡), se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo para 

analizar, como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 50. 

 

 
Figura 62. Correlación cruzada para las posiciones 𝑃2(𝑥1 = 0.14,0.26, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 =
0.12, 𝑡), se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo para analizar, 

como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 39. 
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Figura 63. Correlación cruzada para las posiciones 𝑃3(𝑥1 = 0.15,0.29, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 =
0.20, 𝑡), se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo para analizar, 
como se puede observar en el acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 49. 

Ahora para comparar el espaciamiento de los puntos seleccionados en los campos 
de vorticidad con la longitud de onda, resultado de las correlaciones cruzadas, se 
presenta la Tabla 1. 
 
Tabla 1. Tabla comparativa de longitud de onda teórica, resultado del análisis de correlación 
cruzada, contra real 

Plano n t (s) 𝑓 (1/𝑠) 𝜆1 (𝑚) 𝜆2 (𝑚) Diferencia 
(m) 

𝑥3 = 0.08 50 0.50 2 0.146 0.15 +0.004 

𝑥3 = 0.12 39 0.39 2.56 0.114 0.12 +0.006 

𝑥3 = 0.20 49 0.49 2.04 0.143 0.14 -0.003 

 

donde 𝜆1 es la longitud de onda resultado de la ecuación ( 4-3), y 𝜆2 es la longitud 
de onda de los puntos elegidos en los campos de vorticidad. 
 
Como muestra en la Tabla 1, la aproximación dada por los resultados de la 
correlación cruzada es buena, dado el tamaño de la malla de las mediciones (Δ𝑥1 =
0.05 𝑚).  
 
Con las gráficas de correlación cruzada también se tiene el tiempo y la frecuencia 
en que una partícula tarda en llegar de un punto a otro. 
 
Con este análisis se obtuvo a partir de que frecuencia se presentan los vórtices, o 
dicho de otra manera se acotaron las escalas turbulentas que se analizarán más 
adelante para obtener el tamaño de vórtice que tenga mayor energía. 
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4.6.2 Autocorrelación 

Con el análisis de autocorrelación de datos fluctuantes se pretende obtener el 
tiempo y la longitud de onda en que la partícula regresa al punto de partida. 
 
Ahora se utiliza el programa MATLAB® R2017b para obtener la autocorrelación en 

las posiciones, P1(𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡) de la Figura 47, P2(𝑥1 = 0.14, 𝑥2 =
0.08, 𝑥3 = 0.12, 𝑡) de la Figura 48, P3(𝑥1 = 0.15, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.20, 𝑡) de la Figura 
49. 
 
Se usarán las mismas ecuaciones que se usaron en el apartado de correlación 

cruzada, ( 4-2) y ( 4-3), considerando ∆𝑡 = 0.01 𝑠 y 𝑈1̂ = 0.292 𝑚/𝑠 
 
Para la obtención del tiempo se elegirá en la gráfica de autocorrelación el primer 
valor en donde se complete un ciclo partiendo desde el cero. 
 

 
Figura 64. Autocorrelación en la posición 𝑃1(𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡), se realiza un 
acercamiento donde está el rectángulo para analizar, como se puede observar en el 

acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 54. 
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Figura 65. Autocorrelación en la posición 𝑃2(𝑥1 = 0.14, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.12, 𝑡), se realiza 

un acercamiento donde está el rectángulo para analizar, como se puede observar en el 
acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 46. 

 
Figura 66. Autocorrelación en la posición 𝑃3(𝑥1 = 0.15, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.20, 𝑡), se realiza 

un acercamiento donde está el rectángulo para analizar, como se puede observar en el 
acercamiento se cumple un ciclo en 𝑛 = 53. 
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Ahora para comparar el tamaño del vórtice del campo de vorticidad, con la longitud 
de onda, resultado de las autocorrelaciones, se presenta la siguiente tabla: 
 
Tabla 2. Tabla comparativa de longitud de onda teórica, resultado del análisis de 
autocorrelación, contra la real 

Plano n t (s) 𝑓 (1/𝑠) 𝜆1 (𝑚) 𝜆2 (𝑚) Diferencia 
(m) 

𝑥3 = 0.08 54 0.54 1.85 0.157 0.15 -0.007 

𝑥3 = 0.12 46 0.46 2.17 0.134 0.12 -0.014 

𝑥3 = 0.20 53 0.53 1.89 0.154 0.14 -0.014 

 

donde 𝜆1 es la longitud de onda resultado de la ecuación ( 4-3), y 𝜆2 es la longitud 
de onda de una partícula regresando al mismo punto. 
 
Como muestra la Tabla 2, la aproximación dada por los resultados de la 
autocorrelación tiene mayor error que la correlación cruzada, esto puede mejorar 
con un tamaño de la malla más fino. 
 
Con las gráficas de autocorrelación también se tiene el tiempo y la frecuencia en 
que una partícula tarda en regresar al mismo punto. 
 
Con este análisis se obtuvo a partir de que frecuencia se presentan los vórtices, o 
dicho de otra manera se acotaron las escalas turbulentas que se analizarán más 
adelante para obtener el tamaño de vórtice que tenga mayor energía. 
 

4.7 Espectro de energía 

Como se mencionó anteriormente existen diferentes escalas de vórtices en el fluido, 
y el espectro de energía muestra todas y cada una de ellas. Sin embargo, son 
energías de vórtices que muchas veces no se pueden formar debido a las 
características del canal. 
 
Los análisis de correlación cruzada y autocorrelación acotaron la escala con la que 
se analizarán los espectros de energía, es por esto que en este análisis se usarán 
los valores de frecuencia de la Tabla 1, para ubicar estos vórtices. 
 
Los vórtices ubicados en la zona de análisis son los más grandes que se presentan 
en esa área, sin embargo, existen otros más pequeños que conforman al que se ve 
en los resultados que tienen mayor energía. 
 
El objetivo de ubicar en el espectro de energía las frecuencias resultantes de la 
Tabla 1, es ubicar a partir de ese punto el vórtice con mayor energía, que para 
cuestiones de socavación y sedimentación es el valor que se necesita. 
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Figura 67. Espectro de energía para 𝑢′1 en la posición 𝑃1(𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.08, 𝑡), 
se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo, ubicando la frecuencia de 
la Tabla 1, la cual es 𝑓1 = 2 𝐻𝑧, a partir de esto se ubica la energía más alta que sucede 

con una frecuencia de 𝑓2 = 3.78 𝐻𝑧, también se muestra una frecuencia de 29.34 Hz, esta 
última es debido a la vibración de la bomba que abastece de agua al canal. 

 
Figura 68. Espectro de energía para 𝑢′1 en la posición 𝑃2(𝑥1 = 0.14, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.12, 𝑡), 
se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo, ubicando la frecuencia de 
la Tabla 1, la cual es 𝑓1 = 2.56 𝐻𝑧, a partir de esto se ubica la energía más alta que sucede 

con una frecuencia de 𝑓2 = 3.1 𝐻𝑧, también se muestra una frecuencia de 29.34 Hz, esta 
última es debido a la vibración de la bomba que abastece de agua al canal. 
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Figura 69. Espectro de energía para 𝑢′1 en la posición 𝑃3(𝑥1 = 0.15, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3 = 0.20, 𝑡), 
se realiza un acercamiento justamente donde está el rectángulo, ubicando la frecuencia de 
la Tabla 1, la cual es 𝑓1 = 2.04 𝐻𝑧, a partir de esto se ubica la energía más alta que sucede 
con una frecuencia de 𝑓2 = 4.31 𝐻𝑧, también se muestra una frecuencia de 29.37 Hz, esta 
última es debido a la vibración de la bomba que abastece de agua al canal. 

Los resultados del análisis del espectro de energía se presentan en la siguiente 
tabla, también se presenta la longitud de onda para la energía más alta. 
 

Tabla 3. Tabla de resultados del tamaño de vórtice que contiene la máxima energía en 
cada uno de los planos estudiados. 

Plano 𝑓1(𝐻𝑧) 𝑓2(𝐻𝑧) 𝜆1 (𝑚) 𝜆2 (𝑚) 
𝑥3 = 0.08 2 3.78 0.146 0.077 

𝑥3 = 0.12 2.56 3.1 0.114 0.094 

𝑥3 = 0.20 2.04 4.31 0.143 0.068 

 

donde 𝑓1 es la frecuencia, 𝜆1 es la longitud de onda, ambas obtenidas de la Tabla 
1, 𝑓2 y 𝜆2 ambas se derivan de la máxima energía obtenida para cada uno de los 

planos, donde 𝜆2 resultan ser los diámetros de vórtices que tienen la mayor energía. 
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5 Conclusiones y recomendaciones 

5.1 Conclusiones generales 

El objetivo principal de esta tesis se basa en comparar los campos de vorticidad 

(flujo medio), con espacios de esfuerzos de Reynolds (flujo fluctuante), y al analizar 

los esfuerzos de Reynolds se localizaron satisfactoriamente los vórtices 

representados en los campos de vorticidad, lo cual indica una relación directa entre 

estos dos conceptos. 

En el documento se expusieron los resultados de  dos pruebas experimentales, las 

cuales fueron elegidas entre otras para representar como afecta la configuración de 

los obstáculos en el flujo. 

En los campos de velocidad se encontraron patrones que indican la presencia de 

flujos secundarios, que solo se daban en el área del obstáculo. En ambas pruebas 

experimentales se presentó esta condición sin embargo, debido al tipo de obstáculo, 

se presentaron más perturbaciones en la prueba experimental E2 (Figura 43 y 

Figura 44). 

Para identificar los vórtices se utilizaron gráficas de líneas de corriente, en donde 

ya se esperaba la presencia de vórtices en las áreas circundantes del obstáculo, 

debido a los resultados de la velocidad. En la prueba E1 (Figura 45) no se 

observaron áreas cerradas en donde existieran vórtices, esto se debe al tamaño de 

malla que se tiene en el análisis. En la prueba E2 (Figura 46) se observaron dos 

vórtices, justo en el área del obstáculo, como se esperaba. Debido a esto en 

adelante solo se estudiaron los datos de la prueba E2. 

Los resultados del capítulo de campo de vorticidad muestran la rotacional de la 

velocidad, estas áreas no necesariamente implican que sean flujos secundarios, por 

lo que este análisis se tiene que complementar con los resultados de esfuerzos de 

Reynolds. 

Con los campos de los esfuerzos de Reynolds se pudo identificar la presencia de 

vorticidad en algunos puntos, identificando en los campos de esfuerzos de Reynolds 

en qué lugares se tienen giros, de acuerdo con las posibles combinaciones que se 

puedan realizar como se muestra en la Figura 56, y al comparar estos resultados 

con los campos de vorticidad (flujos medios) se concluye que tienen una relación 

directa, ya que en las zonas de estudio los esfuerzos de Reynolds (flujos 

fluctuantes) pueden predecir la presencia de vórtices. 

Para delimitar la escala de análisis de turbulencia se realizaron los análisis de 

correlaciones cruzadas y autocorrelación, los cuales indican el tamaño mayor de los 

vórtices que se pueden formar, a partir de esa escala se consideran las mas 

pequeñas para analizar con los espectros de energía y locaizar el tamaño del vórtice 

que tiene mayor energía, para su posterior análisis en el cálculo de socavación de 
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pilas en cauces. Ambas pruebas pueden definir la escala de análisis, sin embargo 

los resultados de la correlación cruzada resultaron con menor error a la hora de 

predecir los vórtices que se pueden formar debido a la geometría del canal y de la 

turbulencia presente en el mismo. 

Teniendo la escala de los análisis de correlación se realizó un análisis de espectros 

de energía, ubicando el vórtice con mayor energía que se encuentra presente en el 

área de estudio, este valor es importante en la socavación de pilas en ríos. 

Del análisis y visualización de resultados se concluye que la metodología que en 

este documento se describe, es apta para la identificación de flujos secundarios, 

además acota la escala turbulenta y define el vórtice con mayor energía que se 

puede presentar. 

5.2 Recomendaciones 

A pesar de los resultados obtenidos para las pruebas en el canal de pendiente 

variable, se pudo haber mejorado con una malla de estudio más pequeña, esto para 

observar más escalas que se presentan en un campo de flujo y usar la metodología 

expuesta para identificar los vórtices que se generan. 

Al obtener las mediciones de los experimentos, será necesario realizar los campos 

de velocidad, para ubicar los patrones que indiquen la presencia de flujos 

secundarios y posteriormente las líneas de corriente, esto para verificar que el 

tamaño de malla utilizado dejará analizar los siguientes procesos de la metodología 

descrita en este documento 

Esta metodología se puede aplicar para encontrar flujos secundarios o vórtices en 

cualquier tipo de fluido que se encuentre perturbado, sin embargo la motivación 

principal para el estudio de este tema es para el análisis de socavación en pilas 

ubicadas en un río, esta metodología ubica los flujos secundarios que afectan en el 

proceso, también se obtiene el valor de la energía máxima que puede afectar al 

proceso de socavación, se puede ir variando la forma de la pila y analizar los 

cambios en la energía de los flujos secundarios que afectan a este proceso. 
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Anexos 

A1. Demostración de aproximación en diferencia centrada 

Se propone un modelo de discretización para las ecuaciones de vorticidad con una 
aproximación en diferencia centrada, que tiene un mayor grado de aproximación 
que una diferencia viento arriba o abajo (Burden & Faires, 1985). Entonces a 
continuación se muestra el desarrollo para obtener la evaluación discreta de un 
modelo de diferencia centrada. 
 
Sea una función 𝑓: Ω(𝑥) ∈ ℝ y se realiza una estimación en la posición 𝑓(𝑥 + ∆𝑥), 
entonces aplicando una serie de Taylor se tiene:  

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∆𝑥𝑓′(𝑥) +
∆𝑥2

2
𝑓′′(𝑥) + ⋯ ( 0-1) 

 

Se despeja el término 𝑓′(𝑥), 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
−
∆𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + ⋯ 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥) ( 0-2) 

Entonces, para 𝑥 = 𝑥𝑗, se tiene que la aproximación de diferencia hacia adelante es, 

𝑓′(𝑥𝑗) ≅
𝑓(𝑥𝑗+1) − 𝑓(𝑥𝑗)

∆𝑥
 ( 0-3) 

De la misma forma se obtiene una estimación en la posición 𝑓(𝑥 − ∆𝑥) aplicando 
una serie de Taylor se tiene, 

𝑓(𝑥 − ∆𝑥) = 𝑓(𝑥) − ∆𝑥𝑓′(𝑥) +
∆𝑥2

2
𝑓′′(𝑥) + ⋯ ( 0-4) 

Se despeja el término 𝑓′(𝑥), 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ∆𝑥)

∆𝑥
−
∆𝑥

2
𝑓′′(𝑥) + ⋯ 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ∆𝑥)

∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥) ( 0-5) 

Entonces, para 𝑥 = 𝑥𝑗, se tiene que la aproximación de diferencia hacia atrás es, 

𝑓′(𝑥𝑗) ≅
𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1)

∆𝑥
 ( 0-6) 

Ahora para deducir la aproximación por diferencias centradas se realiza la diferencia 
entre las ecuaciones ( 0-1) y ( 0-4), entonces: 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥 − ∆𝑥) = 

𝑓(𝑥) + ∆𝑥𝑓′(𝑥) +
∆𝑥2

2
𝑓′′(𝑥) +

∆𝑥3

3!
𝑓′′′(𝑥)…− 𝑓(𝑥) + ∆𝑥𝑓′(𝑥)

−
∆𝑥2

2
𝑓′′(𝑥) +

∆𝑥3

3!
𝑓′′′(𝑥) + ⋯ 

 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥 − ∆𝑥) = 2∆𝑥𝑓′(𝑥) + 2
∆𝑥3

3!
𝑓′′′(𝑥) + ⋯ ( 0-7) 
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Se despeja el término 𝑓′(𝑥), 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥 − ∆𝑥)

2∆𝑥
+ 𝑂(ℎ2) ( 0-8) 

Entonces, para 𝑥 = 𝑥𝑗, se tiene que la aproximación de diferencia central es, 

𝑓′(𝑥𝑗) ≅
𝑓(𝑥𝑗+1) − 𝑓(𝑥𝑗−1)

2∆𝑥
 ( 0-9) 
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A2. Resultados de prueba de Anderson Darling 

Tabla 4. Resultado del análisis estadístico una vez aplicado la prueba de normalidad de Anderson Darling, para el E1, para línea de 
la tabla indica la posición de medición (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), y en las columnas el resultado para cada dirección de la velocidad media 𝑈𝑖, la 

mediana de la velocidad �̂�𝑖, desviación estándar 𝜎𝑖, y el coeficiente de Anderson Darling 𝑊𝑛
2
𝑖
.  

 𝒙𝟏 𝒙𝟐   𝒙𝟑  𝑼𝟏  �̂�𝟏  𝝈𝟏  𝑾𝒏
𝟐
𝟏

  𝑼𝟐  �̂�𝟐  𝝈𝟐  𝑾𝒏
𝟐
𝟐

  𝑼𝟑  �̂�𝟑  𝝈𝟑  𝑾𝒏
𝟐
𝟑

 

0.000 0.060 0.040 0.458 0.482 0.196 26.520 -0.012 -0.008 0.075 12.009 0.045 0.057 0.133 19.489 

0.000 0.060 0.081 0.600 0.603 0.053 3.308 0.000 0.000 0.021 0.641 -0.021 -0.020 0.073 6.453 

0.000 0.060 0.123 0.592 0.594 0.048 2.192 0.003 0.003 0.017 0.529 -0.032 -0.032 0.039 1.534 

0.000 0.060 0.164 0.570 0.570 0.049 0.395 0.007 0.006 0.017 1.616 -0.040 -0.041 0.043 1.144 

0.000 0.060 0.205 0.558 0.559 0.049 1.269 0.004 0.003 0.018 0.785 -0.015 -0.014 0.037 2.663 

0.000 0.103 0.040 0.257 0.258 0.198 1.276 -0.010 -0.011 0.100 2.728 -0.002 -0.001 0.153 0.904 

0.000 0.103 0.081 0.688 0.690 0.034 5.230 -0.010 -0.009 0.013 20.831 -0.012 -0.011 0.034 2.547 

0.000 0.103 0.123 0.647 0.650 0.040 17.944 -0.003 -0.003 0.015 2.559 -0.020 -0.021 0.027 2.168 

0.000 0.103 0.164 0.513 0.520 0.065 16.294 0.006 0.005 0.014 3.299 -0.021 -0.021 0.027 1.214 

0.000 0.103 0.205 0.589 0.592 0.041 6.535 0.001 0.001 0.013 6.771 -0.019 -0.020 0.025 3.531 

0.000 0.145 0.040 0.287 0.291 0.228 1.064 0.006 0.006 0.117 0.907 -0.004 -0.003 0.171 1.840 

0.000 0.145 0.081 0.689 0.690 0.042 4.656 -0.015 -0.012 0.029 17.870 -0.031 -0.029 0.036 5.399 

0.000 0.145 0.123 0.686 0.686 0.031 5.230 -0.006 -0.005 0.020 6.412 -0.027 -0.028 0.029 2.809 

0.000 0.145 0.164 0.663 0.663 0.033 1.625 0.001 0.002 0.020 2.410 -0.029 -0.029 0.029 2.547 

0.000 0.145 0.205 0.635 0.637 0.035 4.894 0.001 0.002 0.021 2.719 -0.021 -0.020 0.028 3.126 

0.000 0.188 0.040 0.353 0.366 0.227 3.906 0.003 0.006 0.118 0.707 0.024 0.031 0.166 2.351 

0.000 0.188 0.081 0.689 0.691 0.046 5.692 -0.012 -0.011 0.034 0.966 -0.031 -0.030 0.039 2.478 

0.000 0.188 0.123 0.698 0.698 0.031 1.073 -0.009 -0.007 0.023 3.864 -0.030 -0.029 0.030 2.139 

0.000 0.188 0.164 0.689 0.688 0.030 0.773 -0.003 -0.002 0.020 3.643 -0.030 -0.029 0.027 2.539 

0.000 0.188 0.205 0.660 0.662 0.032 10.464 -0.002 -0.002 0.020 0.558 -0.023 -0.024 0.027 2.516 

0.000 0.230 0.040 0.439 0.464 0.228 19.214 -0.019 -0.021 0.109 1.892 0.017 0.028 0.158 8.916 

0.000 0.230 0.081 0.723 0.724 0.038 3.579 -0.016 -0.018 0.029 8.652 -0.021 -0.020 0.035 2.636 
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0.000 0.230 0.123 0.709 0.710 0.031 0.666 -0.015 -0.016 0.023 0.937 -0.028 -0.028 0.031 0.456 

0.000 0.230 0.164 0.695 0.695 0.029 3.456 -0.007 -0.006 0.021 3.853 -0.032 -0.031 0.028 2.308 

0.000 0.230 0.205 0.662 0.664 0.037 6.209 -0.003 -0.003 0.021 0.948 -0.028 -0.028 0.028 3.282 

0.050 0.060 0.040 0.412 0.432 0.245 12.420 -0.012 -0.009 0.090 4.797 0.036 0.044 0.156 12.334 

0.050 0.060 0.081 0.601 0.603 0.052 4.366 -0.001 -0.002 0.021 5.700 -0.077 -0.077 0.042 1.609 

0.050 0.060 0.123 0.590 0.592 0.048 4.743 0.001 0.001 0.018 1.585 -0.069 -0.068 0.039 1.251 

0.050 0.060 0.164 0.561 0.562 0.051 0.390 0.003 0.004 0.018 0.953 -0.046 -0.046 0.042 1.804 

0.050 0.060 0.205 0.548 0.547 0.048 0.526 0.005 0.005 0.019 0.227 -0.023 -0.021 0.039 4.130 

0.050 0.103 0.040 0.165 0.153 0.209 3.495 -0.007 -0.005 0.075 5.996 -0.012 -0.015 0.151 5.303 

0.050 0.103 0.081 0.579 0.585 0.058 16.820 -0.010 -0.008 0.016 27.436 -0.065 -0.064 0.027 6.688 

0.050 0.103 0.123 0.521 0.527 0.066 17.614 -0.004 -0.003 0.014 8.055 -0.049 -0.050 0.027 3.332 

0.050 0.103 0.164 0.545 0.550 0.057 13.576 0.004 0.004 0.014 1.758 -0.035 -0.035 0.026 1.189 

0.050 0.103 0.205 0.599 0.600 0.039 1.355 0.000 0.000 0.013 8.878 -0.025 -0.024 0.027 1.272 

0.050 0.145 0.040 0.229 0.227 0.285 1.511 0.013 0.015 0.118 0.582 0.005 0.007 0.183 9.239 

0.050 0.145 0.081 0.685 0.687 0.040 9.093 -0.012 -0.010 0.029 11.988 -0.082 -0.081 0.034 7.102 

0.050 0.145 0.123 0.668 0.668 0.031 1.437 -0.009 -0.007 0.022 10.607 -0.061 -0.061 0.029 0.525 

0.050 0.145 0.164 0.660 0.660 0.032 2.134 -0.004 -0.004 0.020 3.170 -0.039 -0.039 0.028 3.283 

0.050 0.145 0.205 0.637 0.638 0.032 2.225 -0.002 -0.001 0.019 1.204 -0.030 -0.030 0.028 4.236 

0.050 0.188 0.040 0.335 0.350 0.291 5.606 -0.001 -0.001 0.112 0.284 0.011 0.012 0.179 9.239 

0.050 0.188 0.081 0.692 0.694 0.042 4.221 -0.016 -0.016 0.032 1.588 -0.078 -0.077 0.037 3.675 

0.050 0.188 0.123 0.687 0.688 0.031 1.189 -0.014 -0.014 0.024 1.214 -0.060 -0.059 0.031 2.826 

0.050 0.188 0.164 0.673 0.672 0.029 0.874 -0.006 -0.006 0.020 0.512 -0.043 -0.042 0.028 1.540 

0.050 0.188 0.205 0.647 0.649 0.035 9.206 -0.003 -0.003 0.020 0.490 -0.030 -0.031 0.029 4.332 

0.050 0.230 0.040 0.484 0.523 0.269 31.239 -0.023 -0.026 0.102 4.766 -0.011 -0.002 0.170 9.239 

0.050 0.230 0.081 0.702 0.704 0.038 4.047 -0.028 -0.029 0.028 5.435 -0.073 -0.072 0.032 3.510 

0.050 0.230 0.123 0.688 0.688 0.032 1.160 -0.024 -0.024 0.022 0.937 -0.063 -0.063 0.028 1.264 

0.050 0.230 0.164 0.672 0.672 0.031 2.245 -0.012 -0.012 0.020 2.383 -0.049 -0.049 0.026 1.185 

0.050 0.230 0.205 0.660 0.661 0.028 1.448 -0.006 -0.005 0.020 1.900 -0.037 -0.037 0.026 1.438 
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0.100 0.060 0.040 0.40 0.41 0.17 7.54 -0.01 -0.01 0.06 4.06 -0.07 -0.07 0.11 8.88 

0.100 0.060 0.081 0.51 0.52 0.06 4.74 0.00 0.00 0.02 4.21 -0.11 -0.11 0.04 5.04 

0.100 0.060 0.123 0.50 0.50 0.06 4.18 0.00 0.00 0.02 2.28 -0.07 -0.07 0.04 2.65 

0.100 0.060 0.164 0.49 0.49 0.06 1.20 0.01 0.01 0.02 0.94 -0.05 -0.05 0.04 1.60 

0.100 0.060 0.205 0.49 0.50 0.05 1.06 0.01 0.01 0.02 0.75 -0.03 -0.02 0.04 3.83 

0.100 0.103 0.040 0.49 0.49 0.05 16.67 -0.02 -0.02 0.02 3.64 -0.14 -0.14 0.03 7.35 

0.100 0.103 0.081 0.561 0.563 0.038 6.066 -0.010 -0.007 0.017 34.829 -0.101 -0.100 0.027 2.969 

0.100 0.103 0.123 0.581 0.584 0.032 14.668 -0.001 -0.001 0.014 4.961 -0.057 -0.057 0.039 4.833 

0.100 0.103 0.164 0.564 0.568 0.042 8.280 0.007 0.007 0.015 6.821 -0.042 -0.042 0.038 2.148 

0.100 0.103 0.205 0.536 0.539 0.041 6.113 0.006 0.005 0.014 2.318 -0.029 -0.028 0.035 0.598 

0.100 0.145 0.040 0.46 0.47 0.06 10.35 -0.02 -0.02 0.03 7.98 -0.15 -0.15 0.04 7.23 

0.100 0.145 0.081 0.590 0.592 0.039 7.613 -0.020 -0.016 0.027 20.321 -0.104 -0.103 0.029 4.279 

0.100 0.145 0.123 0.591 0.592 0.033 0.786 -0.005 -0.002 0.021 14.929 -0.057 -0.056 0.030 2.228 

0.100 0.145 0.164 0.593 0.593 0.034 1.090 0.002 0.002 0.020 1.585 -0.042 -0.042 0.034 0.698 

0.100 0.145 0.205 0.579 0.581 0.037 6.029 0.002 0.003 0.020 5.100 -0.029 -0.029 0.029 1.961 

0.100 0.188 0.040 0.47 0.47 0.07 5.06 -0.03 -0.03 0.04 1.79 -0.15 -0.15 0.04 3.86 

0.100 0.188 0.081 0.637 0.641 0.042 11.472 -0.017 -0.015 0.031 5.061 -0.119 -0.117 0.035 3.738 

0.100 0.188 0.123 0.652 0.652 0.031 0.629 -0.009 -0.008 0.022 4.196 -0.068 -0.067 0.028 0.683 

0.100 0.188 0.164 0.648 0.648 0.030 0.730 -0.002 0.000 0.019 9.469 -0.046 -0.046 0.028 0.867 

0.100 0.188 0.205 0.623 0.625 0.036 6.693 -0.002 -0.001 0.021 0.754 -0.028 -0.029 0.030 5.235 

0.100 0.230 0.040 0.50 0.51 0.05 5.08 -0.03 -0.03 0.03 11.10 -0.14 -0.14 0.03 4.36 

0.100 0.230 0.081 0.644 0.645 0.038 1.623 -0.026 -0.027 0.026 6.352 -0.102 -0.101 0.030 2.165 

0.100 0.230 0.123 0.643 0.644 0.032 0.492 -0.018 -0.018 0.025 0.728 -0.072 -0.071 0.029 1.274 

0.100 0.230 0.164 0.642 0.643 0.031 1.762 -0.008 -0.008 0.020 1.039 -0.047 -0.047 0.030 0.649 

0.100 0.230 0.205 0.634 0.634 0.032 1.870 -0.004 -0.004 0.018 0.663 -0.033 -0.033 0.028 2.147 

0.150 0.060 0.040 0.411 0.414 0.060 3.284 -0.007 -0.008 0.022 2.730 -0.151 -0.152 0.042 4.127 

0.150 0.060 0.081 0.513 0.517 0.055 4.740 -0.002 -0.003 0.018 4.205 -0.111 -0.113 0.041 5.040 

0.150 0.060 0.123 0.533 0.536 0.053 4.170 0.006 0.005 0.019 2.351 -0.079 -0.080 0.040 3.450 
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0.150 0.060 0.164 0.521 0.523 0.053 1.976 0.006 0.005 0.018 0.741 -0.049 -0.050 0.040 2.078 

0.150 0.060 0.205 0.506 0.509 0.049 2.963 0.007 0.007 0.017 0.653 -0.027 -0.027 0.039 1.966 

0.150 0.103 0.040 0.489 0.494 0.050 16.668 -0.018 -0.017 0.023 3.636 -0.145 -0.143 0.030 7.350 

0.150 0.103 0.081 0.561 0.563 0.038 6.066 -0.010 -0.007 0.017 34.829 -0.101 -0.100 0.027 2.969 

0.150 0.103 0.123 0.625 0.625 0.035 2.669 -0.006 -0.005 0.016 2.697 -0.063 -0.063 0.025 3.050 

0.150 0.103 0.164 0.593 0.596 0.036 8.848 0.004 0.004 0.012 6.296 -0.037 -0.037 0.025 0.468 

0.150 0.103 0.205 0.564 0.565 0.038 2.741 0.000 0.000 0.014 7.726 -0.028 -0.028 0.035 1.513 

0.150 0.145 0.040 0.461 0.466 0.063 10.351 -0.023 -0.021 0.033 7.979 -0.147 -0.146 0.036 7.235 

0.150 0.145 0.081 0.590 0.592 0.039 7.613 -0.020 -0.016 0.027 20.321 -0.104 -0.103 0.029 4.279 

0.150 0.145 0.123 0.617 0.618 0.033 2.413 -0.010 -0.008 0.021 12.215 -0.063 -0.062 0.028 3.776 

0.150 0.145 0.164 0.612 0.612 0.033 0.841 0.000 0.001 0.018 5.114 -0.038 -0.038 0.028 2.809 

0.150 0.145 0.205 0.594 0.594 0.036 1.916 -0.001 -0.001 0.020 1.399 -0.026 -0.028 0.032 3.462 

0.150 0.188 0.040 0.468 0.472 0.065 5.059 -0.025 -0.026 0.038 1.788 -0.154 -0.153 0.039 3.859 

0.150 0.188 0.081 0.597 0.598 0.041 3.849 -0.019 -0.019 0.030 1.408 -0.100 -0.100 0.031 0.540 

0.150 0.188 0.123 0.626 0.626 0.031 1.307 -0.012 -0.011 0.023 2.855 -0.065 -0.065 0.029 3.491 

0.150 0.188 0.164 0.626 0.626 0.033 0.370 -0.002 -0.002 0.020 2.270 -0.041 -0.040 0.027 1.603 

0.150 0.188 0.205 0.611 0.612 0.037 1.121 -0.003 -0.003 0.020 2.421 -0.028 -0.029 0.029 3.224 

0.150 0.230 0.040 0.504 0.507 0.049 5.082 -0.028 -0.030 0.030 11.098 -0.137 -0.136 0.032 4.358 

0.150 0.230 0.081 0.590 0.590 0.036 1.503 -0.022 -0.024 0.025 4.998 -0.098 -0.098 0.029 1.479 

0.150 0.230 0.123 0.621 0.621 0.032 0.850 -0.015 -0.015 0.023 1.009 -0.065 -0.064 0.028 2.027 

0.150 0.230 0.164 0.624 0.623 0.033 0.899 -0.004 -0.003 0.022 3.561 -0.048 -0.047 0.027 2.799 

0.150 0.230 0.205 0.605 0.608 0.040 11.692 -0.002 -0.002 0.021 0.336 -0.032 -0.032 0.029 4.202 

0.200 0.060 0.040 0.416 0.417 0.056 1.294 -0.001 -0.001 0.019 2.188 -0.066 -0.067 0.039 1.055 

0.200 0.060 0.081 0.467 0.471 0.057 3.867 0.003 0.002 0.018 1.285 -0.074 -0.074 0.040 2.082 

0.200 0.060 0.123 0.501 0.504 0.055 4.181 0.005 0.004 0.018 2.280 -0.074 -0.075 0.039 2.648 

0.200 0.060 0.164 0.488 0.489 0.058 1.200 0.010 0.009 0.017 0.944 -0.048 -0.047 0.042 1.597 

0.200 0.060 0.205 0.495 0.495 0.050 1.063 0.008 0.008 0.018 0.754 -0.025 -0.025 0.039 3.834 

0.200 0.103 0.040 0.506 0.512 0.043 26.609 -0.009 -0.008 0.018 7.137 -0.060 -0.059 0.029 5.871 
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0.200 0.103 0.081 0.560 0.560 0.029 2.442 -0.008 -0.007 0.017 13.730 -0.067 -0.066 0.038 4.492 

0.200 0.103 0.123 0.581 0.584 0.032 14.668 -0.001 -0.001 0.014 4.961 -0.057 -0.057 0.039 4.833 

0.200 0.103 0.164 0.564 0.568 0.042 8.280 0.007 0.007 0.015 6.821 -0.042 -0.042 0.038 2.148 

0.200 0.103 0.205 0.536 0.539 0.041 6.113 0.006 0.005 0.014 2.318 -0.029 -0.028 0.035 0.598 

0.200 0.145 0.040 0.485 0.491 0.054 14.455 -0.013 -0.010 0.029 6.767 -0.067 -0.065 0.033 12.139 

0.200 0.145 0.081 0.557 0.558 0.038 2.898 -0.013 -0.010 0.026 12.597 -0.070 -0.069 0.032 4.644 

0.200 0.145 0.123 0.591 0.592 0.033 0.786 -0.005 -0.002 0.021 14.929 -0.057 -0.056 0.030 2.228 

0.200 0.145 0.164 0.593 0.593 0.034 1.090 0.002 0.002 0.020 1.585 -0.042 -0.042 0.034 0.698 

0.200 0.145 0.205 0.579 0.581 0.037 6.029 0.002 0.003 0.020 5.100 -0.029 -0.029 0.029 1.961 

0.200 0.188 0.040 0.483 0.487 0.056 7.283 -0.014 -0.013 0.033 1.164 -0.069 -0.068 0.035 6.171 

0.200 0.188 0.081 0.564 0.564 0.039 1.114 -0.010 -0.009 0.029 2.139 -0.068 -0.067 0.031 3.652 

0.200 0.188 0.123 0.603 0.603 0.032 1.448 -0.003 -0.002 0.022 4.140 -0.056 -0.056 0.028 1.499 

0.200 0.188 0.164 0.609 0.609 0.031 0.960 0.001 0.002 0.020 2.101 -0.042 -0.041 0.028 1.920 

0.200 0.188 0.205 0.594 0.596 0.039 3.451 0.000 0.000 0.021 2.153 -0.028 -0.027 0.028 0.851 

0.200 0.230 0.040 0.500 0.503 0.051 4.809 -0.013 -0.016 0.029 12.562 -0.061 -0.061 0.032 2.777 

0.200 0.230 0.081 0.567 0.568 0.037 2.592 -0.010 -0.011 0.027 3.757 -0.065 -0.064 0.029 2.717 

0.200 0.230 0.123 0.598 0.599 0.033 1.182 -0.006 -0.006 0.022 0.559 -0.056 -0.055 0.028 1.360 

0.200 0.230 0.164 0.604 0.604 0.032 0.532 0.001 0.002 0.021 3.743 -0.046 -0.045 0.027 1.317 

0.200 0.230 0.205 0.599 0.600 0.037 1.792 0.003 0.003 0.021 1.019 -0.034 -0.034 0.027 2.374 
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Tabla 5. Resultado del análisis estadístico una vez aplicado la prueba de normalidad de Anderson Darling, para el E2, para línea de 
la tabla indica la posición de medición (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), y en las columnas el resultado para cada dirección de la velocidad media 𝑈𝑖, la 

mediana de la velocidad �̂�𝑖, desviación estándar 𝜎𝑖, y el coeficiente de Anderson Darling 𝑊𝑛
2
𝑖
. El indicador SD significa “sin dato”, ya 

que en este se ubica el obstáculo y no pudo medir las componentes de velocidad. 

 𝒙𝟏 𝒙𝟐   𝒙𝟑  𝑼𝟏  �̂�𝟏  𝝈𝟏  𝑾𝒏
𝟐
𝟏

  𝑼𝟐  �̂�𝟐  𝝈𝟐  𝑾𝒏
𝟐
𝟐

  𝑼𝟑  �̂�𝟑  𝝈𝟑  𝑾𝒏
𝟐
𝟑

 

0.000 0.060 0.040 0.037 0.030 0.044 38.524 0.000 0.000 0.008 191.415 -0.006 -0.002 0.021 166.888 

0.000 0.060 0.081 0.156 0.166 0.060 34.306 0.000 -0.001 0.014 6.281 -0.011 -0.010 0.023 7.730 

0.000 0.060 0.123 0.195 0.200 0.040 22.034 0.001 0.001 0.016 4.781 -0.017 -0.017 0.023 10.546 

0.000 0.060 0.164 0.220 0.225 0.035 32.374 0.004 0.003 0.013 4.204 -0.017 -0.018 0.019 10.315 

0.000 0.060 0.205 0.234 0.237 0.027 9.357 0.003 0.002 0.014 1.556 -0.019 -0.020 0.017 9.176 

0.000 0.103 0.040 0.051 0.046 0.053 12.042 0.002 0.002 0.016 28.563 -0.026 -0.023 0.035 13.909 

0.000 0.103 0.081 0.208 0.217 0.047 61.572 0.004 0.003 0.014 19.469 -0.021 -0.022 0.023 10.583 

0.000 0.103 0.123 0.205 0.221 0.060 99.931 0.004 0.003 0.010 9.290 -0.023 -0.023 0.016 7.104 

0.000 0.103 0.164 0.248 0.257 0.037 107.140 0.003 0.002 0.011 16.148 -0.027 -0.027 0.015 6.258 

0.000 0.103 0.205 0.277 0.279 0.017 12.922 0.003 0.002 0.009 3.556 -0.031 -0.031 0.013 9.526 

0.000 0.145 0.040 0.089 0.085 0.050 7.968 -0.001 0.000 0.019 2.150 -0.039 -0.039 0.043 11.328 

0.000 0.145 0.081 0.172 0.179 0.061 27.758 0.009 0.008 0.014 33.074 -0.015 -0.016 0.028 12.078 

0.000 0.145 0.123 0.239 0.251 0.049 95.813 0.012 0.010 0.012 27.693 -0.020 -0.020 0.018 9.119 

0.000 0.145 0.164 0.267 0.276 0.038 138.573 0.009 0.008 0.010 15.179 -0.023 -0.024 0.015 9.478 

0.000 0.145 0.205 0.288 0.289 0.018 5.696 0.004 0.004 0.009 3.788 -0.025 -0.026 0.014 4.832 

0.000 0.188 0.040 0.078 0.072 0.046 17.228 0.003 0.003 0.017 4.875 -0.029 -0.028 0.037 4.908 

0.000 0.188 0.081 0.168 0.176 0.061 22.951 0.017 0.016 0.016 16.570 -0.008 -0.008 0.032 3.072 

0.000 0.188 0.123 0.161 0.169 0.075 38.221 0.021 0.019 0.013 16.931 0.001 -0.001 0.029 9.929 

0.000 0.188 0.164 0.282 0.288 0.032 77.984 0.017 0.016 0.010 10.237 -0.014 -0.014 0.017 9.889 

0.000 0.188 0.205 0.293 0.294 0.021 10.897 0.012 0.012 0.009 0.580 -0.016 -0.016 0.015 4.532 

0.000 0.230 0.040 0.076 0.072 0.044 14.814 0.003 0.004 0.016 6.967 -0.012 -0.012 0.037 4.178 

0.000 0.230 0.081 0.154 0.159 0.055 10.033 0.018 0.016 0.016 25.192 -0.015 -0.014 0.031 8.577 

0.000 0.230 0.123 0.216 0.233 0.065 98.454 0.022 0.020 0.013 28.293 -0.005 -0.005 0.025 9.119 
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0.000 0.230 0.164 0.280 0.288 0.035 117.628 0.017 0.016 0.009 19.760 -0.025 -0.024 0.021 9.606 

0.000 0.230 0.205 0.288 0.291 0.027 32.400 0.016 0.016 0.010 0.693 -0.009 -0.010 0.016 11.565 

0.050 0.060 0.040 0.037 0.030 0.044 38.524 0.000 0.000 0.008 191.415 -0.006 -0.002 0.021 166.888 

0.050 0.060 0.081 0.113 0.113 0.058 14.400 0.001 0.001 0.008 96.048 -0.008 -0.005 0.019 69.904 

0.050 0.060 0.123 0.175 0.179 0.042 17.020 0.000 0.001 0.020 1.751 -0.044 -0.044 0.026 7.701 

0.050 0.060 0.164 0.184 0.186 0.042 7.460 0.003 0.003 0.017 0.756 -0.053 -0.053 0.023 6.649 

0.050 0.060 0.205 0.199 0.201 0.033 7.662 -0.001 -0.001 0.016 1.100 -0.055 -0.056 0.023 21.477 

0.050 0.103 0.040 0.039 0.036 0.052 4.925 0.000 0.001 0.021 5.950 -0.065 -0.065 0.040 5.110 

0.050 0.103 0.081 0.134 0.137 0.071 24.304 0.011 0.008 0.014 52.121 -0.017 -0.018 0.034 12.340 

0.050 0.103 0.123 0.250 0.260 0.044 89.751 0.009 0.008 0.012 20.358 -0.051 -0.053 0.023 18.939 

0.050 0.103 0.164 0.266 0.273 0.035 77.263 0.008 0.008 0.011 2.929 -0.067 -0.067 0.017 10.507 

0.050 0.103 0.205 0.285 0.286 0.020 5.673 0.001 0.000 0.011 3.877 -0.070 -0.071 0.015 5.193 

0.050 0.145 0.040 0.057 0.053 0.051 7.674 0.006 0.007 0.022 4.680 -0.074 -0.073 0.043 3.580 

0.050 0.145 0.081 0.177 0.188 0.068 43.834 0.028 0.027 0.016 17.179 -0.044 -0.044 0.034 8.831 

0.050 0.145 0.123 0.262 0.275 0.053 103.334 0.022 0.020 0.012 26.402 -0.027 -0.031 0.026 39.529 

0.050 0.145 0.164 0.298 0.307 0.037 152.879 0.014 0.013 0.009 12.381 -0.043 -0.044 0.016 11.428 

0.050 0.145 0.205 0.316 0.317 0.020 6.952 0.004 0.004 0.008 0.769 -0.049 -0.050 0.015 5.259 

0.050 0.188 0.040 0.044 0.041 0.045 11.622 0.008 0.008 0.016 7.663 -0.039 -0.040 0.038 3.510 

0.050 0.188 0.081 0.100 0.095 0.078 71.624 0.024 0.021 0.017 47.376 0.026 0.023 0.045 9.130 

0.050 0.188 0.123 0.233 0.254 0.072 129.706 0.046 0.043 0.018 20.512 -0.022 -0.024 0.028 12.396 

0.050 0.188 0.164 0.306 0.315 0.040 114.534 0.027 0.026 0.011 3.426 -0.027 -0.026 0.017 3.118 

0.050 0.188 0.205 0.329 0.330 0.020 8.707 0.014 0.014 0.010 0.222 -0.029 -0.029 0.017 8.027 

0.050 0.230 0.040 0.044 0.040 0.036 20.079 0.007 0.008 0.013 10.683 -0.018 -0.018 0.031 6.126 

0.050 0.230 0.081 0.123 0.134 0.080 41.508 0.040 0.038 0.022 11.853 0.004 0.002 0.046 9.594 

0.050 0.230 0.123 0.249 0.265 0.064 120.782 0.043 0.042 0.017 10.418 0.003 -0.001 0.036 25.841 

0.050 0.230 0.164 0.314 0.319 0.031 44.800 0.029 0.028 0.011 4.835 -0.020 -0.020 0.019 5.092 

0.050 0.230 0.205 0.326 0.328 0.025 33.129 0.019 0.019 0.010 0.490 -0.015 -0.016 0.017 7.554 

0.100 0.060 0.040 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 
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0.100 0.060 0.081 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.060 0.123 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.060 0.164 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.060 0.205 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.103 0.040 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.103 0.081 0.290 0.319 0.116 118.339 0.109 0.111 0.038 3.230 -0.008 -0.025 0.101 32.433 

0.100 0.103 0.123 0.344 0.352 0.040 81.385 0.018 0.018 0.014 8.177 -0.093 -0.095 0.027 9.813 

0.100 0.103 0.164 0.333 0.343 0.045 77.409 0.011 0.011 0.017 7.322 -0.120 -0.119 0.023 8.304 

0.100 0.103 0.205 0.361 0.363 0.025 14.483 -0.001 -0.001 0.014 2.251 -0.124 -0.124 0.020 9.077 

0.100 0.145 0.040 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.145 0.081 0.302 0.318 0.110 74.262 0.126 0.129 0.048 7.817 -0.134 -0.123 0.107 15.318 

0.100 0.145 0.123 0.344 0.358 0.052 166.696 0.033 0.032 0.015 7.266 -0.045 -0.049 0.029 34.767 

0.100 0.145 0.164 0.357 0.367 0.040 179.891 0.016 0.015 0.009 8.000 -0.066 -0.067 0.016 8.658 

0.100 0.145 0.205 0.376 0.377 0.019 2.706 0.003 0.003 0.010 0.738 -0.070 -0.071 0.015 8.917 

0.100 0.188 0.040 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.188 0.081 0.309 0.309 0.086 11.030 0.170 0.169 0.049 8.549 -0.058 -0.066 0.096 35.186 

0.100 0.188 0.123 0.313 0.332 0.072 163.130 0.053 0.052 0.022 7.172 -0.004 -0.007 0.048 16.723 

0.100 0.188 0.164 0.345 0.360 0.052 188.438 0.031 0.029 0.013 25.954 -0.027 -0.029 0.020 10.448 

0.100 0.188 0.205 0.372 0.373 0.022 9.505 0.011 0.011 0.010 0.578 -0.032 -0.033 0.018 5.825 

0.100 0.230 0.040 SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD SD 

0.100 0.230 0.081 0.279 0.292 0.164 17.554 0.190 0.197 0.060 23.616 -0.048 -0.055 0.132 16.515 

0.100 0.230 0.123 0.231 0.269 0.117 124.261 0.067 0.065 0.023 7.049 -0.005 -0.008 0.044 22.612 

0.100 0.230 0.164 0.360 0.368 0.039 89.276 0.034 0.033 0.012 9.226 -0.020 -0.021 0.020 12.971 

0.100 0.230 0.205 0.369 0.372 0.025 29.917 0.018 0.018 0.011 1.107 -0.019 -0.020 0.018 7.676 

0.150 0.060 0.040 -0.005 -0.001 0.034 20.813 0.003 0.005 0.015 55.692 0.007 0.005 0.025 20.966 

0.150 0.060 0.081 -0.020 -0.013 0.051 33.682 -0.028 -0.025 0.027 16.741 -0.023 -0.023 0.047 5.654 

0.150 0.060 0.123 -0.069 -0.071 0.044 1.281 -0.014 -0.011 0.023 13.217 -0.028 -0.025 0.037 11.652 

0.150 0.060 0.164 -0.065 -0.066 0.050 2.063 -0.006 -0.004 0.032 3.482 -0.020 -0.019 0.041 6.275 
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0.150 0.060 0.205 -0.049 -0.047 0.050 4.511 0.020 0.019 0.032 0.614 -0.013 -0.012 0.043 10.095 

0.150 0.103 0.040 -0.019 -0.017 0.028 15.618 0.007 0.006 0.010 33.204 -0.032 -0.030 0.027 13.476 

0.150 0.103 0.081 0.320 0.344 0.136 34.352 -0.026 -0.024 0.043 17.370 -0.071 -0.071 0.084 8.727 

0.150 0.103 0.123 0.408 0.423 0.077 79.577 0.014 0.014 0.031 4.480 -0.073 -0.068 0.053 46.346 

0.150 0.103 0.164 0.402 0.416 0.080 73.303 0.010 0.008 0.034 10.788 -0.079 -0.075 0.056 50.365 

0.150 0.103 0.205 0.446 0.451 0.053 48.542 0.012 0.012 0.027 5.791 -0.074 -0.071 0.048 48.107 

0.150 0.145 0.040 0.004 0.002 0.019 134.210 0.004 0.002 0.008 159.283 -0.013 -0.007 0.022 151.331 

0.150 0.145 0.081 0.130 0.119 0.115 15.871 0.017 0.017 0.058 8.658 -0.019 -0.016 0.101 12.844 

0.150 0.145 0.123 0.428 0.439 0.046 157.114 0.009 0.008 0.016 10.904 -0.052 -0.053 0.024 10.732 

0.150 0.145 0.164 0.395 0.415 0.059 156.664 0.007 0.006 0.011 7.415 -0.049 -0.050 0.019 13.393 

0.150 0.145 0.205 0.436 0.437 0.020 10.408 0.000 0.000 0.011 1.036 -0.052 -0.053 0.017 6.111 

0.150 0.188 0.040 -0.013 -0.012 0.027 2.098 0.003 0.003 0.010 5.269 0.012 0.011 0.023 14.464 

0.150 0.188 0.081 0.060 0.043 0.085 65.647 0.005 0.004 0.038 76.485 -0.015 -0.007 0.079 66.857 

0.150 0.188 0.123 0.339 0.372 0.102 127.772 0.025 0.023 0.020 14.044 -0.032 -0.032 0.035 8.219 

0.150 0.188 0.164 0.409 0.417 0.039 107.371 0.018 0.017 0.013 16.536 -0.028 -0.029 0.020 7.658 

0.150 0.188 0.205 0.409 0.413 0.028 60.545 0.006 0.006 0.010 0.161 -0.031 -0.032 0.017 2.949 

0.150 0.230 0.040 -0.027 -0.025 0.025 6.559 0.006 0.006 0.010 21.352 0.020 0.018 0.026 12.359 

0.150 0.230 0.081 0.015 0.005 0.065 60.056 0.005 0.004 0.031 111.847 -0.001 -0.001 0.060 75.145 

0.150 0.230 0.123 0.348 0.377 0.099 143.765 0.038 0.035 0.023 15.882 -0.011 -0.012 0.037 10.747 

0.150 0.230 0.164 0.404 0.410 0.036 73.111 0.021 0.019 0.013 16.180 -0.011 -0.012 0.023 13.704 

0.150 0.230 0.205 0.411 0.414 0.024 30.518 0.011 0.012 0.011 2.247 -0.016 -0.016 0.018 8.242 

0.200 0.060 0.040 0.009 0.007 0.049 12.603 -0.015 -0.013 0.025 3.878 -0.049 -0.046 0.047 18.668 

0.200 0.060 0.081 -0.040 -0.036 0.046 15.801 -0.007 -0.004 0.020 61.900 -0.026 -0.020 0.037 35.520 

0.200 0.060 0.123 -0.066 -0.066 0.048 1.519 -0.003 -0.002 0.020 44.581 -0.019 -0.014 0.039 24.382 

0.200 0.060 0.164 -0.059 -0.058 0.057 1.759 -0.006 -0.008 0.033 14.400 -0.024 -0.025 0.043 2.363 

0.200 0.060 0.205 -0.036 -0.037 0.053 1.321 0.007 0.006 0.030 2.938 -0.012 -0.015 0.051 13.138 

0.200 0.103 0.040 -0.006 -0.003 0.017 202.681 0.001 0.000 0.005 257.094 -0.007 -0.003 0.015 240.805 

0.200 0.103 0.081 0.118 0.091 0.147 43.744 -0.025 -0.018 0.072 13.694 -0.046 -0.045 0.110 16.192 
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0.200 0.103 0.123 0.296 0.310 0.147 13.221 0.017 0.016 0.065 7.992 -0.036 -0.030 0.103 16.542 

0.200 0.103 0.164 0.319 0.332 0.133 11.676 0.016 0.017 0.069 4.452 -0.021 -0.016 0.105 11.579 

0.200 0.103 0.205 0.346 0.366 0.127 33.711 0.015 0.014 0.059 8.682 -0.013 -0.006 0.090 20.609 

0.200 0.145 0.040 0.019 0.015 0.074 56.118 0.000 0.007 0.041 92.548 -0.055 -0.052 0.068 4.981 

0.200 0.145 0.081 0.141 0.114 0.126 76.327 -0.033 -0.030 0.056 3.528 -0.041 -0.038 0.099 4.470 

0.200 0.145 0.123 0.415 0.438 0.072 165.760 -0.010 -0.010 0.014 1.598 -0.038 -0.039 0.027 5.230 

0.200 0.145 0.164 0.425 0.443 0.058 168.748 0.001 0.000 0.012 11.999 -0.035 -0.034 0.022 11.896 

0.200 0.145 0.205 0.456 0.462 0.032 143.534 -0.001 -0.001 0.010 3.350 -0.027 -0.027 0.017 5.080 

0.200 0.188 0.040 -0.003 -0.001 0.025 229.726 0.000 0.000 0.009 257.094 -0.002 0.001 0.030 266.972 

0.200 0.188 0.081 0.109 0.095 0.110 32.750 -0.002 0.001 0.047 50.286 -0.031 -0.019 0.087 38.714 

0.200 0.188 0.123 0.367 0.399 0.100 154.829 -0.004 -0.005 0.022 14.786 -0.025 -0.028 0.033 14.269 

0.200 0.188 0.164 0.424 0.439 0.052 186.421 0.002 0.001 0.013 10.175 -0.019 -0.020 0.019 6.597 

0.200 0.188 0.205 0.420 0.440 0.067 379.159 0.002 0.002 0.010 1.237 -0.019 -0.020 0.018 4.560 

0.200 0.230 0.040 -0.039 -0.036 0.032 25.732 0.001 0.002 0.013 36.516 0.004 0.006 0.032 60.708 

0.200 0.230 0.081 0.096 0.085 0.097 32.989 -0.010 -0.002 0.039 95.058 -0.023 -0.013 0.073 57.067 

0.200 0.230 0.123 0.346 0.378 0.106 130.105 0.005 0.003 0.024 22.261 -0.017 -0.018 0.038 9.699 

0.200 0.230 0.164 0.418 0.434 0.057 197.103 0.009 0.008 0.014 15.711 -0.013 -0.012 0.022 9.605 

0.200 0.230 0.205 0.430 0.441 0.047 296.498 0.005 0.005 0.011 1.361 -0.010 -0.010 0.018 5.913 

0.250 0.060 0.040 -0.002 -0.003 0.046 8.913 0.004 0.003 0.014 39.706 -0.024 -0.021 0.032 27.794 

0.250 0.060 0.081 -0.030 -0.025 0.047 26.314 -0.001 0.002 0.026 47.681 -0.011 -0.008 0.039 23.993 

0.250 0.060 0.123 -0.067 -0.065 0.066 3.954 -0.007 -0.007 0.036 10.605 -0.028 -0.029 0.056 10.556 

0.250 0.060 0.164 -0.072 -0.073 0.063 1.896 -0.019 -0.017 0.036 3.864 -0.037 -0.036 0.053 5.090 

0.250 0.060 0.205 -0.057 -0.056 0.067 1.420 -0.005 -0.006 0.042 8.335 -0.025 -0.027 0.058 15.979 

0.250 0.103 0.040 -0.017 -0.011 0.045 26.504 -0.001 0.000 0.016 118.611 -0.004 -0.003 0.031 18.162 

0.250 0.103 0.081 0.062 0.044 0.134 25.418 -0.012 -0.005 0.062 47.256 -0.027 -0.025 0.089 17.740 

0.250 0.103 0.123 0.200 0.203 0.145 2.277 0.012 0.011 0.068 5.853 -0.029 -0.026 0.108 5.157 

0.250 0.103 0.164 0.285 0.299 0.139 16.167 0.011 0.010 0.076 2.666 -0.004 0.004 0.106 12.963 

0.250 0.103 0.205 0.340 0.356 0.117 26.637 0.012 0.013 0.063 3.529 -0.002 0.008 0.095 18.162 
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0.250 0.145 0.040 0.053 0.047 0.090 43.213 -0.008 0.000 0.047 79.824 -0.019 -0.017 0.084 33.449 

0.250 0.145 0.081 0.300 0.327 0.131 52.176 -0.045 -0.042 0.045 4.475 -0.046 -0.045 0.082 4.981 

0.250 0.145 0.123 0.435 0.450 0.062 116.894 -0.015 -0.015 0.018 18.541 -0.043 -0.040 0.033 19.614 

0.250 0.145 0.164 0.447 0.459 0.050 143.126 -0.002 -0.002 0.014 2.659 -0.021 -0.019 0.024 9.365 

0.250 0.145 0.205 0.474 0.475 0.023 10.971 0.000 0.000 0.011 1.249 -0.010 -0.010 0.020 4.579 

0.250 0.188 0.040 -0.006 -0.010 0.058 15.991 -0.001 0.001 0.029 20.855 -0.025 -0.016 0.064 40.371 

0.250 0.188 0.081 0.166 0.160 0.124 12.717 -0.015 -0.010 0.056 7.748 -0.036 -0.035 0.096 6.313 

0.250 0.188 0.123 0.378 0.408 0.096 133.416 -0.019 -0.020 0.020 7.858 -0.021 -0.023 0.031 15.016 

0.250 0.188 0.164 0.426 0.446 0.063 208.087 -0.007 -0.008 0.012 8.290 -0.011 -0.012 0.020 9.605 

0.250 0.188 0.205 0.464 0.465 0.020 9.078 -0.002 -0.002 0.010 1.171 -0.009 -0.009 0.018 4.816 

0.250 0.230 0.040 -0.024 -0.024 0.048 12.960 -0.003 0.000 0.025 25.426 -0.006 -0.003 0.060 8.602 

0.250 0.230 0.081 0.145 0.134 0.110 22.197 -0.022 -0.018 0.046 12.594 -0.049 -0.044 0.088 6.464 

0.250 0.230 0.123 0.382 0.408 0.088 152.896 -0.012 -0.013 0.022 6.057 -0.010 -0.011 0.035 5.785 

0.250 0.230 0.164 0.430 0.446 0.058 189.864 -0.003 -0.004 0.013 20.747 -0.005 -0.005 0.020 3.191 

0.250 0.230 0.205 0.453 0.458 0.030 68.699 0.000 0.001 0.011 1.036 -0.001 -0.002 0.018 6.899 

0.300 0.060 0.040 -0.028 -0.024 0.035 18.278 0.001 0.001 0.011 38.980 0.000 0.002 0.027 19.985 

0.300 0.060 0.081 -0.029 -0.026 0.060 7.317 -0.002 -0.001 0.029 39.476 -0.002 -0.001 0.046 32.256 

0.300 0.060 0.123 -0.060 -0.063 0.080 3.846 -0.015 -0.010 0.039 30.015 -0.029 -0.026 0.070 18.018 

0.300 0.060 0.164 -0.059 -0.059 0.088 5.039 -0.013 -0.013 0.046 7.174 -0.029 -0.031 0.073 4.041 

0.300 0.060 0.205 -0.059 -0.061 0.079 3.335 -0.004 -0.006 0.047 12.728 -0.022 -0.029 0.071 31.915 

0.300 0.103 0.040 -0.021 -0.007 0.049 166.190 -0.001 0.000 0.009 407.067 0.001 0.000 0.020 6.051 

0.300 0.103 0.081 0.007 -0.002 0.098 20.336 -0.006 -0.002 0.052 19.314 -0.016 -0.018 0.086 16.553 

0.300 0.103 0.123 0.130 0.120 0.134 6.354 -0.003 0.001 0.078 4.358 -0.025 -0.029 0.109 4.154 

0.300 0.103 0.164 0.175 0.174 0.146 0.777 -0.001 0.003 0.086 5.961 -0.005 -0.004 0.116 2.672 

0.300 0.103 0.205 0.276 0.286 0.135 7.083 0.000 -0.001 0.081 2.108 0.015 0.022 0.109 10.285 

0.300 0.145 0.040 0.098 0.089 0.099 11.532 -0.011 -0.002 0.052 46.541 0.023 0.025 0.088 15.253 

0.300 0.145 0.081 0.325 0.345 0.121 30.339 -0.038 -0.043 0.061 15.447 -0.048 -0.046 0.087 8.870 

0.300 0.145 0.123 0.418 0.433 0.077 63.953 -0.016 -0.019 0.032 41.131 -0.028 -0.022 0.051 52.132 
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0.300 0.145 0.164 0.438 0.453 0.066 117.068 -0.002 -0.004 0.022 41.046 -0.010 -0.008 0.035 21.891 

0.300 0.145 0.205 0.477 0.478 0.028 11.310 0.000 0.000 0.015 3.749 0.002 0.003 0.024 9.314 

0.300 0.188 0.040 0.035 0.017 0.085 60.056 -0.005 -0.001 0.025 124.464 -0.016 -0.006 0.062 86.420 

0.300 0.188 0.081 0.208 0.212 0.126 5.750 -0.022 -0.020 0.057 1.325 -0.026 -0.026 0.091 4.041 

0.300 0.188 0.123 0.408 0.429 0.074 138.872 -0.020 -0.021 0.018 1.082 -0.012 -0.014 0.030 5.361 

0.300 0.188 0.164 0.433 0.452 0.061 202.941 -0.009 -0.009 0.012 6.982 -0.001 -0.002 0.021 4.453 

0.300 0.188 0.205 0.461 0.466 0.029 83.222 -0.001 -0.001 0.011 3.158 -0.002 -0.002 0.018 2.859 

0.300 0.230 0.040 -0.007 -0.013 0.059 35.250 0.004 0.005 0.026 33.443 0.010 0.012 0.064 20.279 

0.300 0.230 0.081 0.148 0.131 0.120 42.642 -0.016 -0.011 0.047 31.808 -0.022 -0.017 0.078 19.560 

0.300 0.230 0.123 0.343 0.370 0.100 94.574 -0.011 -0.010 0.019 5.382 -0.009 -0.008 0.033 5.909 

0.300 0.230 0.164 0.430 0.446 0.057 193.453 -0.006 -0.006 0.012 8.519 -0.001 -0.001 0.020 2.953 

0.300 0.230 0.205 0.449 0.458 0.041 181.270 0.000 0.000 0.012 0.888 0.001 0.000 0.018 6.051 

0.350 0.060 0.040 -0.033 -0.029 0.045 25.120 0.003 0.004 0.017 20.470 0.018 0.017 0.043 22.855 

0.350 0.060 0.081 -0.038 -0.027 0.061 55.284 0.006 0.003 0.029 114.463 0.001 0.000 0.048 96.119 

0.350 0.060 0.123 -0.051 -0.049 0.081 7.015 0.002 0.002 0.051 1.594 -0.013 -0.018 0.069 16.616 

0.350 0.060 0.164 -0.049 -0.056 0.094 20.621 -0.023 -0.019 0.054 13.188 -0.027 -0.030 0.085 5.488 

0.350 0.060 0.205 -0.053 -0.063 0.093 19.133 -0.006 -0.008 0.057 4.229 -0.011 -0.021 0.085 34.815 

0.350 0.103 0.040 -0.014 -0.017 0.071 23.367 -0.004 -0.001 0.025 67.536 0.010 0.008 0.062 32.507 

0.350 0.103 0.081 0.006 -0.001 0.099 17.398 -0.005 -0.001 0.059 18.961 0.000 -0.004 0.082 10.028 

0.350 0.103 0.123 0.103 0.097 0.140 1.987 0.000 0.002 0.066 6.621 -0.003 -0.009 0.100 13.358 

0.350 0.103 0.164 0.212 0.220 0.136 3.263 -0.002 0.000 0.084 1.673 0.007 0.011 0.109 2.915 

0.350 0.103 0.205 0.259 0.276 0.136 15.496 -0.012 -0.010 0.082 2.055 0.013 0.021 0.112 9.029 

0.350 0.145 0.040 0.076 0.063 0.116 15.345 0.000 0.003 0.042 38.353 0.040 0.035 0.088 21.262 

0.350 0.145 0.081 0.286 0.294 0.131 6.240 -0.018 -0.016 0.063 8.041 -0.005 -0.005 0.094 13.127 

0.350 0.145 0.123 0.387 0.408 0.103 68.024 -0.013 -0.016 0.049 36.305 -0.015 -0.005 0.075 60.074 

0.350 0.145 0.164 0.428 0.443 0.077 106.227 0.000 -0.004 0.035 8.724 0.003 0.008 0.053 70.720 

0.350 0.145 0.205 0.472 0.473 0.040 36.083 0.002 -0.001 0.026 51.756 0.008 0.011 0.036 46.961 

0.350 0.188 0.040 0.071 0.055 0.090 48.628 -0.005 -0.001 0.029 64.710 -0.001 0.002 0.060 44.385 
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0.350 0.188 0.081 0.238 0.249 0.126 19.989 -0.019 -0.017 0.046 11.838 -0.005 -0.004 0.078 17.124 

0.350 0.188 0.123 0.422 0.437 0.061 126.472 -0.014 -0.015 0.018 8.823 0.009 0.009 0.037 5.434 

0.350 0.188 0.164 0.460 0.466 0.036 105.966 -0.010 -0.010 0.012 8.724 0.001 0.001 0.022 4.023 

0.350 0.188 0.205 0.468 0.469 0.022 8.158 -0.003 -0.003 0.010 3.701 0.005 0.005 0.019 5.330 

0.350 0.230 0.040 0.028 0.023 0.058 26.517 0.007 0.008 0.026 22.345 0.027 0.028 0.062 11.446 

0.350 0.230 0.081 0.178 0.173 0.123 21.810 -0.012 -0.010 0.041 9.256 -0.005 -0.002 0.086 3.447 

0.350 0.230 0.123 0.323 0.356 0.115 102.437 -0.012 -0.012 0.020 8.724 0.004 0.005 0.032 4.887 

0.350 0.230 0.164 0.428 0.447 0.060 213.367 -0.008 -0.009 0.012 9.354 0.006 0.005 0.020 4.983 

0.350 0.230 0.205 0.456 0.463 0.034 126.464 0.002 0.002 0.011 0.552 0.007 0.006 0.021 18.604 
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A3. Campos de vorticidad 𝝎𝟏 

Los campos de vorticidad para el eje 𝑥1 se realizaron mediante la ecuación, 
𝜔1 = (𝜕2𝑢3 − 𝜕3𝑢2) 

Los resultados son: 

 
Figura 70. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 71. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.05, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 72. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.10, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 73. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.15, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 74. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.20, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 75. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.25, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 76. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.30, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 77. Campo de vorticidad 𝜔1 en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.35, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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A4. Campos de vorticidad 𝝎𝟐 

Los campos de vorticidad para el eje 𝑥2 se realizaron mediante la ecuación, 
𝜔2 = (𝜕3𝑢1 − 𝜕1𝑢3) 

 
Figura 78. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.04, 𝑥3, 0) 
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Figura 79. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3, 0) 
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Figura 80. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.13, 𝑥3, 0) 
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Figura 81. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.17, 𝑥3, 0) 
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Figura 82. Campo de vorticidad 𝜔2 en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.25, 𝑥3, 0) 
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A5. Esfuerzos de Reynolds 𝒖′𝟐𝒖′𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 
Figura 83. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0, 𝑥2, 𝑥3, 0). 
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Figura 84. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.05, 𝑥2, 𝑥3, 0). 
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Figura 85. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.10, 𝑥2, 𝑥3, 0). 
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Figura 86. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.15, 𝑥2, 𝑥3, 0). 
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Figura 87. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.20, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 88. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.25, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 89. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.30, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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Figura 90. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′2𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1 = 0.35, 𝑥2, 𝑥3, 0) 
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A6. Esfuerzos de Reynolds 𝒖′𝟏𝒖′𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 
Figura 91. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.04, 𝑥3, 0) 
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Figura 92. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.08, 𝑥3, 0) 
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Figura 93. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.12, 𝑥3, 0) 
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Figura 94. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.16, 𝑥3, 0) 
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Figura 95. Esfuerzos de Reynolds (𝑢′1𝑢′3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ en el plano 𝛺(𝑥1, 𝑥2 = 0.20, 𝑥3, 0) 
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