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Introduccion

Los mercados de derivados han tenido una gran relevancia en las ultimas décadas. Esto como
consecuencia de los diferentes riesgos que pueden adquirir los inversionistas en los distintos
mercados financieros, ya sea el incumplimiento de obligaciones o la volatilidad propia que

tienen los activos financieros.

La naturaleza de los riesgos que asumen los participantes en las compraventas a plazo es de
dos tipos. El primero de ellos, llamado riesgo de mercado, es el derivado de que el precio
al contado del activo subyacente varie, hasta el dia de la liquidacién, en contra de sus ex-
pectativas, generando pérdidas. El segundo es un riesgo de contrapartida o incumplimiento,
es decir, derivado de que, si una de las partes obtiene beneficios, la otra no cumpla sus

compromisos en la fecha de liquidacion.

De esta manera, empresas e inversionistas han incrementado en los dltimos anos el uso de
derivados (Forwards, Futuros, Opciones, Swaps de diversos activos, etc.), para administrar
sus riesgos, asegurar que se minimicen la exposicién a éstos y de ser posible, obtener una

ganancia.

El objeto de una operacién a plazo puede ser tanto un instrumento financiero como un
activo real. Se denomina activo subyacente a las operaciones a plazo que se negocian en un
mercado secundario, el instrumento (o activo) negociable son dichas operaciones. Hablar
del precio de la operacién implica el supuesto de que la operacién se refiere a una unidad

de activo subyacente.

Dentro de los activos subyacentes més populares encontramos a las acciones de las bolsas
de valores, a las divisas, a los indices bursatiles, a los valores de renta fija, a las materias

primas, y a los tipos de interés.

Uno de los principales objetivos, tanto en el mundo bursétil como en el mundo académico,
es determinar el precio justo de un producto financiero derivado, ya que el precio de un
producto derivado depende del precio de otro activo, que por su naturaleza es cambiante.

Esto es particularmente complejo para el caso de las Opciones Financieras.



En la actualidad, debido a la facilidad que nos brinda la tecnologia, hacer simulaciones
en computadora se ha convertido en una forma préctica y precisa para obtener aproxima-
ciones a soluciones de varios problemas matematicos. En particular, el cdlculo de algunos

instrumentos derivados, como son el precio de las Opciones Financieras.

Dada la naturaleza estocéstica en el cdlculo del precio de Opciones Financieras, una ma-
nera de aproximar dichos precios, es a través de simular por medio del cémputo, niimeros
aleatorios que tengan una distribucién aproximada al precio que deseamos obtener. Asi,
después de varias simulaciones y utilizando la ley de los grandes niimeros, podemos obtener

un estimador adecuado a dichos precios.

Una vez definidos con exactitud los resultados que se desean obtener, se define y se construye
un modelo con el cual se obtendran los resultados deseados para el calculo del precio de una
Opcién. En la formulacién es necesario definir un método analitico y una métodologia (por

ejemplo un algoritmo) que describan en forma completa el modelo.

Es importante que se defina con claridad los datos que el modelo va a requerir para producir
los resultados deseados. Con el modelo definido, el siguiente paso es decidir que lenguaje o

paquete de computo que sera utilizado para procesarlo en la computadora.

Con los resultados obtenidos por medio de la simulacién, hay que pasar a la etapa de la
validacion del sistema. Cuando no se cuenta con punto de comparacién, las formas més
comunes de validar un sistema son a través de la opinién de expertos, comparando la
exactitud que el sistema predice datos histéricos u observando que tan preciso es el sistema

para predecir datos en el futuro.

En el caso del calculo del precio de una Opcién Europea, el punto de comparacién sera la
férmula de Black-Scholes.

Los principales objetivos de este trabajo de Tesis son:

= Realizar un andlisis comparativo sobre el calculo del precio de Opciones
Financieras Europeas mediante simulacion Monte Carlo, contra los resul-
tados obtenidos de los precios analiticos dados por la férmula de Black-
Scholes.

= Mostrar el marco tedérico para entender el funcionamiento del Sistema

Financiero Mexicano y las Opciones Financieras Europeas.

= Presentar de la forma mas sencilla posible los conceptos matematicos que
involucran el funcionamiento de las Opciones Financieras y el cdlculo de

sus precios.

II



= Introducir los conceptos de la simulacion Monte Carlo con algunas de sus

aplicaciones.

Para conseguir lo anterior, este trabajo de Tesis esta dividido en cuatro capitulos. En el
primer capitulo se introducen los conceptos bésicos del Sistema Financiero Mexicano y como
se encuentra conformado, posteriormente se presentan algunos antecedentes histéricos del
Mercado de Derivados en el mundo y como funciona el Mercado de Derivados en México a
través del Mexder. En la tltima parte de este capitulo, se exponen algunos ejemplos de los
productos financieros derivados méas utilizados en los mercados financieros, como lo son los

Forwards, Futuros y Swaps.

En el segundo capitulo se exponen el funcionamiento de las Opciones Financieras, asi como
varias de sus cardcteristicas como los son las posiciones o los factores que determinan su
precio. En este capitulo se presenta una seccién con las principales estrategias utilizadas por
los inversionistas para negociar con Opciones Financieras. Al final del capitulo se introducen
los conceptos matematicos del cdlculo estocastico para poder entender la férmula de Black-

Scholes, la cual serd utilizada en capitulos posteriores.

El tercer Capitulo esta dedicado a introducir el método Monte Carlo para simular escena-
rios de interés, mostrando sus origenes y algunas técnicas para generar valores aleatorios.
También se muestra el marco tedrico y la metodologia para poder calcular el precio de una

Opcién Europea a través de simulacion Monte Carlo.

En el ultimo Capitulo, se realiza la comparacién de los resultados obtenidos en el cédlculo
del precio de Opciones Financieras Euroeas, por medio de simulacién y por medio de la
férmula de Black-Scholes, en el caso de volatilidad constante y volatilidad no constante. Se

colocan dos algoritmos para poder conseguir ésto. Finalmente, se concluye.

En el apartado de Anexos se muestran los cédigos de programacién correspondientes que
se utilizaron para realizar los calculos necesarios, los cuales se hicieron en los mdédulos de

Visual Basic que contienen Excel y Access.
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Capitulo 1

Sistema Financiero Mexicano y el

Mercado de Derivados

Los sistemas financieros desempenian un papel central en el funcionamiento y desarrollo
de la economia. Estan integrados principalmente por diferentes intermediarios y mercados
financieros, a través de los cuales una variedad de instrumentos movilizan el ahorro hacia

sus usos mas productivos.

Los bancos son quiza los intermediarios financieros méas conocidos, puesto que ofrecen direc-
tamente sus servicios al publico y forman parte medular del sistema de pagos. Sin embargo,
en el sistema financiero participan muchos otros intermediarios y organizaciones que ofrecen

servicios de gran utilidad para la sociedad.

1.1. Sistema Financiero Mexicano

! se remonta a finales del siglo XVIII, cuando la

El origen de nuestro sistema financiero
Nueva Espana fortalecid sus controles politicos y financieros, estableciendo las primeras
instituciones de crédito, la Casa de Moneda y el Nacional Monte de Piedad. Ya en el siglo
XIX surgen: el Banco de Avio, primera institucién de promocién industrial (1830); la caja
de ahorros del Nacional Monte de Piedad (1849); el Cédigo de Comercio (1854), y en 1864,
la primera institucién de banca comercial, el Banco de Londres, México y Sudamérica, S.A.
Mas tarde se elaboré el Cédigo de Comercio de 1884, el cual confiere al Banco Nacional

Mexicano las atribuciones de Banco Central.

!Toda la informacién se encuentra en http://www.baxico.org/sistemafinanciero/index.html


http://www.baxico.org/sistemafinanciero/index.html

1.1 Sistema Financiero Mexicano

Posteriormente a la promulgacion de la Constitucién Politica de 1917, el Sistema Financiero
Mexicano sufre algunas modificaciones; pero no es hasta 1924 cuando la primera Convencién
Bancaria replantea la estructura que no se modifica hasta 1976, con la promulgacién de la

ley del mercado de valores.

En la actualidad, existen varios organismos reguladores y autoridades de supervision, vigi-
lancia y orientacién (ver figura 1.1). El objetivo de estas instituciones es propiciar el sano
desarrollo, asi como la proteccién de los usuarios de servicios financieros. Cada organismo

se ocupa de atender las funciones especificas que por la ley le son encomendadas:

Secretaria de Hacienda y Crédito Publico. Se encarga de planear y delinear el Sis-
tema Financiero Mexicano mediante el otorgamiento y revocacién de autorizaciones

para la constitucién de diversos intermediarios financieros.

Banco de México. Banco central del Estado Mexicano, constitucionalmente auténomo,
regula la emisién y circulacién de la moneda, fija el tipo de cambio, opera como banco
de reserva, presta el servicio de tesoreria al gobierno federal y asesora al gobierno en

materia econdmica.

Comisién Nacional Bancaria y de Valores. Supervisa y regula a las entidades finan-
cieras, con el fin de regular su estabilidad y correcto funcionamiento, en proteccion a

los intereses del publico.

Comisién Nacional de Seguros y Fianzas. Su funcion es supervisar de manera eficien-
te, que la operacion de los sectores asegurador y afianzador se apeguen al marco

normativo, para garantizar los intereses del publico usuario.

Comisién Nacional del Sistema de Ahorro para el Retiro. Tiene por objeto prote-
ger los ahorros para el retiro de los trabajadores. La CONSAR se rige bajo lo dispuesto

en la ley de los Sistemas de Ahorro para el Retiro.

Comisién Nacional para la Proteccién y Defensa de los Usuarios de los Servicios
Financieros. Su objetivo es promover, asesorar y defender los derechos e intereses de

las personas que utilizan o contratan un producto o servicio financiero.

Instituto para la Proteccion del Ahorro Bancario. Es un organismo descentralizado
de la Administracién Publica Federal con personalidad juridica y patrimonio propio.
Tiene como objetivo establecer un sistema de proteccién al ahorro bancario, concluir
los procesos de saneamiento de instituciones bancarias, asi como administrar y vender
bienes a cargo del IPAB.



inanciero Mexicano

1.1 Sistema F

1cano.

iero Mex

manc

www.shcp.gob.mx. Sistema F

Fuente:

Figura 1.1

waaan)
5340/EA

3p opsodap |2
eled onysy|

soungas
3p selsijeninw
s3pEp3nos
s04ngas sezUBlY
3P 53U0ENIIEY| ap S3UoPNIIsU|

sopEALRp
3p Jopas

|E SOI3IAJ3S
ap sesaudw3

52|13esing
SOLIBIPIWIIUL
3p sopIEs
ap sesaidwy

(4ys) |euoneu
5018p 3p 5B
ap eljopesado

oweisaud
Aossoye 3p
53pEpRIR0S

a[eiopey
ap sesaudwy

esjoq
3p sese)

esaudwl SEJ3DUBLY
SRJ0PRpURLLY
|
(53404315)
epezi|epadsa ajpaa
VL SERITT] 2p sauoln

3p sapepapog

l

|1BSing 10135

(s3404v)
[FIEINE

eied sopuay 3ap
SEJOPEISIUILPY

sapepinpe A
sauoREZIUEI0

BLITERE]
[2p souaueUly
SO1IRIPIWIZIUL
P
LT TTEE =T EY]
3p seuRO

eueg

opejwn
032lq0 =2p
SEJ3DUBULY
53pepapog

o]joesag
2p eueg

oypzia 3p
sauoENYIsUY|

[

so21gnd

S0SIWOpI
Asopuay

EERE
WU odueg

HYSNOD

NEND

|esapa4
onnaE3

ONVIIX3N OY3IDNYNIH YINTLSIS

435NANCD



www.shcp.gob.mx

1.2 Antecedentes histdricos del Mercado de Derivados

El mercado de deuda en México comienza a operar en 1978 cuando el Gobierno Federal
emite los primeros Certificados de la Tesoreria de la Federacién (cetes). La flexibilidad de
los Cetes para realizar operaciones de compra y venta y operaciones de reporto dentro y
fuera de la Bolsa Mexicana de Valores contribuyé a elevar el nimero de operaciones con

este instrumento iniciando de esta forma el desarrollo del mercado de deuda.

En los noventas, la liberalizacién de las tasas de interés y la decisién del Gobierno Federal de
financiar todo su déficit presupuestal con la emisién de deuda tuvo como consecuencia una
mayor participacién de los intermediarios en este mercado, a través de la Bolsa Mexicana

de Valores.

La Bolsa Mexicana de Valores (BMV) es la tnica bolsa de valores en el pais. A partir
de 1999 todas las negociaciones se hacen en forma electrénica a través de los sistemas
SENTRA-Capitales, SENTRA-Deuda y REMATE Lince. La compensacién y liquidacién
de las operaciones con valores tanto negociados en la BMV es realizada por medio del
depositario central de valores, S.D. INDEVAL, S.A. de C.V. (INDEVAL).

1.2. Antecedentes historicos del Mercado de Derivados

El inicio de las Opciones se dio en los paises Bajos. Un judio espanol Joseph de la Vega,
en su descripcién de la Bolsa de Amsterdam escrito en 1688 (ver [6] de la bibliografia),
describe las operaciones mas corrientes que se acostumbraban a hacer en los negocios, bolsa
y banca. Asi como, un firme mercado de Opciones en las acciones de la Compania de Indias

Holandesa.

Fue hasta fines del siglo pasado que se atacé desde el punto de vista matematico el problema
de fijar el precio de una Opcién. Hacia 1900 en Francia, el matematico Louis Bachelier

presenta la primera férmula para calcular el precio de la Opcién?.

En 1968 cuando ya se conocia el Chicago Board of Trade por sus contratos de Futuros,
comenzd un estudio sobre la posibilidad de introducir contratos de Futuros sobre acciones

de bolsa, pero dicho estudio terminé recomendando Opciones sobre acciones.

De esta manera surgié en 1972 el Chicago Board Options Exchange (CBOE) que comercia-
lizaba Opciones sobre acciones en bolsa teniendo un éxito espectacular. Cinco anos después

se comenzaron a negociar Opciones tipo Put en nuevas bolsa de valores como AMEX,

2Bachelier utiliza una ecuacién con la forma S; = So + oWs, donde Wy con 0 < ¢t < T denota un
movimiento Browniano estdndar (ver seccién 2.3.1), T es el vencimiento del contrato, o la volatilidad
o nerviosismo sobre el producto financiero y So el precio inicial del producto a negociar S;. (Bachelier, L.
Theorie de la Speculation Paris, 1900.)



1.2 Antecedentes histdricos del Mercado de Derivados

Philadelphia, Pacific y MidWest. La creacién de este mercado permitié que hubiera flexi-
bilidad en estrategias de especulacién y cobertura una de las caracteristicas principales de

las Opciones.

A pesar del gran desarrollo de las Opciones que existié en la década de los 70’s, los mercados
internacionales se enfrentaron al gran problema de las fluctuaciones en tipos de cambio y
tasas de interés. Asi, los mercados vieron la necesidad de introducir instrumentos para
especular y cubrirse de dichos movimientos. Esto dio origen al mercado de contratos a
Futuros y a medida del éxito que tuvieron las bolsas comenzaron a ver la posibilidad de

ofrecer Opciones sobre contratos de Futuros.

En octubre de 1982 el Chicago Board of Trade comenzd a negociar Opciones sobre contratos
de Futuros sobre los T-Bonds®. Tres afios después se introdujeron las Opciones sobre un

contrato a futuro cuyo subyacente era el eurodélar.

En Mexico, el 27 de junio de 1997 se efectud la primera Junta Preconstitutiva de Mexder, en
la cual se definié la estructura corporativa, cuyo érgano rector es la Asamblea de Accionis-
tas, representada por un Consejo de Administracion, integrado por seis comités: ejecutivo,
normativo de auditoria, de certificacién, técnico y de admisién, el disciplinario y arbitral y
el de Camara de Compensaciéon. El 22 de septiembre de 1997 se entregé a las Autoridades

Financieras la solicitud para constituir Mexder y ASIGNA.

A partir del 15 de diciembre de 1998, con base en diversos estudios de la BMV y el marco
regulatorio establecido por la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico (SHCP), el Banco de
México y la Comisiéon Nacional Bancaria y de Valores (CNBV), inicia operaciones el Mercado
Mexicano de Derivados (Mexder), luego de dos anos de negociaciones para su aplicacién,
con el propédsito de incorporar a los participantes nacionales en la creciente industria global

de derivados especialmente los vinculados con valores subyacentes mexicanos.

La inversion total para la puesta en marcha del mercado fue alrededor de los 14 millones
de ddlares. El contrato del délar fue el primero en cotizar con un tamano adecuado para
permitir que tesorerias de empresas medianas y pequenas, asi como personas fisicas, pu-
dieran beneficiarse de una mayor certidumbre sobre el tipo de cambio. Las operaciones se

realizaban a viva voz.

3Se refiere a las obligaciones de deuda del gobierno de los Estados Unidos, con una tasa fija y con un

vencimiento de més de 10 anos.



1.3 Mercado Mexicano de Derivados (Mexder)

1.3. Mercado Mexicano de Derivados (Mexder)

Mexder es la Bolsa de Derivados de México? , donde se comercializan contratos de futuro y
de opciones, siendo instrumentos que permiten fijar hoy el precio de compra o venta de un
activo financiero con el objeto de ser pagados o entregados en una fecha futura. Este tipo
de mercados se utilizan para el planeamiento a largo plazo, o bien cobertura ante riesgos

financieros. Asi mismo, otros lo usan como optimizador del rendimiento de los portafolios.

El Mexder inici6 en las operaciones el 15 de diciembre de 1998 al listar contratos de Futuros
sobre subyacentes financieros, autorizada por la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico

(SHCP).

Esta institucién opera también a través de su Cdmara de Compensacién (ASIGNA); ambas
autorreguladas que funcionan bajo la supervisién de las Autoridades Financieras (SHCP,

Banco de México y la Comisién Nacional Bancaria y de Valores).

En relacién con el Mercado de Derivados, ASIGNA Compensacién y Liquidacién (ASIGNA)
opera como camara de compensacién y liquidaciéon y contraparte central de todos los con-
tratos de derivados que se negocian en el Mexder. ASIGNA comparte los riesgos crediticios

correspondientes con 4 fideicomisos que actian como socios liquidadores de la camara.

Instituciones Participantes:

= Mexder, Mercado Mexicano de Derivados, S.A de C.V.

ASIGNA, Compensacion y Liquidacién

= Socios Liquidadores

= Miembros Operadores

Modo de operacién del Mexder:

La operacion es electronica, concentrandose en el Sistema Electronico de Negociacién, Regis-
tro y Asignacién (SENTRA-Derivados). Los Operadores ingresan sus posturas y SENTRA

encripta el nombre del intermediario para no revelar su identidad.

Una vez pactada la operacién, Mexder envia a la Camara de Compensaciéon (ASIGNA) los
datos de la misma, convirtiéndose en el comprador del vendedor y el vendedor del comprador
(figura 1.2).

“Toda la informacién se encuentra en http://www.mexder . com.mx/wb3/wb/mex/mercadomexicano


http://www.mexder.com.mx/wb3/wb/mex/mercadomexicano

1.3 Mercado Mexicano de Derivados (Mexder)

Figura 1.2: Operaciéon de Mexder

A continuacién, se presenta un listado de los Futuros y Opciones que puede adquirir a través
del Mexder.

Futuros:

= Délar de los Estados Unidos de América y Euro.
» Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV

= TIIE de 28 dias.

= CETES de 91 dias

= Bono de 3 anos, de 10 anos, de 20 anos, de 30 anos, M181213, M241205, M310529,
M421113.

= Swap de TIIE 10 anos, de TIIE de 2 anos
= América Mdévil L, Cemex CPO, Femsa UBD, Gcearso Al, GMEXICO, Walmex V

= Commodities: Futuro del maiz amarillo,

Opciones:

Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV

= ALFA A, América Mévil L, Cemex CPO, FEMSA UBD, GMéxico B, ICA, LALA B,
MEXCHEM, Naftrac ISHRS, PEOLES, PINFRA, Tlevisa, CPO, Walmex V, ETF’s

= Términos Especificos ETF’s
= iShares SP 500 Index

= Divisas: Délar de los Estados Unidos de América



1.4 Productos financieros derivados

La principal funcién de los derivados es servir de cobertura ante fluctuaciones de precio de
los subyacentes, por lo que se aplican preferentemente a: Portafolios accionarios, obligaciones
contraidas a tasa variable, pagos o cobranzas en moneda extranjera a un determinado plazo,

planeacién de flujos de efectivo, entre otros.

1.4. Productos financieros derivados

Se denomina productos derivados a una familia o conjunto de instrumentos financieros, cuya
principal caracteristica es que estan vinculados a un valor subyacente. Los productos deri-
vados surgieron como instrumentos de cobertura ante fluctuaciones de precios en productos

agro-industriales (commodities), en condiciones de elevada volatilidad.

1.4.1. Forwards

Los Forwards son acuerdos de compra-venta sobre un bien subyacente que seria entregado
en una fecha futura, a un determinado precio, es decir, se adelanta el precio que se pagara

por la transaccion que se realizard en un futuro.

Estos acuerdos son realizados en el mercado fuera de mostrador. En éstos no existen ga-
rantias sobre las transacciones, sélo los contratos firmados por ambas partes; usualmente
son entre dos instituciones financieras o entre una institucién financiera y un cliente cor-
porativo. Este tipo de instrumentos son también conocidos como Futuros no bursatiles o

extra-bursétiles.
(. Coémo funcionan los contratos Forward?

Supongamos que existen dos personas, Pablo que cuenta con 100,000 pesos para comprar
una casa dentro de un ano y Pedro que tiene una casa por un valor de 100,000 pesos
(Sp), la cual desea vender dentro de un ano. Pablo y Pedro establecen un contrato para la
compra-venta de la casa por un precio superior, digamos 110,000 pesos (K), donde Pablo

esta obligado a comprar y Pedro estd obligado a vender.

Si dentro de un afno el valor de la casa fuera de S; = 115,000, pesos significaria que Pablo
podria comprar la casa a Pedro e inmediatamente venderla, para asi obtener una ganancia
de 5,000 pesos. En contraste, Pedro tiene asegurada una ganancia de 10,000 pesos, pero

una perdida potencial de 5,000 pesos.

En el contrato Forward existen dos posiciones:



1.4 Productos financieros derivados

= Posicién larga: es la que adquiere la persona que compra el Forward, es decir esta

obligada a comprar el bien subyacente en la fecha de vencimiento.
= Posicién corta: es la que adquiere la persona que vende el Forward, es decir, se

obliga a vender el bien subyacente en la fecha de vencimiento a un precio establecido.

Supongamos que S; es el precio del bien subyacente a negociar en el tiempo t y K es el

precio pactado de compra o venta de dicho subyacente.

Esto significa que las ganancias por unidad estdn dadas en términos de las posiciones: S — K

para cuando se tiene un posicién larga y K — S cuando se tiene una posiciéon corta.

Figura 1.3: Ganancias en un contrato Forward

K

St

Posicion Larga: S, — K Posicidn Corta: K — S;

Continuando con el ejemplo anterior, Pedro podria vender la casa hoy mismo por 100, 000
e inmediatamente invertir ese dinero en el banco a un tasa del 10 % anual, de tal forma que

tendria una ganancia segura de al menos 110, 000 pesos.

De esta manera, en el caso continuo, el valor del Forward en el tiempo inicial 0 seria:

F = Spe™. (1.1)

Donde r es la tasa de interés compuesta continua y 7" es el plazo del vencimiento del contrato.

En el caso de que al activo a negociar pague un beneficio extra (como dividendos, en el caso
de las acciones), existe un beneficio extra de mantener la posesion del activo. Es decir, se
tiene que restar el costo de no tener este beneficio en la ecuacién (1.1), de tal forma que

quedaria como:

F = Spelr=aT, (1.2)
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1.4.2. Futuros

Al igual que los contratos Forward, los contratos de futuro establecen la obligacién entre dos
partes para comprar o vender un activo subyacente en una fecha futura, en una cantidad,
calidad y un precio predeterminado en el contrato, en este tipo de transaccion la parte que
se obliga a comprar tiene la posicién larga en el subyacente y la parte que se obliga a vender

tiene la posicién corta en el mismo subyacente.

Un contrato futuro es negociado en un mercado organizado y sus caracteristicas son estan-

darizadas. Es similar a un contrato Forward excepto por dos caracteristicas importantes:

1. Las ganancias o pérdidas intermedias son registradas diariamente durante el tiem-
po de vida del contrato, proceso denominado Mark to Market. Estas ganancias o
pérdidas intermedias son el resultado de la diferencia entre el precio del futuro hoy
y el precio del futuro de ayer. La reevaluacion diaria de los Futuros financieros es
una caracteristica que los distingue de los contratos Forward en los que no existe tal
reevaluacion diaria, este proceso solo se hace al final del periodo, en este sentido se
dice que un contrato de Futuros es una sucesién de contratos Forward diarios. Es-
ta caracteristica de los contratos de Futuros junto con el margen, reducen el riesgo
por incumplimiento crediticio mediante una camara de compensacién. En el caso de

México esta camara de compensaciéon es ASIGNA.

2. Los contratos de Futuros son negociados en un mercado de intercambio organizado en
términos estandarizados, lo que por un lado reduce la flexibilidad pero por el otro le
da liquidez al mercado, a diferencia de los contratos Forwards. Esta estandarizacion
implica que frecuentemente existan diferencias entre lo cubierto y lo expuesto en

términos de vencimiento, tamafio del contrato y activo subyacente.

1.4.3. Swaps

Un Swap es un contrato entre dos partes en el que se establece la obligacién bilateral de
intercambiar una serie de flujos sobre un monto de referencia, durante un periodo de tiempo

determinado y en fechas preestablecidas.

Los Swaps son contratos hechos a la medida de las de cada contraparte y comercializados en
su mayorfa en el mercado secundario, se consideran contratos OTC (Over The Counter)?,

aunque en el Mexder se han listado algunos contratos denominados engrapados, que son

SEs decir, es un mercado paralelo no organizado, donde se negocian acciones, bonos, materias primas,

etc. Direcatmente entre dos partes.
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considerados como un Swap, pero al ser listados y con caracteristicas establecidas, dejan de

ser un instrumento OTC para convertirse en un instrumento listado.

Normalmente se interpreta un Swap como un conjunto de contratos Forward, ya sea de
divisas o de tasas de interés. Los Swaps a diferencia de los contratos Forward y Futuros son
a plazos y montos mayores. Algunos conceptos importantes en la valuacién de un Swap son

los siguientes:

= Es negociado en un mercado OTC.

= La liquidacién en especie se realiza con la entrega del bien subyacente, la liquidacién

en efectivo se realiza con los diferenciales de tasas de interés.
= Ambas partes quedan obligadas a cumplir el acuerdo.

= No se entrega garantia alguna por ninguna de las partes, es decir, no es necesario un

desembolso inicial.

= Tiene un alto riesgo de incumplimiento o de contrapartida

Los Swaps de TIIE-28 dias son los derivados méas comunes en México y representan uno de
los mercados més profundos de los derivados OTC. Su profundidad es tal, que en la practica
sus cotizaciones se dan en tiempo real, presentandolas las principales empresas de provisién

de informacién como Reuters y Bloomberg.

En 1986 se creé la International Swaps and Derivatives Association, Inc. (ISDA)S | dicha
asociacién ha establecido estandares de los contratos marco con efectos legales y clausulas

para la operacién de Swaps de cualquier tipo a nivel internacional.

Ejemplo de cobertura usando un Swap

Imaginémos que dos empresas A y B, solicitan préstamos a sus entidades financieras por

un millén de pesos. Las ofertas que reciben y sus preferencias son:

Fijo Variable Preferencia
3% | TIIE 4 0.5 | Tipo variable
B | 4% | TIIE + 0.75 | Tipo fijo

>

Shttp://www2.isda.org
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Nos gustaria saber cual seria el beneficio que generaria una operacion de Swap para cada

una de las empresas, para que ambas empresas tenga el préstamo segun sus preferencias.

Se observa que la empresa B tiene ventaja comparativa en el tipo de interés variable. Por lo
tanto, B puede pedir un préstamo a tipo de interés variable y A puede pedir su préstamo a

un tipo de interés fijo, para después intercambiar préstamos.

La empresa B paga TIIE + 0.75, pero como quiere pagar un tipo de interés fijo, A le paga
el TITE +0,75 para que se cancele la parte variable de B. Pero a cambio B tiene que pagar
un tipo fijo X a la empresa A para que se cancele los tipos fijos de A y termine pagando

un tipo de interés variable. Por lo tanto, hay que determinar cunato vale X.

La empresa B paga TIIE + 0.75 + X y recibe TIEE + 0.75, es decir, paga X a tipo fijo. El
beneficio que B obtienen relacién a lo que pagaria sin esta operacién de Swap es: 4 % (tipo
fijode B) - X

La empresa A paga TIIE + 0.75 + 3% y recibe X, por lo tanto, paga TIIE + 3.75 - X a
tipo variable. El beneficio que obtiene A en relacién a lo que pagaria sin esta operacion de
Swap es: TIIE + 0.50 — (TIE + 3.75 — X) =-3.25 + X

Por tanto, el beneficio total del Swap es la suma de los beneficios individuales:
4%-X +(-3.25%)+ X =075%

Como se reparta este beneficio entre las empresas, dependera de sus capacidad de negocia-

cién.

Para ver méas ejemplos de Swaps ver [3] de la bibliografia.
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Capitulo 2

Opciones Financieras

La formaciéon de portafolios con un equilibrio adecuado entre riesgo y rendimiento es un
objetivo bésico de la ingenieria financiera. Uno de los instrumentos que actiian como seguros
contra contingencias financieras son las Opciones. En un ambiente de extrema volatilidad,
estos instrumentos proporcionan al inversionista un mecanismo para inmunizar un portafolio

contra cambios adversos en los mercados financieros con bajos costos de transaccion.

2.1. ;Qué son las Opciones Financieras?

Una Opcién es un producto derivado que por el pago de una prima da a su tenedor (com-
prador) el derecho, més no la obligacién, de comprar o vender el activo subyacente (bienes,
acciones, indices bursatiles, divisas, Futuros, tasas de interés, etc.) a un precio determinado,
llamado precio de ejercicio durante la vigencia del contrato y hasta la fecha de vencimiento.
La contraparte, el emisor, de estos titulos tiene la obligacién de vender o comprar el activo

subyacente.

En las Opciones se hace la distincién entre Opciones Europeas y Opciones Americanas. Las
Opciones FEuropeas son aquellas que solo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento
(T'); mientras que las Opciones Americanas son aquellas que se pueden ejercer en cualquier

momento antes o hasta la fecha de expiracién del contrato.

En este trabajo, para fines practicos, cuando se hable de Opciones se estard refiriéndose a

Opciones de tipo Europeas.

En un contrato de Opcién se especifican cinco elementos:
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2.1 ;Qué son las Opciones Financieras?

1. Tipo de Opcién: Opcién de compra o de venta (americana o europea).
2. Activo subyacente: es el activo (acciones, divisas, tasas de interés, petréleo, oro, etc.)

3. Cantidad del activo negociado: es la cantidad, en unidades, del activo subyacente que

esta estipulado que se puede comprar o vender por cada contrato de Opcién.

4. Fecha de vencimiento: es la fecha en que se vence el contrato. Las fechas de vencimiento
se fijan de acuerdo con el calendario trimestral, de tal manera que existen vencimientos

cada tres meses.

5. Precio de ejercicio: es el precio al que se podra ejercer el contrato, es decir, el precio al
que se podra comprar o vender el activo subyacente, segin la Opcién sea de compra

o de venta.

Un punto importante en un contrato de Opcién es que solo se obliga al vendedor, mientras
que el comprador tiene el derecho (Opcién) de ejercer el contrato, pero no esta obligado a
ello. Esto permite al poseedor de una Opcién, no sélo a cubrirse ante posibles perdidas sino
también la posibilidad de obtener un beneficio en caso de que la evolucién del precio del

activo asociado a la Opcién sea favorable.

Las Opciones Financieras mas comunes son las que tienen como subyacente a los titulos
de capital (acciones), los indices de mercados accionarios, las divisas extranjeras, titulos
de deuda gubernamental y Futuros. Se distinguen entre si con base a si son Opciones de

compra o de venta:

Opcién de compra (Call) Una Opcién de compra otorga al comprador el derecho, més
no la obligacion, de comprar al emisor el activo subyacente a un precio predeterminado
en una fecha predeterminada 7' o antes. El comprador tiene que pagar una prima K

al emisor en el momento de la realizacién del contrato.

Este tipo de Opciones presentan para el comprador ganancias ilimitadas al mismo
tiempo que sus pérdidas se ven reducidas al valor de la prima que paga al firmar el
contrato. En cambio el emisor presenta como ganancia maxima el valor de la prima y

sus pérdidas son ilimitadas.

Opcién de venta (Put) Una Opcién de venta otorga al comprador el derecho, més no la
obligacién, de vender el activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha
preestablecida T'. El contrato especifica los mismos puntos que el de Opciones de
compra. En estos contratos al igual que en los de compra el emisor tiene una ganancia
reducida a la prima K y pérdidas ilimitadas, la situacién del comprador es la contraria,

es decir, presenta pérdidas reducidas a la prima y ganancias ilimitadas.
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2.1 ;Qué son las Opciones Financieras?

2.1.1. Posiciones en la Opciones Financieras

Existen cuatro tipos de posiciones en las Opciones:

1. Posicién larga en una Opciéon de compra: Derecho a comprar acciones a un

precio fijo, en una fecha establecida con antelacién.

2. Posicion larga en una Opcién de venta: Derecho a vender acciones a un precio

fijo, en una fecha fija establecida con antelacién.

3. Posicion corta en una Opcion de compra: Obligacién de entregar las acciones al

precio establecido en caso de que la Opcion sea ejercida.

4. Posicion corta en una Opcion de venta: Obligacion de recibir las acciones al

precio establecido cuando se ejerza la Opcidn.

La gréafica 2.1 representa las posicién larga y posicién corta de una Opcién de compra,

respectivamente.

Para la posicion larga (Call) el dueno de la Opcidn ejercera su derecho de adquirir la accién
al precio pactado K en el momento 7', si el precio S; de la accién es mayor al precio de
ejercicio K. Asi, después él podria vender la accién en el mercado al precio S; y obtener
una ganancia S; — K. Pero, si el precio S; es menor que el precio de ejercicio K, el duefio de
la Opcién no ejercera su derecho, ya que si quisiera la accién, seria mas barata conseguirla

en el mercado, por lo que no habria ganancia.

La segunda mitad de la grafica 2.1 representa el pago de la contraparte negociadora del

contrato o posicion corta.

Figura 2.1: Posiciones en una Opciéon de compra

el &
\ A

/ St
c .'
K

Posicién larga Posicién corta

El pago al vencimiento de una Opcion Call europea para la posicién larga estda dado por
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maz (St — K, 0),

y para la posicion corta estda dado por

—maz(St — K,0) = min(K — St,0)

Andlogamente, el duefio de una Opcién de venta (Put) tomard la posicién larga, es decir
aprovechard el derecho de vender el precio de la accién al precio K cuando el precio St sea
menor que K, obteniendo una ganacia de K — St y de la misma forma, si el precio St es

mayor que K no ejercerd su derecho por lo que no tendra ninguna ganancia.

La primera mitad de la grafica 2.2 muestra el pago de la posicién larga en una Opcién
de venta; el pago que recibird la contraparte (posicién corta en la Opcién de venta), se

representa en la segunda mitad de la grafica 2.2.

Figura 2.2: Posiciones en una Opcién de venta

NG A

Posicion larga Posicion corta

De esta manera el pago de una Opcién Put europea para la posicién larga estd dado por

maz(K — St,0),

y para la posicion corta esta dado por

—max(K — S, 0) = min(Sr — K, 0)

Dependiendo de la relaciéon que exista entre el precio pactado de ejercicio y el precio de

mercado, una Opcién se puede clasificar de la siguiente manera:
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2.1 ;Qué son las Opciones Financieras?

» Dentro del dinero (“in-the-money”): cuando el precio de mercado excede el
precio de ejercicio en una Opcién de compra; y cuando el precio de mercado es menor

al precio de ejercicio para una Opcién de venta.

» Fuera del dinero (“out-of-the-money”): cuando el precio de mercado es menor al
precio de ejercicio en una Opcién de compra; y cuando el precio de mercado es mayor

al precio de ejercicio en una Opcién de venta.

» En el dinero (“at-the-money”): cuando el precio de mercado y el precio de ejercicio

son iguales, se cumple tanto para Opciones de compra como para las Opciones de

venta.
Precio de mercado vs. precio de ejercicio | Opcién Call Opcién Put
Sy > K in the money | out the money
Si=K at the money | at the money
St < K out the money | in the money

2.1.2. Factores que determinan el precio de una Opcién

De manera natural, el precio de una Opcién se puede ver afectado por varios factores que

se deben de considerar:

= Precio del activo subyacente: Es el determinante méas importante. Cuanto mayor
es el precio del activo subyacente S;, mayor es el precio de la Opcién de compra (mayor
posibilidad de encontrarse dentro del dinero) y menor el de la Opcién de venta (menor

posibilidad de encontrarse dentro del dinero).

= Precio de ejercicio de la Opcién: Cudnto mas alto sea el precio de ejercicio K,
mas barata debe ser la Opcién de compra y mas cara debe ser la Opcién de venta. Sin
embargo, cabe recordar que el precio de una Opcién de compra no puede ser negativo

aun si el precio de ejercicio es muy alto.

Mientras la Opcién tenga atin cierta vigencia, existe la posibilidad de que el precio del
subyacente exceda al precio de ejercicio antes de su vencimiento y la posicién tiene
algun valor en el tiempo. Andlogamente, en el caso de una Opcién de venta, su valor
intrinseco no puede ser negativo, aln si el precio de ejercicio es muy bajo, y mientras
la Opcién de venta tenga vigencia, existe la posibilidad de que el precio del subyacente
sea menor que el precio de ejercicio y por tanto la Opcién tiene al menos cierto valor

en el tiempo.
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2.1 ;Qué son las Opciones Financieras?

= Tasa de interés libre de riesgo: Es el costo de oportunidad de la inversiéon en una
Opcién, a medida que la tasa de interés libre de riesgo se incrementa, el precio de las
Opciones de compra aumenta y el precio de las Opciones de venta disminuye. Este

impacto no es tan evidente.

Mientras mas altas sean las tasas de interés, més bajo es el precio de ejercicio de una
Opcién de compra. Asi, las tasas de interés producen el mismo efecto que bajar el

precio de ejercicio de la Opcién de compra.

= Dividendos: Los pagos de dividendos en efectivo también alteran el precio de las

Opciones.

En relacién a las Opciones sobre acciones, si se espera que la accion reparta altos
dividendos, el valor de la Opcién de compra disminuye y el valor de la Opcién de
venta aumenta. Esto debido a que el precio del subyacente desciende en el mercado

en una cantidad similar al pago de dividendos.

» Tiempo al vencimiento: Mientras mayor es el plazo que aun tiene de vigencia la
Opcién, mayor es la posibilidad de ejercer, por lo tanto mayor sera el precio de las

Opciones, tanto de compra como de venta.

= Volatilidad del activo subyacente: La volatilidad se refiere al posible rango de
variaciones de los precios del subyacente. Los incrementos en la volatilidad del precio
del bien subyacente siempre tienen el efecto de que aumenta el precio de las Opciones,
sean estas de compra o venta, americanas o europeas, porque aumentan la posibilidad
de que el precio del bien subyacente rebase el precio de ejercicio provocando que la

Opcién sea ejercida.

2.1.3. Volatilidad

Una de las palabras més utilizadas entre los inversionistas y la gente que participa activa-
mente en los mercados, para hacer referencia al riesgo que existe en sus portafolios es sin
duda la Volatilidad.

Volatilidad y riesgo definiciones utilizadas en la jerga financiera para asociar las pérdidas

potenciales al participar en los mercados financieros, pero realmente, ; Qué es la Volatilidad?

En términos matemaéticos es la desviacién estandar, es decir, una medida de dispersién lineal
que mide la frecuencia y la magnitud con la que un activo se desvia de su comportamiento

habitual (de su promedio o media).

Metodologia para medir la volatilidad:
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2.1 ;Qué son las Opciones Financieras?

» Histérica (observaciones pasadas.)
» Dindmica (Mayor peso a las tltimas observaciones.)

» Modelos de series de tiempos (modelos autoregresivos ARCH, GARCH, etc.)

Volatilidad implicita (Volatilidad esperada debido a sucesos no medibles, como eventos

politicos.)

La wolatilidad implicita ha cobrado mayor importancia frente a otras técnicas. Recoge
los precios de los contratos de Opcién que se cotizan en los mercados y a través de los cuales

se deducen las expectativas de los participantes. Es decir, es lo que espera el mercado.

Surge a partir del modelo de valuacién de Opciones desarrollado por Fisher Black y Myron
Scholes (seccién 2.3.5) y supone que todas las variables que intervienen en este modelo son

conocidas a excepcion de la volatilidad.

En el mercado se cotiza el precio de las Opciones, y se despeja para obtener la volatilidad
implicita
Su gran utilidad ha incentivado la creacién de indicadores y productos referenciados a esta

medida. Ante tal situacién se ha visto listado en la cotizacién de Futuros y Opciones sobre

indices referenciados a la volatilidad implicita.

Los indices de volatilidad tienen gran aceptacion entre los analistas, administradores de
fondos, administradores de riesgos entre otros, quienes siguen el comportamiento para la
toma oportuna de decisiones. Su utilidad radica en brindar de los niveles de volatilidad que
espera el mercado. Con ello se pueden realizar mejores estrategias de cobertura y llevar a

cabo un mejor manejo de portafolios.

VIMEX

Este nuevo indicador mide la volatilidad esperada por el Mercado Accionario Mexicano en

el corto plazo.

En mercados desarrollados este tipo de indicadores son muy seguidos por los inversionistas
institucionales, siendo una herramienta que contribuye activamente en la toma de decisiones

de quienes participan en el Mercado de Derivados y el mercado accionario.

El VIMEX contribuye en dar a conocer la Volatilidad esperada (volatilidad implicita) uti-
lizando como insumo principal las volatilidades implicitas de las Opciones del IPC listadas

en Mexder.
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2.2 Estrategias

Insumos para su céalculo:!

= Volatilidades implicitas de las Opciones a utilizar.
= Nivel de cierre del IPC al momento de célculo.

= Vencimiento més cercano y siguiente més cercano listados en Mexder al momento del

calculo (es decir, dos precios de ejercicio por vencimiento).

» Dias naturales y hébiles (de negociacién) restantes para el vencimiento de las dos

Opciones.

2.2. Estrategias

Existen estrategias comines que se emplean operando con Opciones Financieras. En este
caso, se tratan de estrategias en las cuales un inversionista trata de obtener ganancias me-
diante la combinacién de dos o mas contratos de Opciones Call o Put, ya sea con posiciones

largas o cortas, con distintos precios de ejercicio o distintas fechas de vencimiento.

Los distinitos tipos de estrategias estan disenados para operar en mercados que presentan
condiciones especificas, ya seas que tengan una tendencia alcista o bajista, o que sea estable o
particularmente volatil. Por ejemplo la estrategia Bull Spread es adecuada para los mercados

alcistas, pero no puede ser aplicados en mercados con tendencia a la baja.

Se denomina spreads a una diferencia entre precios, la cual implica tomar una posiciéon en
dos o mas Opciones del mismo tipo, es decir dos o mas Opciones de compra o dos o més

Opciones de venta

2.2.1. Diferencias alcistas (Bull Spreads)

Uno de los tipos de spreads més populares es el Bull Spread. Este puede crearse comprando
una Opcién de compra Call sobre acciones con cierto precio de ejercicio Ky y vendiendo
una Opcién de compra Call sobre las mismas acciones a un precio de ejercicio K5 mas alto.

Es decir Ky > K7; ambas Opciones con la misma fecha de vencimiento T

Por ejemplo, la estrategia de Bull Spread se muestra en la figura 2.3; esta estrategia esta

formada por dos Opciones, una de posicién larga y una de posicién corta, ambas sobre

'El VIMEX puede ser consultado al cierre de operaciones en la pagina del Mexder http://www.mexder.

com.mx.
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las misma acciones y con la misma fecha de vencimiento 7', pero con diferentes precios
de ejercicio. Los beneficios por separado se muestran como lineas delgadas y el beneficio
agregado e muestra como una linea continua gruesa. En esta estrategia, el precio de ejercicio
K es el precio de la Opcién de compra adquirida y el precio de ejercicio Ko es el precio de

la Opcién de compra vendida, tal que Ko > Kj.

Podemos observar que si el precio de la accién sube hasta el precio de ejercicio, la ganancia
estd dada por Ko — K1, si el precio de la accion estuviera entre los dos precios de ejercicio,
la ganancia serfa de St — K y si el precio de la accién estuviera por debajo, no habria

ganancia.

Figura 2.3: Bull Spread

Call largo con precio de ejercicio
menor

K: St

Call corto con precio de ejercicio
mayor

Cuadro 2.1: Bull Spread

Precio de la accién | Resultado una Op- | Resultado una Op- | Resultado total

cién de compra larga | cién de compra corta

Sy > Ko Sy > Kj Ko — 5 Ky — K4
K| < S < Ky Sy — K1 0 Sy — Ky
Sy < K3 0 0 0

Una estrategia bull spread limita el maximo potencial del inversor y su riesgo inferior.
Podemos describir la estrategia diciendo que el inversor tiene una Opcién de compra con un
precio de ejercicio igual a K7 y ha decidido renunciar a cierto beneficio potencial vendiendo
una Opcién de compra con un precio de ejercicio de Ko (K2 > K7). Por otro lado, a cambio

de renunciar al potencial alcista, el inversor consigue el precio de ejercicio de Ks. Pueden
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distinguirse tres tipos de bull spreads:

1. Ambas Opciones de compra inicialmente fuera de dinero (S; < Ky y S; < K»).

2. Una Opcién de compra inicialmente en dinero (S; > K3), la otra Opcién de compra

inicialmente fuera de dinero (S; < K3).

3. Ambas Opciones de compra inicialmente en dinero (S; > Ky y Sy > K3).

Ejemplo

Un inversor compra por 3 ddlares una Opciéon de compra con un precio de ejercicio de 30
délares y vende por un délar una Opcién de compra con un precio de ejercicio de 35 ddlares.
El resultado de esta estrategia es 5 ddlares si el precio de las acciones esta por encima de 35
délares cero cuando estd por debajo de 30 ddlares. Si el precio de las acciones esta entre 30
dolares y 35 dolares, el resultado es la cantidad por la cual es precio de las acciones excede

de 30 dolares. El coste de la estrategia es 3 — 1. El beneficio, por tanto, queda como:

Variacién del precio de las acciones | Beneficio
Sy < 30 -2

30 < Sy <35 Sy — 32
Sy > 35 3

2.2.2. Diferencias bajistas (Bear Spreads)

Un inversor que arma un bull spread espera que el precio de las acciones suba. Por el
contrario un inversor que arma un bear spread espera que baje. Al igual que un bull spread,
un bear spread puede crearse comprando una opcién de compra con un precio de ejercicio
y vendiendo una Opcién de compra con otro precio de ejercicio. No obstante, en el caso
de un bear spread, el precio de ejercicio de la Opcién comprada es mayor que el precio de
ejercicio de la Opcién vendida. Esto se muestra en la figura 2.4 donde el beneficio del spread

se aparece como una linea continua gruesa.

Considerando que los precios de ejercicio son K; y K9 con K; < K, la siguiente tabla nos
muestra el beneficio bruto que se obtendra con un bear spread en diferentes circunstancias.
Si el precio de las acciones es mayor que K, el beneficio bruto es negativo en —(Ky — K7).

Si el precio de las acciones esta entre K; y Ko, el resultado es —(S; — K7).

22



2.2 Estrategias

Figura 2.4: Bear Spread
Call corto con precio de ejercicio
C, menar

N K;
IF(1 \ / St
'Cl

N

Calllargo con precio de ejercicio
mayor

Cuadro 2.2: Bear Spread

Precio de la accién | Resultado una Op- | Resultado una Op- | Resultado total

cién de compra larga | cién de compra corta

St>K2 St—KQ Kl—St —(KQ—Kl)
K1 < S < Ky 0 K - 5 —(S¢ — K1)
Sy < Kq 0 0 0

Como los bull spreads, los bears spreads limitan el beneficio potencial y el riesgo de pérdida.
Los bear spreads pueden crearse utilizando Opciones de venta en vez de Opciones de compra.
El inversor compra una Opcién de venta con un precio de ejercicio alto y vende una opcion
de venta con un precio de ejercicio bajo. Los bears spreads creados con Opciones de venta
necesitan una inversion inicial. En esencia el inversor ha comprado una Opcién de venta con
cierto precio de ejercicio y la elegida renuncia al beneficio potencial emitiendo una Opcién
de venta con un precio de ejercicio més bajo. A cambio del beneficio al que se renuncia, el

inversor consigue el precio de la Opcién vendida.

Ejemplo

Un inversor compra por un délar una Opcién de compra con un precio de ejercicio de 35
dolares y vende por 3 ddlares una Opcion de compra con un precio de ejercicio de 30 délares.
El resultado de esta estrategia bear spread es de —5 délares si el precio de las acciones esta

por encima de 35 ddlares y cero si estd de 30 ddlares. Si el precio de las acciones esta entre
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30 y 35 ddlares, el resultado es —(S; — 30). La inversién genera 3 — 1 = 2 ddlares netos. El

resultado neto, por tanto, se muestra como:

Variacion del precio de las acciones | Beneficio
Sy < 30 +2

30 < 5 < 35 32 — 5
Sy > 35 -3

2.2.3. Mariposas (Butterfly Spreads)

Un butterfly spread implica posiciones en Opciones con tres precios de ejercicio distintos.
Puede crearse comprando una Opcion de compra con un precio de ejercicio relativamente
bajo K7, comprando una Opcién de compra con un precio de ejercicio relativamente alto
K3 y vendiendo dos Opciones de compra con un precio de ejercicio Ko, la media entre K

y K3. Generalmente Ko es similar al precio actual de las acciones.

El modelo de beneficios de la estrategia se muestra en la figura 2.5. Un butterfly spread
produce beneficios si el precio de las acciones permanece cerca de K9 pero da una pequena
perdida si hay un movimiento significativo en el precio de las acciones en cualquier direccion.
Es, por tanto, una estrategia apropiada para un inversor que piensa que grandes movimien-
tos de las acciones no se van a producir. La estrategia necesita una pequena cantidad de

inversién inicial.

Figura 2.5: Butterfly Spread

Call largo con precio de ejercicio

menor
26, Call largo con precio de ejercicio
mayor
i K
: ' :
[ H: ! St
K
S
=t Dos Call cortos con precio de
ejercicio intermedio

El resultado para un butterfly spread se muestra en la siguiente tabla.
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Cuadro 2.3: Butterfly Spread

Precio de la ac- | Resultado de la | Resultado dela | Resultado de | Resultado to-
cién lera Opcién de | 2da Opcién de | las opcidnes de | tal
compra larga compra larga compra cortas
S < K3 0 0 0 0
Ki<S <Ky | Ss— Ky 0 0 Sy — K1
Ky < Si <Kz | St — Ky 0 —2(S; — K2) Kz —S;
St > K3 0 St — K3 —2(S; — Ks) 0
Ejemplo

Supongamos que ciertas acciones se valoran actualmente en 61 dodlares. Consideremos un
inversor que piensa que es improbable que vaya a existir un movimiento significativo en el
precio dentro de los seis meses siguientes. Supongamos que los precios de mercado para las

Opciones de compra a seis meses son los siguientes:

Precio de ejercicio | Precio de compra
55 10
60
65

El inversor podria crear un butterfly spread comprando una Opcién de compra con un precio
de ejercicio de 55 ddlares, comprando una Opcién de compra con un precio de ejercicio de

65 dolares, y vendiendo dos Opciones de compra con un precio de ejercicio de 60 dolares.

Crear un spread cuesta 10+5-(2*7)=1 ddlar. Si el precio de las acciones dentro de seis meses
es mayor que 65 ddlares o menor que 55 délares, no hay ningin resultado y el inversor obtiene

una perdida neta de 1 ddlar.
Si el precio de las acciones estd entre 56 ddlares y 64 ddlares, obtiene un beneficio.

El méximo beneficio, cinco ddlares, se consigue cuando el precio de las acciones dentro de

seis meses es 60 délares. Este ejemplo esta sintetizado en la tabla

Unas acciones actualmente se venden por 61 délares. Los precios de las Opciones de compra

que vencen dentro de seis meses se cotizan como sigue:

Precio de ejercicio = 55, precio de la Opcién de compra = 10 Precio de ejercicio = 60, precio
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de la Opcién de compra = 7 Precio de ejercicio = 65, precio de la Opciéon de compra = 5

Un inversor cree que es improbable que el precio de las acciones se mueva significativamente

en los proximos seis meses.
Estrategia:

El inversor establece un butterfly spread:

1. Comprando una Opcién de compra con un precio de ejercicio de 55 ddlares
2. Comprando una Opcién de compra con un precio de ejercicio de 65 ddlares

3. Vendiendo dos Opciones de compra con un precio de ejercicio de 60 ddlares

Esto cuesta 10+45-(2*7)=1. La estrategia produce una perdida neta (maximo de un dolar)
si el precio de las acciones se mueve por fuera del intervalo entre 56 délares y 64 ddlares

pero produce un beneficio si permanece dentro del mismo.

El méximo beneficio de 4 délares se obtiene si el precio de las acciones es 60 délares en la

fecha del vencimiento.

Los butterfly spreads también pueden crearse utilizando Opciones de venta. El inversor
compra una Opcién de venta con un precio de ejercicio bajo, otra con un precio de ejercicio

alto, y vende dos Opciones de venta con un precio de ejercicio intermedio.

Una combinacién es una estrategia especulativa mediante la utilizacién de Opciones que
implica tomar una posicién tanto en Opciones de compra como en Opciones de venta sobre
las mismas acciones. Consideraremos las que se conocen como conos (straddles), bandas

(strips), correas (straps) y cunas (strangles).

2.2.4. Conos (Straddle)

Una de las combinaciones méas conocidas es un straddle. Esto implica comprar una opcién
de compra (Call) y una opcién de venta (Put) con igual precio de ejercicio (strike) y ven-
cimiento. El modelo de beneficio se muestra en la figura 2.6. El precio de ejercicio (strike)
se denota por X. Si el precio de la accion es similar a este precio de ejercicio al vencimiento
de las Opciones, el straddle produce una perdida. Sin embargo, si hay un movimiento sufi-
cientemente grande en cualquier direccién resultard un beneficio significativo. El resultado

de un straddle esta calculado en la siguiente tabla.

Un straddle es apropiado cuando un inversor espera un movimiento grande en el precio de

las acciones pero no sabe en que direccion va a ser este movimiento.
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Figura 2.6: Cono (Straddle)

—

Cuadro 2.4: Conos Straddle

Precio de la accién | Resultado una Op- | Resultado una Op- | Resultado total
ciéon de compra cién de venta

St > K 0 K -5 (K —Sy)

St < K S — K 0 Sy — K

Para que un straddle sea una estrategia efectiva, las expectativas del inversor sobre las
acciones deben ser diferentes de las de la mayoria del mercado. Si el punto de vista general
del mercado es que habra un gran salto en el precio de las acciones, este se reflejara en los
precios de las Opciones. Cuando el inversor intente comprar Opciones sobre acciones, las
encontrard bastante mas caras que las otras sobre acciones parecidas donde no se esperen

ningin salto.

2.2.5. Bandas (Strips) y Correas (Straps)

Un strip consiste en una posicién larga en una Opcién de compra y dos Opciones de venta
con igual precio de ejercicio y fecha de vencimiento. Un strap consiste en una posicién
larga en dos Opciones de compra y una Opciéon de venta con igual precio de ejercicio y

vencimiento.

Los modelos de beneficio de los strips y straps se muestran en la figura 2.7. En un strip
el inversor estd apostando a que habrd un gran movimiento de precio de las acciones y

considera mas probable una disminucién del precio de las acciones que una subida.
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En un strap el inversor también apuesta a que habra un gran movimiento de precios de las

acciones. Sin embargo en este caso, considera mas probable una subida del precio.

Figura 2.7: Bandas (Strips) y Correas (Straps)

Lry
[

Ly
[

Strip Strap

2.2.6. Cunas de acciones (Strangles)

En un strangle, un inversor compra una Opcién de compra y una Opcién de venta con igual
vencimiento y a diferentes precios de ejercicio. El modelo de beneficio que se obtiene se
muestra en la figura 2.8. El precio de ejercicio de la Opcién de compra Ko es mayor que el
precio de ejercicio de la opcién de venta K;. La funcién de este resultado para un strangle

esta calculada en la siguiente tabla.

Figura 2.8: Strangles

\ K K,

/st

'Cl

i

Un strangle es una estrategia parecida a un straddle. El inversor esta apostando a que habra
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Cuadro 2.5: Strangles

Precio de la accién | Resultado una Op- | Resultado una Op- | Resultado total
cién de compra cién de venta

Sy > K1 0 0 (K1 — S)

K < S < Ko 0 0 0

Sy > Ky St — Ko 0 S — Ko

un gran movimiento en el precio pero no esta seguro si serd un incremento o un decremento.
Comparando las figuras vemos que los precios tienen que moverse mas en un strangle que
en un straddle para que un inversor obtenga beneficios. Sin embargo, el riesgo de perdida,

si el precio de las acciones finaliza en un valor central, es menor con un strangle.

El modelo de beneficios obtenido con un strangle depende de cuan cercanos estan los precios
de ejercicio. Cuanto més apartados estén menor serd el riesgo de perdida y el precio de las

acciones deberd moverse mas alld para poder obtener un beneficio.

Para ver mayor detalle sobre las estrategias mencionadas ver Cox y Rubinstein [5] de la

bibliografia.

2.3. Modelo Black-Scholes

El modelo de Black y Scholes es el mas conocido y aplicado de los modelos de valuacion en

finanzas. Inicialmente fue desarrollado en 1973 por Fisher Black y Myron Scholes.

El modelo fue formulado para valuar Opciones europeas para acciones sin pago de divi-
dendos. Trabajos posteriores de otros investigadores han refinado el modelo y lo han hecho
aplicable para el caso de Opciones americanas, Opciones con pago de dividendos del activo

subyacente, y Opciones sobre otros instrumentos, como los Futuros, divisas, entre otros.

En la obtencién de la férmula original se hicieron los siguientes supuestos:

[a—

. La tasa de interés a todos los plazos es constante.
2. El mercado opera en forma continua.
3. Los costos de transaccién e impuestos son cero.

4. La accién no paga dividendos.
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5. La volatilidad de la accién es conocida y es constante durante la vida de la Opcidn.

6. No existe arbitraje: Es decir, un arbitraje es una estrategia de operaciones financieras,
sin riesgo de crédito ni riesgo de mercado, con una probabilidad nula de dar una
rentabilidad inferior a la tasa libre de riesgo y una probabilidad positiva de dar una
rentabilidad superior a la tasa libre de riesgo correspondiente. Un mercado donde hay
posibilidad de arbitraje se dice que no esté en equilibrio, ya que si se da esa posibilidad,

los arbitristas intervendrian modificando precios hasta restablecer el equilibrio.

Para entender de mejor forma como funciona el modelo Black-Scholes, primero tenemos que

introducir algunos aspectos matemaéticos importantes.

2.3.1. Movimiento Browniano

En 1827, el botdnico Robert Brown observéd, a través de microscopio que pequena particulas
originadas a parir de granos de polen suspendidas en el agua, realizaban un movimiento vi-
goroso, irregular y continuo, como si fueran pequenos seres vivos. El mismo Brown descubri

que particulas muy finas de varios minerales seguian el mismo movimiento.

En 1900, Bachelier introduce un modelo matematico del movimiento Browniano para mo-

delar las fluctuaciones de las bolsas de Paris.

La primera explicacién cientifica la realizd Albert Einstein en 1905, sentando las bases
tedricas y experimentales de la tedria atéomica de la materia e influye en el desarrollo de la

teoria de los procesos estocdsticos desde la termodinamica.

Norbert Wiener, en sus trabajos entre 1920 y 1923 logra dar un preciso y riguroso para
describir las trayectorias de las particulas, siendo una funcién continua pero no diferenciable
en ningun punto en los inicios del andlisis mateméatico, quien desarrolla una medida de
probabilidad a cada conjunto de trayectorias no diferenciables, asociando una probabilidad

a cada conjunto de trayectorias.

El movimiento Browniano juega un papel importante en la teoria de la probabilidad, teoria

de los proceso estocdsticos, finanzas, etc.

Definicién 2.1. (Durret [7]) Un proceso estocdstico {B:} se llama Movimiento Brow-

niano (o proceso de Wiener), definido en un espacio de probabilidad (2, F,P) con varianza

o2 si satisface las siquientes condiciones:

(a) Comienza en cero, es decir By =0
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(b) Tiene incrementos independientes: Esto es que para los tiempos 0 = tg < t1 <

< t, las variables aleatorias
B, — By, ..., Bt, — By,
son independientes.

(c) Tiene Incrementos estacionarios: Es decir, la distribucion de B,— By sdlo depende
det—s.

(d) By ~ N(0,0%t)

(e) El mapeot — By es continuo con probabilidad 1.

Si 02 =1 se le conoce como Movimiento Browniano Estdndar.

De aqui, se puede obtener una variacion de este proceso, la cual es muy 1til en el mundo

financiero.

Definicién 2.2. (Ross [19]) Sea {B;} es un movimiento Browniano, con p, 0% y Xo =

xg > 0 constantes, entonces:

X, = Xgel#tio®)t+oBe
se le conoce como Movimiento Browniano Geométrico.

El movimiento Browniano es un ejemplo importante de un proceso definido en tiempo conti-
nuo y con espacio de estados también continuo. La forma anterior de definir un movimiento
Browniano es una de las mas comunes; sin embargo, se puede ver como un caso particular
de otros tipos de procesos estocasticos, ya sea como un proceso Gaussiano, un proceso de
Markov con trayectorias continuas o como un proceso de incrementos independientes. Para
ver mas detalle sobre como se puede expresar el movimiento Browniano como alguno de

estos procesos ver [16] en la bibliografia.

2.3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas
Para entender el concepto de una ecuacién diferencial estocastica, recordemos del céalculo
clasico algunas caracteristicas principales que definen las ecuaciones diferenciales ordinarias.

La idea general en una ecuacién diferencial ordinaria involucra una funcién desconocida
x(t), su derivada dz(t), un tiempo t y una condicién inicial xg. Por ejemplo, la ecuacién de

la forma
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(1) = dfzit) — alt 2(t). (2.1)

De lo anterior, buscamos encontrar z(t) que satisfaga la ecuacién (2.1), esta solucién es
Unica para cada valor fijo en la condicién inicial zg. Una forma ma&s intuitiva de escribir
(2.1) es:

dz(t) = a(t,z(t))dt, z(0) = xo. (2.2)

De esta forma, podemos integrar de ambos lados para obtener la solucién buscada.

S
z(t) = z(0) +/ a(s,z(s))ds. (2.3)
0
Podemos observar los siguientes puntos:
= La soluciones de las ecuaciones diferenciales son funciones. Las cuales describen evo-
luciones de procesos observables y deterministicos.

= Para obtener una solucién inica, es necesario conocer la condicién inicial xg.

» Las soluciones explicitas de ecuaciones de la forma (2.1) son raras de encontrar analiti-

camente, por lo que es frecuente utilizar aproximaciones numeéricas.

» La ecuacién (2.3) se conoce como una ecuacion integral.

De estd forma, asi como podemos hablar de ecuaciones diferenciales, también podemos

definir ecuaciones diferenciales estocdsticas e integrales estocdsticas.

. Qué son las ecuaciones diferenciales estocasticas

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria de la forma

() = d’;’l(t“ —a(t,2(t)), 2(0) =m0, (2.4)

la manera més sencilla de introducir un factor aleatorio, es convertir la condicién inicial 2(0)
en una variable aleatoria, de tal forma que la solucién de esta ecuacién z(t) se convertird

en un proceso estocastico { Xy, t € [0,77]}:
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dX, = a(t, X,)dt, Xo(w) =Y (w). (2.5)

Una ecuacion de la forma (2.5) es conocida como ecuacion diferencial estocdstica. Las
ecuaciones diferenciales estocasticas pueden ser consideradas como ecuaciones diferenciales

deterministicas con condiciones iniciales aleatorias o perturbadas.

Otra forma de expresar la ecuacién (2.5) es adicionando una término aleatorio de la forma

dX; = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)dBt, Xo(w) = Y(w), (26)

donde B = {B,t > 0} es un movimiento Browniano y a(t,z), b(t,z) son funciones de-
terministicas. Si la ecuacién (2.6) tiene solucién, entonces es un proceso estocastico X =
{X;,t€0,T]}.

By no es diferenciable; sin embargo, aplicando el cdlculo de It6> se puede proponer lo

siguiente:
Definicion 2.3. Ecuacidn diferencial estocdtica de Ito

Sea

t t
Xt = Xo +/ a(s, Xs)ds + / b(s,Xs)dBs, 0<t<T, (2.7)
0 0

donde la primer integral es una integral deterministica y la sequnda integral es una integral

estochastica de Ito.

A la ecuacion (2.7) se le conoce como ecuacton diferencial estocdstica de Ité.

2.3.3. Lema de Ito

En esta secciéon mostraremos como se puede obtener el lema de It6, utilizando una expansion

de la series de Taylor y aplicando algunas reglas del célculo estocistico®

Sea X; el precio de una accién que satisface la ecuacion

2Nombrado asi por el matematico Kiyoshi Ité, el cual fue pionero en la teorfa de la integracién estocéstica
y la ecuaciones diferenciales estocasticas. Su principal aportacion fue extender la herramientas del cédlculo

clésico a los procesos estocdsticos. Para un estudio completo del cdlculo de It6 ver [17] y [16] en la bibliograffa.
3Una demostracién formal del Lema de It6 se puede encontrar en Mikosh [16] pags 112-117, de la biblio-

grafia.
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2.3 Modelo Black-Scholes

dXt = /Ldt + O'Bt,

donde B; es un movimiento Browniano. Si f(¢,z) es una funcién doblemente derivable, su

expansién de Taylor estd dada por:

f O o L0 42 .

dt + Oz 2 0%t

df =

Substituyendo a x por X; y dx por udt + 0By, tenemos que

1 2
(pdt + l%)+—22é§(2dﬁ—+2padhﬂ%—%02d89.

fdt—i— 0f

df = -

Cuando dt — 0, dt? y dtdB; tienden a cero més rapido* que dB?. Reemplazando dt? =0 y
dB; = 0y dt por dB;, obtenemos

2
df = @ﬁm%+zg®ﬁ+g%& (2.8)

A la ecuacién (2.8) se le conoce como el Lema de It6.

2.3.4. Paridad Call-Put

En matematicas financieras, la paridad Call-Put define la relacién que existe entre el precio
de una Opcién de compra (Call) Europea y el precio de una Opcién de venta (Put) Europea,
las cuales tienen que tener el mismo precio de ejercicio K y la misma fecha de vencimiento
T.

La validez de esta relacién requiere que se cumplan ciertas condiciones. En la practica los
costos financieros de la transaccién asociados hacen que esta relacion no se cumpla, pero en

mercado financiero estables la relacién aproximadamente se mantiene.

La paridad Call-Put puede ser descrita de muchas formas, pero una de las méas comunes es:

C—P=D(S—K), (2.9)

donde C es el precio de una Opcién de Call, P el precio de una Opcién de Put, D es el

factor de descuento (digamos e~"T), S el precio de un activo subyacente y K el precio de

4Las reglas del calculo estocastico nos dicen que dt-dt = 0, dt-dB; = 0,dB;-dB; = dt, para la demostracién
de ésto ver Mikosh [16] pags. 96-99, en la bibliografia
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2.3 Modelo Black-Scholes

ejercicio. Podemos incluir dentro del precio del activo subyacente el factor de descuento, de

tal forma que S se al valor presente del precio activo subyacente. Esto nos lleva a

C-P=S-D-K,

es igual a

C+D - K=P+S.

Ambos lados tienen como funcién de pago maz(St, K), lo que nos lleva a interpretar la

paridad Call-Put como
C(Sy,t) — P(Sy,t) = Sy — K - e 7(T=1), (2.10)
donde:

C(St,t) Es el precio de la Opcién de Call al tiempo ¢.

P(S;,t) Es el precio de la Opcién de Put al tiempo t.

St El precio del subyacente financiero al tiempo t.
K El precio de ejercicio.
e (T Eg el factor de descuento anualizado y continuamente compuesta.

A la ecuacién (2.10) se le conoce como la Paridad Call-Put.

2.3.5. La férmula Black-Scholes

Siguiendo con los supuestos para una Opcién europea descritos al inicio de la seccién 2.3,
el precio en el tiempo de dicha Opcién esta modelado por la ecuacion de Black-Scholes,

la cual tiene la forma:

2
2522V eV iy, (2.11)

ov 1
2° "1 oS} 05

T +
Donde:
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2.3 Modelo Black-Scholes

St Es el precio de un subyacente financiero al tiempo ¢, cominmente una accion.

V (S, t) El precio del producto financiero derivado, como funcién del activo S; y del tiempo.

r Es la tasa de interés libre de riesgo, anualizada y continuamente compuesta.
o La desviacién estandar del precio de la accion.
t El tiempo actual, en anos.

La clave detras de la ecuacién (2.11) es que permite cubrirse de forma adecuada, mediante
la compra o venta del activo subyacente de manera correcta y en consecuencia eliminar el
riesgo asociado. Esta cobertura, a su vez implica que sélo hay un precio adecuado para la

Opcidn, tal como lo muestra la férmula Black-Scholes.

En general, es dificil encontrar la solucién de una ecuacion diferencial parcial y la mayor
parte de las veces se opta por soluciones numéricas. Sin embargo, la ecuacién diferencial
parcial (2.11) tiene una solucién explicita (probablemente, ésto es una de las razones de la

popularidad de la férmula de Blck-Scholes). La solucién estd dada por:

C(Sy,t) = N(d1)S; — N(dy)Ke T (2.12)

para el precio de una Opcion de Call y

P(S;,t) = K(—do)Ke "7~ — N(—d})S, (2.13)

para el precio de una Opcién de Put con

dlzg;_t[Ln<f(t)+<r+a;) (T—t)],

do =di —oVT —t.

Donde:

N(.) Es la funcién de distribucién acumulada normal.
T—1t La diferencia entre el tiempo de expiracion del contrato y el tiempo actual.

St El precio del subyacente financiero al tiempo t.
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2.3 Modelo Black-Scholes

K El precio de ejercicio.
r Es la tasa de interés libre de riesgo, anualizada y continuamente compuesta.
o La desviacién estandar del precio de la accion.

A las ecuaciones (2.12) y (2.13) se les conocen como la férmula de Black-Scholes.

Ejemplo del calculo del precio de una Opciéon Europea con la férmula de Black-
Scholes

La férmula de Black-Scholes nos brinda una forma muy sencilla para obtener el precio de
una Opcién de cualquier empresa que cotice en el mercado financiero Mexicano o en un
mercado internacional. Hay varias paginas de Internet que contienen calculadoras para la

férmula de Black-Scholes, por ejemplo:

» http://www.erieri.com/blackscholes
= http://www.soarcorp.com/black_scholes_calculator. jsp

= https://www.mystockoptions.com/black-scholes.cfm

Aunque sélo lleva unos minutos conformar un programa de Excel en nuestras computadoras
para calcular valores de Black-Scholes. La hoja de célculo mostrada en la figura 2.9 muestra

cémo hacerlo.

Primero, se escriben las formulas que se muestran en el lado derecho de la hoja, en las celdas
de la E2 a la E8. Luego escribimos los datos de la Opcién de compra de alguna empresa en
las celdas de la B2 a la B6. Observemos que los valores de la desviacién estandar y del tipo

de interés se escriben en decimales.

En la practica, podemos calcular la desviacién tipica de las rentabilidades utilizando datos
historicos. En nuestro ejemplo utilizaremos una desviacién del 40 por ciento, de modo que

escribimos la desviacién en la celda B2 como 0.4 y no 40.

Las tltimas dos lineas de la columna de resultados muestra que la férmula de Black-Scholes

da un valor de 12.33 a la Opcién de compra.
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2.3 Modelo Black-Scholes

Figura 2.9: Ejemplo de la férmula de Black-Scholes, realizado en una hoja de Excel.
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2.3 Modelo Black-Scholes

2.3.6. La férmula de Black-Scholes como una esperanza matematica

En esta seccién se presenta una forma de interpretar la férmula de Black-Scholes como una
esperanza matematica, de tal suerte que sea valido comparar los resultados que pudiera
arrojar el precio de una opcién de Compra a través de Black-Scholes, con los resultados que

generados por una aproximacion a la esperanza matematica, como es el promedio muestral.
Sea

C(Sy,t) := C(S,, T, K,0,7) = E[e"TD(S, — K)*]
El valor justo de una opcién de Compra a un precio de ejercicio K con fecha de vencimiento

T con una tasa de rendimiento r, siguiendo un movimiento Browniano con volatilidad o.

Para obtener la formula de Black-Scholes como una esperanza matematica usaremos el

hecho que bajo el supuesto de no arbitraje, S; puede ser expresada como:

Sy = Spexp{(r — 02/2)T + oVT Z} (2.14)

donde Z es una variable normal estandar.

Sea I la funcién indicadora para el evento en que la Opcion de Call se ejerce, es decir se

encuentre in the money, esto es:

(2.15)

1 SiSt>K
0 siSi<K

Y se utilizaran los siguientes lemas.

Lema 2.1. Utilizando (2.14) y (2.15) se sigue

I—{l $iZ >0Vt —w

0 en otro caso.

donde

rt — o?t/2 — log(K/Sp)
oVt

w =

Demostracion

Sy > K < exp{(r —o%/2)t + oVtZ} > K/S,
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2.3 Modelo Black-Scholes

. log(K/So) = (r = a®/2)t
oVt

s Z>oVt—w O

& 7

Lema 2.2.
E[I] = P[S; > K = ®(w — oV/1)]
Demostracion
E[I] = P[S: > K]
= P[Z > oVt —w] de Lema 2.1
= P[Z <w— o1
=P(w— U\/E) O
Lema 2.3.
e " E[IS)] = sP(w)
Demostracion

Dado que ¢ = o/t — w, se utiliza la ecuacién (2.14) y el Lema 2.1 y se obtiene:

OO 1

1

msoel‘p{(r —0%/2)t + ov/tx} /Coo exp{—(x — ovt)?/2}dx

= \/12?5’06” /COO exp{—(z — ovt)*/2}dx

1
V2T

oo
= Spe"t / e_y2/2dy asignando y = x — oVt
—w

= SOeTt\/127rP[Z > —w]

= See"®(w) O

Con lo resultados de los Lemas 2.2 y 2.3 se puede obtener la formula de Black-Scholes para

una opcién Europea de compra:

Teorema 2.1. La formula de Black-Scholes
C(So,t, K,0,1) = Sg®(w) — Ke "'®(w — oV/t)
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2.3 Modelo Black-Scholes

Demostracion

C(So,t,K,0,1) = e " E[(S; — K)"]
=e "E[I(S;) — K]
=e "E[I(S))] - Ke ™E[I] O

Cuyo resultado es el mismo obtenido por la férmula (2.12). Por lo tanto es posible hacer

una aproximacién a este valor en base a un estimador de una esperanza matematica.
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Capitulo 3

Método Monte Carlo para el

Calculo de Opciones

En este Capitulo se muestra una forma para poder simular el precio de una Opcién financiera
Furopea, ya sea de compra Call o de venta Put, a través de un método de simulacion Monte
Carlo. Y se introducen conceptos basicos sobre la simulacion Monte Carlo o simplemente

stmulacion, términos que usaran de manera indistinta a lo largo de este capitulo.

3.1. Origenes del Método Monte Carlo

El método se llamo asi en referencia al Casino de Montecarlo (Ménaco) por ser la capital

del juego de azar', al ser la ruleta un generador simple de niimeros aleatorios.

El nombre y el desarrollo sistematico de los métodos de Montecarlo datan aproximadamente

de 1944 y se mejoraron enormemente con el desarrollo de la computadora.

El uso de los métodos de Montecarlo como herramienta de investigacion, proviene del trabajo
realizado en el desarrollo de la bomba atémica durante la Segunda Guerra Mundial en el
Laboratorio Nacional de Los Alamos en EE. UU. Este trabajo conllevaba la simulacién de
problemas probabilisticos de hidrodindmica concernientes a la difusion de neutrones en el

material de fisién. Esta difusién posee un comportamiento eminentemente aleatorio.

'En 1854 el juego fue legalizado por el principe Florestan I. El Principe Carlos III ordené la construccién
de un nuevo barrio llamado Montecarlo. Un nuevo casino fue también parte de este plan, el juego de azar
era ilegal en los paises vecinos y los dividendos permitieron al principado desarrollarse rdpidamente. (http:

//monte-carlo-casino.co.uk/monte-carlo-casino/ )
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3.1 Origenes del Método Monte Carlo

La invencién del método de Monte Carlo? se asigna a Stanislaw Ulam y a John von Neu-
mann. Ulam ha explicado como se le ocurrio la idea mientras jugaba un solitario durante una
enfermedad en 1946. Advirtié que resulta mucho mas simple tener una idea del resultado
general del solitario haciendo pruebas multiples con las cartas y contando las proporciones
de los resultados que computar todas las posibilidades de combinaciéon formalmente. Se le
ocurrié que esta misma observacién debia aplicarse a su trabajo de Los Alamos sobre di-
fusién de neutrones, para la cual resulta practicamente imposible solucionar las ecuaciones

integro-diferenciales que gobiernan la dispersién, la absorcion y la fision.

Podian utilizarse maquinas de computacion, que comenzaban a estar disponibles, para efec-
tuar las pruebas numéricas y en efecto reemplazar el aparato experimental del fisico. Durante
una de las visitas de von Neumann a Los Alamos en 1946, Ulam le mencioné el método.
Después de cierto escepticismo inicial, von Neumann se entusiasmé con la idea y pronto

comenzdé a desarrollar sus posibilidades en un procedimiento sistemético.

Pero no solo Los Alamos tuvieron una actividad intensa durante la guerra. John Mauchly
y Presper Eckert, de la Universidad de Pennsylvania, habian convencido al Laboratorio
de Investigacién Balistica en Aberdeen de la posibilidad de crear una maquina de céalculo
con circuitos electronicos que les permitiera calcular las tediosas tablas de trayectoria de
proyectiles, ya que, hasta la fecha, los cédlculos eran realizados por un grupo de mujeres
especializadas en la resolucién de ecuaciones diferenciales con la ayuda de una simple,
pero enorme calculadora de escritorio. Este proyecto dio lugar a la creacién del ENIAC
(Electronic Numerical Integrator And Computer), considerado por algunos como el primer

computador de la historia?.

La maquina contaba con unos 17,468 tubos de vacio, 7,200 diodos de cristal, 70,000 resisten-
cias y cinco millones de soldaduras. Ocupaba 167m?, pesaba 27 toneladas, realizaba cerca

de 5000 sumas, 300 multiplicaciones por segundo y su velocidad rondaba cerca de los 100
kHz.*

FEn matemaéticas financieras, un modelo de Opcién de Monte Carlo utiliza métodos de Monte
Carlo para calcular el precio de una Opciéon con miltiples fuentes de incertidumbre o de

caracteristicas complejas.

La primera aplicacién para el cdlculo del precio de una Opcién fue creada por Phelim Boyle

2N. Metropolis 1987. The begining of the Monte Carlo Method. Los Alamos Science Special Issue.
3Existe un documental filmico con toda la historia sobre ENIAC en http://eniacprogrammers.org/
4Para comparar, observemos que la velocidad de procesamiento de un iPhoneX es de 2.4 GHz y puede

realizar 185,000 millones de operaciones por segundo, aproximadamente.
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3.2 Teorema Central del Limite y Ley de los Grandes Numeros

en 19775 para Opciones europeas. En 1996° , M. Broadie y P. Glasserman mostraron cémo
calcular el precio de Opciones asidticas a traves de métodos Monte Carlo. En 20017 F. A.
Longstaff y E. S. Schwartz desarrollaron una método de Monte Carlo practico para fijar el

precio Opciones americanas.

La justificacién inicial del uso de Monte Carlo proviene de dos teoremas centrales de la
probabilidad y la estadistica, la Ley Débil de los Grandes Numeros y el Teorema Central
del Limite.

3.2. Teorema Central del Limite y Ley de los Grandes Niume-

ros

Muchos resultados importantes en la teoria de la probabilidad estan basado en los teoremas
de limite. En esta seccién enunciaremos dos de estos resultados, ya que es importante

tenerlos en cuenta cuando se habla de simulacion Monte Carlo.

La Ley Débil de los Grandes Numeros fue originalmente probado por James Bernoulli,
para el caso especial en donde variables aleatorias X; toman los valores 0 o 1 (es decir,
una distribucién Bernoulli), presentado en su libro llamado Ars Conjectandi de 1713 y
publicado ocho anos después por su sobrino Nicholas Bernoulli. La forma general de la ley
de los grandes numeros mostrada en la ecuacién (3.1) fue demostrada por el matemético
Ruso Khintchine.

Teorema 3.1. Ley Débil de los Grandes Numeros

Sea X1, X2, ..., X;, variable aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, con E[X;] =

py Var(X;) = o2, entonces para toda € > 0 se tiene:

(e e e Y S (P (3.1)

El teorema central del limite es uno de los resultados mas importantes en la probabilidad.
Este teorema nos muestra la forma en aproximar una distribucién normal, a través de sumar

variables aleatorias independientes.

"Boyle, Phelim P., Options: A monte carlo approach. Journal of financial economics 4.3 (1977)
5Broadi M., Estimating Security Price Derivatives Using Simulation, Columbia University, 1996.
"Longstaff F., Schwartz E., Valuing American Options by Simulation: A simple Least-Squares Approach,

The review of financial studies (2001)
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3.3 ;Qué es la Simulacién?

Una de las formas mas simples de enunciar este teorema es:

Teorema 3.2. Teorema Central del Limite

Sea X1, X, ..., X;, variable aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, con E[X;] =

0 y Var(X;) = 1. Entonces para toda x tenemos que:

donde x tiene una distribucion normal estdndar. Esto es:

o1
P(x<z)= / me_yzmdy.

Para ver la demostracién de los teoremas 3.1 y 3.2 se pueden ver en Ross [19] pags. 388-393,

de la bibliografia.

3.3. ;Qué es la Simulacién?

Dar una definicién exacta de simulacién Monte Carlo (o simplemente simulacién) no es una
tarea facil dada la amplitud de las aplicaciones y sistemas a los que se aplica. Sin embargo,
una buena definicién serfa la dada por R.E. Shannon® en 1976, segiin la cual “simulacién
es el proceso de disenar un modelo de un sistema real y llevar a cabo experiencias con él,
con la finalidad de aprender el comportamiento del sistema o de evaluar diversas estrategias

para el funcionamiento del sistema”.

La simulacion Monte Carlo se utiliza en muchas aplicaciones y consiste en generar muestras

que permiten aproximar escenarios de interés, a través del computo.

La idea basica, es utilizar variables aleatorias para resolver problemas que pueden ser deter-
ministicos. Este método es frecuentemente utilizado en problemas de fisica, finanzas y otras
areas de estudio, cuando obtener una solucién explicita al problema es muy dificil o impo-
sible. Existen tres? propésitos fundamentales para su utilizacién: optimizacién, integracién

numérica y generacion de nimeros provenientes de una distribucién de probabilidad.

8Shannon, R. y Johannes J. Systems Simulation: The Art and Science pags. 723-724 (1976)
9Kroese, D. P.; Brereton, T.; Taimre, T.; Botev, Z. I., Why the Monte Carlo method is so important

today, pags. 386-392 (2014)
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3.3 ;Qué es la Simulacién?

Para entender la utilidad y ventaja de simular un escenario, consideremos la situacién de
obtener la probabilidad de ganar un juego de solitario que se juega con una baraja estandar
de 52 cartas. Una posible aproximacién, es comenzar con la hipétesis de que existen (52)!
arreglos diferentes iniciales, los cuales tienen las misma probabilidad de aparecer, para

después calcular el nimero de situaciones que llevan a ganar un juego de solitario.

Sin embargo, ésto implica un nivel de complejidad alto, ya que no existe un método sis-
tematico que nos permita determinar el nimero de arreglos que llevan a ganar un juego de
solitario. Por lo que determinar la probabilidad de ganar un juego se vuelve matematica-

mente muy complejo.

Una forma de resolver este problema, es manejandolo como si se tratara de un experimen-
to. Podemos jugar un gran nimero de veces y observar los resultados, o programar una

computadora para que simule los resultados.

Por ejemplo, después de jugar n juegos podemos definir como

X {1 si el i-ésimo juego resulta ganador
i =

0 en otro caso

entonces X;, con ¢ = 1,...,n son variables aleatorias que se distribuyen Bernoulli, donde

E[X;] = P[ganar un juego].

Utilizando la ley de los grandes niimeros sabemos que

Z & numero de juegos ganados
n nuamero total de juegos
converge con probabilidad 1 a F[X;] = P[ganar un juego.

Jugando una gran cantidad de veces, podemos usar la proporciéon de juegos ganados para
estimar la probabilidad de ganar. A este método empirico utilizando experimentacién para

determinar probabilidades se conoce como simulacion.

3.3.1. Etapas en el desarrollo de un estudio de simulacién

Al llevar a cabo un estudio de simulaciéon hay algunos pasos que se deben seguir para lograr
un correcto andlisis del problema, la obtencién de un modelo que sirva para los fines para

los que se desarrolla, que sea creible y justificable analiticamente.
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3.3 ;Qué es la Simulacién?

A continuacién se muestra, de forma general, una serie de pasos para poder realizar un

analisis de un sistema simulado y poder tomar decisiones finales.

Formular el problema

En esta fase se plantean los objetivos del estudio, las hipdtesis basicas que pueden ser
asumidas, los pardmetros que intervienen, cudles son las variables de estado del sistema
y por tanto del modelo, etc. Es una fase clave, denominada fase de especificacién, que, a
menudo no es valorada correctamente, ya que aparentemente el problema estd formulado
de inicio, pero concretar exactamente lo que se quiere obtener y de lo que se dispone, no es

tan obvio como pueda parecer.

Reunir datos y crear un modelo

Es importante que se defina con claridad y exactitud los datos que el modelo va a requerir

para producir los resultados deseados.

Esta fase puede ser la mas laboriosa del proyecto total ya que la obtenciéon de los datos
puede ser una tarea larga. Una vez obtenidos, mediante un analisis estadistico, hay que

modelar la aleatoriedad para ser incluida en el modelo de simulacién.

En la formulacién del modelo es necesario definir la variables que lo alimentardn, sus rela-

ciones légicas, diagramas de flujo y/o algoritmos.

Implementacién en la computadora

La programacién del modelo, se puede hacer con un lenguaje de programacién de propésito
general o con un lenguaje especifico de simulacién (GPSS, AutoMod, Promodel, Stellasi-
mula, Witness, Arena, etc.). La decisién debe ser tomada previamente, ya que influye no

sélo en la programacion sino también en el modelo desarrollado.

Verificar la programacién

Este paso consiste en verificar que lo que se ha programado coincide con lo que se habia
modelado. Para ello hay que llevar a cabo ejecuciones de prueba y compararlas con el

modelo. En el caso de ser detectados errores, habra de volver a la fase anterior.
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3.3 ;Qué es la Simulacién?

Validacion del modelo y andlisis de los resultados

Consiste en comprobar la validez del modelo disenado y para ello hay que ejecutar el modelo
y comparar con el propio sistema o con soluciones tedricas de casos sencillos que se hallen

bien resueltos.

La comparacién con el propio sistema sugiere comparacion de datos reales y datos simulados.
Cuando existe aleatoriedad no es facil hacer tal comparaciéon y un procedimiento habitual
para llevarla a cabo consiste en alimentar el modelo con los mismos datos con los que se
alimenta al sistema real para obtener los resultados que se van a comparar. Por ejemplo,
si es un sistema de llegadas de clientes en una sucursal bancaria, se le da al modelo los
tiempos entre llegadas y de servicio observados y se compara lo que ocurre en el sistema

real, para comparar esos tiempos con los que el modelo simula.

En base a los resultados, hay que decidir si dar por terminada la simulaciéon y pasar a la
dltima o por el contrario, si se requieren nuevas pruebas, en cuyo caso habria que volver al

paso de diseniar un nuevo experimento.

Documentacién

Esta es una etapa importante en el desarrollo de un modelo para garantizar su difusién.
La documentacién debe ser clara, precisa y completa. El manual de usuario debe incluir
la especificacion técnica funcional, matemaética e informatica. El propio cédigo debe incluir
una buena documentacién para facilitar la tarea del mantenimiento. Piensesé que la mayor
parte del ciclo de vida de un modelo no estd en el desarrollo sino en la fase de uso y

mantenimiento.

3.3.2. Ventajas e inconvenientes de la simulacién
Puesto que existen varios métodos para obtener modelos, lo natural es preguntarse cuando
es ventajoso utilizar la simulacién y qué inconvenientes puede tener.

Ventajas:

= Si no existe formulacién matematica del modelo o métodos de resoluciéon. Por ejemplo,
cuando se va a construir un aeropuerto para prever las necesidades de las infraestruc-
turas que se construiran no existe un modelo mateméatico que pueda contemplar todo

conjuntamente. Otro ejemplo son los sistemas de lineas de espera para los que se puede
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3.3 ;Qué es la Simulacién?

plantear un modelo, pero para muchos de ellos no existen métodos matematicos para

resolver las ecuaciones resultantes.

= Cuando existen, pero resulta mas barato y sencillo simular, ya que en muchas ocasiones

el modelo y su resolucién resultan mas sencillos.

= Si se desea experimentar con el sistema antes de su uso o construccién. El ejemplo
mas conocido son los simuladores de vuelo, pero no es el Unico, ya que cada vez es
mas habitual la implantaciéon de puestos de formacién para operadores de sistemas,

de modo que puedan practicar con el modelo como si lo hicieran con el sistema real.

= Si es imposible experimentar sobre el sistema y se desean prevenir eventualidades.
Este es uno de los usos més habituales, la prevencién de eventualidades, de modo
que si posteriormente se da alguna de ellas se tenga identificada la respuesta 6ptima
ante la eventualidad. Uno de los casos mas representativos es el de la simulacién de
vuelos espaciales, de modo que antes de lanzarlo se ha simulado el sistema para tener
respuestas en caso de fallo de algtin mecanismo o similar. Obviamente, el éxito de este

uso pasa por una buena identificacion de las posibles eventualidades.

= Si hay razones éticas que impiden la experimentaciéon, como en el caso de sistemas

biolégicos humanos.

= Si se desea reducir escalas de tiempo, pues la evolucion del sistema es muy lenta.
Por ejemplo en el estudio de diferentes politicas de talas de arboles no es viable
esperar a ver cudl es la evolucion del bosque con una determinada politica, no sélo
por las consecuencias que pueda tener, sino porque para observarlas habria que esperar

numerosos anos.

» Por dltimo, una caracteristica importante de la simulacién es que permite estudiar

sistemas dindmicos en tiempo real.
Deventajas:

= La construcciéon del modelo puede ser compleja y costosa. Por ejemplo, la construcciéon
de un buen modelo socio econémico mundial puede llevar unos cinco anos de trabajo

a un equipo.

= Es frecuente despreciar elementos o relaciones sin importancia aparente y obtener
resultados falsos, aunque este peligro existe en cualquier proceso de desarrollo de un

modelo, no sélo en los modelos de simulacion.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

= Ks dificil establecer el grado de precision de los resultados, ya que se obtienen muestras
y como tales han de ser analizadas, con sus limitaciones. Es decir, cuando existe
aleatoriedad los resultados han de verse como tales, aleatorios, y analizados con sumo

cuidado y rigurosidad mediante técnicas estadisticas.

3.4. Simulaciéon de variables aleatorias

Los modelos de simulacion frecuentemente incluyen aleatoriedad, hasta el punto de que en
muchos casos cuando el modelo es determinista se considera un caso particular de un mo-
delo estocastico més general. Por tanto, es necesario modelar correctamente la aleatoriedad
incluida y disponer de procedimientos rapidos y eficientes para generar valores de variables

aleatorias con una distribucion determinada y conocida.

3.4.1. Generacion de muestras uniformes

Una secuencia de nimeros se dice que es aleatoria si cualquier secuencia finita, seleccionada

previamente a su diseno, es igualmente factible que esté incluida en aquélla.

Los mejores métodos para generar ntimeros aleatorios son los fisicos y de entre ellos el mejor
es el de la ruleta. Este método consiste en una ruleta dividida en 10 partes iguales, a las
que se les asignan los valores del 0 al 9, y una flecha fija en un punto fuera de la ruleta. Si
se la hace girar y posteriormente se la detiene bruscamente, se puede anotar el nimero que
senala la flecha. Repitiendo esta operacién n veces, se obtiene una secuencia de n nimeros

que obviamente constituye una secuencia de niimeros aleatorios.

Estos valores se pueden considerar valores de una variable cuya distribucién sea una uni-
forme discreta que toma los valores de 0 a 9 con probabilidad % cada uno de ellos. Pero
también los podemos agrupar de k en k y considerar que son valores de una uniforme

discreta que toma valores 0, ..., 10F — 1.

Si se desean generar valores de una uniforme en el intervalo (0,1), podemos agrupar los
valores de k en k y considerar que cada grupo son las cifras decimales de una realizacién de

una variable aleatoria con distribucién U(0, 1).

Obviamente, para considerar informativos los resultados obtenidos mediante la simulacién
de un modelo es necesario simularlo mas de una vez. De hecho, se debe hacer una gran
cantidad de veces, en general, mas cuanto mas complicado es el modelo, lo que hace ver la

necesidad del uso del ordenador.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Existen tablas de niimeros aleatorios obtenidos por el método de la ruleta y otros métodos
fisicos, pero no es un buen método para su uso en ordenador. Esta fue la razén por la que
se crearon métodos aritméticos particulares adaptados al ordenador, aunque con un cierto

deterioro de la aleatoriedad, denominandose nimeros pseudoaleatorios.

Un generador ideal de nimeros pseudoaleatorios debe proporcionar secuencias de niimeros
con las siguientes propiedades:

= Tener distribucién uniforme.

= Ser estadisticamente independientes.

= Han de ser reproducibles.

= Capaces de producir diferentes secuencias de nimeros.

= Deben tener un ciclo no repetitivo tan largo como se desee.

= Ser generados rapidamente.

= Ocupar poca memoria o almacenamiento en el ordenador.

Generadores de congruencia lineal

Un método conocido y simple para generar nimeros pseudoaleatorios que se distribuyen
entre (0,1), son los generadores de congruencia lineal. Ellos generan una secuencia x1, x2, ...

de ntmeros entre 0 y m — 1 usando una regla recursiva

Tnt1 = (axy, + ¢)mod(m) = mod(ax,, + ¢;m)
El valor inicial zq se le llama semilla. Para generar r ntimeros aleatorios distribuidos en el
intervalo (0,1) se tiene que dividir el nimero aleatorio por el médulo de m.

Se tienen que elegir los parametros a, ¢, m de manera de obtener “buenos” niimero aleatorios,

donde “bueno”’significa con poca correlacién.

3.4.2. Método de transformacion inversa

Dado un generador de nimeros aleatorios que se distribuya uniformemente entre (0,1)
podemos obtener ntmeros con distribuciones de probabilidad diferente a la uniforme a

través de varios métodos.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Un método general para simular variables aleatorias de una funcién de distribucién continua

se le conoce como método de transformacion inversa.

Si la variable aleatoria X tiene una funcién de distribucién acumulada F'(z), entonces la
variable v = F'(x) estd distribuida uniformemente entre 0 y 1. Por lo tanto, X se puede

obtener generando niimeros uniformes y calculando x = F~1(u).

Figura 3.1: Método de transformacién inversa
F(x)

51 ettt
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Demostracion:

Sea u = g(z) tal que z = g~ !(u):

Fy(u) = PIU < u] = P[X < g7'(u)] = Fx(97" (u)),

seleccionamos ¢ de form que g(z) = Fx(z), o u = Fx () y que u sea una variable aleatoria

entre 0 y 1 con distribucién dada por

Fy(u) = Fx(g7"(u)) = Fx(Fy'(u)) = u

es decir, u esta distribuida uniformemente entre 0 y 1.

Este método nos permite generar variables aleatorias siempre que se pueda determinar

F~!(z) analitica o empiricamente.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Ejemplo (Determinacién analitica)

Sea X una variable aleatoria exponencial con funcién de densidad f(z) = A\e™**. La funcién
de distribucién acumulada estd dada por F(z) = 1 — e
es uniforme entre 0 y 1, entonces 1 — u también estd distribuida uniformemente entre 0 y

1. Por lo tanto podemos generar variables aleatorias exponenciales generando u y después

calculando

xT

x = ——Ln(u).

A

Ejemplo (Determinacién empirica)

El tamano de los paquete de un red fueron medidos y encontrados con la siguientes proba-

bilidades:
Tamano (bytes) | Probabilidad
64 0.7
128 0.1
512 0.2

Figura 3.2: Distribucién empirica

F(x)
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En este caso, la funcién de distribucién acumulada viene dada por:
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

0.0 0<x<64

0.7 64 <2 <128

0.8 128 <z <512
1 512 <z

F(z) =

y la inversa esta dada por:

64 0<u<07
Fhu)=4128 0.7<u<0.8
512 08<u<l1

3.4.3. Meétodos de Composicion, Convolucién y Caracterizacion

Los métodos de composicién, convolucién y caracterizacién se utilizan cuando se desea
)
generar una variable aleatoria como funcién de otras. A todos estos métodos también se les

conoce simplemente como métodos de Transformacion de variables aleatorias.

Método de Composicion

El método de composicién se puede usar si la FDA F(z) deseada se puede expresar como

una suma ponderada de otras n FDA Fy(x), Fx(x), ..., Fy(z) :

n n
F(z)=) pFi(z) pi vy Y pi=1
-1 i=1

El niimero de funciones n puede ser finito o infinito y las n FDA son compuestas para
formar la FDA deseada. Esto también se puede ver como que la FDA deseada puede ser
descompuesta en otras n FDA; por ésto, la técnica a veces es conocida como método de

descomposicion.
Por ejemplo la densidad de Laplace dada por

R

es la composiciéon de dos variables aleatorias que se distribuyen exponencialmente. La pro-

babilidad de que x sea positiva es 1/2, y de que sea negativa también es 1/2.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Figura 3.3: Densidad de Laplace

Convolucion

Esta técnica puede ser usada si la variable aleatoria x puede ser expresada como la suma

de n variables aleatorias 1, ..., ¥, que puedan ser generadas facilmente:

T =y + Yo+ o+ Yn

Noétese la diferencia entre los métodos de composicién y convoluciéon. La primera se usa
cuando la densidad o FDA puede ser expresada como la suma de otras densidades o FDA.
La segunda se usa cuando la variable misma puede ser expresada como la suma de otras

variables

Algunos ejemplos son:

= Una variable Erlang— K es la suma de K Exponenciales.

= Una variable Binomial de parametros n y p es la suma de n variables Bernoulli con

parametro p.

s La Chi-cuadrada con r grados de libertad es la suma de cuadrados de r Normales
Estandar N(0,1).

= Una variable Binomial Negativa es la suma de m Geométricas.

= La suma de dos Uniformes tiene una densidad Triangular
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Caracterizacién

Caracteristicas especiales de ciertas distribuciones permiten generar sus variables usando
algoritmos especialmente ajustados para ellas. Todos estos algoritmos estan clasificados bajo

una técnica llamada caracterizacion.

Ejemplos de variables usando caracterizacién son:

= Si los tiempos entre llegadas son Exponenciales con media %, el nimero de llegadas

n en cierto intervalo T' es Poisson con parametro AT. Por lo tanto una Poisson puede
ser obtenida generando Exponenciales hasta que su suma supere Ty devolviendo el

numero de Exponenciales usadas.
» La razén de dos Normales Estdndar es Cauchy(0,1).

= Una Chi-cuadrada con un ntimero par de grados de libertad x?(r) es una Gamma
'2,r/2).

» Six; y z2 son dos Gammas I'(a,b) y I'(a, ¢) respectivamente, la razén z1/(zl + x2)

es Beta(b, ¢).

Existen muchas relaciones probabilisticas usando las técnicas de transformacion entre varia-
bles aleatorias, éstas se muestran en la figura 3.4. Las demostraciones de dichas relaciones

se pueden ver con mayor detalle en los libros de Ross [19] y Hogg [10] de la bibliograffa.
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3.4 Simulacion de variables aleatorias

Figura 3.4: Fuente: Hogg [10] de la bibliografia. Relaciones probabilisticas
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3.5 Simulacién de una variable aleatoria Normal

3.5. Simulacion de una variable aleatoria Normal

Como ya se mostro, existen muchas formas de generar variables aleatorias con alguna dis-

tribucion deseada.

En esta seccién nos enfocaremos en mostrar algunas técnicas comunes para generar variables
aleatorias que se distribuyan normalmente. Ya que serd necesario para poder realizar el

calculo del precio de una Opcién Europea.

3.5.1. Meétodo del Teorema Central del Limite

Este método se basa en el teorema central del limite (Teorema 3.2), por el cual si X1, ..., X,
son variables aleatorias, independientes e identicamente distribuidas con media p y varianza

C y no X . C -z
o2, entonces la distribucién 21237\/571“ tiene a la distribucién N (0, 1) cuando n — oo

Este resultado puede ser aplicado a variables que se distribuyan uniformemente en (0, 1),

de la siguiente forma

Dic1 Ui — (n/2)
Vn/12

El principal inconveniente que tiene el método es que el resultado en que se fundamenta es

asintoético y, por lo tanto, se puede considerar valido un nimero grande. Por otra parte, au-
mentar el nimero de variables uniformes utilizadas, supone un gran esfuerzo computacional

para general un unico valor, lo que lleva a buscar otros procedimientos.

3.5.2. Método de Aceptaciéon-Rechazo

Estéd técnica se puede usar si existe otra funcién de densidad g(x) tal que zg(x) es mayor
que la funcién de densidad f(z), es decir, cg(x) > f(x) para todos los valores de z. Si estd
funcién de densidad existe, entonces se pueden aplicar los siguientes pasos:

1. Genere z con la densidad g(z).

2. Genere y uniformemente en [0, cg(x)]

3. Siy < f(z), devuelva x y retorne. De lo contrario repita desde el paso 1.

Este algoritmo permanece rechazando las variables = y y hasta que la condicién y < f(x)

se satisfaga.
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3.5 Simulacién de una variable aleatoria Normal

Ejemplo

Supongamos que queremos generar una variable aleatorias N (0, 1) con densidad f(z).

= Observemos que f(x) ~ 0 cuando |z| > 10. Entonces, podemos generar una variable

aleatoria uniforme en el intervalo de [—10, 10].

» También podemos notar que |f(z)| < f(0) = \/%

Entonces podemos generar una variable aleatorias Z «~ N(0,1) con los siguientes pasos

1. Generar un valor Uy « U[-10, 10]

2. Generar un valor Uy « UJ0, %ﬂ], independiente de Uy

Entonces

3. Si Us < f(Uy) hacemos Z = Uy

4. Si Uy > f(Uy), entonces volver al paso 1.

En estd situacién la probabilidad de aceptar un valor de U sera de % ~ (.125331. Es

deseable encontrar métodos que permitan generar algoritmos mas eficientes, es decir que

aumente la probabilidad de aceptacion.

3.5.3. Método Box-Muiiller

El método de Box-Miiller, nombrado asi por sus inventores George Edward Pelham Box
y Mervin Edgar Miiller en 1958. Este un método que genera dos nimeros aleatorios inde-
pendientes con distribucién normal estandar, a partir de una fuente de nimeros aleatorios

uniformemente distribuidos.

Considere dos distribuciones normales estandar Z; y Zo, graficadas en el plano como se

muestra en la figura 3.5

Es posible demostrar'® que B? = Z? 4 Z2 se distribuye como una chi-cuadrada con dos

grados de libertad, la cual a su vez es una distribucion exponencial con media 2, es decir:

22-20-7/2 1
- - @ = —:1,‘/2 >
f(x) 2722 5€ T w2 0.

%%er Ross [19] de la Bibliografia pags. 445-447 de la bibliografia
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3.5 Simulacién de una variable aleatoria Normal

Figura 3.5: Método Polar o Box-Miiller

(Z1,Z5)

Por lo tanto el radio B lo podemos obtener a través de transformacion inversa, como

B*= —2ILn(u) o B=+/—2Ln(u).

Por simetria de la distribucién normal, es razonable suponer que el angulo 6 se distribuye
uniforme entre [0, 27]. Igualmente se puede considerar que el radio B y el angulo 6 son

independientes.

Con esto podemos generar dos variables aleatorias normal estdndar independientes Z; y
Zs, a partir de dos nimeros uniformes Uy y Uy (nétese que si U es uniforme entre 0 y 1,

entonces 27U es uniforme entre 0 y 27):

Zy = Bcos(f) = /—2LnU, cos(2nUs) (3.3)

Zy = Bsin(f) = / —2LnU; sin(27Us). (3.4)

Z1'y Zy son variables aleatorias independientes con una distribucién normal estandar.

A esta forma de generar variables aleatorias normales se le conoce como el método de

Box-Miiller o método polar.
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3.5 Simulacién de una variable aleatoria Normal

Ejemplo

Para mostrar que tan efectivo es el método de Box-Miiller, basta con simular unos pocos

valores y hacer una prueba de normalidad en algin paquete estadistico.

Figura 3.6: Valores simulados bajo el método de Box-Miiller

Figura 3.7: P-P plot (STATA) para los valores simulados por medio de Box-Miiller

0709157255 | 0.054714324 | 0766230535 | -0.52472992
0.3536045226 | -1.134352379 | 0394204716 | 0.859359202
0335741957 | -0.234355576 | 0.314115439 0.55110215
0214460245 | 1.718127241 | 0032537479 | 0.356752019
0.263515454 | -1.215326419 | 0616354644 | -1.090426557
0207422068 | -1.33304857 06146496 -1.17003443
0707313319 | 0.014634471 024719522 0.331224522
0318635351 | -0.506110254 | 0397535254 | 0.379574562
0575749352 | 0171733044 0.02456945 0.1160355104
0.35642401 | -0.477661152 | 05370153143 | -0.113133375
0773976757 | 0715790734 | 0.0018a5771 | 0.008391557
0700594362 | -0.826671697 | 0465067555 | 0.168121712
009127826 | -2.1759253247 | 0453220153 | 0.230264073
0.356533027 | -1.266971437 | 0421959743 | 0.676343242
0.555176391 | -1.067053774 | 0475425465 | 0.166093256

o
o

=

0.75

Normal F[(BM-m)/s]
0.50

0.25

T
050 075 1.00
Empirical P[i] = iAN+1)

Primero simulemos nimeros distribuidos uniformemente en algiin programa de propdsito
general, en nuestro caso serd en una hoja de cdlculo en Excel y se evaluan en las ecuaciones

(3.3) y (3.4) para obtener los valores deseados, éstos se muestran en la figura 3.6.

Asi, podemos simular 30 valores Z1 y Zo, para posteriormente realizar una prueba de nor-
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

Figura 3.8: Prueba de normalidad Shapiro-Wilk sobre datos obtenidos por Box-Miiller
Shapiro-Wilk W test for normal data

Variable | Obs W v z  Prob>z
_____________ L SR P T g W N TP o W R O Y o Y

varl | 20 0.97202 0.662 -0.831 0.79691

malidad, por ejemplo la prueba de Shapiro-Wilk!!, donde la prueba de hipétesis nula nos
dice que la variable se distribuye normalmente y se rechaza si el valor Prob > z es demasiado

pequeno, ésto se muestra en la figura 3.8.

Observando la grafica de probabilidades (P-P plot en la figura 3.7) y la prueba de normalidad
Shapiro-Wilk podemos concluir, que si bien no hay suficientes motivos para suponer una

perfecta normalidad, ain asi, con estos 20 valores no tenemos evidencia para rechazarla.

3.6. Simular el precio de una Opcién Europea

Practicamente todos los lenguajes de programacion disponen de un generador de niimeros
aleatorios que permiten generar una secuencia Uy, Us, ... de nimeros aleatorios aproxima-
damente independientes y con una distribucién aproximadamente U(0,1). Y por lo tanto,
es posible generar variables aleatorias distribuidas normalmente, a través del método de

Box-Miiller, el teorema central del limite u otras técnicas.

Teniendo en cuenta la facilidad que nos brinda el computo para generar niimeros aleatorios
con distribuciones espécificas, podemos obtener un método para aproximar numéricamente

la funcién de pago de una Opcién, ya sea de Call o de Put.

Primero asumamos que la trayectoria del precio de una accién estd descrito por un movi-
miento Browniano geométrico, es decir, los cambios en el tiempo del precio tienen la forma

de la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

dSt = ,uStdt + O'StBt. (35)

La primer cosa que necesitamos saber para valuar el precio de una Opcién via Monte Carlo,
es saber cudl es el valor de el precio de la accién en el tiempo T', es decir necesitamos conocer

el valor de St.

"Shapiro, S. S., Wilk M B., An Analysis of Variance Test for Normality (complete samples), Biometrika
52 pags. 591-611 (1965)
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

Para obtener este valor es necesario usar una aplicacién del Lema de Ité que nos dice que

para cualquier funcién F'(Xy,t) se tiene

F 1 OF
dF = a—ahf + det 0

5 . aX2dXtht (3.6)

En lugar de utilizar F(X;,t) podemos utilizar una variable Y = f(S;,t) = Ln(S;) y aplicar

el lema de Ito para calcular dY.

Del célculo integral tenemos que

o _1
oS S’
oy __1
sz s¥
podemos substituir en (3.6)
dY = —d d d .
S, Sy — 252 Syd Sy (3.7)

y reemplazamos el valor de dS; (3.5) en la ecuacién (3.7) para obtener

(uStdt + O'StBt) (,uStdt + O'StBt) .

l\ZJ\*i

1
dY = (,uStdt + O'StBt)

1
S 2

Es posible demostrar que dt -dt =0, dt - dB; = 0y dB; - dB; = dt.'? Teniendo en cuenta lo

anterior, se realizan las multiplicaciones correspondientes y se simplifica

,s/( pSidt + o5{By) — QZ( ol Stdt)

reordenando se tiene

1
ay = (p— 502)dt + odB;.

Pero como se definié dY = Ln(S;), quedaria

12Ver Mikosh [16] pags. 96-99, en la bibliograffa.
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

1
dLn(S:) = (p — 502)dt + odB;.

Una vez conseguido ésto, se puede integrar en el intervalo [0, 7]

T T 1 T
/ dLn(St) = / (,u - *0'2)(175 + / O'dBt,
0 0 2 0

resolviendo

1
Ln(Sy) — Ln(Sp) = (u — 502)T + oBr,

ya que By = 0.

Finalmente se despeja el valor Ln(St) y se saca la exponencial de ambos lados para obtener:

Sy = Speln=37°)T+oBr, (3.8)

La ecuacién (3.8) es el resultado que necesitamos para poder simular el precio de una accién

en el tiempo T

Podemos observar que utilizando un resultado de Lema de It6 y la transformacion Y =
f(Se, t) = Ln(S;) del activo subyacente, concluimos que el precio del activo subyacente en

el tiempo T es igual a un movimiento Browniano geométrico.

Si se supone que se cumplen los supuestos dados por e modelo Black-Scholes, es decir
un mercado justo, donde no existen oportunidades de arbitraje ni costos por transaccion,

podemos imaginar que u = r la tasa de interés libre de riesgo, esto es

1
St = Soe<r*5”2)T+”BT.

Recordando las propiedades del movimiento Browniano que nos dicen que By = 0y (B(r) —
B;) «~ N(0,7—s), tenemos que By «~ N(0,T). Para poder calcular el valor de este movimien-
to Browniano, es posible hacerlo a través de simular una variable aleatoria € «~ N(0,1)v/T
a través del método de Boz-Miiller, del teorema central del limite o directamente en un
paquete de computo que tenga la Opcién de generar variables aleatorias normalmente dis-

tribuidas.

De esta forma, para cada unica ¢ «~ N(0, 1)\/T generada aleatoriamente, tendremos un

precio unico de St dado por la ecuacién (3.8).
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

Una vez teniendo cada precio de St obtenido por medio de la simulaciéon, lo que sigue es

obtener la respectiva funciéon de pago de la Opcion, la cual recordemos esta dada por

C(S¢) = max(Sr — K, 0),

para el caso de una Opcién Europea de compra (Call) y

P(S¢) = max(K — St,0)

para el caso de una Opcién Europea de venta (Put).

Obtenidas N funciones de pago, queremos obtener un buen estimador del valor de la funcién

de pago traido a walor presente. Es decir, queremos encontrar un estimador de

Ele ™ Tmaxz(Sy — K, 0)]

y por La Ley Débil de los Grandes Numeros podemos estimarlo con el valor esperado

muestral.

EleTmaz(Sr — K.0) & S (85 - K) (3.9)
e " max (St , ~ T ; .
=1

N

para el caso de una Opcién de compra Call, por ejemplo.

3.6.1. Estimar el precio de una Opcién Europea con discretizacion

En otros casos de contratos también de tipo europeo, es decir, sin la posibilidad de ejercicio
anticipado, el valor de la Opcién puede depender de la trayectoria del activo subyacente
durante la vida del contrato, en este caso no basta con simular el valor final hay que simular

toda la trayectoria.

También puede ocurrir que la ecuacién diferencial estocastica que describe el proceso del
activo subyacente no sea tan sencilla como con un movimiento Browniano geométrico cuya
solucién es conocida y no se disponga de forma explicita la distribucién de S;. De hecho, lo
normal en una difusién de It6 es que se desconozca la solucién explicita. Por ejemplo, en el

caso que el subyacente siga un proceso de la forma

st _ rdt + o(S)dB,
Sy
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

es decir, donde la volatilidad no sea contante durante la vida del contrato y dependa del

valor del activo subyacente Si.
En estos casos se tiene que simular toda la trayectoria para calcular el valor de la Opcién.

La simulacién de la trayectoria debe hacerse discretizando la ecuacion diferencial estocastica

que describe la trayectoria del activo subyacente.

Como es de esperarse, esta discretizacién de la trayectoria introduce un error propio que es
independiente del error de estimacion Monte Carlo, es decir, produce un error de discreti-

zacion.

Si el proceso esta dado por un movimiento Browniano geométrico, se utiliza la misma forma
que en un modelo continuo en el tiempo, como el dado por la ecuacién (3.8). Para ésto, se
divide el intervalo [0, T] en n subintervalos consecutivos y con la misma longitud At, donde
0<ts<t1 <..<t,=T, At =t; —t; 1 para i = 1,...,n. De tal forma, que la regla

recursiva queda como

Sap ¢ Sazelr—30°(San)At+o(SanBar (3.10)

donde Ba; v~ N(0,VAt).

Una vez calculados los valores en los nodos, podemos interpolar linealmente para los valores

intermedios.

Para cada trayectoria simulada se calcula la funcién de pago del precio de la Opcién, que
le corresponderia. Se necesitan muchas trayectorias para poder estimar un valor adecuado

del precio de la Opcién buscada, al igual que en la ecuacion (3.9), por ejemplo.

Para el caso en el que la ecuacién diferencial estocastica que describe las trayectorias de
S; no pueda describirse como un movimiento browniano geométrico, es posible simular la

trayectoria con la siguiente regla recursiva

SAt — SAt + /,LSAt + O'(St)dBAt, (311)

con Bat «~ N(0, VAL).

Para cada trayectoria simulada se calcula la funcién de pago del contrato.
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3.6 Simular el precio de una Opcion Europea

3.6.2. Intervalos de confianza para la estimacion

Al igual que en la estadistica no-paramétrica, los intervalos de confianza se calculan con
los valores de alguna muestra, en nuestro caso seran los valores obtenidos por medio de la

simulacion.

Un intervalo de confianza tiene como objetivo encontrar un valor inferior y un valor superior
que acote nuestro valor estimado, de tal forma que se tenga una idea del rango en el que se

encuentra el valor real.

En este caso el intervalo de confianza que se desea obtener es para la media, con varianza
desconocida. Utilizando los valores muestrales para la media T y para la desviacién estandar

S, el intervalo queda como

T —t 5 <zT+t 5
T 11— T 11—
n—1 n_,U_ n 1\/T—l
donde
n
_ T
T = —,
n
=1
~ T, — T
S = !
n—1
=1

v tp—1 es el valor critico de la distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad para un area de

a/2 en la cola superior.

La distribucién ¢ supone que la poblacién esta distribuida normalmente y es muy similar a la
distribucién normal estandarizada. Los grados de libertad estan relacionados directamente
con la muestra, a medida que los grados de libertad y el tamano de muestra se incrementa
S se vuelve un mejor estimador de o, ya que la distribucién ¢ tiende asintéticamente a una

distribucién normal, como se muestra en la figura 3.4.
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Capitulo 4

Comparacion de Resultados

4.1. Calculo del precio de una Opcién Europea con volatili-

dad constante

Una vez teniendo el modelo para obtener el calculo del precio de una Opcién Europea, es
necesario trasladarlo a una computadora, definir como se construira a través de un programa

de computo y los datos que lo alimentaran.

Como se menciona en la seccién 3.3.1, se pueden utilizar diagramas de flujo, relaciones, ma-
nuales u otra formas de presentar como el modelo anélitico se trasladard a una computadora.
En este trabajo de Tesis colocaremos en forma de algoritmos los procedimiento necesario
para calcular el precio de una Opcién Europea, para los casos en que la volatilidad es

constante y no constante.

4.1.1. Algoritmo para el calculo del precio de una Opcién Europea con
volatilidad constante

Para el caso en que la volatilidad es constante, el modelo de referencia a usar estd dado por

la ecuacién (3.8).

Los datos que va a requerir el modelo serdan niimeros aleatorios cuya distribucién sea Nor-
mal y serdan generados directamente en un programa de computo, para asi posteriormente
calcular los valores esperados, también requerird el precio inicia de la accién Sy, el precio
de ejercicio K, la tasa libre de riesgo r, tiempo al vencimiento del contrato 7' en anos,
la volatilidad o constante, y un nimero M que determinara cuantos valores aleatorios se

generaran para obtener la estimacion al precio buscado
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4.1 Calculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad constante

La metodologia para el calculo del precio de una Opcién Europea por medio de simulacién
Monte Carlo, cuando la volatlidad es constante durante la duracién del contrato queda dado

por el Algoritmo 1*

Una vez teniendo lo anterior, ya podemos comparar los resultados obtenidos, con los del
modelo de Black-Scholes.

Datos: Precio inicial de la accién Sy, precio de ejercicio K, tasa libre de riesgo 7,
tiempo de vencimiento del contrato T', volatilidad o, cantidad de nimeros
aleatorios generados M.

Resultado: El precio de una Opcién Europea de Call o de Put.

Inicio

Asigna ValorCall=0

Asigna ValorPut=0

Paso 1: Se calcula el niimero de variables aleatorias:

para i =0 a M hacer
Se genera una variable € «~~ N (0, 1)
Se asigna S; = Soe(ﬂfé‘#)dt*"mei
Se asigna V; = e "1 F(S;)

fin

Paso 2: Se calcula el valor de la Opcién:

Asigna V = L Zf\il Vi

si V > K entonces

| Se asigna ValorCall=V — K

en otro caso
| Se asigna ValorPut= K — V

fin
Paso 3: Se calcula los intervalos del 95 % de confianza:
Se asigna B = 17— M (Vi —V)?

Se asigna el intervalo de confianza = |V

Fin.
Algoritmo 1: Algoritmo para calcular el precio de una Opcién Europea de Call o

1.968B 1.968B
sV T ar

Put con volatilidad constante

'Para més detalles técnicos sobre este algoritmo pueden encontrarse en [9] de la bibliograffa, asi como

otros algoritmos para el cdlculo del precio de Opciones exdticas.
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4.1 Calculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad constante

4.1.2. Resultados

Para poder comprar los resultados obtenidos por medio de simulacion Monte Carlo, con los
resultados que nos da la férmula de Black-Scholes, sera necesario programar el Algoritmo 1

en un software para realizar las simulaciones.

Debido a la cantidad de datos que seran necesarios generar para poder comparar resultados,

lo méas adecuado es escribir un cédigo en un programa para facilitar la simulacién.

En este trabajo de Tesis, se utilizard el editor de Visual Basic incluido en el paquete de
Microsoft Office, debido a la facilidad en el manejo de este programa. En particular, se
usard el editor que tiene Microsoft Excel, ya que contiene llamadas a funciones que generan
variables aleatorias normalmente disribuidas y de esta forma no hay necesidad de usar
algin método especifico para generar dichas variables. Dependiendo de los conocimientos

adquiridos, es posible trasladarlo a otro lenguaje de programacion.
Utilizando los cédigos descritos en los anexos, finalmente podemos comparar resultados.

Para realizar los calculos correspondientes a la formula de Black-Scholes y las simulaciones
realizadas, utilizaremos los valores de o, T, R, Sy, K, del ejemplo presentado en la figura
2.9 de la seccién 2.3.5.

Pardmetro Valor Resultado Valor
Desviacién anual (o) 0.4 | Valor presente del precio de e¢j. | 52.3124
Vencimiento en anos (T") | 1.64 d1 0.3554
Tasa de interés (R) 0.03 d2 -0.1615
Precio de la accién (Sp) 55 N(dl) 0.6388
Precio de ejercicio (K) 55 N (d2) 0.4358
Valor de B-S Opcién de compra | 12.3370
Valor de B-S Opcién de venta 9.6494

Cuadro 4.1: Valores a utilizar para el cdlculo de los precios

El objetivo es determinar cuantos valores hay que simular para obtener un valor que se
aproxime lo suficiente al valor dado por la formula de Black-Scholes, para ésto simulamos

varios valores del precio de una Opcién Europea y comparamos.

En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se muestra los precios obtenidos por medio de la férmula de
Black-Scholes, para una Opcién de compra Call con distintos valores en el precio de ejercicio.
En el eje = se colocaron diferentes valores del precio de ejercicio K y en el eje y los precios

de la Opcién obtenidos utilizando ambos métodos. Los valores obtenidos por medio de la
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4.1 Calculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad constante

simulacién Monte Carlo se presentan como una linea punteada.

Figura 4.1: Comparacién grafica de una Opcién de Call con 100 valores simulados. El eje x

(]| B/
call MC (100)

muestra diferentes precios de ejercicio, el eje y muestra el precio obtenido.

21
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)
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¥
] [}
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T 1

11
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45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65

Figura 4.2: Comparacion grafica de una Opcién de Call con 10 mil valores simulados. El eje

Call MC (10,000)

x muestra diferentes precios de ejercicio, el eje y muestra el precio obtenido.
call B/s

19
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15

13

11

7 58 52 60 61 62 B3 B4 BS

T T T T T T T
52 53 54 55 58 5
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4.1 Calculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad constante

Figura 4.3: Comparacién grafica de una Opcién de Call con 1 millén de valores simulados.

El eje x muestra diferentes precios de ejercicio, el eje y muestra el precio obtenido.

19
— ] BS
17 T
----- Call MC (1 millan)
15
13
11
9 —
? T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
45 46 47 483 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65

En la figura 4.4 se muestra los valores obtenidos de generar 100, 10 mil y 1 millén de valores

aleatorios. También se muestran los intervalos de confianza de cada valor.

Podemos observar que para obtener una buena aproximacién en la estimacion del Precio
de una Opcién de compra, es necesario generar arriba de los 10 mil valores, ya que la
diferencia en decimales puede afectar sustancialmente cuando se negocian cantidades de

dinero importantes en los distintos mercados financieros.
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4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

4.2. Calculo del precio de una Opcién Europea con volatili-

dad no constante

En esta seccién se obtendra el precio de una Opciéon Europea, para un caso en el que
exista una variante que la férmula de Black-Scholes no considere, en este caso utilizaremos
la variante en el que la volatilidad no es constante y depende del precio del subyacente

financiero, es decir o(St).

El modelo que se usara para el calculo del precio, sera el descrito en la seccién 3.6.1, donde

se discretiza el periodo de duracion del contrato.

4.2.1. Simular la trayectoria del activo subyacente con datos historicos

En el caso en que se conozca que la trayectoria del activo subyacente es descrito por un
movimiento Browniano geométrico, es posible utilizar el modelo dado por la ecuacién (3.10).
Sin embargo, en la realidad de los mercados financieros es dificil afirmar que un activo sub-
yacente se comporte de ésta forma. En estos casos lo mas adecuado es simular la trayectoria
del subyacente financiero utilizando una regla recursiva como la dada por la ecuacién (3.11),
para posteriormente estimar el precio de la Opcién deseada. En nuestro caso asumiremos

que los precios estan descritos por la ecuacién (3.10).

Como no se conoce de forma explicita la funcién o(Sa;), serd necesario obtener una o (Sa;)

de forma numerica.

Una forma comun de obtener dicha volatilidad, es utlizando la desviacion estdndar muestral
de los rendimientos del precio de una accién para cada intervalo At definido, donde los

rendimientos estan dados por

r(t;) = Ln (Sii) , (4.1)

donde Sy, es el precio del activo subyacente al tiempo t;.

Lo anterior nos lleva a utilizar datos histéricos para poder hacer una estimacion de la

volatilidades en cada uno de los intervalos.

74



4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

4.2.2. Algoritmo para el calculo del precio de una Opcién Europea con
volatilidad no constante

Al igual que en el caso de volatilidad constante, colocaremos en forma de algoritmo el
procedimiento para calcular el precio de una Opcién Financiera Furopea. Esto se muestra

en el algoritmo 2.

Datos: Precio de ejercicio K, tasa libre de riesgo r, tiempo de vencimiento del
contrato T, {X;} un conjunto de datos histéricos de un activo subyacente
i=1,...,N, n cantidad de intervalos a discretizar , cantidad de ntimeros
aleatorios generados M.

Resultado: El precio de una Opciéon Europea de Call o de Put.

Inicio

Paso 1: Se célculan las volatilidades o(Sa¢), para cada intervalo At, con base en un

conjunto de datos histéricos {x;}:

Asigna At = n/N tamaifio del intervalo, como maximo At = 1/N

para j = 2 a n hacer

para k= (n/N)(j—1) a (n/N)(j) hacer

Se calculan las volatilidades o(S;) con los datos histéricos

. () Ti—Ty
Se asigna o(5;) = \/Zif(g)(j_l) (g_l))

N
fin

fin
Paso 2: Se calcula el nimero de variables aleatorias a generar:

para i =1 a M hacer
Se genera una variable € «~~ N (0, 1)
Se asigna S; + Sie(r_%‘72(si))m+‘7(si)3i
Se asigna V; = e "1 F(S;)

fin

Paso 3: Se calcula el valor de la Opcién:

Asigna V = & Zf\il Vi

si V > K entonces
| Se asigna ValorCall=V — K

en otro caso
| Se asigna ValorPut= K — V'

fin

Fin.
Algoritmo 2: Algoritmo para calcular el precio de una Opcién Europea de Call o

Put con volatilidad no constante
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4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

4.2.3. Resultados

Para poder realizar el calculo de las volatilidades, se utilizaron datos de los precios de cierre
de la acciones de AAPPL? del 4 de enero de 2016 al 29 de noviembre de 2016, con un total

de 230 datos. Los precio al cierre se muestran en la figura 4.5.

Figura 4.5: Precio al cierre de las acciones de AAPPL del 04/01/2016 al 29/11/2016

120 -

AAPPL

115 4

110 A

105 A

100 A

95

2
/tbb |

Figura 4.6: Rendimientos calculados por la ecuacién (4.1)

0.0800 -
Rendimientos AAPPL
0.0600 -
0.0400 -

0.0200 -

0.0000

-0.0200 -

2Los datos se obtuvieron de la pagina http://es.finance.yahoo.com
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4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

En en este caso el lenguaje de computo para poder realizar las simulaciones sera el editor
de Visual Basic con el que cuenta el programa de Microsoft Access, por su facilidad en el
manejo de grandes cantidades de datos. La programacién del algoritmo 2 se puede ver en

los Anexos.

Para el caso de volatilidades diferentes en cada intervalo, se obtuvo una volatilidad 7 (At)
para cada intervalo de tiempo At en base a los rendimientos. En nuestro ejemplo se usaron 23
intervalos igualmente espaciados, que resulta en 10 datos en cada intervalo. Cabe mencionar
que la ventaja de utilizar un método Monte Carlo es que puede ser posible usar intervalos
con diferente longitud segin los rendimientos del activo subyacente que sea utilizado y asi

poder aproximar de mejor forma las posibles trayectorias que pueda tomar.

Un ejemplo grafico de como se realizé ésto, se muestra en la figura 4.7.

Figura 4.7: Volatilidades difrentes para cada intervalo, segin sus rendimientos.

0.0800 - ! 1 1 1
o(1) 1 o(2) g(3) g(4),...,e(N)
1 1 1 1
0.0600 - i i i 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0.0400 - ! ! ! i
1 1 1 1
1 I 1 1
0.0200 - 1 I 1 ;
1 1
1 1
0.0000 - 4
Al
1 1
-0.0200 - ! !
1 1
1 1
-0.0400 - i ! 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
0.0600 7 : i
1 1 1 1
0.0800 ! ! ! !
L L] o o ] o L] o M
'\,6» ’\9’\ ’\?’\ r‘?'\’ Q'\’ Q'\’ Q’\r 6& (}\
. kA . ky i i W s A
& & ¢ § & N & ¥ &
¥ e v > 2 & A -

De esta forma, se simularon varias trayectorias del activo subyacente dada por la ecuacion
(3.10) y asi obtener un estimado de la funcién de pago para el precio de una Opcién de Call
o Put, utilizando el ultimo precio obtenido. Entre més trayectorias simuladas mejor sera el

valor estimado.
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4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

Figura 4.8: Una trayectoria simulada de las acciones AAPPL, usando el movimiento Brow-

niano geométrico, con volatilidad no constante.
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Figura 4.9: Promedio de 100 trayectorias simuladas de las acciones AAPPL, usando el

movimiento Browniano geométrico, con volatilidad no constante.
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Finalmente, en la figura 4.10 se muestra el resultado del precio de la Opcién de Compra
simulando 100 trayectorias, obtenido bajo el método Monte Carlo. Asi como, el resultado

obtenido con la formula de Black-Scholes
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4.2 Céalculo del precio de una Opcion Europea con volatilidad no constante

Figura 4.10: Precio de una Opciéon de Compra para AAPPL con volatilidad no constante y

con 100 trayectorias simuladas
Monte Carlo

Desviaciones por periodo (23 valores) |Vencimento (en afios) 0.902777778
00222733505 Tipo de interés libre de interés (tipo efectivo anval) 0.03
0.030925598 Precio de la accidn 105.349995
0.016160438 Precio de gjercicio 110
0.018309959 Mumero de trayectorias simuladas 100
0.013945192 Valor de la opridn de Congpra 0.111631337
0010713991
0012220438
0020422842
0021465024
0016072665
0008616675
0009787431

0.01320966
0007980051
0.021595028
0006573283
0005971519
0021315423
0.009259702
0006185309
0008219548
0013807772
0.013183321

Figura 4.11: Precio de una Opcién de Compra para AAPPL con los mismos pardametros,

pero bajo la férmula de Black-Scholes
Black-Scholes

Parametros RESULTADOS
SICNA Desviarcidn tipica (at 0.015222356|WF (Precio Ej) 1070803
T Wencimento (e afio: 0902777778 |d1 -1.1065
Tipo de interés libre

I de interés 00342 -1.1210
30 Precio de la accidn 105 349998 | N d1) 0.1342
K Frecio de ejercicio 110| M0y 01311

B/S valor conpra 0.10246|
|3 10000|BSS valer venta 18134
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Conclusiones

Dado que ya se cuenta con un marco teérico para el cdlculo de las Opciones Financieras
Europeas, podria resultar innecesario utilizar algiin método numérico para obtener el mismo
precio que ya nos proporciona la férmula de Black-Scholes. Sin embargo, conocer las ventajas
que nos da una aproximacién numeérica, nos permite calcular variantes que los modelos
tedricos no nos pueden proporcionar. Por ejemplo, a través de aproximaciones numéricas
podemos calcular precios de Opciones en donde no se cumplan con los supuestos dados por
el modelo de Black-Scholes, es decir acciones donde la volatilidad no es constante durante
la vida del contrato, tasas de interés no constantes, mercados interrumpidos, costos de
operacion e impuestos, ventas en corto y otros factores que en la realidad financiera son
necesarios considerar. Otra ventaja, es que dada la precisién que los métodos Monte Carlo
nos brindan, podriamos formular modelos y algoritmos para calcular el precio de otro tipo
de Opciones Financieras diferentes a las de tipo Europeo, como Opciones Americanas u

Opciones Exodticas.

Uno de los principales objetivos de esta Tesis es realizar un comparacion entre los precios
obtenidos dados por el marco teérico y los precios obtenidos por medio de simulacién. En
las figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 pudimos observar que es necesario simular por encima de 1
millén de valores para obtener una buena aproximacién, especialemnte si se utilizan estos
resultados para invertir grandes cantidades de dinero, de lo contrario la diferencia puede

ser significativa, en términos de los beneficios econémicos de utilizar uno u otro método.

En el dltimo Céapitulo se contempld una variante al modelo presentado por la férmula de
Black-Scholes para el calculo del precio de una Opcién Financiera Europea, dicha variante
fue volatilidad no constante, de esta forma, fue necesario utilizar datos historicos de refe-
rencia para poder calcular las volatilidades en diferentes intervalos de tiempo. En este caso

no fue posible realizar una comparacién con algiin marco tedrico.

El segundo objetivo de esta Tesis, es mostrar de forma general el marco tedrico para enten-
der el funcionamiento del Sistema Financiero Mexicano, el funcionamiento de los principales

productos Financieros Derivados y en particular, el funcionamiento de las Opciones Finan-

80



cleras.

Para conseguir lo anterior, en el primer Capitulo se mostré de forma general el funcionamien-
to del Sistema Financiero Mexicano, sus antecedentes historicos y una breve introduccion
a los principales Productos Financieros Derivados, como los son los Forwards, los Futuros

y los Swaps.

El tercer objetivo, es presentar los conceptos matematicos y tedricos sobre el funcionamiento

de las Opciones Financieras.

En el segundo Cépitulo se introdujoé el concepto de Opciones Financieras y sus principales
caracteristicas. Asi como algunas estrategias conocidas para realizar coberturas adecuadas a
los riegos que presenta negociar con Opciones. Cabe mencionar que dominar dichas técnicas
de cobertura requiere un dominio completo de los mercados bursatiles, del cédlculo de las
volatilidades, de la creacion de los portafolios y su optimizacién, del valor en riesgo, de la
tendencia que los mercados puedan tomar e incluso la historia de las empresas que cotizan
en los distintos mercados financieros. Por lo que los estudiosos del tema tendran que estar

constantemente actualizados para satisfacer las necesidades que los mercados requieren.

En la dltima parte del segundo Cépitulo se presenté el modelo de Black-Scholes, su marco
tedrico y los principales resultados matemaéticos que lo derivan, de una forma sencilla pesé

a la complejidad del tema.

El dltimo objetivo de este trabajo de Tesis es mostrar los conceptos basicos de simulacién
Monte Carlo. Esto se logré dedicando un Céapitulo completo mostrando los origenes, marco
tedrico y varias formas conocidas para poder simular ntimeros aleatorios. Posteriormente
se colocd una forma de simular el precio de una Opcién Financiera Europea, utilizando un

resultado del Lema de Ito.

Finalmente, podemos concluir en base a los precios dados por el modelo de Black-Scholes
y los obtenidos por medio de simulacién Monte Carlo, las siguientes ventajas y desventajas

de realizar una aproximacion numérica.

Ventajas:

= Es un método directo, rapido y flexible.
= Existe un amplio abanico de programas y lenguajes destinados a simular.

= Cuando el modelo matematico es demasiado complicado o imposible de obtener, la

simulacién permite obtener una aproximacion.

= La simulacién nos permite formular condiciones extremas con riesgos nulos.
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= La simulacién no interfiere con el mundo real. Es decir, nos permite experimentar.

= Permite estudiar la interaccién entre las diferentes variables del problema y anadir

variantes que los modelos tedricos no nos pueden proporcionar.
= Mediante la simulacion podemos influir en el tiempo de los procesos y estudiarlos.

» La simulacién permite resolver problemas que no tienen solucién analitica.

Desventajas:

= Una buena simulacién puede resultar muy complicada, si se afiladen un gran nimero

de variables.

= La simulacién no genera soluciones optimas globales, es decir solo nos da una aproxi-

macién a problemas y resultados muy particulares.

= No proporciona la decision a tomar, sino que resuelve el problema mediante aproxi-

macién para unas condiciones iniciales.

= Cada simulacién es tinica e interviene el azar, por lo que hay que considerar todos los

factores aleatorios que involucra el modelo o éste nos dard resultados erréneos.

De los anélisis realizados en este trabajo de Tesis podemos observar que para comprender
completamente el funcionamiento de la Opciones Financieras y ejercer de manera profe-
sional, es importante estudiar y dominar temas en el ambito de la economia, finanzas,
estadistica, programacion y algoritmos computacionales, asi como el control y andlisis de
riesgos, por lo que podemos concluir que es un tema que requiere de un perfil académico

muy completo, como el que la carrera de Actuaria proporciona.
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Anexos

Codigos en VB para el calculo del precio de una Opcién Eu-

ropea con volatilidad constante

Al igual que en la seccién 4.1.1, en esta seccién se muestra como calcular el precio de una

Opcién Europea, pero en forma de cédigo de programacion.

El cédigo para el calculo del precio de una Opcién Europea de Call

Function BlackScholes_MC_Call (SO As Double, K As Double, r As Double,
sigma As Double, T As Double, M As Long) As Double

Dim mu, DeltaT, raizDeltaT , ST, maximo, rndl As Double
mu = r

raizT = Sqr(T)

ValorCall = 0

suma = 0

For j =1 ToM
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = S0 % Exp((mu — ((1 / 2) % (sigma ~ (2)))) = T +
(sigma * raizT % rndl))
maximo = WorksheetFunction.Max(ST — K, 0)
suma = suma -+ maximo
Next j
ValorCall = Exp(—r % T) x (suma / M)
BlackScholes_MC_Call = ValorCall

End Function
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Cddigo para el calculo del precio de una Opcién Europea de Put

Function BlackScholes-MC_Put (S0 As Double, K As Double, r As Double,
sigma As Double, T As Double, M As Long) As Double

Dim mu, DeltaT, raizDeltaT , ST, maximo, rndl As Double
mu = r

raizT = Sqr(T)

ValorPut = 0

suma = 0

For j =1 To M
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = SO % Exp((mu — ((1 / 2) % (sigma =~ (2)))) * T +
(sigma * raizT % rndl))
maximo = WorksheetFunction.Max(K — ST, 0)
suma = suma -+ maximo
Next j
ValorPut = Exp(—r * T) % (suma / M)
BlackScholes_MC_Put = ValorPut
End Function

Cddigo para el calculo de los intervalos de confianza para la Opciéon de un Call

Function Intervalo_Call (SO As Double, K As Double, r As Double,
sigma As Double, T As Double, M As Long) As Double
Dim mu, DeltaT, raizDeltaT , ST, maximo, rndl As Double

mu = r
raizT = Sqr(T)
Esperanza = 0
suma = 0

For j =1 To M
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = SO * Exp((mu — ((1 / 2) % (sigma ~ (2)))) * T +
(sigma * raizT % rndl))
maximo = WorksheetFunction.Max(ST — K, 0)
suma = suma -+ maximo

Next j

Esperanza = Exp(—r % T) % (suma / M)

suma = 0
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For j =1 ToM
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = S0 * Exp((mu — ((1 / 2) * (sigma "~ (2)))) x T +
(sigma * raizT % rndl))
maximo = Exp(—r % T) x WorksheetFunction.Max(ST — K, 0)
suma = suma + (maximo — Esperanza) ~ (2)
Next j
Intervalo_Call = ((1.96) * (suma / M — 1))) / Sqr(M)
End Function

Cddigo para el calculo de los intervalos de confianza para una Opcién de Put

Function Intervalo_Put (SO As Double, K As Double, r As Double,
sigma As Double, T As Double, M As Long) As Double

Dim mu, DeltaT, raizDeltaT , ST, maximo, rndl As Double

mu = r

raizT = Sqr(T)

Esperanza = 0

suma = 0

For j =1 To M
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = S0 % Exp((mu — ((1 / 2) % (sigma ~ (2)))) = T +
(sigma * raizT % rndl))
maximo = WorksheetFunction Max(K — ST, 0)

suma = suma -+ maximo
Next j
Esperanza = Exp(—r * T) % (suma / M)
suma = 0

For j =1 ToM
rndl = WorksheetFunction.NormInv(Rnd(), 0, 1)
ST = S0 *x Exp((mu — ((1 / 2) % (sigma ~ (2)))) = T +
(sigma * raizT * rndl))
maximo = Exp(—r % T) * WorksheetFunction.Max(K — ST, 0)
suma = suma + (maximo — Esperanza) =~ (2)

Next j

Intervalo_.Put = ((1.96) * (suma / M — 1))) / Sqr(M)

End Function
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Intervalos de confianza

Los intervalos del 95% confianza se calculan usando el precio de la Opcién de Call o de
Put, més la funcién programada con los dos cédigos anteriores. Es decir, el intervalo del

95 % confianza para el precio de la Opcién de Call es:

[BlackScholes_-MC _Call — Intervalo_Call, BlackScholes_-MC _Call + Intervalo_Call],

y el intervalo para el precio de la Opcién de Put es:

[BlackScholes_M C_Put — Intervalo_Put, BlackScholes_MC _Put + Intervalo_Put] .

Codigos en VB para el calculo del precio de una Opcién Eu-

ropea con volatilidad no constante

Cddigo para el calculo de las volatilidades

Este es un codigo generado en Microsoft Access. Para éste, es necesario considerar una tabla
llamada AAPPL con los siguientes campos: id, Fecha, Precio_Cierre, rendimiento. También

es necesaria la libreria: Microsoft ActiveX Data Objects 2.1 Library.

Function Volatilidades (N)

Dim total, tempo, tempol As Integer

Dim Deltat As Integer

Dim Datos, Datos2, Datos3 As New ADODB. Recordset

Set Datos = New ADODB. Recordset
Datos.Open ”"SELECT rendimiento FROM AAPPL”, CurrentProject.Connection ,
adOpenDynamic
If Datos.BOF And Datos.EOF Then
Datos. Close
Set Datos = Nothing

End

Else
Datos. MoveFirst
total = 0
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While Not Datos.EOF
total = total + 1

Datos.MoveNext

Wend

Set Datos2 = New ADODB. Recordset
Datos2.Open "CREATE TABLE volatilidades(id int, volatilidad double)”,
CurrentProject . Connection, adOpenDynamic

For j =1 To N
tempo = (j — 1) % (total / N)
tempol = (j) % (total / N)
tempo = Clnt (tempo)
tempol = Clnt (tempol)
Set Datos2 = New ADODB. Recordset
Datos2.Open ”"SELECT StDev(rendimiento) as desv FROM AAPPL WHERE
(id BETWEEN ” & tempo & 7 and 7 & tempol & 7) 7,
CurrentProject . Connection ,
adOpenDynamic, adLockOptimistic
If Datos2.EOF And Datos2.BOF Then
Else
Set Datos3 = New ADODB. Recordset
Datos3.Open ”"SELECT id, volatilidad FROM volatilidades
WHERE 1=2", CurrentProject.Connection, adOpenDynamic,
adLockOptimistic
If Datos3.EOF And Datos3.BOF Then
Datos3 . AddNew
Datos3!id = tempo
Datos3!volatilidad = Datos2!desv
Datos3 . Update
End If
Datos3. Close
Set Datos3 = Nothing
End If
Datos2. Close
Set Datos2 = Nothing
Next j
End If
Datos. Close
Set Datos = Nothing

End Function
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