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Introduccion

El n-espacio Lorentziano es una estructura de gran relevancia en la fisica
contemporanea; el 4-espacio Lorentziano, sirve como modelo para el espacio-
tiempo en la teoria de la relatividad especial, éste fue propuesto por Min-
kowsky [4]. Penrose [5] discute la relacién entre el grupo de Lorentz y la
teoria de la relatividad. Esta geometria del espacio Lorentziano de dimen-
sién 4 fue presentada por Poincaré [6] como modelo para el espacio-tiempo
en su estudio acerca de la dindmica del electron.

El modelo del hiperboloide surge de manera bona fide en el espacio loren-
tziano como los vectores tiempo de norma i, es decir, los de curvatura —1.
Thurston presenta sin pruebas algunos resultados de este importante modelo
del espacio hiperbélico n-dimensional en sus notas [8]. Posteriormente, Levy
[9] expone una parte de estas notas. Todos esos trabajos son una herramienta
para presentar sus resultados de hiperbolizacion de las 3-variedades, lo cual
coadyuvo a que obtuviera la medalla Fields.

La geometria rigida, que se enriquece al relacionar distintos modelos del
espacio hiperbdlico n-dimensional, se vuelve una til herramienta para enten-
der las posibles formas del espacio tridimensional en que vivimos, variedades
que en la mayorfa de los casos son hiperbdlicas [1].

En esta tesis, basada principalmente en el libro de Ratcliffe [7] se presen-
ta en primera instancia el espacio Lorentziano como R"*! particionado en
tres subespacios definitorios: tiempo, luz y espacio. Esto mediante la forma
bilineal zoy = —x1y; +T2ys + - - - + T,y,. Se introducen las transformaciones
de Lorentz y se prueba que una funcién es de Lorentz si y solo si es lineal y
manda los vectores candnicos en una base (Teorema 2.2.1). Se caracteriza a
las matrices lorentzianas usando la matriz

-1 0
/= ( 0 Id )
mostrando que sus columnas y renglones son Lorentz ortonormales entre si
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(Teorema 2.2.3). Se observa que un vector ortogonal a un vector tiempo
es un vector espacio (Teorema 2.2.4) y se demuestra que la accién del grupo
positivo de Lorentz es transitiva en los subespacios vectoriales de tipo tiempo
de la misma dimensién (Teorema 2.2.5).

Se define el angulo tiempo lorentziano entre dos vectores tiempo x,y por
medio de la identidad zoy = ||z|| ||y|| coshn(x, y) (Definicién 13) y se define la
distancia en términos de éste, gracias a lo cual, se puede obtener una férmula
simple para la distancia hiperbdlica: coshdy(z,y) = —z o y. Definiendo el
producto cruz lorentziano se obtienen propiedades analogas a las del produc-
to cruz euclidiano, lo que permite probar que la férmula presentada define
una métrica. El punto no trivial es la desigualdad del tridangulo (Teorema
3.2.1); en esta prueba se usa la transitividad de los subespacios tiempo. Se
prueba también que toda isometria hiperbdlica estd determinada por una
transformacion de Lorentz (Teorema 3.2.2). Uno de los teoremas mas impor-
tantes de esta tesis describe a las geodésicas en términos de parametrizaciones
por hipérbolas generadas por coordenadas -ad hoc- al espacio hiperbdlico (y
parejas de vectores Lorentz ortonormales), es decir, en términos de senos y
cosenos hiperbdlicos haciendo uso de las ecuaciones diferenciales (Teorema
3.3.2).

Al final de esta tesis se prueban cuatro interesantes teoremas que rela-
cionan la métrica hiperbdlica con el ambito del espacio de Lorentz. Uno de
ellos establece que si dos vectores espacio generan un espacio de tipo tiem-
po, entonces sus complementos Lorentz ortonormales en el hiperboloide son
ajenos, y existe una geodésica Lorentz ortogonal comin a ambos (teorema
4.1.3). Un resultado afin a este teorema, muestra a grosso modo que la dis-
tancia hiperbdlica entre estos dos hiperplanos hiperbdlicos esta dada por el
angulo tiempo Lorentziano. Otro teorema muestra que el cono de luz repre-
senta en cierta forma, el plano al infinito (Teorema 4.1.5). Un ultimo teorema
describe los espacios tiempo generados por un vector espacio y uno tiempo
mostrando que la distancia entre uno de ellos y el complemento del otro, se
puede poner en términos del producto lorentziano (Teorema 4.1.8.)

Existe otro enfoque para este modelo que llega a ser mas accesible, el
cual consiste en partir del modelo del semiplano superior y el modelo de
la bola, para transitar al modelo del hiperboloide; haciendo esto, se pueden
probar varios resultados que se encuentran en esta tesis (véase [2] capitulo 3),
sin embargo, este planteamiento pierde el ambito lorentzaino y por lo tanto,
muchas de sus propiedades mas importantes.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. El Producto Cruz

Se utilizaran algunos resultados sobre el producto vectorial en R? también
conocido como el producto cruz.

Definicién 1 Sean © = (71,22, 23),y = (Y1, Y2, y3) € R3. El producto cruz
de x yy se define como

T XY= ($293 — T3Y2,L3Y1 — T1Y3, T1Y2 — x2y1)-

El producto cruz tiene algunas propiedades geométricas muy interesantes.
El siguiente teorema muestra algunas de éstas que nos serdan de gran utilidad
mas adelante.

Teorema 1.1.1 Si z,y, z,w son vectores en R3 entonces:

i) xXy=—yXux,
Ty T2 I3
i) (xxy)-z=|y Yo Y3 |,
Z1 k2 23

iii) (x xy)-z=x-(y X z),
) (@ xy) x 2= (2 2y — (g ),

) (@x)exu)=| 570 |

y-z y-w

1



2 1.2. EL PropucTo CRUZ

DEMOSTRACION.

i) T Xy = (Toys — T3Y2, T3y — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

= — (Y23 — Y32, Y31 — Y13, Y102 — Ya¥1) = —Y X T
1 X9 I3
W |y Y2 Yz | = z(@2ys — w3y2) — 22(1ys — T3y1) + 23(T1ye — T2y1)
Z1 k2 Z3

= (zl, 29, 23) : (9623/3 — X3Y2,T3Y1 — T1Y3,T1Y2 — I2y1) =z (I X ZU)

it1) Usando la propiedad i) tenemos

r1 T2 I3 Y1 Y2 Y3
(xy)-z=|n v ys |=|21 2 z|=Hyxz)
21 22 23 T1 To T3

w) (x X y) X z=(Toys — T3Y2, T3y — T1Y3, T1Y2 — T2y1) X (21, 22, 23).

Se calcula unicamente la primera entrada de este vector, las otras dos
se siguen de forma analoga:

(X351 — T1Y3) 23 — (T1Y2 — Talr )22 = T3Y123 — T1Y323 — T1YoZa + Tal1 2o

= (x323+T222)y1 — (Y323 +Y222) 1+ T 11 21 — 21121 = (T-2)y1 — (Y- 2) 1.

0) (& xy)-(zxw) = (& xy) x 2)-w=((x-2)y— (y-2)) - w

@)y w) = (oy)ew) = | 0

g

En los cursos elementales de geometria analitica se prueba que el producto
cruz de dos vectores es un vector simultaneamente ortogonal a ambos y que
su norma es igual a la magnitud del area del paralelogramo generado por
ellos. En efecto, si z,y € R?

[z <yl =[] [ly] sin 6

donde @ es el angulo formado por los vectores x y y tomado en el intervalo
0.5].
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1.2. Ecuaciones diferenciales lineales de se-
gundo orden

En esta seccion, estudiaremos las soluciones a las ecuaciones del tipo
L(y) = 9" + a1y + azy = 0,

donde a; y as son constantes. Al ser un tema que se incluye en los cursos
obligatorios, no se prueban los resultados, éstos se pueden consultar, por
ejemplo, en [3].

Comenzaremos planteando soluciones del tipo ¢(x) = €"*. Se tiene que
para toda x y para toda r,

L(e™) = (r? 4+ ayr + ag)e™.

A la funcion polinomial p(r) = 72 + a;7 + as, le llamaremos polinomio carac-
teristico asociado a ¢. Se sigue de manera inmediata el siguiente teorema, ya
que en el caso de raices dobles, éstas son también raices de la derivada del
polinomio caracteristico.

Teorema 1.2.1 Sean a; y as constantes, y consideremos la ecuacion
L{y) =y" + a1y + ay = 0.
Siry y ro son dos raices diferentes del polinomio caracteristico
p(r) =r? +ayr + ay,
entonces las funciones
P1(z) =", dafx) = €™,

son soluciones de la ecuacion L(y) = 0. Siry es una raiz doble de p, entonces
las funciones

¢1([If) = 6r1x’ ¢2(IE) = xerlx’
son soluciones de L(y) = 0.
En virtud del Teorema Fundamental del Algebra y del Teorema 1.2.1, las

soluciones de L(y) = 0 siempre existen. Nos interesa conocer las soluciones
a la ecuacion, dadas ciertas condiciones iniciales, esto es, para algin nimero
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real g y a y 8 dos constantes dadas, buscamos una funcion y que satisfaga
las condiciones:

Ly) =0 y(xo) = y/(%’o) =f

El siguiente resultado, cuya prueba se puede consultar en [3], pp. 71-72,
muestra que esto se puede lograr.

Teorema 1.2.2 Para cualquier xq real y las condiciones inicales «, 3, existe
una solucion ¢ de la ecuacion con las condiciones iniciales

¢(zo) = ¢(z0) = B.

Ademas, éstas soluciones son tnicas, como lo muestra el siguiente teore-
ma. Una prueba se puede consultar en [3], pp. 72-75.

Teorema 1.2.3 Sean «, 3, dos constantes cualesquiera, y sea xo un nimero
real cualquiera. En cualquier intervalo I que contenga a xq existe a lo mds
una solucion ¢ de la ecuacion diferencial con condiciones iniciales

L(y) =0 y(w) =a y'(xo) =B

Maés atn, cualquier solucion se puede obtener usando las soluciones del
Teorema 1.2.1

Teorema 1.2.4 Sean ¢y, s, las dos soluciones de la ecuacion L(y) = 0,
dadas en el Teorema 1.2.1. Si c1,co son constantes cualesquiera. la funcion
O = 101 + oo es solucion de la ecuacion L(y) = 0.

Reciprocamente, si ¢ es una solucion cualquiera de la ecuacion, existen
constantes cq, co tales que ¢ = c1¢1 + Cods.

Este Teorema muestra que todas las soluciones de la ecuacién L(y) = 0 se
pueden ver como conbinacion lineal de dos soluciones particulares. Este re-
sultado se puede extender un poco mas, para lo cual necesitamos la siguiente
definicion:

Definicién 2 Se dice que dos funciones ¢1, @2 definidas en un intervalo I
son linealmente dependientes en I, si existen dos constantes cq, ca, no ambas
nulas para las cuales se cumple la igualdad

c11(z) + caa(x) = 0,
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para toda x en I. Por otra parte, se dice que las funciones ¢, ¢o son lineal-
mente independientes en I si no son linealmente dependientes ahi, es decir,
st las Unicas constantes ¢ y co que satisfacen c1¢y(x) + capa(x) = 0 para toda
xenl sonc,=0yc =0.

Empleando este concepto, se puede demostrar que dos soluciones lineal-
mente independientes de L(y) = 0 determinan a todas las demds soluciones.
Esto lo garantiza el siguiente Teorema, el cual nos servira méas adelante.

Teorema 1.2.5 Sean ¢1, ¢y dos soluciones de la ecuacion L(y) = 0 lineal-
mente independientes en un intervalo I. Entonces cualquier solucion ¢ de
L(y) = 0 se puede escribir de forma tinica como combinacion lineal de ¢y y

2.

La importancia de este Teorema, radica en que las soluciones de la ecua-
cién L(y) = 0 se pueden escribir en términos de dos soluciones linealmente
independientes y no exclusivamente las dadas por el Teorema 1.2.1.






Capitulo 2

El n-espacio Lorentziano

2.1. El producto Lorentziano

Para comenzar el estudio de la geometria hiperbdlica utilizando el modelo del
hiperboloide, vamos a introducir un nuevo producto interior en R" llamado
el producto interior Lorentziano, el cual, nos llevara a un nuevo concepto
de distancia; en particular, serd posible tener distancias imaginarias.

Definicién 3 Sean x y y dos vectores en R™ (con n > 1). El Producto
interior Lorentziano de x yy se define como:

TOoyYy = —T1Y1 + ToYo + -+ + TplYn.

Para verificar que éste es, en efecto, un producto interior, tenemos que ver
que es una forma bilineal simétrica; la simetria se sigue inmediatamente de
la definicion, por lo que basta con verificar la linealidad en una entrada. Sean
x,y,z € R" yt € R, se tiene que:

(x+tz)oy=—(21+tz1)1 + Z(xl + t2;)y;
=2

= -1y + inyi +1 ( —z1y1 + Z Zzyz)
=2 1=2
—zoytt(zoy),

y por lo tanto es bilineal. Sin embargo, este producto no es definido positivo,
ya que si, por ejemplo, consideramos el vector (1,0, ...,0), podemos ver que
el producto Lorentziano de éste consigo mismo es —1.

7



8 2.1. EL PRODUCTO LORENTZIANO

Al espacio R" junto con el producto interior Lorentziano, se le llama el
n-espacio Lorentziano y se denota por R\ 1,
El producto Lorentziano puede ser naturalmente reemplazado por el pro-
ducto
<T,Yy>=21Y1 + F+ Tp-1Yn—1 — Tnln

al cual es equivalente. El espacio generado por este nuevo producto también
es llamado n-espacio Lorentziano, pero se denota por R" %!, Como un
ejemplo 1til de este espacio, en la Teoria de la Relatividad Especial, se utiliza
R3! como un modelo del espacio-tiempo; las primeras tres coordenadas de
un vector z = (1,9, 73, 74) en R>! son las coordenadas del espacio y la
ultima, del tiempo. En adelante trabajaremos tunicamente en R'"~!, pero
por simplicidad usaremos la notacion de R™.

Definicién 4 La norma Lorentziana de un vector en R™ se define como el
nimero complejo ||z|| = v/z o x.

Para evitar ambigiiedad en la definicién anterior, vamos a establecer que
||z|| es un nimero positivo, cero o un imaginario positivo. Evidentemente la
norma Lorentziana no es, en sentido estricto, una norma, pero usaremos la
palabra norma indistintamente.

Si ||z|| es un nimero imaginario, denotaremos a su médulo por |||z|[]

Definicién 5 La distancia Lorentziana entre dos vectores x,y € R™ se define
como el nimero complejo dr(z,y) = ||z — y||.

Del mismo modo que antes, esta distancia puede ser un niimero positivo, cero
o un imaginario positivo.

Definicién 6 Sea x € R",

i) Si ||z|]] = 0 diremos que = es un vector de tipo luz o un vector luz.
Diremos ademds que un vector de tipo luz es positivo (respectivamente
negativo) (respectivamente cero), si x1 >0 (xr; <0) (x; =10).

it) Si ||z|| > 0 diremos que x es un vector de tipo espacio o un vector
espacio.

iii) Si ||z|| es un nimero imaginario diremos que x es un vector de tipo
tiempo o un vector tiempo. También diremos que un vector de tipo
tiempo es positivo (resp. negativo), si x; > 0 (xy < 0).
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El conjunto de todos los vectores tipo luz de R" es el hipercono definido
por la ecuacion
2 .2 2
T =Ty + -+,

este hipercono es llamado el cono luz de R".
Notemos que x es un vector de tipo espacio si y solo si satisface la de-
sigualdad
] <3+ +ad,

y es de tipo tiempo si y sélo si satisface la desigualdad
Ty > s+

Una manera sencilla de visualizar estas familias de vectores, es pensando
en un reloj de arena infinito; el cono luz es el cristal del reloj, el tiempo es
lo que se encuentra en el interior del cono (positivo hacia arriba y negativo
hacia abajo, como el futuro y el pasado), y afuera se encuentra el espacio.

Figura 2.1: Cono luz de R™.

Teorema 2.1.1 Sean z,y € R™ dos vectores tiempo positivos (negativos) y
sea t > 0, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) tx es un vector tiempo positivo (negativo).

i) x4y es un vector tiempo positivo (negativo).
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DEMOSTRACION. La prueba de i) es inmediata por la bilinealidad del pro-
ducto Lorentziano, ya que

It2]|* = £ * < 0;

ademas, como x es positivo y ¢t > 0, entonces txy; > 0 por lo que tx también
es positivo (respectivamente si = es negativo).
Para probar ii) debemos mostrar que (1 +y1)? > Y0, (2 + v;)?

(z1 +11)* = 27 + 2311 + 45

1 1
> al+2 (Zx?>2 (Zy,~2>2 + v
i 1=2 1=2

=2
> Z%Q +22$iyi +Zyi2
i=2 i=2 i=2

n

= i(xf + 23y +yl) = Z(xl + i)

i=2 =2

g

Corolario 2.1.2 El conjunto de todos los vectores tiempo positivos (resp.
negativos) es convezxo.

DEMOSTRACION. Si x,y son vectores tiempo positivos, los puntos en el seg-
mento determinado por ellos son de la forma

(1—-t)z+ty, te(0,1),

y por el teorema anterior, tales puntos son vectores tiempo positivos.

2.2. Las transformaciones de Lorentz

Definicién 7 Una base {vy,...,v,} de R" es llamada Lorentz ortonormal

siviovy = —1 y v, 0ov; = 6;; en otro caso'.

'La delta de Kronecker 6;; se define como 1 sii=j y como 0 si i # j.
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Se puede observar que una condicién necesaria (aunque no suficiente) para
que una base de R" sea Lorentz ortonormal es que el primer vector sea de tipo
tiempo y los restantes de tipo espacio. La base candénica de R, {ey,...,e,}
es un ejemplo de base Lorentz ortonormal.

Definicién 8 Una transformacion de Lorentz es una funcion ¢ : R® — R
tal que Vx,y € R

¢(x) o ply) = zoy.

Teorema 2.2.1 Una funcion ¢ : R® — R"™ es una transformacion de Lorentz

si y solo si es lineal y {¢p(e1),...,P(en)} es una base Lorentz ortonormal de
R™.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ es una transformacién de Lorentz. En-
tonces

Vi,j:l,...,n ¢(€i)o¢(ej):€ioej_

Para ver que {¢(e1), ..., o(e,)} es base de R", basta con demostrar que es un
conjunto linealmente independiente. Supongamos que existen Ay,..., A\, € R
tales que
i=1
Para j € {1,...,n} tenemos que
0= (Z )\z¢(€¢>> o p(e;) = Z Ai (0(€3) © ¢(ej))
=1 =1
=D Aleioey) = (e oey)
=1

y como e; o e; # 0 para cualquier j € {1,...,n}, se sigue que \; = 0 y por
lo tanto {¢(e1),...,¢(e,)} es linealmente independiente.

Probamos ahora que ¢ es lineal. Sea © € R", x = (x1, 9, ...,x,), pode-

mos escribir a ¢(z) como combinacién lineal de la base inducida por ¢, esto
es

P(x) = Z cig(e;)

para algunos ci,...,c, € R.
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Como {¢(e1), ..., 0(e,)} es una base Lorentz ortonormal, para j € {1,...,n}
tenemos

P(x) o p(e;) = (Z Ci¢(ei)> o P(e;) = cj(ej o e;).
Por otro lado
o(z) 0 d(ej) =z oey.

Para j = 1 se tiene que —xr; = zoe; = ¢i(e;0ey) = —cy. Para j > 1 se tiene
que x; =z oe; = cj(ejoe;) =cj.

De este modo
¢ (Z xz'@z) = Z zip(e;)
i=1 i=1

y por lo tanto ¢ es lineal.
Reciprocamente, supongamos que ¢ es lineal y que {¢(e1),...,0(e,)} es
una base Lorentz ortonormal. Si z,y € R"™, entonces

d(x) 0 ply) = ¢ (Z a:) ¢ (Z y) = (Z x@(ei)) o (Z yiqs(ei))

- Z inyj((b(ei) op(ej)) = —x1y1 + ToYo + -+ Ty, =T O Y.

i=1 j=1
|

Este teorema tiene varias consecuencias inmediatas, una de ellas es que,
al ser lineales, las transformaciones de Lorentz preservan la forma cuadratica

q(z) = =23 + a5+ + 2.
Esto ocurre porque tales transformaciones satisfacen lo siguiente
2 2
[A(z)[]” = A(z) 0 A(z) = z oz = =",

y por lo tanto preservan la norma lorentziana.

Otra consecuencia es que las transformaciones de Lorentz son biyectivas
ya que son transformaciones lineales que mandan bases en bases. Se puede
ver que las transformaciones de Lorentz forman un grupo con la composicion;
si ¢1 ¥ ¢2 son de Lorentz entonces

P1(d2(x)) 0 P1(d2(y)) = ¢a(x) 0 P2(y) = T 0 Y,



2. EL N-ESPACIO LORENTZIANO 13

por lo que su composicién es de Lorentz. Ademsés si ¢ es de Lorentz ¢! es
de Lorentz puesto que

¢~ (x) 097 (y) = d(¢7' (x)) 0 B¢ (y)) =z 0y,

y claramente la identidad preserva el producto lorentziano. En adelante de-
notaremos por M(n, R) al conjunto de matrices reales de n x n.

Definicién 9 Sea A € M(n,R). Decimos que A es una matriz lorentziana
st su transformacion lineal asociada es de Lorentz.

Es claro que las matrices lorentzianas forman un grupo con la multipli-
cacion de matrices, naturalmente isomorfo al grupo de transformaciones de
Lorentz. A este grupo lo denotaremos por O(1,n — 1). Consideremos ahora
la matriz

-1 0 . 0

0 1 0
J = )

0 0 1

Lema 2.2.2 Dados x,y € R", xoy =z - J(y).
DEMOSTRACION. Si z = (z1,...,2,),y = (Y1, .- .,Yn) € R™ entonces

z-Jy) = (1, ..., 20) (=Y1,- -, Yn)
=—TY1 +t oY+ -+ TpYp =T 0Y
O

Teorema 2.2.3 Sea A € M(n,R). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) A es una matriz lorentziana.

ii) Las columnas de A forman una base Lorentz ortonormal.

i) ALJA = J.
w) A7t = JA'J.
v) AJA' = J.

vi) Los renglones de A forman una base Lorentz ortonormal.
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DEMOSTRACION. La equivalencia entre i) y ii) se sigue del Teorema 2.2.1
ya que la imagen de la base candnica son las columnas de A. La equivalencia
entre i17) y iv) es inmediata ya que A'JA = J siy sélo si

(JA'))A = J(A'JA) = J? = Id,

es decir, A~! = JA'J. Andlogamente, se obtiene la equivalencia entre iv) y
v).

Para ver la equivalencia entre i) y 7i7) notemos que el Lema 2.2.2 implica
que si aq,...,a, son los vectores columna de A, entonces la entrada 5 de
la matriz A*JA es a; - J(aj) = a; 0 a;. Asi, {a;,...,a,} es una base Lorentz
ortonormal si y sélo si la entrada ij de la matriz A'JAes —1sii=j=1y
d;; en otro caso, es decir, A'”JA = J. La equivalencia entre v) y vi) es andloga
considerando que los renglones de A son las columnas de A?.

0
Si A es una matriz lorentziana, por el Teorema anterior se tiene que
det(A'JA) = det(J) = —1
lo cual implica que
det(A)? =1
y por lo tanto det(A) = 1 o det(A) = —1. Denotamos por SO(1,n — 1)

al conjunto de las matrices lorentzianas con determinante 1. Es claro que
SO(1,n — 1) es un subgrupo de O(1,n — 1) de indice 2. Este conjunto es
llamado el grupo especial de Lorentz.

Recordemos del Corolario 2.1.2 que el conjunto de los vectores tiempo
tiene exactamente dos componentes conexas, la positiva y la negativa. Como
las transformaciones de Lorentz son lineales, en particular son continuas y
por lo tanto, una transformacion de Lorentz necesariamente preserva a tales
conjuntos o los intercambia. Este hecho también se puede probar algebraica-
mente:

Consideremos una matriz lorentziana A = (a;;). Como las matrices loren-
tzianas preservan la norma lorentziana, también preservan el tipo de vector,
asi que A(ep) es un vector tiempo cuyo signo queda tinicamente definido por
el signo de la entrada a;;. Consideremos otro vector tiempo positivo arbitra-
rio x. El signo de A(z) queda definido por el signo de su primera entrada la
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cual es el producto punto entre el primer renglén de A y x, a saber, si A; es
el primer renglén de la matriz A, entonces

n
A1 T = (an, Ce ,aln) : (351, .. ..ﬁL’n) = a2 + Zauxi.
=2

Por el Teorema 2.2.3, A; es un vector tiempo y = también lo es puesto
que asi lo elegimos. Tenemos entonces que

" 2 ;. 1/2
|a1@| > (Z ai’) (Z 37?) >
=2 =2

de manera que el signo de A; -z (y por lo tanto el de A(x)) queda determinado
por el signo de a;121, el cudl, al ser x1 un nimero positivo, coincide con el de
aj1 que es el mismo que el de A(e;). De este modo probamos que A, o bien
preserva al conjunto de vectores tiempo positivos, o bien lo intercambia con
el de vectores tiempo negativos.

Denotaremos por PO(1,n — 1) al conjunto de matrices lorentzianas que
preservan a los vectores tiempo positivos. Observemos que PO(1,n—1) es un
subgrupo de O(1, n—1) de indice 2. Consideremos finalmente a las matrices de
SO(1,n—1) que preservan a los vectores tiempo positivos. Denotaremos a este
conjunto por PSO(1,n—1); este conjunto forma un subgrupo de SO(1,n—1)
de indice 2 y es llamado el grupo especial positivo de Lorentz.

n

g 125

=2

I

Definicién 10 Decimos que dos vectores x,y € R™ son Lorentz ortogonales
stxoy =20

A pesar de que la definicién de ortogonalidad en el n-espacio lorentziano
sea tan similar a la de ortogonalidad euclidiana, es natural pensar que son
conceptos muy diferentes, en especial si notamos que cualquier vector de tipo
luz es ortogonal a si mismo. El siguiente teorema nos ayuda a visualizar un
caso particular de ortogonalidad en este espacio.

Teorema 2.2.4 Dados x,y € R™ vectores Lorentz ortogonales, si x es de
tipo tiempo, entonces y es de tipo espacio.

DEMOSTRACION. Sea = = (x1,...,x,) de tipo tiempo, esto es

n
2 E 2
1=2
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Supongamos que y = (y1, ..., Yn) 1o es de tipo espacio, es decir

iz vl
=2

Se tiene entonces que

n % n n
|[T1y1| > (Z %2) (Z?ﬁ) >z,
i—2 i—2 i—2

y asi, z v y no pueden ser Lorentz ortogonales puesto que

[ SIS

roy=—zy + » iy #0

=2
U

El reciproco de este teorema, en general no es valido. Para ver esto, consi-
deremos en R? a los vectores (0,0,1) y (0,1,0). Es facil ver que son Lorentz
ortogonales aunque ambos sean de tipo espacio. A continuacion clasificamos
a los subespacios vectoriales de R™ de acuerdo al tipo de vectores que con-
tienen.

Definicién 11 Sea V' un subespacio vectorial de R™. Decimos que:
i) V es de tipo tiempo si tiene al menos un vector tiempo.

it) V es de tipo luz si tiene al menos un vector luz distinto de cero y no
tiene vectores tiempo.

iii) 'V es de tipo espacio en otro caso.

Teorema 2.2.5 Dadom € N,m < n, la accion natural de PO(1,n—1) en el
conjunto de subespacios de tipo tiempo de R™ de dimension m es transitiva.

DEMOSTRACION. Sea V un subespacio vectorial de tipo tiempo de di-
mension m de R”™.

Si identificamos a R™ con el subespacio de R™ generado por los vectores
€1,-..,€m, basta probar que existe A € PO(1,n — 1) tal que A(R™) = V.
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Elegimos una base {uy, ..., u,} de R™ tal que u; es un vector tiempo positivo
en Vy {ug,...,un} es una base de V. Sea wy = wuy/|||uq|||. Tenemos que
wi 0wy = (ug ow)/|[Ju ||| = 1,

por lo que w; es un vector tiempo.
Tomamos ahora vy = uy + (ug o wy)w;. Notemos que vy es distinto de

cero, ya que es combinacién lineal de dos vectores linealmente independientes
donde uno de los escalares es 1. Podemos observar que

wy 0 vy = wy 0 Uy + (ug 0wy )(wy 0 wy) = wy 0 uy + (uz owy)(—1) =0,

de manera que w; y vy son Lorentz ortogonales y por el Teorema 2.2.4, vy es

tipo espacio. Consideremos wy = vy/ ||va]| .
Recursivamente, si 2 < i < n, definimos los vectores

v; = w; + (u; 0wy )wy — (w; 0 wa)wg — - -+ — (U; 0 Wi—1)Wi—q

wi = v/ ||vi

que estan bien definidos, puesto que v; es distinto de cero por el mismo

argumento que vy lo es. Se afirma que {wy, ... w,} es una base Lorentz orto-
normal.
Hemos visto ya que w; o wy = —1. Supongamos que Vj € {2,...,i— 1}

ya se ha probado que w; o w; = 0. Probaremos que w; o v; = 0, de donde se
obtiene inmediatamente que wq o w; = 0.

wiov; = wyou;+ (u;0wy ) (wyowy ) — (u;0ws ) (wy0wy) —- - - —(u;0w; 1) (wy0w;_1)

= wy o u; + (u; owq)(—1) = 0.

De este modo se tiene que si 2 < ¢ < n, entonces v; es de tipo espacio y
por lo tanto w; o w; = 1. S6lo queda demostrar que si 1 < i,j < n con i # j,
entonces v;0v; = 0y en consecuencia w;ow; = 0. Esto se probard de manera
inductiva, pero antes observaremos lo siguiente: si k € {2,...,n}

e ol

loell— Tlvel

Vg O Wg = Vg, O = [Jug]| -
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Evaluaremos, como base de induccion, el caso en el que 1 = 2,5 = 3.

Vg 0 V3 = Vg O U3 + (Us owl)(vz Owl) - (Us 0w2)(v2 sz)
= Vg2 O U3 — ||U2|| (Ug O’lUQ) = V2 0U3 —U3©° ||1}2|| w9
:U20U3—U30U2:0

Como hipétesis de induccion, suponemos que dada j < n se tiene lo
siguiente: Vi, k < j, ¢ # k,v; ov, = 0. Vamos a probar que Vi < j,v; 0v; = 0.

v;0v; = v;ou;+ (ujowr ) (v;ow) — (ujows)(v;ows) —- - — (ujow; 1) (viow; 1)

=V;0U; — (Uj OU}Z‘)(UZ‘ owi) =v;0U; — ||Uz|| (U] owi)
=wv;ou; —ujouv; =0.

En conclusién, {wy, ..., w,} es una base Lorentz ortonormal de R" tal que
{wy, ..., wy} es base de V. Por el Teorema 2.2.3, la matriz A cuyas columnas
son {wy,...,w,} induce una transformacién de Lorentz que ademds es posi-
tiva puesto que A(e;) = uy y que cumple que A(R™) =< wy,...,w, >=V,
de donde se sigue el Teorema.

U

El teorema anterior es de gran importancia y en adelante se utilizara en
multiples ocasiones, ya que va a simplificar bastante las pruebas de muchos
resultados posteriores.

Definicién 12 Dado V' un subespacio vectorial de R™, definimos el comple-
mento Lorentziano de V' como

VE={z eR"Wy€V,zoy=0}.

Es claro, por el Lema 2.2.2, que VF = J(V*+). También es claro que
(VO =V yaquex € V,siysélosi Vy € VI, zoy =0, es decir, z € (VE)E.

Teorema 2.2.6 Dado V un subespacio vectorial de R™, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

i) V es un subespacio de tipo tiempo.
i) VI es un subespacio de tipo espacio.

i) V4 es un subespacio de tipo espacio.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.2.4, es inmediato que i) implica 7). Para
ver la equivalencia entre ii) y #i4), notemos que VZ = J(V*).
Sea z € VE. Por el Lema 2.2.2, tenemos que para cualquier vector y € V
se cumple lo siguiente:
O=yozr=y-J(x),

de manera que J(z) € V* y por lo tanto x = J(J(z)) € J(V*). Como J es
una transformacién de Lorentz, se sigue la equivalencia. Sélo queda probar
que 4i) implica 7).

Supongamos que V¥ es de tipo espacio pero V no es de tipo tiempo. Si
V fuera de tipo luz, tendria un vector luz en él, que por definicién es Lorentz
ortogonal a si mismo, de modo que V¥ también seria de tipo luz. Asi, la
unica posibilidad que queda es que V fuera de tipo espacio.

Consideremos {uy,...u,} una base de V. Como V es un subespacio de
tipo espacio, los vectores de su base son de tipo espacio. Sea wy = uy/ ||uq||
y recursivamente, si 1 < ¢ < m, definimos

V; = U; — (uz ©) wl)wl — (uz 0] wg)wg — = (Uz o) wi_1>wi_1

w; = vi/ [Jvil|.-

Asi, siguiendo una prueba andloga a la del teorema anterior, tenemos que
sil < j <k < m, entonces

vj 0 v, = v; 0 (up — (U 0 wy)wy — (uy 0 wa)we — - -+ — (Ug © W—1)Wk—1)

= vjoup— (ugows ) (vjown) = - = (upow;) (vjow;) —- - - — (g Owp—1)(v; 0Wk-1)
= vj o uy — ||v;|| (ug o w;) = vj oup —ugov; =0

de manera que {wy,...w,,} es una base para V formada por vectores unita-
rios y Lorentz ortogonales dos a dos.

Como V¥ también es un subespacio de tipo espacio, tenemos de forma
andloga, una base {wy,11,...w,} para V¥ formada por vectores unitarios y
Lorentz ortogonales dos a dos. Uniendo ambos conjuntos, tenemos una base
{wy, ..., w,} Lorentz ortogonal de R™ que no tiene vectores tiempo, lo cual
contradice el hecho de que, por definiciéon toda base Lorentz ortonormal tiene
exactamente un vector tiempo. Por lo tanto, no es posible que V sea de tipo
espacio y se concluye que es de tipo tiempo.

g
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Teorema 2.2.7 Sean x,y vectores tiempo positivos (negativos) en R™. En-
tonces x oy < ||| ||y||, donde la igualdad se da si y sdlo si x yy son lineal-
mente dependientes.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x = xe;
ya que, de otro modo, por el Teorema 2.2.5 existe A € PO(1,n — 1) tal que
Ax = te; y como A es una matriz lorentziana, se tiene que Ax o Ay =z oy.
Calculamos el valor de ||z||* ||y||*:

l]* ly)* = —a3 (—yf + Zﬁ) =afyf — 21 Yyl <afyl = (woy)’,
=2 =2

donde la igualdad se da si y s6lo si >, y? = 0, esto es, y = yyeq, es decir,
x 'y y son linealmente dependientes.

Ahora, como x y y tienen el mismo signo, xr oy = —x1y; < 0. Asimismo,
lz]| [ly|l < 0 al ser un producto de nimeros imaginarios puros.

Por lo tanto, se tiene que z oy < ||z|| ||y|| <O

g

El teorema anterior implica que dados x,y vectores tiempo positivos en
R™, existe un unico nimero real a > 1 tal que z oy = a||z|| ||y|| . Este hecho
motiva la siguiente definicion.

Definicién 13 Dados dos vectores tiempo positivos (negativos) x, y, el dngu-
lo tiempo lorentziano entre ellos se define como el inico niumero real no
negativo n(x,y) tal que

zoy = || {lyll cosh(n(z,y)).

Noétese que n(z,y) = 0 si y sélo si x y y son miltiplos escalares positivos
el uno del otro.



Capitulo 3
El n-espacio hiperbdlico

Una esfera de radio r en R™™! (que funciona como un modelo para la geo-
metria esférica n-dimensional), es una hipersuperficie de curvatura constante
positiva. La dualidad que existe entre la geometria esférica y la hiperbdlica,
nos sugiere que el modelo para ésta ultima debe tener curvatura constante
negativa, mas ain, tiene sentido considerar una esfera de radio imaginario
y como las magnitudes imaginarias son posibles en el (n+1)-Espacio Loren-
tziano, tomaremos como modelo la esfera con la unidad imaginaria como
radio, es decir,

Fr={reR"™ |z|>=-1}.

El primer problema al que nos enfrentamos es que el conjunto F™ es
disconexo; F™ es el hiperboloide de dos mantos definido por la ecuacién

n
2 § 2 _
=2

de modo que se pueden clasificar a los vectores de F™ en dos subconjuntos:
el de los vectores x € F™ que cumplen x; > 0 y los que cumplen z; < 0.
Llamaremos a estos subconjuntos el manto positivo y el manto negativo
de F", respectivamente.

Para solucionar este problema, vamos a identificar a cada vector de F™
con su antipoda para obtener un espacio conexo. De manera equivalente,
podemos simplemente descartar el manto negativo de F™. En ambos casos,
el espacio resultante es lo que definimos como el modelo del hiperboloide
del n-espacio hiperbdlico y lo denotamos por H".

21
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Definicién 14 Sean x,y € H". Definimos la distancia hiperbdlica entre x y
y como el numero real

du(r,y) = n(z,y).

Notemos que, como z oy = |z|||yllcosh(n(z,y)) v |[zl| =i = [yl
tenemos la igualdad
cosh(dy(z,y)) = —x oy (3.1)

Se probard que la distancia hiperbdlica es, en efecto, una métrica en
H", pero primero necesitaremos algunos resultados preliminares acerca del
producto cruz en R3.

ZTo

Figura 3.1: Modelo del Hiperboloide F™.

3.1. El Producto Cruz Lorentziano

Definicién 15 Sean x,y € R? y sea
—1

J = 0
0

S = O
_ o O

El producto cruz Lorentziano de x y y se define como
r@y=J(xxy),

donde x X y denota al producto cruz usual.
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Usando el lema 2.2.2; se tiene que
zo(x®@y)=zoJ(@xy)=x-(zxy)=0,

por lo que = ® y es un vector Lorentz ortogonal a x. Similarmente x ® y es
Lorentz ortogonal a y.

Lema 3.1.1 Siz,y son vectores en R3, entonces x @ y = J(y) x J(z).

DEMOSTRACION.

r@y=J(xxy)=J(T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1)
= (95392 — T2Y3,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 962?;1)
= (_y17y27y3) X (_xlax%x?)) = J<y) X J<:C>

Teorema 3.1.2 Si x,y,z,w € R3, entonces

ry T2 I3
i) (t@y)oz= | Y2 Y3 |,
Z1 k9 Z3

i) (r®@y)oz=1x0(yR z2),
w) 1@ (y®z2) = (roy)z— (z01)y,

Trow $OZ:|

) @ane o= | 1oy 40

DEMOSTRACION. En esta prueba se utilizan el Teorema 1.1.1, y los Lemas
2.2.2 y 3.1.1 en multiples ocasiones.

i) ry=Jaxxy) =J(—yxz)=—-Jyxz)=—-yRu.

i) (x@y)oz=Jxxy)oz=(rXxy) 2.

iii) Usando i) se sigue que

(z@yloz=(zxy) z=z-(yxz)=z0(y®2)
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w) 2R (Yy®z)=Jy®z)xJ().
= (yx2)xJ(@)=(y- J(@)z = (- J(2))y = (yox)z = (z02)y.

v) Como J es una matriz lorentziana, preserva el producto lorentziano y
se tiene que

(x@y)o(z@w)=J(xxy)oJ(zx w)
(e xy)o (s x w) = (zxy) Iz xw) = (& x 9) - (J(w) x (=)
|z Jw) x-J(z }:{xow xoz}
y-J(w) y-J(z) yow yoz |
O

Corolario 3.1.3 Si z,y € R3 son vectores tiempo positivos (o negativos),
entonces @y es de tipo espacio y ademds ||z @ y|| = — ||z|| [|y|| sinh(n(z, y)).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.2.4, es inmediato que z ® y es de tipo
espacio, lo que es equivalente a decir que ||z ® y|| > 0.
Se sigue del Teorema 3.1.2; inciso v) lo siguiente:

lz@y|*=(z®y)o(x®y) = (xoy)*— |z |yl
= [lz)1* |ly|I* cosh® (n(z, y)) — ||=|I* lyl|* = l=||* ly]|* (cosh®(n(z, y)) — 1)
(x

= [lz]I* [lyI” sinh® (n(=. y)).

Finalmente, como z y y son de tipo tiempo, se tiene que ||z|| ||ly]| < 0y
se sigue el resultado.

g

Corolario 3.1.4 Si z,y € R? son de tipo espacio, entonces:
i) lxoy| <||z| ||yl siy sdlosixz®y es de tipo tiempo.
ir) |xoy| = || |yl sty sdlosix®y es de tipo luz.

iii) |z oyl > x| ||yl siy sélo si x @y es de tipo espacio.
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DEMOSTRACION. Por Teorema 3.1.2 tenemos que
2 211112
lz @ yl® = (zoy)® —[lz][lyl”.

y como z y y son de tipo espacio, ||z|| |ly|| > 0. Asi, se tienen los siguientes
casos:

Si z ®y es de tipo tiempo, entonces (z o y)? < ||| ly||* .

Si 2z ®y es de tipo luz, entonces (z o y)? = ||z||” ||y||*.

Si 2 ®y es de tipo espacio, entonces (z 0y)? > ||| |y|*.

3.2. La métrica hiperbdlica

Teorema 3.2.1 La funcion distancia hiperbolica dy es una métrica para H"

DEMOSTRACION. Es inmediato de la definicién que dy es simétrica y no-
negativa. También es no degenerada ya que si x,y € H" son tales que
dy(z,y) = 0, entonces z oy = ||z|| ||y]| y por el Teorema 2.2.7, z y y son li-
nealmente dependientes. Ademds, dado que ambos pertenecen a H", se sigue
que x = y. Solo resta probar la desigualdad del tridngulo. Sean x,y, z € H".

Sabemos que las transformaciones positivas de Lorentz actian sobre H"
y es obvio que éstas preservan la distancia hiperbdlica. Tenemos pues, que los
vectores x,y, z generan un espacio vectorial de dimensiéon menor o igual a 3
y por el Teorema 2.2.5, podemos suponer que x, ¥, z pertencen al subespacio
de R™*! generado por los vectores e, e, €3 que es, en esencia R?; podemos
equipar a este subespacio con el producto cruz lorentziano definido de la
siguiente manera:

r®y=(2,0,...,0)®(y,0...,0) = (Z®7,0,...,0),

donde ¥ y ¥ denotan a las primeras tres entradas de los vectores x y v,
respectivamente. Se puede verificar que este producto satisface todas las pro-
piedades que se han visto a lo largo de esta seccion.

Por el Corolario 3.1.3, tenemos que

|z ®@yll =sinhn(z,y) y |ly®z| = sinhn(y, z),
y también se tiene que

roy=—coshn(z,y) y yoz=—coshn(y,z).
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Por el Teorema 3.1.2; y es Lorentz ortogonal a los vectores espacio x ® y
y y® z, por lo cual, el vector (x ®@y) ® (y® z) es linealmente dependiente a y.
Esto implica que (z ® y) ® (y ® z) es de tipo tiempo o cero. Por el Corolario
3.1.4, se tiene entonces que

(z@y)o(ye:2)| <[zeyllly@ -z

En suma, tenemos lo siguiente:

cosh(n(z,y) +n(y, 2)) = coshn(z,y) coshn(y, z) + sinhn(z, y) sinhn(y, 2)
=(zoy)(yoz) +lr@ylly= |
2 (roy)(yoz)+(r®@y)o(y®2)

= (roy)(yoz)+ ((xoz)(yoy) — (xoy)(yoz))
= —x oz = coshn(x, 2).

Finalmente, como la funcién cosh es inyectiva y creciente en el intervalo
[0, 00), se sigue que n(z, 2) < n(z,y) +n(y, 2).

g

Vale la pena resaltar en esta prueba, que para xz,y, z € H", la igualdad

n(z, z) = n(z,y) +ny, 2)

sedasiysdlosi (z®y)o(y®z) = ||z @yl ||y ® z||, lo cual ocurre inicamente
en el caso en el que
(z®y)®(y®z)=0. (3.2)

Este hecho nos sera de utilidad mas adelante.

La métrica dy es llamada la métrica hiperbdlica. El espacio métri-
co conformado por H" y su métrica hiperbdlica es llamado el n-espacio
Hiperbdlico.

Una isometria del espacio hiperbdlico (es decir, una tranformacién de H"™
en H"™ que preserva la distancia hiperbdlica) es llamada una isometria hi-
perbodlica. El siguiente teorema, caracteriza a todas las isometrias hiperbdli-
cas.

Teorema 3.2.2 Cada transformacion positiva de Lorentz de R se res-
tringe a una isometria de H™ y cada isometria de H" se extiende a una inica
transformacion positiva de Lorentz de R™"F!.
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DEMOSTRACION. Recordemos de la férmula (3.1) que la distancia hiperbdlica
entre dos puntos en H" se puede obtener mediante la igualdad

cosh(dy(x,y)) = —x oy

de donde es claro que una funcion ¢ : H* — H" es una isometria si y sélo si
preserva el producto lorentziano en H™. Asi, se tiene que las transformaciones
positivas de Lorentz se restringen a isometrias de H".

Supongamos ahora que ¢ : H" — H" es una isometria hiperbdlica y sean
O1, G2, . - ., Oy las funciones coordenadas de ¢, es decir

o(x) = (¢1(x), P2(7), - . ., Pnya(T)).

Probaremos la existencia de la extension de ¢ en PO(1,n). Para esto,
vamos a suponer en primer lugar que ¢ fija al vector e;. Observemos lo
siguiente:

¢1(z) = —¢(x)oer = —¢(x) o p(e1) = —woe; = 1.

Sea p : H" — R"™ la proyeccién dada por p(z) = 7, donde T = (xa, ..., Tpyi1).
Se tiene que p es una biyeccién y su inversa esta dada por

p’l(ul,uQ, CeUy) =

Definimos ¢ : R* — R”, dada por

o) = (¢2(p™" (u), - Pria (P (W)

Dicho de otro modo, para u € R”, se tiene que ¢(u) = p¢p~'(u), lo cual
significa que el siguiente diagrama conmuta:

H— % L H»
L L
Rr— % . Rn

Asi, dado = € H", tenemos lo siguiente:

o(T) = 6(p(2)) = p(6(2)) = ¢(x).
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Ahora, puesto que ¢ es una isometria, por la observacién previa se tiene
que preserva el producto lorentziano en H", de modo que para cualesquiera
x,y € H”

—¢1(@)1(y) + o(x) - d(y) = —T190 + T+ Y
—z1y1 + O(T) - () = 21 +T -7
o(@) - 0(H) =77

Gracias a la biyectividad de la funcién p, podemos concluir que para
cualesquiera u,v € R™, ¢(u) - ¢(v) = u - v, es decir ¢ es una transformacién
ortogonal, por lo cual existe una matriz ortogonal de n x n asociada a la
transformacién ¢, a la que llamaremos A. Sea A la siguiente matriz

Es facil ver que A es una matriz positiva de Lorentz; ademés, para x € H"
Ax) = (21, A@) = (61(2),6@)) = (¢1(2), 9(x)) = ¥(a)

y por lo tanto A € PO(1,n) es una extensién de ¢.

Probaremos ahora el caso general; supongamos que ¢ es una isometria
hiperbdlica arbitraria. Por el Teorema 2.2.5 existe B € PO(1,n) tal que
B¢(e1) = e;. Por lo visto en el caso anterior, B¢ se extiende a una transfor-
macién positiva de Lorentz a la que llamaremos B. Como B! € PO(1,n)
se tiene que B~'B € PO(1,n). Si x € H", entonces

B™'B(x) = B™(B¢(x)) = B~'B(¢(x)) = ¢(x),

es decir, B~'B es una extensién de ¢ en PO(1,n).

Sélo resta probar la unicidad de la extensién. Supongamos que C'y D son
extensiones de ¢ en PO(1,n). La transformaciéon CD~! fija puntualmente a
H", de modo que si denotamos por Fiz(C'D™!) al conjunto de puntos fijos de

CD™', entonces H" C Fiz(CD™"). Se sabe que Fiz(CD™') es un subespacio
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vectorial de R™"! (es el subespacio asociado al valor propio 1), sin embargo,
el tnico subespacio de R"*! en el que estd contenido H" es el espacio total,
por lo cual Fiz(CD™') =R y as{ C = D.

U

La ultima afirmacion de esta prueba, aunque es intuitivamente clara,
no se ha probado formalmente, por lo que a continuaciéon se muestra una
justificacién para este hecho.

Consideremos a la siguiente familia de vectores de R*!:

v = (1,0,0,...,0),
vy = (2,v/3,0,0,...,0),
vy = (2,0,4/3,0,...,0),

v, = (2,0,...,0,/3,0),
Uns1 = (2,0,...,0,0,v/3).

Todos estos vectores se encuentran en H" y claramente son linealmente
independientes por lo que si un subespacio vectorial V' de R"*! contiene a
H", entonces dim(V) > n + 1 y por lo tanto V = R**L.

Corolario 3.2.3 FEl grupo de isometrias hiperbdlicas que denotamos por I(H™)
es isomorfo al grupo positivo de Lorentz PO(1,n).

3.3. (Geodésicas hiperbdlicas

En esta seccién, vamos a estudiar a las geodésicas de H". Comenzaremos
dando algunas definiciones generales para espacios métricos arbitrarios.

Definicién 16 Sea, (X,0) un espacio métrico.
i) Una curva en X es una funcion continua vy : [a,b] = X, a,b € R,a < b.

ii) Un arco geodésico en X es una curva « : la,b] — X que preserva
distancias, es decir, Vs,t € [a,b], d(a(s),a(t)) =|s —t|.

iii) Una linea geodésica en X es una funcion A : R — H" que preserva
distancias localmente.
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A continuacién definiremos el concepto de linea en el espacio hiperbdlico.
El objetivo de esta seccién es mostrar que estas lineas son las geodésicas de
H™.

Definicién 17 Una linea hiperbolica es la interseccion de H™ con un subes-
pacio vectorial de tipo tiempo de R™™ de dimension 2.

Sabemos, por el Teorema 2.2.7, que cualesquiera dos vectores distintos
x,y € H" son linealmente independientes (de otro modo, por la definicién de
distancia hiperbdlica, x y y serfan iguales). Por lo tanto generan un subespa-
cio vectorial de dimensién 2. Asi, la linea hiperbdlica L(z,y) = H"N < x,y >
es la inica que pasa por = y y.

Definicién 18 Tres puntos x,y,z € H™ son hiperbolicamente colineales st
pertenecen a una misma linea hiperbolica.

Lema 3.3.1 Sean x,y,z € H" tales que

n(z,z) =n(z,y) +n(y, 2).
Entonces x,y, z son hiperbolicamente colineales.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.2.5, podemos suponer que x,¥, z se en-
cuentran en el subespacio vectorial de R™™! generado por ey, s, e3. Nos en-
contramos pues, en las mismas condiciones de la prueba del teorema 3.2.1.
De la observacién (3.2) y del teorema 3.1.2, se tiene lo siguiente:

0=(z®y)®(y® =)
=((z®@y)oy)z—(z0(z®@y))y
= —(20(z®@y))y.

Como y es de tipo tiempo, es distinto de cero, de modo que zo(x®y) = 0,
lo cual implica, por el Teorema 3.1.2, inciso i7), que x,y, z son linealmente
dependientes, por lo que se encuentran en un mismo subespacio de dimensién
2 y por lo tanto en una misma linea hiperbdlica.

g

Definicién 19 Dos vectores x,y de R" son llamados Lorentz ortonormales
. 2 2
sillz|"=—1, zoy=0y|y"=1.
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Teorema 3.3.2 Sea « : [a,b] — H" una curva. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) La curva a es un arco geodésico.

ii) Existen vectores x,y € R"™ Lorentz ortonormales tales que

a(t) = (cosh(t — a))x + (sinh(t — a))y.

iii) La curva a satisface la ecuacion diferencial o —a = 0.

DEMOSTRACION. En primer lugar, notemos que cada una de las tres afirma-
ciones se satisface para una curva « si y solo si se satisface para su imagen
bajo una transformacion positiva de Lorentz. Para justificar esta afirmacion,

sea A € PO(1,n):

i) Si « es un arco geodésico, Aa también lo es ya que A preserva la
distancia hiperbélica.

ii) Si a(t) = (cosh(t — a))x + (sinh(t — a))y, con x,y vectores Lorentz
ortonormales, entonces

A(a(t)) = (cosh(t — a))A(z) + (sinh(t — a))A(y),
y A(z), A(y) son también Lorentz ortonormales.

iii) Como A es lineal, (Aa) = Ad’ y entonces o —a = 0 si y sélo si

(Aa)" — Aa = 0.

Por lo tanto, podemos transformar libremente a la curva o mediante trans-
formaciones de Lorentz. Probaremos primero que i) implica i1).

Supongamos que « es un arco geodésico. Parat € [a, b] arbitrario, tenemos
lo siguiente:

n(a(a),a(b)) =b—a
=({t—a)+ (-1
= n(ala), a(t)) +nla(t), a(b)).

Por el Lema 3.3.1, a(a), a(t) y a(b) son hiperbdlicamente colineales. Conse-
cuentemente, la imagen de « estd contenida en una linea hiperbdlica L de
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H". Por el Teorema 2.2.5, podemos suponer que L = H"N < ey, ey >. De
este modo, a es de la forma

a(t) = (au(t), as(),0,. ...0).

donde —(a(t))? + (az(t))?> = —1 para toda t en el intervalo [a, b]; en parti-
cular, para t = a existe s € R tal que

aj(a) = cosh(s), «as(a) = sinh(s).

Consideremos la transformacién en PO(1,n) dada por la matriz

cosh(s) —sinh(s) 0 ... 0

—sinh(s) cosh(s) 0 ... 0

A, = 0 0 1 0
0 0 0 ... 1

La imagen de a(a) bajo esta transformacién es el vector e; por lo que
podemos ademds suponer que «(a) = e;. Ahora, para t € [a, b] se tiene

Dado que —(ay(t))? + (ax(t))* = —1, entonces as(t) = £ sinh(t — a). Como
« es continua, tenemos que, o bien

Vt € [a,b], «ot) =sinh(t — a),

o bien
Vt € [a,b], as(t) = —sinh(t — a).

En el segundo caso, podemos aplicar la reflexion

1 0 0 ... 0
0O -1 0 ... 0

0O 0 1 ... 0

0 0 0 ... 1
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y regresar al primer caso. Asi, la curva « es de la forma
a(t) = (cosh(t — a))e; + (sinh(t — a))e,

lo que muestra que ) implica 7).
Probamos, ahora, que 4) implica 7). Supongamos que existen z,y € R""!
Lorentz ortonormales tales que

a(t) = (cosh(t — a))x + (sinh(t — a))y.
Sean s,t € [a,b] con s < t. Tenemos lo siguiente
coshn(a(s),a(t)) = —a(s) o a(t)
= cosh(s — a) cosh(t — a) — sinh(s — a) sinh(t — a)

= cosh((t —a) — (s — a))
= cosh(t — s)

Por lo tanto n(«(s),a(t)) =t — s, es decir, a es un arco geodésico, lo cual
prueba que i) implica 7).

Claramente 47) implica iii), por lo que sélo queda probar que i) implica
ii). Supongamos que « satisface #ii). Observemos que

cosh(t —a) y sinh(t —a)

son soluciones particulares para o’ — a = 0, que ademds, son linealmente
independientes, ya que, si se tienen constantes c¢; y ¢y tales que

Vt € R, ¢;cosh(t —a)+ cysinh(t — a),

evaluando en ¢ = a, obtenemos que ¢; = 0 y por consecuencia, cy = 0.

La ecuacién dada por #ii) es una ecuacién diferencial lineal de grado 2.
Por el Teorema 1.2.5, sabemos que todas sus soluciones son combinacién
lineal de

cosh(t —a) y sinh(t —a).

En consecuencia, existen vy, v, € R™! vectores constantes tales que
a(t) = cosh(t — a)vy + sinh(t — a)v,.
Evaluando o y o/ en t = a, tenemos

a(a) = cosh(0)vy + sinh(0)vy = vy,
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a'(a) = sinh(0)v;y + cosh(0)vy = v,

lo cual implica que
a(t) = cosh(t — a)a(a) + sinh(t — a)a/(a).

Para probar que se satisface la condicién i7), sélo queda probar que a(a) y
o (a) son Lorentz ortonormales. Como a(a) € H", se tiene que ||a(a)|” = —1.
Ademds, para cada t, tenemos la igualdad «a(t) o a(t) = —1; derivando con
respecto de t, tenemos lo siguiente:

d
E(a(t) oa(t)) =0

d
Z(a(t) - J(a(t))

o (t) - J(a(t) + alt) - J(o(t
o' (t) o a(t) + a(t) o o(
2a(t) o o(

de donde obtenemos que a(t) o o/(t) = 0. Finalmente, tenemos que

t
t

I
o o o o

)
)
)
)

)

(]2 = — cosh?(t — a) + sinh?(t — a) [[a’(0)]
y como |la(t)||* = —1, concluimos que
cosh?(t — a) — 1 = sinh?(t — a) ||&/(a)||
sinh?(t — a) = sinh?(t — a) ||/ (a)||
y por lo tanto ||o/(a)|| = 1.
U

Teorema 3.3.3 Una funcion A\ : R — H" es una linea geodésica si y solo st
existen vectores Lorentz ortonormales x,y € R™! tales que

A(t) = (cosht)x + (sinht)y.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen z,y € R"™! Lorentz ortonormales
tales que A(t) = (cosht)z + (sinht)y; entonces, A satisface la ecuacion dife-
rencial \” — X\ = 0. Asi, por el Teorema 3.3.2, la restriccion de A\ a cualquier
intervalo cerrado es un arco geodésico y por lo tanto A es una linea geodésica.
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Reciprocamente, supongamos que A es una linea geodésica. Por el Teore-
ma 3.3.2, A satisface la ecuacién diferencial A’ — X = 0. Siguiendo una prueba
andloga a la del Teorema 3.3.2, podemos obtener que

A(t) = (cosh t)A(0) + (sinh ¢)X'(0),
y los mismos argumentos muestran que A(0), A’(0) son Lorentz ortonormales.

O
Corolario 3.3.4 Las geodésicas de H"™ son las lineas hiperbolicas.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.3.3, si A es una linea geodésica, entonces
existen z,y € R™ Lorentz ortonormales tales que A(t) = (cosht)x + (sinh t)y,
lo cual implica que

L=XR)C<z,y>nNH"

Sea u €< x,y > NH", esto es, existen p,q € R tales que u = pr +qy y
|u||* = —1. Tenemos, entonces, lo siguiente:

lpz + qyl* = -1
lpz))* + 2pg(x - y) + llqyl* = =1
-+ ¢ =1
Por lo tanto, existe t € R tal que p = cosht,q = sinht lo cual significa que
A(t) = u y entonces, u € L. De este modo, L =< z,y > NH", es decir, L es
una linea hiperbdlica.

Supongamos ahora que L es una linea hiperbdlica de H". Por el Teorema
2.2.5, podemos suponer que L C< ey, ey >. Definimos A : R — H" dada por

A(t) = (cosht)e; + (sinht)es.
Es claro que A(R) = L y por el Teorema 3.3.3, L es una linea geodésica.
O

Podemos concluir entonces, que si A : R — H"™ es una linea geodésica,
entonces L = A(R) es una linea hiperbdlica y que ademéds ésta se encuentra
dada por L =< A(0), N'(0) > NnH".






Capitulo 4

Planos y angulos

Definicién 20 Para m € N, m < n, un m-plano hiperbolico de H" es la

interseccion de H"™ con un subespacio vectorial de tipo tiempo de dimension
m+1 de R*L

De acuerdo con esta definicién, las lineas hiperbodlicas de H"™ son precisa-
mente los 1-planos hiperbélicos.

4.1. Hiperplanos

Definicién 21 A un (n — 1)-plano hiperbélico de H" le llamaremos hiper-
plano de H".

Consideremos un vector z € R™ de tipo espacio. El complemento loren-
tziano del subespacio vectorial < x >, generado por x, es un subespacio de
tipo tiempo de dimensién n de R™!. Se tiene, pues, que P =< z > NH" es
un hiperplano. P es llamado el hiperplano de H" Lorentz ortogonal a .

Teorema 4.1.1 Sean x,y € R™ vectores de tipo espacio linealmente inde-
pendientes. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Los vectores x y y satisfacen la ecuacion |x o y| < ||z|| ||yl
i1) El subespacio vectorial V' generado por x y y es de tipo espacio.

iii) Los hiperplanos P y QQ de H" Lorentz ortogonales a x y vy, respectiva-
mente, tienen interseccion no vacia.

37
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Figura 4.1: Hiperplanos de H™ con interseccién no vacia.

DEMOSTRACION. Probaremos primero, que ¢) implica ii). Para s,t € R—{0},
basta demostrar que |[sz + ty||* > 0.

Notemos que si |z oy| < ||z|| ||y||, entonces también |sx o ty| < ||sz|| [|ty],
lo cual implica que — ||sz|| ||ty|| < sz o ty. Tenemos, entonces:

sz + tyll* = l|szl|* + 2(sz o ty) + [Ity]|”
2 2
> |lsz||” = 2 f|sz [l [|tyll + llty]

= (llszll = lltyl))?
>0

Para mostrar que i) implica i), basta con notar que el producto loren-
tiziano, restringido a V', es positivo definido y por lo tanto, satisface la de-
sigualdad de Cauchy-Schwartz.

Para ver que 4i) implica 4ii), observemos que VF =< x >I'n <y >1 .
En virtud del Teorema 2.2.6, se tiene que V¥ es de tipo tiempo, es decir,
existe u €< x > N < y >% de tipo tiempo. Podemos suponer que u es un
vector tiempo positivo, de manera que IHZHI es un vector en H" y por lo tanto

v € PNQ (véase Figura 4.1).

[l
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Finalmente, si se cumple 4ii), existe u € PNQ =< z >L' N <y > NnH"
En particular, esto significa que u € V¥ y es de tipo tiempo. Asi, V¥ es de
tipo tiempo y por el Teorema 2.2.6, V' es de tipo espacio.

0

Sean x y y vectores espacio que generan un subespacio vectorial de tipo
espacio. Por el Teorema 4.1.1, tenemos que

|z oyl <[l lyll;

por la bilinealidad del producto lorentziano se tiene que si z y y son li-
nealmente dependientes se da la igualdad; ademas, si |z oy| = ||z|| |ly]|, los
vectores = y y satisfacen la afirmacién ii) del Teorema 4.1.1, pero no la )
por lo que son linealmente dependientes, es decir, la igualdad anterior se da
si y solo si los vectores x y y son linealmente dependientes. De este modo,
existe un unico nimero 3 en el intervalo [—1, 1] tal que z oy = ||z ||y|| 5
Definimos asi lo siguiente:

Definicién 22 Dados dos vectores z,y de tipo espacio en R" 1 que generan
un subespacio vectorial de tipo espacio, definimos el angulo espacio Lo-
rentziano entre ellos como el inico nimero n(x,y) en el intervalo [0, 7| tal
que

zoy = |zl [lyll cosn(z,y).

Notemos que 7(z,y) = 0 si y sélo si x y y son linealmente dependientes y
apuntan en la misma direccién, n(z,y) = 7/2 si y sélo si x y y son Lorentz
ortogonales y n(z,y) = 7 si y s6lo si x y y son linealmente dependientes y
apuntan en direcciéon opuesta.

Consideremos ahora dos lineas hiperbdlicas A y u tales que A(0) = p(0).
Se tiene que X' (0) y p/(0) son simultaneamente ortogonales a A\(0) = u(0), es
decir, los hiperplanos Lorentz ortogonales a \'(0) y 1/(0) tienen interseccién
no vacia y por el Teorema 4.1.1, N'(0) y ¢/(0) generan un subespacio vectorial
de tipo espacio. Basandonos en este hecho, definimos lo siguiente:

Definicién 23 Dadas dos lineas hiperbdlicas A y u, tales que A(0) = p(0) se
define el dngulo hiperbdlico entre ellas como n(X(0), 1/ (0)).

Con la herramienta del angulo espacio lorentziano, podemos también de-
finir el concepto de ortogonalidad entre lineas e hiperplanos hiperbdlicos.
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Definicién 24 Sean P un hiperplano de H" y A : R — H" una linea geodési-
ca tal que N(0) € P. Decimos que la linea hiperbélica L = A\(R) es Lorentz
ortogonal a P si P es el hiperplano Lorentz ortogonal a X' (0).

Lema 4.1.2 Dados dos vectores x,y en R""1 se tiene que todos los vectores
de V =< x,y > , excepto los multiplos de x, son mailtiplos de un vector de
la forma tx + vy, para algun nimero real t.

DEMOSTRACION. Sean «, 3 € R, 8 # 0, de manera que el vector u = ax+ Sy
no es multiplo de x. Como  # 0, podemos tomar s = Sy t = %; asi, podemos
reescribir a u como u = s(tx + y).

g

Teorema 4.1.3 Sean x,y vectores de tipo espacio linealmente independien-
tes en R"L. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Los vectores x y y satisfacen la desigualdad |x o y| > ||z|| ||y]|-
i1) El subespacio vectorial V =< x,y > es de tipo tiempo.

i11) Los hiperplanos P y @ Lorentz ortogonales a x y vy, respectivamente,
son ajenos y tienen una linea hiperbolica Lorentz ortogonal en coman.

DEMOSTRACION. Vamos a probar la equivalencia entre 7) y 7i). Consideremos
la familia de vectores de la forma tx 4+ y para ¢t € R. La norma lorentziana
de tales vectores se encuentra determinada por la expresion

It +yl* = £ [ll|* + 2(z o y)t + |1yl (4.1)

que es un polinomio de segundo grado con coeficientes reales en la variable t.
Por el lema 4.1.2, la condicién ii) es equivalente a que este polinomio tome
valores negativos.

Notemos que en t = 0 el polinomio toma el valor |Jy||> > 0, es decir, toma
al menos un valor positivo, por lo que una condicién necesaria y suficiente
para que tome valores negativos es que tenga dos raices reales diferentes,
lo cual equivale a que su discriminante sea positivo. Calculamos, pues, su
discriminante:

(2(z 0 ))* = 4(lll*) (Iyll*) = 4 ((@ 0 y)* = l* Iyll*) -
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Figura 4.2: Hiperplanos ajenos de H".

Como z y y son de tipo espacio, es claro que la expresién anterior es
positiva si y sélo si |x oy| > ||z|| ||y]|, es decir, se satisface la condicién 1), lo
que demuestra la equivalencia.

Probamos ahora que 4) y i7) implican #ii). Tenemos que P =< x >L' NH"
y Q =< y > NH". Como V es de tipo tiempo, por el Teorema 2.2.6, V*
es de tipo espacio y puesto que VI =< 2 > N < y >, no puede haber
vectores de H" en < x >N <y >’ y por lo tanto PN Q = ()

Tomamos ahora, N = VNH", que es una linea hiperbdlica ya que V' es un
subespacio vectorial de dimensién 2 (véase Figura 4.2). Vamos a demostrar
que N es Lorentz ortogonal a P. Para esto, notemos que hay un tnico vector
ug de la forma tx 4+ y que es Lorentz ortogonal a x; esto se sigue de que la
ecuacion en la variable t,

(tr+y)ox=0

tiene como unica solucién al valor
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La norma de uy = tpx + y se puede calcular mediante la expresion (4.1)
de la siguiente manera:

2 (xoy) (zoy)
|1 1
(zoy)?
TTE + lyll?

Por la condicién i) se tiene que ||:B||2 ||y||2 < (zoy)?, por lo que podemos
afirmar que |[tox + sz < 0, es decir, que ug es un vector tipo tiempo. Con-
cluimos, entonces, que NN P = VN < 2 > NH" consta tnicamente del
vector

2 2
[[uol|” = [[tox + yli + [lyll

Cw ety oy
— h— 1;02 ’
ol fe ) 1 a0 yy2 — fall lyl?

donde el signo del denominador se elige de modo que u sea un vector tiempo
positivo. Analogamente, se afirma que N N @ tiene un Unico punto al que
llamaremos v (véase Figura 4.2).

Sea A : R — H" una linea geodésica tal que A(R) = N y A\(0) = w. De
acuerdo con la iltima observacion de la seccion anterior, sabemos que la linea
hiperbdlica N =V NH" esta dada por < A(0), A'(0) > NH", lo cual implica
que N'(0) € V.

Dado que, por construccién X' (0) y = son Lorentz ortogonales a u en el
subespacio V' y éste es de dimensién 2, se tiene que N (0) es un multiplo
escalar de = y por lo tanto, NV es Lorentz ortogonal a P. Analogamente N es
Lorentz ortogonal a ).

Finalmente, demostramos que #ii) implica ii). Sea N la linea hiperbdlica
Lorentz ortogonal a Py Q. Existe un subespacio vectorial W de R**! de tipo
tiempo de dimension 2 tal que N = W N H". Como N es Lorentz ortogonal
a P =<2 > NH", por definicién, existe X : R — H" una linea geodésica
tal que A(R) = N, A(0) € Py P es el hiperplano Lorentz ortogonal a \'(0).
Se tiene entonces, que P =< X (0) > NH" Esto implica que < r >L = <
N(0) >L y por lo tanto X' (0) es un multiplo escalar de x de donde se sigue
que z € W. Anédlogamente y € W. De este modo V = W, lo que significa
que V' es un subespacio vectorial de tipo tiempo.

g
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La prueba de este teorema muestra, ademas, que si P y () son dos hiper-
planos disjuntos de H" con una linea hiperbdlica Lorentz ortogonal en comin
N, entonces N es Unica; més aun, si x y y son vectores espacio Lorentz or-
togonales a P y (), respectivamente, entonces x y y son vectores tangentes a
N.

Sean z, y vectores tipo espacio en R"*! que generan un subespacio vec-
torial de tipo tiempo. Por el Teorema 4.1.3, se tiene que |z oy| > ||z ||yl
y como ambas son cantidades positivas, existe un uinico nimero real v en el
intervalo (1, 00) tal que |z oy| = ||z|| ||y|| 7. Definimos, entonces lo siguiente.

Definicién 25 Dados x, y dos vectores de tipo espacio en R que generan
un subespacio vectorial de tipo tiempo, definimos el dngulo tiempo Loren-
tziano entre ellos como el unico nimero real positivo n(z,y) tal que

|z oyl = |[z[[lyll coshn(z, y).

El siguiente teorema nos brinda una interesante interpretaciéon geométrica
del angulo tiempo Lorentziano relacionada con la métrica hiperbdlica.

Teorema 4.1.4 Sean x y y vectores tipo espacio en R™ ! que generan un
subespacio vectorial de tipo tiempo, y sean P y Q) sus respectivos hiperplanos
Lorentz ortogonales. Entonces n(z,y) es igual a la distancia hiperbolica entre
los hiperplanos P y ) medida a lo largo de la linea hiperbolica N Lorentz
ortogonal a ambos. Mas aun, xoy < 0 si y solo si x yy son vectores tangentes
a N que apuntan en direcciones opuestas.

DEMOSTRACION. De la prueba del Teorema 4.1.3 tenemos que PN N consta
unicamente del punto

xoy

— ey
2 2
/(@ oy)? — [zl Iyl

y analogamente, ) N N es el punto

oy

L

N 2 2'
/(@ oy)? — 2] 1yl

De acuerdo a la identidad (3.1), tenemos lo siguiente:

coshdy(u,v) = —uow



44 4.1. HIPERPLANOS

Toy

H ”x + |zl y Y + |yl =
O
2 2 2 2
£ /(@oy) — lelFlyl?)  \x\/(xon?— Iyl

— & (w0 y) + x|yl (z o) + il [yl (o) — llz]l Iyl (z 0 )
2 2
+ ((zoy)? — [ ly]?)
— Lzt |yl (2 o )

T £ ((@woy)? — [P lylP)
— 20 (w0 y)” — |z [ly]?)
+ ((z09)? = llz]* ly]I*)

 (zoy)
= Eall Tyl (4.2)

Notemos que esta cantidad es positiva, ya que cosh dg(u,v) > 1; ademas,
_zoy|
TzllMlyll .
y puesto que la funcién cosh es inyectiva en el intervalo (0, c0), tenemos que
dH(“’a U) = 77(% y)

El cédlculo anterior y la prueba del Teorema 4.1.3 nos muestran que los
vectores

por definicién, coshn(z,y) = por lo que coshdy(u,v) = coshn(z,y)

X O
Uy = — yﬂ7+y

[Edl

Vg = — y—l—

|| ||2
son vectores tiempo del mismo signo si y solo si el signo del denominador de
(4.2) es positivo y como la expresion (4.2) es positiva, esto ocurre si y sélo si
rxoy <O0.

Sabemos que u y v se encuentran el el subespacio vectorial V' generado
por x y y que es de dimension 2. Notemos que z y y apuntan en direcciones
opuestas de N si y s6lo si la curva N se encuentra en el cuadrante de V'
entre x y y o entre —x y —y; esto ocurre si y sélo si los coeficientes de las
combinaciones lineales de ug y vy en términos de x y y son ambos positivos
(o negativos), lo que es equivalente a que se cumplan las desigualdades

xoy _zoy

lyll®

) )

2
]l
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lo cual sucede tinicamente si —xoy > 0, es decir, z y y apuntan en direcciones
opuestas de N si y solo si z oy < 0.

U

Definicién 26 Sean P y ) dos hiperplanos de H" y sean x,y vectores es-
pacio de R™ tales que P y Q son sus respectivos hiperplanos Lorentz orto-
gonales. Decimos que P y @Q se cortan en el infinito si < z >IN <y > es
un subespacio vectorial de tipo luz.

Si Py @ son dos hiperplanos que se cortan en el infinito, entonces son
disjuntos, pero puestos en perspectiva desde el origen, aparentan intersectarse
en un punto ideal.

Teorema 4.1.5 Sean x y y vectores tipo espacio en R™ linealmente inde-
pendientes. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

i) Los vectores x y y satisfacen la ecuacion |x oy| = ||z|| |y
i1) El subespacio vectorial V' generado por x y y es de tipo luz.

iii) Los hiperplanos P y @) Lorentz ortogonales a x y y, repectivamente, se
cortan en el infinito.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre 7) y i) es inmediata por los Teoremas
4.1.1y4.1.3.

La equivalencia entre i7) y ii4) se sigue de que V¥ =< a2 >Fn<y>Ly
del hecho de que V es de tipo luz si y sélo si V¥ también lo es.

g

Observemos que si x y y son vectores tipo espacio tales que V =< x,y >
es un subespacio vectorial de tipo tiempo, entonces V' interseca al cono luz
en un subespacio vectorial de tipo luz de dimensién 1; esto debido a que si
hubiera dos vectores de tipo luz linealmente independientes en la interseccion,
el segmento determinado por ellos estaria formado por vectores tiempo y V'
seria de tipo tiempo.

Teorema 4.1.6 Sean x, y vectores tipo espacio linealmente independientes
que generan un subespacio vectorial V' de tipo luz. Entonces xoy < 0 sty

solo si x y y estdn a lados opuestos del subespacio de tipo luz de dimension
1deV.
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Figura 4.3: Hiperplanos de H™ que se cortan en el infinito.

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.1.2, los vectores luz de V' son los miltiplos
de los vectores que satisfacen la ecuacion

[tz +yl| =0,
en la variable ¢, la cual es equivalente a la ecuacién
£ |l|* + 2(z 0 y)t + [lyll* = 0,
cuyas soluciones estan dadas por

“2voy) £ \[Awoy)? — 4l [yl
2 o]

t =

Por el Teorema 4.1.5 se tiene que 4(z o )2 — 4 ||z|* |y||*> = 0 y por lo tanto
la tinica solucion es

—X O y
= 2
]l
El vector ﬂxxﬁﬁyw + y se encuentra en el cuadrante de V entre z y y si y
sOlo si el coeficiente ﬂ;ﬂ’é’ es positivo, es decir si —zr oy > 0. Asi, z v y estan

a lados opuestos del subespacio de tipo luz de dimension 1 de V' si y sélo si
xoy < 0.
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g

Teorema 4.1.7 Sea y € H" y P un hiperplano de H". Existe una unica
linea hiperbolica N que pasa por y y que es Lorentz ortogonal a P.

DEMOSTRACION. Sea x un vector tipo espacio Lorentz ortogonal a P y de
norma lorentziana 1.

Consideremos el subespacio vectorial V =< x,y > y la linea hiperbdlica
N =V NH". La ecuaciéon

(tr+y)ox=0

tiene como unica solucién al valor t = —z oy, de modo que ug = (—xoy)r+y
es un vector de V' que es Lorentz ortogonal a x. La norma lorentziana de wg
esta dada por

luol® = l[(=x 0 y)z +y]|”
(woy)®lz]* —2(x o y)(x o y) + |yl
(zoy)* —2(zoy)* -1
=—(roy)?—1<0,

por lo cual, ug es de tipo tiempo. Asi, el vector tiempo positivo

(—zoy)r+y
+v/(roy)+1

u =

es el inico punto en la interseccion de N y P.

Sea A : R — H" una linea geodésica tal que A(R) = N y A(0) = u. Se
tiene que A(0) y X'(0) se encuentran en V' ya que N = VNH". Tenemos pues,
que X' (0) y = son Lorentz ortogonales a A(0) = u en el subespacio V' que es
de dimensién 2, de manera que X' (0) = +x y por lo tanto P es el hiperplano
Lorentz ortogonal a \'(0), es decir, N es Lorentz ortogonal a P.

Supongamos ahora que N es una linea hiperbdlica que pasa por y y es
Lorentz ortogonal a P. Sea A : R — H" una linea geodésica tal que A(R) = N
y A(0) estd en P. Entonces X'(0) es Lorentz ortogonal a P. Se tiene entonces
que X' (0) = £x. Sea W el subespacio vectorial de tipo tiempo de dimensién
2 tal que N = W NH". Como z y y estan en W, se tiene que V =W, y por
lo tanto N es unica.

g
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Consideremos ahora dos vectores x,y de R""1 el primero de ellos de tipo
espacio y el segundo de tipo tiempo, al cual suponemos positivo. Se tiene que
la expresion ||z]| |||y||| es no negativa, de manera que existe un uinico nimero
real positivo ¢ tal que |z o y| = ||z |||y]||d. Definimos, asi lo siguiente.

Definicién 27 Sean x un vector tipo espacio y y un vector tiempo positivo
en R"L. Definimos el dngulo tiempo entre x yy como el nimero n(x,y) que
satisface

[z oy = [l [yl sinhn(z, y).

Teorema 4.1.8 Sea x un vector de tipo espacio y y un vector de tipo tiempo
positivo de R"™! y sea P el hiperplano de H" Lorentz ortogonal a x. Entonces
n(x,y) es la distancia hiperbolica de y/|||y||| a P medida a lo largo de la linea
hiperbdlica N que pasa por y/|||\y||| y es Lorentz ortogonal a P. Mds ain,
xoy < 0 sty sdlo st x yy se encuentran a lados opuestos del subespacio
vectorial de R™™ al que subyace P.

DEMOSTRACION. De manera similar a lo hecho en la prueba del Teorema
4.1.3, buscamos un vector en V =< z,y > que sea Lorentz ortogonal a x;
por el Lema 4.1.2, esto equivale a resolver la ecuacién

(tr+y)ox =0
cuya unica solucion es
X O y
to=——175.
]
Asi, el vector
_ xoy
U — 5L +y
]

se encuentra en VN < z >’ Tenemos, entonces que

(zoy)?
uol|* = |ltox + y||” = —W +lylI> <0

ya que y es de tipo tiempo y por lo tanto ||yH2 < 0. Asi, el tinico vector en
PN N es

oy

A

£/ (@oy)? — ol Iyl
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Sea v = y/|||y|||. Se tiene lo siguiente:

coshdy(u,v) = —uow
ety
£/ woy) — ol Iy1?) ¥
N

[l

iy o v — 2l Iyl

(z oy + llz]* lyl”

- 2 2
*+ |l HIyHI\/(:c oy)? — |lz[” |y

2
(zoy) — [l=[I"llyll?

- 2 2
= el [yl 2 0 )% = 12l 1y
2 2
V(@oy)? — [zl Iyl

£ [l {llyll

Por otra parte,

cosh® n(z,y) = sinh® n(z, y) + 1,

pero, por definicién,
[z oyl

Il

[z oyl >2
coshn(x,y) = (— +1
o \/lellllylll

2
[z oyl + [l [llyll?
2
™ Iyl

o lzoyl + el 2
B
2 2
yflzoyl — [zl fyl

[l {1yl

sinhn(z, y) =

de manera que

49
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Este ultimo célculo muestra que necesariamente el signo del denominador
de u es positivo y que, de hecho, coshdy(u,v) = coshn(z,y), por lo que
At (u,v) = n(,y)

Ademas, es claro que el vector ug se encuentra en el cuadrante del subes-
pacio V =< x,y > delimitado por x y por y si y sélo si el coeficiente ijﬁg es
positivo, de donde se tiene que x y y se encuentran a lados opuestos de P si
ysolosizxoy <0

g
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