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Resumen

En teoria de codigos, un problema interesante pero al mismo tiempo dificil es de-
terminar la distribucién de pesos de un codigo dado. Esto es importante ya que
al conocer esta distribuciéon podemos determinar las capacidades de deteccion y
correcciéon de errores del cédigo.

El problema resulta aiin mas interesante para codigos ciclicos pues estos poseen una
rica estructura algebraica que puede ser usada de muchas formas. Por ejemplo, en
telecomunicaciones esta estructura es empleada comunmente para disenar algoritmos
de codificacion y decodificacion eficientes.

De entre los cédigos ciclicos existen los codigos ciclicos irreducibles, que son aquellos
c6digos cuyo polinomio de chequeo de paridad es irreducible. Estos cédigos han
sido ampliamente utilizados a lo largo de las iltimas décadas siendo la exploracion
espacial uno de sus més notables usos.

En el presente trabajo se utiliza la riqueza algebraica que poseen estos cédigos
para presentar un algoritmo que determina de manera eficiente TODAS las posibles
distribuciones de pesos de los codigos ciclicos irreducibles de dimensién k, con k
pequena, definidos sobre un campo finito pequeno con g elementos F,.

El algoritmo hace uso de la identidad de McEliece [4, Lema 2.8] con la cual es
posible calcular los pesos de los codigos ciclicos irreducibles a través de una suma
exponencial particular.

En el trabajo se incluye también el cédigo fuente en lenguaje de programacién C de
una implementacién del algoritmo propuesto.

Palabras clave: Cddigos ciclicos irreducibles, distribucion de pesos, sumas expo-
nenciales.
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema fundamental en las comunicaciones es el de reconstruir en un punto
(receptor) la informacién trasmitida desde otro punto (emisor). La informacién se
envia a través de un canal de comunicaciéon (por ejemplo la linea telefénica, un
CD, radio, etc.) el cual cominmente introduce errores en ella al momento de su
transmision o almacenamiento debido a distintos factores como pueden ser: el ruido
en la linea telefénica, dano en el CD, radiacion de distintas fuentes, etc. En este
sentido la teoria de codigos tiene como objetivo principal proteger la informacion
contra errores que de manera natural e inevitable la modifican. Esto lo realiza a
través del estudio de las propiedades de los codigos correctores detectores de error.

Una familia de cédigos correctores detectores de error de gran interés e importancia
son los llamados cédigos ciclicos los cuales han sido ampliamente usados en pro-
ductos de electronica de consumo, tecnologias de transmisién de datos, sistemas de
difusion, entre otros. Esto es asi ya que dichos c6digos poseen una rica estructura
algebraica que, entre otras cosas, permite el diseno de algoritmos de codificacién y
decodificacion eficientes.

Ejemplos de cddigos ciclicos son: los cédigos BCH utilizados cominmente en la
comunicacion satelital, en los cédigos de barra de dos dimensiones (cédigo QR), en
el almacenamiento de datos (discos de estado s6lido); los cédigos LCD recientemente
utilizados en criptografia; los cédigos Reed-Solomon utilizados en la telefonia mévil,
en la transmision digital de radio y television.

Un problema matematico de interés es utilizar esta riqueza algebraica que poseen
los codigos ciclicos para determinar la distribucion de sus pesos, hecho que consiste
en clasificar a todos los vectores de un cédigd’] de acuerdo a su peso de Hammingf)
lo cual resulta importante ya que al conocer esta distribucion es posible determinar
las capacidades de deteccion y correccion de errores del codigo. Un ejemplo de este
concepto se muestra a continuacion.

Ejemplo 1. Sea C el cédigo ciclico generado por el polinomio x? + 2 definido sobre
el campo primoE] F3 = {0, 1,2}, de longitug 4 y dimensién 2. Como C es un codigo

'En el contexto de teoria de cédigos, a los vectores que forman parte de un cédigo se les llama
palabras de cédigo.

2Para un vector v con un ntmero finito de coordenadas, el peso de Hamming de v est4d dado
por el nimero de coordenadas distintas de cero en v.

3Se dice que un campo finito es primo si éste no tiene subcampos propios.
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

lineal tiene asociado una matriz generadora la cual esta dada por:

1020
G{0102]'

Utilizando a G para el calculo de todas las palabras de cédigo de C, se tiene que:

¢ =1{(0,0,0,0),(0,1,0,2), (1,0,2,0), (0,2,0,1),(2,0,1,0)
(1,1,2,2),(1,2,2,1),(2,2,1,1), (2,1,1,2)}.

Entonces, la distribucién de pesos para C es:
Ag=1,Ay =4, Ay =4,

es decir, existe una palabra de cédigo con peso de Hamming 0, 4 de peso 2 y 4 de
peso 4. Y asi, la distancia minima para el codigo terciario C es 2, lo cual implica que
este codigo es capaz de detectar un error pero no de corregirlo.

Hay que notar que C es ejemplo de un cédigo ciclico irreducible, que son aquellos
codigos ciclicos cuyo polinomio de chequeo de paridad es irreducible y, ademas, son
los de interés para este trabajo. Cabe mencionar que estos codigos de bloque han
sido ampliamente utilizados a lo largo de las tltimas décadas siendo la exploracién
espacial uno de sus més notables usos.

Volviendo al Ejemplo [I| en resumen, para obtener la distribucién de pesos de un
codigo dado C lo que regularmente se hace es: calcular la matriz generadora asociada
al codigo, con ella se calculan todas las palabras de cédigo de C, y posteriormente
se obtiene el peso de Hamming de cada una de ellas para asi clasificarlas. Note que
este método resulta impractico. Si se tuviera un coédigo con miles de palabras de
codigo, obtener la distribucion de sus pesos se volveria una tarea muy costosa.

El objetivo de este trabajo es presentar un algoritmo para poder determinar, sin
la necesidad de invertir recursos en el cédlculo de palabras de cédigo, TODAS las
posibles distribuciones de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles de dimensién k,
con k pequena, definidos sobre un campo finito pequeno con ¢ elementos F,.

Por un resultado de Schmidt y White [4, Observacién 2.10] se vera que para el
algoritmo que se propone en este trabajo sera suficiente restringirse al caso en que
¢ es un numero primo pues el caso en que ¢ es una potencia de un primo se puede
extender facilmente a partir del primero.

El algoritmo se basa en un resultado de Robert J. McEliece [4, Lema 2.8] con el cual
es posible calcular los pesos de los cédigos ciclicos irreducibles a través de una suma
exponencial particular. Suma que, como se vera mas adelante, no resulta trivial de
evaluar.

También se presenta una implementacion del algoritmo propuesto en lenguaje de
programacion C que, ademas de obtener todas las posibles distribuciones de pesos de
los codigos ciclicos irreducibles, regresa el polinomio de chequeo de paridad asociado
a cada cédigo para que, si asi se decide, éste pueda ser implementado.

El programa antes mencionado toma sélo dos parametros para realizar los calculos:
un nimero primo p pequeno y un polinomio primitivo de grado k, con k pequena,
definido sobre el campo primo con p elementos [F,,.
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Aunque el algoritmo es propio para campos finitos en general, el programa que
aqui se presenta funciona de manera correcta y eficiente cuando los cédigos son de
dimension pequena y ademds estan definidos sobre campos primos pequenos. De
otra forma el programa podria tomar mucho tiempo para finalizar su ejecucion y
arrojar los resultados correctos. Un ejemplo del posible uso de esta herramienta se
muestra a continuacion.

Ejemplo 2. Suponga que se desea trabajar con un cédigo ciclico irreducible de di-
mension 4 definido sobre 7, el campo primo con 7 elementos. Ademas suponga que
se desea que el cédigo tenga pocos pesos (codigos de gran importancia practica en
criptografia ya que son ttiles en el desarrollo de esquemas de intercambio de secre-
tos). Entonces, basta con dar al programa los valores de entrada 7 y un polinomio
primitivo de grado 4 definido sobre F;, por ejemplo x* + 2® + 62 + 3, para que éste
devuelva en cuestion de pocos segundos todas las posibles distribuciones de pesos
de los codigos ciclicos irreducibles de dimensién 4 definidos sobre un alfabeto con 7
elementos. Con base en la salida del programa se puede elegir el cédigo ciclico irre-
ducible que mas se ajuste a las necesidades y, puesto que la herramienta devuelve el
polinomio de chequeo de paridad asociado a cada codigo, es posible proceder a su
implementacién.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el se es-
tablece la notacion que se estard utilizando a lo largo de este escrito, también se
describen los codigos ciclicos asi como algunos de sus resultados més relevantes. En
el se introducen las sumas exponenciales, herramienta con la cual fue
desarrollado el algoritmo propuesto. El estd dedicado a la descripcién
del algoritmo para el calculo de la distribucion de pesos de cédigos ciclicos irredu-
cibles sobre campos finitos pequenos. En la iltima parte de este trabajo se dan las
conclusiones y se incluye un apéndice con el cédigo fuente de la implementacién del
algoritmo.






Capitulo 2

Antecedentes

El presente Capitulo tiene como fin describir a los codigos ciclicos, algunos de sus
resultados mas relevantes, y también mencionar otras definiciones que seran de utili-
dad para el desarrollo de este escrito. A lo largo de este trabajo se usara la siguiente:

2.1. Notacion

Mediante p, t,q, k y A, se denotaran cinco enteros positivos tales que p es un nimero
primo, ¢ = p' y A = (¢* —1)/(¢ — 1). Si v y w son enteros tales que mcd(v, w) = 1
(donde med(v, w) denota al maximo comun divisor de v y w), entonces el entero
més pequeno m para el cual w™ = 1 (méd v) es llamado el orden multiplicativo
de w médulo v y serd denotado como ord,(w). Con 7 se denotard a un elemento
primitivo del campo finito con ¢* elementos Fr, es decir, < v >= sz. Para un

entero positivo s se define como &, a la s-ésima raiz compleja de la unidad e?™vV =1/,
es decir, & 1= e>™V1/s,

2.2. Grupos ciclicos

Como se menciond, el objetivo de este trabajo es presentar un algoritmo para poder
determinar todas las posibles distribuciones de pesos de los codigos ciclicos irreduci-
bles definidos sobre un campo finito pequeno. Un campo es una estructura algebraica
que consta de dos subestructuras algebraicas, a saber, un grupo aditivo y un gru-
po multiplicativo, ambos conmutativos (ver, por ejemplo, [2, Capitulo 1, Definicién
1.29, p. 11]). Cuando el campo es finito, su grupo multiplicativo resulta ciclico (ver,
por ejemplo, [2, Capitulo 2, Teorema 2.8, p. 46]). Dicha estructura ciclica es utili-
zada constantemente a lo largo de este trabajo y es por ello que a continuacion se
enuncia su definiciéon formal.

Definicién 1. [2, Capitulo 1, Definicion 1.3, p. 3] Un grupo multiplicativo G es
llamado ciclico si existe un elemento a € G tal que para cualquier b € G existe un
entero j con b = a’. Dicho elemento a es llamado el generador del grupo ciclico.
Cuando esto suceda se escribirda < a >= G.

Fr = F o\ {0}

15



16 CAPITULO 2. ANTECEDENTES

El siguiente Teorema establece hechos importantes acerca de los grupos ciclicos.

Teorema 1. [Z, Capitulo 1, Teorema 1.15, p. 7]

(1) Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

(2) En un grupo ciclico finito < a > de orden m, el elemento a!, | € Z, genera un
subgrupo de orden m/mcd(l,m).

(3) Sea m el orden del grupo ciclico finito < a >. Si d es un divisor positivo de
m, entonces < a > contiene un y sélo un subgrupo de indice d?l Para cualquier
divisor positivo f de m, < a > contiene precisamente un subgrupo de orden f.

Dicho lo anterior, se presentan a continuacion los cédigos ciclicos y algunos de sus
resultados mas importantes.

2.3. Cddigos ciclicos

Sea n entero positivo y sean ¢ y k como antes. Un [n, k] cédigo lineal C definido sobre
el campo finito con ¢ elementos F, es un subespacio vectorial de [ de dimensién k.
Si ademés siempre que (cg,c1,...,¢,-1) € C entonces (¢,_1,¢o,C1,---,Cn2) € C, €l
codigo es llamado ciclico.

A los vectores que forman parte de C se les llama palabras de cddigo. Si v € C,
entonces el peso de Hamming de v, w(v), es el nimero de coordenadas distintas de
cero en v.

A continuacién se enuncia la definicién de distribucion de pesos de un codigo.

Definicién 2. [3, Capitulo 2, p. 40] Sea C un [n, k| cédigo lineal sobre F,. Sea A;
el numero de palabras de codigo con peso de Hamming i. Los niumeros

AO = 1,A1,...,An
son llamados la distribucion de pesos de C.

Observacion 1. El valor més pequeno de 7, i > 0, para el cual A; es distinto de
cero corresponde a la distancia minima del cédigo C. Dicho parametro determina
las capacidades de correccién y deteccién de errores del cédigo (ver, por ejemplo, [3,
Capitulo 1, Teorema 2, p. 10]). Es por esta razén que el problema de determinar la
distribucién de pesos de un codigo es de gran importancia.

Un cédigo lineal C de longitud n, dimension £ y distancia minima d es llamado un
[n, k, d] codigo.

Ahora bien, si se identifica al vector ¢ = (¢g,c1,...,ch1) € [y con el polinomio

o(z) =co+ax+ e’ + -+ gz € Fyla]/ (2" — 1),

2Para un grupo ciclico finito < a >, un subgrupo de indice d es aquel cuyo generador esta dado
por el elemento a?.
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entonces cualquier cédigo C de longitud n sobre F, puede verse como un subconjunto
del anillo cociente F,[z]/(2" — 1). Asi, un cddigo lineal C sera ciclico si y sélo si el
subconjunto correspondiente en F,[z]/(2™ — 1) es un ideal del anillo F[z]/(z™ — 1),
es decir, si C es lineal y ademds si ¢(z) estd en C entonces también lo estard zc(z)
(ver [3, Capitulo 7, p. 189]).

2.3.1. Polinomio generador

Un tipo particular de ideal es el ideal principal que consiste de todos los multiplos
de un polinomio fijo g(z) por elementos de F,[z]/(z" — 1), éste se denota como

< g(z) >,

donde g(z) es llamado el polinomio generador del ideal. De hecho todos los ideales
de F,[z]/(2™ — 1) son principales, es decir, todo cédigo ciclico tiene un polinomio
generador. El siguiente es un Teorema bien conocido que establece esta y otras
propiedades bésicas acerca de los cédigos ciclicos.

Teorema 2. [3, Capitulo 7, Teorema 1, p. 190] Sea C un ideal distinto de cero en
F,[z]/(z™—1), es decir, un cddigo ciclico de longitud n definido sobre F,. Entonces:

(a) Eziste un inico polinomio monico g(z) de grado minimo en C.
(b) C =< g(x) >, es decir, g(z) es el polinomio generador de C.
(c) g(x) divide al polinomio x™ — 1.

(d) Todo c(x) € C puede ser expresado de manera inica como c(z) = f(z)g(x) en
F,lz], con f(z) € F,[z], y si grado(g(x)) = r entonces grado(f(z)) <n—r —1.
La dimensidon de C es n—r. Por tanto el mensaje f(x) se convierte en la palabra

de codigo f(x)g(z).

(e) Sig(x) =go+qx+---+g.a", entonces C es generado (como subespacio de )
por las filas de la matriz generadora

go 91 92 .-  Gr 0 9(x)
G — go 91 -+ Gr—1 Gr _ zg(z)
0 go - .- Gr " g (x)

2.3.2. Polinomio de chequeo de paridad

Sea C =< g(x) > un codigo ciclico de longitud n definido sobre I, con grado(g(z)) =
r. Por el Teorema [2| se sabe que g(z) divide a 2™ — 1, entonces

h(l’) = (xn - 1)/9(:6) = hO + hl.flj' + ..o+ hnirilxn*Tfl 4o

es llamado el polinomio de chequeo de paridad de C. Note que la dimensién de C
corresponde al grado de h(x). Si h(z) es irreducible entonces C es llamado un cédigo
ciclico irreducible.
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2.3.3. Factorizacion de z"" — 1

Como el polinomio generador de un cddigo ciclico de longitud n sobre F, debe ser
un factor del polinomio ™ — 1, es necesario estudiar la factorizacién de 2™ — 1 e
introducir el concepto de campo de descomposicion de z" — 1.

Observacion 2. El polinomio 2" — 1 no tiene factores repetidos sobre F, si y sélo si
med(n, q) = 1 (ver [3, Capitulo 7, p. 196]). De esta manera, se asume a lo largo de
este trabajo que med(n, q) = 1.

El siguiente resultado serd 1til para lo que se describe mas adelante.
Lema 1. [3, Capitulo 4, Lema 9, p. 102] Six,r,s € Z, conx > 2, r,s > 1, entonces

*—=1|2"—1 < s|r

Como una consecuencia directa del Lema anterior se tiene el siguiente:

Corolario 1. Sea ord,(q) = k, entonces
P [ [ (s e
Pero ™ — 1429t —1 para 0 < s < k.

Con lo anterior se tiene que las raices de 2™ — 1, que son llamadas las n-ésimas raices
de la unidad, viven en F r, la extension de grado k de F,, y en ningtin campo mds
chico.

Como ya se menciond, ™ — 1 no tiene factores repetidos y por tanto tiene n raices
distintas. Asi, existen n distintos elementos g, a1,..., -1 en Fu (las n-ésimas
raices de la unidad) tal que

n—1

zt—1= H(x—ozi).

i=0
Por esta razon Fx es entonces llamado el campo de descomposicion para z™ — 1.

Para hablar de la factorizacién de 2™ — 1 sobre F, es necesario introducir las clases
ciclotémicas méod n.

Sea Z, ={0,1,2,...,n— 1} el anillo de enteros médulo n. Para cualquier s en Z,,
la clase ciclotomica de s modulo n se define como

C, = {s,sq, sq?, ..., sqls*l} (méd n) C Z,,

donde s es llamado el representante de la clase y ls es el entero positivo mas pequeno
tal que s = s¢™* (mdd n), con |Cs| = I,. Sea Q4 el conjunto de todos los represen-
tantes diferentes de las clases ciclotémicas. Se tiene entonces que C, N Cy = ) para
cualesquiera dos elementos distintos s y ¢ en ¢, q), ¥

U ¢.=2z. (2.1)

5€Qn,q)
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Por tanto, las distintas clases ciclotémicas moédulo n generan una particion de Z,.

Ahora, sea 7 como en la notaciéon introducida a principio de este Capitulo. Sea
g = v(qk_l)/ ™. Note entonces que 3 es una n-ésima raiz primitiva de la unidad en
[« pues no solo cumple con satisfacer la ecuacién 2™ — 1 = 0 (8" = ”qu_l =1)
sino también, por el Teorema , se tiene que [ es un generador del (inico) subgrupo
ciclico de sz de orden n, < 8 >. El polinomio minimo M,(x) de 3° sobre F, es el
polinomio ménico de grado menor sobre F, tal que M (%) = 0. Este polinomio estd
dado por

M;(x) = H (z — B) € Fylz], (2.2)

1€Cs

que es irreducible sobre F, (ver [3, Capitulo 4, Propiedad (M1), p. 99]). Se sigue
entonces de (2.1 que

" —1= J] M),

5€Q(n,q)

que es la factorizacién de 2" — 1 en factores irreducibles sobre .

2.4. Otras definiciones

A continuacién se presenta una funcién importante de Fx a IF, que resulta ser lineal
y regular (ver [2 Capitulo 2, Teorema 2.23, p. 51]).

Definicién 3. [2, Capitulo 2, Definicion 2.22, p. 50] Para o € F e, la traza Tr]qu /r, (@)
de a sobre F,, se define como

—1

TrFqk/IFq(Oé) =a4ad+--+a

Si Fy no tiene subcampos propios, es decir, es un campo primo, entonces TrFqk /Fq(a)
serd llamada la traza absoluta de o y serd denotada simplemente como Tr(a).

Observe que calcular la traza de un elemento o € F » no es una tarea sencilla. Dicho
calculo involucra la construccién del campo finito Fx, lo cual a su vez implica llevar
a cabo multiples divisiones sintéticas (pues los elementos del campo finito son las
clases residuales de IF,[z] médulo un polinomio primitivoﬂ de grado k definido sobre
[F,) y también operaciones con la aritmética particular del campo finito F,.

Ahora, sea v como antes. Para cualquier entero a, se denotara como h,(z) € F,[z]
al polinomio minimo de v~*.

Se concluye este Capitulo dando una definicién de cédigo ciclico irreducible en térmi-
nos de la funcién traza, que ademas resultarda de utilidad para los fines de este
trabajo.

3Un polinomio primitivo es el polinomio minimo de un elemento primitivo del campo finito Fok.
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Definicién 4. [4, Definicion 2.2] Sean q y k como antes. Sea n un divisor positivo
de ¢* — 1, u= (¢" — 1)/n, y sea w una n-ésima raiz primitiva de la unidad en F .
Entonces

n—1

k
. ‘yGFq},

1=

Clq, k,u) = {c(y) = (Trqu/[gq (ywi)>

es llamado un codigo ciclico irreducible sobre IFy.

De aqui en adelante, para cada y € F ., w(y) denotard al peso de Hamming de la
palabra de codigo c(y) € C(q, k,u).

Observacion 3. Por el teorema de Delsarte (ver, por ejemplo, [I]), el polinomio de
chequeo de paridad para C(q, k,u) es h_,(x). Ademas, C(q, k,u) es un [n, k'] c6digo,
con k' = grado(h_,(z)) = ord,(q), que es un divisor de k.

Observacidn 4. Sean a y b enteros distintos tal que med(¢® —1,a) = med(¢*—1,b) =
%, entonces note que v* y 7° son dos raices n-ésimas primitivas de la unidad en
[Fx. Asi, por la Definicién , la distribucién de pesos para C(q, k,a) y C(q, k,b) sera
la misma.



Capitulo 3

Sumas exponenciales

Las sumas exponenciales son herramientas importantes en teoria de nimeros para
resolver problemas que involucran nimeros enteros, y ntimeros reales en general,
que a menudo son intratables por otros métodos. Sumas andlogas pueden ser con-
sideradas en el contexto de campos finitos resultando ser de gran utilidad en varias
aplicaciones sobre tales campos, como es el caso del presente trabajo donde son
usadas para calcular los pesos de los codigos ciclicos irreducibles.

Un rol basico en las sumas exponenciales para campos finitos es jugado por un
grupo especial de homomorfismos conocidos como caracteres. Se distinguen dos tipos
de caracteres, a saber aditivos y multiplicativos, dependiendo de cuando se haga
referencia al grupo aditivo o al grupo multiplicativo del campo finito. Los caracteres
entonces son funciones del grupo aditivo o multiplicativo de dicho campo hacia las
raices complejas de la unidad. Las sumas exponenciales son formadas utilizando los
valores de uno o mas caracteres y posiblemente combinando éstos con funciones de
pesos u otras funciones.

Uno de los tipos de sumas exponenciales para campos finitos mas importantes son
las sumas Gaussianas ya que mezclan caracteres de ambas estructuras del campo.
También aparecen en otros contextos en algebra y teoria de niimeros (ver, por ejem-
plo, [2 Capitulo 5, p. 162]). Para este trabajo son de interés pues una identidad de
Robert J. McEliece [4, Lema 2.8] muestra que los pesos de los cédigos ciclicos irre-
ducibles pueden ser expresados como combinaciones lineales de sumas Gaussianas.
Y es precisamente este resultado sobre el cual se basa el algoritmo propuesto en este
trabajo.

El presente Capitulo tiene como objetivo introducir de manera formal los conceptos
antes mencionados. Como se verd mas adelante, la evaluacion de la suma exponencial
en la identidad de McEliece [4, Lema 2.8] no resulta trivial, de hecho, la suma opera
sobre el campo de los nimeros complejos C. En este sentido, otro objetivo de este
Capitulo es analizar algunas propiedades de las sumas Gaussianas con la intencion
de simplificar el calculo de la identidad antes mencionada.

21
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3.1. Caracteres

Sean p,q,k y § como a principios del |Capitulo 2 Sea L = FF . Considere primero
al grupo aditivo de L. La funcién ¢, : L — C definida como

vi(e) =", Veel,

es llamada caracter aditivo candnico de L. Donde, como ya se dijo, Tr : L — F,
denota la funcion traza absoluta.

Considere ahora al grupo multiplicativo de L, es decir, L* := L\{0}. Sea v como en
el Capitulo anterior. Para cada j € {0,1,...,¢" — 2}, la funcién x; : L* — C con

il
Xi() =& 1€{0,1,....¢" — 2},
define un caracter multiplicativo de L*. El caracter multiplicativo o tal que
XO(C) =1, Ve e L*v

es llamado caracter multiplicativo trivial. También, a cada caracter y se le asocia su
caracter conjugado x definido como

x(c) = x(c) = x(c™Y), VeelL*

Sea L° el conjunto de caracteres multiplicativos en L*. Un caracter multiplicativo x
de L* puede ser no trivial en L* pero aun asi aniquilar a todo un subgrupo H de L*
en el sentido de que x(h) = 1, Yh € H. El subconjunto de caracteres multiplicativos
en L* que aniquilan a un subgrupo dado H C L*, es decir,

{xeL®|x(h)=1, Vhe H},

es llamado el conjunto aniquilador de H en L°.

3.2. Sumas Gaussianas
Antes de presentar la identidad de McEliece [4, Lema 2.8], se recuerda la definicién
de suma Gaussiana.

Definicién 5. [/, Definicion 2.6] Con la misma notacién, sea x caracter multipli-
cativo de L*. Entonces, se define su suma Gaussiana como

Gr(x) ==Y x(x)§™ e C.

relL*

A continuacion se enuncia la identidad de McEliece.

Lema 2. [/, Lema 2.8] Sea u divisor de A = (¢ —1)/(q —1) yn := (¢* — 1)/u.
Sea U =< ~" >, es decir, U es el subgrupo de L* de indice u. Sea

I''={xel’|x(a)=1, Yae U},
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es decir, I es el conjunto aniquilador de U en L°. Para 0 < j < ¢* — 1, el peso de
Hamming de la palabra de cédigo c(v') € C(q, k,u) estd dado por

wi) = L g S Guoxtd) |- (3.1)

v XM (xo}

Observacién 5. Sean ¢ = p',k,u y n como en el Lema . Por un resultado de
Schmidt y White [4, Observacién 2.10], se sabe que el cédigo C(q, k,u) tendré el
mismo nimero de pesos distintos que el cédigo C(p, kt,u). Mas ain, los pesos de
estos codigos difieren sélo por el factor constante (¢ — 1)p/(p — 1)g. Entonces, para
estudiar a los c6digos C(q, k, u), basta considerar el caso en que ¢ = py ¢ — 1 divide
an = (¢ — 1)/u. Por tal motivo, de aquf en adelante se asume que ¢ =py p — 1
divide a n = (p¥ — 1)/u. Es decir, ahora se tiene que L = Fpi, < v >= L* y
A=(pF—1)/(p—1)

En el Lema 2, como T es el conjunto aniquilador de U en L° se cumple que

L
M=oy = = v

(ver [2, Capitulo 5, Teorema 5.6, p. 165]).

Ahora bien, note que la evaluacién de (3.1)) no resulta trivial. De hecho, como se
dijo, la suma opera con raices complejas de la unidad. A manera de simplificar el
calculo de esta ultima expresion, se analizara la siguiente suma exponencial:

r) = 3 GuOR) e, (3.2)

XE€M{xo0}

con j € {0,...,p" —2}.
Asi pues, sea x € I'\{xo} (es decir, x es un caracter multiplicativo en I' que no es

el trivial). Considere las siguientes propiedades:

Lema 3. Con la misma notacion, si u divide a A entonces para cualquier entero
0 <1< A se cumplird:

(P1) x(v*) = x(7")-

(P2) Tr(y2*) =0 < Tr(y") =0.

(P3) [{0<i<pt—1]1 (médA)=i}|=p—1.
(P4)

P4) Tr(v) #0 = {Tr (") |0<l<p—1} ={1,2,...,p—1} =T,

Demostracion.
(P1) En efecto,
Atiy A i N i
X)) = x(7)x(") =1 x(v") = x(v),

pues u divide a A y x es trivial en U.
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(P2) Note que,
Tr(y2) = Tr(v2 - 9') =42 - Te(y),

*

pues, por el Teorema (2), se sabe que < Y2 >= Fr & L* =< v > y ademds la
traza es una funcién lineal. Adicionalmente, 2 # 0, pues es un generador de F,, y
se sigue el resultado deseado.

(P3) Observe que [ debe ser de la forma [ = bA + i, para algtin entero b, asi [
(méd A) = 4. Ahora, A e i estéan fijas, s6lo es posible variar by, por las restricciones
sobre [, esto se puede hacer 0 < b < p — 1.

(P4) Se tiene que,
Tr(y*27) = Te(y' - 42) = 421 Tr(y"),
pues Y2 €< A >= [} y la traza es una funcién lineal. Entonces
Tr(y™2Y) =421 a, conac [, pues Tr(y") # 0.
Note que en la tltima igualdad sélo es posible variar [ (0 <1 < p — 1) y, para cada
una, 7! - a representa a un elemento tnico. Si ¥Ah - = 422 .o con I} # Iy,

entonces yAh = 422 (aplicando ley de la cancelacién), y asi l; = I (pues A estd
fija) lo cual es una contradiccién. O

Ahora, se definen los siguientes conjuntos de indices:
TZ:={0<i<A|Tr(y)=0},

TnZ :={0,1,2,...,A = 1}\TZ.

L o k—lfl
Y se define 0 := |T'Z|. Observe que § = pp,1 , ya que

[{be L|Tu(b) =0} =p"",

debido a que la traza es una funcién regular (ver, por ejemplo, [2, Capitulo 2,
Teorema 2.23, p. 51]).

Dicho lo anterior, note que, para x € I'\{xo}:

Gy = Y. x(v)g

0<i<pk—1

= > XM E+-++ D xOG+HE+-+&,
0<i<A —/_'_1 0<i<A
Tr(v*)=0 P % veces Tr(v*)#£0

por la propiedad (P1) del Lemaes posible acotar la suma a aquellas i € {0, ..., A—
1}. También es posible separar la suma en aquellos indices que pertenecen a T'Z y
aquellos que no. En la ultima igualdad, en la suma izquierda, se utilizan las pro-
piedades (P2) y (P3), mientras que (P4) es utilizada para la suma de la derecha.
Asi,



CAPITULO 3. SUMAS EXPONENCIALES 25

G =@—-1) > x()+ > x()(-1),

i€TZ i€TnZ
pues la suma de las p-ésimas raices complejas de la unidad es cero, es decir, 52 +

&+ -+ &7 =0, de donde se sigue que &) + & +---+ &7 = —1, pues §) = 1.
Entonces,

GLO)=p > x(4") =D x(v)= D x(v)

€TZ €TZ i€TnZ
=p Y x() = > x(v)

€TZ 0<i<A
=p > x(4') -0,

i€TZ

pues x es un caracter multiplicativo no trivial de un grupo abeliano finito, entonces

se cumple que Y x(c¢) =0 (ver [2, Capitulo 5, Teorema 5.4, p. 164]).
ceL*

Es decir, se tiene que:

GLix)=p Y x(7"), (3.3)

1€TZ

para toda y € I'\{xo}-
Como se puede notar, se ha llegado a una expresién mas sencilla para la suma
Gaussiana. Ahora sélo es necesario calcular el conjunto T'Z y trabajar con sus indi-

; p . L. Tr(y:
ces. Mas aun, la parte correspondiente al caracter aditivo en la suma, &, 3 ), ha
desaparecido.

Lo que resta para terminar este Capitulo es utilizar lo anterior con el fin de simplificar
el célculo de la suma . Sin embargo, antes de ello, es necesario introducir unos
subconjuntos del conjunto T'Z que crean una particion del mismo. Ademas, como
se verd en el siguiente Capitulo, son estos subconjuntos los que en gran medida
ayudaran a calcular los pesos de los cddigos ciclicos irreducibles.

Lema 4. Con la notacion anterior se define
TZ) ={ieTZ |uli-j},
con 0 < j < u. Se tiene entonces que:

(a) Para 0 < j #j' <u, TZI NTZI' = .
u—1

(b) UTZi=TZ
j=0

J

Demostracion.
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(a) Suponga que TZINTZ) # (). Seai € TZINTZI', entonces se tiene que u divide

ai—jyai—j.Dedonde sesigue que u | (i—j)—(i—j") =4 —7,locual
s6lo pasa si j' — j = 0, es decir, j' = j, una contradiccion.

u—1 ) u—1 .
(b) Debe ser claro que | J TZJ C TZ. Resta por demostrar que T2 C |J T'Z7. Sea
j=0 §=0
1 € TZ. Siudivide a 7 entonces se sigue el resultado deseado. Suponga entonces
que u no divide a 7. Aplicando el algoritmo de la divisién a u y a 7, se tiene que
i=wuq+jcongq,j€Zy0<j<u Portanto,i— j = ug, es decir, u | i— 7,
con 0 <j<u Yasi,i€TZ.

]

Volviendo a la suma exponencial (3.2)), sea j € {0,...,u — 1}. Utilizando ({3.3) se

tiene que:

) =p Y Y x()x()

x€\{xo} i €TZ

=p > > x(4y7)

xel\{xo} i€TZ

=p>. > x(47)

1€TZ xeT'\{xo0}
=p| D> D, XN+ D D x|,
ieTz4 X€M{xo} ieTZ\TZ} x€M\{xo}

donde en la tltima igualdad se separa la suma en aquellos ¢ € T'Z tales que u divide
a i —j y cuando no lo hace. Note que, cuando u divide a i — j pasa que: x(7"~7) = 1.
Pero si u no divide a i — j se tiene que: como i — j # 0 (si i — j = 0, entonces u
sf dividirfa a i — 7), > x(7*7) = 0 (ver [2, Capitulo 5, Teorema 5.4, p. 164]). De
x€l’
donde se sigue que > x(7"77) = —1 pues xo(7"7) = 1. Se tiene entonces que
X€r\{xo}

) =p| Y M+ > (-1

ieTZ) i€TZ\TZ},

=p(|TZ|(u—1)—|TZ\TZ]|),

pues, como se menciond, |I'| = u. Asi

() =p (ITZ|(u=1) = (ITZ] = [TZ}]))
p(|TZ)|u—|TZ]| +|TZ]| - TZ)
p

(|7Z]|u-6),



CAPITULO 3. SUMAS EXPONENCIALES 27

donde debe recordarse que § = |TZ| = £ kl:l_ 1

. De esta manera, se tiene que

()= Y GLl)x() =p(|TZ}|u— ), (3.4)

x€M{xo}

con 0 < j5 < wu.

En esta tltima expresién para la suma exponencial 7(77) en (3.2)) ya no es necesario
operar con raices complejas de la unidad, ahora su evaluacién sélo depende del
calculo del conjunto T'Z y de sus subconjuntos 7'Z7 con j € {0,...,u — 1}, pues p,
u'y 6 son conocidas.

A pesar de que el conjunto T'Z no requiere del uso de herramienta compleja para
su calculo, éste sigue siendo dificil de generar al involucrar el calculo de la traza
absoluta de algunos elementos de L*.

En el siguiente Capitulo se usard lo antes demostrado para simplificar el calculo
de (3.1)) y, con ello, presentar el algoritmo que permitira calcular todas las posibles
distribuciones de pesos de los cddigos ciclicos irreducibles definidos sobre campos
finitos pequeinios.






Capitulo 4

Algoritmo para el calculo de las
distribuciones de pesos de codigos
ciclicos irreducibles sobre campos
finitos

Este capitulo se centra en describir el algoritmo para obtener todas las posibles
distribuciones de pesos de los codigos ciclicos irreducibles definidos sobre un campo
finito. Sin embargo su uso es propio para campos finitos pequenos y para codigos
cuya dimension no sea tan grande.

Sean p, k, A, 0,7y u como antes. Sea j € {0,...,u—1}. Sustituyendo (3.4)) en (3.1,
se tiene que:

wil) = L1 (ot \TZJ!u—

_p-l <p |TZ”}u)
“La

\TZ]\

=(p-1) (-- \TZJ])

Es decir:

, A )
W) = -1 (5 - 1721).
Mas atn, sea:
Fp={0<i<u||TZ,|=|TZ]|},
y debido a que en se tomé6 x € I'\{xo}, se cumple que
w(y ™) = w(y?),

29
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pues

X =x(v) - x(v) = x(v) - 1,

ya que x es un caracter multiplicativo en Fx que es trivial en < " >.

Por tanto, se concluye que la frecuencia con la que aparecerd el peso w(47) en el
s 1: R . k_1 .
cédigo ciclico C(p, k,u) serd |F;|P—, es decir:

’ Peso \ Frecuincia ‘
eI =

U

Tabla 4.1: Distribucién de pesos para C(p, k, u)

De esta manera, por lo visto en el [Capitulo 3| se ha obtenido una expresiéon muy
sencilla para calcular el peso de Hamming de las palabras de cédigo de C(p, k,u), y
la frecuencia con la que aparecerdn en el codigo, que sélo depende del cdlculo del
conjunto T'Z y de sus subconjuntos T'ZJ pues las demds incégnitas se obtienen de
manera inmediata al ser p y k conocidas.

Precisamente la construccion del conjunto 7'Z es la rutina que mas consume recursos
en el algoritmo pues, como se menciond, involucra el célculo de las trazas absolutas
de los elementos de F;k =< ~ >. Afortunadamente, este calculo debe realizarse

una tnica vez y sélo para algunos elementos del campo finito, a saber, para: 7*
con i € {0,...,A — 1}. Después ya sélo se debe trabajar con los indices i para
los cuales se encontré que Tr(v') = 0, pues son estos indices los que se reparten
entre los subconjuntos 7'ZJ para crear la particién de TZ. Y que a su vez, como
puede observarse en la Tabla [£.1] son estos subconjuntos los que en buena medida
se encargan de obtener la distribucion de pesos del codigo.

Entonces, el algoritmo propuesto se limita a manipular nimeros enteros y ya no a
raices complejas de la unidad como en un principio.

Note que el célculo del conjunto 7'Z implica la construccién del campo finito F .
Es por esta razén que el algoritmo toma como valores de entrada un nimero primo
p pequeno y un polinomio primitivo f(x) € Fylx], con grado(f(z)) = k (k pequena),
pues son estos dos elementos los necesarios para construir al campo finito en cuestion:

Fye = Fyla]/(f(2)) = Fy(7), con f(y) = 0.

En la Obervacién (3] se mencioné que C(p, k,u) es un cédigo ciclico irreducible de
longitud n = (p* — 1)/u y dimensién &' = ord,(p), con k' divisor de k. Para el
algoritmo que se propone seran de interés aquellos c6digos C(p, k, u) cuya dimensién
sea exactamente igual a k, es decir, aquellos cédigos que cumplan con que k' = k,
pues unicamente para estos cddigos el campo de descomposicion del polinomio ™ —1
es .

En caso de que k' < k, el campo Fw (subcampo de Fx) serd el campo de descom-
posicién para el polinomio 2™ — 1. Y en este sentido, para obtener las distribuciones
de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles de dimensién k' sobre F,, sera suficiente
trabajar con el subcampo F ; F, k. Es decir, para el algoritmo que aqui se propo-
ne sera suficiente con cambiar el polinomio primitivo de grado k por uno que ahora

tenga grado k'.
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En el caso particular que k' = 1, es decir, si u = A entonces el cédigo C(p, k, A)
tendra longitud n = p — 1 y dimensién 1, pues ord,_1(p) = 1. Y entonces, dicho
c6digo serd equivalente a un codigo de repeticion de longitud p — 1 y por tanto su
distribucién de pesos estard dada por: Ag=1,4, 1 =p—1.
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Algoritmo eficiente para el calculo de todas las posibles distribuciones de pesos de
los cddigos ciclicos irreducibles de dimensién k (pequena) definidos sobre un campo
primo pequeno F,

1: procedure DISTRP CODIRRED(p,pol)

2 /* donde p es un nimero primo y pol es el polinomio primitivo
3 de grado k definido sobre F,, */

4: k = grado(pol)

5 A= (p - 1)/ 1)

6:
7
8
9

(»—
o=@ =1/p-1)

/* Construccién del campo finito
: Fpe = Fplz]/(pol) = Fy(v), con pol(y) =0 */
10:  define gamalp® — 1]
11: for (i=0;i<p*—1;i++) do
12: gamali] = residuo(~*/(pol)) /* es decir, gamali] almacena el resi-
duo resultante de realizar la division sintética de +* entre el polinomio primitivo

pol */.

13:

14: /* Calculo de la funcién traza absoluta

15: Tr(v) =7 + ()P + -+ ()

16: el conjunto T'Z, representado por el arreglo Traza, sélo se calcula una
vez */

17: define Traza[A]

18 for (i=0;i<A;i++) do

19: define tem =0

20: for (j=0m=1j<k;j++,m=(m-p) (méd p*¥—1)) do

21: tem+ = gamal[(i - m) (méd p*F — 1)

22: Trazali]| = tem

23:

24: /* Calculo de la distribucién de pesos */

25: for (u=1u<A;u++) do

26: if A=0 (méd u) then /* u debe ser un divisor de A */

27 n=@p"-1)/u

28: if ord,(p) =k then /* C debe ser un cédigo de dimension k */

29: print “La distribucién de pesos de C(p, k, u) es: ”

30: /* Célculo de los subconjuntos T'Z7 */

31: define F[§ + 1]

32: define T'Z|u]

33: for (j=0;j<u;7++) do

34: for (i=4,2=0;i<Aji+=u) do

35: if Trazali] =0 then

36: Z+ +

37: TZ[j] =z

38: Flz] + +

39: for (i=9;i>0;i——) do

40: if F[i{]#0 then

at: print “Ag, ), = Fli](5)

42: else

43: print “No aplica, es de dimensién menor.”
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Se finaliza este Capitulo con un par de ejemplos de la ejecucién del algoritmo. Mien-
tras se ejemplifica lo antes visto, se hace referencia a las funciones que realizan dichas
acciones en la implementacion del algoritmo que se encuentra en el de
este trabajo.

Ejemplo 3. Suponga que se desea obtener todas las posibles distribuciones de pesos
de los cédigos ciclicos irreducibles de dimension 4 definidos sobre el campo primo
con 3 elementos, Fj.

Primero es necesario construir la extension Fs4, para ello se debe encontrar un po-
linomio primitivo de grado 4 definido sobre F5, por ejemplo x* 4+ = + 2. Entonces
Fau = F3[z]/(z* + x + 2) = F3(7), con v + v+ 2 = 0, es el campo buscado.

Se tiene entonces que p = 3, k = grado(z? + x +2) = 4, A = 3;:1 =40y

1
§=3=L =13

Siguiendo con el algoritmo, se debe construir el conjunto T'Z. Para ello es necesario
calcular Tr(v"), la traza absoluta, para los elementos 7 con ¢ € {0,...,A — 1}
y seleccionar aquellos indices ¢ para los cuales se cumpla que Tr(7") = 0. En la

implementacién del [Apéndice Al la funcién Tr lleva a cabo dicho célculo.

Tr(v°) ="+ +°+=1+14+1+1=1
Tr(Y) =7+ +7% +9% =7+ +9° ++47 =0
Tr(72) :72+72'3+72'32 +72-33 :,y2+,76_|_718+,y54 -0

. .32 .33
Tr(fy37) = BT BTB BT BT BT | B W13 39 9
. .32 .33
Tr(38) = 438 4 4383 4 43837 | (3887 _ 38 4 AP 22 4 486 = o
Tr(’y?’g) _ 739 + 739-3 + 739.32 + 739-33 _ 739 + 737 + 731 + 713 —9

Nota: para obtener la expresién polinomial del elemento 7* basta tomar el residuo
resultante de realizar la divisién sintética de ' entre v* 4+ v + 2 con la aritmética
del campo primo F3. Por ejemplo, para 7? se tiene que su expresién polinomial esté
dada por 2 + 2 + v, para 7" es 73 + 242 + ~, y es por ello que

Tr(v) = v+ +7 497 = v+ + (P +7+9) + (P +292 +7) = 3(v+7° +7%) = 0.

Se tiene entonces que

TZ ={1,2,3,5,6,9,14, 15, 18, 20, 25, 27, 35}.

Note que en efecto § = |T'Z|. Ahora, sea u divisor de A = 40, es decir, u €
{1,2,4,5,8,10,20}. Para cada u se calcula la distribucién de pesos para el cédi-
go C(3,4,u). Hay que recordar que la longitud del cédigo C(3,4,u) estd dada por
n = (p* — 1)/u. La funcién encuentraDistribucion es la encargada de realizar el

calculo de las distribuciones de pesos en la implementacién del [Apéndice Al

(a) u=1
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Entonces, n = Ll_l =80 y ordgy(3) = 4 = k.
Para 0 <j < 1:

Si 7 =0, se tiene que

TZ)={ieTZ|1 | i}|=|TZ| =13.

Y entonces,

[Fol = {0 <i<1]|TZj| = |TZ}[} = {0} = 1.

Por tanto, C(3,4, 1) es un cddigo ciclico irreducible de longitud n = 80, dimen-
sién ordgo(3) = 4, cuya distribucién de pesos es:

o Ag = 1, pues la palabra de cédigo cero siempre esté presente en los codigos
lineales;

o Agq = 80, pues
0 40

80
Frecuencia =1 (T) = 80,

siguiendo lo establecido en la Tabla [4.1]

u=2

Entonces, n = L;l =40y ordy(3) =4 = k.

Para 0 <75 < 2:

Sij=0:|TZ0 =|{ieTZ|2 | i} = |{2,6,14,18,20} = 5.
Sij=1|TZ)|={ieTZ |2 | i—1} =1{1,3,5,9,15,25,27,35}| = 8.
Y entonces,

[Fol = {0 <i <2 | |TZ)| =|TZ3]} = [{0}] = 1,

[l =[{0<i<2]|TZ| = T2} = {1} =1

Por tanto, C(3,4,2) es un cddigo ciclico irreducible de longitud n = 40, dimen-
sién ordyo(3) = 4, cuya distribucién de pesos es:

o Ag = 1, por la misma razén del inciso anterior;

o Agyq = 40, pues
n 40

Frecuencia =1 <82—0) = 40;

& A30 = 40, pues

w(7’) = (3-1) (% —5) =30

Frecuencia = 1 (82—0) = 40.
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(c) u=4
Entonces, n = 3#4—_1 =20y ordy(3) =4 = k.
Para 0 < j < 4:
Sij=0:|TZ)|=|{ieTZ |4 | i}| =|{20}| = 1.
Sij=1|TZ}|=|{ieTZ |4 | i—1} =1{1,5,9,25}| = 4.
Sij=2|TZ}| =|{ieTZ |4 | i-2} =1{2,6,14,18}| = 4.
Sij=3|TZ})={ieTZ|4 | i-3} =1{3,15,27,35} = 4.
Y entonces,
B = {0 <i<4]| 725 = T2} = [{1,2,3}| = 3
Ry = {0 < i<4| |72 =720} = {0}| = L.
Por tanto, C(3,4,4) es un codigo ciclico irreducible de longitud n = 20, dimen-
sién ordzo(3) = 4, cuya distribucién de pesos es:

o Ag =1,

o Aq12 = 60, pues
3 40

80
Frecuencia = 3 (Z) = 60;

o Ai1g = 20, pues

w(x?) = (3 — 1) (% - 1) 18

Frecuencia = 1 (%) = 20.

(d) u=5
Entonces, n = 345—_1 =16y ordy4(3) =4 = k.
Para 0 < j < 5:
Sij=0:|TZ ={ieTZ|5 | i}| =1{5,15,20,25,35}| = 5.
Sij=1|TZ}={ieTZ|5 | i—1} =|{1,6}] =2.
Sij=2|TZ2|={ieTZ |5 | i—2} =1{2,27} = 2.
Sij=3|TZ}={ieTZ|5 | i—3} =1{3,18} = 2.
Sij=4|TZ)=|{ieTZ|5 | i—4} =[{9,14}| = 2.
Y entonces,
[Fal = {0 <@ <5 | |TZ| = |TZ;|} = [{1,2,3,4} = 4,
[Fol = {0 <i <5 | |TZ| =|TZ5|} = [{0}] = 1.
Por tanto, C(3,4,5) es un codigo ciclico irreducible de longitud n = 16, dimen-

sién ordy6(3) = 4, cuya distribucién de pesos es:

<>A0:1;
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o Aj13 = 64, pues
4 40

Frecuencia = 4 <85—0) = 64;

o Ag = 16, pues

W) = 3-1) (F-5) =6

Frecuencia =1 <85—0) = 16.

(e) u=38
Entonces, n = Ls_l =10y ord;p(3) =4 = k.
Para 0 <75 < &:
Sij=0:|TZ={ieTZ|8 | i}| =10 =0.
Sij=1|TZ}={ieTZ|8 | i—1}| =1{1,9,25}| = 3.
Sij=2\TZ}={ieTZ|8 | i—2} =1{2,18}] =2.
Sij=3|TZ}={ieTZ|8 | i—3} =1{3,27,35}| = 3.
Sij=4|TZy|={ieTZ|8 | i—4} =[{20}] = 1.
Sij=5|TZ)={ieTZ|8 | i—5}=|{b}| =1
Sij=6:|TZ|={ieTZ|8 | i—6} =|{6,14}] = 2.
Sij=7|TZ|={ieTZ|8 | i—T7} =|{15}] =1.
Y entonces,
[Fr| = {0 < i < 8| [TZ| = ITZ{[} = {45, 7} =3,
[Fol = {0 < i <8 [TZ| = ITZ5|} = {26} = 2,
Bl = {0 < i <8 [TZ| = ITZ|} = {13} = 2,
[Fol = {0 < i < 8| |TZ| = [TZ[} = {0} = 1.
Por tanto, C(3,4,8) es un codigo ciclico irreducible de longitud n = 10, dimen-
sién ordio(3) = 4, cuya distribucién de pesos es:

o Ag =1,

o Ag = 30, pues
40

W)= 3-1) (1) =

80
Frecuencia = 3 <§) = 30;
o Ag = 20, pues
40
v =61 (g -2) o

Frecuencia = 2 (%) = 20;
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(f)

o Ay = 20, pues
3 40
wr)=0B-1{5-3)=4

Frecuencia = 2 (%) = 20;

o A9 = 10, pues

w(7?) = (3 - 1) (% —0) =10

Frecuencia = 1 (%) = 10.

Para u = 10 se tiene que n = 8 y entonces ordg(3) = 2 # 4 = k. Por tanto
este caso no es aplicable pues la dimensién del cédigo C(3,4,10) es 2 y, como se
menciond, el campo de descomposicién para el polinomio 28 — 1 es Fy2 ; Fsa, es
decir, para este caso el conjunto T'Z se debe recalcular utilizando un polinomio
primitivo de grado 2.

Note que < y10 >= [F3.. Entonces, para obtener todas las posibles distribuciones
de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles de dimensién 2 sobre el campo primo
F3 basta con ejecutar de nueva cuenta el algoritmo pero ahora con los valores
de entrada 3 y el polinomio primitivo h_1(x) (es decir, el polinomio minimo del
elemento '% € F3, ).

Para v = 20 se tiene que n = 4 y ordy(3) = 2 # 4 = k. Tampoco es un caso
aplicable. Al igual que en el inciso anterior, el campo de descomposicion para el
polinomio z* — 1 es Fs2.

En resumen, se tiene que todas las posibles distribuciones de pesos de los cédigos
ciclicos irreducibles de dimensién 4 definidos sobre el campo primo F3 estan dadas
de la siguiente manera:

’ Cédigo \ Pardmetros [n, k, d| \ Distribucién de pesos ‘
C(3,4,1) [80, 4, 54] Ay = 1, Agy = 80
C(3,4,2) 140, 4, 24] Ay = 1, Ay, = 40, Agy = 40
C(3,4,4) 20,4, 12] Ay =1, A1y = 60, Ayg = 20
C(3,4,5) [16, 4, 6] Ay =1, A, — 64, Ag = 16
C(3,4,8) (10, 4, 4] Ay =1, Ag = 30, Ag = 20, A, = 20, Ay = 10

Tabla 4.2: Tabla con todas las posibles distribuciones de pesos de los coédigos ciclicos
irreducibles de dimensién 4 definidos sobre el campo primo [Fs.

Ahora suponga que desea trabajar con el cédigo del inciso (e): C(3,4,8). Por (2.2,
el polinomio minimo para el elemento 7® € Fs1 estd dado por

M(z) = H <x - (78)2) =2t +22° + 2% + 22 + 1 € F3[z],
i€{1,3,9,7}
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ademds, por la Observacién (3] M(z) = h_g(x) corresponde al polinomio de che-
queo de paridad del cédigo C(3,4,8). En la implementacién del la fun-
cion encargada de realiza el cdlculo del polinomio minimo asociado al cédigo es
encuentraPolMino.

Entonces, si se desea implementar este ultimo cédigo basta con realizar la siguiente
division sintética

g(x) = (2" = 1)/h_g(z) = 2° + 2° + 22 + 2 € F3[x],

para obtener el polinomio generador del cédigo y, posteriormente, proceder como en
el Teorema 2] (C(3,4,8) =< 2° + 2° + 22 4+ 2 >C F3[z]/(z'° — 1)).

Por otro lado, retomando lo dicho en el inciso (f), el polinomio minimo para el
elemento v'° € F, estd dado por

h_1o(z) = H (x — (710>i) = 2%+ 1+ 2 € Fsla],

1€{1,3}

Entonces, para obtener todas las posibles distribuciones de pesos de los cédigos
ciclicos irreducibles de dimensién 2 sobre el campo primo F3 basta con ejecutar de
nueva cuenta el algoritmo pero ahora con los valores de entrada 3 y el polinomio
primitivo h_1o(x).

Para ilustrar como a través del algoritmo propuesto también es posible obtener
todas las posibles distribuciones de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles sobre
un campo finito con ¢ = p’ elementos (es decir, un campo no primo), se tiene el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Se desea obtener todas las posibles distribuciones de pesos de los cédigos
ciclicos irreducibles de dimensién 2 definidos sobre el campo finito con 9 elementos,
Fy.

Para este caso se tiene que ¢ = p' = 3% k=2, A =(¢"-1)/(¢—1) =% =10
y u € {1,2,5}, donde para cada u la longitud del cédigo estd dada por n = (¢* —
1)/u. Entonces, los cédigos ciclicos irreducibles de los cuales se espera obtener su
distribucién de pesos son los siguientes:

| Cédigo | Pardmetros [n, k] |

(9,2, 1) 30, 2]
C(9,2,2) 140, 2]
C(9,2,5) [16, 2]

Por la Observacién 5] se sabe que basta calcular la distribucién de pesos para los
siguientes codigos:

| Cddigo | Pardmetros [n, k] |
C(3,4,1) R0, 4]
C(3,4,2) 40, 4]
C(3,4,5) (16, 4]
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Pues ambos tienen el mismo nimero de pesos. Ademads, los pesos de estos ultimos

cédigos tan solo difieren de los otros por el factor constante: ﬁ = %.

Entonces, utilizando los resultados del Ejemplo [3] se tiene que todas las posibles
distribuciones de pesos de los codigos ciclicos irreducibles de dimensién 2 definidos
sobre el campo finito Fy, estan dadas de la siguiente manera:

’ Cddigo \ Pardmetros [n, k, d| \ Distribucién de pesos ‘
(9,2, 1) 80,2, 72] Ay =1, Ary = 80
(9,2,2) [40, 2, 32] Ay =1, Agy = 40, Agg = 40
C(9,2,5) 16,2, 8] Ag =1, Ayg — 64, Ag — 16

Tabla 4.3: Tabla con todas las posibles distribuciones de pesos de los codigos ciclicos
irreducibles de dimensién 2 definidos sobre el campo finito [Fy.






Conclusiones

En este trabajo se presenté un algoritmo que permite determinar de manera eficiente
TODAS las posibles distribuciones de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles de

dimensién k, con k pequena, definidos sobre un campo finito pequeno con q elementos
F

.
Por un resultado de Schmidt y White [4, Observacién 2.10], para el algoritmo pro-
puesto fue suficiente restringirse al caso en que ¢ es un nimero primo pues el caso
en que ¢ es una potencia de un primo se puede extender facilmente a partir del
primero.

El algoritmo se basa en la identidad de Robert J. McEliece [4, Lema 2.8] con la cual
es posible calcular los pesos de los cédigos ciclicos irreducibles a través de una suma
exponencial particular.

La evaluacion de dicha suma compleja no resulta inmediata, pero gracias al estudio
de sus propiedades en el se obtuvo una expresién sencilla para esta suma
que sélo depende del cdlculo del conjunto T'Z y de sus subconjuntos T'Z7, pues las
demads incognitas se obtienen de manera inmediata al ser p y k conocidas. Se debe
tomar en cuenta que a pesar de que la expresiéon que se obtuvo es sencilla, ésta
involucra al calculo de la funcién traza absoluta para algunos elementos del campo
finito, lo cual no resulta facil de obtener.

Al final fue posible reducir la identidad de McEliece a una expresién que sélo re-
quiere manipular algunos niimeros enteros y ya no a nimeros complejos como en un
principio.

También se presenta en el de este trabajo una implementacién del
algoritmo propuesto en lenguaje de programacion C que, ademas de dar todas las
posibles distribuciones de pesos de los cédigos ciclicos irreducibles, da el polinomio
de chequeo de paridad asociado a cada codigo para que, si asi se decide, éste pueda
ser implementado.

El programa toma sélo dos parametros para realizar los calculos: un nimero primo
p, con p € {2,3,5,7}, y un polinomio primitivo de grado k, con k € {2,3,4,5},
definido sobre [F,. Dicha herramienta pretende ser un auxiliar en investigaciones
que involucren el uso de cédigos ciclicos irreducibles definidos sobre campos finitos
pequenos.

Por ejemplo, existen caracterizaciones de cédigos ciclicos irreducibles C(q = p', k, u)
sobre campos finitos a partir de los valores de u. Si u = 1, el codigo ciclico irreducible
C(q,k,1) tendra un sélo peso [5, Teorema 1]. Si u > 2, f = ord,(p) es un nimero
par y p//?2 = —1 (méd u), el cédigo C(q, k,u) serd un cdédigo ciclico irreducible se-
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miprimitivo de dos pesos [5, Teorema 7]. Para estos valores de u, las distribuciones
de pesos obtenidas por el programa pudieron ser confirmadas. Seria interesante eje-
cutar el programa, para distintos valores de p y k, y analizar su salida para otros
valores de u. Esto con el fin de encontrar condiciones suficientes y necesarias para
caracterizar de alguna manera la distribucion de pesos de otras familias de codigos
ciclicos irreducibles sobre campos finitos.

Como trabajo futuro se puede complementar la implementacion realizada. Aunque el
algoritmo es propio para campos finitos en general, el programa funciona de manera
correcta y eficiente cuando los cédigos son de dimensién pequena (k € {2,3,4,5})
y ademds estdn definidos sobre campos primos pequenos (p € {2,3,5,7}). De no
ser asi, el programa puede llegar a tomar mucho tiempo para finalizar los calculos
y arrojar los resultados correctos. Utilizando mejores funciones o rutinas auxiliares
en la implementacién, se podria reducir su tiempo de ejecucién. Y asi, se podria
trabajar con cédigos ciclicos irreducibles definidos sobre campos primos con mas
elementos o codigos cuya dimension sea més grande.

También, se podria complementar el programa para que tome en cuenta el resultado
de Schmidt y White [4, Observacién 2.10] y asi extender su funcionamiento para
cualquier campo finito pequeno y ya no solo al caso primo.

Se debe recordar que el programa unicamente obtiene las distribuciones de pesos
de aquellos cédigos C(p, k, u) cuya dimension, k' = ord,(p), es igual a k. Se podria
complementar el programa para que trabaje de forma recursiva, es decir, primero de-
terminando las distribuciones de pesos de aquellos cédigos cuya dimension sea k (es
decir, trabajar con el campo F,.) y posteriormente determinando las distribuciones
de pesos para los c6digos cuya dimensién sea menor que k (es decir, trabajar con el
subcampo F ; [F,«), pues para obtener estas tltimas distribuciones basta ejecutar

p

de nueva cuenta el programa con los valores de entrada p y el polinomio minimo
k_y

asociado al elemento y»*' -1 € Flo =<7 >, el cual es calculado por el programa en
la primera ejecucion.



Apéndice A
Implementacion del algoritmo

A continuacién se presenta una implementacion en lenguaje de programacién C del
algoritmo propuesto. El programa DistrPCodlrred.c, como se menciond, toma dos
argumentos: un nimero primo p pequeno (p € {2,3,5,7}) y un polinomio primitivo
de grado k definido sobre [F,,, donde también se espera que k no sea muy grande
(k €{2,3,4,5}).

Por ejemplo, si se desea obtener todas las posibles distribuciones de pesos de los
cédigos ciclicos irreducibles de dimension 4 definidos sobre el campo primo F7, pri-
mero se debe encontrar un polinomio primitivo de grado 4 en Fr[z]|, por ejemplo
2 + 23 4+ 62 + 3, y luego ejecutar:

$ ./DistrPCodIrred -p 7 "(x"4+x"3+6x+3)"

Tabla de sumar GF(7)

01 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 0
2 3 45 6 0 1
3 4 5 6 0 1 2
4 5 6 0 1 2 3
5 6 0 1 2 3 4
6 0 1 2 3 4 5
Tabla de multiplicar GF(7)
0 0 00 0 0 O
01 2 3 4 5 6
0 2 4 6 1 3 5
0 3 6 2 5 1 4
0 4 1 5 2 6 3
0 56 3 1 6 4 2
0 6 56 4 3 2 1

Usaremos el pol. primitivo: (x"4+x~3+6x+3)
p=7 k=4 Delta:=(p"k-1)/(p-1)=400 n:=(p~"k-1)/u

Cédigo Long(n) Dim Pol. Min. Distribucién de pesos
C(7,4,1) 2400 4 (x~4+x"3+6x+3) A[2058]=2400

Cc(7,4,2) 1200 (x"4+6%"3+x"2+6x+2) A[1008]1=1200 A[1050]=1200
Cc(7,4,4) 600 (x4+x73+3x"2+3x+4) A[504]1=1800 A[546]=600
c(7,4,5) 480 (x"4+2x"~3+3x"2+4x+5) A[378]=480 A[420]=1920
c(7,4,8) 300 (x"4+5x73+4x"2+x+2) A[252]=2100 A[294]=300

0 Ok NP e

4
4
4
4
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10 c(7,4,10) 240 4 (x~4+2x"3+3x"2+4) A[168]1=240 A[210]=2160

16 Cc(7,4,16) 150 4 (x~4+4x"3+3x"2+x+4) A[114]1=300 A[120]1=600
A[126]1=300 A[132]=600
A[138]1=300 A[144]=150
A[150]=150

20 c(7,4,20) 120 4 (x~4+2x"3+3x"2+3x+2) A[84]1=240 A[96]=600
A[102]=480 A[108]1=480
A[1141=600

25 Cc(7,4,25) 96 4 (x~4+2x"2+3) A[42]=96 A[84]=2304

40 Cc(7,4,40) 60 4 (x"4+42x"3+x"2+3x+4) A[36]=120 A[42]=240
A[48]=720 A[54]1=780
A[60]=540

50 C(7,4,50) 48 2 (x~2+42x+3) No aplicable

80 Cc(7,4,80) 30 4 (x"4+5x"3+4x"2+6x+2) A[12]=60 A[18]=300
A[24]=930 A[30]=1110

100 C€(7,4,100) 24 2 (x~2+2x+2) No aplicable

200 C(7,4,200) 12 2 (x~2+4) No aplicable

En este ejemplo el programa muestra las tablas de sumar y multiplicar para el
campo ;. Posteriormente, para cada u divisor de A = 400 se muestra el cédigo
ciclico irreducible C(p, k,u), su longitud (n), su dimensién, el polinomio de chequeo
de paridad asociado al c6digo (Pol. Min.) y por tltimo la distribucién de sus pesos.
En caso de que la dimension del codigo sea menor al grado del polinomio primitivo
ingresado, no se presentara la distribucion de sus pesos.

Si se desea implementar algin cédigo de la lista, basta con realizar la siguiente
divisién sintética para obtener el polinomio generador del cédigo:

g(x) = (2" = 1)/h(z),

donde h(x) representa al polinomio de chequeo de paridad asociado al cédigo y n a
su longitud. Posteriormente, proceder como en el Teorema [2]

Lo que resta de este apéndice, es el cédigo fuente del programa DistrPCodlrred.c.
Su uso es permitido libremente con el reconocimiento de su origen.

DistrPCodIrred.c

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#define N_max 85536
typedef unsigned char BS;

B8 Prim[N_max], invM[64], TSumal[128][128], TMult[128][128];
int P, k, traza[N_max], gama[N_max], egama[N_max];

int N; /*x P k-1 */

unsigned int Pk, Delta, delta;

char *51g[2] = {Illl,ll+ll};

#tdefine CM 32 /* CM=maximo valor de M x/
int PI_Pr[6]={1,1,0,0,0,0}, PI_04[6]={1,1,1,0,0,0}, PI_08[6]={1,1,0,1,0,0
pr_iefel={1,1,0,0,1,0}, PI1_32[6]={1,0,1,0,0,1}, PI_09[6]={2,1,1,0,0,0
pr_2zr[el={1,2,0,1,0,0}, PI_81[6]1={2,1,0,0,1,0}, PI_25[6]={2,1,1,0,0,0

>

B
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PI_49[6]={3,1,1,0,0,0};
int *PI, MPI[6], M, gp;

int leePol(f,p) /* Lee el polinomio primitivo p y lo almacena en el arreglo f */
B8 f[N_max];
char *p;
{
int e;
B8 a;

memset (f,0,N_max) ;
if (x(p++) =" () { printf("Error 1\n"); exit(0); }
while(xp!=)’) {

a=0;
if(xp!="x’) for(; (*p>47) && (*p<58);p++) a = a*x10+(xp - 48);
if (x)p=="x") A
pt+;
if (xp==""7) {
ptt;
for(e=0; (*p>47) && (*p<58);p++) e = ex10+(xp - 48);
} else e=1;
} else e=0;
if(la) a++;
flel=a;
if (xp=="+’) pt+;
}
}
int grado(x) /* Obtiene el grado del polinomio x */
B8 xI[];
{
int i;
for (i=N_max-1;i>0;i--)
if (x[1i]) break;
if ((i==0)&&('x[1i])) return(-1);
return(i);
}

int Divide(Q,R,A,B) /* Divisidén sintética de A entre B */
B8 Q[1, R[], A[l, B[I;
{

int i, j, gb, gr, dif, fac;

for(i=0;i<N_max;i++) { R[i] = A[i]; Q[i] = 0; }
gb = grado(B);
gr = grado(R);
while(gr>=gb) {
dif = gr - gb;
fac = (invM[B[gbll+*R[grl)%P;
Q[dif] = fac;
fac = P-fac;
for(i=gb;i>=0;i--)
R[i+dif] = (R[i+dif]+fac*B[i])%P;
gr = grado(R);
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int calinvMult() /* Calcula los inversos multiplicativos */

{
int i, j;
for(i=1;i<P;i++)
for(j=1;j<P;j++)
if (((i*j)%P)==1) invM[i] = j;
¥

int codifica(X) /* Funcién que almacena al arreglo X en un entero */
B8 X[N_max];

{
int i, gd, val, sal=0;
gd=grado (X) ;
for(i=0,val=1;i<=gd;i++,val*=P) sal += X[i]*val;
return(sal);
}
int decodifica(X,val) /* Funcién inversa de codifica(X) */
B8 X[N_max];
int val;
{
int i;

memset (X,0,N_max) ;
for(i=0;val>0;i++,val/=P) X[i] = val % P;
}

int Tr() /* Calcula el arreglo traza */
{
int i, j, m, 1, r, val;
B8 R[N_max], pg[N_max], Q[N_max], tem[N_max], X[N_max];

memset (gama,0,N_max*sizeof (int)) ;
memset (egama,0,N_max*sizeof (int));
memset (pg,0,N_max) ;
pglol=1;
for(i=0;i<N+1;i++) {
Divide(Q,R,pg,Prim);
val = codifica(R);
gamal[i] = val;
egamal[val] = i;
for(j=0;j<k;j++) pglk-jl=R[k-j-1];

pgl0]=0;
}
egamal[0] = -1;
gama[N] = 1;

for(i=0;i<Delta;i++) {
memset (tem,0,N_max) ;
for(j=0,m=1; j<k;j++,m = (m*xP)%N) {
decodifica(X,gamal (i*m)%N]);
for(r=0;r<k;r++) tem[r] = (tem[r]+X[r])%P;
}
trazal[i] = codifica(tem);
}
/*for(i=0;i<Delta;i++) {
printf("gama~%02d = %02d --> trazal = %024 ; ",
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i,gamali],trazalil);
printf ("egama[%02d] = %02d\n",i,egamali]);
}x/
}

int imprime(x) /* Imprime x en formato polinomial */
B8 x[];
{

char lineal[512];

int i, a, s=0;

i = grado(x);

printf (" (");

if (i>1) {
s = 1;
a = x[il;
if(a'=1) printf("%dx"%d",a,i--);
else printf("x"%d",i--);

}

for(;i>1;i--) {
if (!x[i]) continue;
a = x[il;
if(a'=1) printf("+}dx"%d",a,i);
else printf ("+x"%d",i);

}

if (x[11) {
a = x[1];
if(a!=1) printf("%skdx",sigls],a);
else printf("Ysx",sigls]);
s = 1;

}

if (x[0]) {
a = x[0];
printf ("%s%d",sigls],a);

}

printf(")");

}

int multN(pMin,pol,g) /* Funcién auxiliar de encuentraPolMino */
int pMin[N_max], pol[N_max], g;
{

int i, j, 1;

B8 R[64] [N_max], X[N_max];

memset (R,0,64*N_max) ;
for(i=0;i<2;i++)
for(j=0;j<g;j++) {
decodifica(X,gamal[(pMin[j]+pol [i])%N]);
for(1=0;1<k;1++)
R[i+j1[1] = TSumalR[i+j][11][X[11];
}
for(i=0;i<g+1;i++) pMin[i] = egamalcodifica(&R[i] [0])]%N;
}

int encuentraPolMino(RpMin,a) /* Encuentra el polinomio minimo de gamma~a */
B8 RpMin[N_max];
int a;

{
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}

int g, i, pot=1;
int pMin[N_max], pol[N_max], rM[N_max];

memset (RpMin, 0,N_max) ;
pMin[0]=0;
pot = a;
g=1;
while(1) {
if (P==2) pol[0] = pot;
else pol[0] = (pot+(N/2))%N;
poll1]l = 0;
multN(pMin,pol,g);
pot = (pot*P) ¥ N;
gt+;
if (pot==a) break;
}
for(i=0;i<g;i++) RpMin[i] = gama[pMin[il];

int encuentraDistribucion(u) /* Encuentra distribucién de pesos dada u */
int u;

{

int i, j, z, orden, mu;
int TZ[N_max], Z[526];
B8 polMin[N_max];

memset (TZ,0,N_max*sizeof (int));
encuentraPolMino (polMin,u) ;
for (orden=1,mu=u*P;orden<k;orden++,mu*=P) if ((mu/N)==u) break;
printf ("%d\tC(%d,%d,%d) \t%d\t\t%d\t" ,u,P,k,u,N/u,orden);
imprime (polMin); printf ("\t\t");
if (orden<k) {

printf ("No aplicable pues es de dimensién menor\n");

return O;
}
for(j=0;j<u;j++) {

for(i=j,z=0;i<Delta;i+=u)

if (Mtrazal[i]) z++;

TZ[z]++;

Z[jl=z;
}
/*printf ("\n"); for(j=0;j<u;j++) printf("Z[%dl=/d ",j,Z[j1); printf("\n");*/
for(i=delta;i>=0;i-—-) {

/*if (TZ[1i]) {

printf ("\nTZ[%d]=%d --> A[%d]=%d",i,TZ[i], (P-1)*((Delta/w)-1),TZ[i]1*(N/u));
Ix/
if(TZ[i]) printf("A[/%dl=Vd ", (P-1)*((Delta/u)-1i),TZ[i]l*(N/u));

+
printf ("\n");
}
int valor(z) /* Funcién auxiliar de calTablas */
int z[];
{

int i, v=0, w;

for(i=0,w=1;i<M;i++,w*=P) v += ((z[i]%P)*w);
return(v) ;
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}

int gradoQ(x) /* Funcidén auxiliar de calTablas */
int x[];

{
int i;
for (i=2%M-1;i>0;i--)
if (x[1i]) break;
return(i);
}
int sumaQ(x,y,z) /* Suma z(x) = x(x)+y(x) sin reducir modulo P */
int x[1,y[],z[]; /* la reduccion va acargo de la funcion valor */
{
int i;
for(i=0;i<M;i++) z[i] = (x[i]+y[i]);
}
int multQ(x,y,2z) /* Multiplica z(x) = x(x)*y(x) sin reducir modulo P */
int x[],y0],z[]; /* la reduccion va acargo de la funcion valor */
{
int sum[2*CM] ;
int i, j, gs;
memset (sum,0,2*M*sizeof (int)) ;
for(i=0;i<M;i++) /* multiplica sum(x) = x(x)*y(x) */
for(j=0;j<M;j++) sum[i+j] += y[jI=*x[i];
for(gs=gradoQ(sum) ;gs>=gp;gs--) /* residuo z(x) = sum(x) Mod PI(x) */
for(j=0;j<M; j++) sum[gs-M+j] += MPI[jl*sum[gs]; /* PI es ménico */
memcpy (z,sum,M*sizeof (int));
}

/* Funcién que calcula las tablas de sumar y de
multiplicar para la aritmética en el campo */
int calTablas()
{
int Q=P;
int i, j, k, 1, NE=Q;
int x[CM], y[CM], z[CM];

switch(Q) {
case 2:
P=2; PI=PI_Pr; =1;
break;
case 3:
P=3; PI=PI_Pr; M=1;
break;
case 4:
P=2; PI=PI_04; M=2;
break;
case 5:
pP=5; PI=PI_Pr; M=1;
break;
case 7:
P=7; PI=PI_Pr; M=1;
break;
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case 8:
P=2; PI=PI_08;
break;

case 9:
P=3; PI=PI_09;
break;

case 11:
P=11; PI=PI_Pr;
break;

case 13:
P=13; PI=PI_Pr;
break;

case 16:
P=2; PI=PI_16;
break;

case 17:
P=17; PI=PI_Pr;
break;

case 19:
P=19; PI=PI_Pr;
break;

case 23:
P=23; PI=PI_Pr;
break;

case 25:
P=5; PI=PI_25;
break;

case 27:
P=3; PI=PI_27,;
break;

case 29:
P=29; PI=PI_Pr;
break;

case 31:
P=31; PI=PI_Pr;
break;

case 32:
P=2; PI=PI_32;
break;

case 47:
P=47; PI=PI_Pr;
break;

case 49:
P=7; PI=PI_49;
break;

case b3:
P=53; PI=PI_Pr;
break;

case 71:
P=71; PI=PI_Pr;
break;

case 81:
P=3; PI=PI_81;
break;
default:

M=3;

M=2;

M=5;

M=4;

printf ("Error campo invalido o no soportado\n");

exit(-1);
break;
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}
gp = IM;
for(i=0;i<M+1;i++) MPI[i] = (P - PI[i])%P; /*MPI(x)=-PI(x) sobre GF(P)*/
for(i=0;i<NE;i++) { /* Tabla para sumar */
for(k=0,1=1;k<M;k++,1/=P) x[k] =1 % P;
for(j=0;j<NE;j++) {
for(k=0,1=j;k<M;k++,1/=P) y[k] =1 % P;
sumaQ(x,y,z); /* Suma x+y y el resultado en z */
TSumal[il [j]1 = (B8) valor(z);
}
3
for(i=0;i<NE;i++) { /* Tabla para multiplicar */
for(k=0,1=1i;k<M;k++,1/=P) x[k] =1 % P;
for(j=0;j<NE;j++) {
for(k=0,1=j;k<M;k++,1/=P) y[k] =1 % P;
multQ(x,y,2); /* Multiplica x*y y el resultado en z */
TMult [i] [j] = (B8) valor(z);
}
}

printf ("\nTabla de sumar GF(%d)\n",P);
for(i=0;i<Q;i++) {
for(j=0;3<Q;j++) printf("%2d ",TSumalil [j]);
printf ("\n");
}
printf ("\n");
printf("Tabla de multiplicar GF(%d)\n",P);
for(i=0;i<Q;i++) {
for(j=0;3<Q;j++) printf("%2d ",TMult[i][j]1);
printf ("\n");
}
printf ("\n");
}

int main(argc, argv) /* Rutina principal */
int argc;

char *argvl[];

{

int off = 0, u, i;

if (!stremp(argv[1],"-p")) {
P = atoi(argv[2]);
off = 2;
¥
leePol(Prim,argv[i+off]);
calTablas();
calinvMult();
printf ("Usaremos el pol. primitivo: "); imprime(Prim); printf("\n");
k = grado(Prim);

for(i=0,Qv=1;i<k-1;i++) Qv *= Q;
delta=(Qv-1)/(Q-1);

Qv *= Q;

N = Qv-1;

Delta = (N/(Q-1));

for(i=0,Pk=1;i<k-1;i++) Pk *= P;
delta=(Pk-1)/(P-1);
Pk *= P;
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N = Pk - 1;
Delta = (N/(P-1));
printf("p=Yid k=Vd Delta:=(p"k-1)/(p-1)=%d n:=(p"k-1)/u\n\n",P,k,Delta);
printf ("u\tCédigo\t\tLong(n)\t\tDim\tPol. Min.\t\tDistribucién de pesos\n");
TrQ;
for (u=1;u<Delta;u++) {
if ((Delta’u)==0) encuentraDistribucion(u);
}
printf("\n");
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Lista de Simbolos

Nota. Los simbolos que aparecen solo en un contexto restringido no se encuentran listados.
De ser apropiado, se proporciona una referencia de pagina para la primera aparicién del
simbolo.

Simbolo Descripcién Pagina
| Al la cardinalidad (= ntimero de elementos) del conjunto finito A
Z el anillo de los ntimeros enteros 16
C el campo de los numeros complejos 21
albd a divide a b
a=b (méd n) a es congruente con b médulo n
med(a, b) el maximo comtn divisor de a y b
ord,(q) el orden multiplicativo de ¢ médulo n 18
<a> el grupo ciclico generado por a 15
<at> el subgrupo ciclico de < a > de indice d
|G| el orden del grupo finito G
grado(g(z)) el grado del polinomio g(z) 17
< g(z) > el ideal principal generado por el polinomio g(z) 17
L, el anillo de los nimeros enteros médulo n 18
C, la clase ciclotémica de s médulo n 18
M(z) el polinomio minimo de * € I, sobre I, 19
F, el campo primo de orden p 22
F, el campo finito de orden ¢ 16
IF ok la extensién de grado k de IF, 18
sz el grupo multiplicativo de elementos distintos de cero de F 19
F,[z] el anillo de polinomios con indeterminada x sobre el campo [, 17
F,[z]/(z" — 1) el anillo de polinomios con indeterminada x sobre el campo F, 16
de grado a lo méds n — 1
F,(7) la extensién de IF, obtenida por agregar la raiz 30
w(v) el peso de Hamming de v 16
[n, k] el cédigo lineal de longitud n y dimensién & 16
[n, k, d] el cédigo lineal de longitud n, dimensién k y distancia minima d 16
TrFqk/Fq () la traza de a € Fyx sobre IF, 19
Tr(a) la traza absoluta de o € FFx 19
he ] el polinomio minimo de y~* € F}, sobre F, 19
Clq, k,u) cédigo ciclico irreducible sobre F, 20
&, la s-ésima raiz compleja de la unidad e2mv=1/s 22
Uy el caracter aditivo candnico de IF x 22
X0 el caracter multiplicativo trivial de F 22
X el conjugado del caracter y 22
Le el conjunto de caracteres multiplicativos del grupo abeliano finito L 22
Gr(x) suma, Gaussiana del caracter multiplicativo y € L* 22
r el conjunto aniquilador de U en L° 22

25
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