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Introduccion

Entre finales del siglo XIX y principios del XX, G. Frobenius llevo a
cabo un trabajo fundamental acerca de Algebras de dimension finita. Sus
estudios fueron retomados en la década de los treinta, principalmente por
T. Nakayama, en sus investigaciones sobre, las que llamo, Algebras de
Frobenius. Fue él mismo quien, en 1941, introdujo el concepto de anillo
cuasi Frobenius (QF, por sus siglas en inglés), como una generalizacién
de los anillos de Frobenius, una importante extension de las Algebras de
Frobenius. Es un hecho que estos anillos han resultado ser objetos noto-
rios de la teoria, por ello, desde su introduccion, han sido ampliamente
estudiados, por esta razon, actualmente se conocen diversos ejemplos de
ellos, que se encuentran diseminados a lo largo de la literatura, asi como
numerosas caracterizaciones suyas. Por ejemplo, en 1951, M. Ikeda los
caracterizé como anillos artinianos derechos e izquierdos y autoinyectivos
derechos e izquierdos. Mas tarde, se demostrd que es suficiente con que el
anillo sea artiniano y autoinyectivo, por un solo lado (no necesariamente
el mismo). Esta ultima, es una de las caracterizaciones mas conocidas de
anillos cuasi Frobenius pero, desde luego, existen otras de gran relevan-
cia e interés. Por ejemplo, en 1967, Faith y Walker demostraron en [19],
que un anillo R es cuasi Frobenius, precisamente, cuando todo R-mddu-
lo proyectivo es inyectivo o, equivalentemente, todo R-mddulo inyectivo
es proyectivo. La belleza y fuerza de este teorema descansan, en buena
medida, en el hecho de que los conceptos de inyectividad y proyectividad
son destacados en la teoria de modulos, y comprenderlos ha resultado ser
muy valioso para el estudio de los anillos. Por eso, resulta natural que
en la literatura se hayan generalizado estos conceptos dando lugar a dis-

tintas nociones, algunas mas empleadas que otras. Por ejemplo, en 1961,
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Johnson y Wong en [42], generalizaron el concepto de médulo inyectivo,
definiendo médulo cuasi inyectivo. Posteriormente, en 1967, en [42], Wu y
Jans generalizaron el concepto de médulo proyectivo y definieron médulo
cuasi proyectivo. En este contexto, resultaba natural preguntarse, ;cémo
tendria que ser un anillo R para que todo R-médulo cuasi inyectivo sea
cuasi proyectivo, o bien, para que todo R-médulo cuasi proyectivo sea
cuasi inyectivo? Esta pregunta fue parcialmente contestada por K. Fuller,
quien en 1969 demostré, en [20], que todo R-mddulo cuasi proyectivo es
cuasi inyectivo si y solamente si R es artiniano de ideales principales. Mas
tarde, K. Byrd demostré en [12], en el ano de 1970, que todo R-mdédulo
cuasi inyectivo es cuasi proyectivo, precisamente, cuando R es artiniano
de ideales principales, contestanto del todo a la pregunta. En la primera
parte de esta tesis demostramos este resultado empleando técnicas dis-
tintas a las usadas en estos trabajos, y exponemos la teoria necesaria
para alcanzar este fin, como algunos teoremas clasicos de médulos cuasi
inyectivos y cuasi proyectivos. En 1967, Singh y Jain, en [26], definen
el concepto de médulo seudo inyectivo y, mas tarde, definen también el
de médulo seudo proyectivo, siendo estos generalizaciones de los médu-
los cuasi inyectivos y cuasi proyectivos respectivamente. Siguiendo con la
linea de estudio del anterior trabajo, nosotros nos hicimos la pregunta,
icomo tiene que ser un anillo R para que todo R-mdédulo seudo inyecti-
vo sea seudo proyectivo, y para que todo R-médulo seudo proyectivo sea
seudo inyectivo? En la segunda parte de este trabajo se demuestra que
esto ocurre cuando R es artiniano de ideales principales. En este mismo
apartado exponemos la teoria que necesitamos para llegar a esa conclu-
sién.

Como es de esperar, haremos uso de diversos resultados propios de la
teoria de anillos y moédulos, respecto a ellos podemos afirmar con entera

seguridad, que cualquiera que no este aqui enunciado, se puede encontrar
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desarrollado con el méas alto rigor en muchas de las valiosas obras dedica-
das a esta teoria, y es por ello que consideramos acertado referir al lector
a algunos de estos textos en vez de sumar otros resultados a este trabajo,
pues, sin duda, en dichos ejemplares el lector podra encontrar cualquier
tema que demande su interés y que no se haya aqui tratado; bastenos
citar [3], [29], [33] y [35] como preciados ejemplos.

En lo sucesivo, trabajaremos con anillos asociativos con elemento unitario.
Ademas, a no ser que se indique lo contrario, todos los R-médulos aqui
mencionados se consideraran R-mdédulos izquierdos. Como es usual, si M
es un modulo, que N sea un submodulo esencial en M, lo denotaremos
por N <., M,y que N sea un submodulo superfluo de M, por N < M.
Por su parte, F(M) denotara a la cdpsula inyectiva de M, mientras que
N <4 M expresara que N es sumando directo de M. Por tltimo, si R es

un anillo, entonces J(R) denotara a su radical de Jacobson.
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Capitulo 1

Modulos cuasi inyectivos y

cuasi proyectivos.

Este trabajo comenz6 con un par de preguntas: ;jcomo tiene que ser
un anillo R para que todo R-mdédulo cuasi inyectivo sea cuasi proyecti-
vo?, o bien, jcomo tiene que ser para que todo R-mddulo cuasi proyectivo
sea cuasi inyectivo? El objetivo de este primer capitulo es dar respuesta
a dichas cuestiones. Desde luego, para alcanzar este fin, necesitaremos
primero introducir algunos conceptos y desarrollar varios resultados acer-
ca de estos moédulos. Las primeras dos secciones del capitulo seran el
escenario donde se construird esta teoria previa. En efecto, en ellas estu-
diaremos ciertas propiedades de estos médulos y algunos teoremas que a
ellos atanen, preparando asi el terreno para la tercer seccién, en la que
consumaremos el capitulo respondiendo a estas preguntas. Aunque el es-
tudio de estos médulos es muy vasto, pues estos objetos recorren diversas
lineas de investigaciéon, solo la teoria que se desarrollara a lo largo del
capitulo ya da muestra de que tienen cualidades que hacen de su estudio

un asunto muy interesante y valioso. Confiamos que asi sea.



2 Moédulos cuasi inyectivos y cuasi proyectivos.

1.1. Modbdulos cuasi inyectivos.

Es un hecho que el concepto de inyectividad es crucial para diversos
contextos del Algebra, en particular para la teoria de moédulos. Este se
manifiesta muy a menudo en dicha teoria, dando vida a muchos de sus
teoremas clasicos. Es por ello que tal nocién ha sido ampliamente es-
tudiada, originando asi, nuevos tipos de inyectividad, cada uno de ellos
colmado de una extensa teoria propia. Este es el caso de los médulos
cuasi inyectivos pues, en efecto, la teoria que de ellos emerge es muy vas-
ta. Respecto a este punto, es importante precisar que el objetivo de este
trabajo no es realizar un estudio completo sobre estos objetos, ni siquie-
ra estudiar cualquier cualidad suya, por el contrario, solo consideramos
aquellas que nos permitieron avanzar en el camino hacia nuestra meta. De
hecho, esta seccién se construy6 demostrando tinicamente los resultados
de este caracter; aquellos que necesitamos para aproximarnos al teorema
principal del capitulo (Teorema . Asi que muchas de las propieda-
des conocidas de los modulos cuasi inyectivos no fueron aqui plasmadas,
pero si las suficientes para que el lector tenga un panorama sobre ellos
y pueda comparar su comportamiento respecto a los moédulos inyectivos,
pues en ocasiones pueden ser muy similares y otras veces asombran sus

diferencias. Vedmoslo.

Definicién 1.1. Sean M y N dos médulos. Decimos que M es inyectivo
st para todo submddulo L < N se tiene que, cualquier morfismo f : L —
M, se puede extender a un morfismo g : N — M. Es decir, para todo
morfismo f : L — M existe un morfismo g : N — M tal que el siguiente
diagrama conmuta:

00— L ——

Ve
Ve
J /g

M
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Definicién 1.2. Decimos que un modulo M es cuast inyectivo si para
todo submodulo N < M, se verifica que, cualquier morfismo f : N — M,
se puede extender a un endomorfismo de M. Es decir, para cualquier
morfismo f : N — M, existe un endomorfismo g : M — M tal que el

siquiente diagrama conmuta:

0—— N——

Ve
r Ve
/g

M

Claramente todo moédulo inyectivo es cuasi inyectivo y, por el Lema
de Baer [29, Teorema 5.7.1], R es inyectivo como R-mdédulo izquierdo si
y solo si es cuasi inyectivo. Sin embargo, no todo médulo cuasi inyectivo

es inyectivo, como veremos mas adelante, en el Ejemplo [1.4]
Ejemplo 1.3. Todo mddulo semisimple es cuasi inyectivo.

Demostracion. Sean M un moédulo semisimple, N < M un submédulo y
f+ N — M un morfismo. Como M es semisimple, entonces N <g M.
Asi que, podemos considerar un submédulo L < M tal que N & L = M.
Ahora, definamos el endomorfismo g : M — M por g = fry, donde
mn : M — N es la proyeccion. De este modo, sin € N ei: N < M es

la inclusién, entonces
g(i(n)) = g(n) = frn(n) = f(rn(n)) = f(n).
Es decir, g hace conmutar el siguiente diagrama:

Ny M
/
fJ ad LW
)%

Por lo tanto, M es cuasi inyectivo. O]
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Una consecuencia inmediata del ejemplo anterior es que todo moédulo
simple es cuasi inyectivo.

Para el siguiente ejemplo, es conveniente recordar que, si G es un grupo
abeliano, decimos que G es divisible si para todo z € G con x # 0 y para
todo n € N, existe y € G tal que ny = x. También tengamos presente que
los grupos abelianos divisibles son, precisamente, los Z-mddulos inyectivos
[29, Teorema 5.5.1]. Por ejemplo, Q es un grupo abeliano divisible y es

un Z-moédulo inyectivo.

Ejemplo 1.4. El Z-mddulo Z, es cuast inyectivo, pero no inyectivo, para

todo p € N primo.

Demostracion. El Z-médulo Z, con p € N primo, es simple y, en conse-
cuencia, es cuasi inyectivo. Por otro lado, ningtin grupo abeliano finito
y distinto de cero puede ser divisible, como veremos posteriormente (en
. Por lo tanto, Z, no es inyectivo. UJ

Es bien conocido que la suma directa de dos médulos M y N es
inyectiva si y solo si M y N lo son [33, Proposicién 3.4]. Esto no se
verifica para los médulos cuasi inyectivos, aunque una implicacién si se

cumple, como veremos a continuacion.

Proposiciéon 1.5. Sumandos directos de modulos cuasi inyectivo son cua-

st 1nyectivos.

Demostracion. Supongamos que M es un mddulo cuasi inyectivo, N <g
M un sumando directo y L < M un submoédulo tal que N & L = M. Con-
sideremos un submédulo X' < N y un morfismo f : K — N. Ademas,
designemos por ¢ : K — N y j: N — M a las inclusiones correspon-

dientes. En este caso, por ser M cuasi inyectivo, existe un endomorfismo
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g: M — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Kty NIy

/
/7
J ] /7 g

Nl

Asi que g(k) = f(k) € N, para toda k € K. Por lo tanto, si g|y :
N — M es la restriccién de g en N, entonces, para cada k € K, ocurre
que g |n(k) = g(k) = f(k). Luego podemos considerar al endomorfismo
h: N — N definido por h = mxg |n donde my : M — N es la proyeccion,

y entonces, para toda k € K, se cumple que

h(k) = mng In(k) = g [v (k) = g(k) = f(k).

Es decir, h hace conmutar el siguiente diagrama

0 Kt N
Ve
h v
fJ/ ]
N@ )

En cuyo caso, N es cuasi inyectivo. O

Como se sugiri6 antes, la suma directa de dos moédulos cuasi inyecti-
vos, no necesariamente resulta ser cuasi inyectiva. Mas adelante veremos
un ejemplo de este hecho, pero antes introduciremos algunos resultados

clasicos de teoria de grupos que nos serviran para este fin.

Lema 1.6. Sean G y H grupos abelianos y f : G — H un morfismo de

grupos. Si G es divisible, entonces f(G) es divisible.

Demostracion. Sean y € f(G) y n € N. Entonces existe z € G tal que
f(x) = y. Ademas, como G es divisible, existe z € G tal que nz = z, de

modo que, y = f(nz) = nf(z). Esto significa, que f(G) es divisible. [J

Lema 1.7. Todo grupo abeliano divisible no trivial es infinito.
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Demostracion. Sea GG un grupo abeliano divisible no trivial. Supongamos
que G es finito de orden n € N, y consideremos 0 # x € GG. Ahora, como
G es divisible, entonces existe y € G tal que ny = z, sin embargo, esto
no puede ocurrir pues n es el orden del grupo, es decir, ng = 0, para toda

g € (G. Esta contradicciéon demuestra que G es infinito. ]

Proposicién 1.8. Si f : Q — Z, con p € N primo, es un morfismo de

grupos, entonces [ es el morfismo cero.

Demostracion. Sea f : Q — 7Z, un morfismo de grupos. Vamos a suponer
que f es distinto al morfismo cero. En tal caso, como Q es divisible, por
el Lema , se tiene que f(Q) es divisible. Ademéds, como f no es el
morfismo cero, entonces f(Q) # {0}, asf que, debido al Lema[L.7] resulta
que f(Q) es infinito. Pero f(Q) < Z, siendo Z, finito, lo que es una

contradiccion. Se sigue que f es el morfismo cero. ]

Ejemplo 1.9. El Z-mddulo Q © Z,, con p € N primo, no es cuasi inyec-

tivo.

Demostracion. Como Q es divisible, entonces es inyectivo. Ademds, Z,
es simple. Resulta entonces que Q y Z, son Z-mddulos cuasi inyectivos.
Ahora, consideremos la inclusién j : {0} & Z, — Q & Z,, y el morfismo
h: Z & {0} — {0} & Z, tal que h((z,0)) = (0,%), para cada z € Z.

Tenemos el siguiente diagrama:

7o {0} “—-Qaz,

|

Qe Z,

donde i : Z® {0} - Q@ Z, es lainclusion y f: Z® {0} - QD Z, es
el morfismo definido por f = jh. Veremos que el morfismo f no se puede

extender a un endomorfismo de Q @ Z,, y con ello quedard demostrado
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que Q @ Z, no es cuasi inyectivo. Supongamos lo contrario, es decir, que
existe un endomorfismo g : Q@ Z, - QD Z, tal que gi = f. Notemos que
g no puede ser el morfismo cero, pues si tomamos zy € Z tal que p 1 zo,

entonces (2,0) € Q ® {0}, luego

9((20,0)) = gi((20,0)) = f((20,0)) = (0, %) # 0.

Ahora, consideremos la inclusién ¢ : Q — Q @& Z, y la proyeccion 7 :
Q © Z, - Zp, y definamos el morfismo ¢ : Q — Z, por ¢ = mgr.

Observemos que

p(20) = m(g(t(20))) = 7(9((20,0))) = 7((0,%0)) = %o # 0.

Asi que, ¢ es distinto al morfismo cero, lo que contradice la Proposicion

m. Esto demuestra que Q @ Z,, no es cuasi inyectivo. O

Del resultado anterior, se concluye que la suma directa de dos médulos
cuasi inyectivos no es cuasi inyectiva en general, aunque posteriormente
veremos un criterio que nos permitird saber cuando esto si ocurre. Primero

necesitamos introducir una definicion.

Definicién 1.10. Sea R un anillo. Si ocurre que todo R-modulo izquierdo
cuasi inyectivo es inyectivo, diremos que R es un anillo CI («cuasi in-
yectivo = inyectivo» ). Estos anillos son mejor conocidos en la literatura

como anillos QI (“quasi injective = injective”), por la forma inglesa.

Teorema 1.11. Son equivalentes, para un anillo R, las siguientes condi-

cltones:
i) ResClI,

it) La suma directa de cualesquiera dos R-mddulos cuasi inyectivos es

cuasi inyectiva.
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Demostracion. i) = ii) Sean M y N dos R-mdédulos cuasi inyectivos. Por
hipdtesis, M y N resultan ser inyectivos, por lo que M & N es inyectivo
y, en consecuencia, es cuasi inyectivo.

i) = 1) Sean M un R-mddulo cuasi inyectivo y E(M) su cépsula
inyectiva. Entonces, por hipdtesis, M & E(M) es cuasi inyectivo. Por otra
parte, consideremos las inclusiones respectivas i : M — E(M), j; :
M < M®&EM) yjs: E(M) - M & E(M). Ademés, tomemos
T M@ E(M) - M el epimorfismo tal que mj; = Idy. Dado que
M @& E(M) es cuasi inyectivo, existe g € End(M & E(M)) tal que el

siguiente diagrama conmuta:

0 M ' S B(M)ZE M e B(M)
jl[ ///?]///
&
M & E(M)

Ahora, definamos el morfismo f : E(M) — M por f = mgj,. Entonces
fi=(mgj2)i = mi(gj2i) = mjr = Idu.

De modo que, f se escinde. Esto implica que M es un sumando directo

de E(M) y, en consecuencia, M es inyectivo. Por lo tanto, R es CI. [

Definicién 1.12. Sea R un anillo. Decimos que R es V -anillo izquierdo

st todo R-modulo simple izquierdo es inyectivo.

El siguiente teorema es un resultado clasico de la teoria de médulos

que el lector podra consultar en [33], Teorema 3.75].

Teorema 1.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un ani-
llo R:

i) R es un V-anillo izquierdo,

ii) Rad(M) = {0} para todo R-mddulo M.



1.1 Moédulos cuasi inyectivos. 9

Corolario 1.14. Sea R un anillo. Si R es CI, entonces R es neteriano

wzquierdo y V-anillo izquierdo.

Demostracion. Si S es un R-modulo simple, entonces es cuasi inyectivo,
luego, por hipétesis, es inyectivo. Por consiguiente, R es un V-anillo. Por
otro lado, sea M = @, E(S;) donde I es un conjunto y .S; es simple para
toda i € I. Dado que R es un V-anillo, entonces E(S;) = S;, para todo
1 € I, porello M = ®;c1S;. Por lo tanto, M es semisimple, lo que implica,
que es cuasi inyectivo y, en consecuencia, M es inyectivo. Luego, por [29]

Teorema 6.5.1], R es neteriano izquierdo. ]

Proposicion 1.15. Sea R un anillo. Si M es un R-mddulo cuasi in-
yectiwo y existe un submodulo N < M tal que N = R, entonces M es

nyectivo.

Demostracion. Sean I < R un ideal izquierdo y f : I — M un morfismo.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que R es un submodulo de
M. Dicho esto, consideremos las inclusiones ¢ : [ — R 'y j: R — M.
Luego, como M es cuasi inyectivo, existe un endomorfismo g : M — M
tal que gji = f. Entonces, si tomamos g|g : R — M la restriccién de g

en R, resulta que g|r hace que el siguiente diagrama conmute:

— AN R
glr -7
fl///
wt

Lo que equivale, por el Lema de Baer, a que M sea inyectivo. O

Nos estamos aproximando a un teorema que caracteriza a una cierta
clase de anillos; la de los semisimples, usando el concepto de mddulo
cuasi inyectivo, pero antes nos debemos detener para recordar un par de

definiciones clédsicas de teoria de anillos.
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Definicién 1.16. Decimos que un anillo R es autoinyectivo izquierdo si

es inyectivo como R-mddulo izquierdo (rR es inyectivo).

Definicién 1.17. Sea R un anillo. Decimos que R es cuasi Frobenius si

es neteriano izquierdo y autoinyectivo izquierdo.

Es bien sabido que esta definicién es equivalente a que el anillo R sea
neteriano derecho y autoinyectivo derecho, asi como que R sea artiniano
izquierdo y autoinyectivo izquierdo, o bien, que R sea artiniano derecho
y autoinyectivo derecho. Por lo tanto, coloquialmente hablando, diriamos

que ser un anillo QF «no tiene lado».

Teorema 1.18. Para un anillo R, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
i) R es semisimple,
it) R es autoinyectivo y C1,
iii) Todo R-mddulo es cuasi inyectivo,
iv) Todo R-mddulo finitamente generado es cuasi inyectivo,

v) Todo R-mddulo generado por dos elementos es cuasi inyectivo.

Demostracion. i) = 1i1) Es claro, pues si asumimos que R es semisimple,
entonces todo R-médulo es inyectivo y, por lo tanto, cuasi inyectivo.

iii) = 1) Es claro.

iv) = v) Es claro.

v) = i) Consideremos un R-mdédulo ciclico M. De la hipétesis resulta
que RR® M es cuasi inyectivo. Asi que, por la Proposicién [I.15 tenemos
que M es inyectivo. Lo anterior demuestra que todo R-moédulo ciclico es

inyectivo, lo que implica, que R es semisimple. Ver [33, Corolario 6.47].
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i1i) = 1) Por hipétesis, rR es cuasi inyectivo, asi que, por el Lema
de Baer, R es autoinyectivo. Ademds, la hipdtesis implica que M & N es
cuasi inyectivo para cualesquiera R-médulos M y N, particularmente si
M y N son cuasi inyectivos. De modo que R es C'I, segin el Teorema
1T

it) = 1) Por el Corolario [L.14] resulta que R es un V-anillo neteriano
izquierdo. En virtud de ello, R es autoinyectivo izquierdo y neteriano iz-
quierdo o, en otras palabras, R es cuasi Frobenius. Se sigue que R es
artiniano [29, Proposicién 13.2.3]. Pero ademads, como R es V-anillo, en-

tonces J(R) = {0} y, esto implica, que R es semisimple. ]

El siguiente es un resultado clasico de teoria de mddulos que mas

adelante emplearemos en varios momentos.

Lema 1.19. Sea R un anillo e I < R un ideal bilateral. Entonces M es
un R/I-mddulo si y solo si M es un R-mddulo tal que IM = {0}.

Demostracion. (=) Si M es un R/I-médulo, entonces M es un R-médulo
con el producto - : R x M — M dado por r-m = (r + I)m. Asi que, si
relyme M, entonces r-m = (r+I)m = (0+ I)m = 0. Se sigue que
IM = {0}.

(<) Definamos el producto - : R/I x M — M por (r+1)-m = rm,
para cualesquiera r € Ry m € M. Veamos que este producto esta bien
definido. Para ello, consideremos r,r’ € R tales que r + 1 = ' + I.
Entonces rm = (r +1)-m = (' + I) - m = r'm, para toda m € M. De
modo que, (r—1") € I, luego (r —r")-m = 0, para toda m € M. Asi que,
rm = r’'m, para toda m € M. Por lo tanto, el producto esté bien definido

y, en consecuencia, M es un R/I-mdédulo. O

Lema 1.20. Sean R un anillo e I < R un ideal bilateral. Si M es un

R/I-mddulo inyectivo, entonces M es un R-mddulo cuasi inyectivo.
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Demostracion. Sean N < M un subméduloy f : N — M un R-morfismo.
Como IN < IM = {0}, entonces IN = {0}. Luego, por el Lema [1.19]
N es un R/I-médulo. Pero, ademds, f es un R/I-morfismo; en efecto, si

r€ Ryn € N, entonces

f((r+1n) = f(rn) =rf(n) = (r+1)f(n).

Ademads, M es un R/I-médulo inyectivo, asi que existe un R/I-endomor-

fismo g : M — M que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 R/1N¢ riIM

fl - /.‘]
K

r/1 M

Pero g es, a su vez, un R-morfismo, ya que

g(rm) = g((r + I)m) = (r + I)g(m) = rg(m).

De tal suerte que, f se puede extender como R-morfismo a un R-endomor-
fismo de M, a saber, g. Esto evidencia que M es un R-médulo cuasi

inyectivo. [

Lema 1.21. Sea R un anillo e I < R un ideal bilateral. Entonces M
es un R/I-mddulo cuasi inyectivo si y solo si M es un R-mddulo cuasi
inyectivo tal que IM = {0}.

Demostracidn. (=) Esta demostracién es semejante a la del Lema [1.20]

(«<)Sean N < M un R/I-subméduloy f : M — M un R/I-morfismo.
Notemos que, por el Lema N es un R-médulo tal que IN = {0}.
Notemos también que f es un R-morfismo ya que, para cada n € N y

r € R, ocurre que

flrn) = f((r+Dn) = (r+ D) f(n) = rf(n).
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Asi pues, como M es un R-médulo cuasi inyectivo, entonces existe un

R-endomorfismo g : M — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

0—— N——

Ve
Ve
J /g

M

Sin embargo, como IM = {0} por hipétesis, entonces M es un R/I-
modulo, en vista del Lema [1.19] Ademas, g es también un R/I-morfismo,

pues
g((r+1I)n) = g(rn) =rg(n) = (r + I)g(n).

Es decir, f se extiende como R/I-morfismo mediante el R/I-endomorfismo

g. Concluimos que M es un R/I-médulo cuasi inyectivo. ]

A continuacion veremos una interesante caracterizacion de maddulos
cuasi inyectivos en términos de su capsula inyectiva. Para esto, es opor-
tuno recordar que, si M es un modulo y N < M un submoddulo, decimos

que N es fuertemente invariante en M si para todo f € End(M), se
verifica que f(N) C N.

Teorema 1.22. Sea M un mddulo. Las siquientes condiciones son equi-

valentes:
i) M es cuasi inyectivo,
it) M es fuertemente invariante en E(M).

Demostracion. i) = ii) Sean f € End(E(M)) y N < M el submédulo
definido por N ={z € M | f(z) € M}. Consideremos f|y : N — E(M)
la restriccién de f en N. Tengamos en cuenta que f(N) < M, por esta
razon, podemos pensar a f |y como un morfismo de N a M. Ahora,

tomemos ¢ : N — M y j: M — E(M) las inclusiones concernientes.
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Como M es cuasi inyectivo, entonces existe un endomorfismo g : M — M

tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Ny MLy B(M)

fn //g/
x
M f
|
E(M)

Ademés, siy € MO (f |a —g)(M), entonces f(m) = y+g(m) € M, para
algin m € M. Luego m € N y, por tanto, f(m) = g(m). Asi que y = 0.
Esto demuestra que M N (f [ —g)(M)) = {0} y, como M es esencial en
E(M), se tiene que, f(M)=g(M) C M.

i) = i) Sean N < M un submédulo y h : N — M un morfismo.
Consideremos i : N < M y j : M — E(M) las inclusiones correspon-
dientes. Luego, como E (M) es inyectivo, entonces existe un endomorfismo

g: E(M) — E(M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 N1y MLy B(M)
hJ{ ///
M Py
j[ 7
)’
E(M)

Podemos considerar g|y : M — E(M) la restriccién de g en M. Notemos
que g|p(M) C (M), es decir g|y € End(M). Este endomorfismo hace
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que conmute el siguiente diagrama:

0 Nty MLy B(M)

Lo que demuestra, que M es cuasi inyectivo. O]

Teorema 1.23. Si M es un mddulo cuasi inyectivo, entonces M™ es

cuast myectivo, para toda n € N.

Demostracion. Sea f : E(M™) — E(M()) un endomorfismo. Considere-
mos iy, : B(M) — E(M™) la k-ésima inclusion y 7 : E(M™) — E(M)

la k-ésima proyeccion. Naturalmente

j=1

Asi que, si m € M™ entonces

n

mef(m) =T f (Z iﬂj(m)> = (mefiz)(mi(m)).
j=1 j=1
Ahora, notemos que 7 fi; € End(E(M)) y que m;(m) € M, para toda
Jj € {1,...,n}. Asi que, (mfi;)(mj(m)) € M, para cada j € {1,...,n}.
Luego f(m) € M™. Esto demuestra que f(M®™) C M. Entonces,
por el Teorema , se obtiene que M™ es cuasi inyectivo, para toda
n € N. O

El Teorema|l.22 motiva la nocién de «capsula cuasi inyectiva», la cual

se define de manera natural como sigue:
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Definicién 1.24. Sea M un mddulo. Definimos la capsula cuasi inyec-
tiva de M como el minimo maodulo cuasi inyectivo que contiene a M.

Denotamos a la cdpsula cuasi inyectiva de M por Q(M).
Proposicion 1.25. Todo mdodulo tiene cdpsula cuasi inyectiva.

Demostracion. Sea M un modulo. Consideremos el modulo

D= {f(M)<E(M)|f € EndE(M))?}.

Primero notemos que M es un submédulo de I' pues Idy € End(M),
ademés, Idy (M) = M, es decir que

M = Idy(M) <> {f(M)| f € End(E(M))} =T.

Ahora veamos que I' es cuasi inyectivo. Como M <., E(M)y M <T <
E(M), entonces I <.; E(M). Se sigue que E(I') = E(M). Por otro lado,
si f € End(E(')) = End(E(M)), entonces

F0) = £ (D _{9(M) | g € End(E(M)})
= > {f9(M) | g € End(E(M))}

<T.

Por lo tanto, I' es fuertemente invariante en FE(I"). Vale decir, que I' es
cuasi inyectivo. Finalmente, verifiquemos que I" es el menor cuasi inyectivo
que contiene a M. Para ello, consideremos un moédulo cuasi inyectivo N
tal que N D M. Entonces E(M) < E(N). Pero E(N) es inyectivo, luego
existe g € End(E(N)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

E(M)—— E(N)

I
fl 19
34

E(M)—— E(N).
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De modo que f(M) = g(M). Pero N es cuasi inyectivo, esto es, N es
fuertemente invariante en su cépsula inyectiva. Por lo tanto, para g se
verifica que g(N) C N. Resumidamente, para cada f € End(E(M))
existe g € End(E(M)) tal que

En consecuencia, I' = Y {f(M) | f € End(E(M))} < N. De todo lo

anterior podemos concluir que I' = Q(M).

O

Ejemplo 1.26. Consideremos el Z-modulo M = Q®Z,x donde k,p € Ny
p es primo. Notemos que cualquier submddulo propio de E(M) = Q@ Z,
que contenga a M, es de la forma Q® Z,: con k < i € N. Ademds, por un
argumento similar al que se empleoé en la demostracion de la Proposicion
se verifica que Q @ Zyi no es cuasi inyectivo para ningin i € N. Por
esto y porque Q(M) < E(M), podemos afirmar que Q(M) = E(M).

Ejemplo 1.27. Consideremos los Z-maodulos Zy® 2Ly y 24D Zo. Notemos
que Ly B Lo C Ly P Ly y que Ly B Zy es cuasi inyectivo, por ser L, cuasi
inyectivo. Sin embargo, Zy ® Zo no es cuasi inyectivo. Ciertamente, el
morfismo f: {0,2} & Zy — Z4 ® Zy tal que f(2,0) = (0,1), no se puede
extender a un endomorfismo de Zs ® Zo. En caso contrario, existiria
un endomorfismo g de Zy ® Zo tal que f = gi, con i : {0,2} ® Zy —
Zy D Zs la inclusion. Luego podriamos definir el morfismo h : Zy — 7o
por h = wgj, donde j : Zy — Ly D Zg es la inclusion y Ly B Lo — Lo
es la proyeccion. Entonces ocurriria que h(2) = mgj(2) = 7g((2,0)) =
7(0,1) = 1. Pero esto no puede cumplirse, pues ningin morfismo ¢ :
Zy — Zy es tal que o(2) = 1. Esto demuestra que Zy ® Zy no es cuasi
inyectivo. Luego podemos concluir que Q(Zy ® Zo) = Ly ® Zy.
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1.2. Modbdulos cuasi proyectivos.

Es turno de los médulos cuasi proyectivos. En esta seccion haremos
un andalisis similar al que hicimos en la secciéon anterior con los moédu-
los cuasi inyectivos, es decir, estudiaremos los moédulos cuasi proyectivos
considerando los resultados que necesitamos para la tercer seccion. Como
veremos mas adelante, los modulos cuasi proyectivos tienen propiedades
interesantes heredadas de los modulos proyectivos, pero a veces revelan

sus diferencias de formas muy atractivas.

Definicién 1.28. Decimos que un modulo M es proyectivo si para cua-
lesquiera modulos N y L, y para todo epimorfismo q : L — N, se verifica
que cualquier morfismo f : M — N se puede levantar a un morfismo
g : M — L. Es decir, para cualquier morfismo f : M — N, existe un

morfismo g : M — L tal que el siguiente diagrama conmuta:

M
9 , g
27
X q

L—»N
Definicién 1.29. Decimos que un modulo M es cuasi proyectivo si para
todo modulo N y para todo epimorfismo q : M — N, se tiene que cual-
quier morfismo f : M — N se puede levantar a un endomorfismo de M.
Es decir, para cualquier morfismo f : M — N, existe un endomorfismo

g: M — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

g Ve
ot lf
< q
M——»N
Es claro que todo médulo proyectivo es cuasi proyectivo. También
los médulos semisimples y, por lo tanto, los modulos simples, son cuasi

proyectivos. A continuacién vamos a estudiar un resultado que nos va

ayudar a demostrar este hecho.
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Lema 1.30. Sean M y N mddulos, vy f : M — N un morfismo. Si
Niuc(f) <g¢ M, entonces existe un morfismo h : Im(f) — M tal que

Fh = Tdpm(p)-

Demostracion. Sea L < M un submédulo tal que Nic(f) & L = M.
Consideremos f |, : L — N la restriccién de f en L. Luego, si m € M

siendo m =n+1 con n € Nic(f) y | € L, entonces

f(m) = fn) + f() =0+ () = [ | (D).

Por lo tanto, f |, es un morfismo de L en Im(f). Mas aun, f |, es un
epimorfismo. Pero ademas, Nic(f |1) = Nic(f) N L = {0}, es decir, f |
es un monomorfismo. O sea que f |, es un isomorfismo. Luego podemos
considerar el morfismo h : Im(f) = M con h = f |, Y en definitiva,
fh = Idm. O

Ejemplo 1.31. Todo mddulo semisimple es cuasi proyectivo.

Demostracion. Supongamos que M es un moédulo semisimple, N un médu-
lo, f: M — N un morfismo y ¢ : M — N un epimorfismo. Como M es
semisimple, entonces N1c(q) <g M. Luego, por el Lema , existe un
morfismo h : I'm(q) — M tal que gh = Idy,(q). Pero ¢ es un epimorfismo,

asi que, Im(q) = N. Describimos la situacién con el siguiente diagrama:

Nl
|

S

oo
M ——» N
Ahora, si definimos el endomorfismo g : M — M por g = hf, tenemos

que

q9 = q(hf) = (qh)f = (Idn)f = f.
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Es decir, g hace conmutar el siguiente diagrama:

/lf
M—LuN

Esto demuestra que M es cuasi proyectivo. O]

Habiamos mencionado que los médulos proyectivos son cuasi proyecti-
vos, no obstante, no todos los médulos cuasi proyectivos son proyectivos,

como lo establece el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.32. El Z-mddulo Zo es cuasi proyectivo pero no proyectivo.

Demostracion. Como Zs es un Z-médulo simple, efectivamente, es un
Z-modulo cuasi proyectivo. Por otro lado, supongamos que Zy es un Z-
modulo proyectivo y consideremos el Z-médulo Z4 y el epimorfismo ¢ :
Zy — 7y tal que q(0) = q(2) =0y q(1) = q(3) = 1. Notemos que ¢ es el
unico epimorfismo de Z4 a Z,. Luego, por hipotesis, existe un morfismo

f:Zy — 7Z4 que hace conmutar el siguiente diagrama:

Ly

7
Idg,

7
1’4

Z4—q»Z2

Asf que qf = Idyg,. Sin embargo, 1 € Z4 es un elemento de orden 2, luego
f(1) € Zy4 es de orden 2, pero el tinico elemento de orden 2 en Zy, es 2,
por lo tanto, f(1) =2 = 0. Entonces,

1= TIdg,(1) = qf (1) = q(f(1)) = q(2) = 0,

pero esto es una contradiccién, en atencién a la cual se concluye que Zs

no es proyectivo. O]
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Proposicion 1.33. Sumandos directos de modulos cuasi proyectivos son

cuasi proyectivos.

Demostracion. Consideremos un modulo cuasi proyectivo M y un su-
mando directo N <4 M. Ademds, sean L un médulo, ¢ : N — L un
epimorfismo y f : N — L un morfismo. Adicionalmente, consideremos
el morfismo frny : M — L y el epimorfismo gry : M — L, donde
mn : M — N es la proyeccion. Luego, como M es cuasi proyectivo y gy
es un epimorfismo, entonces existe un endomorfismo ¢ : M — M tal que

el siguiente diagrama conmuta:

g ,

M
v g lﬂ'N
V2 N

S
1’4
M5 N 2L
Ahora, podemos considerar al endomorfismo A : N — N definido por

h = 7ng |n y entonces, para toda n € N, se cumple que

qh(n) = q(7ng |n)(n)
= qrn(g v (n))

= qrn(g(n))
= (gmng)(n)
= fmn(n)

= f(n).

Es decir, h hace conmutar el siguiente diagrama
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Por consiguiente, N es cuasi proyectivo. O

Teorema 1.34. Si R es un anillo, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
i) R es semisimple,
it) R® S es cuasi proyectivo para todo R-mddulo simple S,

ii1) La suma directa de cualesquiera dos R-mddulos cuasi proyectivos es

cuasi proyectiva,

iv) La suma directa de cualesquiera dos R-mddulos cuasi proyectivos

finitamente generados es cuasi proyectiva.

Demostracion. i) = iii) Toda vez que R es semisimple, sucede que todo
R-modulo es proyectivo y, por tanto, cuasi proyectivo.
i1i) = iv) Es claro.
iv) = ii) Se sigue del hecho de que R y S son R-médulos cuasi proyecti-
vos finitamente generados.
i) = i) Sea S un mdédulo simple, mientras que m : R® S — R
y my : R®S — S son las proyecciones correspondientes. Consideremos un
epimorfismo ¢ : R — S que existe por ser S simple, y air: S — R® S
la inclusién respectiva. Luego, como R & S es cuasi proyectivo, entonces
existe un endomorfismo g : R®& S — R® S tal que el siguiente diagrama
conmuta:

_ ReS

g -~ l
— T2
—

RPS—™yR—L 43

Ahora, definamos el morfismo f : S — R por f = mgis. Entonces

qf = q(mgiz) = (qm19)is = mais = Idg.
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Es decir, el morfismo f se escinde y, por lo tanto, .S es un sumando directo
de R. Se concluye que todo R-moédulo simple es proyectivo y, esto implica,
que R es semisimple. Ver [41], 20.7]. [

Definicién 1.35. Sean M y N modulos. Decimos que un modulo P es
proyectivo respecto a M si para todo epimorfismo q : M — N y para todo

morfismo f : P — N, existe un morfismo g : P — M tal que qg = f.

Teorema 1.36. Sean R un anillo y ¢ C R— Mod una clase de modulos
tal que, para todo M € R — Mod, existen un modulo C' € € y un mono-
morfismo f: M — C. St un R-mddulo P es proyectivo respecto a la clase
€, es decir, P es proyectivo respecto a C' para todo C' € €, entonces P

es proyectivo.

Demostracion. Sea N < M un submédulo, f: P — M /N un morfismo y
p: M — M/N el epimorfismo natural. Notemos que para demostrar que

P es proyectivo, basta con completar el siguiente diagrama:

P

|1

M —L% M/N

Para eso, consideremos C' € € tal que M = M’ para algin M’ < C.
Entonces podemos afirmar, sin pérdida de generalidad, que M/N < C'/N.
Entonces, como P es proyectivo con respecto a la clase %, existe un

morfismo g : P — C' tal que el siguiente diagrama conmuta:
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donde i : M/N < C/N es la inclusiéon y 7 : C' — C/N es el epimorfismo
natural. Por otro lado, sea x € P y asumamos que f(z) = ¢+ N con

c € M. Siendo asi, tenemos que

g(x) + N = n(9(x)) = (rg)(z) = (if)(z) = i(f(z)) = f(z) = ¢+ N.

Por lo tanto, (g(z) —¢) € N. Pero ¢ € M, luego ((g(x) —¢c) +¢) € M,
es decir, g(x) € M. De modo que g(P) < M. Ahora, consideremos
g|M : P — M el morfismo ¢ correstringido a M y «|y : M — M/N
el epimorfismo 7 restringido a M. Notemos que 7|y; coincide con el epi-

morfismo natural p. Entonces, para toda p € P, se verifica que

7l (91 (p) = 714, (9(p)) = 7(9(p)) = if(p) = f(p).

Es decir, p(g|™) = 7[,,(g|") = f. Por lo tanto, g|* hace conmutar el

ol

M —» M/N

siguiente diagrama:

Y en consecuencia, P es proyectivo. O

Corolario 1.37. Sea M un mddulo. Si M es proyectivo respecto a la

clase de los modulos inyectivos, entonces M es proyectivo.

Teorema 1.38. Sea M un mddulo. Si N & M es cuasi proyectivo para

todo modulo inyectivo N, entonces M es proyectivo.

Demostracion. Por el Corolario para demostrar que M es proyecti-

vo, basta con completar el siguiente diagrama:

M

|s

N-—"%N/K.
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donde N es un médulo inyectivo, K < N es un subméduloy 7 : N —
N/K es el epimorfismo natural. Para ello, consideremos el siguiente dia-

grama:

NoM

|7
T ., NeM
N ® M —— gy

donde 7 : N M — (N @ M)/(K & {0}) es el epimorfismo natural y
fiNeM — (NeM)/(K®{0}) es el morfismo definido por f((n,m)) =
(x,0) + K & {0}, para todo (n,m) € N & M, con z € N tal que f(m) =
r + K. En este caso, como N @& M es cuasi inyectivo, entonces existe un
endomorfismo h: N @ M — N @ M tal que 7h = f. Asi que, si (0,m) €
N@& M, € Ny f(m) = n(z), entonces 7h = ((0,m)) = f((0,m)) =
(z,0)+ K @©{0}, es decir, h((0,m))+ K ®{0} = (z,0)+ KD {0}, entonces
h((0,m)) — (x,0) € K @ {0}. Luego, si asumimos que h((0,m)) = (n'm’),
entonces ' —x € K. Asi que, si my : N@® M — N es la proyecciéon en N,

se tiene que
(anh)((0,m)) =7(n) =n'"+ K =2+ K = n(x) = f(m).

Por lo tanto, si h : M — N es el morfismo definido por h = wyhis, donde
19 : M — N @& M es la inclusion, entonces mh = f. Es decir, h hace

conmutar el primer digrama, o sea

M
S
N~—» N/K.

conmuta. Por lo tanto, M es proyectivo.
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Lema 1.39. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Si MX) es cuasi pro-
yectivo para todo conjunto X, y M contiene un submaodulo isomorfo a

rR, entonces M es proyectivo.

Demostracion. Sean N y E dos R-mdédulos con E inyectivo. Ademas,
sean f: M — Ny q:FE — N un morfismo y un epimorfismo respectiva-
mente. A efectos de demostrar que M es proyectivo, debemos completar
el siguiente digrama:
M
|
E—14N
Por hipétesis, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que R < M
y, por lo tanto, que R < M&) | para todo conjunto X. En cuyo caso,
podemos considerar la inclusién i : R < M) para todo conjunto X.
Ademsds, notemos que existe un epimorfismo p : RX) — E. para algin
conjunto X. Asi que, en consecuencia de que F es inyectivo, tenemos que

existe un morfismo ¢ : M) — E tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Ry pfX)

Tenemos que gi = p, pero p es un epimorfismo, luego g es un epimorfismo.

(X)

Ahora, como M'*) es cuasi proyectivo, entonces existe un endomorfismo

h: M) — M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

MX)
s
v g lﬂ'k
_ Ve
h - M
- g f
M&) E N



1.2 Mddulos cuasi proyectivos. 27

donde 7, : M) — M es la k-ésima proyeccién. Por otro lado, consi-
deremos ¢, : M — M) la k-ésima inclusién y definamos el morfismo

h: M — E por h = ghu. Entonces, si m € M, tenemos que

gh(m) = q(ghu)(m
= (qgh)ur(m
= (fme)u(
= f(miee)(
f(Ada(m)
= f(m).

Es decir, h hace conmutar el primer diagrama, esto es,

J

m

)
)
m)
)
)

conmuta. Luego, por el Corolario [1.37, M es proyectivo. O

Lema 1.40. Sean R un anillo e I < R un ideal bilateral. Si M es un

R/I-mddulo proyectivo, entonces M es un R-mddulo cuasi proyectivo.

Demostracion. Sean N un R-moédulo, f : M — N un R-morfismo y
q: M — N un R-epimorfismo. Notemos que N es un R/I-médulo, en
virtud de Lema [1.19] ya que, IN = Iq(M) = q(IM) = q({0}) = {0}.
Ademads, f es un R/I-morfismo pues, para cualesquiera r € Ry m € M,
se tiene que f((r + I)m) = f(rm) = rf(m) = (r + I)f(m). Luego,
como M es un R/I-médulo proyectivo, entonces existe un R/I-morfismo
g: M — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

r/ 1M
- ! !

5o

r/IM — g/ N.
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Pero g es, a su vez, un R-morfismo. En efecto, si r € Ry m € M,
entonces g(rm) = g((r + I)m) = (r + I)g(m) = rg(m). De modo que,
f se puede levantar como R-morfismo con un R-endomorfismo de M, a

saber g. Luego M es un R-modulo cuasi proyectivo. O

Lema 1.41. Sea R un anillo e I < R un ideal bilateral. Entonces M
es un R/I-mddulo cuasi proyectivo si y solo si M es un R-mddulo cuasi

proyectivo tal que IM = {0}.

Demostracion. (=) Nétese que la demostracion es andloga a la del Lema
.40

(<) Sean N un R/I-médulo, f : M — N un R/I-morfismo y ¢ :
M — N un R/I-epimorfismo. Notemos que, por el Lema , M es
un R/I-médulo y N es un R-médulo tal que IN = {0}. Ademds, f es
un R-morfismo pues, para cualesquiera m € M y r € R, se tiene que
frm) = f((r+1)m) = (r+1)f(m) =rf(m). Luego, como M es un R-
modulo cuasi proyectivo, entonces existe un R-endomorfismo g : M — M

tal que el siguiente diagrama conmuta:

g 7
7 lf
“q
M —— N
Pero g es, al mismo tiempo, un R/I-morfismo pues, sir € Ry m € M,
entonces g((r+1)m) = g(rm) = rg(m) = (r+1)g(m). De hecho, g como
R/I-morfismo, levanta al R/I-morfismo f. Consecuentemente, M es un

R/I-médulo cuasi proyectivo. [

Proposicion 1.42. Si P es un maodulo proyectivo y' T < P un submddulo

fuertemente invariante en P, entonces P/T es cuasi proyectivo.

Demostracion. Sean N un médulo, h : P/T — N un morfismo y ¢ :

P/T — N un epimorfismo. Consideremos la siguiente sucesién exacta:

0 rT——p-—Lsp/T 0.
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Notemos que, por ser P proyectivo, existe un endomorfismo f : P — P

tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Tt sp—Lyp/T
/f// h

'

Ademds, dado que f(T') < T, tenemos que p(f(7)) < p(T) = {0}. Asi
que, pf(T) = {0}, luego pfi(T) = {0}. Por otra parte, observemos
que, por la propiedad universal del conticleo, existe un endomorfismo

g: P/T — P/T tal que gp = pf. Entonces se verifica que

hp = qpf = q(pf) = a(gp) = (q9)p-

Por lo tanto, h = qg. Es decir, g hace conmutar el siguiente diagrama:

4
P/T — N
Por lo tanto, P/T es cuasi proyectivo. O]

Recordemos que si M y N son médulos y ¢ : M — N es un epimor-
fismo, decimos que ¢ es superfluo si Nic(q) < M. Ademds, una pareja
(P,q) donde P es un moédulo proyectivo y ¢ : P — M es un epimorfis-
mo superfluo, recibe el nombre de cubierta proyectiva de M. A propdsito
de esto, Wu y Jans definieron de forma analoga este concepto para los
modulos cuasi proyectivos, de la siguiente manera: si M es un médulo,
una cubierta cuasi proyectiva de M es una pareja (@, q), donde @) es un
modulo cuasi proyectivo, ¢ : () — M es un epimorfismo superfluo y para

todo {0} # T" C Nc(q), se verifica que Q/T" no es cuasi proyectivo.
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Proposicién 1.43. Sea M un mdédulo cuasi proyectivo. Si P—2» M es

una cubierta proyectiva de M, entonces Nic(q) es fuertemente invariante
en P.

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta:

0 —— Nic(q) “— P25 M 0,

y un morfismo f € End(P). Vamos a demostrar que f(Nic(q)) € Nic(q).
Para ello, consideremos el médulo T' = N4c(q) + f(Ntc(q)), y notemos
que f(Ntc(q)) C T, ast que, podemos definir el morfismo f : P/Ntc(q) —
P/T tal que f(x + Ntc(q)) = f(z) +T con x € P. También podemos
definir el morfismo g : P/T — M/q(T) por g(z +T) = q(x) + q(7T).
Ademads, observemos que M = P/Ntc(q) y denotemos por ¢ al iso-
morfismo entre M y P/Ntc(q). Adicionalmente, definamos el morfismo

h:P/T — M/q(T) por h = gfy. Tenemos el siguiente diagrama:

M

J»

M " M/q(T)

donde 7 : M — M/q(T) es el epimorfismo natural. Luego, como M es
cuasi inyectivo, entonces existe un endomorfismo p : M — M que hace
conmutar el diagrama anterior, esto es, T = h. Y como P es proyectivo,
entonces existe un endomorfismo p : P — P que hace conmutativo el

siguiente diagrama:
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Por otra parte,si X = {y € P | f(y)—p(p) € Nic(q), para algin p € P},
entonces afirmamos que X + Ntc(q) = P. En efecto, podemos considerar

los diagramas conmutativos:

P2 M

| |
h
pl I#\

4 <
P M- M/q(T)

P—LsM
f
P M= M/q(T).

h

El segundo de estos diagramas conmuta porque, si tomamos un x € P,
entonces, por un lado, mqf(z) = q(f(x)) + ¢(T'), y por otro, hq(x) =
((9f¢)q)(z), pero el Primer Teorema de Isomorfismo nos asegura que

©(q(x)) = x 4+ Ntic(q), luego

(9fpq)(x) = (9F)(vq(x))
= gf(x + Niic(q))
=g(f(z)+T)
= q(f(x)) +a(T)
= mqf ().

Asi que, efectivamente, el diagrama conmuta. Entonces, para cada p €
P, se verifica que (mq(f — p))(p) = 0, por lo tanto, (¢(f — p))(p) €
Nic(m) = q(T). Esto demuestra que q(f — p)(P) C ¢q(7T) y, por tanto,
(f — p)(P) C T+ Nic(q) = T. Asi que, para todo p € P, se cumple
que f(p) — p(p) = n1 + f(ny), para algunos ny,ny € Nic(q). De modo
que, p — ny € X, lo que confirma que X + Ntc(q) = P, como habiamos
afirmado. Pero ademds, Nc(q) < P, entonces lo que realmente tenemos
es que X = P. Por otra parte, q(p(Nc(q))) = pg(Nic(q)) = {0} y, en
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consecuencia, p(Nic(q)) € Nic(q). Finalmente, tomemos un elemento
z € f(N4c(q)). Entonces existe y € Nic(q) C P tal que x = f(y), pero
P = X, luego f(y) — p(y) € Nic(q) y, ademas, p(y) € p(Nic(q)) €
Ntc(q). Ast que, z = f(y) = (f(y) — p(y)) + p(y) € Nic(q). Se concluye
que f(Nie(q)) € Nic(g).

[

Corolario 1.44. Sea M un mddulo. Si M es cuasi proyectivo y tiene

cubierta proyectiva, entonces MWD es cuasi proyectivo para todo conjunto

1.

Demostracion. Sea 0 — Niic(q)~—— P ——» M una cubierta proyec-

0
tiva para M. Entonces 0 —— Niic(q)D—— PO L M) es una cu-
bierta proyectiva de M), Por la Proposicién |1.42] basta demostrar que
f(Ntc(q)!)) € (Nie(q)!D), para todo f € End(P!). Para esto, tome-
mos = € (Ntc(q))") donde x = x;, + ... + z;, con z;; € Ntic(q). Luego, si

1 o P = P es la k-ésima inclusién, entonces x = 1y(xs,) + ... + tn(z1,),
por lo tanto, f(z) = f(z;))+...4+ f(xi,) = fui(zsy)+...+ fun(zi,) v, en con-

I) 5 Pesla

secuencia, m; f(z) = m; fu1(zi,) + ...+ 7 fin(zi,) donde m; : Pl
j-ésima proyeccién. Pero 7, fu, € End(P), asi que, la Proposiciénnos
asegura que 7, fur(z;,) € Nic(q), para toda k € {1,...,n}. Se sigue que
(m;fu)(z) € Nic(q), para todo j € {1,....,n}, luego f(x) € (Ntc(q))?D.
Esto demuestra que f(Ntic(q)D) C Niic(q)!) y, por esta razén, M7 es

cuasi proyectivo. 0

1.3. Anillos artinianos de ideales principa-

les I.

Un conocido teorema de Faith y Walker, nos asegura que los anillos

para los cuales todo médulo inyectivo es proyectivo y todo moédulo pro-
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yectivo es inyectivo, son los anillos cuasi Frobenius, mejor conocidos en
la literatura como anillos QF' por sus siglas en inglés. Una generalizacion
clasica de esta clase de anillos, es la de los artinianos de ideales principa-
les. Esto, debido a que una importante caracterizacion de estos tltimos,
declara que un anillo R es artiniano de ideales principales si y solo si el
cociente R/I es cuasi Frobenius, para todo I < R ideal bilateral. Con
esta relacion tan estrecha entre ambos tipos de anillos, era previsible que
contaran con propiedades andlogas. Efectivamente, el Teorema [1.50] re-
sultado principal de esta seccion, da muestra de que los anillos para los
que todo moédulo cuasi inyectivo es cuasi proyectivo y todo modulo cuasi
proyectivo es cuasi inyectivo, resultan ser, precisamente, los anillos arti-
nianos de ideales principales. Dicho sea de paso, a esta analogia le debe
su titulo esta tesis. Por ultimo, esta seccién incluye algunos resultados
para los que no incluimos su demostracion, sin embargo dichos teoremas
son ya cléasicos de la teoria de anillos y médulos, razén por la que el lector

podré encontrar mas detalles sobre ellos en algunos textos, por ejemplo
[18] y [29].

Definicién 1.45. Sea R un anillo. Decimos que R es artiniano de ideales
principales si es artiniano derecho e izquierdo y de ideales principales

derechos e izquierdos.

Teorema 1.46. Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

i) R es artiniano de ideales principales,

i) R/I es cuasi Frobenius, para todo I < R ideal bilateral.
Demostracion. Ver [I8, Proposicién 25.4.6 B. ]

Teorema 1.47 (Faith-Walker). Sea R un anillo. Las siguientes condi-

ctones son equivalentes:
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i) R es cuasi Frobenius,
it) Todo R-mddulo inyectivo es proyectivo,
i11) Todo R-mddulo proyectivo es inyectivo.
Demostracion. El lector la puede encontrar en [29, Teorema 13.6.1]. [

Definicién 1.48. Si R es un anillo, decimos que un R-mddulo M es fiel

si para cada r € R\ {0} existe un m € M con rm # 0.

Teorema 1.49. Sea R un anillo artiniano. Si M es un R-mddulo fiel,

entonces existe n € N tal que M™ tiene un submddulo isomorfo a rR.

Demostracion. Asumamos que M es un modulo fiel. Consideremos

J = ({Nic(f) | f € Homp(rR, M)}.

Entonces J < R es un ideal izquierdo. Por otro lado, si 0 # ry € R, como
M es fiel, entonces existe my € M tal que romg # 0. Luego, si f : R — M
es un morfismo tal que, para cada r € R, se tiene que f(r) = rmq,
entonces rg € Nuc(f)y, por lo tanto, ro ¢ J. Esto demuestra que J = {0}.
Por otra parte, como R es artiniano, entonces es finitamente cogenerado
y, en consecuencia, existen f; € Homg(rR, M) coni € {1,....,n} yn € N,

tales que
(M Vitc () = {0}.
i=1

Asi que, podemos considerar el morfismo g : R — M® definido por

g(r) = (fi(r), ..., fu(r)) para cada r € R. Luego

Nic(g) = (| Nie (f;) = {0}.

i=1
Esto equivale a decir que g es un monomorfismo, y de este hecho se sigue

que R es isomorfo a un submdédulo de M), O
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Recordemos que si R es un anillo y M es un R-modulo, el anulador

de M, denotado por (0:M), se define como sigue:
(0:M) ={r € R|rm =0 para toda m € M}.

Notemos que si M es un R-mddulo fiel, entonces (0:M) = {0}. Ademas,
el anulador de cualquier R-médulo M es, claramente, un ideal bilateral
de R.

Teorema 1.50. Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
i) R es artiniano de ideales principales,
i1) Todo R-mddulo cuasi inyectivo es cuasi proyectivo,
i1i) Todo R-mddulo cuasi proyectivo es cuasi inyectivo.

Demostracion. i) = ii) Consideremos un R-mdédulo cuasi inyectivo M y
al anillo R/(0:M). Notemos que, en consecuencia del Lema|l.19, M es un

) -médulo. Ademas, M es un (@) -modulo fiel ya que

R
(0:M) 0: M)

(0:M_=

(0:M)

) = (0:M) = {05}

Entonces, por el Teorema |1.49) ﬁ < M®™ para alguna n € N. Asf
R

que, debido al Teorema [1.23] se tiene que M™ es un (@)

-modulo inyectivo.

-médulo cuasi

inyectivo. Luego, por la Proposicion [1.15) M es un

(0:M) M )
es un anillo cuasi Frobenius, por

Pero de la hipdtesis se obtiene que (0]}/1)

lo tanto, M es un ( L —_médulo proyectivo. Siendo asi, se sigue del Lema

0:M

1.40, que M es un R—rilodulo cuasi proyectivo.
i1) = 1) Sea I < R un ideal bilateral. Primero observemos que si todo
R-modulo cuasi inyectivo es un R-modulo cuasi proyectivo, entonces todo
R/I-médulo cuasi inyectivo es un R/I-mdédulo cuasi proyectivo. En efecto,

si M es un R/I-médulo cuasi inyectivo, entonces, por el Lema(1.21] M es
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un R-médulo cuasi inyectivo tal que M = {0}. Luego, por hipdtesis, M
es un R-moédulo cuasi proyectivo, pero ademés es tal que IM = {0}. Esto,
segun el Lema , significa precisamente, que M es un R/I-médulo cuasi
proyectivo, como habiamos afirmado. Por otro lado, sean I < R un ideal
bilateral y M un R/I-médulo inyectivo. Entonces M & M es un R/I-
modulo inyectivo y, en consecuencia, es un R/I-médulo cuasi inyectivo.
Asi que, debido a la hipétesis junto con la observacion anterior, resulta que
M@ M es un R/I-médulo cuasi proyectivo, pero esto implica, en vista del
Teorema m, que M es un R/I-médulo proyectivo. Hemos demostrado
que todo R/I-médulo inyectivo es un R/I-médulo proyectivo o, dicho de
otro modo, R/I es un anillo cuasi Frobenius. Esto equivale a decir, que

R es un anillo artiniano de ideales principales.

i) = 4i1) Sea M un R-mdédulo cuasi proyectivo. Del Lemall.41} resulta

que M es un (&LM)—médulo cuasi proyectivo. Luego, como R es un anillo

artiniano y M es un w:—%
que (():—Ifw) < M®™ para alguna n € N. Ademds, como R es artiniano,
entonces es perfecto izquierdo y, por tanto, M tiene cubierta proyectiva.

_R_
(0:M)~

médulo cuasi proyectivo. Del mismo modo, M tiene cubierta proyectiva,

R
(0:M)
cuasi proyectivo, para cualquier conjunto X. Luego, por el Lema[l.39] se

tiene que M ™ es un (QLM)—médulo proyectivo. Pero % es un anillo cuasi

Frobenius por hipétesis, de modo que M ™ es un ﬁ—médulo inyectivo,
R

luego M es un W—médulo inyectivo, lo que implica, conforme al Lema

que M es un R-médulo cuasi inyectivo.

-moédulo fiel, se sigue de la Proposicién |1.49]

Esto implica, de acuerdo con el Corolario [1.44) que M®™ es un

asi que, una vez mas por el Corolario [1.44) (M ™)) es un -médulo

i11) = i) Observemos que, si todo R-mddulo cuasi proyectivo es un
R-médulo cuasi inyectivo, entonces todo R/I-médulo cuasi proyectivo es
un R/I-médulo cuasi inyectivo. Efectivamente, si M es un R/I-mdédulo

cuasi proyectivo, por el Lema[1.40, tenemos que M es un R-mdédulo cuasi
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proyectivo tal que IM = {0}. Luego, por hipétesis, M es un R-mddulo
cuasi inyectivo, pero ademds es tal que IM = {0}. Esto significa, en
vista del Lema m, que M es un R/I-médulo cuasi inyectivo, que es lo
que queriamos verificar. Dicho esto, sean I < R un ideal bilateral y M
un R/I-médulo proyectivo. Como M es proyectivo, entonces es sumando
directo de un R/I-médulo libre F'. Ademds, por ser F' un R/I-médulo
libre, entonces es un R/I-médulo proyectivo y, por lo tanto, es un R/I-
modulo cuasi proyectivo. Se sigue de la hipdtesis junto con la observacién
precedente, que F' es un R/I-médulo cuasi inyectivo. Pero, que F sea
libre, también implica que existe un submédulo N < F' tal que N = R/I,
lo que conlleva, a juzgar por la Proposicion m, que F' es un R/I-médulo
inyectivo. Lacénicamente; cualquier sumando directo de F' es inyectivo, en
particular M es un R/I-mdédulo inyectivo. En conclusion, R/ es un anillo

cuasi Frobenius, o en otras palabras, R es artiniano de ideales principales.
m
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Capitulo 2

Modulos seudo inyectivos y

seudo proyectivos.

Como su nombre sugiere, en este capitulo vamos a discutir la seudo
inyectividad y la seudo proyectividad. Estas nociones forman parte de
una de las diferentes lineas de estudio que surgen a partir de los médulos
que estudiamos en el capitulo anterior. Son, de hecho, generalizaciones
suyas. Por eso resulta natural hacerse la misma pregunta que protagonizo
nuestro anterior apartado, pero esta vez cambiando la palabra «cuasi» por
la palabra «seudo». Nosotros contestamos cémo tiene que ser un anillo R
si ocurre que todo R-mdédulo seudo inyectivo es seudo proyectivo, y si todo
R-médulo seudo proyectivo es seudo inyectivo, y esta es la motivacion del
capitulo. Para ese fin, seguiremos un proceso similar al que usamos en
el capitulo previo, este es, las primeras dos secciones seran dedicadas al
estudio de algunas propiedades y teoremas sobre modulos seudo inyectivos
y seudo proyectivos, y esta teoria la emplearemos en la tercera seccion,

en la que expondremos, valiéndonos del trabajo anterior, tal resultado.

39
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2.1. Moébdulos seudo inyectivos.

En esta seccion exploraremos la seudo inyectividad; estudiaremos de-
terminadas propiedades de los médulos seudo inyectivos, algunas de ellas
analogas a las que tratamos en el capitulo anterior para los médulos cuasi
inyectivos, y otras que relacionan uno y otro concepto. Proporcionare-
mos un criterio para conocer en qué caso un modulo cuasi inyectivo es a
su vez seudo inyectivo. Ademas, caracterizaremos a los anillos semisim-
ples usando el concepto de seudo inyectividad. Como mencionamos antes,

estos resultados los aprovecharemos méas adelante, en la tercer seccion.

Definicién 2.1. Decimos que un modulo M es seudo inyectivo si para
todo submaodulo N < M, se tiene que cualquier monomorfismo f : N —
M se puede extender a un endomorfismo de M. FEs decir, para cualquier
monomorfismo f : N — M, existe un endomorfismo g : M — M tal que

el siguiente diagrama conmuta:

Claramente, todo médulo inyectivo y todo médulo cuasi inyectivo es
seudo inyectivo y, en consecuencia, cualquier médulo semisimple también
lo es. Sin embargo, no todo médulo seudo inyectivo es cuasi inyectivo, a

continuaciéon mostraremos un ejemplo que evidencia este hecho.

Ejemplo 2.2. Sea M un moddulo cuya reticula de submddulos es como la
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stguiente:

S —=

—_

/\2

N
/

de tal modo que N1 22 Ns. Entonces se tiene que:
i) M no es cuasi inyectivo.
it) Si End(Ny) = Zo con k € {1,2}, entonces M es seudo inyectivo.

Demostracion. Para demostrar i), primero notemos que si f € End(M)
y f no es el morfismo cero, entonces ocurre, ya sea, que f es un automor-
fismo de M, o bien, que Nic(f) = N1 @ Na. En efecto; si se cumpliera que
Nic(f) # N1&® N, entonces podriamos suponer que Nic(f) = Ny, luego,
por el Primer Teorema de Isomorfismo, tendriamos que M/N; = f(M),
pero esto no ocurre, pues si dos mddulos son isomorfos, entonces sus
reticulas de submdédulos también son isomorfas, sin embargo, la reticula
de submédulos de M /Ny:

{0}
de hecho, no es isomorfa a la reticula de submédulos de ningtin submédulo
de M, en particular de f(M). Por lo tanto, Nuc(f) # N;. De forma

andloga se deduce que Nic(f) # Ns. Por otro lado, si asumimos que
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Niuc(f) = {0}, desde luego, resulta que f es un monomorfismo, pero
m&s aun, se obtiene que M = f(M) y, en consecuencia, la reticula de
submédulos de M es isomorfa a la reticula de submédulos de f(M) y de
esto se sigue que M = f(M). Asi que f es, de hecho, un automorfismo
de M. Ahora, supongamos que M es cuasi inyectivo y consideremos f €
End(M). Ademés, tomemos ¢ : Ny @ Ny — M y m : Ny @& Ny — Ny la
inclusién y la proyeccién respectivamente. Tenemos una situacion como

la que se muestra en el siguiente diagrama:

0—— Ny & Ny M

|~

Ny

i

M

donde 77 : Ny < M es la inclusion. Luego, por hipotesis debe existir un
endomorfismo g : M — M tal que gt = i17. Pero del argumento anterior
se sigue que, o bien, g es un automorfismo, o bien, que Nic(g) = N1 ® Ns.
No obstante, si g es un automorfismo, entonces i,7; es un monomorfismo,
luego 7 es monomorfismo, lo que es una contradiccién. Y si Nic(g) =
N @ N,, entonces g = 0 vy, por lo tanto, 7,7 = 0, pero esto no es posible
ya que N7 # {0}. Estas contradicciones demuestran que el morfismo 17,
no se puede extender a un endomorfismo de M y, en consecuencia, M no
es cuasi inyectivo.

Ahora vamos a demostrar i7), asi que asumamos que End(Ny) = Zs
con k € {1,2}. Como N; 2 N, del argumento anterior se deduce que
cualquier monomorfismo de Ny, Ny o N7 & Ny a M, debe ser la inclu-
sién y, por lo tanto, puede extenderse al morfismo identidad de M. Esto

demuestra que M es seudo inyectivo.
O
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Proposicion 2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
modulo M.

i) M es cuasi inyectivo,
it) M @ M es seudo inyectivo.

Demostracidn. i) = i) Si M es cuasi inyectivo, por el Teorema [1.23] se
tiene que M & M es cuasi inyectivo y, por lo tanto, es seudo inyectivo.
i) = i) Sean N < M un submédulo y f : N — M un morfismo.
Definimos el morfismo g : N — M @& M por g(n) = (f(n),n), para
cada n € N. Notemos que g es un monomorfismo. Asi, como M & M es
seudo inyectivo, entonces existe un endomorfismo h: M & M — M & M

tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 Ne—" M sMaeM
gI /////
k/ h
Mo M

dondei: N — M ev: M — M@ M son las inclusiones correspondientes.
Ahora, consideremos a h |y: M — M @& M la restriccién de h a M,y
am : M@®&M — M la proyeccion en la primera componente. Notemos
que g = h |p i. Asi que, si definimos el endomorfismo ¢ : M — M por

¢ = mh |y y tomamos n € N, entonces se verifica que

wi(n) = (mih [a)i(n) = mi(h |y 1)(n) = m(g(n)) = f(n).
Es decir, ¢ hace que el siguiente diagrama conmute:

0— s N M

| A

M

Lo que demuestra, que M es cuasi inyectivo. O
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Corolario 2.4. Si la suma directa de cualesquier dos modulos seudo in-
yectivos es seudo inyectiva, entonces todo modulo seudo inyectivo es cuasi

mnyectivo.

Demostracion. Si asumimos que M es un médulo seudo inyectivo, por
hipdtesis resulta que M @& M es seudo inyectivo, lo que implica, a la luz

de la Proposicién que M es cuasi inyectivo. O

Corolario 2.5. Sea R un anillo. St la suma directa de cualesquier dos

R-mddulos seudo inyectivo es seudo inyectiva, entonces R es C1.

Demostracion. Sean M y N un par de R-mddulos cuasi inyectivos. En-
tonces ambos son R-médulos seudo inyectivos. Asi que, por hipdtesis,
M @ N es seudo inyectivo. Luego, por el Corolario , M & N es cuasi
inyectivo. Se concluye, en vista de la Proposicion [1.11} que R es CI. [

Definicién 2.6. Decimos que un anillo R es ST si todo R-mddulo seu-

do inyectivo es inyectivo.

Observemos que, de los Corolarios 2.4 y podemos deducir que, si

R es un anillo ST, entonces R es C1.

Proposicién 2.7. Si R es un anillo, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
i) Res SI,

i1) La suma directa de cualesquier dos R-médulos seudo inyectivos es

seudo inyectiva.

Demostracion. i = ii) Sean M y N un par de R-mddulos seudo inyecti-
vos. De la hipétesis resulta que M y N son inyectivos y, por ello, M & N

es inyectivo, lo que a su vez implica, que M & N es seudo inyectivo.
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i) = i) Sea M un R-mdédulo seudo inyectivo. De la hipdtesis a la
par del Corolario [2.5] se obtiene que R es CI, luego M es inyectivo. Por
lo tanto, R es S1.

O

Teorema 2.8. Sea R un anillo. Las siguiente afirmaciones son equiva-

lentes:
i) R es semisimple,
it) R es seudo inyectivo y S1,
iti) Todo R-mddulo es seudo inyectivo,
iv) Todo R-mddulo finitamente generado es seudo inyectivo,
v) Todo R-mddulo generado por cuatro elementos es seudo inyectivo.

Demostracion. i) = i) Si asumimos que R es semisimple, entonces todo
R-médulo es inyectivo, en particular los moédulos seudo inyectivos.

i1) = i7i) Como R es seudo inyectivo y SI, entonces es inyectivo,
es decir, R es autoinyectivo. Ademéds, como R es SI, entonces R es C1.
Luego, por el Teorema R es semisimple, pero esto implica, que todo
R-médulo es inyectivo y, por lo tanto, seudo inyectivo.

i11) = 1) Sea M un R-mddulo. De la hipétesis se obtiene que M & M
es seudo inyectivo. Luego, la Proposicion [2.3] nos garantiza que M es un
R-modulo cuasi inyectivo, lo que implica que R es semisimple, conforme
al Corolario [[.I8

i11) = iv) Es claro.

iv) = v) Es claro.

v) = i) Sea M un R-médulo ciclico. De la hipétesis se obtiene que (R®
M) & (R® M) es seudo inyectivo. Luego, la Proposicién [2.3 nos garantiza

que R @ M es cuasi inyectivo, asi que, por la Proposicion [1.15, podemos
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inferir que R & M es inyectivo. Resulta entonces que M es inyectivo. De
modo que, todo R-médulo ciclico es inyectivo o, equivalentemente R es

semisimple, [33], Corolario 6.47]. ]

Lema 2.9. Sea R un anillo e I < R wun ideal bilateral. Si M es un

R/I-mddulo inyectivo, entonces M es un R-mddulo seudo inyectivo.

Demostracion. Si M es un R/I-médulo inyectivo, por el Lema [1.20] re-
sulta que M es un R-médulo cuasi inyectivo y, en consecuencia, M es un

R-médulo seudo inyectivo. [

Lema 2.10. Sean R un anillo e I < R un ideal bilateral. Entonces M es
un R/I-mddulo seudo inyectivo si y solo si M es un R-mddulo seudo in-

yectivo tal que IM = {0}.

Demostracion. La demostracion es andloga a la del Lema [1.21] ]

2.2. Moébdulos seudo proyectivos.

Este breve apartado emana, principalmente, de la necesidad de demos-
trar uno de los resultados que alberga (Teorema , para demostrar el
segundo de los dos teoremas que figuran, en su totalidad, a la proxima
secci6én. Ese resultado, que es dual a uno de la seccién anterior (Teore-
ma , fue esencial para tal demostracién. También incluimos algunas

propiedades referentes a los médulos seudo proyectivos.

Definicién 2.11. Decimos que un modulo M es seudo proyectivo si pa-
ra todo modulo N y para todo epimorfismo q : M — N, se verifica que
cualquier epimorfismo p : M — N se puede levantar a un endomorfis-

mo de M. Es decir, para cualquier epimorfismo p : M — N, existe un
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endomorfismo f: M — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ve
!

)¢

Claramente, todo médulo proyectivo es seudo proyectivo. Por lo tanto,
también los médulos cuasi proyectivos son seudo proyectivos. Sin embar-
go, no todo modulo seudo proyectivo es cuasi proyectivo como veremos

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Sea M un mdédulo cuya reticula de submdédulos es como
M
Ny Ny

N1 N Ny

{0}
con M /Ny 2 M/Ns. Entonces se verifica que:

la siguiente:

i) M no es cuasi proyectivo,
i1) Si End(M/N;) = Zs coni € {1,2}, entonces M es seudo proyectivo.

Demostracion. Primero notemos que los tnicos dos submoddulos de lon-
gitud 2 de M, son tales que su reticula de submoédulos es una cadena.
Ademas, el inico médulo cociente de M de longitud 2, es la suma directa
de dos modulos simples no isomorfos. Por lo tanto, cada endomorfismo
f de M distinto de cero que no sea un automorfismo, tiene la propiedad
de que f(M) = Ny N Ny. Por otro lado, sean m : M — M/(Ny N Ny) el
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epimorfismo natural y f : M — M/(Ny N Ny) el morfismo definido por
f(n1 4+ ng) = nq + Ny N Ny, para toda ny € Ny y ny € No. Notemos que
f(M) = N;y/N; N Ny. Observemos también, que ningtin endomorfismo
g: M — M es tal que mg = f, de lo contrario, N1 /(N1 N Ny) = f(M) =
7(g(M)) = (N1 N Ny) = {0} y entonces, N; < Ny, lo que es una contra-
diccién. Como ningin endomorfismo de M levanta a f, entonces M no es
cuasi proyectivo.

Para demostrar i), asumamos que End(M/N;) = Zy con i € {1,2}
y consideremos un epimorfismo ¢ : M — M/N;. Como N; y N, son
los tinicos submédulos de M de longitud 2 y M/N; 22 M /N, entonces
Ntc(q) = Ni. Notemos que esta observacién, junto con la hipétesis, im-
plican que ¢ es el epimorfismo natural. Por lo tanto, ¢ = 7 se levanta
con el morfismo identidad Id,;. Lo mismo se cumple para todo epimor-
fismo ¢ : M — M/N,. Asi que, cualquier epimorfismo de M a M/N; con
i € {1,2}, se levanta. Falta verificar esta propiedad para los epimorfismos
de M a M/N; N Ny. Para ello, supongamos que p : M — M/(N; N N)
es un epimorfismo. Como N; N Ny es el tnico submddulo simple de M y
M /Ntc(p) = M/(NyNNy), entonces Niic(p) = (N1 N Ny). Ademds, note-
mos que (M/Ny)®(M/Ny) = M/(N1NN3), luego End(M/N,®M/Ny) =
End(M/(N1NNy)), pero como M /Ny y M /Ny son médulos simples, enton-
ces End(M/N,@&M/Nsy) = End(M/Ny)® End(M/N,), y este isomorfismo
induce el isomorfismo del que se obtiene que End(M/(N1NN3)) = Zo@Zs.
Esto implica que p es el epimorfismo natural 7 : M — M /(Ny N Ny). Por
lo tanto, p se levanta con el morfismo identidad Idy; de M. Se concluye

que M es seudo proyectivo. O

Teorema 2.13. Sea M un modulo. St M & M es seudo proyectivo, en-

tonces M es cuasi proyectivo.

Demostracion. Sean N < M un submodulo, f: M — M /N un morfismo

y T : M — M/N el epimorfismo natural. Definimos la funcién g : M @
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M — M/N por g((mq,mg)) = T(my)+ f(ma) con my, my € M. Notemos
que g es un morfismo, ya que si r € R, entonces
rg((m1,mz)) = r(@(mi) + f(ma))
=rm(my) +rf(ms)
=7(rma1) + f(rma)

= g((rma,rmy))
= g((r(mi, ma2)).
Ademas, si consideramos dos elementos m,m’ € M & M con m =

(mqy,mq) y m' = (m/,m)), entonces tenemos que

g(m +m') = g((m1, ma) + (my, ms))
9

=7
(T(m1) + 7(my)) + (f(m2) + f(m3))
= (T(ma) + f(m2)) + (@(m3) + f(my))
g((m1,ma)) + g((my,my))
g(m) + g(m').
Y esto demuestra que g es un morfismo. Pero més atin, g es un epimorfis-
mo, pues sim+N € M/N, entonces podemos considerar (m,0) € M& M,
luego g(m,0) = w(m) + f(0) = m + N. Entonces, como M @& M es seu-
do proyectivo, existe un endomorfismo h: M & M — M & M tal que el

siguiente diagrama conmuta:
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donde 7, : M &M — M es la proyeccion. En otros términos, tenemos que
7mh = g. Por otra parte, consideremos iy : M < M @ M la inclusién en
la segunda componente, y sea h : M — M el endomorfismo definido por

h = m hiy. Luego, si m € M, se verifica que

T
f (m)
En otras palabras, h hace que el diagrama siguiente conmute:

M
2L
M~ M/N

De esto se sigue que M es cuasi proyectivo. ]

Teorema 2.14. Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
i) R es semisimple,
i) R® S es seudo proyectivo, para todo R-mddulo simple S,

ii1) La suma directa de cualesquier dos R-mddulos seudo proyectivos es

seudo proyectiva,

i) La suma directa de cualesquier dos R-mddulos seudo proyectivos

finitamente generados es seudo proyectiva.

Demostracion. La demostracion es semejante a la del Teorema|l.34] [
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Definicién 2.15. Sea M un mddulo. Decimos que M es hueco si todo

submaodulo propio de M es superfluo en M.

Lema 2.16. Sea M un médulo y N < M un submddulo. Si M es hueco,

entonces M /N es hueco.

Demostracion. Sea L/N < M /N un submdédulo propio. Supongamos que
L/N+ K/N = M/N, para algin K < N, lo que implica que L+ K = M.
Ademas, como M es hueco y L < M es propio, entonces L < M. Asi que
M = K, luego K/N = M/N. Por lo tanto, L/N < M/N y, més aun,
M/N es hueco. O

A continuacién estudiaremos un criterio para conocer un caso en que

un modulo seudo proyectivo es cuasi proyectivo.

Proposicion 2.17. Sea M un mddulo hueco. Si M es seudo proyectivo,

entonces es cuasi proyectivo.

Demostracion. Sean N < M un submodulo, f : M — M /N un morfismo
y m: M — M/N el epimorfismo natural. Notemos que, si ocurriera que
f(M) = M/N, seria porque f es un epimorfismo, luego, de la hipétesis
resultaria que f se podria levantar a un endomorfismo g : M — M tal
que mg = f, con lo que podriamos concluir que M es cuasi proyectivo.
Dicho esto, supongamos que f(M) < M/N y definamos el morfismo
@ : M — M/N por ¢ = 1 — f, es decir, p(M) = (M) — f(M), o
bien, p(M) + f(M) = n(M). Pero m es un epimorfismo, asi que 7(M) =
M/N, de modo que, o(M)+ f(M) = M/N. Ademés, como M es hueco y
cocientes de médulos huecos son huecos, resulta que M /N es hueco y, por
lo tanto, p(M) = M/N, entonces ¢ es un epimorfismo, y esto implica,

por ser M seudo inyectivo, que existe un endomorfismo g : M — M tal
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que el siguiente diagrama conmuta:

s
g -

s ®
s

M5 M/N
Ahora, consideremos el endomorfismo Idy; — g : M — M y un elemento

m € M. Tenemos que

m(ldy — g)(m) = w(m — g(m))
(m) —mg(m)

= m(m) — p(m)
(m) —
(m).

= Tm\m

(m(m) = f(m))

I
3

m

m

Es decir, Idy; — g hace conmutar el siguiente diagrama:

M
IdM/ J/f
M —"» M/N
Lo que desmuestra que, en efecto, M es cuasi proyectivo. O

Lema 2.18. Sea R un anillo e I < R un ideal bilateral. St M es un

R/I-mddulo proyectivo, entonces M es un R-mddulo seudo proyectivo.

Demostracion. Si M en un R/I-médulo proyectivo, entonces M es un
R-modulo cuasi proyectivo, de acuerdo con el Lema y esto a su vez

implica, que M es un R-mddulo seudo proyectivo. O]

Lema 2.19. Sea R un anillo e I < R wun ideal bilateral. Entonces M
es un R/I-mddulo seudo proyectivo si y solo si M es un R-mddulo seu-
do proyectivo tal que IM = {0}.

Demostracion. La demostracion es andloga a la del Lema [1.41] ]
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2.3. Anillos artinianos de ideales principa-

les II.

Estimamos que esta seccion, en la que presentamos dos teoremas,
unifica el trabajo realizado a lo largo de la tesis. Luego de concluir que
la propiedad de que todo R-médulo cuasi inyectivo sea cuasi proyectivo,
asi como la propiedad de que todo R-moédulo cuasi proyectivo sea cuasi
inyectivo, identifican a los anillos artinianos de ideales principales, resulto
natural preguntarnos si estos mismos anillos verifican dichas propiedades
para el caso de la seudo inyectividad y la seudo proyectividad. Nosotros
conseguimos demostrar que un anillo que cuente con estas cualidades,
necesariamente pertenece a esa clase de anillos. Sin embargo, no logramos
corroborar la equivalencia. Si bien, conjeturamos que no se verifica, no

hemos obtenido un contraejemplo que de valor a esta hipodtesis.

Teorema 2.20. Sea R un anillo. Si todo R-mddulo seudo inyectivo es

seudo proyectivo, entonces R es artiniano de ideales principales.

Demostracion. Sea I < R un ideal bilateral. Es conveniente observar que
si todo R-mdédulo seudo inyectivo es un R-moédulo seudo proyectivo, en-
tonces todo R/I-mdédulo seudo inyectivo es un R/I-médulo seudo proyec-
tivo. Efectivamente, si M es un R/I-médulo seudo inyectivo, el Lemam
nos asegura que M es un R-mdédulo seudo inyectivo tal que IM = {0}.
Luego, de la hipdtesis se obtiene que M es un R-moédulo seudo proyecti-
vo, pero ademds, M es tal que IM = {0}, es decir, M es un R/I-médulo
seudo proyectivo. Dicho esto, sea M un R/I-mdédulo inyectivo. Entonces
(M @ M)® es inyectivo y, por lo tanto, (M & M)® es un R/I-médulo
seudo inyectivo. Luego, de la hipdtesis junto con la observacion previa, se
sigue que (M @ M)® es un R/I-médulo seudo proyectivo. Esto implica,
en virtud del Teorema , que M & M es un R/I-mdédulo cuasi proyecti-
vo. En este caso, el Teorema nos garantiza que M es un R/I-mddulo



54 Moédulos seudo inyectivos y seudo proyectivos.

proyectivo. Concluimos que R/I es un anillo cuasi Frobenius o, lo que es

equivalente, R es artiniano de ideales principales. O

Teorema 2.21. Sea R un anillo. Si todo R-mddulo seudo proyectivo es

seudo inyectivo, entonces R es artintano de ideales principales.

Demostracion. Sea I < R un ideal bilateral. Observemos que, si todo
R-médulo seudo proyectivo es un R-moédulo seudo inyectivo, entonces
todo R/I-médulo seudo proyectivo es un R/I-mdédulo seudo inyectivo.
Desde luego, si M es un R/I-mdédulo seudo proyectivo, el Lema
nos indica que M es un R-médulo seudo proyectivo tal que IM = {0}.
Luego, por hipotesis, M es un R-mdédulo seudo inyectivo, y ademés es
tal que IM = {0}. Esto equivale, a la luz del Lema [2.10} a que M es
un R/I-médulo seudo inyectivo. Por otra parte, sea F' un R/I-médulo
libre, entonces F' es proyectivo, y por tanto, F'& F' es proyectivo, tenemos
entonces que F' @ F es un R/I-médulo seudo proyectivo. Luego, de la
hipotesis, a la par de la observacién anterior, resulta que F & F es un
R/I-médulo seudo inyectivo, lo que implica, en vista del Teorema que
F es un R/I-médulo cuasi inyectivo. Ademads, por ser F' un R/I-mdédulo
libre, existe un submédulo N < F tal que N = R/I, pero entonces F'
es un R/I-médulo inyectivo, de acuerdo con la Proposicién m Resulta
que R/I es un anillo cuasi Frobenius, para todo I < R ideal bilateral o,

dicho de otro modo, R es un anillo artiniano de ideales principales. [
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