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Introduccion

Normalmente, en los cursos iniciales de ecuaciones diferenciales, uno aprende
una serie de técnicas que permiten resolver un grupo especifico de ecuaciones
diferenciales tales como las de Bernoulli, Euler, las separables, homogéneas o
exactas. Estas técnicas fueron apareciendo paulatinamente hasta que aparecie-
ron los grupos de Lie (en honor a Sophus Lie) y se demostré que todas estas
técnicas eran casos particulares de un procedimiento general basado en encontrar
grupos que transformaran soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales
en otras soluciones del mismo sistema, es decir grupos de simetria para el siste-
ma de ecuaciones diferenciales.

Ademas de conducirnos a los grupos de Lie y a los grupos de transformacio-
nes, la teoria de Lie nos lleva a un algoritmo para encontrar soluciones explicitas
a las ecuaciones diferenciales admitidas por estos grupos. Estas soluciones espe-
ciales son llamadas soluciones invariantes y constituyen practicamente cualquier
solucién explicita conocida a los sistemas no lineales de EDO’s y EDP’s que sur-
gen en la fisica y la geometria diferencial.

En el primer capitulo se desarroran los resultados necesarios para entender
este tema, basdndonos en las siguientes definiciones: grupos, grupos de trans-
formaciones, transformaciones y generadores infinitesimales, curvas y superficies
invariantes, funciones invariantes, coordenadas canonicas y transformaciones ex-
tendidas.

El segundo capitulo nos introduce la nocién de invarianza de una EDO bajo
un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico. De esta definicién surge el
Criterio Infinitesimal para la Invarianza, el cudl nos sirve, entre otras cosas, pa-
ra encontrar los infinitesimales admitidos por una EDQ. Al estudiar las EDQ’s
de primer orden se muestra que podemos encontrar su solucién general ya sea
mediante el uso de coordenadas canénicas o determinando un factor integrante.

En el tercer capitulo se demuestra un teorema que prueba que no es ne-
cesario encontrar explicitamente todas las curvas de un grupo admitido por
una EDQ para determinar cuéles curvas invariantes son soluciones invariantes.
Dicho teorema dice que las soluciones invariantes de una EDO se encuentran
esencialmente resolviendo ecuaciones algebraicas obtenidas de la EDO dada y



6 Introduccion

los infinitesimales del grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico.

Las soluciones invariantes son especialmente interesantes para las EDO’s de
primer orden, ya que si existen soluciones separatrices y/o envolventes, éstas
son soluciones invariantes para todo grupo de Lie de transformaciones unipara-
métrico no trivial admitido por la EDO.

Se compararé la solucién encontrada por métodos convencionales y la encon-
trada por grupos de Lie para EDQ’s, estableciendo una relacién entre ambas.
Algunos ejemplos que se analizan bajo esta idea, son la ecuaciéon de Blasius y
la ecuacion de Clairaut.

En resumen, esta tesis se presentan resultados generales en la construccion
algebraica y el significado geométrico de soluciones invariantes de EDO’s.

Objetivos
Los objetivos de la tesis son:

1. Encontrar la transformacién infinitesimal (grupo) a través de los infinite-
simales del mismo. Series de Lie o PVI planteado en el Primer Teorema
Fundamental de Lie

2. Determinar cuando un grupo es admitido por una EDO, es decir, cuando
la familia de curvas solucién de la EDO es invariante bajo dicho grupo.
Criterio Infinitesimal para la Invarianza de una EDO

3. Encontrar explicitamente todos los grupos admitidos por una EDO vy, re-
ciprocamente, encontrar la EDO admitida por un grupo de transforma-
ciones. Criterio Infinitesimal para la Invarianza de una EDO

4. Encontrar la solucion general de una EDO de primer orden que sea in-
variante bajo un grupo de transformaciones. Coordenadas Candnicas y
Factor Invariante

5. Encontrar soluciones invariantes de una EDO de manera constructiva.

6. Encontrar soluciones invariantes de una EDO sin resolver la misma EDO
o alguna otra. Teorema para Soluciones Invariantes

7. Encontrar soluciones invariantes de una EDO de primer orden que sean
separatrices y/o envolventes. Teorema para Soluciones Invariantes
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo introduce las ideas bésicas de grupos de Lie de transformacio-
nes necesarias para el estudio de las propiedades de invarianza de las ecuaciones
diferenciales.

Se demuestra el Primer Teorema Fundamental de Lie el cual nos dice que la
transformacion infinitesimal es indispensable para determinar el grupo de Lie
de transformaciones uniparamétrico.

Asi llegamos a que existen dos formas para encontrar de manera explicita
dicho grupo desde su transformacién infinitesimal:
(i) Expresando el grupo en términos de una serie de potencias, llamado Series
de Lie, el cual es desarrollado desde el generador infinitesimal correspondiente
a la transformacion infinitesimal;
(ii) Resolver el problema del valor inicial presentado en el Primer Teorema Fun-
damental de Lie.

Si conocemos un grupo admitido por una EDO, podemos reducir un gru-
po uniparamétrico al grupo de traslaciones con la introduccién de coordenadas
canénicas. Debido a que una ecuaciéon conserva el grupo de simetrias, es inde-
pendiente de la eleccion de las variables.

Para encontrar el grupo admitido por una ecuacién diferencial necesitare-
mos saber como prolongar la accién del grupo de transformaciones que actia
en el espacio de las variables independientes y dependientes para que también
actue sobre las derivadas de estas. Por supuesto el siguiente paso es prolongar
o extender su generador infinitesimal.
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1.1. Grupos

Definicion 1.1 Un grupo (G, ¢) es un conjunto G no vacio de elementos con
una ley de composicién ¢ entre elementos que satisface los siguientes axiomas:
(i) Propiedad de cerradura: Para cualesquiera elementos a y b de G, ¢(a,b) es
un elemento de G.

(ii) Propiedad de asociatividad: Para cualesquiera elementos a,b y ¢ de G,
#(a,d(b,c)) = ¢(¢(a,b), c).

(iii) Elemento identidad: Existe un tnico elemento de G llamado identidad, de-
notado como "e", tal que para cualquier elemento a de G,

o(a,e) = d(e,a) = a.

(iv) Elemento inverso: Para cualquier elemento a de G existe un tnico elemento
inverso a~! en G tal que

o(a, a_l) = gb(a_l, a) = e.

Definicién 1.2 Sea S un subconjunto no vacio de un grupo (G, ¢). Decimos
que (S, ¢) es un subgrupo de (G, ¢), el cual se denota con S<G, si las siguientes
dos condiciones se satisfacen.

(a) s~! € S para cualquier s € S.
(b) ¢(s,t) € S para cualesquiera s,t € S.

Definiciéon 1.3 Sean (G, ¢) y (H, 1) dos grupos, decimos que un homomor-
fismo de grupos es una funciéon ¢ : G — H tal que para cualesquiera gy, g2 € G

©(9(91,92)) = p(e(91), p(g2))-

* Observacidn Se sigue inmediatamente de la definiciéon que ¢ manda el
elemento identidad de G eg al elemento identidad de H eg, puesto que
vlec) = p(0(g:eq)) = o(dlea,g)) = nlplec), ¢(9)) = nle(g) ¢(ec)), y por
(iii) de la Definicién 1.1 tenemos que p(eq) = eq-.
De ésto ultimo concluimos que
1(e(9),0(g7")) = @(8(g,97")) = ¢(ec) = em, y por (iv) de la Definicion 1.1
tenemos que p(g~1) = p(g) !

1.2. Grupos de Transformaciones

Definiciéon 1.4 Sea D un dominio (subconjunto abierto y conexo de un
espacio vectorial) y x=(z1, 22, ..., 2, )€ DC R™. El conjunto de transformaciones

x" = X(x;€), (1.1)

definido para cada x en D, dependiente de un pardmetro ¢ € SC R, con ¢(e, J)
definiendo una ley de composiciéon de pardametros € y § en S, forma un grupo de
transformaciones en D si:

(i) Para cada parametro € en S las transformaciones son biyectivas en el con-
junto D, en particular para x* €D.

(ii) S con la ley de composicion ¢ forma un grupo (G, ¢).
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(iii) x* = x cuando € = e, es decir X(x; e) = x.
(iv) Si x*=X(x;e), x*=X(x*;0), entonces x** = X(x; ¢(e, 9)).

Definicion 1.5 Un grupo de transformaciones define un grupo de Lie de
transformaciones uniparamétrico (e) que ademas satisface los axiomas (i)-(iv)
de la Definicién 1.4:

(v) € es un parametro continuo, es decir, S es un intervalo en R. Sin pérdida de
generalidad, e = 0, corresponde al elemento identidad e.

(vi) X es infinitamente diferenciable con respecto a x en D y también es una
funcién analitica de € en S.

(vii) ¢(e,9) es una funcién analitica de ey 6, e € S, 6 € S.

Ejemplos de grupos de Lie de transformaciones uniparamétrico

(1) Un Grupo de Traslaciones en el Plano:

X(z,y;¢) = (2*,9*) = (x + 6,y), e € R.

Notemos que X(z*,y*;6) = (z+e+0,y) vy X(z,y;0(€,6)) = (x + (€, 9),y).
De la propiedad (iv) de la Definicion 1.4 tenemos que X (z*, y*;d) = X(z, y; (¢, 9)).
Por lo tanto ¢(¢,0) = € + 0.

Ahora usando la propiedad (iii) tenemos que (z +e,y) = X(z,y;e) = (z,y),
de donde concluimos que e = 0.

Este grupo corresponde a movimientos paralelos al eje z. En la figura la
curva «y representa los cambios de x sobre los elementos del grupo.




12 CAPITULO 1. PRELIMINARES
(2) Un Grupo de Homotecias en el Plano:
X(z,y;€) = (2*,y%) = (ax,a’y), 0 < a < .

Aqui ¢(a, 8) = af y el elemento identidad e = 1. Este grupo de transforma-
ciones también puede ser reparametrizado en términos de ¢ = o — 1:

X(z,y;€) = (@*,y*) = (14 €)z, (1 +€)?y), -1 < € < 0.

Notemos que X(z*,y*;6) = (1 +€)(1 4+ §)x, (1 +€)%(1 +9)?%y) y
X(z,y;0(,0)) = (1 + (e, 0))z, (1 + ¢(€,6))?y).

De la propiedad (iv) de la Definicion 1.4 obtenemos
1+0(e,0)=(14+e)(1+0)=1+e++ed.

Por lo tanto ¢(e,0) = € + J + €.

Ahora usando la propiedad (iii) tenemos que
(14 e)x, (1 +e)?y) = X(z,y;¢e) = (z,y), de donde concluimos que e = 0.

En la siguiente figura se muestran los cambios de x sobre los elementos del
grupo, representados por la curva .

r

(%o, Yo)

P
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1.3. Transformaciones Infinitesimales

Definicion 1.6 Considere un grupo de Lie de transformaciones uniparamé-
trico (e)

x* = X(x;€) (1.2)

con identidad € = 0 y ley de composiciéon ¢. Por el teorema de Taylor podemos
expandir (1.2) sobre € = 0, obtenemos (para alguna vecindad de € = 0)

+i @(X ) +
. B 9e ;€ -

) + O(é%). (1.3)

= x4+ a—X(X)
x* = € e i€

e=

X T € De X, €

e=0

Sea,

0X

§x) = 5 (xi9) (1.4)

e=0

La transformacion x + €£(x) es llamada la transformacién infinitesimal del
grupo de Lie de transformaciones (1.2); las componentes de £(x) son llamadas
los infinitesimales de (1.2).

Lema 1.7

X(x; €4 Ae) = X(X(x;€); d(e 1, e + Ae)). (1.5)

Demostracion
Usando (iv) de la Definicion 1.4 y (ii), (iv), (iii) de la Definicién 1.1:

X(X(x;6);0(e ' e+ Ae)) = X

Teorema 1.8 (Primer Teorema Fundamental de Lie). Existe una parametri-
zacion 7(e) tal que el grupo de Lie de transformaciones (1.2) es equivalente a la
solucion del problema del valor inicial para el sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden

dx*
dr

= &(x"), (1.6)

con
x*=x cuando T=0 (1.7)
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En particular

donde d(ab)
a
T(e) : (1.9)
ob (a,b)=(e~1,e)
y
F(O) =1. (1.10)

[e~1 denota el elemento inverso de e.]
Demostracion

Primero mostremos que (1.2) conduce (1.6), (1.7), (1.8), (1.9). Expandiendo
el lado izquierdo de (1.5) en una serie de potencias en Ae alrededor de Ae = 0
tenemos que
0X (x;€)
Oe
donde x* esté dado por (1.2). Entonces expandiendo ¢(e~1, e+ Ac) en una serie
de potencias en Ae alrededor de Ae = 0, tenemos

X(x;e+ Ae) =x" + Ae + O((Ae)?) (1.11)

d(e™, e + Ae) d(et ) +T(e)Ae + O((A€)?)

= T(e)Ae+ O((Ae)?)
donde I'(¢) esta definido por (1.9). Como consecuencia, después de expandir el

lado derecho de (1.5) en una serie de potencias en Ae alrededor de Ae = 0,
obtenemos

X(xie+Ad) = X(x'1d(c e+ Ad))
— X(x*T()Ae + O((Ae)?))

= X(x";0) + Ael'(¢) %{(x*;&) - + 0((A€)?)

= x* 4+ T(e)é(x*)Ac + O((Ae)?). (1.12)

Igualando (1.11) y (1.12) vemos que x* = X(x, ¢) satisface el problema del valor
inicial para el sistema de ecuaciones diferenciales

dx* .
X Pt (113)
con
X" =x en e=0. (1.14)

*

;{e = TI'(0) &(x*)],_,, entonces
£(x) = T(0)¢(X(x,0)) = T(0)é(x), por lo que se concluye que T'(0) = 1.

Si evaluamos (1.13) en € = 0, es decir
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La parametrizacion 7(€) = [ I'(¢')de’ nos lleva a lo siguiente

dx*
de
dx* dr

= I de por la regla de la cadena

[(e)g(x") =

= I'(e)  por el Teorema Fundamental del Calculo

*

d
x &(x*), lo que nos conduce a (1.6),(1.7).
-

Por lo tanto

Debido a que é%‘gﬁi(x), i =1,2,...,n, es continua, se sigue del teorema de
existencia y unicidad para un problema de valor inicial (PVI) para un sistema
ecuaciones diferenciales de primer orden, que la solucion de (1.6), (1.7), y por
lo tanto de (1.13), (1.14), existe y es tunica. Esta solucién es (1.2), completando
la demostracion. (I

El Primer Teorema Fundamental de Lie muestra que la transformacion infi-
nitesimal contiene la informacién esencial para determinar un grupo de Lie de
transformaciones uniparamétrico.

Ejemplos Ilustrativos del Primer Teorema Fundamental de Lie
(1) Grupo de Traslaciones en el Plano

Para el grupo de traslaciones

¥ = x+e, (1.15)
yto= (1.16)

d(ab
I = —¢. Entonces % =1y por

la ley de composicion es ¢(a,b) =a+b, y €~
lo tanto I'(e) = 1.
Sea x = (x,y). Entonces el grupo (1.15),(1.16) es X(x;€) = (z+e€,y). Por tanto

%—f(x; €) = (1,0). Por ello

€ e=0

En consecuencia (1.6),(1.7) se convierte en

dx* dy*
Tt Y

- 0 1.17
=L =0 (1.17)

con

*

=z, y'=y en e¢=0. (1.18)
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Es facil notar que la solucién al Problema del Valor Inicial (PVT)(1.17),(1.18)
es (1.15),(1.16).

(2) Grupo de Homotecias

Para el grupo de homotecias

= (1+4e€)ux, (1.19)
vt o= (1462, —1<e<oo, (1.20)
la ley de composicién es ¢(a,b) = a+b+ab,y e ! = — 152 Aqui W =1+a
y por tanto
1o} b 1
I'(e) = ¢(a,b) =14el=—1.
b (@b)=(c1,) 1+e€

Sea x = (z,y). Entonces el grupo (1.19),(1.20) es X(x;¢) = ((1+¢€)z, (1+¢€)%y).

Por tanto %—f(x;e) = (z,2(1+¢e)y) y

= (z,2y).
e=0

Como resultado (1.6),(1.7) se convierte en

dx* ¥ dy*  2y”

de  1+4¢€ de 1+e¢

, (1.21)

con
=z, y"'=y en e=0. (1.22)

Por supuesto la solucion al PVI (1.21),(1.22) es (1.19),(1.20).
En términos de la parametrizacion

€ € 1
= I()de = de’ =log(1
T /0 (e)de /0 T e € og(l+e),

el grupo (1.19),(1.20) se convierte en

¥ = ¢z,

y* = ey, —oo0< T <00,

con la ley de composicion ¢(11,72) = 71 + T2.

1.4. Generadores Infinitesimales

Definicion 1.9 El generador infinitesimal de un grupo de Lie de trans-
formaciones uniparamétrico x* = X(x;¢€) es el operador

9

B, (1.23)

X = X(x) = £(x)- V= 3 &(x)
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donde V es el operador gradiente,

o 0 0
V= (o0, : 1.24
(83:1 O0xa an> (124)
para cualquier funcién diferenciable F(x) = F(x1,z2,...,Zy),

XF(x) = £(x) VF(x) = () 220
i=1 v

Notemos que Xx = Y | &(x)e; = £(x), donde los e; son los vectores ca-
nénicos.

Se sigue que un grupo de Lie de transformaciones uniparameétrico, el cual de-
bido al Primer Teorema Fundamental de Lie es equivalente a su transformacion
infinitesimal, es también equivalente a su generador infinitesimal. El siguiente
teorema muestra que el uso del generador infinitesimal (1.23) nos lleva a un
algoritmo para encontrar la solucion explicita al Problema de Valor Inicial

dx*
= * 1.25
] (1.25)
con
x*=x en e=0. (1.26)

Teorema 1.10 El grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico
x* = X(x;¢€) es equivalente a

X

2
x* = € x:x+eXx+%X2x+...

2
= [1+eX+%X2+...]x
= ZHX x (1.27)
k=0

donde el operador X=X (x) esté definido por (1.23) y el operador X* = XX*~1,
k=1,2,...; en particular XkF(x) es la funcién obtenida al aplicar el operador
X ala funcion X" 'F(x),k=1,2,..., con X°F(x) = F(x).

Demostracion

Sea
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n . 8
= ;&(X )67352‘

donde
x" = X(x;€) (%)

es el grupo de Lie de transformaciones x* = X(x;¢€). Del teorema de Taylor,
expandiendo (x) alrededor de € = 0, tenemos
60) .

. = €FOFX (x5€) ek dhxr
(e )ogh (s
k e=0 k=0

Ock
Notemos que para cualquier funcion diferenciable F'(x),

Lre) = Z@ T = X ().
i=1
Por lo tanto se sigue que
dx* (x*)x*
=X (x")x
de ’
d?>x* d (dx 9
= = X(x")X =X
de? de(de) ()X (x)x (T,
y en general,
dkx* K (¥ N ¥
e (x™)x", k=12,
Como consecuencia
drx* k k
Wez(J:X(X)X:X X, k':172,
lo cual nos conduce a (1.27). O

Por lo tanto la expansién en series de Taylor alrededor de ¢ = 0 de una
funcion X(x;e€) la cual define un grupo de Lie de transformaciones x* = X (x;¢)
(con la ley de composicion ¢(a,b) = a + b) es determinado por el coeficiente de
su término O(e), el cual es el infinitesimal

X;€) = &(x). (1.28)

En resumen hay dos formas para encontrar explicitamente un grupo de Lie
de transformaciones uniparamétrico (¢) desde su transformacion infinitesimal:
(i) Expresar el grupo en términos de una serie de potencias (1.27) llamada serie
de Lie, la cual esta desarrollada desde el generador infinitesimal (1.23) corres-
pondiente a la transformacion infinitesimal;
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(ii) Resolver el problema del valor inicial (1.25,1.26). Aqui uno encuentra prime-
ro la solucion general explicita del sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden (1.25).

Corolario 1.11 Si F(x) es infinitamente diferenciable, entonces para un
grupo de Lie de transformaciones x* = X(x;¢) con generador infinitesimal

0
X = ZZLZI gz(x)g, se Clln’lple que:

F(x*) = F(e*x) = e F(x). (1.29)
Demostracion

Del Teorema 1.10 tenemos que

por lo que
F(x*) = F(e*x),

obteniendo asi la primera igualdad.
Para la segunda igualdad, notemos que expandiendo F(x*) sobre ¢ = 0 por el
Teorema de Taylor, y del Teorema 1.10 obtenemos

o > i dFF(x*)
P& = kzzok! ( deF 60)
= Zﬁ(XkF(X))
k=0
k=0 ’
= eXF(x) O

Como ejemplo consideramos el grupo de rotacion

* = wcose+ysine, (1.30)
* = —wsine+ycose. (1.31)
dx* . dy* ,
= —xsine+ ycose; = —xcose — ysine.
de de

El infinitesimal para (1.30,1.31) es

§(X) = (51(x,y),£2($,y)) = (f(%y)ﬂ?(%y))
dx* dy*
B ( de |y’ % e_0> = ~a).
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El generador infinitesimal para (1.30,1.31) es

0 0

0 0
XZf(%ZU)@*"?(%y)afy:y%—mafy- (1.32)

Las series de Lie correspondientes a (1.32) es

(@*,y%) = (eFx,eTy).

Xe=y; X’z=Xy=-z
Por lo tanto

X4nx — x7 X4n71$ — _y7 X4n72$ — _x, X4’I’L*33j — y’ n =
X4ny = v, X4n—1y =z, X4n—2y = —y, X4n—3y = —z, n=1.2

Como consecuencia

63 65 62 64

= —xsine+ ycose.

1.5. Curvas y Superficies Invariantes

Definicién 1.12 Para una superficie F': D C R"® — R, decimos que F(x)
es una superficie invariante para un grupo de Lie de transformaciones de un
parametro x* = X(x;¢€) si y sélo si FI(x*) = 0 cuando F(x) = 0.

Definicién 1.13 Para una curva F : D C R? — R, decimos que F(z,y) es
una curva invariante para un grupo de Lie de transformaciones de un parametro

* = X(z,yi€) =z + ez, y) + O(€%),
vy = Y(z,ye) =y +en(z,y) + O(), (1.33)
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con generador infinitesimal

0 0

si y solo si F(z*,y*) = 0 cuando F(x,y) = 0.

Teorema 1.14
(i) Una superficie de la forma F(x) = z, — f(z1,22,...,2,-1) = 0, es una
superficie invariante para x* = X(x;€) si y solo si

XF(x)=0 cuando F(x)=0. (1.35)

(ii) Una curva de la forma F'(z,y) =y — f(z) = 0, es una curva invariante para
(1.33) si y solo si

XF(z,y) =n(z,y) — &z, y)f (x) =0
cuando F(z,y) =y — f(x) =0, es decir si y solo si

n(x, f(x)) — &z, f()) f'(x) =0 (1.36)

Demostracion

Como F'(x) = 0 es una superficie invariante, entonces F'(x*) = 0, por lo que

0

5 ()

0=XF(x*) = X(XF(x)=Y&x)
i=1

S e0eX L i) = X3 e () F(x)
; ox; ‘ o0x;
= () XFX).

entonces XF(x) = 0.
De manera reciproca si X F(x) = 0, entonces X" F(x) =0 paran =1,2,...

F(x*) = Z%X’“F(x)

B
Il
=]
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Por lo tanto F(x*) =0
Asi F(x) = 0 es una superficie invariante. O

Como ejemplo consideremos el grupo de homotecias

" =e‘x, (1.37)
= ey. (1.38)
De aqui tenemos que
_ X(z,¢)| _ O",y")
f(x, y) - 86 —o - 86 —0
ez, ey) e .
= T 0 o = (e‘z,e y)\e:o
= (z,y)

El generador infinitesimal correspondiente es

0 0
X=or—+y—.
ox yay
Una recta y — Ax = 0, = > 0, A\ = cte, es una curva invariante para

(1.37),(1.38) debido a que X(y — A\x) = y — Az = 0 cuando y — Az = 0; una
parabola y — Az? = 0, A = cte, no es una curva invariante para (1.37),(1.38)
ya que X(y — A\r?) =y — 2A2? # 0 cuando y — A\z? = 0.

Para encontrar curvas invariantes y — f(z) = 0 para este grupo, primero encon-
tramos la solucion general u(z,y) de la ecuacion diferencial parcial

@+ %*0
o yay_

la cual es

o= (%)

donde F es una funcién arbitraria de y/z. Entonces las curvas invariantes inclu-
yen a las curvas

y—Ar=0, A=cte, >0 o x<O.

La soluciéon general de una ecuaciéon diferencial ordinaria estd representada
geométricamente por una familia de curvas; la "solucién general"de una ecua-
cion diferencial parcial se ve como una familia de superficies.

Definicién 1.15 Un grupo de transformaciones es admitido por una ecua-
cion diferencial, si la transformacion del grupo manda cualquier curva(superficie)
solucion a otra curva(superficie) soluciéon. En particular un grupo de transfor-
maciones admitido por una ecuacién diferencial debe dejar invariantes a una
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familia de curvas(superficies) solucion.

Definicién 1.16 La familia de superficies w(x) = constante = ¢ es una
familia invariante de superficies para x* = X(x;¢€) si w(x*) = constante = ¢*
cuando w(x) = c.

Definicién 1.17 La familia de curvas w(z,y) = constante = ¢ es una fa-
milia invariante de curvas para (1.33) si w(z*,y*) = constante = ¢* cuando
w(z,y) = c.

Teorema 1.18

(i) Una familia de superficies w(x) = constante = ¢ es una familia invariante
de superficies para x* = X(x;¢€) si y solo si Xw = Q(w) para alguna funciéon
infinitamente diferenciable Q(w).

(ii) Una familia de curvas w(z,y) = constante = ¢ es una familia invariante

0 0
de curvas para (1.33) si y sélo si Xw = f(x,y)a—w + n(x,y)a—w = Q(w) para
€z Y

alguna funcion infinitamente diferenciable Q(w).
Demostracion

Sea w(x) = ¢ una familia invariante de superficies para x* = X(x;¢). Enton-
ces

wx*) = e“Tw(x)
= w(x)+ Xw(x) + %x%(;;) T
= " =C(ge).

Por lo tanto Xw(x) = Q(w) para alguna funcion Q(w) cuando w(x) = c. Se sigue
que X%w = Q' (w)Xw = ' (w)Q(w), ete.

De manera reciproca, supongamos que Xw = {(w) para alguna funcion infini-
tamente diferenciable Q(w). Entonces X%w = Q' (w)Q(w) y X"w = f,(w) para
alguna funcion f,(w), n =1,2,.... Como consecuencia si w(x) = ¢, entonces

w(x*) = e“Cw(x)

= w(x)+ Xw(x)+ §X2w(x) +...

= w(x).’.ZM
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Para encontrar la familia invariante de superficies (curvas) para un grupo
de Lie de transformaciones, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Q(w) = 1. Esto se sigue del hecho de que si w(x) = ¢ es una familia invariante
de superficies, entonces F'(w(x)) = F(c¢) también lo es, para cualquier funcion F;
XF(w(x)) = F'(w)Xw = F'(w)Q(w), asi que tomando F'(w) = ﬁ, tenemos
que XF(w) = 1.JAsumimos que Q(w) # 0, de otra forma cada superficie en la
familia invariante de superficies es en si misma una superficie invariante para
x* = X(x;¢€).]

Consideremos nuevamente el grupo de homotecias (z*,y*) = (e‘x,ey). La
familia invariante de curvas w(z,y) = c resuelve

Xw:xa—w—i—ya—w:
Iy

1
Ox ’

cuya solucion general es
w(z,y) =log(x) + f (%) para una funcién arbitraria f.
Por lo tanto, cualquier familia de curvas
Flw)=F (log(:b) +f (%)) =cte=c (1.39)

es una familia invariante de curvas para el grupo de homotecias para cualquier
eleccién de F) f.

Como primer ejemplo escogemos F(w) = e y f(£) = Llog(1 + (£)?) en
(1.39). Al desarrollar tenemos

log(x) + %log <1 4 (z)2>

1 2 2
= log(x)+§log <:c ;;y )

w(z,y)

1 1
= log(z) + 5 log(a® +y?) — ; log(”)
1 2 2
= log(z) + §log(w +y°) — log(w)

1
= 3 log(z? + y?)

Por ello F(w) = F(Llog(z? + %)) = €22 log(e*+47)) — glos(a”+y%) — 42 4 42
Notamos que en particular la familia de circunferencias z2 + y? = cte = 2 es

una familia invariante de curvas para este grupo.
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Si tomamos ahora F(w) = e“ y f(£) = 0 en (1.39), tenemos
wzy) = log(x) +0
= log(z)

Como consecuencia F(w) = F(logz) = €!°8% = z.
Asi la familia de rectas o = cte es invariante para este grupo.

Como tiltimo ejemplo consideramos F(w) = ¥y f(£) = 1 (log(1 + (£)?) + arctan(¥))
en (1.39), lo cual nos lleva a

wle,y) = log(a) + <1og1+( ) ssctan (1) )

)

= log(x) + % ( ( 2) + arctan )
1
2

= log(x) + log(gc +9%) — = log(z?) + 5 arctan (i)

1 1 Y
= log(z) + B log(x? + y?) — log(x) + B arctan (E)

1
= = (log(ac2 + 4%) + arctan (Q))
2 T

Entonces

Fw) = F @ <log(x2 + %) + arctan (i)))

_ (%)(log(m2+y )Jrarctan(%))

5 ,
6log(r +y )+arctan(ﬁ)

2 2
— elog(gc +y*) arctan(
_ (£C2 +y2) arctan(%

Usando coordenadas polares en la expresién anterior, obtenemos F(w) = r2ef.
Por lo tanto la familia de espirales logaritmicas r2e’ = cte es invariante para
este grupo.

1.6. Funciones Invariantes

Definicién 1.19. Una funcién infinitamente diferenciable F(x) es una fun-
cién invariante para el grupo de Lie de transformaciones

x* = X(x;e€) (1.40)

si y sélo si para cualquier grupo de transformaciones tenemos que
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Si F(x) es una funcién invariante de (1.40), entonces F(x) es llamada una
invariante de (1.40) y F(x) se dice que es invariante bajo (1.40).

Teorema 1.20. F'(x) es invariante bajo (1.40) si y solo si

XF(x)=0.
Demostracion
F(x*) = eXF(x)=>_ EX'“F(X)
k=0 "
€2
= F(x)+eXF(x)+ EXQF(X) +.... (1.41)

Supongamos que F'(x*) = F(x). De la ecuacion anterior se sigue que

2

0 = eXF(x)+ %X2F(x) T
62 .
= |:€X+2'X2+...:| F(x)

> X Fx)

k=1

Entonces XkF(x) =0para k=1,2,...,y por lo tanto XF(x) = 0.
Reciprocamente, sea F'(x) tal que XF(x) = 0. Entonces X" F(x)
1,2,.... Por lo tanto de (1.41), tenemos que F(x*) = F(x).

T

Teorema 1.21. Para un grupo de Lie de transformaciones (1.40), la identi-
dad

F(x*)=F(x)+e (1.42)

se cumple si y sélo si F(x) es tal que
XF(x) = 1. (1.43)

Demostracion
Sea F(x) tal que (1.42) se cumple. Entonces

2
F(x)+ ¢ = F(x) + eXF(x) + %XQF(x) T
Por lo tanto, XF(x) = 1.
De manera reciproca, sea F'(x) tal que se cumple (1.43).
Entonces X"F(x) =0,n=2,3,....
Por tanto F(x*) = e X F(x) = F(x) + eXF(x) = F(x) +e. O
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1.7. Coordenadas Candnicas

Supongamos que hacemos un cambio de variable (uno a uno y continuamente
diferenciable en algin dominio apropiado)

y =Y(x) = (1(x),92(x), ..., yn(x))- (1.44)

Para el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico

ot = X(z,yi€) =z + ez, y) + O(),

y* = Y(r,yie) =y +en(a,y) + O, (1.45)
el generador infinitesimal X = " | fi(x)% con respecto a las coordenadas
x = (21, x2,...,2,) se convierte en el generador infinitesimal

Y =
Z mi(y ayl
con respecto a las coordenadas y = (y1,y2, ..., yn) definido por (1.44). Entonces

Y = X para tener la misma accién de grupo. El infinitesimal con respecto a las
coordenadas y es

n(y) = (my),n2(y);--,mm(y)) = Yy.

Teorema 1.22. El operador infinitesimal con respecto a las coordenadas y
esta dado por la expresion 7(y) = Xy.
Demostracion
Usando la regla de la cadena, tenemos

8 0
X = Z& =Y 6 @gx

7,j=1 ayj
0
= Z ni¥)5-=Y
=%

donde

> e 2
! 8xZ
ij, j=12,...,n. (I

n;(¥)
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Teorema 1.23. Con respecto a las coordenadas y dada por (1.44), el grupo
de Lie de transformaciones (1.45) es

Demostracion
De las ecuaciones F(x*) = e F(x) y (1.44), obtenemos

v =Y(x*) = eXY(x) = XY =Yy, O

Definicién 1.24. Un cambio de coordenadas (1.44) define un conjunto de
coordenadas canénicas para el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico
(1.45) si en términos de tales coordenadas el grupo (1.45) se convierte en

yi=vyi, 1=1,2,...,n—1, (1.46)
Y = Yn + €. (1.47)

Teorema 1.25. Para cualquier grupo de Lie de transformaciones (1.45) exis-
te un conjunto de coordenadas candnicas y = (y1, 92, ...,y,) tal que (1.45) es
equivalente a (1.46),(1.47).

Demostracion

Del Teorema 1.20 tenemos

si y solo si
Xyi(x) =0, (7)
i =1,2,...,n — 1. La ecuacion diferencial parcial lineal homogénea de primer
orden 9 9 9
u u u
Xu(x) =& (x)=— X)— +... x)m— =0

(30) = 6100 5+ 62(3) 5 + - )5
tiene n— 1 soluciones funcionalmente independientes para u(x). Estas soluciones
son n — 1 constantes esenciales (y;(x),y2(X),...,yn—1(X)) que aparecen en la

solucién general del sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden

dx
E = g(x)a

resultado de las ecuaciones caracteristicas

dry dxs N dzx,,
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Esto produce las n — 1 coordenadas que satisfacen (1.46).

La coordenada canoénica y,,(x) se sigue del Teorema 1.21:

si y soélo si
Xyn(x) = 1. (17)

Por lo tanto, v(x) = y,(x) es una solucion particular de la ecuacién diferencial
parcial lineal no homogénea de primer orden

ov ov ov

Xo(x) = gl(X)@Tcl + fg(x)T2 +.o t&x)— =1,

y se encuentra determinando una solucién particular del correspondiente sistema
caracteristico de n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dv

= -9

dt ’

dx

— = . O
o= )

Teorema 1.26. En términos de cualquier conjunto de coordenadas canénicas
vy = (y1,Y2,--.,Yn), €l generador infinitesimal del grupo de Lie de transforma-
ciones uniparamétrico (1.44) es

0

Y=_".
Yn

Demostracion
Tenemos que
- 0
Y =S ni(y)—.
Z} my) g,
i=
En términos de coordenadas canonicas, de (i) y (ii) se sigue que
nily) =Xy; =0, i=12,...,n—1;

n(y) = Xyn = 1.
Por lo tanto obtenemos 5

Y = .
OYn
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Ejemplos de Conjuntos de Coordenadas Candnicas

En R? ponemos x, = z, 5 = y y etiquetamos las coordenadas candnicas
como y; = r, Y2 = 8, asi que en términos de coordenadas canénicas un grupo

de Lie de transformaciones se convierte en

rt o=
s¥ = s+e,
con generador infinitesimal Y = —.
S
(1) Grupo de Homotecias
Para el grupo de homotecias
¥ = ez,
* 626y,
NP 0
el generador infinitesimal es X = r— + 2y—, dado que
Ox dy
Ox™ .
x = = ez =x
5( 3y) 66 —o ‘5:0
oy*
n(z,y) = o =2l =2y
e=0
La coordenada canénica r(x,y) satisface
or ar
Xr=z—+2y— =0.
ox y@y

La correspondientes ecuaciones diferenciales caracteristicas se reducen a

dy _ 2%
dr =«
De donde
dy _ [
y T
logy = 2(logz+C)
y = Cz?
Yy
2 = C

Por ello la solucion es r(x,y) = % = constante.
X

(1.48)
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La coordenada canénica s(z,y) satisface

0Os 0s
Xs = T + an—y =1 (1.49)

Una solucion particular de (1.49) es s(z,y) = s(z) la cual satisface

ds

A |
xdx
s _ 1
de =z
d
/ds = &
T
Por lo tanto
s(z,y) = logz,

y el grupo de homotecias (1.48) tiene coordenadas canénicas (r, s) = (%, log a:)
x
(2) Grupo de Rotaciones

Para el grupo de rotaciones

* = xcose—ysine,

* = xsine+ycose, (1.50)
P 0
el generador infinitesimal es X = z— — y—, ya que
dy or
a *
la,y) = * = (—xsine —ycose)| _, = —y
Oe |._o =
ay* .
n(z,y) = e = (zcose —ysine)|_, =2
e=0
Correspondientemente
aor or
Xr=xz— —y— =0
"y Von
que da paso a las siguientes ecuaciones diferenciales caracteristicas
dy T
de Y
/ ydy = — / xdx
2 2
Y x
I - _Z 10
2 2 +
C = 2°4+9°



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES

por lo que

r=xZ+y2

Js s
X = _——Yy— =
ST dy Yor

una solucién particular es s(z,y) = s(y), que satisface

De la siguiente relacién

ds
221
xdy

Entonces un candidato para s(x,y) es una solucion de

ds

dy
R
/r2 — 42
Por lo tanto

_p_ oo Y
s = 6 = arcsin =.
r

Las coordenadas candnicas son coordenadas polares
Y
(r,s) = (r,0) = (\/xQ + y?, arcsin = ),
r

en términos de los cuales el grupo de rotaciones (1.50) es expresado en la forma
familiar

o=

0" = 0+e

1.8. Transformaciones Extendidas
Consideremos nuevamente el siguiente grupo de Lie de transformaciones:

x* = (2%y") =X(x,¢6) = (X(x,y;€),Y(x,y;€))
X(z,y,€) = (X (x;¢€), Y (x5€)).

Sea i
d*y
=— k=12,...
Yk duk
Vamos a extender al grupo anterior a un espacio (z,y,y1,...,9k), k=1,2,...,

demandando que éste preserve las condiciones que relacione las diferenciales
dx,dy,dy,dys, . . .:
dy =W dl‘,
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dyk?:yk+1dma k:1327

En particular, bajo la accién del grupo de transformaciones, las derivadas trans-

formadas yi, k=1,2,..., estdn definidas sucesivamente por
dy* = yjda",
dylt = ylt+1d$*7

donde z* esta definido como arriba. Entonces

. oYy ay

dy* = dY(x,¢) = 5 (x;€)dx + a9 (x;€)dy,
. 0X 0X

dz* = dX(x,€) = %(x, €)dx + 37y(x’ €)dy.

Como consecuencia, de la ecuacion dy* = yidz* llegamos a

oy oy J[ox oX
%(Xv €)dr + 87y(x’ e)dy = yi %(& €)dzr + Ty(x’ e)dy| .

Sustituyendo dy = y1dx en la ecuacién anterior, vemos que

a . el .
yi = Yi(z,y,y15€) 5: (%) + 15, (%)
1 = 1T, 1,€) = :
9 ’ %f,(x’e) —|—y1 7%); (X,E)

Definicion 1.27 El operador derivada total esta definido por

2 — ﬁ + g + i + + £ + . (1 51)
Dz Oz n dy Y2 oy, Yn+1 g -
dada una funcién diferenciable F(x,y,y1,v2,-..,41),

D
DfmF(%y,yhyz? cooy) = Fo+ i Fy + yoFy, +ysFy, + ...+ yia Fy,

Teorema 1.28 El grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (1.33)
se extiende a su k-ésima extension, k > 2, el cual es el siguiente grupo de Lie

de transformaciones uniparamétrico actuando en el espacio (x,y,y1,. .., yx):
To= Y(zye),
DY 1
yzzm(l‘vyayla"'ayi;e) = %7 i:1a27"'aka (152)

Dz
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donde

YE) = Y(:L’,y,&)

Demostracion
La prueba se haréd por induccién sobre 1.
Probemos la base inductiva (i = 1).

Es suficiente probar que la propiedad de cerradura se preserva en la primera
extension del grupo (1.33) al espacio (z,y,y1). Las demas propiedades de un
grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico se siguen inmediatamente de
la cerradura para la primera extension.

Si ¢(e, d) define la ley de composicion de los parametros e y 6. Supongamos que
x** = X (x*;9). Entonces de la propiedad de cerradura del grupo (1.33), se sigue
que x** = X(x; ¢(€,9)). Pero yi* satisface dy** = yi*da**. Como consecuencia

DY (z,y; (€,
2 (xsoe.0) + B e ofe.d)) el

Y1 Yl(x7y7yla¢(€7 )) %(X7¢(6’6)) +y1%—)y((x,¢(e,§)) DX(.’L',:I/7¢(€,5))

Dz

Hipotesis de induccion (i = k)

La k-esima extension del grupo (1.33), x* = (z*,y*,y},...,y;) es un grupo
de Lie de transformaciones uniparameétrico.

Por demostrar para i = k + 1.

Nuevamente soélo probaremos la propiedad de cerradura para la (k+1)-ésima
extension del grupo (1.33) o dicho de otra manera para la primera extension del
grupo x* = (z*,y*,yi,...,y;), debido a que las demés propiedades del grupo
se siguen de ésta.

Tomamos nuevamente a ¢(e, §) como la ley de composicion de parametros ey 6, y
x™ = X(x*;0). Y de la propiedad de cerradura del grupo x* = (z*, y*, yi, ..., y}),
se sigue que x** = X(x, ¢(¢, 9)).
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Por ultimo, tenemos que dy;* =y’ dz™ y que dyx = yx1dx, por lo que

sk dy**

Yir1 = Yeri(2 9, Ykt 0(6,0)) = dx}f‘*

— dYk(x’ y)' "’yk;¢(€7 6))
dX(z,y; ¢(€, 0))
‘9Y’“ dr + 5 o dy +3 ay* Edyy + gz’z dyg
B —dw + afxdy
_ Phda + 5 ylda: + G y2d:c +ot Gy ade
dm —|— yldx

BY’“ + 6Y" + Y2 g)y/’l“ + ot Yk ‘3’;:] dx

[61 + 11 6y}dl‘

DYk(mayayla s Yk ¢(€’5))
_ Dx n
DX(z,y; ¢(¢,0)) ’
Dx

Definicion 1.29 La k-ésima extension de (1.33) esta dada por

= X(z,y;€) =z + ef(x,y) + O(€),
"= Y(zye) =y +enla,y) +O(),
yr = Yl ($7yay1; 6) = + 677(1)(‘%" y>y1) + 0(62)7
y; = Yk(x7y7y1a"'ayk;€):yk—i_en(k)(x?yayl)"'ayk)+O(62)7 (153)

tiene como su infinitesimal k-ésimo extendido

(f(x’y)7’r](gj7y)a 77(1)(55, y7y1)7 s an(k) (xvyayh ceey yk))? (]‘54)

con correspondiente generador infinitesimal k-ésimo extendido

0 0 0
X*) = §(m,y)% + 77(9:711)8@ + n“)(z,yyyﬁajh +...

0
+n(k)(x7y7y1aayk)77 k:1727 (155)
Oy
Teorema 1.30 El infinitesimal k-é&simo extendido estia dado por

Dp*~t  DE(x,y)

(k)
Dx Y "Dy

0@, Yy Yk) = k=1,2,..., (1.56)

donde
N =n(z,y).
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Demostracion

De (1.52), (1.53) y (1.51), tenemos que
DYy

Yk(xay’yla"'ayk;e) = %

Dx
Dlyk—1+en* =V +0(e?)]
Dz
Dlz+eg(z,y)+0(?)]
Dx

D=1
{yk+€ b } 2
- beeg] O
]
Dy*=1 DEg(x,y)
= - ’ O(€?
yk+€{ D YD +O(€7)
= g+ e +0(),
lo que nos lleva a (1.56). O
Siguiendo con los anteriores ejemplos:
(1) Un Grupo de Traslaciones
Para el grupo de traslaciones
¥ = X=ux+e¢,
y o= Y=y,
tenemos que
. @*_dy*_y_yl%_ 1y _
NW=\g) Tae T %7)( =h\7) =V
y en general
* Yy
T dy\ _dty _y, o O _ oy, e
k dxk dx** F %—f F Oy
Ay
9 (yk_l 6y:,§) 8Yk,2 )4
Y oY1 Y Oy —2 Y dy

= y, k=1,2,....
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Entonces la k-ésima extension de éste grupo de traslaciones esta dado por

¥ = x+4e
Y= Y,
yio= v, 1=1,2,... k.

De la formula (1.53) y la igualdad anterior tenemos que

v = yt+en®™ +0(?)
Yk -

Por lo que llegamos a en® = 0. Concluimos que n®) =0, k=1,2,....

También por el Teorema 1.30 y dado que (£,7) = (1,0), obtenemos

3n(k 2)
= g oY . 0 (y’“ ' Oyi—z )
OYk—1 Oyr—1
onk= 2) on
= = ... =Yp=— = 0
Y D Y By yx(0)
= 0

(2) Un Grupo de Homotecias

Para el grupo de homotecias

¥ =X = e,

y' =Y =y,
tenemos que
y*: @ :@:leyl%:yli%:eeyl
! dx dax* X e¢ ’
y en general
Y,
v = <d’“ ) d'“ v T ) (o
k dak dz* ox e Oyp_1
_ Y (yk 18% 2) _yic’)kazz :yial
efes OYp_1 €2 Qyp—_a  eke 9y

2e
UEE Ry, k=1,2,....
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Aqui la k-ésima extension de éste grupo de homotecias esta dado por

¥ = e,
yt o= ¥y,
yr = P, =12,k

De la igualdad anterior se sigue inmediatamente que

vi = wte® +0(A)
Py = yp+en™ +0()
Yk (6(27]6)6 - 1) = ™ 4 0(&2)

Usando la Regla de L’Hopital nos queda

i 12—k . e(2=k)e _ 1 I
ti2 =1 = i (S ) <l
Por lo tanto
™ =2 -k, k=1,2,....
Usando el Teorema 1.30 con (&,7) = (z,2y), nos da
onk—2)
NI ant=1) T (3n(k—1) - 1) . 0 (ykfl—gw - ykﬂ) .
oY1 Y1 OYr—1
onk=2) on
= —2)=...= — —k
Yk ( s Yk dy

yk(2 — k)



Capitulo 2

Invarianza de una EDO y
aplicaciones

Gracias a la prolongacion del generador infinitesimal podemos caracterizar
cuando una EDO es admitida por un grupo. Este resultado es conocido como
el Criterio Infinitesimal para la Invarianza de una EDO y nos sirve, entre otras
cosas, para encontrar los infinitesimales (£(z,y),n(x,y)) admitidos por la EDO
yn = f(x,9,41,...,Yn—1) resolviendo un sistema de EDP’s lineales homogéneas
denominado ecuaciones determinantes.

Ademas de ésto, el criterio nos dice que toda EDQO puede ser reducida a
orden uno mediante métodos constructivos.

Al estudiar las EDQ’s de primer orden se muestra que podemos encontrar
la soluciéon general de éstas desde el infinitesimal de un grupo admitido, ya sea

mediante el uso de las coordenadas candnicas adecuadas o determinando un
factor integrante sin hacer uso de alguna solucién particular de las mismas.

2.1. Invarianza de una Ecuacién Diferencial Or-
dinaria
Definicién 2.1 El grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (e)

o = X(zyie) =z +€(x,y) + O(?),
Yy = Y@,y =y+enz,y) +0(), (%)

es admitido por la EDO de orden n
Yo = f(@ 9,91, Yn—1), (2.1)

39
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donde

dky
:W, k:1,2,...,n.

si su n-ésima extension, definida por (%) y (1.53) para k = n, deja invariante a
la superficie definida por (2.1).

Yk

La invarianza de la superficie (2.1) bajo la n-ésima extension de (x) significa
que toda curva solucién y = ©(z) de esta se transforma en alguna otra curva
solucion y = ¢(z; €) de la misma bajo la acciéon de dicho grupo. Ademaés, si una
transformacion (%) convierte cualquier curva solucion y = ©(z) de (2.1) en otra
curva solucion y = ¢(z; €), entonces la superficie es invariante bajo (%) con

0 p(xs€)
Yk = ook k=1,2,...,n.
Una curva solucion y = O(z) de (2.1) satisface 0 (z) = f(x,0(x), 0 (x),
...,00=U(z)) y por lo tanto se encuentra en la superficie (2.1) con
y:(—)(x)7yk:(—)(k)(x)7 k:]‘727"'7n'

Se sigue inmediatamente que la familia de todas las curvas solucion de (2.1)
es invariante bajo (x) si y solo si dicha EDO admite el grupo (*).

Teorema 2.2 (Criterio Infinitesimal para la Invarianza de una EDO). Sea

B) B)
X = E(fc,y)a + n(x,y)afy (%)

el generador infinitesimal de (x). Sea (1.55) con k = n el generador infinitesimal
n-ésimo extendido de (x«) cuando n®)(z,y,y1,...,yx) esta dado por (1.56) en
términos de ((x,y),n(x,y)) para k =1,2,...,n. Entonces (%) es admitida por
(2.1) siy solo si

X(n)(yn - f(xvyayl, cey yn—l)) =0,

es decir
U(n)(% Y Yty 7yn) = X(n_l)f(xﬂ Y Yty .- 7yn—l) =0 (22)

cuando Yn = f(x7yay17 ) y’ﬂ—l)'

Demostracion

Se sigue directamente de la Definicién 2.1 y del Teorema 1.14 (i) aplicado a
la n-ésima extension del grupo (*). O

De manera méas general, una EDO F(z,y,y1,...,yn) = 0 admite (x) con

generador infinitesimal (xx) si y solo si

X(”)F(x,y7 Y1y Yn) =0 cuando F(x,y,y1,...,Yyn) = 0. (2.3)
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Algunos Ejemplos del Criterio Infinitesimal para la Invarianza de
una EDO

(1) Grupo de Traslaciones

La solucion general de la EDO de primer orden
y1 = F(x) (24)
es

y= /F(x)dx +C (2.5)

Observamos que el lado derecho de (2.4) no depende de y. En particular el grupo
de Lie de traslaciones uniparamétrico ()

o = (2.6)

*

= y+te
es admitido por (2.4) ya que bajo (2.6),(2.7), tenemos que

dy*_@_

* = = = F * == F 2.
vi=gx=o =y F@@)="F@), (2.8)
Asi que bajo (2.6),(2.7) la superficie y; = F(x) es invariante en el espacio
(‘T7y7y1)'
Ademas es facil ver que la EDO
dy
% - f(xa y)

es invariante bajo (2.6),(2.7) si y sélo si para cualquier valor del parametro e

[ y") = flz,y+e) = fz,y),

es decir, f(z,y) es independiente de y o, equivalentemente, f(z,y) = F(x) para
alguna funcion F(z). Por lo tanto la reduccion de (2.4) a (2.5) es equivalente a
la invarianza de (2.4) bajo (2.6),(2.7).

Bajo la accion de (2.6),(2.7) una curva solucion y = ©(z) de (2.4) se transfor-
ma en una curva y* = O(x*) la cual corresponde a la curva solucion y = ©(x)—e
de (2.4).

Por lo tanto, de la invarianza de (2.4) bajo (2.6),(2.7) vemos que si y = ©(x)
es una solucion particular de (2.4) entonces y = O(z) + C' es la solucion general
de la misma EDO para una constante arbitraria C.
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2=

e
il

ajx) - €

LS
"

(2) Grupo de Homotecias

La EDO de primer orden

y=F (y) ; (2.9)

x

comunmente llamada una ecuacion homogénea, admite el grupo de Lie de ho-
motecias uniparamétrico («)

debido a que

dy* _ ady y y
* = = — = s F _ = F (7) .
NZ 0 " ade 0 Y (x* x

Bajo la accion de (2.10),(2.11) una curva solucion y = O(z) de (2.9) se trans-
forma en una curva y* = O(x*) la cual corresponde a la curva solucion

1
y= a@(ax)

de (2.9). Se sigue que si y = ©(x) es una solucion particular de (2.9), y la curva
y — ©(x) = 0 no es una curva invariante bajo (2.10),(2.11) (es decir, O(z) # \x
para alguna constante fija \), entonces

y = é@(Cx)
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es la solucion general de (2.9) para una constante arbitraria C.

0 0
El generador infinitesimal para (2.10),(2.11) es X = T + U La coorde-
x Y

nada canonica r(x,y) satisface

or or
Xr=z— — =0.
T $8x+y8y 0

La correspondientes ecuaciones diferenciales caracteristicas se reducen a

dy _y
de =z
Lo que nos lleva a
dy dx
D
logy = logz+C
y = Czx

Por ello
r(z,y) = Y — constante.
x

La coordenada canénica s(x,y) satisface

ds 0s
Xs=ao +yoo =1.
s $6I + yay
Una solucion particular de la ecuacion anterior es s(z,y) = s(y) la cual satisface
ds 1
dy y
Por lo tanto
d
/ ds = o 4
Y
s(z,y) = logy

Asi, la reduccion de orden de (2.9) desde la invarianza bajo (2.10),(2.11) se
realiza escogiendo las coordenadas canonicas (Capitulo 1.7)
Y

= = 2.12
r= Y (212)

s = logy, (2.13)

como nuevas coordenadas. Entonces la EDO (2.9) es invariante bajo el grupo
de Lie de transformaciones uniparamétrico (e)

rto=

*

s = S+e.
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Por lo tanto se sigue desde el primer ejemplo que en términos de las coordenadas
canonicas (2.12),(2.13) la EDO (2.9) debe ser de la forma

ds
%—G(T)

para alguna funcion G(r). Por tanto su solucion general es

5= /G(r)dr +C,
o, en términos de las coordenadas (z,y),
y = el ¥ Grdr+0.
G(r) esta determinada como sigue:
1 1
ds = —-dy, dr= —%dw + —dy.
y x x

Por lo tanto
_ds g B F(r)

Tdr oty —12 rE(r)—r?’

donde F(r) esta dada por la EDO (2.9).

G(r)

2.1.1. Transformacién de Soluciones de una EDO

Bajo la accién de un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (¢)
admitido por una EDO, una curva solucién es transformada en una familia de
curvas soluciéon de un pardmetro si la curva solucién no es invariante bajo el
grupo. Ahora derivaremos una férmula para ésta familia de soluciones de un
parametro generadas desde una solucién conocida. Suponiendo que el grupo de
Lie de transformaciones de un pardmetro es parametrizado tal que es de la forma

= X(z,yj€) = e, (2.14)
v'o= Y(zyie) =Xy, (2.15)

con generador infinitesimal

0 0
X = &(z,y)— + n(z,y)—. 2.16
§@,y) 5+l y)ay (2.16)
Consideremgs una solucion y = O(z) de y, = f(z, ¥, Y1, ...  Yn—1)
(con y, = %, k=1,2,...,n) la cual no es una solucién invariante correspon-

diente a (2.16). La transformacion (2.16) transforma un punto (z,©(z)) dentro
de la curva solucién u = O(z) en el punto (z*,y*) con

¥ = X(z,0(x);¢€), (2.17)
y* = Y(x,0(x);e). (2.18)



2.1. INVARIANZA DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA 45

Para un valor fijo €, las ecuaciones (2.17),(2.18) definen una representaciéon pa-
rametrica de la nueva curva solucion con x jugando el rol de un parametro. En
la siguiente figura se muestra la transformaciéon de una curva solucién, donde
una distinta curva solucion y = ¢(x;€) dey, = f(z,vy,91,-..,Yn—1) corresponde
a cada valor del pardmetro e.

Y
y=d(x;€)
(x5
EEI
-—l-"'"-#f-
(x,y) y=0(x)
—-_n—-""—"..
X

Uno puede eliminar x de (2.17),(2.18) sustituyendo la transformacién inversa
de (2.14), es decir,

€T = X(x*ay*a_ﬁ)

n (2.18):

y' o= Y(X(@"y'—e),0(X (2", y" —€))se),
= Y(e~F2*,0(e"Fz);¢). (2.19)

La ecuacion (2.19) nos lleva a una relacion entre las coordenadas z e y de la
nueva curva solucion, la cual denotamos por y = ¢(x;¢€).

Teorema 2.3 Supongamos
(i) y = ©(x) es una solucion (curva solucion) de la EDO de orden n,
k
Yn = fX, 9,91, -0 ...  Yn—1), (’onyk—jk,k 1,2,...,

(i) La EDO y,, = f(z,y,y1,.- .- .- s Yn—1), CON Y = %, k =1,2,...,n admite
(2.14), (2 15);
(iii) y = ©(x) no es una superficie invariante de (2.14),(2.15).
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Entonces

y = Y(eXz,0(eXz);—¢)
= Y(X(z,y;¢),0(X (7, y;€)); —¢€)

define implicitamente una familia de soluciones de un parametro y = ¢(x;¢) de

la EDO y,, = f(z,y,y1,------ yYn—1), CONL Y = ZZ—%, k=1,2,...,n.
Demostracion
Usando el hecho de que y = O(z) es solucion de laEDO y,, = f(x,y,y1,...... s Yn—1)s

y usando las ecuaciones (2.14),(2.15) y sus transformaciones inversas tenemos
el siguiente desarrollo:

y = Y

1l
<N

[
e

e ( fv);%)
X(m y;€), (X (2, y;¢€)); —e),

I
~
/\A/‘\/(‘h\/\/—\/—\
§<
58
[STe]
i)
><
®
><
S
*
:_/
|
(e
N~—

=Y

donde éstas nuevas ecuaciones generan una relaciéon entre x e y de la nueva curva
solucion y = ¢(x;¢), la cual define una familia de soluciones uniparamétrica de

la EDO v, = f(z,y,y1,------ Yn—1)- O

2.2. EDO’s de Primer Orden

Ahora consideremos las aplicaciones de transformaciones infinitesimales al
estudio de una EDO de primer orden

y' = flz,y) {y’ = Zﬂ : (2.20)

Asumimos que la EDO (2.20) admite un grupo de Lie de transformaciones uni-
paramétrico

= X(z,yie) =z +e(z,y) + O(e%),
Yy = Y(z,ye) =y+en(z,y)+0(), (o)

con generador infinitesimal

X = £(x,y)a% +n(z, y)a%’ (o)
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Mostraremos cémo encontrar la solucion general de la EDO (2.20) desde el infi-
nitesimal ({(z,),n(x,y)) de un grupo admitido (e) desde dos puntos de vista:
(i) uso de coordenadas canonicas;

(ii) determinacion de un factor integrante.

La solucion general de (2.20), obtenida usando coordenadas canodnicas o deter-
minando un factor integrante, no depende del conocimiento de una solucion
particular de la misma.

2.2.1. Coordenadas Canoénicas

Dado cualquier grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (), existen
coordenadas canoénicas (r(z,y),s(z,y)), determinadas resolviendo el siguiente
sistema

Xr = 0,
Xs = 1,

tal que (e) se convierte en el grupo de traslacion

rt o=

¥ = s+e (2.21)
En términos de las coordenas canénicas la EDO (2.20) se convierte en

ds sy +syy

as Sz + Syf(x7 y)
dr  ry+ 1y

Ty + ryf(:v,y) .

La invarianza de la EDO (2.20), y por lo tanto de la EDO (2.22), bajo (2.21)

F(r,s) = (2.22)

quiere decir que F(r,s) no depende de s. Por lo tanto la EDO (2:22) es de la
forma

ds S+ syfx,y)
ZoGr) = 22y I 2.23
ar ") ra + 1y f(2,y) (229
En consecuencia la solucién general de la EDO (2.20) esta dada por
r(z,y)
s(z,y) = / G(p)dp+ C, C = constante. (2.24)

Algunos ejemplos son
(1) Ecuacion Lineal Homogénea

La EDO lineal homogénea de primer orden

y +p(x)y =0 (2.25)
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admite el grupo de Lie de transformaciones de homotecia uniparamétrico («)

*

=
: oy,
ya que
dy* d
yi +p()y* = di* +p(x)ay = a% + p(x)ay
_ dy o
= af - +p)y | =ay +p@)y)
x
= ax0=0.
0 .
Dado que (¢,71) = (0,y) tenemos que X = Yo de aqui obtenemos las coorde-
Y
nadas candnicas
or or
Xr=y—=0 —- —=0 — =F
T=Yg, 9 r=F(z),
en particular r—x.
d
Os =% s = logy.

Xs:ya—yzl — ds ”

En términos de las coordenadas candnicas correspondientes

r o=

s = logy,
la EDO (2.25) se convierte en

ds v

ar = g = —p(r),

asi que la solucién general de (2.25) esta dada por

s(z,y) =logy = —/ p(p)dp + C,

y=_Ce™ I7 e ¢ = cte.

(2) Ecuacion Lineal No Homogénea

La EDO lineal no homogénea de primer orden

v +p(@)y =g(x) (2.26)
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admite el grupo de Lie de transformaciones de homotecia uniparamétrico (e)

= (2.27)
Yy = y+ep(a), (2.28)

donde u = ¢(x) es una solucién particular de la ecuacién homogénea asociada
u 4+ p(z)u = 0.
Esto es debido a que

yi +p")y" —g(z*) = ed'(z) +y1 +p(2) (y +ed(z)) — g(x)
y1 +p(x)y — g(x) + €¢' () + p(x)eg(x)

e (U + p(z)u) = €(0)

0

Como (&,71) = (0, ¢(x)), el generador infinitesimal correspondiente a (2.27),(2.28)
es

0
X = Z
o)
obtenemos las coordenadas canénicas
0 0
Xr:(b(x)a—;:O — a—;:() — r=F(z),
en particular r=x.
0s dy Y
Xs=¢(zx)—=1 — ds=—~ — §=——.
=)y o) o)
En términos de las coordenadas canonicas
r =
.- U
o(z)’

podemos reducir la EDO (2.26) de la siguiente forma. Sabemos que dz = dr y
dy = s¢'(r)dr + ¢(r)ds, y sustituyendo en (2.26) obtenemos

s¢' (r)dr + ¢(r)ds
dr

[36/(r) + s6(rIp(r)] + 6() % = g(r)

+so(r)p(r) = g(r)

$[8() + (] + 60N = g(r)

SR04+ 6(0S = g(r)
6L = o)
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Asi la EDO se reduce a
ds  g(r)
dr — o(r)’

por lo que su solucién general esta dada por
Y (p)
s(z,y) = —/— / d +C
" o o(p)

“g(p) — te
qu(x)/ S dp+Cola), € = cte.

2.2.2. Factores Integrantes

Una EDO de primer orden (2.20) puede ser escrita en forma diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.29)

donde f(x,y) = ]\1\?((;6’5) Si

w(x,y) = constante (2.30)

es la solucion general (familia de curvas solucién) de (2.20), entonces

ow ow
Ngg — Mg, =0 (2.31)

Asumimos que la EDO (2.20) admite un grupo de Lie de transformaciones uni-
paramétrico (e). Entonces (o) deja invariante a la familia de curvas solucion
(2.30). Sin pérdida de generalidad, la familia de curvas solucién (2.30) satisface

Ow Ow
Xw = 5(:&1/)% + n(w,y)@ =1 (2.32)

para el generador infinitesimal (ee). El sistema dado por (2.31) y (2.32) puede
resolverse para las derivadas parciales de primer orden

Ow M Ow N

Y= Z=__ 2.
dr ME+ Nn' Oy ME+ Ny (2.33)

Pero dw = g—‘:dx + g—;jdy es una diferencial exacta. Por lo tanto se sigue que

1

T (2.34)

w(z,y) =

es un factor integrante para (2.29). Por otro lado tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 2.4 Si p(xz,y) es un factor integrante de (2.29), entonces cual-
quier ({(z,y),n(x,y)) que satisfaga (2.34) define un generador infinitesimal
X = ¢(x, y)% + n(x, y)a% admitido por la EDO de primer orden y' = f(z,vy).

Demostracion

Como p(x,y) es factor integrante de M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 entonces la
ecuacion diferencial pMdx + pNdy = 0 es exacta, por lo que

o) _ 2 (wdhs) _ 2 (wdhs) _ o)

dy y N oz Ox

Derivando estas expresiones llegamos a

NnM, — M?¢, — MNn, — MnN, _ MEN, — NEM, — NM¢E, — N2,
(M&+ Nn)? (M&+ Nn)?

Desarrollando lo anterior:

N(EMy +nMy) = M(EN; +nNy) + MN (& — ny) + N1z — M?g, =0

Por otro lado X = 58% + 770% es admitido por la EDO ¢’ = f(z,y) si y solo
si X(l)(y’ — f(z,y)) = 0. Entonces:

X0 - fa) = X0 (4457
_ ga(y'+%) +n8(y’+%) +n<1)8(y’+%>
ox oy 0y1
ENM, — MEN, +nNM, — nMN, M M. M?
= N2 + N — Nny + N&w - W&/
N(EM, + nMy) — M(EN, + 77Ny) + MN (&, — ny) + N2771 — M2€y
= e
=0
Como consecuencia X = 56% +778% es admitido por laEDO ¢/ = f(x,y). O

Teorema 2.5 Para cualquier funcion £(z,y), el grupo de Lie de transforma-
ciones uniparamétrico con generador infinitesimal

X = &(o0) | 3 + Sy (239

deja invariante a cada curva solucion de la EDO de primer orden y' = f(x,y).
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Demostracion

Sea y = ©(x) una curva solucion de y' = f(x,y). Entonces
y' =0'(z) = f(z,0(z)). (2.36)
Consideremos el generador infinitesimal X dado por (2.35). Entonces

X(y —O()) = &(x,y) [f(z,y) — ()]

Por lo tanto si y = O(z), entonces

X(y—0O(z)) = &(z,0(2))[f(z,0(x) — ()]
= 0 de (2.36).

Como consecuencia y — ©(x) = 0 es una curva invariante para el grupo de Lie
de transformaciones uniparamétrico con generador infinitesimal (2.35). O

De los Teoremas 2.4 y 2.5 vemos que dos tipos de grupos Lie de transfor-
maciones uniparamétricos son admitidos por cualquier EDO de primer orden

y/ = f(xay>

(1) Grupos de Lie triviales uniparamétricos con generadores infinitesimales
X = f(x,y)%Jrn(:c,y)a% son siempre admitidos por y’ = f(x,y) si g = f(z,y).
Aqui cada curva solucién de y' = f(x,y) es una curva invariante y cada curva
invariante es una curva solucion de y’ = f(z,y). Este tipo de grupo no nos sirve
para reducir y’ = f(z,y) por cuadratura debido a que para encontrar las coor-
denadas canénicas del grupo es necesario encontrar primero la soluciéon general

de y' = f(z,y)-

(ii) Grupos de Lie no triviales uniparamétricos cuyos infinitesimales (£(z,v), n(z,y))

no satisfacen la ecuacién algebraica F (x, Ys ggig;) = 0 en todo dominio en R?

pero satisface la condicién de invarianza
XOF(z,y,y) =XV = f(z,y) =0 cuando F(z,y,y') =y —f(x,y) = 0.

En este caso la familia de curvas solucion de y' = f(z,y) es invariante, pero una
curva solucion arbitraria de ¢y’ = f(z,y) no es una curva invariante. Este tipo
de grupo es util para reducir ' = f(x,y) por cuadratura siempre que podamos

resolver la EDO % = g

2.3. Ecuacién para los infinitesimales de una EDO

2.3.1. EDO de primer orden

Del Teorema 2.2 vemos que la EDO de primer orden y' = f(z,y) ad-
mite el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico con generador in-
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finitesimal X = §(9c,y)% + n(m,y)a% si y solo si nM) = &f, + nfy cuando
y" = f(x,y), donde el primer generador infinitesimal extendido estd dado por

77(1) =Nz + (77y — &)y — gy(y/)z-

Por lo tanto 3y = f(x,y) admite X = £(m,y)% + n(x,y)a% si y solo si
(§(xvy)u77(xvy)) satisface Nz + (ny - g:r)f - 5yf2 - gfx - nfy =0.

Esta ecuacion es llamada la ecuacidn determinante para las transformacio-
nes infinitesimales admitidas por y' = f(z,y).

Es facil notar que para cualquiera £(z,y), la ecuacion n(x, y) = £(z,y) f(z,y)
resuelve la ecuacion determinante.

Para cualquier £(z,y), la ecuacion n(z,y) = £(z,y) f(z,y) + x(z,y) nos lleva
a la solucion general de la ecuacion 1, + (n, — &) f — & f? — Efe — nfy = 0,
donde x(z,y) es la solucion general de la ecuacion diferencial parcial lineal de
primer orden X, + fxy — fyx = 0.

Como consecuencia el problema de encontrar todos los grupos de Lie de
transformaciones admitidos por una EDO de primer orden dada por ¢y’ = f(z,v),
se reduce a encontrar la solucién general de la EDP anterior. Pero para poder
encontrar dicha solucién general debemos conocer la solucion general de la EDO
de primer orden dada. Sin embargo, una solucion particular x de la EDP

Xe + Xy — fyx =0,

o de forma equivalente, (£,7) de

77x+(77y_£x)f_§yf2_ffm_77fy =0,

con 1 # £ f, nos lleva al grupo de Lie uniparamétrico admitido por la EDO dada,
y por lo tanto a la solucién general de la misma ecuacién mediante cuadraturas.
Desafortunadamente una solucién particular x de x, + fxy — fyX = 0 no puede
encontrarse mediante un procedimiento deductivo debido a su complejidad.

2.3.2. EDO de n-ésimo orden

Del Teorema 2.2 para la invarianza vemos que la EDO de n-ésimo orden
Yn = f(x,9,91...,Yn—1) admite el grupo de Lie de transformaciones unipa-
ramétrico con generador infinitesimal X = f(Ly)a% + n(x,y)a% si y sélo si

X [y — f(@,9,91 - Ya—1)] = 0 cuando y, = f(2,9,41.-.,Yn—1), donde

X = g, y) & e, y) g + 0 @y, ) gos o+ 0™ @y, ) g
es el n-ésimo generador infinitesimal extendido.



54 CAPITULO 2. INVARIANZA DE UNA EDO Y APLICACIONES

D= YRS C.7) N T T

Recordemos que 7™ (z,y.y1,...,yx) = oIt o

donde 1) = 5(z,%). Por lo tanto, llegamos a
0 0 0
foo00 L wof

n no1)_Of
n™ — 587_,_777_,_77 T —— | =
€T

0 2.37
dy oy OYn—1 (2.37)

cuando yn = f(@,9,91 ..., Yn-1)-
El siguiente teorema es probado en Bluman (1989).

Teorema 2.6. El k-ésimo generador infinitesimal extendido tiene las siguien-
tes propiedades:
(i) n*) es lineal en y;, k = 2,3,.. ..
(ii) n®) es un polinomio en 1, ys, ..., yr cuyos coeficientes son lineales homo-
géneos en (£(x,y),n(z,y)) hasta sus derivadas parciales de k-ésimo orden.

Del teorema anterior se sigue que si f(z,y,41...,Yn—1) €s un polinomio en
Y1,Y2, -+, Yn—1, entonces (2.37) es una ecuacion polinomial en yi,ys2, ..., Yn—1
cuyos coeficientes son lineales homogéneos en (£(x,y),n(x,y)) y sus derivadas
parciales hasta el n-ésimo orden. Debido a que para cualquier EDO de n-ésimo
orden y, = f(z,y,41...,yn—1) podemos asignar valores arbitrarios a cada una
de las y1,¥%2,...,Yn—1 en cualquier punto fijo x, se sigue que el coeficiente de
cada término polinomial en (2.37) debe desaparecer. Esto nos lleva a un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales lineales homogéneas para (£(z,y),n(x,y)).
Este sistema lineal define el conjunto de ecuaciones determinantes para los in-
finitesimales admitidos por la EDO de n-ésimo orden y,, = f(2,4,y1 .-, Yn—1)-
Este conjunto esté sobredeterminado si n > 2 debido a que el nimero de ecua-
ciones determinantes es mayor que 2 (el nimero de incégnitas £ y 7).

Si f(z,Y,91...,Yn—1) DO es un polinomio en y1,¥ya,...,Yn—1, podemos se-
guir derivando un correspondiente conjunto de ecuaciones determinantes desde
(2.37) basado en la independencia de las variables y1,¥s2,...,yn—1 en (2.37).

Teorema 2.7. Consideremos una EDO de tercer orden de la forma

ys = g(z, y)y2 + h(z,y, 1) (2.38)
Si (2.38) admite el generador infinitesimal X = £(z, y)a% + n(x, y)a%7 entonces
& =0, nyy =0.

Demostracion

El criterio de invarianza para la ecuacion ys = g(z,y)y2 + h(x,y,y1) es:

X3 (y3 — g(x,9)y2 — Mz, y,91)) = —E(gaya + ha) — 1(gyy2 + hy) — P hy, — P g+
0,
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donde ), n n®) estan dadas por ™) (z,y,y1,...,yr) = D"D:I — Yk D%ﬁ;y)

para k = 1,2,3. En otras palabras:

= ety — b — Y3,
= New 4 210ey — Y1&ex — 207y + Yinyy — Yilyy — 202&s + y2ry — 3Y1126y
77(3) = Neaz + 3Y1Maeay — Y1&zax + 3y%nwyy - 33/%69811} + y?nyyy - 3y%§wyy

Y1y + 3Y2Tey — 3Y2lun + 3Y1Y2nyy — W1Y2Eay — 6YTY2Eyy — 3Y2E,
+y3ny — 3Y3&x — 4y1Y3&y-

Usando las formulas anteriores de n(1, (), n®) y sustituyendolas en la ecuacién
de invarianza, obtenemos las siguientes igualdades:

-3¢()? = 0 .. (1)
—4&(nys) = 0 .. (2)
(36yg + 3nyy — 9ay)(y1y2) = 0 (3)
De las ecuaciones (1) y (2) obtenemos que §, = 0, y sustituyendo este tltimo
valor en la ecuacion (3) llegamos a n,, = 0. O

Ejemplo
Fcuacion de Blasius

Paul Richard Heinrich Blasius fue un ingeniero aleman especializado en me-
canica de fluidos. Su principal contribucién fue proporcionar las bases matema-
ticas para el estudio del arrastre a través de la teoria de capa limite.

La solucién para la capa limite laminar sobre una placa plana fue obtenida
por Blasius en 1908 empleando una expansiéon en series de potencias. Para un
flujo bidimensional en estado estable con gradiente de presion despreciable, las
ecuaciones de gobierno se reducen a:

1
Y3 + QY2 = 0 (2.39)
con condiciones de frontera
y1(0)=y(0) = 0
Y1 (o)

Usaremos el método antes descrito para encontrar el grupo admitido por la
ecuacion (2.39).
El criterio de invarianza para la ecuacién de Blasius es

1 1 1
N+ Syan+ 5yn'® =0 cuando ys = —yp, (2.40)
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donde n®,n®) estan dados como en la demostraciéon del Teorema 2.7.
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Entonces (2.40) es la ecuaciéon polinomial

+

+

Nexx +

1
5 YNz

1

2

[ 1 1
37]myy - 3§T’I‘y + SYNyy — ygry} (yl)2 + [nyyy - 3€Iyy - nyyy} (yl)g

[ 3
377yy - 9€wy - *ygy Y1Yy2 — 6€yy(y1>292 - 3€y<y2)2 =0.
i 2

1 1
- fyyy (y1)4 + |:3771y - 3§wz + 52/51 + 2"7:| Y2

(2.41)

El conjunto resultante de ecuaciones determinantes para ({(z,y),n(x,y)) es:

1
Nexx + 51/%1 =0,

1
377:1:901/ — &pax + YNy — §y§za: =0,
1

Snwyy - 3€a:wy + 2

Yyy — Y&ay = 0,

1
3ayy + §y€uu — Nyyy = 0,

Eyyy = 0,
1 1
3
377yy - ggzy - iygy = 07
fyy = O,
£ =0.

(2.42)

(2.48)

(2.49)
(2.50)

Debido a que la EDO (2.39) es de la forma (2.38) se sigue inmediatamente
del Teorema 2.7 que &, = 0, n,, = 0. Por lo tanto el conjunto de ecuaciones

determinantes resultante de (2.41) se reduce a (2.42),(2.43),(2.47).

Tomando a% de (2.43) y %?dy de (2.47), llegamos a

0 1
87y (3779ca:y —&oza + YNzy — 2y€xm>
1 1
IMNewyy — gmrzy + YNayy + Nay — iyé-:r:vy - 5593:1:
1
Ney — 7695:1:

2



2.3. ECUACION PARA LOS INFINITESIMALES DE UNA EDO

y también a

o 1 1
| ey — 3Ezn S Ysx a5 =0
axay<”y 3 +2y§ +2n)
1 1
Ney = 0

Es decir obtenemos el siguiente sistema:

1

75:095

Nzy — B

0
= 0

Nzy = )

cuya solucién es
Nay = &' (x) = 0.

Ademas (2.43) se satisface. Entonces

5 = Oé+ﬂ$,
n o= yy+a(z).

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion (2.47) nos lleva a

%ﬁy+%(vy+a(w)) =0
S+ +al@) = 0
a(x) +y(B+v) = 0,

57

Llegamos a y(5 +v) = 0, a(z) = 0; es decir, a(z) = 0y v = —f. No surgen
mas restricciones desde (2.42). Por lo tanto la ecuacién de Blasius (2.39) solo
admite un grupo de Lie de tranformaciones biparamétrico correspondiente a los

infinitesimales

¢ = a+pe,
= 76y,

donde «, 8 son constantes arbitrarias.
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Capitulo 3

Construccion de Soluciones
Invariantes

Si una EDO admite un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico,
entonces se pueden construir soluciones especiales sin el conocimiento de la so-
lucién general de la EDO. Tales soluciones son curvas invariantes del grupo, y
por lo tanto son denominadas soluciones invariantes. Normalmente un nimero
finito de curvas invariantes del grupo terminan siendo soluciones invariantes de

la EDO.

También se demuestra un teorema que prueba que no es necesario encon-
trar todas las curvas de un grupo admitido por una EDO para determinar las
soluciones invariantes; y nos dice que las soluciones invariantes se encuentran
resolviendo ecuaciones algebraicas obtenidas desde la EDO y los infinitesimales
del grupo.

Las soluciones invariantes tienen gran importancia para las EDO’s de pri-

mer orden, ya que las soluciones separatrices y/o envolventes son soluciones
invariantes para todo grupo no trivial admitido por la EDO.

3.1. Soluciones Invariantes
En este capitulo vamos a considerar una EDO de orden n
y ™ = flayy, .y =0 (3.1)
donde
d*y

_ (k) _ _
yk_y( _w7 k_1727"'7n7

39
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y un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico

o = X(w,yie) =z +e€(a,y) + O(?),
y* = Y(z,y€) =y+en(z,y)+ O(e?), (3.2)

con generador infinitesimal

X = §(a0) g+ nle )y (33
Definicién 3.1 y = ¢(z) es una solucién invariante de (3.1) correspon-

diente al generador infinitesimal (3.3) del grupo (3.2) admitido por (3.1) si y

solo si

(i) y = ¢(2) es una curva invariante de (3.2);

(ii) y = ¢(z) resuelve (3.1).

La siguiente definicién es una versiéon generalizada de la definicién anterior:

®(x,y) = 0 define una solucion invariante de (3.1) como resultado de su
invarinza bajo (3.2) si se cumplen las condiciones siguientes:
(i) ®(x,y) = 0 es una curva invariante de (3.2);
(ii) ®(x,y) = 0 resuelve (3.1).

De esta tltima definicion de una solucion invariante se sigue que ®(x,y) =0
es una solucion invariante de (3.1) relacionada a su invarianza bajo (3.2) si y
solo si

(i) ®(z,y) = 0 es una solucion de la EDO de primer orden 3’ =
(ii) ®(z,y) = 0 resuelve y™ = f(z,y,y/,...,y" V).

Suponiendo que ®(z,y) = 0 es una curva invariante de (3.2), por el Teorema

1.14 (i) tenemos que X®(xz,y) = £P, + n®, =0, y asi ggig; = —%z =y

por lo que se cumple el inciso (i).

_ n(=y)
£(zy)”
Ahora el inciso (ii) se sigue inmediatamente del punto (ii) de la definicion ante-

rior.

Es decir ® es solucién de 3

3.2. Teorema para Soluciones Invariantes

Una forma para encontrar soluciones invariantes de la EDO (3.1) relacionada
a su invarianza bajo el grupo (3.2) es obtener primero la solucién general

g(z,y;C) =0 (3.4)

de la EDO
y =n(z,y)/&(z,y)
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(la familia de curvas invariantes de un parametro de (3.2)) y entonces sustituir
(3.4) en la EDO (3.1) para encontrar cuéles valores de C' = C* hacen que (3.4)
resuelva la EDO (3.1). Cualquiera de estos valores de C' = C* produce una
solucién invariante

O(z,y) = g(z,y;C*) =0

de (3.1) relacionada a su invarianza bajo (3.2).

Probaremos que generalmente es innecesario resolver la EDO v’ = n(z,y)/(z,y)
o cualquier otra EDO para encontrar las soluciones invariantes de (3.1) relacio-
nadas a la invarianza de la EDO (3.1) bajo el grupo (3.2).

Teorema 3.2 Supongamos que la EDO 3™ = f(z,y,9/,...,y D) =0
admite el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (3.2) en el dominio
DC R2. Sin pérdida de generalidad asumimos que &(x,7y) # 0 en D. Sea

~ n(z,y) _ 0 o _ 1

u =Y, k=1,2,...,n.
Para la EDO (3.1) consideramos la funcién algebraica Q(z,y) definida por

Q(.’E, y) =Yn — f(‘rvyvylv s 7yn71) = Yn_l\Ij - f(xayv \II’Y\II7 ce vYn_Q\Ij)

(3.5)

en el dominio D. Tres casos surgen para la ecuacion algebraica Q(z,y) = 0:

(I) Q(z,y) = 0 no define curvas en D;

(IT) Q(z,y) =0 en D;

(ITI) Q(z,y) = 0 define curvas en D.

En el caso (I) la EDO (3.1) no tiene soluciones invariantes relacionadas a su

invarianza bajo (3.2).

En el caso (II) cualquier solucion de la EDO y' = n(x,y)/¢(x,y), es decir,

cualquier curva invariante de (3.2), es una solucién invariante de la EDO (3.1)

relacionada a su invarianza bajo (3.2).

En el caso (IIT) una solucién invariante de la EDO (3.1) relacionada a su inva-

rianza bajo (3.2) debe satisfacer Q(z,y) = 0 y, reciprocamente toda curva que

cumpla con Q(z,y) = 0 es una solucion invariante de la EDO (3.1) relacionada

a su invarianza bajo (3.2).

Demostracion

Siyp =y = g = U, entonces y, = y*) = Y10, k=1,2,... n Porlo
tanto una solucién invariante de la EDO (3.1) relacionada a su invarianza bajo
(3.2) debe satisfacer la ecuacion algebraica:

Q(xvy) =0
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Se sigue inmediatamente de (I), que si Q(x,y) = 0 no define curvas en D, en-
tonces la EDO (3.1) no tiene soluciones invariantes relacionadas a su invarianza
bajo (3.2), y (II) si Q(z,y) = 0 en D entonces toda soluciéon de y' = ? es una
solucion invariante de la EDO (3.1). (Claramente X @ = 0 cuando @ = 0).

En el caso (IIT) consideramos cualquier curva que cumpla con Q(z,y) = 0.
Por construccion tal curva es una curva solucion de la EDO (3.1). Esta curva es
una solucion invariante de la EDO (3.1) relacionada a su invarianza bajo (3.2)
si

Qq JFny/ =0

resuelve la EDO o/ = ggzg Esto es verdadero si YQ = 0 cuando Q = 0, lo

cual mostraremos como sigue:

Debido a que la EDO (3.1) admite (3.2), se sigue que la ecuacion de inva-
rianza

af of af _ Of

(n) — 2 it CO BT (n—1)

n £ax + nay +n an +...+7 - (%)
debe mantenerse para cualesquiera valores de (x,y,y1,...,y,) y tal que

yn_f(x7y7y17"'7ynfl> =0

D
donde en términos del operador derivada total —,

a0 = Pn_, DE
Dx 'Da’
Dn(k—l) Df
Dx

Sea vy, = Y ', k = 1,2,...,n. Entonces la EDO (3.1) se convierte en

(k)

Ui

Q(x,y) = 0 y el operador derivada total se convierte en Da =Y, debido a
x

que para cualquier funcion G(z,y,y1, ... 7yj), J < n, tenemos que
DG
Dz ye=YF 10 k=12, 5+1

(6, 06 oG, oG
B Ox yl@y y26y1 BRRECAE

Yj

Ye=Y*" 11U  k=12,.. 5+1
j—1
= YG(z,y,¥,..., Y '),

es decir,
DG

Dz

|
=
Q
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cuando y, = Yk_l\I/, k=1,2,...,5+1.Porlo tanto si y; = Yk_l\I/, k=1,2,...,
entonces
N o= Yn-wYe
= Y(£) - UYE
ogv) L 9EY)
= v
oz + y
[EJAII FEU, + UET + UET, | — TYE
[§Y\I/ + \I/Yf] UYE
= (Y.

— WY

Ahora mostraremos inductivamente que
™ =eY*u, k=1,2,...,n.

Si n®) = £Y* W, entonces

D =y - (YrMw)(YE)
= Y(EYM) — (YFU)(Y¢)
ngJ’_l\II,

Como consecuencia si la EDO (3.1) admite (3.2), entonces de (*) se sigue que
para cualquier curva que cumpla con Q(z,y) = 0, tenemos [ # 0]

. af nof or n-1gy Of
Y'U == + — + YU A (Y v 3.6
evaluado en gy, = Yk_lkll7 k=1,2,...,n— 1. Pero de (3.5) tenemos
n n of  nof 8f n-1gy Of
YO=Q,+-Q, =YY"V — ——F*f-&- YU YU

evaluado en y, = Y10, k=1,2,...,n — 1. Entonces de (3.6) obtenemos que
Y@ = 0 cuando @ = 0. |

1. Como un primer ejemplo consideremos la EDO lineal homogénea de orden
n con coeficientes constantes

Y™ a4t an 1y +any =0 (3.7)

Encontramos todas las soluciones invariantes de (3.7) relacionadas a su inva-
rianza bajo traslaciones en x y homotecias en y producidas por el generador
infinitesimal X = a(a%) + ﬂy(a—y) con constantes arbitrarias a, J.

Es facil ver que la ecuacién (3.7) admite dicho generador infinitesimal, pues si
tomamos

F(z,y, ¢y g™y = y™ 4 aiy™ Y 4 pa, 1y Fay =0
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tenemos que

oF oF oF OF
xmp — 25 il (€0 Rl ) Bl
aax+ﬂy8y+n (‘3y1jL i Y

D D py® D D=1
= an5y+ (n a> ap—1+ < il y2a> Ap—2 + ...+ <77

Dr y1D7x Dx Dx
- anﬂy"i_anflﬁyl +an725y2 + ... +a15yn71 +Byn
B(any + an-1y1 + an—2y2 + ... + a1yn—1 + yn) = B(0)
0

Dx

Sea A = g Entonces ¥ = ¢ =)y, Y = % + )\y(a%).
Como consecuencia,

y(k) — Yk_l\Ij — Yk_Q(Y\II) — Yk‘—?()\Qy)
= YY) = YRy = =Y\ y)
= XNy, k=1,2,...,n (3.8)

Sustituyendo (3.8) en (3.7) tenemos

Q,y) = Y" "W +aY'" U+ .. +an1YOU +a,y
= Ny+a N+ F a1 Ay +any
= A"+ a N an At an)y
= p(Ny=0,

donde p(A) = A" + a1 A"t + . 4+ an A+ ay.
Por lo tanto obtenemos la ecuacién polinomial caracteristica p(\) = 0, la cuél
A debe satisfacer si y # 0:

pA) = A"+ N a1 At a, =0 (3.9)

Cualquier solucion A = r de (3.9) nos deja una solucion invariante de (3.7). En
términos del Teorema 3.2, Caso (II) corresponde a A ser una raiz de p(\) = 0;
el Caso (III) corresponde a A no ser raiz de p(A\) = 0 y en este caso y = 0 es
la solucion invariante trivial. En el Caso (II) la solucién invariante es cualquier
soluciéon de y' = ry, es decir, y = Ce"™, p(r) =0.

Ademas, si y = €™ resuelve (3.7), entonces la EDO (3.7) admite

0 0
X=a— Y —
aax-i-(ﬂy-&-ve )3y

para constantes arbitrarias «, 3,7. Sea A = %, v =1 # 0. Entonces ¥ = g =
Ay +ve™, Y = % + Ay + Ue””)a%. Por lo tanto

yF) = yrFly = U(rk_l—i—)\rk_z—&—. . .+)\k_2r+)\k'_1)em+)\ky, k=1,2,...,n.
(3.10)

D«
Yn D

)
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Correspondientemente,

Qz,y) = p(A) [/\U_re”” + y}
Surgen 4 casos:
(1) Sip(A\) # 0, v =0, entonces Q(x,y) = 0 genera la solucion trivial y = 0 de
(3.7).
(i) Si p(A) # 0, v # 0, entonces Q(x,y) = 0 genera la soluciéon conocida
y = Ce™ de (3.7) para una constante arbitraria C.
(iii) Si 7 es una raiz simple de p(A) =0y A = r, entonces Q(z,y) # 0 y por lo
tanto ninguna solucién de (3.7) es obtenida (Caso I).
(iv) Si p(A\) = 0y r no es una raiz simple de p(\) = 0, entonces Q(z,y) = 0
y cualquier solucion de y' = Ay + ve™ genera una solucion de (3.7). Si A # r,
entonces esta soluciéon invariante es y = Ci1e"™* + Che® para constantes ar-
bitrarias C7,C5; si A = r, entonces la solucién invariante correspondiente es
y = Ch1e"™ 4+ Coze™ para constantes arbitrarias C, Cs.

Por métodos convencionales podemos encontrar la solucién general de la
ecuacion (3.7) con ecuacion caracteristica p(A) (3.9) tomando en cuenta los si-
guientes casos:

(a) Si tenemos yi(x),y2(x),...,yn(x), n soluciones linealmente indepen-
dientes (es decir si {y;(z) : i = 1,...,n} forma un conjunto fundamental de

soluciones para la EDO (2.7), entonces la solucion general es de la forma

y = c1y1(z) + caya(®) + ... + cpyn(x)

donde y;(z) = eM*, y las \; son soluciones reales y distintas de p(\) para
i=1,2,...,n. Por lo tanto tenemos

n
Y= 1M + 2™ 4 . 4 cpe’nT = E c; e,
i=1

como solucién general.

(b) Si existe A\* raiz de p(\) de multiplicidad k, con 1 < k < n, entonces

y = z'"1eM® es solucion de la ecuacion para cada i = 1,...,k. Sin perdi-
da de generalidad supongamos que \* = Ay y que las restantes \;, es decir,
A2, ..., An_k+1, son raices reales y distintas de p(\). Entonces nuestra solucion

general queda de la siguiente manera
k n
y= g et leMT 4 g cje>‘-7—’“+1w.
i=1 j=k+1

Asi, observamos que las soluciones invariantes son casos particulares de nuestra
solucién general.
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2. Como segundo ejemplo consideremos la ecuacion de Blasius, de la cual
también hablamos en el capitulo 2.3.2 y encontramos un grupo admitido por
ésta usando el Criterio Infinitesimal para la Invarianza de una EDO.

1
y/// + iyy// -0 (3_11)

la cual admite el siguiente generador infinitesimal

0
— ay@
para constantes arbitrarias «, 3, ya que tomando a
F(x,y,y1,y2,Y3) = y3 + %yyg = 0, llegamos a

oF oF oF oF
X®p — el _ el (ny ¥~ (2) Y~
(ax + B) i + (—ay) 9y +n an + 9

X = (ax + B)a% (3.12)

or

(3)
o ys3

2 Dx 2 Dx

— (—ay) (1y2> N <Dn“> yzD(aHﬁ)) (1y> N <Dn<2> _ Doz +9)

—« 1
= % + (—3ay2) (2?J> + (—3ays — ays)

= —Ha (%) —days = —da (yg + %) = —4a/(0)
=0

Para o = 0, tenemos que X = [3% y porello Y = %. Por el teorema anterior
concluimos que Q(z,y) = —f(x,y,0,0) = %y(()) = 0, asi estamos en el Caso IT y
cualquier solucién de ¢y’ = 0 es solucion invariante de la ecuacién de Blasius. Asi
la solucion invariante resultante es y = cte = C para toda constante C. Para
a#0,sea A = g Entonces una solucion invariante y = ¢(x) satisface:

y = L S —— cuya solucion general es
& ar+pB  ar+a) r+ N
C
= 3.13
VT2 (3.13)
donde C'y X son constantes arbitrarias. Sustituyendo (3.13) en (3.11), encon-
tramos que
Ll 60 1( 0 (2
Bz = T T2 e ia ) @ s
B _C’2 - 6C 0
B (x+N*

Entonces C? — 6C' = C(C' — 6) = 0, por lo tanto C = 0 o C' = 6, lo cual genera
soluciones invariantes

(3.14)

Dz

)
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de (3.11) relacionadas a su invarianza bajo (3.12).
Alternativamente, derivamos las soluciones invariantes (3.14) usando el Teore-
ma 3.2 para a # 0. Aqui:

Y 0 y 0
g=—_-Y y_2_ 9
T+ N Or x+A0y’
2y 2 6y
Yo=Y ylu-__ Y
(z+ )2 (+A)3
y? 6y
Entonces Q(z,y) = - Q(z,y) = 0 dan paso a las soluciones

(@+A)? (z+A)?
invariantes (3.14):

v 6y
(x+AN)?2  (z+ )3

(xf-jx)? (y_a:ji—)\> =0

= 6 . Asi

De aqui, llegamos a ﬁ =0,y PN

6
T+ A

y=0, y=

Note que si no podemos obtener la solucion general de la EDO 3y’ = g entonces
debemos usar el algoritmo desarrollado en el Teorema 3.2 para determinar so-

luciones invariantes de EDO (3.1) relacionado a su invarianza bajo (3.2).

Si bien logramos encontrar una solucion invariante para la ecuacion de Bla-
sius, encontrar soluciones particulares de la misma requiere métodos mas com-
plejos como aproximaciones numéricas. Por ello, habréa ocasiones donde serd mas
conveniente usar grupos de Lie de transformaciones para encontrar soluciones
de una EDO.

3.3. Soluciones invariantes para EDQO’s de primer
orden

En el caso de una EDO de primer orden
F(z,y,y1) =0 (3.15)

solo tiene sentido considerar soluciones invariantes para un generador infinite-
simal no trivial (3.3) admitido por (3.1), cuando Q(z,y) = F(z,y, zgizg) #0
en D (si Q(x,y) = 0 en D, entonces la correspondiente familia uniparamétrica
de soluciones invariantes es una solucion general de (3.15)). Para tal generador
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infinitesimal no trivial, del Teorema 3.2 extendido se sigue que toda curva que
satisface

n(z,y)

Qz,y)=F (xy ) =0 (3.16)
(@) &(z,y)

es una solucion invariante de la EDO (3.15).

Consideremos el conjunto de todas las curvas solucién en el plano zy (plano

fase) de una EDO (3.15) de la forma

y1 = f(r,y) (3.17)

(F(z,y,y1) = v1 — f(z,y)). Este conjunto puede incluir separatrices, que son
curvas que marcan la frontera entre dominios con distinto comportamiento di-
namico (curvas fase) en un sistema dinamico.

Dos soluciones de la EDO (3.17) con distinto comportamiento dindmico, no pue-
den ser mapeadas una en la otra por cualquier grupo de Lie de transformaciones
admitidas por la EDO (3.17). Debido a que un grupo de transformaciones admi-
tido por la EDO (3.17) mapea cualquier solucién en otra soluciéon de la misma
ecuacion, se sigue que una separatriz es una solucion invariante de la EDO (3.17)
para todos los grupos de Lie de transformaciones admitidos.

Una envolvente de una familia de curvas de un pardametro en el plano, es
una curva que en cada punto es tangente a una curva de la familia.
Por el mismo argumento que el de las separatrices, se sigue que las solucio-
nes envolventes (si existen) para una EDO (3.15) de primer orden deben ser
soluciones invariantes para cualquier grupo de Lie de transformaciones admi-
tido. Si la EDO (3.15) admite un grupo de Lie de transformaciones no trivial
uniparamétrico con generador infinitesimal X = (z, )2 +1(z, y)a%, entonces

XWF =EF, +nFy + e + (ny — &)y — &,/ Fy =0

cuando
F(x,y,y') =0

F x,y,n<x’y) #0 para toda x,y.
§z,y)

Por una simple extension del Teorema 3.2 se sigue que las soluciones invariantes
de la EDO (3.15) relacionadas a su invarianza bajo X son las curvas definidas

por la ecuacién algebraica
n(, y))
F x5y, =0.
( &(x,y)

Por lo tanto una solucion envolvente de la EDO (3.15) satisface la ecuaciéon an-
terior para todo X admitido por la EDO (3.15).
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(I) Como un primer ejemplo consideramos la EDO de primer orden
y =y (3.18)

la cual admite X; = 8%, X, = xa% — ya%'
Tomando F(z,y,y') =y — y? =0, obtenemos X" F = ¢4 + ﬂ% + n(l)gTi.
Por lo tanto Xgl) =0y

x5 —y(=2y) + (=y' =)
2y° — 2y’ =2(y' — y*) = —2(0)
0

De X se sigue que una solucion separatriz y = ¢(z) de (3.18) debe satisfacer:

y = g =¢'(z) =0 o ¢(x)=C1 = const.
Substituyendo lo anterior en la EDO 3 = 3? llegamos a C; = 0, es decir y = 0.
De forma alternativa

Q) = {2~ fa) = = =0

la cual nos conduce al tinico candidato posible y = 0.
De X, se sigue que una solucion separatriz y = ¢(z) de (3.18) debe satisfacer:

y = n__¥Y
13 T
Substituyendo en la EDO 3’ = 32 obtenemos _¥_ y2 o
x

_¥_ y2 =0
x
1

Y ( + y) =0
x

1

y=20, Yy=—-——

x

Alternativamente y
Q(I7y) = 7; - y2 = 07

1

la cual nos conduce a los candidatos y =0, y = — .

Debido a que y = —% no es una soluciéon invariante de Xy, ya que

2 1 .
Qz,y) = —y* = — (—%) = # 0, esta no puede ser una separatriz de
(3.18). Esta solucién es una solucién particular de y' = y? asociada con su

solucién general
1

ol C =const., C=0.

y:
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Las curvas solucion de (3.18) son ilustradas a continuacién, en donde vemos que
y = 0 es de hecho una separatriz.

\ —

Separatriz
y=0

Analizando nuevamente esta ecuacién notamos que al resolverla por el mé-
todo de separacién de variables obtenemos lo siguiente:

dyi )
dxiyiy
dy
E:d:ﬂ con y#0
d
fa-fo
Y
-1
—=x+4+C
Y
1
YTryC

+C”
singular es y = 0, lo que concuerda con nuestro analisis mediante grupos de Lie.

Asi, la solucién general de 3/ = y? es y = mientras que su soluciéon
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(IT) Como segundo ejemplo consideramos la EDO de primer orden

,_Z’vl‘2+y2+y($2+y2—1) (319)

a4 y2—1) -y a2 1y

. .. o i o @
la cual admite el grupo de rotacion X =y Ty
Las curvas invariantes F'(z,y) = 0 de este grupo se encuentran resolviendo
— 9 _ LOF _
XF=y5- —=x oy = 0.

. L dx dy
Las ecuaciones caracteristicas se reducen a — = —=
—

Y
/ydy = /—xd:v
y? 22

z = + Cl
2 2
22 +y? =20
Estas curvas invariantes son circulos
2+ y2 =2

Entonces una separatriz debe satisfacer esta ecuacion. Después de substi-
tuirla en (3.19) obtenemos

_E_n_ g _wety@—1)
y £ z(c? = 1) —yc’
Desarrollando
. c(ztye) —y)
y clex —y) —x
—zc(cx —y) + 22 = yelx+yc) —y?
2P 42 = PP P
A2 —y?) = —a?—y?
s | —aP—y?
© = —x2 — g2
A =1

asi que ¢ = 1. Por lo tanto la separatriz es
2?42 =1

De manera alterna
r a2y +yla?+y? -1

yoox(@+y?—1) —ya?+ y?
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y Q(z,y) = 0 nos lleva a

222 +y?—1) - scy\/m—i—y:v\/m—i—yQ(xg +y2—1) _0
y[sv(xzﬂlz—l)—y x2+y2]
(z> +y*) (@ +y* — 1) _
y[x(xQ—i—yQ—l)—y $2+y2}

Qr,y) =

Dedonde 22 +92=0 6 224+¢y>°—-1=0
Por lo tanto la tinica solucién invariante y por lo tanto la tinica separatriz posible
es el circulo:

2?4yt =1 (3.20)
Es facil notar que (3.20) es un ciclo limite de la EDO (3.19). Las tipicas curvas
solucion de (3.19) son ilustradas a continuacién.

Separatriz
xohy'=1

Si queremos resolver la ecuacion (3.19) por métodos convencionales, notamos
primero que no es exacta, y por lo tanto tenemos que buscar un factor integran-
te adecuado (si es que existe), lo que hace més complejo encontrar su solucion.
Sin embargo en la seccién 2.2.2 logramos determinar un factor integrante para
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cualquier EDO del tipo 3 = f(z,y). Como podemos observar al igual que en el
caso de la ecuacion de Blasius, a veces es méas util usar el método de Lie.

(ITII) Como tercer ejemplo consideramos la ecuaciéon de Clairaut, la cual po-
see una solucion singular que resulta ser también la envolvente de dicha ecuacion
y por ende la candidata perfecta para ser una solucién invariante.

m
F(z,y,11) = xy1 + n V= 0, (3.21)
1

donde m es una constante.
Esta ecuacién admite

0 0
X =2r— —. 3.22
"o Vo, (3.22)
pues si F(z,y,y1) = 0, entonces
XWF = 2zy —y+ (g1 — 2y1) (m N ZQL>
1
m
= 2oy —y— e+ —
Y1
= 2y + m_ y=0.
Y1
Una solucion envolvente de (3.21) debe satisfacer (3.16) para y; = g = 2£:
x
Q) = F(engl) =o(5) + 5
X = T, Y, 5 ) = o - =
Y b 2 y 4
_ Yy me
3 Yy o 2mx
Asi y = = + ——, o de otra forma
2 Yy
_ y? + dmzx
Y= %
2y% = 9% + dmzx
y* = 4dmax (3.23)

Por lo tanto, 4% = 4mx es la tinica solucién envolvente posible de la EDO (3.21).

Mediante el uso de las coordenadas canonicas (r,s) = (y,ln(\/i)), la

Nz

invarianza de (3.21) bajo (3.22) nos lleva a su solucion general:

Y =cx+ T, (3.24)
c
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donde ¢ es una constante arbitraria. Notamos que la parabola (3.23) es la en-
volvente de la familia de lineas rectas (3.24), pues dada la familia de rectas

F(x7y7c)=xc+@—y:0,
C

Tomamos la derivada parcial respecto a ¢

OF (z,y,c) m
TZFJJE,%C)ZSE—;ZO

fm
De donde obtenemos que ¢ = , / —, sustituyendo el valor de ¢ en F(z,y,c)

T
/m | x

Yy = —x+4/—m
T m

mx+axm 2max
vmz  Jmz
= 2Vmzx

Es decir llegamos a y? = 4max.

Las curvas solucién de (3.21) son ilustradas a continuaciéon, para m = 1.

\

Envolvente y=dx
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Notemos que la ecuacion de Clairaut se resuelve de la sigueinte manera:

De la ecuacién original

,.m
y=ay +—,
Y
derivamos respecto de x
2
/ " ;my
y =y +y —
(y')*
de donde tenemos que
m
0= (x — > y”,
(v')?
por lo tanto
m
1
y' =0 o z=
(v')?
En el caso, 3" = 0, intengrando tenemos que y' = C, por lo que sustituyendo

en la ecuacion original nos queda

la cual es la solucién general.
m [m

En el otro caso, x = W, llegamos a y’ = £,/ —. Resolviendo esta ecuacion
Y x

por separacion de variables obtenemos

y? = dmaz,

que es la solucién singular.

Notamos que estas soluciones coinciden con las anteriores, y en particular, la
solucion invariante obtenida coincide con la solucién singular para la ecuacion
de Clairaut.

3.3.1. Ecuacion de Clairaut en Coordenadas Canoédnicas

Dada la ecuacion de Clairaut

m
F(9€71/»y1)=33y1+y——y=0 ()
1

necesitamos encontrar las coordenadas canoénicas (r, s) para el grupo de Lie con
generador infinitesimal

0 0
X = 20— + y—
x8x+y8y

En el capitulo 1.7 vimos que se cumplen las igualdades:

Xr = 0
Xs
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De esta manera r(z,y) satisface

or or
XT72x%+y8fy—0 (a)

de donde obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales caracteristicas

By _y
de 2x
Resolviendo
dy _ 1 [dz
y 2 T
1
logy = i(loga?—&—Co)
y = Cix
Yy
Z -
NG '

Asir(z,y) = % = cte e (1)
La coordenada canédnica s(z,y) debe satisfacer

0s
e _— e -
Xs 2xax+y 1 (b)

Tomamos una solucion particular de (b), s(z,y) = s(x) que cumple

ds
20— = 1
wd:z:
s 1
de 2
1 dzr
ds = = [ —
/ s 2 T
s = 1lo T
Por lo tanto s(z) = log\/z . (2)

De (1) y (2) obtenemos las ecuaciones x = 2%, y = re®.
Ahora reducimos la ecuacion (x) de la siguiente manera.

Tenemos que

de = 2e%*ds, y
dy = re’ds+e’dr=e’(rds+dr),
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y por lo tanto

et = 28 (es(rds + dr)) e ( 2e%8ds )
2e23ds es(rds + dr)
s € (rds+dr 2me’ds
) < ds ) rds + dr
R re® e’dr  2me’ds
re’ =

2 +5£+Tds+dr

e ary)  _ Imes _ds
2 ds - ame rds + dr
— ﬂ + @ — 4
" ds " ds -
dr\?
2
_ (22 — 4
T ds) m
d
d—z = Vr2—4m

Ahora resolveremos la nueva ecuacion diferencial con las coordenadas canénicas

(r,5)

/ dr B /ds
VrZ —dm
In|r++vVr2—4m| = s+0Cs

e(ln\r—‘—\/mD — e(s+C2)
r+vVr2—4m = C(Cse®
r?—d4m = (Cze® —r)?

Volviendo a las variables originales (x,y) tenemos

2

y_ML:<@f_y>2

x Vi
—4m = Cixz—2Csy
_ —4m —C3x
L Tg
~ 2m  Csz
y = N + TN
03 m
= (5)r
(%)

C
Tomando C' = 73, entonces
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m
:C —
y=Ctr+ 5

que es la solucion general de la ecuacion de Clairaut (x).



Conclusiones

En este texto hemos usado los conocimientos aprendidos entre otras co-
sas para construir soluciones a las EDO’s por medio de las transformaciones
infinitesimales y también logramos encontrar transformaciones infinitesimales
admitidas por una EDO dada usando el algoritmo de Lie.

Si una EDO admite un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico,
entonces podemos reducir su orden de manera constructiva de uno en uno me-
diante el uso de coordenadas canénicas o invariantes diferenciales. Ademas la
solucién de la EDO dada se encuentra por cuadraturas al resolver la EDO re-
ducida.

Conocer la invarianza de una EDO de primer orden bajo un grupo de Lie de
transformaciones uniparamétrico es equivalente a encontrar un factor integrante
para la EDO.

Asi, el método de Lie resulta muy valioso pues nos brinda la posibilidad de
obtener soluciones exactas de una gran cantidad de EDQO’s de primer orden e
incluso en algunas ocasiones reducen la cantidad de calculos facilitando los pro-
cesos tradicioneales.

Si una EDO de primer orden admite un grupo de Lie de transformaciones
uniparamétrico entonces podemos determinar sus soluciones invariantes sin la
necesidad de resolver otra EDO por medio del Teorema 3.2.

Ante todo esto, concluimos que las soluciones separatrices y las envolven-
tes son soluciones invariantes para cualquier grupo de Lie de transformaciones
uniparamétrico admitido por una EDQO de primer orden. Como consecuencia ob-
servamos que tales soluciones se construyen sin determinar la solucién general

de dicha EDO.
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