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Capitulo 1

Introduccion

A continuaciéon hablaremos de los problemas que se atacan dentro de este trabajo de tesis, sus an-
tecedentes y las razones por las que los consideramos de importancia. En 1970, A. V. Arhangel’skii
introdujo una clase muy importante de espacios a los cuales se les llamé p-espacios los cuales
también son conocidos como espacios emplumados [Arh70a). Dichos conceptos y los teoremas que
derivan de ese trabajo abrieron una linea de investigaciéon muy prolifica de la cual se han obtenido

muchos avances, y muchos conceptos y han aparecido clases nuevas desde entonces.

Entre los p-espacios se encuentran algunos espacios no paracompactos. Por ejemplo, todos
los espacios completos en el sentido de Cech son p-espacios. Los p-espacios paracompactos son
caracterizados como preimagenes perfectas de espacios métricos [Arh70al. El producto de una
familia numerable de p-espacios paracompactos es un p-espacio paracompacto. V. V. Filippov fue
el primero en probar que la imagen de un p-espacio paracompacto bajo una funcién perfecta es
de nuevo un p-espacio paracompacto [Fil67]. Un poco después y de manera independiente, este
resultado fue obtenido por K. Morita [Morb5| y T. Ishii [Ish67a]. Posteriormente, H. H. Wicke
demostré que la imagen bajo una funcién perfecta de un p-espacio es a su vez un p-espacio. Es muy
importante hacer notar que una funciéon cerrada de un espacio métrico preserva la metrizabilidad

si y solo si preserva la propiedad de ser un p-espacio [Arh65].

Una funcién continua de un espacio topologico arbitrario sobre un p-espacio no incrementa
el peso [Fil67], pues de hecho, es facil ver que el peso de un p-espacio es igual al peso de red
del mismo. Si un p-espacio paracompacto es preimagen de un espacio métrico bajo una funciéon
continua uno-a-uno, entonces es metrizable [Fil67]. Cada p-espacio paracompacto con una base

punto-numerable es metrizable [Z67|. Los p-espacios paracompactos son metrizables si y solo si son
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simetrizables [Arh70al.

En la definicién original de los p-espacios se habia supuesto que dichos espacios fueran com-
pletamente regulares y T;. De hecho, la definicién de los mismos depende de la existencia de la
compactacion de Stone-Cech del espacio en cuestion. Sin embargo, D. Burke [Bur70] dio una ca-
racterizacion de los p-espacios la cual generaliza este concepto a los espacios T3. Bajo esta nueva
definicion los espacios de Moore son p-espacios [Bur70]. R. Hodel introdujo el concepto de grado
de plumaje pl(X), de un espacio X que es T3 [Hod74]. De acuerdo a su definicién, un espacio T3

es un p-espacio si y solo si pl(X) < N,.

Es posible dar una caracterizacién extrinseca de los p-espacios usando la compactacion de
Wallman en lugar de la compactacion de Stone-Cech [GMS5]. De manera natural se puede dar
una formulacion de la desigualdad pl(X) < A, donde A es cualquier ntimero cardinal infinito. Una
propiedad notable de los p-espacios es que son de tipo numerable [Arh70al], es decir, que todo
subconjunto compacto de un p-espacio esté contenido en un subconjunto compacto el cual tiene
una base local numerable para su sistema de vecindades. J. Chaber, M. M. Coban y K. Nagami
introdujeron la clase de los p-espacios monoténicos (monotonic p-spaces), los cuales caen entre la

clase de los p-espacios y la clase de los espacios T3 de tipo numerable [CCNT4].

Como ya se ve, el concepto de premetrizabilidad es de importancia. En el Capitulo [5|damos tres
caracterizaciones de premetrizabilidad que consideramos novedosas y las relacionamos con otras
dos caracterizaciones que son bien conocidas. Para resaltar la importancia de estos resultados, en

el Capitulo 2] hablamos un poco sobre las condiciones de metrizabilidad de un espacio topologico.

Por otro lado, V. I. Ponomarev y V.V. Tkachuk introdujeron el concepto de espacios fuertemente
completos como aquellos espacios que tienen caracter numerable en fX |[PT87|. Después Buhagiar
y Yoshioka dieron una caracterizacion interna de esta propiedad y la llamaron wultracompletez
IBY01]. Posteriormente, V.V. Tkachuk y D. Jardén demostraron que un espacio paracompacto X
es ultracompleto si y sélo si el conjunto de puntos en los cuales X no es localmente compacto esta
contenido en un compacto de caracter exterior numerable [T\J04]. Un espacio de Tychonoff X es
cast localmente compacto si el conjunto X, de puntos de X donde falla la compacidad local esta
contenido en un compacto de tipo numerable. V. I. Ponomarev y V. V. Tkachuk probaron que
Xo no es necesariamente localmente compacto pero si es un conjunto acotado en X [PT87|. Un
espacio X es llamado cofinalmente C'ech completo si existe una familia numerable {&, : n € N}

de cubiertas abiertas de X que satisfacen la propiedad de que siempre que 7 es un filtro sobre
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X tal que para cada n € N existe algin G,, € &,, el cual intersecta a todos los miembros de F,
entonces F tiene un punto de acumulacion. En ese caso decimos que {®,, : n € N} es una familia

cofinalmente Cech completa.

En el Capitulomostraremos que ser cofinalmente Cech-completo es equivalente a ser ultracom-
pleto. S. Romaguera introdujo la nocion de espacio cofinalmente Cech-completo para caracterizar
los espacios metrizables los cuales admiten una métrica cofinalmente completa [Rom98|. A. Garcia-
Maynez y S. Romaguera probaron en que los espacios cofinalmente Cech-completos son invariantes
bajo funciones perfectas y también bajo sus imagenes inversas [GMR99|, y derivaron una condi-
cion necesaria y suficiente para la completez en el sentido de Cech de los espacios paracompactos,
la cual generaliza en este contexto la caracterizacion topoldgica de los espacios metrizables que
admiten una métrica cofinalmente completa [Rom98|. En el mismo trabajo ellos también hacen
notar que, contrario al caso de los espacios completos en el sentido de Cech, la completez cofinal
en el sentido de Cech es preservada bajo funciones continuas abiertas. Finalmente los autores de

dicho articulo estudian el producto de espacios paracompactos cofinalmente Cech-completos.

En los esfuerzos por resolver el problema de metrizacion de espacios topologicos surgieron los
conceptos de cubierta normal y familia localmente finita. Asi, A. H. Stone prob6 que toda cubierta
abierta de un espacio metrizable es normal, y Dieudonné demostré que toda cubierta abierta de
un espacio metrizable tiene un refinamiento abierto y localmente finito. La normalidad de una
cubierta abierta y la existencia de un refinamiento abierto y localmente finito estén estrechamente
relacionados. Un marco de un espacio X es simplemente una familia no vacia de cubiertas abiertas
de X. Si todo elemento de un marco satisface una misma propiedad p, entonces decimos que el

marco es de tipo p 0 que es un p-marco.

En el capitulo |5l usamos los marcos sobre un espacio topolégico para dar una de las caracteriza-
ciones de premetrizabilidad que consideramos novedosa, y ademés definimos en el mismo capitulo
una clase de cubiertas que contiene a la clase de cubiertas normales. Esta clase de cubiertas reci-
ben el nombre de cubiertas semi-normales. El uso de marcos diversos para caracterizar distintos
tipos de espacios de Tychonoff (espacios completos en el sentido de Cech, p-espacios, espacios ul-
tracompletos, etc), ha proporcionado caracterizaciones de dichos espacios usando filtros Cauchy
o cofinalmente Cauchy respecto a los marcos. Por esta razén sentimos que el manejo de marcos
sobre espacios topologicos es un método tutil para encontrar nuevas caracterizaciones, aunque por

supuesto, no pensamos que sea el tnico.
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Como se puede ver, las clases de p-espacios, espacios paracompactos, espacios completos en el
sentido de Cech y la clase de espacios ultracompletos, constituyen clases bastante ricas. Dada la
importancia de las mismas y sus aplicaciones, cualquier informacion nueva sobre ellas es relevante.
En esta tesis demostramos que un espacio topologico es premetrizable si y solo si X es un p-espacio
pseudoparacompacto y toda cubierta abierta de X es semi-normal, si y solo si existe un conjunto
cero K en X x X tal que A(X) C K C X x X, si y s6lo si X tiene un p-marco numerable

consistente de cubiertas normales.

La clase de espacios paracompactos es cerrada bajo imégenes inversas de funciones perfectas.
En la clase de espacios completamente regulares, las funciones perfectas son caracterizadas por
el hecho que sus extensiones continuas a la compactacion de Stone-Cech mandan residuos sobre
residuos. Las funciones perfectas preservan metrizabilidad, paracompacidad, peso y completez en el
sentido de Cech. La clase de las funciones perfectas es cerrada bajo composiciones. Una restriccion
de una funcién perfecta a un subespacio cerrado es perfecta. Esto es falso para funciones cocientes.
Otra importante propiedad de estas funciones es que pueden restringirse a ciertos subespacios
cerrados sin reducir la imagen, de manera que la funcion resultante es irreducible, es decir, no se

puede restringir mas sin reducir la imagen (comparese con el concepto de funcion irreducible).

En el Capitulo [ dedicado a los problemas que consideramos abiertos, nos preguntamos si la
imagen perfecta de un espacio pseudoparacompacto es pseudoparacompacta. Por otro lado, tam-

poco sabemos si el producto de espacios pseudoparacompactos es un espacio pseudoparacompacto.

La famosa conjetura normal-Moore pregunta si todo espacio normal de Moore es metrizable.
Actualmente se sabe que dicha conjetura no se puede probar ni refutar dentro de ZFC. En cambio,
si se sustituye la hipotesis de ser normal por la de ser colectivamente normal, entonces se sabe
que el resultado es cierto. También, si se supone el Axioma de Martin y se niega la Hipotesis del
Continuo, entonces puede demostrarse que existe un espacio de Moore normal no metrizable. En

los espacios normales los conceptos de conjunto nulo y conjunto cerrado y G5 coinciden.

Un espacio X es paracompacto si y s6lo si X x X es un espacio normal [Tam67|, por lo
que los espacios donde tiene sentido preguntarse si ser nulo es equivalente a ser Gs y cerrado es
precisamente en los espacios que no son normales. Por ese motivo en el Capitulo [2] damos un breve
bosquejo de los conjuntos nulos y los conjuntos coceros ademas de que éstos son de importancia
para uno de nuestros resultados principales. En el Capitulo [2| introducimos el concepto de escalas.

Dicho concepto da lugar al concepto de conjunto nulo, el cual, como ya hemos mencionado, es
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interesante cuando no coincide con el de ser G5 y cerrado.

Un espacio de Tychonoff X es metrizable si y solo si la diagonal A(X) es un conjunto nulo en
X x X |GM89]. En el mismo articulo se muestra que si un espacio Tychonoff X es de Moore,
entonces A(X) es un cerrado G5 en X x fX. Por tanto, la conjetura normal-Moore equivale a
encontrar condiciones bajo las cuales el cerrado G5 A(X) es nulo. Por lo anterior consideramos que
nuestros resultados podrian ser de ayuda para obtener nuevos avances en la mencionada conjetura.
En ese mismo Capitulo damos un breve bosquejo de los conceptos de bases de filtro y filtros.
También hablamos de las compactaciones de un espacio de Tychonoff, las propiedades de cubiertas
de espacios topologicos, asi como algunos resultados conocidos de las funciones perfectas y sus
caracterizaciones.

La clase de los conjuntos pseudoparacompactos, definida en el Capitulo 5], ha sido poco estudia-
da y pensamos que contiene propiamente a la union de las clases de los espacios pseudocompactos
y la clase de los espacios paracompactos, es decir, que existen espacios pseudoparacompactos que
no son paracompactos ni pseudocompactos. En el Capitulo [0 esta conjetura es precisamente uno
de los problemas abiertos que planteamos.

En el Capitulo [5|definimos el concepto de ser un espacio definitivamente p si existe una sucesion
Wi, Wa, ... de conjuntos coceros en X x X tal que A(X) C (.2, W, € X x X. En dicha
clase tampoco encontramos un espacio perteneciente a la misma que no fuera paracompacto. Sin
embargo, si sabemos que un espacio definitivamente p y pseudoparacompacto es premetrizable.
Como se puede apreciar, hay futuro en el estudio de estos tipos de espacios topologicos.

El Capitulo 4] esta dedicado a los espacios p-paracompactos. Para esta parte nos apoyamos fuer-
temente en los resultados citados en [And67], y también hablamos de los espacios p-paracompactos
y algunos hechos conocidos de los k-espacios y de los espacios Cech-completos y cofinalmente Cech-
completos.

Los resultados del Capitulo [5| fueron expuestos en el 47" Spring Conference and Dynamics

Conference y posteriormente aceptados para su publicacion [GMLRIS].
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Marcos en Espacios de Tychonoff

Invictus

Maés alla de la noche que me cubre,
Negra como el abismo insondable,
Doy gracias al dios que fuere

Por mi alma inconquistable

En las garras de las circunstancias
No he gemido ni llorado
Sometido a los golpes del destino

Mi cabeza sangra, pero esta erguida

Maés alla de este lugar de ira y llantos

Bendiciones Irlandesas

Que el camino salga a tu encuentro
Que el viento siempre esté detras de ti
Y la lluvia caiga suave sobre tus campos

Y hasta que nos volvamos a encontrar,

Que Dios te sostenga con el puno de su
mano

Que vivas por el tiempo que tu quieras,

Y que nunca quieras vivir tanto como vives

Recuerda siempre olvidar

Las cosas que te entristecieron
Pero nunca te olvides de recordar
Las cosas que te alegraron

Recuerda siempre olvidar

A los amigos que resultaron falsos
Pero nunca olvides recordar
A aquellos que permanecieron contigo

Recuerda siempre olvidar

Los problemas que ya pasaron
Pero nunca olvides recordar
Las bendiciones de cada dia

Que el dia maés triste de tu futuro

No sea peor que el dia més feliz de tu pa-

Donde yace el horror de la sombra,
La amenaza de los anos

Me halla, y me hallara sin temor

No importa cuén estrecho sea el camino,
Ni cuén cargada de castigos la sentencia,

Soy el amo de mi destino,

Soy el capitdn de mi alma

William Ernest Henley (1849-1903)

sado

Que nunca se te venga el techo encima

Y que los amigos reunidos debajo de él,
nunca se vayan

Que siempre tengas palabras calidas en un
frio anochecer

Una luna llena en una noche oscura,

Y que el camino siempre se abra a tu puerta

Que haya una generacion de hijos

En los hijos de tus hijos

Que vivas cien anos,
Con un ano extra para arrepentirte!
Que el Senor te guarde en su mano

Y nunca apriete mucho su puno

Que tus vecinos te respeten
Los problemas te abandonen
Los éngeles te protejan

Y que el cielo te acoja

Que la fortuna de las colinas
Irlandesas te abracen

Que las Bendiciones de San Patricio
te contemplen

Que tus bolsillos estén pesados
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Y tu corazoén ligero,
Que la buena suerte te persiga,
Y cada dia y cada noche

Muros contra el viento,

Y un techo para la lluvia,
Y bebidas junto a la fogata
Risas para consolarte

Y aquellos a quienes amas cerca de ti,

Y todo lo que tu corazon desee!

Que Dios esté contigo y te bendiga,
Que veas a los hijos de tus hijos,
Que el infortunio sea pobre, rico en bendi-

ciones

Que no conozcas nada mas que la felicidad
Desde este dia en adelante
Que Dios te conceda muchos anos de vida,

De seguro El sabe que la tierra

No tiene suficientes angeles



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Axiomas de Separacion

Las demostraciones de los resultados presentados en esta seccién pueden ser consultados en [GMTSS].
En el presente trabajo (X, 7) denotaréa un espacio topoldgico. Si no hay posibilidad de confusion
escribiremos simplemente X . Si A y B son subconjuntos ajenos de un espacio topolégico X, pueden

presentarse diversas situaciones:
Definicioén 1.

1. Un espacio X es Ty si dados p,q € X, p # ¢, existe un abierto que contiene a unos de ellos

pero no al otro.
2. Un espacio X es Ry si cada abierto en X es union de conjuntos cerrados.

3. Un espacio X es T} si dados p,q € X, p # ¢, existe un abierto que contiene a p y no a q, y

un abierto que contiene a p pero no a q.
Proposicion 2.
1. Un espacio X es Tj si y solo si dados p,qg € X, p € {q}~ v q € {¢}~ implican p = q.
2. Un espacio X es Ry si y solo si dados p,q € X, {p}~ N{q}~ # 0 implica {p}~ = {q} .

3. Un espacio X es T; si y solo si para cada p € X, {p} es cerrado, o, equivalentemente, si y

sOlo si cada subconjunto finito de X es cerrado.

Definicién 3.

12
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1. Un espacio X es T o de Hausdorff si cada par de puntos distintos de X tiene vecindades

ajenas.

2. Un espacio X es reqular o Ry si para cada cerrado H en X y cada punto p € X\H, H y p

tienen vecindades ajenas.

3. Un espacio X es de Urysohn o Tz% si cada par de puntos distintos tiene vecindades cerradas

ajenas.
4. Un espacio X es T3 si es regular y 7Tj.
Proposicion 4. Se cumplen las siguientes implicaciones
1. Ry = Ry = Ry.
2. T3:>T2% =Ty, = Ry y Tp.

Definimos los axiomas de separaciéon que usaremos a lo largo del presente trabajo. Dichos

axiomas no son necesariamente hereditarios.

Definicion 5.
1. Un espacio X es normal si cada par de cerrados ajenos en X tienen vecindades ajenas.
2. Decimos que X es Rj3 si es normal y Ry.
3. X es T} si es normal y 7.

4. Un espacio X es completamente normal si cada par de subconjuntos separados de X tienen

vecindades ajenas.
5. X es un espacio T5 si es completamente normal y 77 .

6. Un subconjunto A de un espacio X es (G si existen abiertos Gp,Gs,... en X tales que

A =", G,. Unconjunto A es F, si existen cerrados Fi, Iy, ... en X talesque A = | J -, F,,.
7. Un espacio X es perfectamente normal si X es normal y cada cerrado en X es Gj.
8. X es Tj si es perfectamente normal y 7.

Proposiciéon 6.
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1. Todo espacio R3 es Ry. Por tanto, todo espacio T} es T5.

2. Si X es completamente normal, entonces todo subespacio de X es normal.

3. Si cada abierto denso en X es normal, entonces X es completamente normal.

4. Un espacio X es completamente normal si y sélo si cada subespacio de X es normal.
5. Todo espacio regular y de Lindelof es normal.

6. Todo subespacio F, de un espacio normal es normal.

7. Todo espacio perfectamente normal es completamente normal.

8. Ty =15 =T, = T5.

2.2. Conjuntos Nulos y Coceros

A lo largo de esta seccion X denotara un espacio topologico. Las demostraciones de los resultados

enunciados pueden consultarse en [GMTSS|

Definiciéon 7. Un subconjunto A de un espacio X es nulo en X (o conjunto cero) si existe una

funcion continua g : X — [0, 1] tal que A = g~1(0).
Definiciéon 8. Un subconjunto U de un espacio X es cocero en X si X\U es nulo en X.

Usando las llamadas escalas se podran construir funciones continuas de X al intervalo [0, 1]. Si

A es un conjunto, denotaremos su conjunto potencia por 24.

Definicion 9. Sea D un subconjunto denso de (0, 1). Una escala en un espacio X es una funcion

¢ D — 2% tal que p(d;)~ C int p(dy) siempre que dy,dy € Dy dy < ds.

Definicién 10. Si ¢ es una escala en X definimos el nicleo de ¢, Z (), como:

Z(p) = {e(d) : d € D}.

Definicién 11. Dada una escala en X definimos la escala complementaria ¢© mediante la féormula:

p(d) == X\p(1 - d).
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Proposicion 12. Sea ¢ una escala en X. Entonces existe una funciéon continua g : X — [0, 1] tal
que g710) = Z(p) y g7 1(1) = Z(¢°). Reciprocamente, si g : X — [0, 1] es una funcién continua y
para cada d € D, ¢,(d) = g~*(]0,d]), entonces p, es una escala en X.

Proposicion 13. Sea H un cerrado G5 en un espacio normal X. Entonces existe una funcion

continua f: X — [0, 1] tal que f~1(0) = H. Por tanto, existe una escala en X tal que H = Z(y).

Proposicion 14. Todo conjunto nulo en X es cerrado y G5 en X. Si X es normal, el reciproco

también es clerto.

Proposicion 15. Todo conjunto cocero en X es abierto y F, en X. Si X es normal, el reciproco

también se cumple.

Proposicion 16. Un subconjunto A de un espacio X es nulo en X si y solo si existe una escala

v en X tal que A = Z(p).
Proposicion 17. Si g: X — Y es continua y K es un nulo en Y, entonces g~ !(K) es nulo en X.

Proposicion 18. Si A y B son nulos (respectivamente, coceros) en X, entonces AUBy AN B

son también nulos (respectivamente, coceros) en X.

Proposicion 19. Toda intersecciéon numerable de conjuntos nulos en X es nula en X. Por tanto,

toda uniéon numerable de conjuntos coceros en X es un conjunto cocero en X.

Proposicion 20. Si A y B son nulos ajenos en X, existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal
que A= f71(0) y B=f~(1).

Proposicion 21. Si A y B son nulos ajenos en X, existen coceros ajenos Uy, Ug en X tales que

ACU,v BCUs.

Proposicion 22. Un espacio X es completamente regular si y solo si la familia 8 ((X) de conjuntos

coceros en X es una base de la topologia de X.

2.3. Filtros Base y Filtros

Sea X un conjunto. Denotamos su conjunto potencia como 2.

Definicién 23. Un filtro base 1 es una familia no vacia de conjuntos no vacios tal que si N, N’ €

existe N” €  contenido en N N N'.
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Definicion 24. Dados dos filtros base 7, n’, diremos que 1’ es mds fino que nsi para cada N € 7

existe N’ € n tal que N’ C N.

Definicion 25. Si & es un conjunto y nes un filtro base, diremos que 1 es un & -filtro base si

n C &.Si X es un conjunto y nes un 2X-filtro base, diremos simplemente que 1 es un filtro base

en X.

Definiciéon 26. Un & -filtro base es un & -filtro si siempre que N € n, G € & y N C G, se tiene
G en.

Definicion 27. Un & -filtro nes un & -ultrafiltro si nno esta contenido propiamente en ningun

otro & -filtro.

Definicion 28. Dos filtros base ny 1’ son equivalentes si nes més fino que 1 y n’ es mas fino que
n.

Definicién 29. Dados un espacio topolégico X y p € X, la familia de vecindades de p es un

2% filtro, el cual se denota por 7,.

Definicion 30. Todo & -filtro base nes equivalente a un tnico & -filtro, a saber
nt:={Ge® : N CG para alguna N € n }.

Se dice entonces que nes una base del filtro n'.

Definicion 31. Sin y 1’ son & -filtros base, entonces 1’ es un filtro base mds fino que n siy sblo

sigt Cn't.
Definicion 32. Dos filtros base n y 7’ son equivalentes si y solo si n* = n'*
Teorema 33. Sea nun & -filtro base. Entonces existe un & -ultrafiltro n( tal que n C ny.

Teorema 34. Un filtro  en X es un ultrafiltro en X si y s6lo si para cada A € 2%, se tiene

AenoX\Aen.
Definicion 35. Sean X un espacio topologico, n y 7' filtros base en X y p un punto de X.

1. Decimos que ny 1’ se mezclan si cada elemento de 7 intersecta a cada elemento de 7.

2. pes punto de acumulacion de n siny 1, se mezclan, es decir, si toda vecindad de p intersecta

a cada elemento de 1 o, equivalentemente, si p € N~ para cada N € n.
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3. El micleo A, de n es el conjunto de puntos de acumulacion de 7, es decir, A, = (| N™.
Nen

4. p es un punto limite de no n converge a psin, C n ™, es decir, si toda vecindad de p contiene
a un elemento de 7. El conjunto de puntos de convergencia de 7 se representa como Cj, . Es

muy factible que C,, = 0.
Teorema 36. Sea X un espacio topologico y sean 7,7’ filtros base en X.
1. n y 1 se mezclan si y sélo sip y 7' tienen un sub filtro base comun.

2. Sip esun punto limite de n (p € X) yn y 7' se mezclan, entonces p es punto de acumulacion

de n. En particular C,, C A,,.
3. Sin' es un sub filtro base de 7, entonces A,y C A, y C,, C C,y.

4. Si n y n son equivalentes, entonces C,, = C;y y A, = A,. En particular, C;,, = C,+ y

Ay =Apr.
5. Sip € A,, existe un sub filtro base 7y de 1 tal que 7, converge a p.

6. Sin es un ultrafiltro en X, entonces A, = C,,.

2.4. Compactaciones de un Espacio de Tychonoff

Definiciéon 37. Una extension de un espacio arbitrario X es una pareja (h,Y), en donde h es un

homeomorfismo de X sobre un subespacio denso de Y.
Definicién 38. Una extension (h,Y) de X es una compactacion de X si Y es compacto.

Definicién 39. Dadas dos extensiones (hq,Y7) v (hs, Ys) de un espacio X, decimos que (hq,Y7)
domina a (he,Ys) si existe una funcion continua ¢ : Y} — Y5 tal que pohy = hy. Si (hy,Y;) domina

a (hg,Ys), este hecho lo denotamos como (hy, Y;) > (he, Ys).

Definicién 40. Dos compactaciones (hq, Y1), (he,Y2) de un espacio X se dicen equivalentes si

existe un homeomorfismo ¢ : Y; — Y5 tal que ¢ o hy = hs.

Definicion 41. Sea § = {f, : o € M; f, : X — X} una familia de funciones con dominio comtn

X.
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1. § distingue puntos si dados a,b € X, a # b, existe a € M tal que f,(a) # fuo(b).

2. § distingue puntos de cerrados si para cada cerrado A en X y cada punto p € X'\ A, existe

o € M tal que fo(p) ¢ fulA)".

3. La funcion evaluatoria de § esla funcion f : X — I,ep X, definida como (f(z))(a) = fo(x),
reX,ae M.

Lema 42. Sea {X, : « € M} una familia no vacia de espacios topologicos y sea g : Z — X una
funciéon de un espacio Z en el producto topologico X = Il ey X,. Entonces g es continua si y s6lo

sipaog: Z — X, es continua para cada cada a € M, en donde p, : X — X, es la a-proyeccion.

Teorema 43. Sea § = {fo : « € M; f, : X — X,} una familia de funciones y sea f la funcién

evaluatoria de § . Entonces:
1. f es continua si y sélo si cada f, es continua.
2. f es inyectiva si y s6lo si § distingue puntos.
3. Si § distingue puntos de cerrados, f : X — f(X) es abierta.

4. Si cada f, es continua, § distingue puntos de cerrados y X es Ti, entonces f : X — f(X)

es un homeomorfismo.
El siguiente teorema caracteriza a los espacios de Tychonoff:

Teorema 44. Sea X un espacio topologico, § = {fa : @ € M} la familia de funciones continuas

de X en el intervalo cerrado [0,1] y sea h : X — I la funcién evaluatoria de § .
1. X es completamente regular si y solo si § distingue puntos de cerrados.
2. Si X es de Tychonoff, h : X — h(X) es un homeomorfismo.

3. X es de Tychonoff si y s6lo si X es homeomorfo a un subespacio de un espacio compacto y

T5.

Definicién 45. Si X es un espacio de Tychonoff arbitrario y h : X — I es como en el Teorema
2, entonces (h, 3X), en donde BX es la cerradura de h(X) en ™ es una compactacion Ty de

X. Esta es la llamada compactacion de Stone-Cech de X.
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A continuacion, enunciamos la propiedad universal de la compactacion de Stone-Cech.

Lema 46. Sea ¢ : X — Y una funcién continua de un espacio de Tychonoff X en un espacio
compacto y T» Y. Entonces existe una tnica funciéon continua ¢ : S X — Y tal que Y o h = ¢, en

donde (h, 8X) es la compactacion de Stone-Cech de X.

Definiciéon 47. Sea X un espacio topologico. La densidad d(X) de X es el menor numero cardinal
infinito « tal que X tiene un subespacio denso de cardinalidad menor o igual que a. El peso w(X)
de X es el menor numero cardinal infinito « tal que X tiene una base de cardinalidad menor o

igual que a.

Teorema 48. Sea {X; : ¢ € J} una familia de espacios Ty, |X;| > 2, con densidad a > N,.

Entonces X = II;c; X tiene densidad menor o igual a « si y sélo si |J] < 2°.

Definicion 49. Sea (X, 7) un espacio topologico y sea B una base de 7. Definamos C(8) =
{H : X\H € B }. Diremos que Bes una base de Wallman de X si satisface las siguientes dos

condiciones:
1. Si Bl,BQ < iB, también BlLJBQ €B yBlﬁBg €B.

2. Siz e BeB, existe He C(*B) tal que z € H C B.

Si ademas se cumple:
3. Dados Hy, Hy € C(B), ajenos, existen By, By € B, ajenos, tales que Hy C By y Hy C Bo,
diremos que ‘B es normal.
Las bases de Wallman proporcionan un método ttil para compactar un espacio.

Definiciéon 50. Sea B una base de Wallman de un espacio X y seay=C(8) = {4 : X\A € B}.

Entonces:

1. £ C ~ es un ultrafiltro si £ es un y-filtro y £ no esta propiamente contenido en ningtn otro

~-filtro.
2. X(v) ={£ : £ es un v-ultrafiltro}.

3. Para cada x € X, se define v(z) = {F € v:x € F}.
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4. Para cada A C X, se define A* = {£ € X(v) : L C A para alguna L € &}
Lema 51. Con la notacion anterior, se tiene que:

1. Para cada x € X, se cumple que v(x) € X (7).

2. Paracada A,BC X, (AN B)* = A*N B*. Ademas, I* =0y X* = X (7).

3. Si Ay B pertenecen a B Uy, entonces (AU B)* = A* U B*.

4. Si A € 7, entonces A* = {{ € X(y): A e}

Demostracion. (Se demostrara solo 3). Como C' C D, entonces C* C D*, por lo que A*UB* C (AU
B)*.Sea ¢ ¢ A*UB*. Luego LN(X\A) # 0 # LN(X\B) paracada L € £. Si A, B € B, se tiene que,
por ser £ un y-ultrafiltro, X\ A € £ y X\ € £. En consecuencia, X\(AUB) = (X\A)N(X\B) €¢
y&d (AUB)*. Si A,B € v, entonces A ¢y B¢ ¢, de donde AN Ly = () = BN Ly para ciertos
Ly, Ly € & Como también Ly N Ly € £y (AUB)N Ly N Ly = (), tenemos que AU B ¢ . Por
tanto, £ ¢ (AU B)*. Si A€ By B €+, entonces X\ € £ y existe L € £ tal que BN L = (). Por
consiguiente, L1 = LN (X\A) es un elemento de £ ajenoa AUBy ¢ (AUB)*. Elcaso A€~y
B € B es analogo. O]

Teorema 52. Sean B, X, v, X(7) y v como en el Lema 50} Sea v* la topologia de X (7) que tiene

como base a la familia {B* : B € *B}. Entonces:
1. (X(7),7*) es un espacio compacto y T7.

2. Para cada A C X, A* C Cx(yv(A) es la X (vy)-cerradura de v(A). Si A € BU~, v(A) =
A*Nu(X). Si Aery, A" =Cxr(A).

3. Para cada x € X y cada A € B U~, se tiene v 1v(z) = {2}~ y v 1(4%) = A.

4. La correspondencia x — v(x) define una funcion abierta y continua de X sobre un subespacio

denso de X (). Si X es T1, (v, X (7)) es una compactacion 7; de X.
5. X(v) es Ty si y solo si B es normal.

Demostracion.
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1. Sea {B, : a € J} C B tal que X(v) = U,y B Queremos probar que existe Jy C J finito

tal que X () = U, e ;. B. Suponiendo lo contrario, entonces

acJy

& = {X\ | Baes : Jo € J. Jo finito}

acJy

es un y-filtro. Por [51]3, () ¢ &. Por consiguiente, utilizando el Lema de Zorn se puede probar
que existe un 7-filtro § tal que & C §. Entonces § € B}, para alguna oy € J y también
€ € (X\By,)", pues X\By, € & C ¢, lo que contradice a [5112. Para probar que X(v) es
Ty, tomemos &1,& € X(7), con & # &. Entonces existen elementos ajenos F; € &\& v
Fy € &\&- En consecuencia, & € (X\F2)" € X(y)\{&} v & € (X\F1)” € X(9)\{&}

2. Claramente A* Nv(X) C v(A) para cada A C X. Probaremos que v(A) C ANv(X) para
cada A€ BU~vy. Seax € A Si A€ B, existe Feytalquer e FC A SiAeF Co,
supongamos F' = A. En cualquier caso, existe F' € v tal que x € F C A. Por tanto,
Fev(z)yv(x) e F* C A*. Demostraremos ahora que A* C Cx(,v(A) para cada A C X.
Si € € X(7)\Cxyv(A), existe B € B tal que { € B*y B*Nv(A) = 0. Sea F € £ tal que
F C B. En consecuencia, F*Nv(A) =v(F)Nv(A) =0y FNA =10, dedonde £ € (X\A)*y
¢ ¢ A*. Finalmente, si A € v, entonces A* es un cerrado en X () pues X (7)\A* = (X\A4)*
es abierto, y v(A4) C A* C Cx(,V(A). Por tanto A* = Cx(,v(A).

3. Se omite la demostracion.
4. Se omite la demostracion.

5. Supongamos primero que B es normal. Sean &, & € X(7v), & # &. Por tanto, existen
Fi € & vy Fy, € & ajenos. Como ‘B es normal, existen Dy, Dy € B, ajenos, tales que
Fy € Dy y Fy C D,. Por tanto, D y D} son abiertos ajenos en X(v) y & € D7, & € D}
Reciprocamente, supongamos que X () es Ty. Sean Fy, Fy € v, ajenos. Entonces F} y Fy son
cerrados ajenos en X (). Como X(7) es normal (por ser compacto y T3), existen abiertos
ajenos Wy, Wy en X (v) tales que F;* C W;, i = 1,2. Usando .3, podemos suponer que
W; = B} para cada i = 1,2, en donde B; € B. Por tanto, F;, = v~ (F) Cv'(B) =By, y

B es normal.
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Definicion 53. Si X es un conjunto y & C 2% definimos C(&) = {A : X\A € 6}. Si 61,6, C
2% ponemos ®; < ®, si cada pareja de elementos ajenos de &, estid contenida en una pareja

de elementos ajenos de &,. Dos bases de Wallman B, B, en un espacio X son equivalentes si

C(B1) < C(By) y C(B2) < C(By)
La demostracion del siguiente teorema puede encontrarse en |[GMTSS].

Teorema 54. Sea f: X — Y una funcion del espacio X en el espacio Y. Sean By, By bases de

Wallman de XY, respectivamente. Supongamos que:
1. By es normal; y
2. [7HCO(By)) < C(Bx).

Entonces f es continua y existe una tnica funcién continua f*: X(C(Bx)) — Y(C(By)) tal que
ffovxy =wvyo f,endonde vy : X - X(C(Bx)) yvy : Y — Y(C(By)) son los encajes candnicos

definidos en [52.4.

Demostracion. Para probar que f es continua, tomemos z € X y G € By tales que f(x) € G.
Por la suposiciéon 2 de la hipotesis, existen Hy, H, € C(By), ajenos, tales que f~1(M) C Hy y
Y Y\B) C H,. Por tanto, x € X\Hy € Bx y f(X\Hz) C G, es decir, f es continua.

Para probar el resto del teorema, supongamos primero que Y es compacto y Ts. Sea & €
X (C(Bx)). Consideremos la coleccion o = {f(N)~ : N € {}. Entonces o es una base de filtro
en Y. Como Y es compacto, o tiene al menos un punto de acumulaciéon en Y, y afirmamos que
no puede tener més de uno. Supongamos, por el contrario, que existen dos tales puntos 1, ys.
Como Y es Ty, existen G1,Gy € By ajenos tales que y; € &1 vy yo € By, Sea V € By tal
que L = Y\Gy, CV C V- C Y\{y2}. Los conjuntos L y Y\V son vecindades de y; y s,
respectivamente. Por tanto, LN f(N) # 0 # (Y\V) N f(N) para cada N € &. Por otro lado, por
la condicion 2, existen Hy, Hy € C(Bx) ajenos y tales que f~'(L) C Hy; y f~Y(Y\V) C H,. Por
tanto, Hy NN # () # Hy N N para toda N € £. Como £ es un C(5 x)-ultrafiltro, necesariamente
H, y H, pertenecen a &, lo que contradice la propiedad de interseccion finita de £. Por tanto, o
tiene exactamente un punto de acumulacion y. La compacidad de Y implica que o converge por
ende a y. Definimos entonces f(¢) = y. Es claro que f o vy = f. Para probar la continuidad de
f, tomemos & € X(C(£)) y V € By tales que f(£) € V. Podemos hallar facilmente elementos
LeC(By)yW € By tales que f(§) € int L C LCW C W~ C V. Como o — f(§), existe
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N € € tal que f(N) C L. Por la condicién 2, existe B € Bx tal que f~1(L) C B C f~YW).
Por tanto, £ € B*. Elijjamos ahora cualquier n € B*. Sea G € n tal que G C B. Por consiguiente,
f(G) € W. Esto implica que f(n) € f(G)~ C W~ C V y luego f es continua.

Volviendo al caso general, consideremos el espacio compacto y Ty Y (C(By)) y la funcion

continua vy o f : X — Y(C(By)) tal que f*ovx = fory. Se omite la demostracion de la unicidad

de f*. O

Corolario 55. Sean 981, B, dos bases de Wallman normales en un espacio X. Si C(B;) < C(B,),
entonces existe una tnica funciéon continua j* : X(C(B,)) — X (C(B,)) tal que j* o vy = v;. Por

tanto, (12, X(C(B2))) > (1n, X(C(B1)))

Corolario 56. Sea B una base de Wallman normal en un espacio 75 X tal que 8 contiene todos
los conjuntos coceros de X. Entonces X (C(B)) es equivalente a la compactacion de Stone-Cech

de X. En particular, si (X, 7) es un espacio Ty, entonces X (C(7)) es equivalente a 5X.



Capitulo 3

Cubiertas, Espacios Paracompactos y

Funciones Perfectas

3.1. Metrizaciéon de Espacios Topologicos

Es comin definir una topologia 7; en un conjunto X a partir de una funciéon d : X x X — R que

satisface las siguientes propiedades:
1. d(z,z) = 0 para cada = € X.
2. d(x,y) > 0 para cada (z,y) € X x X.
3. d(z,y) = d(y,x) para cada (z,y) € X x X.
4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para cada x,y,z € X.

Declaramos A C X abierto (A € 7,) siy so6lo si para cada p € A existe un nimero €, > 0 tal que
{z :d(p,z) < e,} C A. Las propiedades (1) — (4) nos sirven para probar que 74 es efectivamente
una topologia de X.

Cabe preguntarse bajo qué condiciones una topologia 7 en un conjunto X cumple 7 = 74, en

donde d es una funcion con las propiedades (1) — (4).

Definicion 57. Una pseudométrica en un conjunto X es una funciéon d : X x X — R con las

propiedades:

1. d(xz,z) = 0 para todo = € X.

24
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2. d(y,x) +d(y,z) > d(z, z) para todos z,y,z € X.
Estas dos condiciones implican que d(x,y) > 0 para cualesquiera z,y € X.

Definicion 58. Sea X un conjunto. Una pseudométrica d en X es una métrica si para z,y € X,

x # y, entonces d(z,y) = 0.

Definiciéon 59. Un espacio topologico (X, T) es pseudometrizable (resp., metrizable) si existe una

pseudométrica (resp., una métrica) d en X tal que 7 = 74.

Definicién 60. Sean (X, d) un espacio pseudométrico, p € X y A C X. Para cada € > 0 definimos
Vip) = {z : d(p,x) < e} y VAA) = [J{VZ : a € A}. Si no hay posibilidad de confusién,
escribiremos V. (p) y V.(A) en lugar de V4(p) y V4(A), respectivamente.

Lema 61. Un espacio topologico Ty X es metrizable si y solo si existe una sucesion di, ds, ... de

pseudomeétricas en X tal que {Vld/';n cx € X,m,n=1,2 ...} es base de X.
Definiciéon 62. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces:
1. (X, 7) es seqgundo numerable si T tiene una base numerable.
2. (X, T) es separable si existe A C X numerable y denso en X.
3. (X, 7) es de Lindeldf si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta numerable.

El siguiente teorema clésico resuelve el problema de metrizacion para espacios completamente

separables:

Teorema 63. En un espacio topolégico X, las siguientes propiedades son equivalentes:
1. X es metrizable y separable.
2. X es T5 y segundo numerable.

3. X es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert .
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3.2. Propiedades de Cubiertas

En este apartado mostramos las condiciones necesarias y suficientes clasicas para que un espacio
topologico X sea metrizable. En general las condiciones seran principalmente las siguientes: la
existencia de bases de la topologia con ciertas caracteristicas, propiedades de cubiertas y axiomas

de separacion. Los resultados aqui citados pueden consultarse en [GMTSS].
Definicién 64. Si X es un conjunto, G C 2%, A C X y p € X, definimos:

1. St(p,G) =U{G €G:peG}

2. St(A,G) =U{Geg: AnG # 0},

3. G& = {St(x,G) v € X},

4. G :={St(G,G) : G € G},

5. o(p,G) :=card{G € G :p € G},

6. 0(A,G) :=card{GeG: ANG # D}.
Definicion 65. Sea (X, 7) un espacio topologico y sean Gy, Go C 2% cubiertas de X.

1. Decimos que G; es un refinamiento de Gy si algiin elemento de G; estd contenido en un
elemento de G, es decir, si existe una funcion ¢ : G; — G tal que G C ¢(G) para cada

G € G. Simbodlicamente expresamos esto como G; < Gs.

2. Gy refina débilmente a Gy, en simbolos Gy <,, G, si para cada x € X se tiene St(z,G;) C
St(ﬂf, g2)

3. G1 refina reqularmente a Go, en simbolos G; <r G», si cada par de puntos en la unién de dos

miembros intersectantes de G; pertenecen a un mismo miembro de G,.

4. Gy refina baricéntricamente a Go 0 Gy es un A-refinamiento de Ga, si {St(x,G;) : z € X} es

un refinamiento de G,. En simbolos denotamos esto como QIA < G,.

Ahora damos algunas relaciones entre los distintos tipos de refinamientos enunciados anterior-

mente.

Lema 66. Si «, 3,7 son cubiertas del conjunto X, z € X y A, B C X, se tiene:
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1. si AC By a <, ( entonces St(A,a) C St(B,B).
2. St(ANB,a) C St(A,a) N St(B, ).

3. St(AUB,a) = St(A,a) U St(B, ).

4. Si a < B entonces a <, B, a® < B2y a* < B~
5. Se cumplen las siguientes implicaciones:

a* <P a<pf=at <, B=a>< B0

6. y<pf<pa=7"<pa

7. 7<wfB<paoy<pfB<,a=y<ga

8. a<a? <a*<alrl,

Omitimos la demostracion del siguiente Lema ([GMT88|4.34):

Lema 67. Sea aj, s, ... una sucesion de cubiertas abiertas de un espacio topologico (X, 7) tal

que a1 <pg o, para cada n = 1,2, .... Entonces existe una pseudométrica o en X tal que :
1. la identidad i : (X, 7) — (X, 7,) es continua, es decir, 7, C 7.
2. Paracadap € X ycadan=1,2,..., se tiene St(p, a,41)” C St(p, o).

3. Para cada p € X y cada n = 1,2,..., se cumple V2, ,(p) C St(p,as) C V;2,.1(p). Por

tanto, si definimos 3, := {V2..(z) : z € X}, se tiene B,41 < o < B,_1.
4. Para cada z € X, (), St(x,a,) ={y € X : o(z,y) = 0}.

Corolario 68. Conservando la notacién del Lema @, se tiene que 13 < a,, < [,_1 para cada
R R

n=12 ...

Corolario 69. Si para cada n = 1,2,..., se tiene 047?+1 < ay, entonces B2 < o, < B,_1 para

cadan=1,2,....

A continuacién introduciremos el concepto de cubierta normal de un espacio, el cual sera

fundamental en el presente trabajo.
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Definicion 70. Sea X un espacio topoldgico. Una cubierta o de X se dice normal si existe una
sucesion a = aq, Qa, . .. de cubiertas abiertas de X tal que aﬁﬂ < a, paran = 1,2,.... En este

caso se dice también que la sucesion de cubiertas aq, as, . . ., es normal.

Las cubiertas normales forman una subclase de la clase de las cubiertas abiertas y son fre-
cuentemente usadas en problemas de metrizacion y topologia. En algunos aspectos, mientras mas
cubiertas normales tenga un espacio, mas se comporta como un espacio paracompacto, pues en los
espacios paracompactos toda cubierta abierta es normal. Este tipo de cubiertas pueden ser carac-
terizadas entre las cubiertas abiertas de muchas maneras (véase, por ejemplo, [GMTS8S]|, 4.47). Las

principales caracterizaciones las veremos més adelante.

Teorema 71. ([GMTSS], 4.36) Si « es una cubierta normal de un espacio (X, 7), existe un espacio

métrico Y y una funcién continua y suprayectiva ¢ : X — Y tal que:

Y\(p(X\A))" - Aeca}

es una cubierta de Y.

Corolario 72. Sean o, X,Y y ¢ como en el Teorema [71] Entonces {intp(A) : A € a} es una

cubierta abierta de Y.

Definicion 73. Una sucesién aq, as, ... de cubiertas de un espacio X es wA si cada sucesion
T, Zs,... € X tal que x, € St(x,q,) para alguna z € X y cada n = 1,2,..., tiene al menos un

punto de acumulacién en X. Decimos que X es wA si admite una sucesion w/ de cubiertas.

Teorema 74. Sea aq, (s, . .. una sucesion normal y wA de cubiertas de un espacio X . Definase una
pseudométrica ¢ en X como en el Lema 67} Entonces, para cada cerrado K C X, la 7,-cerradura
de K coincide con {y € X : g(z,y) = 0 para alguna z € K}. Ademas, la 7,-cerradura de cada

punto de X es numerablemente compacta.

Corolario 75. Sea « una cubierta abierta de un espacio X. Si « pertenece a una sucesion normal
y wA, entonces existe una funciéon ¢, continua, cerrada y con fibras numerablemente compactas,

de X sobre un espacio métrico Y, tal que {Y'\(¢(X\A))~ : A € a} es una cubierta de Y.

Definicién 76. Sea & una familia de subconjuntos de un espacio topologico X . Decimos que & es
localmente finita si cada punto de X tiene una vecindad que intersecta, a lo mas, a un ntmero

finito de elementos de & .
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Definicion 77. Una familia & de subconjuntos de un espacio topologico X se dice discreta si cada

punto de X tiene una vecindad que intersecta, a lo mas, a un elemento de & .

Definicion 78. Una familia & de subconjuntos de un espacio X es una familia o-localmente fini-
ta (respectivamente, o-discreta) si existen familias localmente finitas (respectivamente, discretas)

G1,8,,... talesque & =7, &,,.

Definicion 79. Sea X un espacio topolégico y sea & una familia de subconjuntos de X. Entonces
& es punto finita (respectivamente, estrella finita) si para cada p € X (respectivamente para cada

G € &), se tiene o(p, B ) < N, (respectivamente, o(G, B ) < V).

Definicion 80. Una familia & de subconjuntos de un espacio topologico X se llama punto nu-
merable (respectivamente, estrella numerable) si para cada x € X (respectivamente para cada

G € &), se tiene o(p, B ) < N, (respectivamente, o(G, B ) < N,.

Definiciéon 81. Una familia & de subconjuntos de un espacio X es una familia cocero (respecti-
vamente, fuertemente cocero) si cada G € & (respectivamente, cada union de miembros de &) es

un conjunto cocero.
Las demostraciones de los siguientes resultados se omiten.

Lema 82. Cada familia discreta es localmente finita. También, cada familia o-discreta es o-

localmente finita (J[GMTSS], 4.40.1).
Lema 83. Cada cubierta abierta y estrella numerable es o-discreta (J[GMTSS], 4.40.7).

Lema 84. Cada familia de conjuntos abiertos en un espacio perfectamente normal (en particular,

en un espacio metrizable), es fuertemente cocero (J[GMTSS], 4.40.9).

Proposicion 85. Cada familia o-localmente finita formada por conjuntos coceros es fuertemente

cocero.
Los espacios pseudométricos tienen una importante propiedad.

Proposicion 86. Toda cubierta abierta de un espacio pseudométrico (X, d) tiene un refinamiento

abierto y o-discreto.

Corolario 87. Toda cubierta normal de un espacio topolégico X tiene un refinamiento cocero y

o-discreto.



30 Marcos en Espacios de Tychonoff

Demostracion. Sea « una cubierta normal de X. Segun el teorema [71] existe un espacio métrico
Y y una funcion continua y sobre ¢ : X — Y tal que & = Y\ (¢(X\A))™ : A € a} es una cubierta
abierta de Y. De la proposicion [86]se deduce que & tiene un refinamiento abierto y o-discreto 0.

Es facil probar que 8 = {¢~*(v) : v € U} es el refinamiento buscado. O

Lema 88. Sea & = {G, : @ € J} una familia localmente finita de conjuntos coceros en un espacio
X. Para cada o € J, sea H, un conjunto nulo contenido en G,. Entonces & =, G, es cocero

v 9 =U,ec; Ha es nulo.

acJ

Teorema 89. Sea {luna cubierta cocero y o-localmente finita de un espacio X. Entonces iltiene

un refinamiento cocero y localmente finito.

Lema 90. Sea B una base de Wallman normal de un espacio X y sea 4 = {U; : j € J} una
cubierta punto finita de X por elementos de 8y con la propiedad:

(*)Si{B;:je€J} CB y, para cada j € J se tiene B; C Uj, entonces | J{B; : j €

J} eB.

Existen entonces elementos H; € €(B) (j € J) tales que H; C U, para cada j € J y tales que
X=U{H:5€J}.

Definicion 91. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es Ry si y sélo si dados p,q € X,

{p}~ N {qg}~ # 0 implica {p}~ = {¢}~

Corolario 92. Sea {{una cubierta abierta punto finita de un espacio normal y Ry (X, 7). Entonces

existe una funcion F': 4 — 7 tal que
1. F(U)- CU paracada U € U
2. X =\{F(U):Ueu}.

Corolario 93. Toda cubierta abierta localmente finita de un espacio normal y Ry tiene un refi-

namiento cocero y localmente finito.

Corolario 94. Sea Y4 = {U; : j € J} una cubierta cocero y localmente finita de un espacio

completamente regular X. Entonces existen conjuntos nulos {H; : j € J} tales que
1. H; CUj para cada j € J

2. X = J{H,:jeJ}
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Teorema 95. Sea Y4 = {U; : j € J} una cubierta cocero y localmente finita de un espacio
completamente regular X. Entonces i tiene un A-refinamiento cocero y localmente finito €. Por

tanto, {les normal. Ademaés, si {les infinita, podemos escoger € de manera que |€| < |4 ].

Teorema 96. Sea B una base de Wallman normal de un espacio X. Si {les una cubierta finita de

X con elementos de B, entonces i tiene un A-refinamiento finito con elementos de 95 .
Tenemos ahora los elementos suficientes para probar:

Teorema 97. Sea {luna cubierta abierta de un espacio topoldgico X . Consideremos las siguientes

afirmaciones:
1. Yles normal.
2. Existen un espacio pseudométrico Y y una funciéon continua f : X — Y tales que:
{YA(f(X\U))™ : U e td}
es una cubierta de Y.
3. itiene un refinamiento fuertemente cocero y o-discreto.
4. YUtiene un refinamiento cocero y o-localmente finito.

Entonces se cumplen las implicaciones (1) < (2) = (3) = (4), y si X es completamente regular

(4) implica (1), es decir, las condiciones anteriores son equivalentes.
En el caso de cubiertas estrella numerables, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 98. Toda cubierta cocero y estrella numerable 4 de un espacio completamente regular

X tiene un A-refinamiento cocero y estrella finito M tal que || < 4] - Ro.
El siguiente resultado es de mucha utilidad.

Teorema 99. Si X es un espacio regular, las siguientes propiedades son equivalentes.
1. Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto y localmente finito.
2. Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto y o-discreto.

3. Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto y o-localmente finito.
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4. Toda cubierta de X tiene un refinamiento cerrado y localmente finito.
Ademés, si X satisface cualquiera de estas propiedades, entonces X es normal.

Definicién 100. Una sucesion U ,Us, . .. de cubiertas abiertas de un espacio X es un desarrollo
de X si para cada x € X, la familia {St(z,U,) : n = 1,2,...} es una base local de . Se dice que

X es desarrollable si admite un desarrollo.

Corolario 101. Sea X un espacio desarrollable con base punto numerable (respectivamente o-
discreta, o-localmente finita). Entonces X tiene un desarrollo U;,Us, . .. en donde cada U, es punto

numerable (respectivamente o-discreta, o-localmente finita).

Definicion 102. Un espacio topologico X es de Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una

subcubierta numerable.
El siguiente teorema de metrizacion se encuentra en [Ale60]:

Teorema 103. Un espacio topologico Ty (X, 7) es metrizable si y solo si existe un desarrollo

a1, o, ... de X tal que a1 <p o, paracadan=1,2,....

Definicion 104. Sea X un conjunto. Definimos la diagonal de X como:

AX) :={(z,z):x € X}.

3.3. Funciones Perfectas y sus Caracterizaciones

En esta seccién hablaremos de las propiedades bésicas de las funciones perfectas, las cuales nos

seran de utilidad mas adelante para probar algunos resultados acerca de las mismas.

Definicion 105. Sean X, Y espacios topologicos. Una funcion suprayectiva f : X — Y es perfecta

si f es continua, cerrada y para caday € Y, f~!(y) es un conjunto compacto.
Definicion 106. Sea X un espacio topologico.

1. X es totalmente normal si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento baricéntrico

abierto o, equivalentemente, si toda cubierta abierta de X es normal.

2. X es metacompacto si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto y punto

finito.
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Teorema 107.

1. JAD50] Toda cubierta punto finita 4l de un conjunto X tiene una subcubierta irreducible, es

decir, una cubierta que deja de serlo con la omision de cualquiera de sus miembros.
2. El espacio de ordinales [0, w;) no es metacompacto.

3. Sea « una cubierta abierta de un espacio X. Entonces a pertenece a una sucesiéon normal
y wA siy sOlo si existe Y metrizable y ¢ : X — Y continua, cerrada, sobre y con fibras

numerablemente compactas, tal que (Y'\(¢(X\A))” : A € a} cubre a Y.
Las funciones perfectas se pueden caracterizar mediante el uso de bases de filtro.
Teorema 108. Sea f : X — Y continua y sobre. Entonces son equivalentes:
1. f es perfecta.

2. Si 7 es una base de filtro en X, y € Y y f(n) tiene por punto de acumulacion a y, existe

r € f~1(y) tal que x es un punto de acumulacion de 7.

3. Sin es un ultrafiltro en X, y € Y y y es un punto limite de f(n), existe z € f~!(y) tal que

x es punto limite de 7.

4. Sin es una base de filtro en X, y € Y y y es punto limite de f(n), existe z € f~1(y) tal que

x es punto de acumulacion de 7.

Corolario 109. Sea {f; : f; : X; — Y;, i € I} una familia de funciones perfectas. Sean X =
[Lic; Xi vy Y = [L.c; Yi- Entonces la funcion producto f : X — Y, definida mediante la férmula
(f(x))(@) = fi(z(i)), también es perfecta.

Corolario 110. Sea f : X — Y una funcién perfecta del espacio X sobre el espacio Y. Si
Y es compacto (respectivamente, localmente compacto, Lindel6f o numerablemente compacto),

entonces X tiene la propiedad respectiva.
Definicion 111. Un espacio de Tychonoff es Cech-completo si X es G5 en BX.

Corolario 112. Un espacio Ty X es paracompacto y Cech-completo (respectivamente paracom-
pacto, y localmente compacto) si y sélo si existen un espacio Y completamente metrizable (res-

pectivamente, metrizable y localmente compacto) y una funciéon perfecta de X sobre Y.
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Corolario 113. Sea X un espacio compacto. Si Y es Lindelof, localmente compacto o numerable-
mente compacto, o si X es T, v Y es paracompacto, entonces X x Y tiene la propiedad respectiva

de Y.

Corolario 114. Sea ¢ : X — Y una funcion perfecta del espacio de Tychonoff X sobre el espacio
de Tychonoff Y. Entonces x — (x,¢(x)) es un homeomorfismo de X sobre un subespacio cerrado

de X x Y.

3.4. Espacios Paracompactos

En cuanto a los subespacios y productos se refiere, los espacios paracompactos se comportan en

forma similar a los espacios normales. En esta seccion X es un espacio T5.

Definicion 115. Un espacio X es paracompacto si es regular y toda cubierta abierta tiene un
refinamiento abierto y localmente finito. Por tanto, un espacio regular es paracompacto si y sélo

si satisface cualquiera de las propiedades (y por tanto todas) del Teorema .
Teorema 116.

1. Un subespacio de un espacio paracompacto no es necesariamente paracompacto. Sin embargo,
todo subconjunto F, (en particular, todo cerrado) en un espacio paracompacto es también

paracompacto.
2. Sitodo abierto en un espacio paracompacto es F,, entonces todo subespacio es paracompacto.
3. Todo subespacio de un espacio paracompacto y perfectamente normal es paracompacto.

4. El producto de dos espacios paracompactos no es necesariamente paracompacto (de hecho,
no es necesariamente normal). Sin embargo, todo producto numerable de espacios paracom-

pactos y wA es un espacio de la misma indole.
Teorema 117.
1. Todo espacio paracompacto es normal y metacompacto.

2. Todo espacio metrizable es paracompacto.
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Claramente cualquier espacio numerablemente compacto y cualquier espacio de Moore es un

espacio wA.

Corolario 118. Sea f : X — Y una funcién perfecta del espacio X sobre el espacio paracompacto

Y. Entonces X es paracompacto.

Corolario 119. Un espacio regular X es paracompacto y wA si y solo si existe un espacio metri-

zable Y y una funciéon perfecta de X sobre Y.

Definicién 120. Un espacio topologico (X, 7) es completamente metrizable si existe una métrica

completa d en X tal que 7 = 74.
El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de los espacios paracompactos [Tam67]:
Teorema 121. En un espacio de Tychonoff (X, 7), las siguientes propiedades son equivalentes.
1. X x X es normal.

2. Para cada compacto K C X\ X, existe una cubierta abierta y localmente finita {U; : j € J}
de X tal que K (ClsxU; = 0 para cada j € J.

3. X es paracompacto.
Ahora englobaremos en uno s6lo, varios teoremas de metrizacion:
Teorema 122. En un espacio topolégico Ty (X, 7), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es metrizable.
2. X es paracompacto, wA y A(X) es un conjunto Gs en X x X.
3. X es paracompacto y desarrollable.
4. X es regular y tiene una base o-discreta [Bin51].

5. X es regular y tiene una base o-localmente finita [Nag50], [Smi51].
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3.5. Espacios Uniformes

Los espacios uniformes proporcionan una tutil generalizacion de los espacios métricos. Los proce-
sos de completacion de métricas y de compactacion de espacios de Tychonoff no son sino casos
especiales del proceso de completacion de uniformidades.

La idea de cercania en espacios métricos puede expresarse, en forma indirecta, mediante el uso
de cubiertas. Concretamente, si (X, d) es un espacio métrico, A C X y para cada € > 0 definimos
a. :={V.(p) : p € X}, entonces py € A~ siy solo si AN St(pg,a.) # 0 para toda ¢ > 0. Esta idea

dio lugar al concepto de uniformidad:

Definiciéon 123. Sea U una colecciéon no vacia de cubiertas de un conjunto X. Decimos que U
es una uniformidad en X si cumple la siguiente condicion: dadas «, 5 € U, existe v € U tal que

v <aAp,endonde a AN :={ANB:Acabecf}
Usando el Lema 8 se puede demostrar que la Definicion ([123)) es equivalente a:
Definicién 124. Dadas o, 8 € U, existe § € U tal que §° < a A B.

Definicién 125. Un espacio uniforme es una pareja (X,U) la cual consiste de un conjunto X y

de una uniformidad U/ en X.



Capitulo 4

Espacios p-Paracompactos

Los p-espacios fueron introducidos por Arhangel’skii en [Arh70al. La clase de los p-espacios contiene
a la clase de los espacios métricos y también a la clase de los espacios Hausdorff localmente
compactos, y més generalmente a los espacios que son completos en el sentido de Cech (Teorema 7
y 8 [Arh70al). Entre los p-espacios los espacios paracompactos tienen propiedades notables, como
por ejemplo, el producto numerable de p-espacios paracompactos es un p-espacio paracompacto.
Miés atn, X es un p-espacio paracompacto si y sélo es preimagen perfecta de un espacio métrico
Y (Teorema 16 [Arh70a] y Teorema 4.53.3 [GMTS8S]|). Algunas generalizaciones de estos espacios
también fueron estudiadas por Morita en [Mor64| bajo el nombre de M-espacios.

En esta seccion damos algunas caracterizaciones de los p-espacios paracompactos y de los
espacios metrizables en términos de refinamientos baricéntricos de cubiertas abiertas arbitrarias
que se pueden encontrar en la literatura. Para la notacién no explicada aqui el lector puede remitirse
a [Dug66]. A menos que se indique lo contrario en toda la seccion consideraremos que X es un
espacio T7.

Los resultados de esta seccion pueden consultarse en [And67].

Definicién 126. Un espacio X completamente regular y 77 se llama un p-espacio o un espacio
emplumado si en su compactacion de Stone-Cech 3X de X, existe una sucesion {2, : n € N} de

cubiertas de X con abiertos de SX tal que () —, St(z,%,,) C X para toda z € X.

Definicion 127. Sean X un espacio topoldgico y K un subconjunto compacto no vacio de X.
Una cubierta abierta U de X se dice regular sobre K si se cumplen las siguientes condiciones para

cada subconjunto abierto U de X que contenga K.

37



38 Marcos en Espacios de Tychonoff

1. Paracadar € K existe V€U talquex € V C U, y

2. solo una cantidad finita de elementos de U intersecta tanto a K como a X\U.

Definicion 128. Si £ es una cubierta compacta de X, es decir, cada K € R es compacto, diremos

que una cubierta abierta es regular sobre R si es regular sobre cada K € K.
El siguiente concepto se halla en [Ale60].

Definicion 129. Una cubierta abierta ¥ de X la cual es regular sobre 8, = {{z} : v € X} es

llamada una base uniforme para X.

Teorema 130. Un espacio X es un p-espacio si y solo si existe una cubierta compacta K de X y

una cubierta abierta U de X la cual es regular sobre K (Teorema 2, [Arh70a]).
El teorema de metrizacion de Alexandroff (JAle60], Teorema IV) puede enunciarse como sigue:

Teorema 131. Un espacio topoldgico es metrizable si y s6lo si es paracompacto y tiene una base

uniforme para su topologia.

La prueba de la suficiencia del resultado anterior puede consultarse en [Ale60] y es més bien lar-
ga pues involucra una caracterizacion de espacios que tienen una base uniforme ([Ale60], Teorema
III). Sin embargo en [And67| se puede encontrar una prueba mas corta.

El siguiente lema es muy 1til cuando se quieren probar algunos resultados relacionados con los

p-espacios.

Lema 132. Sea R una cubierta compacta de un espacio topologico X y sea ¥ una cubierta abierta

la cual es regular sobre K. Entonces U AT es regular sobre K para toda cubierta abierta localmente

finita 20 de X.

Teorema 133. Un espacio topolégico X es un p-espacio paracompacto si y solo si cada cubierta
abierta i de X tiene un refinamiento baricéntrico abierto el cual es regular sobre alguna cubierta

compacta fija R de X (independiente de i1).
La demostracion del siguiente resultado se puede hallar en [And67].

Teorema 134. Un espacio X es un p-espacio paracompacto (resp., metrizable) si y solo si cada
cubierta abierta tiene un refinamiento baricéntrico abierto el cual es regular sobre alguna cubierta

compacta fija R de X (resp., sobre toda cubierta compacta £ de X).

Teorema 135. Un espacio topolégico es metrizable si y s6lo si cada cubierta abierta tiene un

refinamiento baricéntrico el cual es regular sobre toda cubierta compacta K de X.
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4.1. Espacios de Tipo Numerable y Espacios de Tipo Punto
Numerable

Definicién 136. Un espacio X tiene tipo-A numerable si todo subconjunto compacto del mismo
esta contenido en un conjunto compacto el cual tiene una base local para su sistema de vecindades

consistente de a lo més \ elementos.

Proposicion 137. Sea X un espacio T7. Denotamos por Jx a la familia de todos los subconjuntos
cerrados de X. La coleccion w(X) de todos los ultrafiltros en Jx puede ser topologizada como
sigue: para cada A C X, A* denota a {{ € w(X) : F C Aparaalgin F' € ¢}. La coleccion
p* = {U* : U C X es abierto} es cerrado bajo uniones finitas y bajo intersecciones finitas y es

obvio que §* =0 y que X* = w(X).

Si reemplazamos el tipo numerable por el tipo-\, es natural preguntarse si pl(X) < A implica
que el espacio X tiene A-tipo. Esto parece ser un problema dificil y una posible soluciéon puede

depender de la caracterizacion de los espacios T3 de tipo-A usando su compactacion de Wallman:

Proposicién 138. Sea X un espacio T y sea * como en la Proposicion [137] Entonces existe una
topologia 7 de w(X) que tiene a * como una base del espacio (w(X), ) y que hace del mismo un

espacio compacto y T7.

Definicién 139. Si identificamos cada x € X con su wltrafiltro fijo £, = {F € Jx : x € F},
obtenemos un encaje de X en w(X) y entonces w(X) es una compactacion 77 de X llamada la

compactacion de Wallman de X.

Definicion 140. Sea X un espacio. Decimos que Y es una extension cercanamente T de X si
dados a,b € Y tal que al menos uno de ellos pertenece a X, entonces a y b tienen vecindades

disjuntas en Y.
Lema 141. Si X es un espacio T3 entonces w(X) es una extension cercanamente Ty de X [GMS5).

Proposicion 142. Sean I, ..., F, € Jx, donde X es un espacio 7;. Entonces Cly,x)(Fi N ---N
Fn) = m?:10lw(X)Fi [GM85].

Definicion 143. Sea A un subconjunto de un espacio X. Una familia & de subconjuntos de X

que contienen a A es una red local de A en X si para cada abierto U O A, existe un elemento
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G € & contenido en U. Una red local de A en X consistente de conjuntos abiertos es una base

local de A en X [GMS5].

Definicion 144. Un espacio X es de tipo punto numerable si cada punto de X pertenece a un

conjunto compacto que tiene una base local numerable en X. [GMS85].

Definicion 145. Sea X un espacio topologico. Una familia de subconjuntos  de X es una red

para X si para cada x € X y cualquier vecindad U de x existe N €  tal que z € N € . [GMS5)].
La siguiente es una definicién intrinseca del concepto de plumaje para un espacio X.

Definiciéon 146. Una familia {®, : « € J} de cubiertas abiertas de un espacio X es un plumaje

de X si se cumplen las siguientes condiciones:
L. SiGy €&y, a€Jy(),esGa#0, entonces Nae G, es un conjunto compacto.

2. 851Gy € &y, a € Jy [oeyGa # 0, entonces la familia de intersecciones finitas _; G,

neN, ay,...,a, € J, es una red local de (., G, en X.

aed

Hodel prob6 que todo espacio T3 tiene un plumaje [Hod74|. El menor ntimero cardinal infinito
A tal que un espacio X tiene un plumaje {&, : « € J} con |J| < A es llamado el grado de plumage

de X, lo que se denota como pl(X) = A. Un espacio X T3 es un p-espacio si pl(X) = ,.

Definicion 147. Un espacio X es ultracompleto si X tiene una base local numerable como subes-

pacio de fX |[BY02].
El siguiente resultado puede consultarse en [GMS5]:

Teorema 148. Sea X un espacio T3 y sea A un numero cardinal infinito. Entonces pl(X) < Asiy
solo si existe un conjunto A C X x w(X) tal que A(X) C A C X x X y tal que A es la interseccion

de a lo méas A subconjuntos abiertos de X x wX.

4.2. k-Espacios

En esta seccion damos algunas definiciones que nos seran de utilidad en el Capitulo [5| La fuente

de donde hemos tomado los siguientes resultados y definiciones es [GMTSS].
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Teorema 149. Sean {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos, Y un conjunto, y supongamos
que para cada ¢ € I se tiene una funciéon g; : X; — Y. Entonces existe una tinica topologia 7 en Y
que hace a cada g; continua y que es maxima con esta propiedad. De hecho, A C Y pertenece a 7
siy solo si g7'(A) es abierto en X; para cada i € I. Llamamos a 7 topologia cociente de la familia

Este teorema tiene tres importantes corolarios:

Corolario 150. Sea g : X — Y una funcién de un espacio X en un conjunto Y. Entonces Y tiene
una Unica topologia 7 la cual hace a g continua y que es maxima con esta propiedad, la topologia

cociente de g : X — Y. De hecho, V € 7 si y solo si g}(V) es abierto en X.

Corolario 151. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos. Entonces existe un espacio

Y tal que:
1. Para cada i € I, Y tiene un subespacio abierto Y; homeomorfo a X;.
2. {Y;: 1 € I} es una particion de Y.

Ademas, excepto por homeomorfismos, Y es tnico con las propiedades (1) y (2). Llamamos a Y la

unidn libre de los espacios {Y; : i € I} lo cual se denota como Y = ;Y.

Corolario 152. Sea & = {(X,,7,) : @ € '} una familia de espacios topologicos tal que para cada

(a,B) €I x I, 7,|XoNXg=15XoNXs Sean X = .; Xoy

a€cl

7(®) ={U €2 :UnX, €1, para toda a € I}.

Entonces 7(®) es una topologia de X y es la maxima tal que cada inclusion X, — X es continua.
Ademaés, X, es un subespacio abierto (resp., cerrado) de X si y solo si para cada § € I, X, N Xp

es abierto (resp., cerrado) en Xjz. Llamamos a 7(®) la topologia débil de & inducida en X.

Existe una estrecha relacién entre las particiones de un espacio X y las topologias finales

definidas en X. Antes de aclarar esta relacion, introduciremos algunos conceptos:

Definicién 153. Una familia ® de subconjuntos de un espacio X es una descomposicion de X si

los elementos de ® son no vacios, mutuamente ajenos y su uniéon cubre a X.

Definicion 154. Si ® es una descomposiciéon de un espacio X, la funcion canonica h : X — ® es

la que asigna a cada punto de X el elemento de ® que lo contiene.
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Es claro que toda funciéon f definida en un espacio X determina, con los puntos inversos,
una descomposicion de X. Reciprocamente, si ® es una descomposicion de X, existe una funcion
definida en X cuyas fibras son precisamente los elementos de ® , por ejemplo, la funcién canénica
de ® . Tiene sentido entonces definir un espacio topologico a partir de una descomposicion de X

o de una funcién definida en X:
Definicién 155.

1. Sea f : X — Y una funcién del espacio (X, 7) sobre un espacio Y y sea 7 = {V C Y :
f~YV) € 7} la topologfa cociente de f. Decimos que f es una funcion cociente si la topologia

de Y coincide con 7y.

2. Sea ® una descomposicion de un espacio X y sea h la funcién canénica de X sobre ®© . El

espacio cociente X /1o es la pareja (D ,7,), en donde 7, es la topologia cociente de h.

3. Una funcion continua r : X — A es una retraccion si A C X y r(a) = a para cada a € A.

En este caso decimos que A es un retracto de X.

Definicion 156. Sea X un espacio y sea A C X. Decimos que A es k-cerrado si para cada

compacto C' en X, AN C es cerrado en C.
Definicién 157. Un espacio X es un k-espacio si cada k-cerrado en X es cerrado.
Proposiciéon 158. Todo espacio localmente compacto es un k-espacio.

Teorema 159. Sea & = {A, : a € I} una cubierta de un espacio X y supongamos que la
topologia de X coincide con la topologia débil inducida por & . Sea A = ¥,c;A, la unién libre de

los A, y definamos h : A — X como h(z) = z. Entonces h es una inmersion de A en X.

Corolario 160. Si X es un k-espacioy f : X — Y es una funcién cociente, entonces Y es un

k-espacio.

4.3. Espacios Cech-Completos y Espacios Cofinalmente Cech-
Completos

Definicién 161. Sea n un filtro en un espacio X. Un punto z € X es un punto de acumulacion

de n si z € Clgx N para todo N € 7.
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Definicion 162. Un filtro n en un espacio X es fijo si existe p € X tal que p € N para todo
N en.

Definicién 163. Sea n un filtro sobre un espacio X de Tychonoff. Definimos:
A, ={z € X : z es un punto de acumulacion de 7n}.

Definicion 164. Un marco de un espacio X es una familia no vacia de cubiertas de X.
Definicion 165. Para todo A C X, A* = X \Clgx(X\A).

Claramente, A* es abierto en X y es el mayor abierto en X cuya interseccion con X es

intx A. Tenemos siempre que A* C Clgx A.

Proposicion 166. Para todo par de subconjuntos A, B de X tenemos (AN B)* = A*N B*. Si A

y B son conjuntos coceros, tenemos entonces que (AU B)* = A* U B* |[Cech37].

Definicién 167. Si « es una cubierta abierta de X, entonces definimos

L(o) = J{4": A€ a}

E(a)=|J{Ax A" : Aca}.

Observacion 168. Para todo espacio X y toda cubierta de X, L(«) es abierto en X que contiene

a X y E(X) es abierto en X x gX.

Definicién 169. Sea n un filtro sobre un espacio X y 2 = {«; : ¢ € J} un marco de X. Decimos
que n es Cauchy respecto a 2 si para cada i € J, nNay; # 0 y que n es cofinalmente de Cauchy
respecto a 2 si para cada ¢ € J existe A; € a; tal que tal que AN N # () para todo N € 7.

Definicién 170. Un espacio X se dice cofinalmente Cech-completo (o cofinalmente completo en
el sentido de Cech) si existe una familia numerable de cubiertas abiertas tales que cualquier filtro

cofinalmente Cauchy 7 satisface X N A, # 0.

Teorema 171. Sea {o; : i € J} un marco de X. Entonces:

1. Si todo filtro Cauchy n con respecto a {a; : i € J} satisface A, C X, entonces X =

ﬂie] L<O‘i)'
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2. Si todo filtro cofinalmente Cauchy 7 con respecto a {o; : i € J} satisface X N A, # 0,
entonces {L(«;) : i € J} es una base local de X en fX.

3. Si todo filtro fijo Cauchy 7 con respecto a {«; : ¢ € J} satisface A, C X, entonces N{E(«;) :
ieJ} CX xX.

Definicién 172. Sea W es una vecindad abierta de X en SX. Una cubierta abierta ay = {V, :

z € X}, donde x € V,, C ClgxV, C W, se llama cubierta abierta compatible con W.
Teorema 173. Sea {W; : i € J} una familia de vecindades abiertas de X en 5X.

1. Si X = ({W; : i € J}, entonces todo filtro Cauchy 7 con respecto a un marco {ayy, : i € J}
satisface A, C X.

2. Si {W; :i € J} es una base local de X en X, entonces todo filtro cofinalmente Cauchy 7

con respecto a un marco {ay, : ¢ € J} satisface A, N X # 0.

Definicién 174. Un marco {o; : i € J} de un espacio X que satisface respectivamente las

condiciones (1), (2), (3) del Teorema es llamado cofinal, Cech, p-marco, respectivamente.

4.4. Generalizaciones de Compacidad
Presentamos algunos corolarios a los Teoremas y [173]

Definicion 175. Sea X un espacio Ti. El pseudocardcter de un punto x en X se define como el
minimo namero cardinal de la forma ||, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de X
tal que (YU = {z}. Este nimero cardinal es denotado por ¥ (z, X). El pseudocardcter de A C X
es el minimo nimero cardinal de la forma ||, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de

X tal que U = A. Este namero cardinal es denotado por (A, X).

Corolario 176. Sea X un espacio topologico. Entonces ¥ (X, fX) = 7 si y solo si X tiene un
Cech-marco de cardinalidad 7.

Corolario 177. Un espacio X es Cech-completo si y sélo si X tiene un Cech-marco numerable.

Corolario 178. Un espacio X es ultracompleto si y solo si X tiene un marco cofinal numerable.
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Definicion 179. Sea A un subconjunto de un espacio de Tychonoff X. Una vecindad W de A se
dice fuerte si existe un conjunto cero H en X y un conjunto cocero D en X tal que AC H C D C

w.
Tenemos una caracterizacion de los p-espacios |[GMS85|:

Teorema 180. Un espacio de Tychonoff X es un p-espacio si existe una familia numerable {IV; :

i € N} de conjuntos abiertos en X x X que satisface A(X) C({W;:i € N} C X x X.

Definicién 181. Un subconjunto A de un espacio X esta Ci-encajado en X si para todo conjunto

cero K en X ajeno a A, existe un conjunto cero H en X tal que A C H C X\ K.

Observacion 182. Notemos que todo subconjunto pseudocompacto A de un espacio de Tychonoff
estd Ci-encajado en X y que el producto de un espacio pseudocompacto X y un espacio compacto

de Hausdorff Y es pseudocompacto.

Definicién 183. Un espacio de Tychonoff X es pseudoparacompacto si A(X) esta Ci-encajado en
X x X.

Utilizando el Teorema de Tamano se puede probar que todo espacio paracompacto 15 es pseu-
doparacompacto. Usando la Definiciéon también se puede deducir que todo espacio pseudocom-
pacto es pseudoparacompacto.

Necesitamos algunas equivalencias de normalidad.

Teorema 184. Sea U una cubierta abierta de un espacio de Tychonoff X. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
1. U es normal.
2. E(0) es una vecindad fuerte de la diagonal A(X) en X x 5X.
3. X x L(U) es una vecindad fuerte de A(X) en X x fX.
4. Existe un subespacio Y de X paracompacto y Gs tal que X CY C L(0).
La demostracion del siguiente lema puede ser hallada en [GM97].

Lema 185. Sea V' C X x fX. Entonces V' es una vecindad fuerte de la diagonal A(X) en X x X

si y solo si existe una cubierta normal o de X tal que E(a) C V.
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Definicion 186. Sea A un subespacio cerrado de un espacio de Tychonoft. El pseudocaracter fuerte,

1,(A, X) es definido como el minimo cardinal a tal que A es la interseccion de a vecindades fuertes.
Tenemos dos teoremas finales para esta seccion:

Definicion 187. Sea X un espacio de Tychonoff. El caracter fuerte de un subespacio cerrado
A de X, x,(A, X) se define como el minimo namero cardinal « tal que A tiene una coleccion

{W; i < a} de vecindades fuertes tales que toda vecindad fuerte W de A contiene algtun W;.

Definicion 188. El peso fuerte wy(X) de un espacio X completamente regular se define como la

minima cardinalidad de una base de uniformidad compatible de X.
Teorema 189. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces w'X = x,(A(X), X x X).
Teorema 190. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces:
Xo(A(X), X x X)) = Y(Clgx xpx)A(X), B(X x BX)).
Un corolario del Teorema es el siguiente:

Corolario 191. La diagonal A(X) es un conjunto cero en X x X siy solo si X es metrizable.



Capitulo 5

Resultados Principales

La clase de espacios premetrizables coincide con la clase de espacios p-paracompactos. En este
capitulo damos tres caracterizaciones adicionales. Una de ellas dice que un espacio de Tychonoff X
es premetrizable si y s6lo si existe un conjunto cero H en X x X tal que A(X) C H C X x X. Otra
de las caracterizaciones depende de la existencia de una familia numerable de cubiertas normales de
X que satisface cierta propiedad, la cual se define mas adelante. La caracterizacion final requiere
que X pertenezca a la clase de espacios pseudoparacompactos, la cual incluye tanto a la clase
de espacios pseudocompactos como a la de los espacios paracompactos, junto con la propiedad
adicional de que toda cubierta abierta de X sea semi normal.

Los espacios considerados en esta secciéon son completamente regulares y de Hausdorff.

Definicion 192. Un espacio X se dice premetrizable si existen un espacio metrizable Y y una
funcion perfecta f : X — Y, es decir, X es premetrizable si es preimagen perfecta de un espacio

metrizable.
El siguiente resultado puede ser consultado en [GMS85]:

Teorema 193. Un espacio X es un p-espacio si y solo si existe un conjunto L € X x X tal que

LesGsen X x fX y A(X) C L.
Se tiene la siguiente caracterizacion de esta clase de espacios [Arh70al:
Teorema 194. Un espacio X es premetrizable si y solo si X es un p-espacio paracompacto.

Teorema 195. ([Sto48]) Un espacio X es paracompacto si y solo si toda cubierta abierta o de X

tiene un refinamiento baricéntrico abierto 3, i.e., 82 = {St(x, ) : # € X} refina a a.

47
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Corolario 196. Si a es una cubierta abierta de un espacio paracompacto X, existe una sucesion
a1, s, ... de cubiertas abiertas de X tal que a® refina a a y para todo ntimero natural n, ozﬁ+1

refina a ay,.
Usando la Definicion [70] el Teorema puede ser re-escrito como sigue:

Teorema 197. [Sto48|, [GMLR18| Un espacio X es paracompacto si y solo si toda cubierta abierta

de X es normal.
Si A es un subconjunto cerrado de un espacio X, consideramos dos tipos de encajes:

Definiciéon 198. Un subconjunto A de un espacio X se dice que esta Cy-encajado en X si para todo

conjunto cerrado L ajeno a A, existen conjuntos cero H, K en X tales que A C H C X\K C X\L.

Claramente, todo conjunto A que estéd Cy-encajado en X esta C-encajado en X. Por el Lema
de Urysohn, un espacio X es normal si y s6lo si todo subconjunto cerrado de X esta Cy-encajado

en X.

Citamos la siguientes caracterizacion de cubiertas normales [GM97):

Teorema 199. Una cubierta abierta o de un espacio X es normal si y soélo si E(«a) es una vecindad

fuerte de A(X).
Por lo tanto, usando el Teorema [194] tenemos:
Teorema 200. Un espacio X es paracompacto si y solo si A(X) estd Cy-encajado en X x fX.

Son conocidas las siguientes caracterizaciones de cubiertas normales de espacios topologicos.
Por ejemplo, puede verse [AST4], pagina 122, [Hos89|, Teoremas 1.2 y 1.4 y [Mor62|, Teorema 1.2,

entre otros.

Teorema 201. Una cubierta abierta o de un espacio X es normal si y s6lo si «a tiene un refina-

miento cocero localmente finito.

Ahora definimos una clase de espacios que contiene a todos los espacio paracompactos y a todos
los espacios pseudocompactos, y una clase de cubiertas abiertas que contiene a todas las cubiertas

normales.
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Definicion 202. Una cubierta a de un espacio X es seminormal si existe un conjunto cocero U

en X x BX tal que A(X) CU C E(«).
Lo siguiente extiende la Definicion

Definicion 203. Sea W una vecindad abierta de X en SX. Seleccionemos una cubierta abierta
aw = {V, :x € X} en X compatible con W. Si T" es una vecindad abierta de A(X) en X x 5X,
entonces ayy es compatible con T si A(X) C |V, x ClagxV, :x € X} CT.

Definicion 204. Una familia de conjuntos {K; : i € J} se dice que tiene la Propiedad de la
Interseccion Finita (PIF) si para todo Jy C J, Jy finito se cumple que ﬂieJO K; # 0.

El siguiente resultado puede hallarse en [Eng89], 3.1.5:

Lema 205. Sean X un espacio topologico y U C X abierto. Sea {K; : i € J} una familia de
conjuntos compactos en un espacio 75 con la PIF. Si ﬂie ;K € U, entonces existe Jy C J, Jy

finito tal que (., K; C U.

i€Jo
Se tienen las siguientes caracterizaciones:

Teorema 206. Sea {«; : i € J} un marco ultracompleto de un espacio X . Entonces {L(«;) : i € J}
es una base local de X en SX. Reciprocamente, si {W; : i € J} es una base local de X en X y
si ayy, es una cubierta de X compatible con W; (i € J) y tal que A(X) C | {Ve x ClgxV, 1z €

X} C T, entonces {aw, : ¢ € J} es un marco ultracompleto de X.

Demostracion. (Necesidad) Sea T un conjunto abierto en X tal que X C T # X. Definamos
K = BX\T y sean el filtro en X consistente de todas las posibles intersecciones X NU, donde U es
vecindad de K en fX. Como A, = K C fX\X, n no puede ser cofinalmente Cauchy con respecto
to {a; : i € J}. Por tanto, para algin i € J y para todo G € «;, existe una vecindad abierta L
de K en SX such that G N Lg = 0. Entonces, si G € «;, tenemos G C G* C ClzxG C X\ Lg.
Deducimos entonces que L(o;) N K =0, o L(a;) C T.

(Suficiencia) Sea {W; : i € J} una base local de X en X y para cada ¢ € J, sea ay, una
cubierta de X inducida por W;. Probaremos que {ayw, : i € J} es un marco ultracompleto de X.
Sea 1 un filtro cofinalmente Cauchy con respecto a {aw, : i € J}. Para cada i € J, seleccionamos

un elemento L; € aw, tal que L, N N # () para cada N € 1. Debemos probar que X N A, # 0.
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Supongamos, por el contrario, que K = ([{ClgxN : N € n} C fX\X. Por hipotesis, existe un

indice i € J tal que W; C X\ K. Por tanto, para cada L € ay,, tenemos:
LCL*"CClgxL CW,; C BX\K.

El conjunto U = SX\Clzx L; es una vecindad de K. Por el Lema 205 deducimos la existencia de
un N € n tal que N C X \ClgxL;, en contradiccion con que L; NN # . O

Corolario 207. [GMRI9| El pseudocaracter fuerte x (X, 5X) coincide con el menor ntmero car-
dinal infinito s tal que X tiene un marco ultracompleto de cardinalidad menor o igual que . Por

tanto, X es ultracompleto si y s6lo si X tiene un marco ultracompleto numerable.

Teorema 208. Sea {a; : i € J} un marco de X tipo Cech. Entonces X = N{L(ay) : i € J}.
Reciprocamente, si {W; : i € J} es una familia de vecindades abiertas de X en X tal que
X = (W, : i € J} y si ay, es una cubierta de X inducida por W; (i € J), se tiene que

{apw, :i € J} es un marco de X de tipo Cech.

Demostracion. (Necesidad) Debemos probar que X = ({L(«;) : ¢ € J}. Supongamos, por el
contrario, que existe un punto z € X\ X tal que z € L(q;) para todo ¢ € J. Seleccionemos V; € «;

tal que z € V;*. Por tanto la familia:
n={V,NVyN---NV, : k €N}

esa una base de filtro en X, (cada elemento de 7, es no vacio, pues V;, NV, N---NV;, =0
implicarfa que § = (V;; NV, N---NV;, )" =VrnVin-.-NV;, contradiciendo el hecho de que
ze VinvVin..-NnV7). Elfiltro n de X con base 1y es entonces de Cauchy con respecto to
{e; 17 € J}. Nuestra hipotesis implica que A,, C X. Pero también z € A, pues z € (V;; NV;,N---N
Vi.,)" CClgx(Vi, NV, N---NV;,) por cada eleccion 4;, 4o, . .., i, € J y ésta es una contradiccion.
(Suficiencia) Sea n un filtro de Cauchy con respecto a {aw, : i € J}. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que existe un punto z € A, N (BX\X). Escojamos L, € n N ayw,. Por

construccion, Clgx L; C W;. Por tanto, z € (\{W; : i € J} = X, una contradiccion. O

Corolario 209. El seudocaracter x(X, 5X) coincide con el menor numero cardinal infinito x tal
que X tiene un marco de tipo Cech de cardinalidad menor o igual que . Por tanto, X es completo

en el sentido de Cech siy solo si X tiene un marco tipo Cech.
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Teorema 210. Sea {«; : ¢ € J} un marco de X de tipo p. Entonces L = ([{E(«;) : i € J} es
un conjunto Gs en X x X tal que A(X) C L C X x X. Reciprocamente, si {7T; : i € J} es una
familia de conjuntos abiertos en X x X tal que A(X) C({T;:ie€ J} C X x X ysi{ar i€ J}

es una cubierta de X inducida por T; (i € J), entonces ar, : i € J} es un marco de X de tipo p.

Demostracion. (Necesidad) Tomemos un par (p, z) € ({E(a;) :i € J},p € X, z € BX. Escojamos

un elemento V; € o tal que (p, z) € V; x V*. demostraremos como en el Teorema que
noz{ViiﬂVizﬂ---ﬂVQk : kEN,il,iQ,...ik}

es una base de filtro fija en X el cual es Cauchy con respecto a {a; : i € J}. Sea n el filtro en X
con base 179. Por hipodtesis, A, C X. Por tanto z € N* C Clgx N para todo N € n y esto implica
que z € A, C X, ie, ({E(a,):ieJ} C X xX.

(Suficiencia) Sea n un filtro fijo en X el cual es Cauchy con respecto to ar, : ¢ € J}. Tomemos
un punto p € X tal que p € N para todo N € nysea z € (J{ClsgxN : N € n}. Para cada i € J,
seleccionamos L; € nNar,. Tenemos que (p, z) € L; x ClgxL; C T;. Como (\{T;:i€ J} C X x X,

concluimos que z € X. O
Corolario 211. Un espacio X es un p-espacio si y solo si X tiene un marco numerable de tipo p.
Citamos el siguiente Teorema [Bur70)]:

Teorema 212. Sea «q, s, ... una wA-sucesion de un espacio X. Si cada cubierta «; es normal,
entonces existen un espacio metrizable Y y una funcién continua, cerrada y suprayectivap : X — Y
tal que o 1p(x) = N{St(z,a,) : n € N} y ¢ 1p(x) es numerablemente compacto para cada x € X.

Adicionalmente, si cada [({St(z, a,,) : n € N} es compacto, entonces X es p-espacio paracompacto.

Definicion 213. Un espacio X es definitivamente p si existe una sucesion Wy, W, ... de conjuntos

cozero en X x X tal que A(X) C (2, W; C X x X.
Probamos ahora nuestro resultado principal:

Teorema 214. Las siguientes condiciones sobre un espacio X completamente regular y de Haus-

dorff son equivalentes:
1. X es premetrizable.

2. X es un p-espacio paracompacto.
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3. X es un p-espacio pseudoparacompacto y toda cubierta abierta de X es semi-normal.
4. X es un espacio definitivamente p y pseudoparacompacto.
5. Existen un conjunto cero K en X x X tal que A(X) C K C X x X.

6. X tiene un p-marco numerable consistente de cubiertas normales.

Demostracion. La equivalencia de (1) y (2) es bien conocida (véase [Arh70al]). (2)=-(3) Esta im-
plicacion es clara pues todo espacio compacto es pseudoparacompacto y toda cubierta abierta de
un espacio paracompacto es normal.

(3)=(4) Sea ay,as,... un p-marco de X. Como toda cubierta «; es seminormal, existe, para
cada i € N, un conjunto cocero W; en X x X tal que A(X) C W; C E(«a;). Por el Teorema
tenemos que A(X) C (N2, W C N2, E(e) € X x X y X es definitivamente p.

(4)=(5) Sean W1y, W, ... conjuntos cocero en X x SX tales que A(X) C (2, € X x X. Como
A(X) esta Ci-encajado en X x X, para cada ¢ € N podemos encontrar un conjunto cero H; en
X x BX tal que A(X) C H; CW,. De aqui que H = (.2, H; es un conjunto cero en X x X tal
que A(X)CHC X x X.

(5)=(6) Sea H un conjunto cero en X x $X tal que A(X) C H C X x X. Definase una sucesion
Ui, Uy, ... de conjuntos cocero en X x X tal que H =\, U, v ClxxsxUnt1 C U, para cada
n € N. Como H y X x X — U, son conjuntos cero disjuntos en X x X, podemos encontrar una
funcion continua ¢, : X x X — [0,1—27"] tal que ¢, *(0) = Hy ¢, (1-27") = X x X — U,.

Definamos g, : X x X — [0, 1] por medio de la férmula:

gn(7,y) = sup{{|en(z,p) — 0n(y,p)| : p € X} o,y € X}

Es facil probar que g, es una pseudométrica continua en X. Para cadan € N, sea o, = {V;",_1 () :

z € X}. Cada «, es una cubierta normal de X. Ademas:
Vir(x) x Vi (x) C U,

para cada € X y n € N. Para probar esta inclusion, tomemos dos puntos 2, 2" € VJ,_,(x) y
supongamos por el contrario, que (z/,2") ¢ U,. Entonces p(2',2") = 1 — 27™. Por otro lado, por

definicion de g,, tenemos que

2771 — 277171 4 277171 > gn(x,x’) —l—gn(x,:c”) 2

gn(@',2") = p(a,2") — p(a”, 2") = p(a’,2a") =1 - 27"
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De aqui obtenemos que 1 — 27" < 27" una contradicciéon. Por tanto:

LV (@) x Clax V() 1w € X} € Clxwpx € Una.

Deducimos entonces que las cubiertas normales o, as, ... constituyen un p-marco numerable
del espacio X.

(6) = (1) Sea aj,as,... un p-marco numerable de X consistente de cubiertas normales. Por
el Teorema [201] a4 tiene un refinamiento cocero localmente finito 3. Podemos pedir ademas que
para cada x € X, exista un elemento A, € «a; tal que St(x,8;) C ClgxSt(x, 1) C A%, (véase
Definicién . Inductivamente, supongamos que se han definido las cubiertas S, (s, ..., Bn_1.
Sea [, una cubierta cocero y localmente finita de X tal que St(z, 8,) C ClgxSt(z, 5,) C AL N B}

(Az € ap, B, € B,-1). Una vez que todas las cubiertas 3, han sido construidas, definamos:

K, = ﬂ St(x, B,)*, =€ X.
n=1

*:n € N} es una

Por tanto, el conjunto K, es un compacto Gs en SX y de aqui que {St(z, §3,)
base local de K, en SX. Sin embargo, n, = {St(z, 5,) : n € N} es una base de filtro fija en X la
cual es Cauchy respecto al marco oy, as,. ... Por lo tanto, la adherencia K, = (), St(z, 8,)* =
Moo, Clgx St(z, B,) de n, esta contenida en X. Asi, {St(z, 3,) : n € N} es una base local de K,

en X y 1, B2 ... es una sucesion normal wA en X. Por el Teorema [212] X es premetrizable. [



Capitulo 6

Problemas Abiertos

En esta parte ponemos algunos de los problemas que hemos considerado problemas abiertos y que

son de nuestro conocimiento.

Definicion 215. Un espacio de Tychonoft X es topologicamente completo si la uniformidad fina

de X es completa.

Problema 216. ;Es todo espacio topoldgicamente completo y pseudoparacompacto un espacio

paracompacto?

Problema 217. ;Qué podemos decir de los productos (finitos o infinitos) de espacios pseudopa-

racompactos?
Problema 218. ;Qué podemos decir de las imagenes perfectas de espacios pseudoparacompactos?

Los siguientes problemas abiertos fueron propuestos en [T'J04] y los hemos agregado pensando
en que ademas de que son muy interesantes pueden tener mucha relaciéon con algo de nuestro

trabajo de investigacion.

Problema 219. Supongase que X es un Y-espacio de Lindeléf y Y C C,(X). {Seré cierto que Y

es un espacio ultracompleto si y solo si éste es casi localmente compacto?

Problema 220. Sea X un espacio homogéneo ultracompleto. ; Debe de ser X localmente com-

pacto?

o4



Capitulo 7
Apéndice

Proporcionamos una breve resena sobre uniformidades.

7.1. Uniformidades

Definicion 221. Una base de uniformidad 34 sobre un conjunto X es una familia no vacia de

cubiertas de X que satisfacen la condicion:
(U) Si o, B € 4, existe una cubierta v € 4 tal que 4> refina a a y a S.

Dado un conjunto X y una base de uniformidad ${ sobre el mismo, se puede definir una
topologia respecto a la base de uniformidad dada, en cuyo caso diremos que dicha topologia esta
asociada a esa uniformidad. La topologia 7y asociada a una base de uniformidad £ sobre un

espacio X se define como sigue:

Definicion 222. Un conjunto V' C X pertenece a 7y si y s6lo si para todo x € V, existe una

cubierta a, € 4 tal que St(z,a,) C V.

Si 4 es una base de uniformidad sobre un conjunto X, sabemos que 7y es siempre completamente
regular. Reciprocamente, si X es un espacio completamente regular, la familia de cubiertas cocero
finitas de X es una base de uniformidad sobre X la cual induce su topologia. Una condicion

necesaria y suficiente para que (X, 7() sea de Tychonoff es la siguiente:

{p} = ﬂ{St(p, a) :a € U} para todo p € X.

95
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Definicion 223. Una base de uniformidad sobre un conjunto X es llamada una uniformidad

sobre X si siempre que « € i, toda cubierta de X refinada por a pertenece también a LI.

Definicion 224. Toda base de uniformidad ilsobre un conjunto X determina una uniformidad
T sobre X, donde
UT = {v: v es refinada por alguna o € $f}

Definicién 225. Dos bases de uniformidad $1;,4(5 sobre un conjunto X son equivalentes (en
simbolos, {41 ~ ,) si determinan la misma uniformidad, o en otras palabras, si 447 = U7 . En
particular, para toda base de uniformidad {{ sobre un conjunto X, Y ~ UT y YT es la tnica

uniformidad sobre X equivalente a 1.

Definicion 226. Una base de uniformidad sobre un conjunto X es abierta si a C 7y para todo
a € 4. Claramente £; ~ Lo implica 7y, = 7y, pero la implicacién contraria no es cierta en

general.

La coleccion i ,, de todas las cubiertas normales de un espacio de Tychonoff X es una base de
uniformidad sobre X, y toda base de uniformidad sobre X que induce la topologia de X esta

contenida en 7. Llamamos a L la uniformidad fina sobre X.

Definicion 227. El peso fuerte, w'X de un espacio de Tychonoff X esta definido como
WX =min{|t|: U es una base de uniformidad compatible sobre X}.
El peso w(X,4l) de una base uniformidad {sobre un cojunto X se define como
w(X,4) =mi{|U'] : 4" es una base de uniformidad sobre X equivalente a 1 }.

Definicion 228. Sean «, 3 y cubiertas de un conjunto X. Denotamos por a A 5 a la familia

{ANB:Aecqw, Bep}

Definicion 229. Sea {luna coleccién no vacia de cubiertas de un conjunto X. Decimos que iles

una uniformidad en X si:

Dadas a, 8 € U, existe v € 4 tal que v* < a A 5.

Entonces, el Lema [66]8 implica que la condiciéon anterior es equivalente a

Dadas «, 3 € 4, existe v € 4 tal que 7™ < a A .
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Definicién 230. Si X es un conjunto y {luna uniformidad en X llamamos a X un espacio uniforme

y lo denotamos como (X, ).

Definicién 231. Un filtro 7' en un espacio uniforme (X, ) es $h-Cauchy (o es de Cauchy en
(X, 41)) si para cada o € 4 se tiene "N« # .

Definicién 232. Para cada filtro T' en un espacio uniforme (X, 1), se define el filtro asociado a
T, T, como

T ={St(F,a) : FeT,a € U}

Definicién 233. Un filtro de Cauchy T" en un espacio uniforme (X, L) es minimo si T no contiene

propiamente a ningin i -filtro de Cauchy.

Definicién 234. Un espacio uniforme (X, ) es completo si todo -filtro de Cauchy converge en

X.

Asi como en los espacios topologicos existe el concepto de funcién continua, encaje topologico,
isomorfismo, etc., en los espacios uniformes tienen lugar los conceptos analogos de funciéon unifor-
memente continua, encaje unimorfico, unimorfismo, etc. Dichos conceptos tienen en los espacios

uniformes propiedades equivalentes a sus correspondientes de los espacios topologicos.

Definicién 235. Una funcion f: (X, ) — (Y, ) entre dos espacios uniformes es uniformemente
continua si para cada [ € U existe a € U tal que si A € «, existe B € ( con la propiedad
f(A) C B.

Definicién 236. Una biyeccion ¢ : (X,4) — (Y, entre espacios uniformes es un uniformismo

1

si ¢ y ¢~ son ambas uniformemente continuas. En este caso se dice que los espacios (X,4) y

(Y,$0) son unimorficos.

Definicion 237. Una funcion g : (X, 4) — (Y, ) entre espacios uniformes es un encaje unimor-

fico si g es un unformismo de (X, 4l) sobre un espacio denso de (Y,J).

Definiciéon 238. Un espacio uniforme completo (Y, ) es una complecion de un espacio uniforme

(X,4l) si existe un encaje unimorfico ¢ : (X, 4U) — (Y, 0).

Definicion 239. Para un espacio de Tychonoff X, definimos (X)), £, (X), &,5(X), LU,.(X)

como las colecciones de cubiertas coceros finitas, coceros numerables, coceros estrella numerables y
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normales, respectivamente, de X . Si el espacio X esta especificado entonces escribimos simplemente

i/lO; Llw; und y i’(nc‘

Teorema 240. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces las colecciones g, 4, U5 v U, sOn

uniformidades compatibles y abiertas de X y o C U, C U, s C U ..

Definicion 241. Para cada espacio de Tychonoff X, sean vX, 06X y puX las compleciones de
(X, 4), (X,4,s) v (X,4U,.), respectivamente. Decimos que X es realcompacto si i, es una

uniformidad completa en X y que X es d-completo si 4,5 es una uniformidad completa en X.
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