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Introduccidn

“Let’s ask Bargmann!”
— JOHN R. KLAUDER

El propésito de este trabajo es estudiar las distintas representaciones que se tienen para la Transformada de
Segal-Bargmann tanto en sus aspectos analiticos como en sus aspectos geométricos y sus relaciones. Analiza-
remos la obtencién de la Transformada de Segal-Bargmann desde el punto de vista analitico, pasando por las
ideas concebidas por Bargmann [1]; hasta el punto de vista geométrico utilizando el programa de cuantizacién
geométrica descrito en [3], [4] y [6] .

El objeto de estudio de este trabajo, la Transformada de Segal-Bargmann, tiene relevancia en la mecanica
cuantica porque da una representacion de la mecdnica cudntica en términos de un espacio de Hilbert de funcio-
nes analiticas asi como operadores actuando en ellos. De hecho, presentaremos las tres representaciones que
se tienen para la transformacion, la introducida por V. Bargmann a la cual llamaremos forma clésica, la forma
dada en términos del estado base y por ultimo la detallada por B. Hall y que llamaremos forma invariante. Es
remarcable también que en el caso de su forma invariante, dicho mapeo unitario estd dado en términos de una
convolucién con el nicleo de la ecuacion del calor. Otro aspecto que hay que considerar y resaltar en el caso de
la representacion cldsica de la Transformada de Segal-Bargmann, es que podemos relacionarla con una trans-
formacién candnica tal y como se muestra en [8]. Como dato interesante, podemos destacar que justo la funcion
generadora de dicha transformacién candnica aparece en el argumento del nicleo integral de la transformacién
unitaria, esto para la forma clasica de la Transformada.

El documento se presenta con la siguiente estructura. La primera parte es dedicada a definir los espacios
con los cuales vamos a estar trabajando y algunas de las propiedades que éstos poseen. En la segunda par-
te se muestra la obtencién del espacio de funciones holomorfas de Segal-Bargmann y de la Transformada de
Segal-Bargmann, segtn la concepcién de Bargmann. Luego se hace una breve descripcion de los elementos
a relacionar en la dltima parte; elementos de la mecénica cldsica y elementos de la mecdnica cudntica. En la
ultima parte describimos el programa de cuantizacién geométrica, primero de manera intuitiva para el caso de
R™ y después de manera formal para variedades en general obteniendo el anterior como un caso particular. Esto
también incluyendo la correccién con semi-formas, asi como los mapeos de apareamiento.
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En el primer capitulo, basdndonos en [2], presentamos un preambulo de los conceptos, los objetos con los
cuales estaremos trabajando, las propiedades que estos poseen y que nos serdn de utilidad en el resto del texto.
No estd por demds mencionar que las herramientas que se utilizan en esta parte son resultados representativos
de la variable compleja; mencionando algunos tenemos, resultados sobre funciones holomorfas, su represen-
tacion en series de potencias, convergencia de funciones analiticas, la férmula integral de Cauchy, el Teorema
de Morera, entre otros. También hacemos uso de los resultados propios de la teoria de la medida e integracion.
Aplicamos la teoria de los espacios de Hilbert, espacios de Hilbert con nicleo reproductor y mapeos unitarios.
En concreto, partiremos de la definicion de espacios de funciones holomorfas de cuadrado integrable con algu-
na densidad. Definiremos lo qué es el nicleo reproductor, algunas de sus propiedades asi como obtenerlo dada
alguna base ortonormal para el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable. Casi para terminar esta
parte, mencionamos algunos ejemplos de espacios de funciones holomorfas de cuadrado integrable con ciertos
pesos: los espacios de Bergman y los espacios de Segal!-Bargmann?, estos tltimos serdn nuestro objeto de
estudio. Finalmente, definimos el concepto de equivalencia holomorfa esclareciendo dicho concepto mediante
un ejemplo.

£

Figura 1: Irving E. Segal Figura 2: Valentine Bargmann

En el segundo capitulo, obtenemos por primera vez tanto el espacio como la Transformada de Segal-
Bargmann. Comenzamos definiendo los operadores de posicion y momento, para luego exponer las relaciones
de conmutacion canénicas (R.C.C.) que estos satisfacen. Luego, definimos a los operadores de aniquilacién y
creacién en términos de los operadores de posicién y momento, y reescribimos las R. C. C. para estos opera-
dores. Puesto que los operadores de posicion y momento son operadores densamente definidos en el espacio
de funciones de cuadrado integrable y no acotados, consideraremos a sus operadores exponenciados para evitar
problemas de acotabilidad y continuidad en el dominio. Necesitamos tener esta tltima condicién, pues aunado a
cierta condicién de irreducibilad, podemos hacer uso del Teorema de Stone-von Neumann. Dados dos espacios
de Hilbert donde en ambos se tiene una representacion irreducible de las R. C. C., dicho teorema garantiza la
existencia de un operador unitario (salvo un factor constante de médulo 1) entre ambos espacios. Adicionalmen-
te, este mapeo unitario relaciona los operadores de creacion y aniquilacién definidos en los espacios de Hilbert
mediante conjugacion. En efecto, en nuestra situacién de interés es el Teorema de Stone-von Neumann el que

rving E. Segal [1918-1998] Matematico americano. Conocido por sus desarrollos en mecénica cudntica, analisis funcional y
andlisis armoénico. Fue galardonado con el Premio Humboldt (1981), gané tres becas Guggenheim (1947, 1951, 1967). Fue elegido para
la Academia Nacional de Ciencias (1973).

Valentine Bargmann [1908-1989] Matemitico y fisico teSrico aleman. Trabajé como asistente de Albert Einstein en el Instituto de
Estudios Avanzados (Institute for Advanced Study) en Princeton. Fue miembro de la Academia Nacional de Ciencias. Fue galardonado
con las medallas Wigner (1979) y Max Planck (1988), ambas por sus contribuciones a la teorfa de grupos en fisica cudntica.
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nos garantiza la existencia del mapeo unitario entre el espacio de Segal-Bargmann y el espacio L2(R", dz),
dicho mapeo es la Transformada de Segal-Bargmann. Sin embargo, antes de presentar como tal a dicho ope-
rador unitario, describimos cudl fue el proceso que se siguid para la obtencién del operador. De hecho en esta
parte, luego de notar la observacion de Fock (1928), seguiremos las ideas concebidas por Bargmann (1960)
para obtener el espacio de funciones holomorfas que lleva su nombre. Concluimos esta seccién exhibiendo la
Transformada de Segal-Bargmann en sus distintas representaciones: en su forma cldsica, en la forma asociada
con la transformacién de estado base y finalmente en su forma invariante.

En el siguiente capitulo, tratamos temas de mecénica cldsica y mecdnica cudntica. Empezamos por recordar
el formalismo Hamiltoniano en el espacio euclidiano, pasando luego a describir los conceptos de la mecanica
clasica en términos de variedades, definiendo también el concepto de transformaciones candnicas y funciones
generadoras. Asi como lo hicimos para el caso clésico, describiremos también algunos de los elementos de
la mecénica cudntica. Como se describird en el texto, por cuantizacidén entenderemos un procedimiento que
nos indica cémo relacionar elementos del esquema cldsico con elementos del esquema cudntico, sin llegar a dar
equivalencias entre estos. De hecho, el motivo de introducir esta pequefia seccion sobre elementos de mecénica,
es justamente el de entender cudles son los elementos que buscamos relacionar con el programa de cuantizacién
geométrica que se utilizard luego para obtener la Transformada de Segal-Bargmann. Finalizamos esta parte con
algunos ejemplos de transformaciones candnicas y funciones generadoras.

En la dltima parte del documento nos ocuparemos justamente de desarrollar el programa de cuantizacién
geométrica para obtener tanto el espacio como la Transformada de Segal-Bargmann, primero en el espacio eu-
clidiano R?" y posteriormente en variedades en general. Daremos comienzo a esta parte en el cuarto capitulo
citando el programa de cuantizacién propuesto por Dirac, el cual propone encontrar un mapeo que relacione
la clase de funciones en el espacio fase R?" con operadores en el espacio de Hilbert H de tal manera que se
satisfagan las siguientes propiedades: a funciones reales les corresponden operadores autoadjuntos, a la funcién
constante 1 se relaciona con el operador identidad, los paréntesis de Poisson de dos funciones se corresponden
con el conmutador de los operadores asociados a dichas funciones e irreducibilidad de ciertos operadores en el
espacio H. En nuestro desarrollo tratamos de aproximarnos lo mds que podamos a este programa, pues es co-
nocido que el Teorema de Groenewold-van Hove nos garantiza que no existe un mapeo satisfaciendo todas las
propiedades mencionadas. Proponemos un mapeo al cual llamaremos mapeo precudntico definido en términos
de un potencial simpléctico y que satisface tres de las propiedades eludiendo la propiedad de irreducbilidad.
Vemos que el espacio de Hilbert que obtenemos es muy grande, por tanto se busca reducir nuestro espacio a
un espacio de Hilbert en el cual nuestros operadores actiien de manera irreducible. Para obtener un espacio de
Hilbert el cual podamos entender como la cuantizacién de R?", necesitaremos restringirnos a un subespacio del
espacio de Hilbert obtenido incialmente. La idea entonces, es restringirse a la mitad de las 2n variables en R?".
Después enunciamos las definiciones para subespacios de posiciones, de momentos y subespacio holomorfo,
definiciones que dependen de la eleccién de un potencial simpléctico. Acto seguido, obtenemos estos subes-
pacios para dos potenciales simplécticos distintos. Se ve entonces que podemos identificar a los subespacios
obtenidos con los espacios de Hilbert LZ(R™) y con los espacios de Segal-Bargmann con peso® o, y vp,. Por
ultimo, mediante el mapeo de precuantizacién se obtienen los operadores correspondientes a las posiciones y a
los momentos definidos en el espacio fase.

Para finalizar esta parte del documento, en el dtlimo capitulo presentamos formalmente el programa de
cuantizacién desarrolldndolo para variedades en general. Recalquemos una vez mds que el objetivo en este
capitulo serd la obtencién geométrica del espacio y de la Transformada de Segal-Bargmann. Para llegar a nues-
tro objetivo desarrollamos la teoria necesaria con el fin de poder hablar de mapeos de apareamiento, los cuales

3Ver la definicién (1.2.2) y laigualdad (1.11) en el capitulo 1.
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permiten comparar el resultado de cuantizar con respecto de dos polarizaciones diferentes. En primera instan-
cia expondremos las definiciones de haz lineal sobre una variedad y secciones, definiendo también la derivada
covariante de secciones la cual queda determinada por un potencial simpléctico. Antes de hablar propiamente
de un programa de cuantizacién, como en el capitulo previo, se hablard primero de un espacio de Hilbert pre-
cuantico y de una precuantizacién, asimismo se verificardn algunas de las propiedades que debe satisfacer el
mapeo de precuantizacién. Posteriormente, introducimos el concepto de polarizacién de una variedad simplécti-
ca, como una subvariedad del espacio tangente complejificado a la variedad satisfaciendo las propiedades de
ser cerrado bajo el conmutador y de que la dimensién de la interseccion de esta polarizacién con su complejo
conjugado sea constante. Pidiendo las respectivas condiciones, distinguimos entre polarizaciones puramente
reales, polarizaciones puramente complejas y polarizaciones de Kéhler.

Para definir el espacio de Hilbert cudntico se incluye la definicién de haz canénico de la polarizacién y
se da una relacién de gran importancia entre las n-formas en el espacio de hojas de la polarizacién y las
n-formas del haz canénico mediante un mapeo cociente. Otra de las definiciones relevantes en esta parte es
la de raiz cuadrada del haz canénico; entendemos por raiz cuadrada a un haz lineal real de tal manera que
el producto tensorial consigo mismo es isomorfo al haz canénico. Con estos elementos pasamos a formar el
espacio de semiformas considerando las secciones polarizadas del producto tensorial del haz lineal precuéntico
con cualquier raiz cuadrada del haz candénico complejificado. Aunado a esto, definimos la norma de estas
secciones. Mds atin, haciendo la completacién con respecto a la norma del espacio de secciones polarizadas
con norma finita obtenemos el espacio de Hilbert de la semiforma. Lo anterior se define tanto en el caso en el
que tengamos una polarizacién real o una polarizacién de Kihler. Finalmente, para completar el programa de
cuantizacion, definimos la cuantizacién de observables.

Casi para concluir, mostramos el mapeo de apareamiento mediante el cual es posible obtener la Transfor-
mada de Segal-Bargmann en su forma clésica y en su representacion invariante. Dadas las polarizaciones Py
P’ mediante el procedimiento descrito anteriormente podemos encontrar los espacios de Hilbert de las semifor-
mas respectivos a cada polarizacion, digamos H; y Ha, en donde mediante el mapeo de apareamiento podemos
relacionar a estos espacios.

El mapeo de apareamiento que viene a relacionar los espacios de Hilbert de las semiformas es el dado por
AP,P’ :Hi1 — Ho
y es tal que cumple la siguiente propiedad

(s1,82)p.pr = (Ap prsi, s2)H,-

El lado izquierdo de la igualdad es también un mapeo de apareamiento que se define previamente en la parte
correspondiente del texto que trata sobre mapeos de apareamiento, y el lado derecho es justo el producto interno
en el espacio de Hilbert de la semiforma H5, definido en la parte de espacios de Hilbert de semiformas.

Para concluir, ejemplificamos el procedimiento descrito para obtener la Transformada de Fourier mediante
mapeos de apareamiento. Y como resultados principales de esta parte del documento desarrollamos el proceso
para encontrar el mapeo de apareamiento que nos proporciona la Transformada de Segal-Bargmann. Como se
habia mencionado antes, se obtienen las transformadas cldsica e invariante. Para ambas utilizamos las mismas
polarizaciones, la polarizacion vertical y una polarizacion de Kéhler, considerando a nuestra variedad simplécti-
ca como el espacio R?". Sabfamos también que los haces canénicos y sus raices cuadradas quedan determinados
por la polarizacién que consideramos. Para encontrar las secciones que conforman el espacio de Hilbert de las
semiformas, se necesita ademds considerar un potencial simpléctico, asi que en nuestro caso ademds de utili-
zar las polarizaciones mencionadas, utilizamos también dos potenciales simplécticos distintos para obtener las
distintas transformadas. En el caso particular de la obtencién de la Transformada de Segal-Bargmann en su
forma clésica utilizamos la propiedad del nicleo reproductor, mientras que para obtener la representacion de la
transformada en su forma invariante se uitliza el nicleo del calor.



cAPiTuLO 1

Preliminares

Empezaremos por mencionar algunos de los requerimientos para describir la transformada de Segal-Bargmann.

Basicamente, a lo largo de todo el texto estaremos utilizando recursos de la teoria de variable compleja y espa-
cios de funciones holomorfas y de espacios de Hilbert. Para el desarrollo de este capitulo hemos considerado la
referencia [2].

1.1. Espacios de funciones holomorfas

En las siguientes lineas haremos una reproduccién de la seccion 2 de [2], afladiendo a las demostraciones de
los teoremas enunciados algunos célculos no desarrollados en dicha referencia. Consideremos U un conjunto
abierto no vacio en C%. Sea L?(U, ) el espacio de funciones a valores complejos, de cuadrado integrable
respecto al peso «; para f, g € L?(U, «), definimos su producto interno como

(fq) = /U F@e()alz)dz,

en donde dz denota la medida de Lebesgue en C? = R2?. Sea 7 (U) el espacio de funciones holomorfas en
U, en donde entendemos que una funcién de varias variables complejas es holomorfa si es holomorfa en cada
variable con el resto fijas. Sea también « una funcidn continua y estrictamente positiva en U.

Definicién 1.1.1 Denotemos por HL?(U, ) al subespacio de L*(U, o) de funciones holomorfas con respecto
a la densidad (peso) «, es decir,

HILA (U, ) = {F eHU): /U]F(z)\Qa(z)dz < oo} :

Una de las propiedades mds importantes de éstos espacios en particular es que la evaluacion es continua,
ciertamente los espacios en los cuales estdn contenidos (los espacios L?) no tienen ésta propiedad. Esto queda
establecido en el siguiente teorema.
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Teorema 1.1.1 (Theorem 2.2, [2]) 1. Evaluacion continua. Para todo z € U, existe una constante c, tal
que

IF(2)? < elIF 720, (1.1)

paratodo F € HL*(U, ).

2. Subespacio cerrado. HL*(U,«) es un subespacio cerrado de L*(U, ), y por lo tanto un espacio de
Hilbert.

Demostracion:

1. Evaluacion continua. Sean U y o como se ha definido anteriormente. Sea z € U, consideremos también
el polidisco de radio r, con centro en z dado por P,(z) = Dy X Dy x - -+ x Dy, donde Dy, es el disco en
C de radio r centrado en la componente zj, de z,es decir,

P(z)={veCl: |vp—z| <r k=1,2,...,d},

donde z = (21, 22,..., zg)conz € C;k =1, ..., d. Ahora como z € U, escojamos r suficiente-
mente pequefio tal que P,(z) C U, entonces tenemos la siguiente afirmacion:

F(z) = (mr?)~ / G (12)

Primero vamos a probar el caso cuando d = 1.
Por hipétesis F' es holomorfa, entonces podemos expandirla en una serie de Taylor en v = z,

F(v) = Z:Oan(v —2)" =ag(v—2)° + Z:lan(v —z)"=ap-1+ E:Ian(v —2)",

en donde ap = F'(z); ésta serie converge uniformemente a F' en el conjunto compacto P,(z), entonces
evaluando la integral (1.2) tenemos

(rr2)~1 / . Flo)dv = ()~ /P .

en la segunda igualdad simplemente se estd sutituyendo F' por su serie de Taylor, y en la tercera se
ha utilizado la linealidad de la integral y el hecho de que la serie es uniformemente convergente en
el compacto P,(z) para poder intercambiar la sumatoria con la integral. Ahora, haciendo el siguiente
cambio de variable (v — z) = se'?, con s € [0,7] y § € [0,27], la dltima linea obtenida viene a ser

()t [ /P " F(z)dwg:lan /O 7 /0 ' s"e“’"dsd(a] = (mr?)~1 /P ” F(z)dv = F(2)

Por tanto, la igualdad (1.2) es cierta para d = 1.




1.1 Espacios de funciones holomorfas

Veamos ahora el caso cuando d > 1. En este caso, recordando que el polidisco P,(z) = Dy X Dy X - -+ X
Dy, donde Dy es el disco en C de radio r centrado en la componente zj, de z, denotando también dA; co-
mo la medida de Lebesgue en C?. Dado que d)\4(P;(z)) es finita, y por hipétesis F' € HL?(P.(2), d)\g),
se sigue entonces que F' € L'(P,(z),d\q) y por tanto F es una funcién integrable en P, (z). Asi, pode-
mos aplicar el teorema de Fubini el cual nos permite calcular la integral del lado derecho de (1.2) como
una integral iterada de la siguiente manera

(mr2)—d F(v)dAg(v) =
P.(z)

= (7['7”2)d/ |: F(’Ul, v ..., vd)d)\l(vl)] d)\dfl(’l)g, ey ’Ud)
DQXDgX---XDd Dl
= (WQ)_(d_l)/ [(7””2)_1/ F(u,,ve ..o, Ud)d)\l(vl)] dAg-1(v2, ..., va)
DaxD3x--xDy Dy

= (7r7‘2)7(d71) / F(z1,v2 ..., vg)dAg—1(v2,v3 ..., vq)
D2><D3><---><Dd

= (7rr2)_1/ F(z1, 2z2, ..., vg)d\1(vg)
Dy

= F(z1, z2, ..., zq)

= F(z)

Asi, queda establecida (1.2).

Ahora, reescribiendo (1.2) en términos del producto escalar

FE) = ) [ xn )
1
Qa J
donde x es la funcién caracteristica de P, (z). Entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

a(0) F(v)a(v)dv

= (=) Uxp. ()= F)

_ 1
|F(2)]* < (71?) 2d||XPr(z)a”2||F”2' (1.3)

Luego, como P.(z) C U y « es una funcién estrictamente positiva y continua en U, entonces alcanza
sus valores extremos en P,(z), y por tanto 1 es acotada en P,(z). Entonces podemos definir ¢, =

1
(7rr2)*dHXpr(z)5||2, con lo que (1.3) se convierte en
|F(2)] < || FII*. (1.4)

. Subespacio cerrado. Sea F' € HL?(U,«). Sea z € U, dado que U es abierto podemos encontrar una
vecindad V, = P,(z) C U, en donde r > 0. Consideremos el polidisco P,(z) el cual a su vez esta
contenido en el polidisco P»,(z); entonces para cualquier v € P,.(z), se cumple que P,(v) C Par(2).
Por otra parte, el inciso anterior garantiza la existencia de la constante c, tal que |F(v)|? < ¢,||F||%. De
hecho, tenemos la siguiente estimacion,

_ 1 _
o = @) xn g P = ) [
« P,

1
sup < sup .
weP, () [2(W)] T wep,(2) la(w)]

1 2

a(w)

1
|e(w)

a(w)dw = (7T7”2)_d/
(v) Pr(v)
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Entonces definamos C, = sup . Asi,

wePs (z) [ (w)]

[F)P < ellFI? < G| FII*.

Ahora supongamos que tenemos una sucesién {F,} C HL?(U,«) de Cauchy, y como L?(U,«) es
un espacio de Hilbert, existe ' € L?(U, «) tal que F,, — F en L?(U, ). Basta demostrar que F €
HL?(U, «). En particular tenemos que {F,,} es una sucesién de Cauchy en L?(U, o), y ademas

sup | F(v) V)| < VC:Fn = Fallr2@w.0) = 0,
veEV,

cuando m,n — 0. Por tanto {F},} converge uniformemente en un compacto de manera local a alguna
funcién limite, la cual debe ser F'. Luego, si el limite en L?(U, «) y el limite puntual existen, éstos deben
ser iguales casi en todas partes.

Entonces por el teorema de convergencia analitica, tenemos que el limite uniforme localmente de funcio-
nes holomorfas es siempre holomorfo. Por tanto la funcién limite F' pertenece a HL?(U, «) y con esto
mostramos que HL?(U, a) es cerrado, y por tanto un espacio de Hilbert. |

Observacién 1.1.1 Considerando el espacio de funciones HL*(U, ) C L*(U, ) notamos que para cualquier
F € HL*(U, ), la desigualdad (1.1) nos dice que la evaluacion en cada punto z € U es un funcional lineal
acotado y con esto el teorema de representacion de Riesz implica que existe una tinica funcion ¢, en HL*(U, «)
tal que

F(z) = (¢2, F)r2wa (1.5)

(¢
_ /QSZ Ya(w)dw, . (1.6)

Teorema 1.1.2 (Theorem 2.3, [2]) Niicleo Reproductor. Sea HL?(U, o) definido como en el teorema (1.1.1).
Entonces existe una funcion K (x,w), z,w € U, con las siguientes propiedades:

1. K(z,w) es holomorfa en z y antiholomorfa en w, y satisface

K(w,z) = K(z,w).

2. Para cada z € U fijo, K(z,w) es una funcion de cuadrado integrable respecto a la medida da(w), con
da(w) = a(w)dw. Para toda F € HL?*(U, o),

= / K(z,w)F(w)a(w)dw.
U

3.Si F € L*(U,«), y PF es la proyeccién ortogonal de F sobre el subespacio cerrado HL*(U,a).
Entonces

= / K(z,w)F(w)a(w)dw.
U

4. Paratodo z, u € U,
/ K(z,w)K(w,u)a(w)dw = K(z,u).
U
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5. Paratodo z € U,
|F(2)]* < K(z,2)||F|%,

y la constante K (z,z) es dptima en el sentido de que para cada z € U existe una funcion F, €
HL?(U, o) distinta de cero para la cual se cumple la igualdad.

6. Dado cualquier z € U, si ¢,(-) € HL?*(U, «) satisface

F(z) = / #2(w) F(w)a(w)duw
U
paratodo F € HL*(U, ), entonces ¢.(w) = K(z,w).
Demostracion: De la primera parte del teorema anterior, tenemos que la evaluacién en un punto z € U es

un funcional lineal continuo en HL?(U, «). Luego, por la observacién (1.1.1), éste funcional lineal puede ser
expresado tinicamente como producto interno con algiin ¢, en HL?(U, a), esto es

F(2) = {6 Fpzuay = /U &2 (W) F(w)a(w)dw. (L.7)

Entonces definimos K (z,w) = ¢,(w). Asi, por esta construccion la funcién K (z,w) satisface el punto 2 del
teorema y dado que ¢, (-) es holomorfa, entonces K (z, w) es holomorfa en w, es decir, es anti-holomorfa en w.

Abhora, aplicando (1.7) a ¢, tenemos

¢z(w) = <¢w7 ¢z>L2(U,a) = <¢z> ¢w>L2(U,a) = ¢w(z)a

de aqui que K (z,w) = K(w, z), y por tanto hemos probado el punto 1.

Para el punto 3, tenemos dos casos.
Caso 1. F € HL*(U, «). En este caso tenemos justo el punto 2 del teorema, y por tanto ya estd probado.
Caso 2. F € [HL?(U,a)]*. En este caso tenemos que

/UK(Z, w)F(w)a(w)dw = (¢, F) =0,

pues ¢, € HL?(U, ).
Asi [;; K (z,w)F(w)a(w)dw es la identidad en HL?(U, o) y cero en [HL*(U, )], y esto coincide con P.

El punto 4 es s6lo una aplicacién del punto 2 a la funcién holomorfa de cuadrado integrable K (w, u) donde
w es vista como variable y u como un pardmetro, es decir,

K(z,u):/UK(Z,w)K(w,u)a(w)dw.

Para probar el punto 5 notamos que la evaluacién en z es justo el producto interno con un elemento ¢, de
nuestro espacio de Hilbert. Asi, como

||¢ZH2 = <¢Z’ ¢Z> = ¢Z(Z) = K(Z’Z))
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usando (1.7) tenemos que

[E(2)P = (g2, F)” < llg:=IP|IFII* = K (2, 2) | FII>.

Para ver que K(z, z) es la constante 6ptima que buscamos en el punto 5, tomemos F, = ¢., |¢.(2)> =
[K(z,2)]? = ||¢-|%||#-]||%, dicha funcién es la que hace que la igualdad se cumpla en el punto 5 del teorema.

Por tltimo, para el punto 6 notemos que si ¢, () estd en HL?(U, «) y para cualquier funcién F' € HL?(U, o)
se satisface que

F(Z) = <¢z:F>a
entonces
<¢zaF> = <K(Zv')’F>

implicando que
(K(z,) — ¢, F) =0, YVF € HL*(U, ).

Como K (z,-) y ¢, estdn en HL?(U, ) podemos tomar

F:K(zv')_qbZa

lo cual muestra que K (z,-) — ¢, = 0. Y por tanto, ¢, (w) = K(z,w). [

Teorema 1.1.3 (Theorem 2.4, [2]) Sea {e;};cn una base ortonormal para HL*(U, o). Entonces para cuales-
quiera z,w € U

> _lei(z)ej(w)] < oo

jEN

K(zw) = Y ej(2)e;(w).

jeN
Demostracion:

Sea {e;}jen una base ortonormal para HL?(U, ) y sean f, g € HL?(U, ). Consideremos las sucesiones
{I{f,e)}jeny {I(g,€;)|}jen, por el Teorema de Parseval tenemos que

ST e = 11 £,

jeN

andlogo para g, » ;cn[(9, €;) |2 = ||g||%.. Por tanto las sucesiones{|{f, e;)|}jen y {|(g €;)|} jen pertenecen
al espacio de sucesiones 2. Luego, por la desigualdad de Holder, tenemos que la sucesion {|(f, ¢;}||(g, ;)| } jen €
I' y también se cumple la desigualdad

I1(f5 el (es, ol < s el (e, ol = [1F 1l z2llgll 2

Es decir, tenemos que

> Kfreideis gl < M1f 112 llgll e

jeN
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Luego, tomando f = ¢,y g = ¢, tenemos que (¢, e;) = €;(2) y (¢, ;) = ej(w) y por tanto

Y _lej(2)ej(w)] < [1¢:llldull < oo.
jEN
Asi la suma es absolutamente convergente para cada z y w.

Antes de encontrar la férmula para el ndcleo reproductor probaremos que las sumas parciales

k
sp(w) = ej(2)e;(w) las cuales son elementos del subespacio HL?(U, «), convergen a la serie
5=0
0 —_—
S(w) = Z ej(z)e;j(w) en L?(U, o). Entonces,
7=0
o0
15— stz =1 S 5@l =1 S (9o es)es 2 — 0 cuando k - .
j=k+1 j=k+1

Pasemos ahora a probar la férmula que nos dice cémo encontrar el nicleo reproductor K. Sea F' €
HL?(U, ), F es la suma de las proyecciones sobre los elementos de la base ortonormal {e;}. Entonces

F(z) = (¢, F) = Z<¢Zaej><ejaF>

jeN
= ej(2) | ej(w)F(w)a(w)dw = hm ej(z (w)F(w)a(w)dw
e o 300 [ 5
k
= i 3 eslelee | Pl = Jim O5.F) = (lim 35, ) = (5. F)

En la primera linea hemos usado la propiedad basica de los ¢,’s y el teorema de Parseval. En la segunda,
usamos la propiedad bésica de ¢, al evaluar (¢.,e;) y haber escrito (e;, F) como una integral, ademds de
escribir la serie como un limite. En la tercera linea hemos intercambiado la suma y la integral ya que la suma
es finita, también se pasa a considerar a e;(z) en el integrando, luego escribimos la integral como el producto
interno que representa y finalmente, ya que el producto interno en L? es continuo, se ha intercambiado con el

limite. Y por tanto hemos obtenido que
= / S(w)F(w)a(w)dw.
U

Asi, utilizando el punto 6 del teorema (1.1.2) concluimos que

K(z,w) = Ze]

JEN

como se queria probar. |

Observacion 1.1.2 Cabe aclarar que en la mayoria de las ocasiones, ésta formula para el niicleo reproductor
no es especialmente iitil pues usualmente no se puede encontrar una expresion explicita para alguna base
ortonormal, e incluso si pudieramos encontrar esa base, probablemente no podriamos calcular la suma. Sin
embargo, es importante mencionar como podriamos obtener el niicleo reproductor en algunos espacios de
funciones, pues éste juega un papel de gran relevancia en la teoria ya que justamente nos reproduce nuestro
espacio en cuestion.
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1.2. Ejemplos

En las siguientes lineas mencionaremos un par de ejemplos de espacios de funciones holomorfas mostrando
también como aplicar la férmula obtenida en el teorema (1.1.2) para calcular el niicleo reproductor de dichos
espacios. En esta parte, se representan los ejemplos de [2], seccién 3, para ser més explicitos las secciones 3.1
y 3.2.

1.2.1. Espacios de Bergman
Definicion 1.2.1 Los espacios de Bergman con peso son los espacios de funciones holomorfas
HLAD, (1 -2/, a> -1,

en donde D denota al disco unitario complejo

D={zeC||z| <1}

La restriccién a > —1 nos indica en este caso que nuestro espacio no es el espacio nulo, ya que la medida
(1 — |2|?)*dz es finita si y s6lo si @ > —1, pues la integral

2l s 1—s2
/(1 — 2%z = / / (1 —r?)%rdrdd = lim 271'/ (1 —r3)%dr = lim 71'/ udu
D 0 0 s—1 0 s—1 1

N 1-s? -
= lim—n = lim ((1 — s?)ott — 10+1)
s—1 a-+1 1 a-+1s—>1
—T
— Ii 1— 2ya+1 1
7 Mm@ —sh -,

esdivergentesia+1 < 0OyesOsia+ 1> 0.

Calcularemos el nucleo reproductor para los espacios de Bergman justo cuando a = 0, en este caso el
espacio es llamado espacio de Bergman estdndar y lo denotaremos por HL?(ID) en donde se entiende que la
funcién constante 1 es el peso para este espacio.

Afirmacién 1.2.1 {2"}°°, es una base ortogonal para HL?(D).

Demostracion: Primero probaremos la ortogonalidad, calculando la integral en coordenadas polares
2w 1 ) )
(z", 2"y = / / rhe 0 pmeimlp qrdp
0o Jo

1 2w
_ / prtmtl / ei(m—n)Gdee
0 0

= 0 (n#m)

Ahora probaremos que los z™’s generan un subespacio denso de 7 L?(ID). Para esto, es suficiente mostrar que
si F € HL*(D) y (2", F) = 0 para todo n, entonces F = 0.
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Entonces consideremos F' € HL?(D) y sea
o0
F(z)= Z ez (1.8)
n=0

su expansion en serie de potencias. Esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de ID. Ahora,
calculamos

1 2m a 2w
(z™ F) = / / rme” ™0 B (rei®)rdrdd = lim / / rme= ™m0 B (rei®)rdrde.
0 JO 0 JO

a—1

Sustituyendo F'(z) dada por (1.8), la cual converge uniformemente en el conjunto r < a, podemos intercambiar
la suma y la integral para tener asi

e a 2w ) ) o0 a 2
(z"™, F) = lim Z/ / rme= Ml ey drd = lim ch/ r”+m+1/ =m0 ggr.
a—1 =0 0 0 a—1 0 0 0

Pero la integral respecto 6 es cero excepto cuando n = m. Asi solamente hay un término que aporta a la suma,
y podemos entonces hacer tender a a 1 y obtener

1 Tl
2m+2 m+1

1
(zMF) = 27Tcm/ 2ty = 2w,
0

Asisi (2", F') = 0 para todo m, entonces ¢, = 0 para todo m, en tal caso F' es idénticamente cero. Por tanto,
{2"} es una base ortogonal para HL?(ID). [ ]

Ahora que hemos obtenido una base ortogonal calculemos la norma para cada elemento de la base, esta
viene dada por

1 r2r 1 T
1272 = / / r2rdrdf = 27 = .
0 0 2n—|—2 TL+ 1

Asi, normalizando, obtenemos que
o
In+1
zn
{ ™

n=0

es una base ortonormal para HL?(D).

Abhora si, calculemos el nicleo reproductor. De acuerdo al teorema (1.1.3), tenemos

> 1 1
K(zw) = Zz"\/”: w"\/": (1.9)
n=0

= 1S e (1.10)
n=0

™

Sea ¢ € D, consideremos la serie geométrica

ST
LT
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De andlisis complejo sabemos que esta serie es una funcién analitica definida en D, y por lo que sabemos de
diferenciacion de series de potencias podemos afirmar que

d =, ~=d_,
&2 =gt

Entonces, si definimos f (&) = Z(n + 1)&™, tenemos que
n=0

fE@ =3 ng =3 e =Y e = SN e,
L E T hw Ty

n

d~_, d 1 1
M= 2 = Gi e~ aop

Luego, utilizando (1.10), K (z,w) = f(zw)/x. Por tanto, tenemos la siguiente

Conclusion 1.2.1 (Conclusion 3.2, [2]) El niicleo reproductor para el espacio de Bergman estdndar estd dado

por
1 1
K = ——
(z,w) (1 — 2w)?
En particular,
1

F)PP< —||F|?
FOP < gl FIP,

para toda F € HL*(D) y todo = € D.

1.2.2. Espacios de Segal-Bargmann

En ésta seccidn, como el titulo lo sugiere, se dard la definicion de espacio de Segal-Bargmann asi como
también su correspondiente nicleo reproductor via el teorema (1.1.3), es decir, dada una base ortonormal en-
tonces podremos calcular explicitamente el nicleo reproductor. Recordemos que no en todos los espacios de
funciones se podra hacerlo asi, es una caracteristica que posee el espacio de Segal-Bargmann. En secciones
posteriores mostraremos cémo obtener éste espacio de funciones holomorfas primero siguiendo la idea de V.
Bargmann y después utilizando el programa de cuantizacién geométrica.

Definicion 1.2.2 Los espacios de Segal-Bargmann son los espacios de funciones holomorfas
HLA(C, ),

donde ,
p(z) = ()~ %e F/E,

Aqui |2|> = |12 + - + |za|? y t es un mimero positivo.

Al igual que en el espacio de Bergman estandar, calcularemos el nicleo reproductor para el espacio de
Segal-Bargmann. Consideremos primero el caso cuando d = 1.
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Afirmacion 1.2.2 {z"}>°  es una base ortogonal para el espacio de Segal-Bargmann.

Demostracion: Calculemos el producto interno en coordenadas polares

2
<Zn,zm> _ 7Tt / / rn —m@ rm zm@ e~ /t’l“dT‘dH

_ (7Tt) / n+m+1 —r2/t /2 z(m ”)gdedr
0 0
= 0 (n#m)
De manera andloga que en el Espacio de Bergman estandar, podemos ver que {2" },,cn generan un subes-
pacio denso del espacio de Segal-Bargmann. |

Ya que tenemos que el conjunto propuesto forma una base ortogonal, solo basta normalizar. Comprobemos por
induccién sobre n, que ||2"|? = n!t". Para n = 0, tenemos que ||2°[|?> = 1, pues

1 27 [e%s}
/(1)2Ht(2)dz = - / e " /rdrdd
C T Jo 0

A

Ahora calculemos la norma de 2™ para cuando n > 0, suponiendo que para n—1 se satisface que || 2"~ !||? =

(n — 1)!¢"~!. Usando de nuevo coordenadas polares

1 2w poo 9 o0
|2")1? = /\z”Q,ut(z)dz = — / et ) = / rQn(e_TQ/tr)dr.
c Tt Jo Jo tJo

Integrando por partes tenemos
n2_ 2 [Tigppam-1y (_L n 2 2t 2n-1)41 12
127" = 7 (2nr<"77) —3¢ dr = E(nt) e r dr = nt|| "%
0 0

Entonces, usando la hipétesis de induccidén podemos concluir que
127 = nlt™,

y asi

A
{ \% nltn }nzo
es una base ortonormal para HL?(C, y).

Abhora calculemos el nicleo reproductor para éste espacio de funciones,

Klaw) = Z WW

o0

-y (zw> _ et
n! \ t

n=0

Asi hemos calculado el nicleo reproductor explicitamente para el caso d = 1. Para el caso general tenemos
el siguiente resultado
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Teorema 1.2.1 (Theorem 3.4, [2]) Para todo d > 1, el niicleo reproductor para el espacio HL*(C?, ;) estd
dado por
K(z,w) = >/t

endonde z - W = z1 - W1 + - - - + 2q - Wq. En particular, tenemos la acotacion puntual
2 2/t 2
[F (=) < e/ R
2(d d
para toda F € HL*(C%, ;) y todo z € C°.
Demostracion: Para el caso general notemos que K (z,w), con K dado como en el teorema, es ciertamente

holomorfa y de cuadrado integrable respecto a p; como una funcién de w para cada z fijo.
Sea I € HL*(CY, 11;). Notemos que [, ¥ ™/t F(w)pu, (w)dw se puede escribir como

_ _ _ d d
/ ez'w/tF(w),ut(w)dw — / . / eA1Walt | e d0a Py, . .. ,wd)ﬂ L. Wd
Cd C C 7t 7t
Dado que F'(wi,...,wq) es holomorfa en cada variable w; considerando las restantes w;, j # i como

variables fijas, y previsto que F' es de cuadrado integrable respecto a (Wt)_le_|wi|2/ !dw; con respecto a cada
w;, con las otras variables fijas, podemos aplicar el resultado unidimensional d veces y asi obtener

/ IR (w) e (w)dw = F(z1, ..., 2q).
cd
Luego por el punto 6 del teorema (1.1.2) concluimos que

K(z,w) = >/t

1.3. Equivalencia holomorfa

En esta breve seccidn definiremos el concepto de equivalencia holomorfa entre espacios de funciones ho-
lomorfas asi como también mencionaremos un caso particular que involucra al espacio de Segal-Bargmann. La
definicion de equivalencia holomorfa aqui expuesta, se encuentra dada en [2], seccién 4.3.

Consideremos al espacio de funciones holomorfas HL?(U, ), donde U y o son como en las secciones ante-
riores. Sea ¢ una funcién holomorfa cero en ninguna parte en U. Entonces

1
|6(2)[?

/ IF(2)Pa(z)dz = / $()F ()] ——a(z)d=.
U U

Mais formalmente, sea M el mapeo definido por

M :HL*U,0) — HLYU,a/|¢)
F(z) — o¢(2)F(2).

Sea G € HL?*(U,a/|¢|?), calculando su norma obtenemos que

2 _ 212 a(z) y =
oo > [|GII5 142 —/U‘G( )| M)(Z)’gd /U

G(z)?

¢(2)

2
o

a(z)dz = Hg
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Entonces % € HL?*(U, a), por tanto% = F paraalguna funcién F' € HL?(U, a). Asi, G(z) = F(2)¢(z) =
MF(z), para alguna F' € HL?(U, o) concluyendo entonces que M es un mapeo sobreyectivo.

Consideremos ahora a las funciones F'y G en HL?(U, a) tenemos!

(ME,MG) o, = (9F,0G) o, = /U S(2)F(2)6(2)G(2) O‘(Z)de

o
|62

2F(2) a(Z) = 72’ z)alz)az
| I6GIFFEGE) S g = [ FEGE ()
(F,G)

«

Asi, el mapeo F' +— ¢F es un mapeo unitario del espacio HL?(U, ) sobre HL?(U, a/|$|?), cuyo mapeo
inverso es el mapeo G +— éG.

Definicion 1.3.1 Los espacios de funciones holomorfas HL?*(U, o) y HL*(U, B) se dicen equivalentemente
holomorfos si existe una funcion ¢ holomorfa cero en ninguna parte en U tal que

_ o)
6(2)

La equivalencia holomorfa entre HL?*(U, o) y HL*(U, B) es el mapeo unitario dado por F + ¢F.

B(z) VzeU.

Asf por ejemplo tenemos que los espacios HL?(C?, o) y HL?(CY, vy) son equivalentemente holomorfos,
en donde

vp(z) = (wh) = 2e—Um 2)*/h (1.11)

y h es la constante de Planck, la cual es una constante positiva y de la cual (por cuestiones de contexto)
hablaremos en el siguiente capitulo.

Veamos, definamos el mapeo Uy, como sigue
U : HLQ((Cda ,UQE) - HLQ((Cda l/h)
F — oF,

en donde ¢(z) = (dmh) V4e = /Ny 22 — 2 4 ... 4 2. Notemos que ¢ como funcién de z es una funcién
holomorfa. Para ver que U, es un mapeo unitario, basta probar que

vy = N%‘
|61
Veamos,
/‘L(Z) _ (QWh)—de—\zP/Zh . a2 675022-‘%192
lp(2)[2  |(4wh)—d/4e—=2/4n)2 h) ‘ew|
— (k)2 ST = (eh) 2 = ().

Por tanto, los espacios HL2(C?, piap) y HL?(C?, vy) son equivalente holomorfos.

'El subindice que aparece junto al producto interno hace referencia a la medida respecto a la cual se esta considerando el producto,
asf por ejemplo (-, -) , hace referencia al producto interno en el espacio HL? (U, p). O bien, siendo mds explicitos, cuando no indiquemos
la medida, se indicara en qué espacio de funciones se estd realizando el producto, por ejemplo, (-, )2y, indica que el producto se
lleva a cabo en funciones del espacio L2 (U, p).
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CAPITULO 2

Transformada de Segal-Bargmann

En el capitulo anterior definimos los objetos con los cuales estaremos trabajando y mencionamos algunas
de sus propiedades tales como ser espacios de Hilbert, poseer nicleo reproductor y equivalencia holomorfa.

En este apartado, empezaremos por definir los operadores de posicion y momento, para luego definir las
relaciones de conmutacién candnicas. De hecho, en general nos encontraremos con operadores posiblemente
no acotados en un espacio Hilbert H. Por cuestiones de dominio, presentaremos de manera informal el teore-
ma de Stone-von Neumann el cual nos garantizard la existencia de algtin operador unitario entre el espacio de
Hilbert H y el espacio L?(R", dx). Mejorando en cuanto a cuestiones de dominio, definiremos las relaciones
de conmutacién candnicas exponenciadas y enunciaremos inmediatamente el teorema de Stone-von Neumann
en la forma correcta pues en éste queda justficada la existencia del operador unitario que nos definiré a la trans-
formada de Segal-Bargmann. En lo que resta del capitulo presentaremos la transformada de Segal-Bargmann
en varias formas, en su forma clasica denotada por Aj; en la forma asociada con la transformacion de estado
base y denotada por By;; y finalmente en su forma invariante, la cual representamos por Cj,.

2.1. Relaciones de conmutacion canonicas

Para el desarrollo de esta seccidn seguimos reproduciendo la referencia [[2], seccién 5], complementando
con referencias de [3] tal y como se indicard en cada caso. Consideremos el espacio de Hilbert L?(R, dz), y los
operadores lineales (no acotados) definidos en éste espacio, denotados por Z y p y definidos por

& = af(x)
p = —ihd.

2.1

A los operadores Z y p se les conoce como operadores de posicion y momento, respectivamente. Hacemos
las siguientes observaciones:

e Puesto que las funciones pertencientes a L?(R, dx) no son necesariamente diferenciables y x f () podria no
pertenecer a L?(R, dz), & y p estan definidos en subespacios densos de L?.

e La siguiente observacion se presenta en el corolario 9.31 de [3].
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Corolario 2.1.1 El operador & es autoadjunto en el dominio

Dom(z) = {f € L*(R,dz)|zf(z) € L*(R,dz)}.

Dicho dominio es un subconjunto denso de L?(R, dx)

e Respecto al operador p, tenemos el resultado presentado en la proposicién 9.29 de [3].

Proposicion 2.1.1 Sea p el operador densamente definido con dominio Dom(p) = C§°(R) C L*(R, dz).
Entonces p es esencialmente autoadjunto.

e Respecto al conmutador de los operadores, veamos efectivamente que no conmutan y que de hecho [z, p] =
ihI, donde I es el operador identidad. Sea f € C§°(R),

Blf = #0(F) - p(F)
= |- ﬁ —plaf(x
= o (-in) - itos@)

= —iha:}ij; +1ih (f(x) + x%)
= ihf(z),
por tanto
[#,p] = ihl.

Luego, generalizando a n dimensiones, para n > 1, definimos

pf(x) = zpf()

pkf(x) = 71h871‘]€’

conk = 1,2,....,nyx = (x1,22,...,%,). Andlogo al caso unidimensional, en el corolario 9.31 y en la
proposicién 9.32 de [3] se establecen los dominios en los cuales los operadores de posisicion y de momentos son
autoadjuntos. Vemos también que para éstos operadores se cumplen las relaciones de conmutacion canénicas

[Zg, ] =0

[Pk, 1] = 0
[k, 1] = iRk 1
en donde d,; se entiende como la delta de Kronecker. Y por supuesto [p;, ©;] = —ihdy . Usualmente se

acostumbra escribir solamente la dltima relacién para indicar las relaciones de conmutacion candnicas y se
denotaran a lo largo del texto por R. C. C.

A continuacién vamos a reescribir las R. C. C. en términos de los operadores de creacidn y aniquilacién
definidos por

a ZTr + 1Pk

k= ——=—
V2

i Ty — Pk

a, = —=,

V2
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Ya que &, y Py, son simétricos en C3°(R™), tenemos lo siguiente. Sean f, g € C5°(R"™),

@fa) = (PP 0) = (0.0 )

_ T — 1Pk
- <f’ V2 g>
= (f,alg),

T

Y por tanto, a;, C aj, en donde aj, denota el adjunto de a.
Guiandonos por [17], podemos llegar a probar que a,t = aj,. Sin embargo, la prueba esta fuera del objetivo

que perseguimos desarrollar en este proyecto.

De igual manera se puede calcular el conmutador de éstos operadores,

1., . .
lak, a)] = §[$k+1pkzaxz+zm]

1. . U A .
= 5([%,@] + @[ Zx, pr] + i[Pr, 1) — [Pr, D1])

1
= 5 (i(ihdg 1) + i(=ihdy, 1))
= 0

Andlogo para [CLL, a}L]. Y finalmente,

1., . n
lag, aﬂ = i[mk + Py, Ty — ipy)
1. . A U .
= 5([%@1] — i[Zk, p1) + [Py, 1] + [Pk, D1))
1

= hogyl.

Ast, las R. C. C. quedan representadas de la siguiente manera

[ak, al] = O
la},af] =0
lar, af] = hog,1,

recordando que para referirnos a ellas escribiremos solamente la dltima relacidon.

La siguiente afirmacién dada en [[2], Claim 5.1], nos dice que salvo equivalencia unitaria existe solamente
una representacion irreducible de las R. C. C.. ;Por qué es importante éste resultado? Porque, como se verd
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mds adelante, en mecénica cudntica nos ayuda a justificar el uso del espacio de Hilbert L?(R", dx) y de los
operadores de posicién y momento; ya que si se tiene cualquier otro espacio de Hilbert con operadores satis-
faciendo las R. C. C. (e irreducibilidad), lo que tendriamos es que éste podria ser unitariamente equivalente al
espacio L?(R", dx) por la manera en que se relacionan dichos operadores, mejor dicho, por la forma en que
son transformados a los operadores de aniquilacién y creacion. Hay que notar que no se hardn suposiciones
mads fuertes respecto a los operadores implicados, y por eso es que por el momento el resultado lo presentamos
como afirmacion, sin embargo es posible dar la forma correcta del teorema sin tener problemas tanto con el
dominio como con el contradominio involucrados.

Afirmacion 2.1.1 [Teorema de Stone-von Neumann.] Sea H un espacio de Hilbert, sean by, ..., b, ope-
radores (posiblemente no acotados) en H y sean by, ..., by los adjuntos de los operadores by, ..., by,
respectivamente. Supongamos que

1. (R. C. C.) Para todo k, 1, [by,by] = [b},bf] = 0y [by, bf] = hdy 1.

2. (Irreducibiliad) Si V' es un subespacio cerrado de H el cual es invariante bajo by, y by, en donde k =
1,2,...,n, entonces V. ={0} 6 V = H.

Entonces existe un mapeo unitario (salvo alguna constante de médulo 1) U : H — L? (R™, dx) tal que

_ T + 1Pk
Ub U™t _
k 7
Ub*U—l jk‘ - Zﬁk
k

V2
donde Zy, y py, son los operadores de posicion y momento definidos anteriormente.
Para obtener la forma correcta del Teorema de Stone-von Neumann necesitamos considerar los operadores

exponenciados, los cuales sin problema alguno en sus dominios, son acotados. Sean una vez mas los operadores
de posicién & y momento p, y consideremos los operadores unitarios e*%+/% y ¢iPr/ definidos en todas partes

paracadasycadaten Ry k = 1,2,...,n. Estos operadores pueden ser calculados como
eI (p)y = emIf(), k=1,2,...,n (2.2)
SR (2) = flxy, oo, T2+ S, Tigls ooy Tn), L=1,2,... 0. (2.3)

Veamos cudles relaciones de conmutacién satisfacen éstos operadores exponenciados. Considerandon = 1,
para cualquier funcién f € L?(R, dx) notamos que

i/ f(p) = (g 4 ) = T f (g )
ISP/ (Y = GBI/l p (1))

= @I p(p )

— eirs/hgiralhip(y 4 g)

62‘7‘3/i‘z62’7“9%/}‘i,eisﬁ/hf(aj)7

Asi, la relacién que finalmente obtuvimos fue

ezrm/helsp/h — e*lrs/hezsp/hewm/h.

De manera general en n dimensiones las R. C. C. se obtienen de la siguiente manera
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Afirmacién 2.1.2 Seanr,s € Ry k,l € {1,2...,n}. Sean también los operadores T; y p;, j = 1,...,n los
operadores de posicion y momento definidos anteriormente. Entonces se tienen las siguientes relaciones para
los operadores exponenciados

]‘ ei'r‘i‘k/heisi‘l/h — eiSil/heirfEk/h‘
2‘ eiTﬁk /ﬁeisﬁl /h — eisﬁl/heirﬁk/h.

3 eiT:fk/heiSﬁl/h — e_iTS(;k,l/heisﬁl/heirjk/h
Dichas relaciones nos dan la forma exponenciada de las R. C. C..

Demostracion: Sea f € L?(R", dx). Para el punto 1 tenemos,

eirik/heisa}l/hf(x) eirik/heisxl/hf(x)
_ eiTIk/thiSIl/hf(l.)
_ ei(m:k-i—sxl)/hf(x
x)

(
e’isil/heirik/ﬁf(x)'

~—

_ eisxl/heir:?:k/hf

Mientras que para el punto 2,

e”p’“/ﬁew’”/ﬁf(a:) = e”p’“/Lf(:El, ey L1, T+ Sy Xy e )

= f(xla e T—1, T 8, T4, e Th—1, Tk +T,$k+1, s ,CL'd)
eisﬁl/he”ﬁk/hf(x).

Y finalmente vemos que por una parte si [ = k

eisﬁl/heiri"k/hf(x) _ eisﬁl/h(eirxk/hf(l_)) _ ez'r(zﬂrs)/f’Lf(‘7317 T, T+ S, T, - 7xn)
ezrs/hezrmk/hf(l,l, T, T+ S, T, - 737”) _ ezrs/hew:l:k/ﬁezsm/hf(x)'

Mientras que si [ # k,
eisﬁl/heirik/hf(x) _ eispl/h(eirxk/hf<x)) _ eira:k/hf(xh T, T+ S, T xn) _ €irik/h€isﬁl/hf(x).

Por tanto, se satisface la conclusién del punto 3. |

En [3] capitulo 14, se da una exposicion del Teorema de Stone-von Neumann el cual enunciaremos a
continuacion en su forma correcta ya que hemos desarrollado las R. C. C. exponenciadas.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Stone-von Neumann.) [/2], Theorem 5.2.] Supongamos que A; y Bj, con j =
1,...,n, son operadores autoadjuntos (posiblemente no acotados) en un espacio de Hilbert H satisfaciendo:

1. (R. C. C.) Para todo k,l € {1,2,...,n} y para todo r,s € R, e A/ conmuta con e$A1/h ¢irBr/h

conmuta con eiSBl/f”, y
ei’/‘Ak/fLeisBl/h _ e—irsékyl/ﬁeisBl/heiTAk/h.

irAg/h y eisBl/h

2. (Irreducibilidad) Si 'V es un subespacio cerrado de H invariante bajo e para todo k,l €

{1,2,...,n}yparatodor,s € R, entonces V. ={0} 6 V = H.
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Entonces existe un mapeo unitario (iinico salvo alguna constante) U : H — L*(R, dx) tal que
ir Ay /hpr—1 irds, /.
Ueir &/ U _ ezrmk/ :
isBy/hrr—1 ispr/h
Ue*® l/’U — elspz/ ,

en donde se entiende que T, y p; son los operadores definidos en los pdrrafos anteriores.

2.2. Transformada de Segal-Bargmann

El hecho de haber introducido las R. C. C. tiene su justificacién en que al asumir que se satisfacen para
ciertos operadores, ademads de la condicion de irreducibilidad, el Teorema de Stone-von Neumann nos garantiza
la existencia de la Transformada de Segal-Bargmann. Antes de mostrar la utilizacién del Teorema de Stone-von
Neumann, mostraremos la obtencion de la medida en el espacio de Segal-Bargmann en la manera en la que la
concibié Bargmann cerca de los afios 1960’s.

Consideremos el espacio vectorial #(C") definido como el espacio de funciones holomorfas en C" y
definamos los operadores 25, y 7% en H(C) como sigue:

Zr = multiplicacién por la coordenada zy,
. 0
T = h—.

sz

parak=1,...,n.

En el afio 1928, Fock hizo la siguiente y relevante observacion: los operadores 2 y 7 “satisfacen” las mismas
relaciones de conmutacién que los operadores de creacién y aniquilacién a y ! definidos en la seccién anterior.
Y efectivamente si uno realiza el cdlculo del conmutador de estos operadores actuando en cualquier funcién
f € H(C), uno encuentra que

d d af

[hd} R )
B af af
= hf(Z) + hz$ hZ@
= hf(z)

verificando entonces que
d

h— = hl
[ d} |

donde I es el operador identidad. Sin embargo, esto todavia no constituye una representacioén para las R. C. C.
(por eso el uso de las comillas en el parrafo anterior), pues para que realmente se tenga esto requerimos que
nuestros operadores en consideracion, llamémosles b y bf, estén definidos en un espacio de Hilbert, sea uno
adjunto del otro y que satisfagan [b, b'] = Al

Tiempo después Bargmann se avocé a esta tarea buscando un producto interno y con ello un espacio de
Hilbert, asi como hacer de 2, y 7 uno adjunto del otro. Justamente, dicho espacio de Hilbert es el espacio con
producto interno definido en el espacio de Segal-Bargmann de la seccién 1.2.2 con peso up yn =1,

(fg) = /@ F (=) m(2)dz,

con esto ultimo se logra que Z y 7 sean una representacion de las R. C. C.
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Obtencion de la medida 1y,

A continuacién reproduciremos el desarrollo mediante el cual, Bargmann [1] obtuvo la medida uj y asi
justificar por qué los espacios de Segal-Bargmann estdn definidos tal y como se mencionaron en la seccién
1.2.2.

Consideremos el espacio vectorial H(C™) definido como el espacio de funciones holomorfas en C", el
objetivo que perseguimos es dotar a este espacio con un producto interno

Faduen = [ TR 2.4)
con dz = dxy - - - dw,dy; - - - dy,, la medida usual de Lebesgue en C"* =2 R?"?, 2 = (21,22,...,2,) Y 2k =
xp + 1y, con k = 1, ..., n. Para lograrlo, requerimos que los operadores Z; y 7, sean uno adjunto del otro con

respecto a este producto escalar.

Asi, dadas las condiciones sobre Zj, y 7%, la ecuacién que nos va a determinar a la medida u es

(il Pnen) = kg wneny, k=1,....n (2.5)

Vemos de acuerdo con la definicién de (2.4) que los miembros de esta ecuacién son explicitamente

Gt ghmen = [ adEgu)d: = [ 2 T@gn(e): 2.6)
Cn Ccn
’ 0
{fs "kg)ncm) = /c ) T@ajgk(zr)u(z)dz-
Pero
<09  O(fgn) Of — Ou
=t T on —af%gu—fga—% .7
(fgn) - Op
e L (2.8)

en donde para pasar de (2.7) a (2.8) se ha usado el hecho de que f es analitica en zj. Por tanto lo que tenemos
es que

()29 = fgm) — f(z za—uz 2
Lot eme = [ (P00 - fege o) d 29)
= — [ T e (2.10)
Cn Zk

en donde suponemos que la medida 1 es tal que fgu se anula en infinito. Luego, reescribiendo (2.5) con lo
obtenido en (2.6) y (2.10) tenemos que

[ i@ = - [ Fegeg @

Cn aZk

lo cual sugiere que
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2un(z) = — 5 (2)

Como p(z) = u(z(x,y)), aplicando la regla de la cadena tenemos

Op _ Op Oz Op 0z Op O
oxy, 0z, Oxy, 0z, 0wy, N 0z, 0%
Op _ Op Dz W%_i(@u 0#)

Oy Dz Oy Oz Oy Dz 0z

lo que nos lleva a
op . op 9 ou

8a:k Z@yk - 6zk

y por tanto

1(8,u ,8u)_8,u

2\, "Oy) 0z

Asi la ecuacioén (2.11) puede escribirse como

(x5 — iyr) _ 1 87'“_@%

lo que nos lleva a las ecuaciones

1 Ju
—r - 27
ki 2 0xy,

1 O

Yr b _587%

cuya solucion viene dada por
p(z) = Ke %) = Ke 1’ K = constante,

n

(2.11)

endonde z - z = Z xi + yi y normalizando, elegimos K = (7~ ") de tal manera que la funcién f = 1 tenga

k=1
norma 1 en H(C™).

Por lo tanto

1.2
ne|z|

w(z,y) = ()

Recapitulando, 1o que hemos hecho es tomar el espacio H(C™), definir un producto interno en él de tal
manera que el operador Z;, sea el adjunto de 7, en este espacio resolviendo las ecuaciones que se implicaban
de tales suposiciones. Hemos obtenido que el espacio en cuestién es nada menos que L2H(C", ), t = 1.

Por construccién, lo que hemos obtenido es por tanto que las R. C. C. se cumplen en el espacio de Segal-

Bargmann con b = hd/Jz y b* = z.
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Transformada A;

En lo que sigue y resta del capitulo, seguiremos las ideas presentadas en [2] para dar paso a la exposicién
de la Transformada de Segal- Bargmann. En particular, utilizaremos la definicién de operadores unitarios de
traslacién en los espacios de Segal-Bargmann dada en [[2], seccidn 4.1], y desarrollaremos el ejercicio 6.2
propuesto en [2].

Sea a € C™ arbitrario, definimos el operador unitario T}, : HL*(C", ) — HL?*(C™, uy) por
T.,F(z) = e_‘alg/QteE'zF(z —a).

Sean entonces {V },cr y {Ws }ser las colecciones de operadores unitarios definidos por

Vf‘ - T*ir
V2

W = T-s,
V2

dichas colecciones forman grupos unitarios uniparamétricos pues como podemos observar rdpidamente Vy =
To =1y Wy =Ty = I,y por una parte tenemos que para cualquier F' € HL?(C", up)

i(r\;;))

7\7'+s|2 i(r+s)

VipsF(z) = ToanF(z)=e¢ T ¢ V2 IF <Z+

I

V2
y por otra,
‘/TVSF(Z) = T;ir <T—st(2)>
V2 V2
—s2 s z 18
= T_ i e eV2hF | 2z4+ —
s (e (e )
2 dr oz _g2 _is r )
— eﬁeiﬁeﬁe\/ﬁh(z+\/§)F <Z+ M)
V2
Clrasl?2  i(rts) z y
= e el e \/g fLF<2+Z(r+S)>.
V2
Y por tanto,
Vigs = Vi Vs,
De manera anédloga podemos ver que
Wit = W, Ws.

Luego, como para cualquier ' € HL?(C", j15) se cumple por una parte que

VWF(z) = T <T\_/%F(z))

_g2 —sz S
= T_w|emevar F(z4+ —
V2 ( V2 )
2 drz g2 —s(z+ir/V2) r S
= e 4h eV2he 4 e V2h F(Z+ T

),

S
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y por otra

WV, F() = T <T_\/Z-§F(z)>

2 ZTZ ’iT
= T_, e4he\fﬁF(z—|——)
72 V2
2 —sz 2 n”(z-&-e/f) Z'/,a S
= e4fzefhe4re V2h F(z—|— +

en donde multiplicando ésta dltima por e~"*/" obtenemos la igualdad

ViWys = e/ (2.12)
En resumen, hemos probado la siguiente afirmacion.

Proposicion 2.2.1 Sean {V, },cr vy {Ws}scr las familias de operadores uniparamétricos definidos por

VV‘ - T—ir
V2

Ws == T;s .
V2

Se satisfacen las siguientes propiedades

L Viy =V, Vi,
2. Wiys =W, Wi
3. V, W, = e /MW, V.

Recordemos que el Teorema de Stone nos dice que todo grupo unitario uniparamétrico U puede ser expre-
sado de manera tinica en la forma U, = ¢**4/" donde A es un operador autoadjunto dado por

A:—zhi

ds|, US’

a dicho operador se le conoce como el generador de Us.

Con esto en mente, vemos entonces que el generador de V. es

d
V,F(z) = —ih —
(2) ! dr|,

— <0+iZF( )+\Z[Cfl§)

( eV P(z+ ))
€ & v z —
V2

de manera andloga, obtenemos que el generador de W es

1 d
B=— (nh2_2).
z'\/i(dz Z)
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Y por tanto, podemos expresar a los operadores V,. y W como

V. = ez’rA/h

. =

W. = eisB/h
s = .

Asi, por la proposicién anterior concluimos que A y B satisfacen las R. C. C. exponenciadas.

Entonces hemos obtenido que los operadores A y B son operadores autoadjuntos en el espacio de Hil-
bert HL?(C", up) satisfaciendo las R. C. C. exponenciadas, si asumimos también irreducibilidad bajo eirA/h y
e¢'sB/h el Teorema de Stone-von Neumman nos garantiza la existencia de un operador unitario U : H L2 (C™, up)
— L?(R™, dz) relacionando los operadores exponenciados de Ay B con los de &, y Py, respectivamente. Jus-
tamente, el inverso de éste operador nos definird la Transformada de Segal-Bargmann, la enunciamos en el
siguiente teorema cuya demostracién se ha completado segtin las indicaciones del autor.

Teorema 2.2.1 (Theorem 6.2, [2]) Consideremos el mapeo Ay, : L?>(R", dx) — HL?*(C", uy) dado por

Apf(2) = (wh)~"/* / e(—2*H2V2ra=a®) [2h £ (1) gy (2.13)

n

Entonces

1. Paratodo f € L*(R™, dz), la integral es convergente y es una funcion holomorfa de z € C™.

2. El operador Ay, es un operador unitario.

3. Parak =1,...,n tenemos que
A Ty + 1k AL = hi (2.14)
" V2 P oz '
Tk —1Pr\ 1
A ——=— ] A = z 2.15

Demostracion: Al igual que en demostraciones anteriores, procedemos por simplicididad considerando el caso
paran = 1, el caso general para n > 1 sera totalmente andlogo.

. . . . 722+2\/§a:zfz2
Para probar en el primer punto la convergencia de la integral, notemos que la funcién e 2R es una

funcién gaussiana como funcién de x para cada z € C fijo, y por tanto es una funcién de cuadrado integrable.
7Z2 \/71'27%2
Luego, la desigualdad de Holder implica que para f € L?(RR, dx) arbitraria, tenemos que e e f(z) €

LY(R,dz). Y por tanto Ay, f converge. De hecho s consideramos z € K, con K C C compacto, por el argumento
anterior tenemos que Ay f converge uniformemente.

Luego, por el teorema de derivacién bajo el signo de integral que puede consultarse en el capitulo 12 de
[16], podemos concluir que Ay, f(z) es holomorfa en C. Con esto hemos obtenido lo establecido en el punto 1.

Probaremos el tercer punto para luego hacer uso de él y probar el segundo punto. Dicho esto, no podemos
dar por hecho que Ay, sea un mapeo unitario, entonces probaremos (2.14) y (2.15) en la forma

Ah$ +ip B (;9 A,
N \1%]5 2 (2.16)
Ay, — A
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Los operadores & y p estardn actuando en funciones pertenecientes a C5°(R).

d
Calculemos primero — (A f)(2), para cualquier f € C5°(R)

dz
FanE = @ [T
= (ﬂh)1/4ACZGZ2+2£IZIQf($)d$
— @mrU{/‘@é_ze*”%?z“f@mx
R
= PaEnE) - )

Para pasar a la segunda linea se ha utilizado de nuevo el teorema de derivacién bajo el signo de integral
mencionado anteriormente. Asi, confirmamos la igualdad obtenida,

d \/5 z
LA = Y2 A5 - 2 A, .
2. h o And = 2 Ap (2.17)

Por otra parte, calculemos lo siguiente

Ap, [;ZJ;] (2) = (ﬁh)_l/‘L/Re_%“\z/r?m_mQ |:;l'];(ll,‘):| dx

en donde haciendo integracién por partes, y considerando que f € C§°(R) la tltima linea se puede escribir
como

[ F] e = e [ IS
R
— E(Aﬂj@y—M%Aﬁ@D-

—~

>t

Por lo tanto,

d 1 .
Ao =3 (Ah:n _ \/§zAh) . (2.18)

Ahora, despejando en (2.18) para zAp,

h d
Ah = — | Apz/h— Ap—
: \/§< ne/ fdx)
ARt — i App
V2
& —ip
Ay | —— | .
f( V2 )

Luego, sustituyendo lo anterior en (2.17) obtenemos

d 1 (a—ip\ V2
Sty PR Y e R Sy 7
o= (T + b
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lo que implica

Por lo tanto tenemos

Ya probado el tercer punto, procederemos a demostrar el segundo punto del teorema, esto es, que el operador
Ay, es un operador unitario. Consideremos la funcién de “estado base”

22

fo(z) = (xh) "4 5r,

dicha funcién es tnica salvo constantes, y con la propiedad de que el operador de aniquilacién aplicado a ella

es cero,
1 d . l‘f() h dfg
ﬁ(“hcm)fo - A ada
_xfo + h (ﬂh)’1/4(—2x) _%i
- 2 2 2h -
_ zh _x
a =0

V2

Ahora, que si le aplicamos el mapeo Ay a fy tenemos

—z2+2\/§x2—902

1;2
Anfo(z) = (Wﬁ)_1/4/6 2h (mh) Y 4e™ 2 da

R
e [y

R

—(V2z—=z 2

= (ﬂh)l/Z/e 5 de

R
= 1,

es decir, Ay fo la funcidn constante 1.

Ahora aseveramos que,

Ah((aT)me) =z"1 ="
Lo probaremos por induccién sobre m. Veamos que la afirmacién es cierta para m = 0.
AE(WT)OJCO)(Z) = An(fo)(z) =1 =21

Luego, supongamos que la afirmacion es cierta para m € Z, o sea, se cumple que

Ap((@D™fo) = 2™1 = 2™,
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Entonces

Ap((@)™V fo) = Ap(al ((ah)™ fo))
& —ip

V2

y puesto que Ay = z Ay, se tiene

An(at((@h)™ fo)) = zAn((ah)™ fo)) = 2(z™) = 2™+

Asi, Ap((a)™ fo) = 2™1 = 2™, para cualquier m € N, como se queria demostrar.

De hecho, las funciones (a!)™fy son justamente las funciones de Hermite, las cuales forman una base
ortogonal para L2(R™) y son tales que su norma es ||(a’)™ fo HQLQ(Rm) = h"ml!.

Para concluir, recordemos del primer capitulo (sobre espacios de funciones holomorfas), en la seccién
(1.2.2), que las funciones 2™ forman una base ortogonal para el espacio de Segal-Bargmann HL?(C", ), con
||z || = ™ m!. De esta manera, hemos obtenido que el operador A; toma una base ortogonal y la envia en otra
base ortogonal con la misma norma. Se sigue por tanto que A €s un mapeo unitario. |

Transformada B,

Ahora representaremos a la transformada dada por A; de manera un poco diferente, obtenida mediante
la Transformacion de estado base. Seguiremos con la exposicién de la seccién 6.2 en [2], desarrollando
al igual que en los apartados anteriores las justificaciones que han quedado pendientes en el texto original.
Consideremos el mapeo unitario

Gy : LA(R", dx) — LA(R™, (rh)™2e %"/ dz)

dado por

f(z) f(z)
th(x) = fO(x) = (71‘}1)*”/4e*$2/2h’

donde fo(x) := (wh)~"/4e~="/2" ¢s el estado base en R™. Notemos que la medida en el espacio de la imagen
es la medida fo(z)?dz, y que el hecho de que G, sea unitario se puede comprobar considerando que un mapeo
unitario es una isometria sobreyectiva; la sobreyectividad se obtiene por la definicién de G}, y el hecho de que
sea isometria se obtiene mediante el siguiente célculo

2

f(z)
fo(x)

Esta transformacion es llamada la transformacion de estado base porque justamente lo que hace es dividir cada
funcién en L?(R™, dx) por el estado fundamental f. Notemos también que G, fo es la funcién constante 1.
Entonces el efecto de G, es convertir el estado fundamental en la funcién constante 1 y convertir la medida de
Lebesgue usual en la medida de Lebesgue (fo(z))?dz.

IGR I @ iy (w)2am) = /Rn’th(x)\Qfg(x)dl“ :/R fo(x)*dz = /Rn|f(«’15)|2 ldz = || fll L2 (& d)

n

Afirmacién 2.2.1 Consideremos los operadores definidos en C§°(R™) C L?(R™, dx)

a Ty, + 1Pk

k p— —_—
V2

i T —ipg

a, = —=—

V2
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en donde Ty, = xi, (multiplicacion por la componente )y pr, = ’%%.
Entonces
h 0
-1 _ o
GrarG, -~ = 3 0
h 0
GralGyt = Van, - L2
napGy € ﬂa$k
Demostracion: Sea f € C§°(R") arbitraria, probaremos que
h 0
Grap, = ——G
hQk \/ial'k h
h 0
Gral = 2z — —=—G}.
Ry \f&?k \/§8$k h
Entonces
h 0 ~h 0 f(zx)
Voo @) = e (nh)—d/4e—2>/2h
— h 8f ex2/2h+f(x) 2$keZZ/2h
T V2(rh)~d/4 | Oxy, 2h
1 of
= h—
ﬁ(wh)*d/‘le*l&/?h <£Ckf(x) + aﬂj‘k>
_ xkf(x) + h%
= Ghak‘f(x)a
por tanto, Grax = %%Gﬁ.
De manera andloga garantizamos que GhaL = (ﬂack — %%) G- |

Ahora, haciendo un cambio de variable considerando y = /2z, y luego renombrando nuestra variable
como z, tenemos que los operadores de creacion y aniquilacion toman la forma

0
~ - 5 9
@ oxp
CNLL = Tk — hi

81‘k '

Entonces nuestro espacio de Hilbert original L?(R", dx), se convierte en el espacio L?(R"™, pp,(z)dz), don-
de
ph(x) _ (27Th)_n/26_x2/2h,

y por tanto, podemos definir al espacio de Hilbert H de la siguiente manera:
H = L*(R", pp(2)dz) = {F : R" — C medible | / \F(2)2pn(z)dx < 0o, pp(z) = (2rh)~"/2e~*"/21},
]Rn

dotado con el producto interno

(F1, Fy) = /n Fy(x)Fy(x)pp(x)dx, VFy,F; € H.

Tenemos entonces la siguiente
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Afirmacion 2.2.2 El producto interno en el espacio de Hilbert H satisface

(apF1, Fy) = (Fy,alFy), VI, Fye H

en donde
~ 0
ar = ﬁT
S (2.19)
k k oz’

Demostracién: Sean fi, fo € S(R") C L?*(R",dx), en donde S(R") denota al espacio de Schwartz. Sabe-
mos que (ax f1, f2)swrn) = (f1, a£f2>S(Rn). El mapeo G, : L2(R", dx) — L?(R"™, p(x)dz) es tal que

ar = Gr,,angl y CNL]TC = GhaLGgl. (2.20)
Sean F, Fy € L? (R™, pdz) de tal manera que F; = Gy, f;, ¢ = 1, 2. Por ser G, unitario, tenemos que

(Grf1, Grf2) 2 ®n pdey = (f15 [2) L2 (R7 dar)- (2.21)

Se sigue entonces,
(@1, Fo) 2o pany = (GrawGy ' Guft, Grfo) r2me pas) = (@ fis f2) 12 (n ) = (f1, @l f2) 2 (@n n)
= <G];1F1, anglFQ>L2(Rn7dx) == <,F117 Gha’LG}glF2>L2(R",pdx) = <,F117 dLF2>L2(R",pdx)

Lo que buscamos es entonces encontrar un mapeo unitario de L?(R", py(z)dz) a HL?(C", uz) el cual

transforme los operadores (2.19) en los operadores ha— y 2k, respectivamente.
2
Como sabemos la funcién py estd definida por

phiRn - R

2
x
20~

x — pp(x) = (27h)

y, por el principio de identidad (continuacién analitica), ésta admite una extension analitica en C™ dada por
Ph - ct —» C

—n/2

_22
e 2n.

z = pp(z) = (2mh)

Por comodidad seguiremos llamando a dicha extensién py entendiéndose por el contexto si estamos tratando
con la funcién py; o con py.

Teorema 2.2.2 (Theorem 6.3, [2]) Para todo h > 0, consideremos el mapeo By : L*(R", pp(z)dz) —
HL?(C", up), dado por

Buf:) = [ il a)f(a)da
= (27Th)_"/2/ e(z_x)2/2hf(:v)dx.

Entonces,
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1. Paratoda f € L*(R™, pp(z)dzx), la integral es absolutamente convergente y es una funcién holomorfa
de z € C™.

2. El mapeo By es un mapeo unitario de L?(R™, pp(z)dx) sobre HL?*(C™, ).

3. Paratodon =1,2,...,n
0
ByarB,' = h-—
hk 2 O (2.22)
Bh&LB};I = Zk.

Demostracion: El hecho de que sea una integral absolutamente se sigue por argumentos similares al que se
dieron en la demostracion del punto 1 del teorema para Ay, al igual que para ver que la funcién es holomorfa
en C™.

Vamos a proceder de la misma manera que en la demostracion para la transformada Ay, considerandon = 1
y valiéndonos de las propiedades enunciadas para los operadores de creacion y aniquilaciéon en el apéndice (A).

Consideremos (2.22) en la forma

B d
Brat = 2B

Calculemos lo siguiente para cualquier funcién f € L?(R, ps(z)dz) utilizando el teorema de derivacién bajo
el signo de integral,

d d _ea
FENE) = e [ oS fa

= 2 [ RO
R

h

_1/2% _(==)? —1p21 _G—=2)?

= —2nh) /= [ e f(x)dr+ (2rh)” /A= [ xem T f(x)dx
h Jr h Jr
= IBuf()+ 1 B ()
= 3 hJ(Z 7 R J(Z).
Hemos obtenido por tanto que
d z 1
thf = —ﬁBhf + ﬁBh(xf). (2.24)

Por otra parte,

dx R dx

donde haciendo integracién por partes obtenemos que

I = —(271'71)1/2/(2;:6)6(25?2]“@)6&
R

(z—2)? _(z—x)?

- —(27rh)1/2/;e ) f(a:)d:c+(27rh)1/2/2e B f(x)de
R R

_ % B(af)(2) = = Buf(2),
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igualdando los extremos, obtenemos la expresion

By, {gﬂ] = %Bh(ﬂﬁf) - %Bhf

despejando ahora para z By,

“Buf = %Bh(xf) — By, [

df
ﬁ |

dx

simplificando atin mds esta expresion

d d,
2By f = hBp(xf) — hBy —f =By lx— h—f .
dx dx
Luego, sustituyendo esto ultimo en (2.24) tenemos
d d d
h—By = —Bpx + hBy,— + Bpx = hBp—,
dz dx dx
y por tanto
d d
h— By = Bh—.
dzh "
De esta manera hemos obtenido
d
Bra = h—Bjy
dz
BhdJr = ZBh.

Siguiendo con la esencia de la demostracion para Ay, encontramos que la funcién que satisface af = 0,

donde a = hA— el operador de aniquilacidn, es justo la funcidn constante 1 y la denotaremos por fy. Ahora,

aplicando el operador B}, a fo,

2—‘7,‘2
Brfo(z) = (27Th)_1/2/6_( 3 1de
R
= (2rh)V2(2rR)? = 1.

De aqui obtenemos que By, fy = 1, la funcién constante 1.

Remitiéndonos a la propiedad (x) del apéndice (A), tenemos que las funciones
(@™ fo
forman una base ortogonal para el espacio de Hilbert L?(R, p;(x)dx) con norma
1@)™ foll 22 ppaay = B
Ademads, por induccién sobre m, se prueba que
Br((@h)™fy) = 2m1 = 2™,
Veamos, param = 0, By((@')° fo) = Bu(fo) = 1 = 2°. Supongamos luego que By, ((af)™ fy) = 2™, entonces

Bi((@)™*fo) = Bu(a((@")™ fo))

= zBu((@)™ fo)

= z.2M ="

Por tanto, hemos mostrado que Bj; mapea bases ortogonales en bases ortogonales y con la misma norma. De
aqui concluimos que By es un mapeo unitario, como se queria probar. |
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Transformada C},

Por tltimo, siguiendo [2], presentaremos la Transformada de Segal-Bargmann como una convolucidn, en
términos de la extension analitica del nicleo del calor para R™. De hecho notaremos que la expresion es la
misma que dimos para la Transformada By s6lo que tanto el rango como el dominio para la transformada
cambian. Dicha transformada tendrd como dominio el espacio de funciones L?(R"™,dz) y como imagen al
espacio HL?(C", vy,), donde aqui la densidad v, estd definida en C™ como

Vh(Z) = (ﬂh)_n/Qe—(Im 2)2/f1,‘

Recordemos también que cuando definimos la transformada By y su nicleo integral consideramos la den-
sidad pp = (27h) ™"/ 2¢=%/2h y m4s aiin, sabemos que esta funcién admite una continuacién analitica a C™.
Con estos elementos nos es posible presentar a la Transformada de Segal-Bargmann en su forma invariante.
Como se menciona en [3], a la Transformada C}, se le llama invariante porque la densidad v es invariante bajo
traslaciones en las direcciones reales.

Teorema 2.2.3 (Theorem 6.4, [2]) Consideremos el mapeo C, : L*(R™, dz) — HL*(C", vy) dado por
Cufz) = [ e =) f(a)da

= (27rh)”/2/ ef(zfx)Q/%f(az)dx.

1. Para toda f € L?(R", dz) la integral definida Crf(z) es absolutamente convergente y holomorfa en
z e C™

2. El mapeo C}, es un mapeo unitario de L*(R"™, dx) sobre HL?*(C", vy,).
3. Parak=1,2....,n

Ch(zy — iﬁk)ch_l = 2k

A C L 2.25
Ch(2x + ipr)C, L ZH% (2.25)

donde zj, denota multiplicacion por zy.

Demostracion: Como en los casos anteriores, vamos a considerar el caso paran = 1. También, la demostracién
del punto 1 del teorema, se sigue de manera andloga a como se hizo para las transformadas Ay y By. Quedan
entonces por demostrar los puntos 2 y 3.

Para probar el punto 2, es decir, que el mapeo C}, es unitario, recordemos que en la seccion (1.3) se mostro
que el espacio HL?(C", v;) es equivalentemente holomorfo al espacio HL?(C", o) y la equivalencia holo-
morfa estd dada por el mapeo unitario Uy que se menciona en la misma seccioén.

Mais atin, notemos que la Transformada de Segal-Bargmann C}; la podemos relacionar con la Transformada
Ay 'y el mapeo U, como sigue. Para cualquier f € L?(R, dx), tenemos

Cnf(z) = (amh) " /Ae== /4 4, f] (\%) : (2.26)

Consideremos el mapeo denotado por Ay, y definido como
Ay L2(R", dz) — HL*(C", pon(2)dz)

F — AyF(z) = AyF (\%)



Transformada de Segal-Bargmann 34

aseveramos que tal mapeo es unitario. Dado que el mapeo Ay es unitario, es sobreyectivo, y por como esta
definido Ay, se sigue también que es sobreyectivo. Y dado que

i 2 _ —n i 2 _—|w|/2h g, _ —n W N9 —|w|/2h
VAF 2y = (27) /Cn|AﬁF(w)\ e 01/2gey — (2h) /(Cn]AhF (ﬂ)\ e lwl/2n gy
= o) [ PP = A s cn ) = Pl

se sigue que Ay es una isometria, y entonces Ay es un mapeo unitario. Por tanto, considerando los mapeos Uy,
y Ap conn = 1, tenemos que C; definido como en (2.26) es la composicion de dos mapeos unitarios. Asi, C,
€s un mapeo unitario.

Para probar el punto 3, vamos a proceder como en las demostraciones anteriores para Ay y Bj. Considere-
mos (2.25) en la forma siguiente

Cp(z —ip) = 20},

Chld+ip) = (z+20)Cp (2.27)

Calculemos lo siguiente para cualquier funcién f € L?(R,dz), utilizando una vez el teorema de derivacién
bajo el signo de integral [16],

e = @ [ Lo

(=~ a)

Z*IQ
= (27Th)_1/2/ 4717@_( 2ﬁ) f(x)d:v
R

-1/27 _(e=a)? —1/21 _G==)?
= —(27h) Fle f(z)dz + (27h) 7 [ ze f(z)dx
R R

= 20u() 4 1O,

Hemos obtenido por tanto que

d 1
—Cif = —=Cif + 7Cn(af). (228)

Por otra parte,

Ch [df] (2) = (2mh)~1/2 / S Y e = 1

dx R dx

donde haciendo integracién por partes obtenemos que

I = —(27Th)_1/2/(z_h$)6_(22;;)2f(1‘)d17
R

_ ()2 T _(—2)?

= (27rh)_1/2/ze 2% f(:v)dx+(27rh)_1/2/e 2 f(x)dz
R RN
= LCEN) - 2O ()
= h nlax z h hJ(Z),
igualdando los extremos, obtenemos la expresion
9
dz

on | L] = 3ontan) - 2us

h
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despejando ahora para zCl,

z 1 df
ﬁcﬁ,f = ﬁCh(l‘f) —Ch [dx]
simplificando atin mds esta expresion
d d
2Crf = hCy(zf) — hCYy, dar =Chlx— h—f . (2.29)
dx dx
Luego, sustituyendo esto dltimo en (2.28) tenemos
d d d
h—Cy = —Chx + hCp— + Crx = hCﬁ*,
dz dx dz
y por tanto
d d
h—C}y = Crh—. 2.30
2, Cn =G (2.30)

Luego, usando las expresiones (2.29) y (2.30), sumando zC} y 2hC}, obtenemos

z2Cr +20Cy, = Cy, l‘*hi +2h0ﬁi =Ch :szhi+2hi =Ch x+hi i
dx dx dx dx dx

De esta manera, usando (2.29) y lo anterior hemos obtenido

Cr(z —ip) = zC,
Cr(z+ip) = (z+2nL)Cy

como se queria probar. |
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CAPITULO 3

Elementos de mecanica

Apartdndonos un poco de los aspectos analiticos en este capitulo vamos a mencionar algunos de los ele-
mentos de la mecdnica cldsica y de la mecénica cuantica. Esto se hard asi porque en los siguientes capitulos
buscaremos describir mediante cierto programa de cuantizacién cdmo relacionar elementos de un esquema
clasico con elementos de un esquema cudntico, sin olvidar que el objetivo es obtener la Transformada de Segal-
Bargmann. Cabe mencionar que a lo largo de este capitulo nos estaremos guiando por las referencias [2], [3] y
[5] para el desarrollo del tema haciendo la referencia adecuada destacando con exactitud qué resultado se esta
considerando de cada referencia.

3.1. Elementos de mecanica clasica

Empecemos con los elementos de la mecdnica clédsica, especificamente vamos a considerar el caso de una
dimension tal y como se hace en [2] complementando también con algunos elementos de [3]. Como sabemos,
el movimiento de la particula estd gorbernado por la ecuacién de Newton F' = ma, donde m es la masa de
particula y a su aceleracién. La posicion de la particula en el tiempo ¢ estd dada por z(t) y su aceleracién
a = Z(t). Reescribiendo la ecuacién para la fuerza F' nos queda que F' = md(t). Usualmente F' depende
solamente de la posicién y puede ser expresada en términos de la energia potencial como F'(xz) = —V'(x). Asi
lo que tenemos como nuestra ecuacién de movimiento es

mi = —V'(z), (3.1)

notemos que es una ecuacién diferencial de segundo orden y que podemos desacoplarla en un sistema de dos
ecuaciones de primer orden. Definamos el momento de la particula como p = ma, entonces

3l

3.2)

i

|
<
&
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Vamos a introducir también la siguiente notacion

Recta (coordenada z) = Espacio de configuracion

Plano (coordenadas (x,p)) = Espacio fase,

es decir, el entorno en el cual nuestra particula se mueve es lo que llamaremos espacio de configuracion y al
conjunto de puntos con coordenadas de posicién y momento le llamaremos espacio fase.

Sea H : R? — R una funcién suave! de las variables z y p, conocida como funcion Hamiltoniana.
Fisicamente nos describe la energia mecénica del sistema, comiinmente se suele escribir como la suma de la

energia cinética y la energia potencial del sistema, es decir,
2
p

H(xz,p) = 5 + V(x).

Entonces se definen las ecuaciones de movimiento en R? por

. om
= o

o _@ (3.3)

b= or’

Estas son las ecuaciones de Hamilton, 1o que con ellas buscamos con trayectorias (z(t), p(t)) que satisfa-
gan

%w) _ %I;Im(t),p(t))
%p(t) = —a—x(.r(t)’p(t))v

sujetas a las condiciones iniciales z(0) = z¢ y p(0) = po.

Otro elemento que necesitamos introducir para poder desarrollar nuestro esquema de trabajo, es la siguiente

Definicién 3.1.1 Si f, g son funciones reales, suaves en R?, definimos los Paréntesis de Poisson de f y g,

denotado por { f, g}, por

_ 97999799

de modo que {f, g} es también una funcién suave en R2,

Como es bien sabido los paréntesis de Poisson satisfacen las siguientes propiedades.
Proposicién 3.1.1 Para cualesquiera f, gy h funciones suaves en R?, tenemos

1. {f,g+ch}={f,g9} +c{f,h}, paratodo c € R.

'A 1o largo del texto entenderemos como funciones suaves a quellas funciones que admiten derivadas de cualquier orden, y por tanto
todas sus derivadas de cualquier orden son continuas. También se les conoce como funciones infinitamente diferenciables, la clase de
funciones que estas forman se denota por C'*°.
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3. {f,gh} ={f,9}h +g{f, h}.
4. {f Ag;h}} + {9, {h, f}} +{h,{f,9}} =0.

Demostracion: Ver [3], proposicién 2.23.

Teorema 3.1.1 (Theorem 7.2, [2]) Si f € C>(R?) y (z(t),p(t)) es una solucién a las ecuaciones de Hamil-
ton (3.3), entonces
df

=7 @), p(8)) = {f, H} (2 (1), p(1))-

Demostracion: Usando la regla de la cadena tenemos que

df _ 9fds  ofdp
dt Or dt  Opdt
_ O0f0H O0f0H
~ 9z dp Opox
= {f H},
la dltima igualdad se debe a la definicién de los Paréntesis de Poisson. Por tanto, % = {f, H} como se queria
probar. |

Definicion 3.1.2 Sea f una funcion suave en R?. f se dice que es una cantidad que se conserva si f(z(t),p(t))
es independiente de t para cada solucion (x(t), p(t)) de las ecuaciones de Hamilton.

Una de las consecuencias del teorema anterior se presenta en el siguiente corolario, el cual tiene el sentido
fisico que tenemos sobre la energia: la energia se conserva.

Corolario 3.1.1 (Corollary 2.26, [3]) Sea f una funcion suave en R? y H el Hamiltoniano definido anterior-
mente. f es una cantidad que se conserva si'y sélo si {f, H} = 0.

En particular, el Hamiltoniano H es una cantidad que se conserva.

Definicion 3.1.3 Llamamos flujo en R? a la familia de difeomorfismos {®;} de R?, en donde ®;(x,p) es igual
a la solucion en el tiempo t de las ecuaciones de Hamilton con condicion inicial (x,p). Decimos que el flujo es
completo cuando ®; estd definido en R? para todo t.

Por definicién, un difeomorfismo ®, es una aplicacion diferenciable, biyectiva y su inversa =1 : N — M,
también es diferenciable.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Liouville.) E! flujo asociado a las ecuaciones de Hamilton, para una funcion H
Hamiltoniana, preserva la medida de volumen 2-dimensional dxdp.

Demostracion: Ver [3], teorema 2.27. [ |

Generalizando a n dimensiones tenemos que el espacio de configuracién es R" y el espacio fase es R?"
con coordenadas x1, . .., Zp, P1,- - - , Pn. El Hamiltoniano H (x, p) en este caso sigue siendo una funcién suave,
perteneciente a C°°(IR?"), y se escribe generalmente en la forma

1 n
H(z,p) =5 D ok +V(x).
k=1
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Las ecuaciones de Hamilton toman la forma

doy . OH
dt  Opg
do _ Ol
at Oz’
conk =1,...,n,y los paréntesis de Poisson se definen como

y el teorema (3.1.1) se mantiene. De hecho, la generalizacién de las definiciones, proposiciones y teoremas
enunciados para el caso n = 1 se siguen cumpliendo para el caso general n > 1.

3.2. Mecanica Clasica y variedades

Como sabemos, nuestra particula podria tener un espacio de configuracion mas general, algo que no fuera
R™ tal como fue planteado en la seccién anterior. Aunque nuestra particula este inmersa en alglin espacio
geométrico mas general, localmente podriamos decir que nuestra particula se estd moviendo en algin entorno
n-dimensional. Por esta razén es necesario plantear de nuevo los conceptos bdsicos de la mecédnica cldsica en
términos de dichos espacios geométricos: variedades. En esta seccidn, se utiliza la referencia [5] extrayendo de
esta las definiciones que aqui aparecen, seguiremos su notacién y omitiremos también las demostraciones a las
proposiciones presentadas aqui remitiéndonos a dicha referencia.

Empecemos por recordar la siguiente definicion.

Definicion 3.2.1 Una variedad simpléctica (N, w) es una variedad suave N junto con una 2-forma cerrada w
y no degenerada en N.

Recordemos, por definicion, que w es cerrada en N si es una 2-forma diferenciable en la variedad N vy tal
que su derivada exterior es cero, dw = 0. Asi también, es no degenerada si para todo £ € T'N,, £ # 0, existe
unan € TN, talque w(&,n) # 0. La 2-forma w definida de ésta manera se le conoce como forma simpléctica.

Denotamos también mediante Q, el elemento de volumen [1/n!|w™, en donde w™ significa w Nw A -+ Aw
(n veces).

Teorema 3.2.1 (Teorema de Darboux.) Sea w una 2-forma no-degenerada en una variedad M tal que dim M
2n. Entonces dw = 0 si y sdlo si existe una carta (U, ¢) en cada m € M tal que o(m) = 0, y con
o(u) = p(x1(u), ..., xn(u),p1(u),...,pp(u)) tenemos que para (a,b) € T My x T My,

wly(a,b) = dej A dpy(a,b).
j=1

Demostracion: Ver [5], Theorem 3.2.2. [ |

Las cartas garantizadas por el teorema de Darboux son llamadas cartas simplécticas y las funciones com-
ponentes x;, p; son llamadas coordenadas candnicas.
As{ en una carta simpléctica tenemos

n
w:Zd:r:j/\dpj; Qu=dxi N~ ANdxy, Ndpy A -+ A dpy,.
j=1
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Definicion 3.2.2 Sean (M,w) y (N, p) variedades simplécticas. Un mapeo ® : M — N es un simplectomor-
fismo o transformacién canonica si P es un difeomorfismo y ademds, P es tal que

" (p) = w.

Proposicion 3.2.1 (Proposition 3.2.6, [5]) Si (M,w) y (N, p) son variedades simplécticasy ® : M — N es
un simplectomorfismo, entonces ® preserva el volumen.

Definicién 3.2.3 Sean (N, w) una variedad simplécticay H : N — R una funcién C" dada®. Asignaremos a
H un campo vectorial X gy determinado por

w(Xg,Y)=dH Y
es decir,
XH_:w =dH.

X es llamado campo vectorial Hamiltoniano con funcion de energia H. Llamaremos sistema Hamiltoniano
a la tripleta (N,w, Xpr).

Definicién 3.2.4 Una curva o en un punto m de una variedad N es un mapeo C' de un intervalo abierto
I CRen N tal que 0 € Iy 0(0) = m. Asignamos un vector tangente en cada punto o(\), X € I, por o’ ().

Sea N una variedad y sea X cualquier campo vectorial en N. Sea I C R un intervalo abierto. Una curva
integral de X enm € N es una curva o en m tal que o’ (\) = X (o()\)) para cada \ € I.

Proposicion 3.2.2 Sean x1,...,2pn,p1,. .., pn coordenadas candnicas para w =y, j dx; A dpj. Entonces en
éstas coordenadas
OH OH
Xp= (55—
apj ox yi
Entonces (x(t),p(t)) es una curva integral de Xy si 'y solo si las ecuaciones de Hamilton se mantienen
dx i OH
dt Op;
dpj _ OH
d — Ozj
Demostracion: Ver [5], Proposition 3.3.2. [ |

Proposicion 3.2.3 Sea (N,w, X ) un sistema Hamiltoniano y sea c(t) una curva integral para X . Entonces
H(c(t)) es constante en t.
Demostracion: Ver [5], Proposition 3.3.3. [ |

Definicion 3.2.5 Dada una variedad N y un campo vectorial X en N, sea ® C N X R el conjunto de
(m,t) € N x R tales que existe una curva integral o : I — N de X en'm cont € 1. El campo vectorial X es
completo si® = N x R.

Proposicion 3.2.4 Sea N una variedad y sea X un campo vectorial en N. Entonces, existe un tinico mapeo
O : D — N tal que t — &, = ®(m, t) es una curva integral en m, para toda m € N.
Demostracion: Ver [5], Proposition 2.1.15. [ |

2Cabe aclarar que dicha funcién H no es la funcién Hamiltoniana definida en la seccién anterior.
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Definicion 3.2.6 Sea N una variedad y sea X un campo vectorial en N. Entonces el mapeo ®; es llamado la
integral de X, y la curva t — ®(m,t) es llamada la curva integral maximal de X en m. En el caso de que X
sea completo, @, es llamado flujo de X.

Proposicion 3.2.5 (Teorema de Liouville) Sea (N,w, X ) un sistema Hamiltoniano, y sea ®, el flujo de X .
Entonces para cada t, ® es simpléctica, es decir, ®jw = w. También, ®, preserva el volumen de fase €1,,.
Demostracion: Ver [5], Proposition 3.3.4. [ |

Definicion 3.2.7 Sea (N,w) una variedad simpléctica y sean f,g funciones reales C*°, con Xy y X, sus
respectivos campos vectoriales Hamiltonianos asociados en N. Los paréntesis de Poisson de f y g se definen
como la funcion

{f. g () = w(X}, X,)(u), ue N.

Se puede ver también que

Proposicion 3.2.6 En coordenadas candnicas (i.e., en una carta simpléctica) (x1,...,%n,p1,...,Pn), tene-
mos .
of 9g  0f dg
oy =2 o, ~ opiom )
]:1 8xl 8p1 ap’t axl
Demostracion: Ver [5], Corollary 3.3.14. |

Finalizaremos esta seccion mostrando algunas de las caracterizaciones para los simplectomorfismos. Una
viene dada por el Teorema de Jacobi y otra se da en términos de los paréntesis de Poisson.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Jacobi) Sean (M,w) y (N, p) dos variedades simplécticas y f : M — N un
difeomorfismo. Entonces f es un simplectomorfismo si y solo si para cualquier funcion h : M — Ry C'*°,
[eXn = Xjpop1.

Demostracion: Ver [5], Theorem 3.3.19. [ |

Teorema 3.2.3 Sean (M,w)y (N, p) dos variedades simplpécticas y F' : M — N un difeomorfismo. Entonces
F' es un simplectomorfismo si y solo si F' preserva los paréntesis de Poisson; es decir, para cualesquiera
f,9: N :— R, funciones C°, se tiene que

{F*f,F g} = F*{f, g}

Demostracion: Ver [5], Proposition 3.3.20. [ |

Consideremos las variedades R? con la 2-forma w = dp A dz y C con la 2-forma p = —idZz A dz en donde

la variable compleja z se define como z = m\_flp . Tenemos que w definida de esta manera satisface

2
1. Es cerrada, pues dw = d(dp A dx) = d(dp) A dz — dp A d(dzx) = 0.

2. Es no degenerada, ya que si consideramos cualquier £ € TR?, con ¢ # 0 podemos encontrar 1 € TR? tal

que w(§, ) # 0. Es decir, sean § = f1(x,p)0/0x + fa(x,p)0/0py n = g1(x,p)0/0x + g2(x,p)0/Op
con f;, g;, i = 1,2, funciones suaves en R?, en donde & # 0. Se tiene que

w(&mn) = dpAdx(fi(x,p)0/0x + fo(x,p)0/dp, g1(x,p)0/0x + ga(z,p)0/Op)
= fa(z,p)g1(x,p) — fi(z,p)g2(z,p).
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Podemos definir n = fa(z,p)d/0x — fi(x,p)0/Op, asi

w(&,n) = (fa2(z,0)* + (fi(,p))?
y dado que £ # 0 se tiene que w(&,n) # 0.

Y por tanto w es una 2-forma simpléctica para R?. Asi, (R?, w) es una variedad simpléctica.

Consideremos ahora la transformacién F' definida por
F:(R%*dpAdx) — (C?dnAdz)

(@,p) — (z,w):<x;§ip7_i$;§ip>

en la cual se ve que T = —iz. Notemos también que C? es una variedad simpléctica con la forma x = dr A dz,
la prueba de esto se reduce al caso anterior.

Definamos la siguiente subvariedad de C2,
D = {(z,7) € C*|n = —iz}.

Entonces podemos considerar a D como variedad simpléctica con forma simpléctica 7 dada por k|p. Reescri-
biendo entonces a F’', tenemos

F:(RQ,w) — (D,71)
rT—1ip . x+1ip

(z,p) (z,—iz)z( VR >

Mas atin, el mapeo G definido por
G: (D7) — (Cp)
(z,—iz) — =z

nos permite hacer la identificacion D = C por medio de la transformacién candnica que este define. Asi, hemos
encontrado que la transformacion

®: (R? dpAdxr) — (C,—idz Adz)
T —1ip

7

(x,p) — @(z,p) =

es también un simplectomorfismo.

Funcion generadora

En esta seccién redefiniremos el concepto de transformacién candnica de tal manera que nos sea posible
introducir la definicién de funciones generadoras. Presentamos la siguiente caracterizacion.

Proposicion 3.2.7 Sean (Py,w;) y (P, ws) variedades simplécticas, m; : Py X Py — P; la proyeccion sobre
Pi=1,2y

Q:ﬂ‘wl _FSCL)Q. (3.4)

Entonces:
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i) 2 es una forma simpléctica en P, x Ps.

i) Un mapeo f : Pi — P es un simplectomorfismo si 'y sélo si z} = 0, donde iy : I'y — Py x Py esel
mapeo de inclusion y Iy es la grdfica de f.

Demostracion: Ver [5], Proposition 5.2.1. [ |

Lema 3.2.1 (Lema de Poincaré) Si w es una k-forma cerrada, entonces para cada m € M, existe una vecin-
dad U de m para la cual w|U es exacta. Esto es, localmente existe una (k — 1)-forma o tal que w = da.

Demostracion: Ver [5], Theorem 2.4.17.

Supongamos ahora que €2 = df (localmente). Por ejemplo, si § = 7760, — 7505 es la 1-forma con df; = w;,
1 = 1, 2 efectivamente se verifica que

df = d(ﬁ@l - 71'592) = dﬂ'f@l — dT(';ez = Wfdel — F;deg = 7TTUJ1 — 7['5&)2.

Luego, si f es un simplectomorfismo, el teorema implica que Z}ZQ = 0, lo que a su vez es equivalente a
i%df# = 0, o bien es andlogo a tener que d(i’}@) = 0. Por tanto, i%0 es cerrada. Entonces por la proposicion
podemos concluir que f es un simplectomorfismo si y sélo si i}ﬁ es cerrada. M4s audn por el Lema de Poincaré,
existe una funcién S : I'y — R tal que

i%0 = dS.

Definicion 3.2.8 Liamamos a tal funcion S una funcion generadora para el simplectomorfismo f (depende
claramente de la eleccion de 0 y es localmente definido).

3.3. Elementos de mecanica cuantica

Describiremos los elementos de la mecanica cudntica de manera similar a como lo hicimos con los elemen-
tos de la mecanica clasica. Dicho de otra manera, describiremos la estructura de la mecéanica cuantica mediante
una analogia con la mecénica clésica, haciendo hincapié en que no estamos dando una equivalencia entre éstas.

Con el nacimiento de la mecédnica cudntica se introduce una cantidad fisica de caricter fundamental, esta
es la llamada constante de Planck. La cual tiene un valor determinado experimentalmente y tiene dimensiones
fisicas de energiaxtiempo = accién, su valor numérico es h = 6.626 x 10~ ?"erg — seg (en unidades c.g.s).
Frecuentemente se usa /4, un mdltiplo de ella en lugar de h, y es la constante de la cual haremos uso en este

trabajo

h
h=— =1.054 x 107 %"erg — seg.
27

Con el fin de obtener a la mecdnica cldsica como un limite de la mecédnica cudntica es importante considerar
a h como un parametro positivo. Al hacer esto estaremos escogiendo la escala en la que estaremos trabajando.
Asi pues cuando / tome valores pequefios diremos que estamos en la region semiclasica y en el limite & — 0,
obtendremos propiedades asociadas a la mecanica clasica.

En la siguiente tabla enlistaré las relaciones que podemos hacer entre una estructura y la otra, en donde la
informacion ha sido recabada de la fuente [2].
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Mecénica Clasica Mecénica Cuantica
Espacio fase R?" Espacio de Hilbert complejo H
Puntos en el espacio fase (z, p) Vectores unitarios ¢ en H,
llamados estados
Funciones reales f en el espacio fase Operadores autoadjuntos (hermitianos) A en H
El valor f(z,p) € R Valor esperado de un operador A en el estado ¢,
de una funcién f en el punto (z,p) definido como (¢, Ap)
1
Paréntesis de Poisson { f1, fa} Conmutador = [A1, Ao
i
La dinamica (ecuaciones de movimiento): La dinamica
af dA 1 -
Y _IrH bl

Recordemos que en la formulacién Hamiltoniana de la mecénica cldsica la dindmica del sistema esta go-
bernada por el Hamiltoniano H mediante las ecuaciones de Hamilton. Dicha H es una funcién real definida
en el espacio fase; por tanto, segin se nos indica en la tabla, a ésta funcion deberia entonces corresponderle
un operador autoadjunto Henel espacio de Hilbert (cudntico), a dicho operador se le conoce como operador
Hamiltoniano cuéntico.

Otro de los puntos que asumiremos es que la dindmica de los estados ¢ € H satisface la ecuacién de
Schrodinger
dp -
th— =H
dt
Asi como en la estructura clasica tenemos que la dindmica esta descrita por la variacion en el tiempo de las
funciones definidas en el espacio fase, mediante la ecuacién de Schrodinger podemos establecer la dindmica en
la estructura cudntica, como la variacién en el tiempo de algtin operador actuando en algin estado perteneciente
al espacio de Hilbert, y deducir la ecuacién de Heisenberg de movimiento tal y como se muestra en [21]

aA_ 1
dt

Con esto, tenemos todos los ingredientes que necesitamos para exhibir a qué nos referimos cuando hablamos
de relacionar a elementos de la mecdnica cldsica con los de la mecénica cudntica, ;cdmo es posible llevar a
cabo ese proceso? Justamente en los siguientes capitulos responderemos esta pregunta.

3.4. Transformaciones Candnicas y Mapeos Unitarios

Siguiendo con la idea de encontrar un programa que me permita relacionar los esquemas cldsicos y cudnti-
cos de la mecdnica uno se encuentra con una relacién més, a saber, que las transformaciones candnicas (simplec-
tomorfismos) que se definen en el espacio fase (clasico) tienen un andlogo cudntico, éstas son las transformacio-
nes unitarias definidas en espacios de Hilbert. Es importante destacar y estudiar las transformaciones candnicas
porque justamente podemos ver a la Transformada de Segal-Bargmann, la cual es un operador unitario, como
el andlogo cudntico de una transformacién candnica en el espacio fase de posiciones y momentos. Y mds atn,
podemos encontrar relacién entre el nicleo integral de la Transormada de Segal-Bargmann y alguna funcién
generadora de la transformacién canénica en el espacio fase. En este pequefio apartado seguiremos las ideas
de Moshinsky [8] para describir como obtener la Transformada de Bargmann a partir de una transformacién
canénica.
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Primero que todo, notemos que cuando consideramos el sistema uni-dimensional que tiene a R? como
espacio fase con coordenadas de posicién y momento, x y p, pasar al esquema cudntico se realiza luego de
haber definido los operadores hermitianos &, p definidos en L?(R, dz) de tal manera que los paréntesis de
Poisson son reemplazados por conmutadores y verificando que se satisfacen las R. C. C.3; es decir, se satisface

=2 pl=p

—

En [9] se encuentra una solucién a las R. C. C. a través de considerar las siguientes expresiones

De hecho, esto lo hemos comprobado a inicios del capitulo anterior cuando introdujimos los operadores de
posicién y momento, en este caso & y p son los mismos que se han venido considerando desde el capitulo
anterior.

Consideremos una vez mds la transformacién canénica del espacio fase real R? al espacio fase complejo

C? dada por
z 1 1 =i\ [z
()= )6 o

en la cual para poder regresar a nuestras variables originales x y p se imponen las condiciones de realidad
Z =1imy T = iz, condiciones que nos ayudan a establecer el rango de esta transformacién. Podemos hacer la

identificacion m = —iz llegando como en la seccion anterior a la conclusion de que la transformacion
)
¢:R* —» C
T —1ip
(x,p) — =z=

V2
es una transformacidn candnica que satisface
{z,m} ={z,p} =1, {m7n}={zz2}=0,

es decir, los paréntesis de Poisson se preservan bajo tal transformacion. Nos preguntamos si del espacio fase
complejo con coordenadas z se puede pasar a un espacio de Hilbert como lo hicimos para el caso del espacio
fase (z, p). El resultado es afirmativo; haciendo la analogia con el caso anterior resolviendo los conmutadores

[277%] = ZI: [272] = [ﬁvﬁ] = 07

encontramos que una solucién esta dada por los operadores Z y @ que actian en funciones holomorfas de
cuadrado integrable como

st =i, #t =iz,

lo cual es justamente la observaciéon de Fock mencionada anteriormente. Siguiendo las ideas de Bargmann
encontramos que el espacio de Hilbert que cumple es el espacio de Segal-Bargmann.

*En [9], seccién IV, se describe también este procedimiento.
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En este contexto es posible también encontrar el nicleo integral de la Transformada de Segal-Bargmann
siguiendo el razonamiento que Bargmann implementd. Sin abundar en detalles, mencionaremos el proceso que
se sigue para obtener la Transformada y que se desarrolla en [1] y [8].

Consideramos los espacios de Hilbert L?(R, dx) y el espacio de Segal-Bargmann HL?(C, up,). Mediante
el Teorema de Stone-von Neumann aseguramos la existencia de un operador unitario entre estos espacios de
Hilbert tal como se vio en el capitulo anterior. Supongamos entonces que existe una transformacién integral tal
que para cada ¥(x) € L*(R, dx),

f(z2) = /R An(z, 2)b(a)de € HIA(C, ).

Guidndonos por la transformacién (3.5) definimos los siguientes operadores en L2(R, dz) como su contraparte
cudntica

O T
0= ﬂ,( ») \/2( 5
—i§ = 5(3%4_@):%(3;4_8?)

tales que [f ) =1, ft = é y fT = 1), después buscamos una asociacion con los operadores 2 y 7 definidos
anteriormente en el espacio de Bargmann dada por las ecuaciones integrales

i) = / An(z, )iz da
#i(2) = /R An(z, 2)(—i€)(z)dz

o bien, ayuddndonos del teorema de derivacién bajo el signo integral* para la segunda ecuacién,

/ 2 An(z 2)b (@) de

[ s
R R
i/R %Ah(z, )Y (z)dz

i [ 140z () o
R
Las cuales nos llevan a las ecuaciones diferenciales

s,
2AR(z,x) = (a: + 2 n(z, ) (3.6)

A
—i%flh(z,x) = —— <£U - (;1) Ap(z, ). G.7)

Reescribiendo (3.6),
T 1 0

(z - \/5> An(zs2) = 5 An(,)

se tiene que su solucioén es de la forma Ay (z, z) = @(z)eﬁzx_ﬁ/ 2, Luego, sustituyendo esta funcién en (3.7),
haciendo las operaciones indicadas y simplificando, tenemos la ecuacién

'(z) = —2

“Teorema 12.2, [16]
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la cual tiene por solucién ¢(z) = Ke™2°/2, con K una constante. Asf, eligiendo K = (w/1) /4 tenemos que
Aﬁ(z, 1’) — (Wﬁ)71/46(7’22“'2\/593‘2*2?2)/2}7,.

Hemos encontrado el niicleo integral de la transformacién integral
Ap : L*(R, d:v) — HLA(C, ,uh)
Anf( /Ah z,x)f(x)dx, Vf(z) € L*(R,dz)

el cual confirmamos que es
An(z,z) = (ﬂ'h)71/46(*22+2\/§x-z—x2)/2h

tal y como se habia descrito en el capitulo anterior.

Tratemos de relacionar la Transformada de Segal-Bargmann con alguna transformacién candnica en el
espacio fase. Sigamos ahora con la notacién de la proposicién (3.2.7). Sean P; el espacio fase real y P» el
espacio fase complejo definidos por (Py,w;) = (R%,dp A dx) y (Ps,ws) = (C, —idz A dz). Consideremos las
1-formas 01 = pdx y 65 = —izdz sobre R? y C respectivamente, las cuales satisfacen df; = w;, j = 1,2.
Sea I’ la funcién definida por

F P1 — P2

T —1p

Vo

en parrafos previos se vio que esta transformacion es candnica. Definiendo 6 = 776 — 7562, en donde df; = w;
parai = 1, 2; se tiene que {2 = df). Luego, ya que I’ es candnica, se sigue de la proposicién (3.2.7) que i;0 es
cerrada. Luego, por el Lema de Poincaré, existe una funcién S : I'r — R tal que ¢,0 = dS.

(z,p) = F(z,p)=

Consideremos la curva § : R — I'r con 3(0) = P, y vector de velocidad (df/dt)|—o = v. Explicitamente

d
81) = () p0), 2(0) € Ty v = DN (1= 2N (@) (1) 2(1)). Ash, para v € T,
t=0 t=0
ip0(v) = ip(mo —myb)(v) = (7101 — m302)(ipv) = (7161 — 7302)(v)
d d
= ) = am) =00 (G @) =0 (5] G0))
dx dz
= 0) — t) +iz(0 t).
p0) G| @ +E0) G
Por tanto,
dx . dz
dS(v) =p(0) o » (t) +iz(0) — » (t)
Esta ultima igualdad sugiere que
oS
P = %
1z = %
0z

Escribiendo a p y a ¢z en las ecuaciones anteriores, en términos de z y z, tenemos

oS
oz
28
9z

=i(V2z — )
=i(z —V2x).
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Resolviendo la primera ecuacién, tenemos que S(z, z) = iv/2zx —ix? /2 + ¢(z). Luego, utilizando la segunda
ecuacién tenemos que la funcién ¢(z) = —iz?/2 + C, con C una constante. Por lo tanto, la funcién que
satisface las ecuaciones diferenciales estd dada por

S(z,p;z) = —%(z2 —2V2z2 + 2?), (3.8)

la cual es un mdltiplo de la funcién que aparece en el argumento de la funcién exponencial del nicleo integral
de la Transformada de Segal-Bargmann.

Recapitulemos los resultados obtenidos. Hemos definido una transformacién canénica entre un espacio fase
real y un espacio fase complejo, con coordenadas (z,p) y z, respectivamente. Logramos pasar a un esquema
cudntico encontrando operadores que fueron solucién a los conmutadores de tal manera que satisfacieran las R.
C. C. en ambos casos. Usando después, la transformacion candnica como sugerencia para definir los operadores
de aniquilacién y creacidn, se logré obtener una correspondencia entre los operadores actuando en el espacio de
Segal-Bargmann y los operadores de aniquilacién y creacién definidos en el espacio de Hilbert L?(RR). Justa-
mente, la correspondencia encontrada cuya existencia estd garantizada por el Teorema de Stone-von Neumann,
es la Transformada de Segal-Bargmann. Finalmente, encontramos una funcién generadora para la transforma-
cién canodnica. Lo relevante de esta funcidn generadora es que, salvo una constante, es el argumento del nicleo
integral de la Transformada de Segal-Bargmann.

Transformada Bj,

Siguiendo el planteamiento presentado en [8], también es posible obtener la Transformada de Segal-Bargmann
en la forma Bj,. Recordemos que nuestro objetivo fue encontrar un mapeo unitario de L?(R", p(z)dx) al es-

pacio de Bargmann HL?(C", uu) el cual transforma los operadores ay y ZLZ en los operadores h% V Zks

respectivamente. Recordemos también que pj(z)dz = (2wh)~"/2¢==*/2" En lo que sigue consideraremos
n =1 = h, laextensién an > 1 se hace de manera similar que en los resultados del capitulo 2. Continuaremos
desarrollando ideas andlogas a las expuestas en [8].

Consideremos el espacio fase (x,p) para el sistema cldsico unidimensional descrito por las coordenadas
candnicamente conjugadas x y p. Es decir, x es la coordenada para la posicién y p es la coordenada de momento
en el espacio tangente en el punto dado x. Consideremos el nuevo par de variables complejas (z, 7) dado por

. <1 —i
la matriz g =

0 1 >, la cual nos define el mapeo ® : R? — C?, dado por (z,p) — (z, )

£)=62)6) 63

Para asegurarnos de que podemos regresar a nuestras variables reales = y p, debemos imponer en z y 7 las
condiciones de realidad

ZzHIm =T =72 —1T (3.10)
o bien,

zZ = z+4+%um (3.12)

T = 7 (3.13)
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En la seccién anterior vimos que R? es una variedad simpléctica dotada con la 2-forma canénica w = dp A dz.
Identificando ahora a z como z = x —ip, se tiene que (C2, v = dn Adz) es una variedad simpléctica. Definamos
entonces la siguiente subvariedad de C?,

D ={(z,7) € C?|n = (z — 2)/2i}.

Entonces podemos considerar a D como variedad simpléctica con forma simpléctica v|p. Reescribiendo enton-
ces a @, tenemos

@:(RZ,UJ) — (D,0=v|p)

zZ—z

21

(x,p) <z, ) = (x —ip,p). 3.14)

Ya que dicha transformacion es un difeomorfismo y también su inversa, y ademas ®*p = w, se tiene que ® es
un simplectomorfismo.

Ahora vamos a considerar los espacios de Hilbert L?(R, p(x)dx) el cual denotaremos simplemente por L2,
y el espacio de Bargmann HL?(C, ;) denotado por HL?. Supongamos que existe una transformada integral
cuyo niicleo integral viene representado por By(z, ) y es tal que para cualquier v (x) € L2,

F(2) = /R By(z, ) (2)p(w)dz € HL2. (3.15)

Vamos a introducir en L? los operadores sugeridos por (3.9)

X 0

n = T—ip=x— — (3.16)
ox
g = p=L2 (3.17)
1 0x

~

los cuales cumplen que [£,7] = I, # = &.

Nuestro objetivo es entonces asociar 7 en L2 con 2 =mutiplicacién por z en HL? y —i€ en L2 con 7t = %%
en H L2. Esto requiere que para cualquier ¢ (z) € L?
) = [ Bl a)iv(a)pla)ds G.18)
R
#f(z) = / Ba(z, 2)(— i (z))p(x)dz (3.19)
R

considerando (3.15) y el teorema de derivacién bajo el signo integral®, las ecuaciones (3.18) y (3.19) pueden
ser escritas como

/[th(z,x)]z/J(x)p(x)dx = /[éBh(z,x)]w(x)p(x)d:v (3.20)
R R

/RE;ZBE(Z’“T)] v()p(z)de = /R[—iﬁBh(m)W(w)p(w)dx, (3.21)

STeorema 12.2 [16]
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lo que a su vez implica

2Bi(z,x) = EBi(z,2) = %Bn(z,m) (3.22)
18823)‘1(2,3:) = —iNBu(z,w) = —i <a: — 8855> By(z, ). (3.23)

De (3.22) tenemos

0
zBy(z,x) = %Bh(z, x),

dicha ecuacién tiene por solucién a la funcién
Bp(z,x) = e**p(2). (3.24)

Luego utilizando (3.23)

0 0
&Bh(z,x) = aBy(z,z) — %Bh(z,x),

tenemos la ecuacion diferencial

zx, |

ze*Tp(z) + ¢’ (z) = ze*p(2) — ze*p(z)

¢'(2) = —2¢(2)

cuya solucién es

p(2) = e 212, (3.25)
Asi, sustituyendo (3.25) en (3.24) tenemos que el nicleo integral viene dado por

Bj(z,x) = =22,

Por tanto,
f(z) = / 2y (2)p(a)da,
R

reemplazando p(x) por ﬁe—:ﬁ/ 2 tenemos finalmente que

flz) = /Rew‘zz/ %) e 2, =

7 e~ =02y (1) dx,
T

T /
ﬁ R
s 1

Tratemos de relacionar la Transformada de Segal-Bargmann Bj; con alguna transformacién candénica del
el espacio fase. Utilizando de nuevo la notacién de la proposicion (3.2.7). Sean P; el espacio fase real y P»
el espacio fase complejo definidos por (P, w1) = (R%,dp A dz) y (P2,ws) = (D, (1/2i)dZ A dz), en donde
0y =pdxryby = E;—izdz, con z = x — ip, son tales que df; = w;, j = 1,2.
Sea @ la transformacion candnica definida anteriormente por

P . (Pl,wl) — (PQ,WQ)
(z,p) = @(z,p) = (z —ip,p) = (2,7).
Definiendo 6 = 7j6; — w302, en donde df; = w; para i = 1,2; se tiene que 2 = df. Luego, ya que P

es candnica, se sigue de la proposicién (3.2.7) que 30 es cerrada. Luego, por el Lema de Poincaré, existe una
funcién R : I's — R tal que i3,0 = dR.
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Consideremos la curva o : R — I'g con 0(0) = P, y vector de velocidad (do/dt)|;—=o = v. Explicitamente

o(t) = (z(t),p(t),z(t),n(t)) eToyv = Z—: » (t) = jt‘t—o (x(t),p(t), 2(t), n(t)). Asi,parav € TT'¢ p,
igf(v) = ig(mi01 —m302)(v) = (1101 — m302)(iev) = (7101 — m302)(v)
d d
= tim) = a(m) =00 (5| .00)) ~0 (G 0.0
B dx z(0) — 2(0) dz
=20 | 0= g o
Por tanto, p ) 0) d
T z(0) — z(0) dz
dR(v) = — - —
RO)=p0) G| 0-=25= 0
Esta ultima igualdad sugiere que
it
P= oz
z—z _ OR
% 9z

Reescribiendo estas expresiones en términos de las variables = y z, tenemos

OR ,

o i(z — )
OR .

5 = —i(z — x).

En donde resolviendo las ecuaciones diferenciales se obtiene que la funcién que las satisface es
R(z,p;z,m) = —%(z —x)? (3.26)

la cual es un multiplo de la funcién que aparece en el argumento de la Transformada de Segal-Bargmann Bjy,.



capiTuLo 4

Cuantizacién geométrica

En el capitulo anterior han quedado establecidos los elementos en cada uno de los marcos cldsico y cuéntico,
ahora nos serd posible decir cudl es el objetivo que perseguimos. Lo que buscamos es realizar un procedimiento
que nos permita pasar de la estructura cldsica a la estructura cudntica, es decir, que nos permita “llevar’ los
elementos que encontramos en la mecanica cldsica a elementos en la mecénica cudntica. A dicho proceso le
llamaremos cuantizacion. Como ya se venia mencionando, el proceso de cuantizacion nos da una analogia
entre la mecénica clésica y la mecanica cudntica mas no una equivalencia entre éstos dos esquemas. En general
no hay procedimiento a seguir cuando vamos a cuantizar, de hecho existen varios esquemas de cuantizacién
que para casos muy especificos se tiene establecida la cuantizacién a seguir. No estd por demds decir que el
esquema que desarrollaremos es un esquema geométrico, en el cual se da una variedad simpléctica, y se busca
construir un espacio de Hilbert asi como operadores actuando en este mismo.

Como se podra observar, empezaremos proponiendo un programa de precuantizacién para dar la relacién
mencionada en el parrafo anterior. Dicha relacién serd una analogia dada por un mapeo entre elementos de
la mecdnica clésica y elementos de la mecanica cudntica. Sin embargo este programa no serd el que satisfa-
ga las propiedades requeridas, esto nos llevara a proponer lo que serd el esquema definitivo para obtener los
espacios de Segal-Bargmann y los operadores definidos en ellos partiendo de algunos elementos cldsicos. Las
definiciones y la mayoria de los resultados aqui presentados fueron tomados de [3].

4.1. Precuantizacion

Partiendo de la variedad simpléctica (N, w), lo que pretendemos es construir un espacio de Hilbert y con
ello un mapeo que asocie a cada funcion suave en N con un operador en el espacio de Hilbert. En esta seccion,
se trata de reproducir la linea de exposicién seguida en [3], complementando con desarrollos adicionales para
exponer algunos resultados. A lo largo del capitulo vamos a considerar la variedad simpléctica R?" con la 2-
forma canénica' w = dp; A dz; como nuestro espacio fase con coordenadas (z,p) = (1, ..., Tn,P1,- - - Pn)-
Es decir, buscamos H y @) tal que

"En parte del texto estaremos usando el convenio de suma de Einstein.
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Q@ : Clase funciones en el espacio fase R?" — operadores en el espacio de Hilbert H

satisfaciendo las propiedades:

1. Si f es una funcidn real, entonces Q( f) es autoadjunto.

2. Si f es la funcién constante 1, entonces Q(1) = I.

3. Q{f.9}) = [Q(S), Qg)]/(ih).

4. Irreducibilidad del espacio H bajo ciertos operadores.

A pesar de que el Teorema de Groenewold-van Hove asevera la no existencia de tal mapeo, trataremos de
aproximarnos para cumplir las cuatro propiedades tanto como sea posible.

Recordemos que dada una funcién f suave en R?", podemos considerar su campo vectorial Hamiltoniano
asociado dado por la siguiente expresion

af & of 9

actuando en C>°(R?").

También, tenemos la siguiente propiedad

Proposicion 4.1.1 Sean Xy X, los campos vectoriales asociados a [y g, con [y g funciones suaves en R2",

Entonces
(X7, Xg] = X501

Demostracion: Sea h € C*°(R?*"), entonces

(X5, Xglh = Xp(Xgh) = Xo(Xh) = X;({g,h}) = Xo({f, h}) = {F: {9, h}} — {9, {f, h}}-

Utilizando las propiedades del paréntesis de Poisson enunciadas en la proposicién (3.1.1), sabemos que los
paréntesis de Poisson satisfacen la identidad de Jacobi, podemos despejar en esta para {g,{f, h}} y obtener
con ayuda de la antisimetria de los paréntesis de Poisson

{f7 {gv h}} - {97 {fv h}} = {fv {gah‘}} + {fv {hag}} + {h? {gv f}}
= {fa{gvh}}_{fa{gah}}+{h7{gvf}}:{h>{gvf}}

Abhora, si consideramos los campos vectoriales Hamiltonianos X y X, con f y g como en la proposicién
anterior, podemos observar que los operadores th Xy y ih.X, satisfacen

[ihXy,ihXg] = (ih)*[ X1, Xg] = iR(ihX (54,

esta igualdad nos motiva a proponer Q(f) = ih.Xy, notando que efectivamente se satisface la propiedad de
conmutacién que le exigimos al mapeo @ en la propiedad 3,

[Q(f), Q9)] = ihQ({f,9})-
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Sin embargo, la propiedad 2 no se satisface, pues (1) = 0. Entonces vamos a permitirnos hacer una correccién
en la definicién propuesta para () definiendo

Q(f) = ihXy + f,
asi efectivamente tenemos que (1) = I, pero luego nos encontramos que
[Q(f),Q(g)] = [ihXy+ f,ihXy+ g] = ih(ih[ Xy, Xg]) + ih[Xy, g] + ih[f, Xg]
= h(ih[ X, Xg]) +il( X9 — 9X¢ + fXg— Xy f)
ih(ih[ Xy, Xo]) + in{f, g} —in(g{f, -} — f{g,-})) — if{g, f}
= ih(ih Xy gy) + iR f, g} — ihX g +iR{f, g}
= hQ({f, g}) —ihXyg +ih{f, g}
# ihQ({f,g})

es decir, no se cumple la relaciéon de conmutacién que queremos. Esto sigue siendo incompatible con lo que
buscamos, asi que debemos proponer otra forma para (). En efecto, lo que debemos hacer es otra correcién
afladiendo un término mads, definido por medio de una 1-forma con ciertas propiedades como se menciona a
continuacion.

Definicién 4.1.1 Consideremos la variedad simpléctica R*™ con 2-forma candnica w = dp; N dzj, 8 es lla-
mado potencial simpléctico para w si 0 es cualquier 1-forma de tal manera que

df = w.
Con éste elemento que acabamos de introducir podemos entonces mejorar nuestra definicién del mapeo Q.

Definicién 4.1.2 Sea f una funcion suave en R*", definamos el operador Qpyrc( f) actuando en C*°(R*™) como

Qure ) =it (X~ 0X7) ) + 1.

Las expresiones [y (Xy) que aparecen en la definicion de Q. denotan operadores de multiplicacion por f
y 0(Xy), respectivamente.

El operador Qpre es la precuantizacion de f 'y es un operador que actiia en L?(R?™) y que en general es
un operador no acotado. Al espacio de Hilbert L?(R?™) le llamaremos espacio de Hilbert precudntico.

De hecho, el término Xy — %Q(X ) que aparece en la definicion del operador @, se define como sigue

Definicién 4.1.3 Para cualquier potencial simpléctico 0 y cualquier campo vectorial X en R?", sea V x deno-
tando el operador derivada covariante, actuando en C* (RQ”), dado por

Vx=X-— %Q(X). @.1)

Definida de esta manera la derivada covariante, para cualquier f € C°°(R?") real, nos permite reescribir el
mapeo (pre COMO sigue

Qpre(f) = ihV x, + f.

Las siguientes afirmaciones nos ayudardn a probar algunas de las propiedades que debe cumplir el mapeo

Qpre-
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Afirmacion 4.1.1 Consideremos el campo vectorial

X = Zaj(x) 0

en R", donde aj, j = 1,...,n, son funciones reales suaves en R". Si la divergencia de X es idénticamente
cero, entonces X es anti-simétrico en C3°(R™).
daj(x)

Zj

Demostracion: Si divX = 0, esto implica que = 0, entonces para f y g, funciones de soporte

compacto en R" arbitrarias tenemos que

Xra) = (gl

=1
= > {aj=—.9)
= aJIj

- Zni [ i) g o
- 2/ < a'};g . 8Zﬁf)f<x>g<x>—aj<x>f<w>§jj) s
= Z / (P @) - T g ) de
- —2/ (st )@
= —Z(fvaj(fﬂ)f

j=1
= —<f:§n:aj(93)8

j=1

= _<f7Xg>

Notemos que en la tercera linea, como f y ¢ son de soporte compacto en R" el primer término se anula al
integrarlo, luego en la siguiente linea utilizamos la hipdtesis sobre la divergencia de X anulando asf el primer
término, quedando por tanto

(Xf,g9)=—(f,Xg).
]

Afirmacién 4.1.2 Sea f € C°°(R?*") una funcién real. El mapeo Qpurc(f) es un operador simétrico actuando
en C§°(R?™).
Demostracién: Sea f € C°°(R?") una funcién real, y sea entonces X su campo vectorial Hamiltoniano

asociado
X f 1 ey s

Op, 0z’ 7 Oxy,
y por tanto div Xy = 0. Luego, por la afirmacién (4.1.1), X es antisimétrico.
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Ahora veamos quién es (Q,,.

(£Y> h>, cong,h € CSO(R2n),

(Qpre(ng,h) = (WX +0(Xs) + fg, h)
= (ihXyg,h) +(0(Xy)g,h) + (fg,h)
= —ih(Xyg,h) +(g,0(Xy)h) + (g, fh)
= ih{g, Xsh) + (9,0(Xs)h) + (g, fh)
= (g,ihXgh) + (g,0(Xs)h) + (g, fh)
= g, (hXy +0(Xy) + f)R)
= (9, Qpre()N).

Y por tanto, Qpre(f) es simétrico, como se queria. |

Afirmacion 4.1.3 Sea X cualquier campo vectorial en R™, entonces [V x, f| = X (f), para cualquier funcion

real f € C*°(R™).

Demostracion: Sea g € C°°(R") real,

Vx,flg =

Vx(fo) = /Vx(o |

(X = 26(X))(fg) = F(X = 26(X))(9)
X(fg) ~ +0(X)fg ~ FX(g) + F+0(X)
X(fg9) = fX(9)

X(flg+ X (g9) — fX(9)

X(f)g-

Afirmacion 4.1.4 Sea 0 cualquier potencial simpléctico, sea V x la derivada covariante asociada a . Enton-
ces para cualesquiera campos vectoriales suaves X y'Y en R*" se tiene que

[Vx,Vy] =

En particular, si X = X;yY =

Vx;, Vx,]

1

V[X7y] - ﬁw(X, Y)

X, donde f,g € C>(R?™), tenemos

)
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Demostraciéon: Sea f € C°°(R?"), entonces

(Vx,Vy] =Vixy)f =

1

V(Y = 10(00)f) = Ty (X — 20(0)f) — (X, Y] = 16(X,Y])f

h h
(X~ Loy - Loy s - (v - Lo (x - Loy
XY +YX]+ 500X Y]))]
XY f - Lx(oy ) - oy - XN
XS+ o) + Lox g+ R

XYf+YXf+ %6([X,Y}))f

LX) + XY T~ Y(BX)) — (V)X f 61X, V)]
—LIX(O() +00V)X f +0(X)Y f ~ Y (0(X))f

OX)Y [ —0(Y)X S~ 0(X, V)]

i

h
(3

—w(X.Y)f.

(dO)(X,Y) [

Ahora que si consideramos X = X,y Y = X, dado que w(Xy, Xy) = —{f, g} se tiene que

7
[va’ng] = vX{fag}_ﬁw(vaXg)

)
vX{f,g} + %{fag}

Como se habia mencionado, nos vamos a valer de las afirmaciones anteriores para probar algunas de las
propiedades que satisface el mapeo (). definido anteriormente. De hecho, a continuacién, demostraremos
que @prc satisface las primeras tres propiedades que se le pide al mapeo que buscamos nos dé el programa de

cuantizacion.

1. Si f es una funcion real, entonces Qpr(f) definido en C§°(R?") es esencialmente autoadjunto.

Demostracion: Ver [7], Proposition 6.3.1.

2. Si f es la funcion constante 1, entonces Q(1) = I.

Demostracién: Consideremos la funcién constante 1. Sea g € C*°(R??)

Por tanto, Qpre(1) = 1.

‘ i
Qpre(l)g = (ih(X1 - +0(X1)) +1)g
= th-0g+1g=1g=g.
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3. Paratodo f,g € C®(R?"), tenemos la igualdad de operadores
1
%[Qpre(f)a Qpre(9)] = Qpre({ f5 9})-
Demostracién: Sean f, g € C*°(R?"),

Q). Qurel0)] = (1B x, + [,ihVx, + g

= (ihVx,, 0V x,] 4 0V x, 6] + [F, iRV x,] + [f, o))
= ih[Vx,,Vx,]+[Vx; 9] +[f, Vx,] +0.

Luego, por la afirmacién (4.1.4) y utilizando también (4.1.3), la tltima linea se puede escribir como

= ihVx ., —{f.9} + X¢(9) = [Vx,. f]
ihWVx = {19} +Xs(9) — Xg(f)
iWNx = {9y +{f 9} +{f. 9}
ihVx, +1{f 9}

= Qpre({fag})'

Por lo que hemos desarrollado hasta el momento, podemos observar que el concepto de derivada covariante
y por tanto el de pre-cuantizacién, dependen de la eleccién del potencial simpléctico, sin embargo, los mapeos
pre-cuanticos obtenidos por dos diferentes potenciales simplécticos son unitariamente equivalentes tal y como
lo muestra el siguiente teorema.

Proposicion 4.1.2 (Proposition 22.5, [3]) Sean 0, y 02 dos potenciales simpléctios distintos para la 2-forma
candnica, de tal manera que d(0; — 62) = 0. Sean V! y V2 las derivadas covariantes asociadas a 01 y 0o,
respectivamente. Escojamos una funcion real v tal que dy = 61 — 02 y sea U, el mapeo unitario de L?(R?™)
en si mismo dado por

Uyip = e /.

Entonces para todo campo vectorial X, tenemos
1rr—1 2
U,VxU, " =Vxk.
Si Qvre(f), j = 1,2, son los mapeos de precuantizacion asociados, se sigue que

U’yQ;l)re(f)Ufy_l = Q%re(f)'
El mapeo U, es llamado transformacion de calibracion.

Demostracion: Notemos que el mapeo inverso de U, estd dado por Uty = /"y, para cualquier ¢ €
L*(R?"), y que la multiplicacién por 6;(X) conmuta con la multiplicacién por e~*¥/". Sea entonces ¢ €
L2 (R2n)’

X(ehg) = X (p) + X (M)
e X () + %6’”/ "X ()
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y como X () = (dv)(X) = (61 — 62)(X), se sigue que
Vi) = X(eMMg) — 1oy (X)e M
= X () + 1B~ 62)(X)g — LX)
= X (p) ~ x(X)e
lo que a su vez implica

U VkUTlp = e/ <ei7/hX — ;eg(x)eh/h) ©
i

= (X ——0y(X

( 702 )) "2

= Vie.

Para obtener la dltima afirmacién del teorema, sea ¢ € L%(R?"), entonces
pre(DeV o = (i + fleho
= WV () + fe/hp.
Aplicando ahora U, a esta igualdad, o lo que es lo mismo, multiplicando por e~"/" y escribiendo explicita-
mente quién es Vﬁ(,
QL (N e = e ((ihe X4 (p) + €70 (Xp) ) + fe o)
= ihXp(p) +02(Xp)p + fop
= ih(X}(p) = 702(X))p) + fo
= (%, + )y
= Qpe(Ne-
|

El programa que acabamos de obtener mediante (), se ve un cuanto ambicioso de ser considerado como un
programa de cuantizacion. El motivo por el cual no lo consideramos como un programa de cuantizacion es
que presenta algunos problemas. Primeramente que el espacio L?(R?") no es irreducible bajo la accién de los
operadores x; y p; y con ello no existe el mapeo satisfaciendo las cuatro propiedades enlistadas anteriormente.

Si consideramos el ejemplo del oscilador arménico

1
H(z,p) = —(p* + (mwz)?
(,p) = 5 (" + (mwz)”),
se tiene que {nfw : n € Z} son los eigenvalores para Q,r.(H), lo cual es fisicamente imposible, pues di-
cho conjunto no estd acotado inferiormente. La demostracién de dicho enunciado puede encontrarse en [3],
proposicion 22.6.

Entonces lo que debemos hacer es reducir nuestro espacio de Hilbert, pues el espacio precuantico no funcio-
na al ser muy grande. Debemos buscar un espacio de Hilbert en el cual los operadores de posicién y momento
actiien irreduciblemente. La pregunta que ahora queda planteada es ;qué debemos hacer para obtener un mapeo
que ademds de satisfacer las propiedades ya demostradas, también satisfaga la propiedad de irreducibilidad?
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4.2. Cuantizacion

En esta seccién seguiremos exponiendo el desarrollo del tema tal y como se hace en [3] agregando como en
las secciones anteriores explicaciones que complementan a la exposicién original, ademas de mostrar algunos
resultados independientes pero basados en la referencia.

Para obtener un espacio de Hilbert el cual podamos entender como la cuantizacién de R?", necesitaremos
restringirnos a un subespacio del espacio de Hilbert precuantico. La idea entonces, serd restringirse a la mitad
de las 2n variables en R?" debido a que este tltimo es demasiado grande. Adicionalmente, en este capitulo
tratamos de dar una idea introductoria al programa de cuantizacién para variedades en general. En el siguiente
capitulo se justificardn las premisas que aqui se van a ir suponiendo para ir evitando complicaciones y poder
definir los espacios de Segal-Bargmann mediante el programa de cuantizacién geométrica.

Podemos por ejemplo, restringirnos a funciones ¢ dependientes solamente de las n coordenadas de posi-
cién, es decir, a las n coordenadas que son independientes de las variables momento segtin la nocién de cali-
bracion invariante, es decir que las derivadas covariantes de ¢ deben anularse en las direcciones p. Definamos
con certeza este concepto.

Definicion 4.2.1 Fijemos un potencial simpléctico 0. Definamos el subespacio de posiciones como el subespa-
cio de C>®(R?"™) consistiendo de funciones  para las cuales

Vojop; o =0
para toda j, en donde V x es el operador definido en la ecuacion (4.1).

De manera andloga, definamos el subespacio de momentos como el subespacio de C*°(R*") consistiendo
de funciones  para las cuales

Vojor, =0
para toda j.
Finalmente, definamos el subespacio holomorfo con pardmetro o € R, o # 0, como el subespacio de
C>®(R?"™) consistiendo de funciones o para las cuales
Vojoz;0 =0

para toda j, donde z; = x; — iapj y 0/0z; y 0/0Z; estdn definidos por
o0 _1(o id
0z; 2 Or;  «adpj

9 _ (0 _i9d
0%; 2 Or; «adpj

No estd demds recalcar el hecho de que la descripcién exacta de los subespacios definidos depende de la
eleccion del potencial simpléctico. Es por eso que en las siguientes proposiciones se hard distincién de los
potenciales que estaremos utilizando para luego hacer la referencia a éstos segin sea el caso.

Proposicion 4.2.1 (Proposition 22.8, [3]) Sea 0, el potencial simpléctico dado por 01 = p;dx;. Entonces los
subespacios de posiciones, momentos y el subespacio holomorfo pueden se calculados como siguen.

El subespacio de posiciones consiste de las funciones suaves @ en R?" de la forma

o(x,p) = ¢(z) (4.2)
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en donde ¢ es una funcion suave arbitraria en R™.

El subespacio de momentos consiste de todas las funciones suaves ¢ en R*" de la forma

o, p) = i Pg(p) 4.3)
en donde ¢ es una funcion suave arbitraria en R".
El subespacio holomorfo consiste de funciones de la forma
Pla,p) = Gz, za)e PO, (44)
en donde ¢ es una funcion holomorfa arbitraria en C" y z; = x; — ia;p;.

Demostracién: Consideremos el potencial simpléctico 6, = prpdxy, y sea ¢ € C>°(R?"). Denotemos por V!
a la derivada covariante definida en términos de 6.

Para encontrar explicitamente el subespacio de posiciones, tenemos que resolver la ecuacidén

Vl _ (= _° = _ A

Observemos primero que 6, (%) = pkdxk(%) = 0, y entonces (4.5) se reduce a

0
“ o=0. (4.6)
apj v

Resolviendo la ecuacion, tenemos que las funciones que satisfacen (4.6) son aquellas que ¢(z, p) = ¢(x) para
alguna ¢ € C*°(R").

Andlogamente para encontrar el subespacio de momentos tenemos que resolver la ecuacién

0 1 0
1 = _— = B — =
Va/aijO = <8:ch h91 <8x]~>> p=0. 4.7

Vemos que 91(8%3_) = pkd:ck(a%j) = p;, entonces (4.7) se puede escribir como

0 i

o= ~po=0. 4.8
axjw 5 Di® (4.8)

Resolviendo la ecuacién tenemos que la solucién viene dada por ¢(x, p) = ¢(p)ei®P, quedando asi defi-
nido el espacio de momentos por las funciones ¢(x,p) = ¢(p)ei*P en donde ¢(p) es una funcién suave en
C>(R™).

Finalmente, encontremos el espacio de funciones holomorfas determinado por #;. Como en los casos ante-
riores, debemos resolver la ecuacion diferencial

0 1 0
Lo o= ——26, [ = =0. 4.
Vojoz? (323' ht <32g‘>> #=0 9

Considerando la forma en que se definieron z; y %, tenemos que
J

0, (2 = pden (2 )= Lppan, (2 F O\ L)
! 62]' = DRaTk 8@- _2pk F 8xj a@pj _2pj.
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2t

Sustituyendo también p; = (4.9) la reescribimos como

0 Ej—Zj
97,7 “dha PV

., . ., . _ 2
Notemos también que cualquier funcién en R2" puede ser escrita en la forma ¢e~“IPI"/2" para alguna
funcién ¢, se cumple también

n

PP = exp [ 37 (25 — 7))/ (8ah)

i=1
Entonces,
O —alpl?/2h _ Zi ~ % —alpl?/2n _ L —alpl2/2h
— = = —pje .
0%; 4ah 2h

Luego, calculando V9=, ¢(2, f)e*O"p‘Q/Zh, tenemos que

oy —alpl?/2h 9 Svo—alpl?/2n _ Ly —alpl?/2h
Voo,0(2,2)e 5z (0022072 - pioz,2)e
_ 99 _apP/on A0 —apPron _ L —alpl2/2n
= G 4 (e %) e pio(z7)e
_ 99 app/an
8§j ’

Por tanto, Va/agj¢(z, Z)e*a‘pp/% = 0, para todo j, si'y s6lo si ¢ es una funcion holomorfa en las variables z;.

Asi, el subespacio de funciones holomorfas queda definido como el espacio conformado por aquellas fun-
ciones ¢(z,p) € C®(R2) tales que p(z,p) = (21, ...,2,)e P*/2h para alguna ¢ € H en donde
denota al espacio de funciones holomorfas, y como antes, z; = x; — iap;. |

zidZ; — Z;dz; )
—%. Entonces los subespacios
i
de posiciones, momentos y el subespacio holomorfo pueden ser obtenidos como siguen.

Proposicion 4.2.2 Sea 05 el potencial simpléctico dado por 03 =

El subespacio de posiciones consiste de las funciones suaves @ en R?" de la forma

olx,p) = d(x)e 37, (4.10)
en donde ¢ es una funcion suave arbitraria en R™.

El subespacio de momentos consiste de todas las funciones suaves o en R*" de la forma

o(,p) = d(p)e?i®? (4.11)

en donde ¢ es una funcion suave arbitraria en R™.

El subespacio holomorfo consiste de funciones de la forma

ZZ

p(z,p) = ¢(2)e” 1ha

(4.12)

en donde ¢ es una funcion holomorfa arbitrariaen C" y z = (21,...,2p) con zj = x; —iaj, j=1,...,n.
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., L .. z2;dZ; — Z;dz; )
Demostracion: Sea el potencial simpléctico 0y = —% dado y consideremos ¢ € C°°(R?").
e
Usando la misma notacién que en la proposicién anterior V2 denotard a la derivada covariante definida en
términos de 6.

Como en la proposicién anterior, para encontrar cada uno de los subespacios se resolveran las respectivas
ecuaciones diferenciales.

Empecemos por encontrar explicitamente el subespacio de posiciones. Tenemos que

2
lo cual es equivalente a resolver
0 7 Zjdzj — Ejdzj 0
—p—— | | — =0. 4.14
6pj(P h ( e Opj v (4.19)
Recordemos que z; = z; — iap;, de lo cual se puede deducir que % = —ix (c% — a%j). Notemos que
Zjd?j — Zdej 0 Zjd?j — Zdej ( . ) 0 0
27 e ) [ ) = (2 ) e 2 -
—dicy Opj e 0zj 0%
1 T
= Z(_Zj ZJ) = _EJ-

Luego, (4.14) puede reescribirse como

; A o A
—p—=|—= = — — =0. 4.15
om;* h( 2) apj“’+<2h>¢ (4.15)
Cuya solucién viene dada por
o(z,p) = p(x)e 2",

para alguna ¢ € C°°(IR™), asi dichas funciones conforman el espacio de posiciones.

Haciendo lo andlogo para encontrar el subespacio de momentos, planteemos la ecuacion correspondiente.

V30,0 = 0. (4.16)
O equivalentemente,
0 1 Zjd?j - Edej 0
— | — =0. 4.17
<8a:j h —4ioy Ox;j »=0 17

Pero

Zjdfj — fdej i _ Zjdfj — Edej i " i
—4ia Oz —4dicy 0zj = 0%

_ zjdEj—Ejdzj i+i
—dia 0zj 0%

(—Ej + Zj) _ —2iapj _ Pj

—4div —4dicy 2"
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Asi (4.17), se puede escribir como

dy 1

T _p:0=0
8a;j 2ﬁp]()0 ’

y su solucién viene dada por

p(,p) = d(p)en®?,

en donde ¢ es una funcidn suave en R"™. Por medio de éstas funciones queda definido del subespacio de mo-
mentos.

Finalmente, nos queda encontrar el subespacio holomorfo. Partimos de la ecuacién

V5 oz,% =0, (4.18)
0 mejor aun,
0 1 Zjdfj — Ejdzj 0
N L — 0. 4.19
<8Zj h ( —4ic 8§j v ( )
simplificando,
0 i [ —zj Op Zj
= (== =X 4 T ,=0. 4.20
<azj h <4m)> Y= 0z " dah” (4:20)
La solucidn a esta ecuacion esta dada por
o(z,p) = ¢(2)e” 1o, 421)
endonde z = (21,...,2p), zj = ¥j — iap; y ¢(2) es una funcion holomorfa en C". Las funciones obtenidas,

de hecho conforman el subespacio holomorfo.

Por tanto, hemos descrito los subespacios de posiciones, momentos y de funciones holomorfas, como se
queria. |

Ya hemos descrito explicitamente los subespacios de posiciones, de momentos y holomorfos, para dos
potenciales simplécticos, de hecho son espacios de funciones que poseen la estructura de espacio vectorial. Sin
embargo desde el punto de vista fisico requerimos atiin mas, necesitamos que nuestras funciones conformen un
espacio de Hilbert.

Entonces propongamos en primera instancia que las funciones encontradas en las proposiciones anteriores
para los subespacios de posicién y de momento pertenezcan a L?(R?"). Sin embargo, notemos lo siguiente, si ¢
es un elemento del subespacio de posiciones entonces ¢ es independiente de p, y la integral sobre las variables
P podria ser infinita a menos de que ¢ sea cero casi donde sea. Ocurre lo andlogo para cuando consideramos
 en el espacio de momentos.

Para evitar estos incovenientes y sin abundar en detalles (pues las razones del por qué esto se ha descrito asi
se darén en el siguiente capitulo mediante las correcciones dadas por las semi-formas que también definiremos
posteriormente), haremos la integracién sobre R en lugar de R?", es decir,

Conclusion 4.2.1 (Conclusion 22.9, [3]) Consideremos el potencial 8. El espacio de Hilbert de posiciones es
el espacio de funciones en R*" de la forma

o(x,p) = ¢(z),
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donde ¢ € L*(R™). La norma de tal funcién viene dada por

Il = [ fota) P

Lo denotaremos por E; en donde el subindice p hace referencia al espacio posiciones y el superindice 1 a que
es el espacio obtendido tomando 0.

El espacio de Hilbert de momentos es el espacio de funciones en R*" de la forma

p(x,p) = eF7Pg(p),

donde ¢ € L*(R™). La norma de tal funcién viene dada por

ol = [ tow)a,

Lo denotaremos por E}. en donde el subindice m hace referencia al espacio de momentos y el superindice 1 a
que es el espacio obtendido tomando 0.

Conclusion 4.2.2 De manera andloga, considerando el potencial 0y tenemos que el espacio de Hilbert de
posiciones es el espacio de funciones en R*" de la forma

p(x,p) = e T Pg(x),

donde ¢ € L*(R™). La norma de tal funcién viene dada por

ol = [ fota) P

Siguiendo con la notacion de la conclusion precedente, lo denotaremos por EZQ,.

El espacio de Hilbert de momentos es el espacio de funciones en R*" de la forma

gp(x,p) = e%x-p(ﬁ(p)’

donde ¢ € L*(R™). La norma de tal funcion viene dada por

Il = [t

Lo denotaremos por E2,.

Para los subespacios holomorfos tenemos lo siguiente.

Conclusion 4.2.3 El espacio de Hilbert holomorfo, denotado por E }L consiste de aquellas funciones ¢ de la
forma (4.4)

o(z,p) = (21, . .., 2n)e P/ N),

que son de cuadrado integrable sobre R*" y forman un subespacio cerrado de L*(R*"); en donde ¢ es una
uncion holomorfa arbitraria en C"* y z; = x; — iap;, j = 1,...,n. Si @ es identificada con la funcion
Yz J Dj» J 2
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holomorfa ¢ que aparece en (4.4), entonces este espacio de Hilbert puede ser identificado con el espacio de
Segal-Bargmann invariante HL?(C",vy), en donde

Vﬁ(z) _ €—|Im z\2/(ah).

Andlogamente, el espacio de Hilbert holomorfo, denotado por E,% consiste de aquellas funciones p de la
forma (4.12)

p(x,p) = ¢(z)e” 3ar,
que son de cuadrado integrable sobre R*™. Mds aiin, si ¢ es identificada con la funcion holomorfa ¢ que
aparece en (4.12), entonces este espacio de Hilbert puede ser identificado con HL*(C", jiaan), en donde

2Z

MZah(z) — e 4ah,

En términos de la geometria diferencial, al conjunto de direcciones en el cual los elementos del espacio
cudntico son covariantemente constantes se le llama polarizacion, en el siguiente capitulo también se definira
éste concepto con mayor precision. En estos términos, lo que nos dicen las conclusiones (4.2.1) y (4.2.2), es que
fijando el potencial simpléctico ¢, y considerando la polarizacién {0/dp1,...,0/0p,} se obtiene el subespacio

E, = {o(z,p) € C®(R™) | p(z,p) = ¢(z), ¢ € CF(R")},

mientras que si tomamos el potencial f5 con la misma polarizacién obtenemos el subespacio
By = {p(a.p) € CX(®™) | p(z,p) = d(x)e 77,6 € C=(R")}.

Analogamente la conclusién (4.2.3) puede re-escribirse diciendo que si fijamos el potencial simpléctico 6
y consideramos la polarizacién {0/9z1, . ..,0/0%, }, obtenemos el subespacio holomorfo

_alpl? n )
E,%L:{go(w,p)]go(a;,p):gb(zl,...,zn)e oh 0 € H(C™), 2z, =z, —dapy, k=1,...,n},

por otra parte si tomamos el potencial §2 con la misma polarizacién, obtenemos el subespacio
E}2L = {90(117])) | QO(.T,p) = (b(Zl, ] Zn)67m7 (rb € %((Cn)v Zk = Tk — /iapka k = 1) e, n, }7

Una vez que hemos construido nuestros espacios de Hilbert cuanticos, procederemos a construir operadores
en dichos espacios. Segin el esquema de cuantizacién geométrica, el operador cudntico asociado con la funcién
f es simplemente el operador ), f restringido al espacio de Hilbert cudntico considerado, siempre que Qpre
deje el espacio de Hilbert cudntico invariante.

Proposicion 4.2.3 (Proposition 22.11, [3]) Los subespacios de posiciones, momentos y holomorfos de la defi-
nicion (4.2.1) son invariantes bajo los operadores Qzl)re(xj) y Q;M(pj). En particular,
en el subespacio de posiciones, tenemos

pre(T))0(x) = zi(x)
QL (p)d(z) = —mgj;.

En el subespacio de momentos, tenemos

. ‘ 5
Qpre () (€4 (p)) = ew-p/hm% (p)
Dj

Qpre () (€7 "P(p)) = P/ (p;(p)).
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Finalmente, en el subespacio holomorfo tenemos

L () (F(z)e 2P /Chy - — <ath—|—sz(z)> e~elpl*/2h)
Zj

pre
—Q 2 h . 8F —a 2 I
L () (F(z)eenP/emy = (_Zhaz)e Ipl2/(2h)

Demostracién: Recordemos que el mapeo Qpre(f) estd definido por Qpre(f) = ihVx, + f. Consideremos
¢ € E}, es decir o(z, p) = ¢(z),

Qhrela)ofa) = ih (X, = Loy (X)) ola) + ayola)

.0
= zha;ierjqb(x)

= zjp(x).

Por otra parte,

Qep)ote) = (= + ;) 9(a) + pi6a)

Ahora consideremos ¢ € E}. , asf ¢(x,p) = e%x'qu(p), y entonces

QLo(x) (€™ Ph(p)) = ih (%<eéx'P¢<p>> + asje%%@))

L (1 g iy OF -
- (hxﬂ'eh Po(p) +en p%) + zjetr ¢(p)

= —a:je%w'paﬁ(p) + ihe%m'pa—qﬁ + :Uje%m'pcb(p)
apj
o9

= ihe%m'p—.
Op;

También tenemos que

Qpre(p))(€F*P9(p)) = i (‘w*%pﬁ e POp) + pier o)
J
h

= —i ;pje'ix’%(p)) — DR PH(p) + pyet "7 é(p)
= i (p;6(p)).

: alp|® ,
Por ttlimo, para ¢ € E}, tenemos que ¢(x,p) = gb(z)ef%, donde z = (z1,...,2y,) y cada z, = ) — iapg,
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bre(@)(@(2)e H) = <¢() 2)+w<> e
= gl PO ot
= h ("Wgzje a%z)—zapw() B 4 o b(2)e B
= hagle 4 zo()e
= (hag¢+z]¢( )> -

L p)(6()e ) = zh(—aijr;p])é(z) W 4 pyolze B
_ h(—gie B+ Lpio(z) %l)ﬂ?m() op?
- nl ot

Pues bien, hemos obtenido las precuantizaciones de los operadores de posicién y momento respecto al po-
tencial 01 en los respectivos subespacios precudnticos. Podriamos reproducir la proposicién anterior utilizando
el potencial 65, sin embargo €sto no es necesario puesto que podemos relacionar las precuantizaciones dadas
por los potenciales simplécticos 01 y 02 por medio de una transformacién de calibracion.

Asi que ahora haremos uso del teorema que nos define una transformacion de calibracién dados dos poten-
ciales simplécticos distintos. Vamos a considerar los potenciales 6 y 03 definidos como en las proposiciones
n

(4.2.1) y (4.2.2), consideremos z como (z1, . . ., 2, ), en donde z; = x—iapy, paratodo k, también 22 = Z zi

k=1
n

yzi = g Z3. Tomemos la funcién real

k=1
_ —22 + 72
v(2,2) = T 8ia
asi y es tal que
vy vy —22 27 —zrdzp ZrdZ
dy = —dz + —dz; d —d =
i 0z, + 0%k 8ia %+ k= dice + dicy

1
= m[—zkdzk + Zdzy — Zpdzy + 21dZ; — 21dZx + ZdZg]

asociando de manera conveniente los términos en la expresion final para dv, esa ultima linea puede escribirse
como

4 (dezk — dezk) (dezk — dezk) — Zpdz + dezk]

Zk — 2k dzy, + dz, 1 — _
< ) < 9 > + m(zkdzk — dezk)
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e identificando a py, = 22k y a dxj, = gz e podemos continuar igualando la dltima linea con la siguiente
2ia 2
Zrdzy, — z1dZy,
prdry — ——————— =01 — Oa.
diay
Por tanto ~y satisface que
d’y = 01 — 92

Definimos entonces el mapeo unitario

U, : E}—E}

2,22
_s=2°4Z
U’YSO = e " Sian ©

2_22

z°—z

—= € 8ah (p’

y por lo tanto, podemos asegurar que

Q}%re(xk) = U’YQ;re(xk)Uﬂy_l

Q?zre(pk) = U’YQ;lnne(pk)Uw_l.

Ademads de mostrarnos las precuantizaciones para xj, y py respecto al potencial simpléctico 65, Q;Q;re(f'?j) y
Qfm (pj), la transformacién de calibracion U, nos muestra una manera de relacionar a los espacios de Barg-
mann dados por HL?(C", ) y HL*(C™, pigan)-

Llamemos ¢, £ = 1,2, a los mapeos de identificacion de Eﬁ con los espacios de Bargmann respectivos, es

decir,

u: B — HL*(C",v)
7|Imz|2

p(z,p) = d(z)e” 2an = u(p(z,p)) = ¢(2),

con ¢ funcién holomorfa en C”.

L2 : E}% — ,HL2((CTL7:UJ20JL)

p(x,p) = dp(z)e”ar = wa(p(z,p)) = o(2),
con ¢ funcién holomorfa en C".
Dichos mapeos estdn bien definidos y mds atin podemos hablar de su inversa, lel, k = 1,2, la cual esta
definida como ¢ ¢ (2) = qb(z)e*% yi,to(z) = gi)(z)e*ﬁzﬁ.
Ahora consideremos ® € HL?(C",v), notemos que

_|Im 2\2

1710(2) = ®(2)e” 2an

la cual es una funcion perteneciente a E,ll, entonces podemos aplicarle la transformada de calibracion U, para
obtener

2z

U, (2) = W(z)edor,

22
en donde ¥(z) es la funcién holomorfa W(z) = ®(z)eiar perteneciente a EZ. Finalmente, aplicamos el mapeo
L2,

2Z

12(¥(2z)e  2an) = U(z2)
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el cual es un elemento del espacio de funciones HLZ((C", L2an)- Hecho esto, tenemos que la relacién entre los
espacios HL?(C",v) y HL*(C™, usan) estd dada en términos de U, por

120Uy 01y ®(z) € HL(C", pgan)

para cualquier ® € HL?(C",v).

De hecho, podemos observar que el mapeo obtenido es justamente la inversa del mapeo unitario que se
defini6 al final de la seccion (1.3).

Notemos también que mediante la transformacién de calibracién pudimos relacionar también los espacios
de Segal-Bargmann. En el capitulo siguiente se mostrard como obtener la Transformaciones de Segal-Bargmann
mediante los llamados mapeos de apareamiento obtenidos de aplicar toda la herramienta que nos da el programa
de cuantizacién geométrica.

4.3. Esquemas adicionales de cuantizacion

Como se ha venido mencionando al encontrar un programa de cuantizacién tratamos de relacionar clases
de funciones en el espacio fase con operadores en algtin espacio de Hilbert. Se mencioné también, que existen
otros programas para cuantizar ademds del programa de cuantizacién geométrica. En este apartado describi-
remos, grosso modo, algunos de los programas adicionales al programa de cuantizacion geométrica que se ha
introducido en este capitulo.

Definicion 4.3.1 Definamos varios esquemas de cuantizacion para simbolos que son polinomios en x y p, de la
manera siguiente. Cada esquema estd determinado de manera tinica como un operador que envia polinomios
en R? a operadores actuando en C§°, por las siguientes férmulas.

1. Cuantizacion del operador pseudodiferencial
Qa’p") = &7 p.

2. Cuantizacion de Weyl
1

Q(x]pk) - 7‘ Z O'('%a '/2.7:%7 L 7157]3715)7
(J+ k)
U€5j+k
en donde para cualesquiera operadores A1, Ao, . .., A, y para cualquier o € S, definimos

o(A1, Az, An) = A1) As2)  Ag(n)-
3. Cuantizacion de Wick (ordenamiento normal)
Q@ =) (v +ip)*) = (& —ip) (2 + ip)".
4. Cuantizacion anti-Wick (ordenamiento anti-normal)

Q((x — ip) (z + ip)*) = (2 + ip)’ (& — ip)".



Cuantizacion geométrica 72

Observemos que podemos escribir tanto la cuantizaciéon de Wick como la cuantizacién anti-Wick en térmi-
nos de los operadores de creacion y aniquilaciéon. Recordemos que los operadores de creacién y aniquilacién
T4+ep . T —ip

N IR

Q(z — ip)! (z + ip)*) = (& — ip) (& + ip)* = (2U+M/2)(a*) a".

estan definidos como a =

. Asi, para la cuantizacién de Wick tenemos que

Mientras que la cuantizacién anti-Wick puede ser escrita como
Q((z —ip)! (x +ip)*) = (& +ip)’ (& — ip)* = 2UTH/?)al (a*)F,

de hecho podemos decir mds acerca de la cuantizacién anti-Wick. Como se expone en [2], la cuantizacién
anti-Wick puede ser expresada de manera analitica mediante operadores de Toeplitz en el espacio de Segal-
Bargmann. A continuacién desarrollaremos la teoria necesaria para describir dicho programa de cuantizacion.
En primera instancia daremos la definicién de Operadores de Toeplitz actuando en cualquier subespacio de
funciones holomorfas de cuadrado integrable para luego mostrar el caso particular en el que actdan en el espacio
de Segal-Bargmann.

Retomemos la notacién del capitulo 1, en donde 7 L?(U, «) representa algtin subespacio cerrado del espacio
de funciones L?(U, «), recordemos que U C C y « es una funcién continua y estrictamente positiva en U,
z € U es de la forma z = z + ip. Dado que HL?(U, «) es un subespacio cerrado de L*(U, o), existe una
proyeccién ortogonal P : L?(U, ) — HL?*(U, a). Més atin, en el punto 3 del teorema (1.1.2) dicha proyeccién
esta dada por

Pf(z) = / K(z,w)f(w)a(w)dw, YF € L*(U,a), (4.22)
U
en donde K (z,w), z,w € U, es el niicleo reproductor para el subespacio HL?(U, c).

Definicion 4.3.2 Dada una una funcion o € L, definimos el operador de Toeplitz con simbolo o en el espacio
HL(U, a), por medio de
T,f = P(¢f), f € HL(U, ),

donde P es la proyeccion ortogonal dada en (4.22) y L™ es la clase de funciones medibles esencialmente
acotadas. Si p es una funcion no acotada, el operador de Toeplitz T, se define de la misma manera, siempre y
cuando el multiplicar por la funcién ¢ preserve la permanencia al espacio L?(U, «). En este caso T, podria
ser no acotado.

De hecho es posible ver al operador de Toeplitz con simbolo ¢ en el espacio HL?(U, o) como la composi-
cion de la proyeccion ortogonal con la funcidn 8, donde 6 es funcién definida como la multipliacién por alguna
funcién en L°°, es decir tenemos que

T, : HL*(U, o) — HL*(U,a)
pero como

0:HL*(U,a) — L2
fo= 0(f)=ef, o L™

P:I* — HL*U,«)
g — P(g)
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hacemos la composicion y obtenemos

Po#:HL*(Ua) — HL*(Ua)
[ Pol(f)=PO(f) =Plef), p€ L™

También es importante mencionar que, como la norma de la proyeccién ortogonal tiene norma menor o igual
a 1, entonces tenemos que ||, || < ||¢||sc. A continuacion veamos algunas de las propiedades que satisfacen
éstos operadores y que se pueden deducir partiendo solamente de la definicion.

Proposicion 4.3.1 Si a y b son niimeros complejos; © y ¢ son funciones medibles acotadas en U, entonces:

1. Typypp = ali, + bTy.

2. Ty = (T,)*. En particular, si ¢ es real entonces T, es autoadjunto.

3. T, > 0sip>0.

4. Si ademds de ser acotadas, p 'y ¢ son funciones holomorfas, se tiene que T, Ty = T,.
5. T1 = 1, con I el operador identidad.

6. Para cualesquiera f1, fo € HL*(U, ),

(Tpf1, f2) = (pf1, f2)- (4.23)

Demostracion:

La demostracion de cada inciso es directa a partir de la definicién de operador de Toeplitz.

1. Sea f € HL?(U,a), por la linealidad de la integral se sigue que
Toptbef(2) = /(]K(Z,w)[w(w)f(w) + bo(w) f(w)]a(w)dw

- a / K (2, w)p(w) f (w)a(w)dw + b / K (2, w)(w) f (w)a(w)dw
U U
aTy,f(z) + Ty f(2)
= (aT@ + de,)f(z)

2. Sean f,g € HL?(U, a), notemos que la aplicacién 0, la cual es multiplicar por la funcién acotada ¢
tiene como adjunto (6,,)* = 6, pues

6,f.9) / 0,f(=)9()a(z)dz = /U o(2)(2)g(a(z)dz
y por otra parte
f7 <pg /f gog dZ—/ f (z)dz

por lo cual

(Opf,9) = (f,059)-
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Vamos a considerar T, = P o 6, y dado que tanto Py ¢, son operadores acotados en HL?(U, ), se
sigue que

(T,)" = (Pof,)" = P*of,= Poly =Ty
Luego, si ¢ es una funcién real, tenemos que (7,)* = Tz = T,,. Por tanto en este caso, T, es autoadjunto.
3. Sea f € HL*(U, ),
Tot )= [ eGPl

entonces, si ¢ > 0y si T,, es acotado en el espacio de los operadores acotados en HL?(U, o) tenemos
que T, > 0.

4. Sea f € HL?(U, ). Si ¢ es acotada y holomorfa, entonces ¢f € HL?*(U, a) y por tanto

Tosf(2) / K (2, w0)p(w)é (w) f (w)a(w)duw

/ K (2, w)p(w) ( / K(w,y>¢<y>f<y>a<y>dy) o(w)duw

5. Sea 1 la funcién constante 1, entonces
T f(z / K(z,w) (w)a(w)dw = / K(z,w)f(w)a(w)dw = f(z).
U

6. Sean f; y fo como en la hipétesis, se tiene que

(Tyfr, f2) = (P(pf1), f2) = (of1, Pf2) = (pf1, f2),

pues P es autoadjunto y f» se asumié perteneciente al subespacio holomorfo HL?(U, «).
[

Considerando el punto 4 de la proposicion que acabamos de probar, y siendo permisivos en cuanto a cuestiones
de dominio, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 [Theorem 8.2, [2]] Sean ¢; y )y, funciones holomorfas en U, en donde j = 1,...,n, k =
1,...,m. Entonces

T3, Foron = L, Ty, Tor - T

Demostracion: Como primera parte de la prueba, mostremos por induccién que para las funciones holomorfas
y acotadas ¢q, - - - , ¢, se cumple que

Ty =Ty -+ Ty, 4.24)

El caso para k = 2 se satisface por el punto 4 de la proposicién anterior. Supongamos entonces que (4.24) es
valido para k — 1. Luego, asociando y aplicando 4 de la proposicion precedente

Toygy, = T(¢l"'¢k71)¢’k = T4,y Tgy, = (T¢>1 T ‘T¢k—1)T¢k =Ty, Ty Toy-
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Por tanto se satisface (4.24) para cualquier k. Luego, calculando el adjunto tenemos que

(Tor00)” = Tg, - T3,

— T%"'T@

por tanto,

15,5, = Tg, 15,

Entonces como f es una funcién en HL?(U, o) podemos escribir 7T, of = PO,Pf, en donde recordemos que
6, es la multiplicacion por la funcién ¢. Usando este y los hechos anteriores podemos concluir que
T%--@mwl---vn - Pe@y-@mm---wnp
= Peﬂl--@mewl"'wp
= Paﬂl--@m PPO,,..,, P
= TE{"EmTwl"w"

= T%"’TEmT%”'T‘P

n*

Consideremos ahora el espacio HL?(U, ) como el espacio de Segal-Bargmann HL?(C, uj(2)), en donde
recordemos puj(2) = (wh)~leI? /I, Una de las caracteristicas de los operadores de Toeplitz actuando en este
espacio se prueba a continuacion.

Tal caracteristica de los operadores de Toeplitz actuando en los espacios de Segal-Bargmann es respecto a
su compacidad. En [13] se menciona la condicién bajo la cual un operador de Toeplitz llega a ser compacto
en el espacio de Segal-Bargmann, dicha condicién es muy fuerte en el sentido de que al simbolo que define
al operador de Toeplitz se le exigen varias propiedades. Primero recordaremos la definicién de lo que es un
operador de Hilbert-Schmidt y posteriormente desarrollaremos este resultado.

Definicion 4.3.3 Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal acotado. Decimos que T es un operador
o

de Hilbert-Schmidt si existe una base ortonormal {ey }— tal que ZHT@k 12 < oc.
k=1

En el teorema V' 1.22 de [17] sobre operadores de Hilbert-Schmidt, se prueba que cualquier operador de Hilbert-
Schmidt 7" puede ser aproximado por operadores de rango finito en la norma

1/2
T2 := (Z\T6k12> :

k

Como corolario de este resultado, se tiene entonces que un operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Teorema 4.3.2 (Theorem 5, [13]) Si p € L>(C") tiene soporte compacto, entonces Ty, es un operador com-
pacto.

Demostracion: La idea de la demostracion es que mediante la igualdad de Parseval mostremos que 7, es un
operador de Hilbert-Schmidt y por tanto, es compacto.

Consideremos n = 1, la prueba para n > 1 se extiende de manera andloga. Sea {ej } ;- una base ortonor-
mal de HL?(C, up,) la cual viene dada como en el capitulo 1 por

e = (RPEDT1/22F,
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Dado que ¢ es esencialmente acotada, con soporte compacto, existen las constantes positivas C' y ¢ tales que

l¢o(2)| < C casidonde seay (z) = 0 para todo z con |z| > c. Comencemos por reescribir (Ti,e, €)1 12(c )

(Ter, ej>HL2((C,uh) = (pek, ej>L2(<C,uh,)'

Luego, escribiendo explicitamente los términos de la base y aplicando valor absoluto

7k‘ 2
Toenedl = | [ o@e)e, dz| = e/t
(Teewell = | [Baerrei@ume] - | [ o6 E mm :
2rC i 2
ket o=l /g, — ke rd
2 e T (& rar
TFFL\/WW/|Z<C| | mho/TETRL o

. 20 ckt+it2
/ Tk+j+1d7“ _
h\/h’fﬂ'k!j! 0 hy/REtikG (K + 5 +2)
20 ktit2

N

Entonces, haciendo una primera suma

i o 4C? :
2 k+j+2)2
> lyer ez’ < ZWC( o
§=0 J=0

00 .
4026462k’ 62]

RZRFE! £~ hijl

402 A 2k
= ———e¢

R2hk k!

c2/h

Y por ttlimo,

oo o0 >
402432k , B
> Meewseidraeuml® = D e’
k=0 j=0 k=0
_ @e@/hi e
T R2 hE k!
k=0
4C2 4
T;GQCQ/I‘L < 00

Por tanto hemos obtenido que
o oo oo
DolITeenll? =D > (Tper, ) < oo,
k=0 k=0 j=0

asi T, es un operador de Hilbert-Schmidt, se sigue entonces que 7;, es compacto, como se queria probar. Wl

Siguiendo en el mismo contexto de operadores de Toeplitz en el espacio de Segal-Bargmann. Consideremos
¢(z) = z, aplicando la definicién de Toeplitz con simbolo ¢ a alguna funcién f € H C HL?*(C, uy), con
H = {f € L*(C,up) | 2f(2) € HL*(C, up)}. Asi, tenemos que

T.f(z) = P(zf(2)) = /C K (2, w)wf () pn(w)dew = =f(2),
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y dado que Tz = (T3,)",
d
Ty = h-—.
dz

De hecho, por lo visto en el capitulo 2, estos operadores son los operadores de creacién y aniquilacion en el
espacio de Segal-Bargmann.

Ahora, utilizando el teorema (4.3.1) podemos escribir

d n
Tg"zm = <h) Zm. (425)
dz

Recordando la definicién del programa de cuantizacion anti-Wick, podemos observar que los operadores de
Toeplitz guardan una relacién con este esquema de cuantizacién en el sentido siguiente

T—1p .
\@p =a* se corresponde mediante la Transformada de Segal-Bagrmann con T,
T+ip
V2
Notamos también que mediante la cuantizacién anti-Wick, x 4 ¢p no se corresponde con 7, habria que hacer

una correccién usando el conjugado de x + ip y un factor de /2 como queda mejor establecido en el siguiente
teorema.

a se corresponde mediante la Transformada de Segal-Bagrmann con Ts.

Teorema 4.3.3 (Theorem 8.3, [2]) Dada una funcion ¢ en C", definamos otra funcion ¢’ en C" por
¢'(2) = p(V22).

Para cada o, consideremos el operador de Toeplitz T, como un operador en el espacio de Segal-Bargmann
HL?(C", up). Entonces el mapeo
Y — TSD/

es unitariamente equivalente al ordenamiento anti-Wick. De manera mds precisa, para cualquier o, el operador
Ang@/Ah en L?(R") es el mismo que la cuantizacion anti-Wick de .

Entonces hemos dado una equivalencia unitaria entre operadores de Toeplitz y el programa de cuantizacién
anti-Wick mediante conjugacién usando la Transformada de Segal-Bargmann. Con esto, hemos mostrado a
grandes rasgos un esquema de cuantizacién adicional al programa de cuantizacién geométrica desarrollado en
la mayor parte de este capitulo.
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CAPITULO B

Apareamientos y la Transformada de Bargmann

En este capitulo daremos las definiciones y los resultados, que no son pocos, que nos llevan a definir los ma-
peos de apareamiento entre dos espacios de Hilbert. Haciendo uso de éstos podemos obtener las Transformadas
de Segal-Bargmann, la cldsica y la invariante. En comparacién con el capitulo anterior, aqui se desarrollaré el
programa de cuantizacién geométrica con variedades en general y se expondrd también cémo es aplicada toda
esta metodologfa a la variedad simpléctica (R?", dp; A dz;). Justificaremos los resultados del capitulo ante-
rior ya que se obtuvieron de manera muy intuitiva pareciendo que forzamos las condiciones para obtener los
resultados correctos, y por ultimo describiremos otra manera de obtener la Transformada de Segal-Bargmann.
En palabras breves, en este capitulo desarrollaremos las herramientas que justifican el “recorte” de variables
que hicimos en el capitulo anterior para obtener los subespacios de funciones de tal manera que no tuvieramos
problemas de integracién. Concluiremos con la Transformada de Segal-Bargmann obtenida via mapeos de apa-
reamiento. Las referencias en las cuales nos hemos basado para el tratamiento de los temas en este capitulo son
en mayor parte [3], ya que definiciones y proposiciones, teoremas, etc., son tomados textualmente, y [6], [4]
para el desarrollo de los mapeos de apareamiento.

5.1. Haces lineales y conexiones

En esta seccién desarrollaremos las herramientas necesarias para extender el proceso de precuantizacion
que se hizo en el caso anterior, R?", a variedades simplécticas mas arbitrarias. Recordemos que en el capitulo
anterior nos restringimos al caso N = (R?", dp; A dz;) y que tanto las definiciones como las proposiciones
aqui mencionadas fueron extraidas de la seccion 23.2, [3].

Definicion 5.1.1 Sea N una variedad suave, un haz lineal complejo sobre N es una variedad suave L junto
con las estructuras adicionales

i. El mapeo 7 : L — N, es un mapeo suave sobreyectivo.

ii. Para cadax € N, el conjunto m='({x}) tiene la estructura de un espacio vectorial complejo unidimensio-
nal. Para cada x € N, al espacio vectorial 7=*({x}) lo llamaremos fibra de L sobre x.
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Suponemos que estas estructuras satisfacen la propiedad de trivialidad local, a saber, que cada x € N
tiene una vecindad U tal que existe un difeomorfismo x : 7= (U) — U x C con las siguientes propiedades:

i. 7(q) = m1(x(q)), endonde q € 7= *(U) C Ly m : U x C — U es la proyeccion sobre el primer factor.

ii. Para cada x € U, el mapeo p — m2(x(p)) es un isomorfismo de espacios vectoriales de 7= ({z}) con C,
en donde o : U x C — C es la proyeccion sobre el segundo factor.

Una seccion de un haz lineal L sobre N es un mapeo s : N — L tal que w(s(p)) = p para todop € N.

Hacemos también las siguientes observaciones. La primera es que para cualquier variedad N, podemos
formar el haz lineal trivial N x C, en donde 7(p, z) = p y donde la estructura de espacio vectorial en {2} x C
es justamente la estructura de espacio vectorial usual en C. La segunda, es que de la propiedad de trivialidad
local podemos concluir que para cualquier haz lineal L, L se ve localmente como el haz lineal trivial.

Definicion 5.1.2 Una conexion V en un haz lineal L sobre N es un a mapeo que asigna a cada campo vectorial
X en N y una seccion s de L otra seccion V x s de L satisfaciendo las siguientes propiedades

i. Para cada funcion f suave en N, tenemos

Vix(s) = fVx(s), (.1
para todo campo vectorial X y toda seccion s.

ii. Para toda funcion suave en f en N, tenemos la regla del producto

Vx(fs) = (X(f))(s) + fVx(s) (5.2)
para todo campo vectorial X y toda seccion s.

iti. Linealidad. Sean X, X1, Xo campos vectoriales en N, y sean s, s1, Sg secciones en de L, entonces

Vx+x,(8) = Vx,(s) + Vx,(s) Vx(s1+s2) = Vx(s1) + Vx(s2).

Denotaremos por (L, V) al haz lineal L con conexion V, queriendo decir que L'y V son tales como se han

definido.

Dada una conexion V' y un campo vectorial X, definimos el operador V x como derivada covariante en la
direccion de X.

Definicion 5.1.3 Una estructura Hermitiana en un haz lineal L sobre N es una eleccion de un producto
interno (-, -) en cada fibra 7= ({z}) de L tal que para cada seccion suave s de L, (s, s) es una funcion suave
en N. A un haz lineal L junto con una eleccion de una estructura Hermitiana en L le llamaremos haz lineal
Hermitiano. Una conexion V en un haz lineal Hermitiano L es llamada Hermitiana si para cada campo
vectorial X en N tenemos

(VX(Sl), 52) + (Sl, Vx(SQ)) = X(Sl, 82) (5.3)

para cualesquiera secciones s1, S2 en L.
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Dado un haz lineal Hermitiano L con conexidn, siempre es posible elegir una seccién suave sg definida
localmente cerca de cualquier punto tal que (sg, sg) = 1. Llamaremos a s, trivializacién local isométrica de
L. Cualquier seccion s de L puede ser escrita localmente como s = fsg para una unica funcion compleja f.
Dado un campo vectorial X, sea 6(X) la tnica funcién tal que

Vx(s0) = —%H(X)so,

dicha funcién 6(X) depende solamente del valor de X en el punto a evaluar de N y por tanto § define una 1-
formaen V. La funcién 6(X ) siempre es real y mas adn, usando la regla del producto para derivadas covariantes
tenemos que

Vx(fso) = X(f)so+ fVx(so)
= (X(f) = -0(X)f)so.

en donde si identificamos las secciones s de L localmente con sus funciones “coeficientes” f, lo que obtenemos
es

V() = X(f) - (XS, (54

tal como se obtuvo en el capitulo anterior. Llamaremos a 6 la 1-forma de conexién asociada a la trivializacion
isométrica local.

Definicion 5.1.4 Para cualquier haz lineal Hermitiano (L, V) con conexion, definimos la 2-forma de curva-
tura w de V requiriendo que

w(X,Y)s = i(VXVY — Vyvx — V[X, Y])(S)

para toda seccion s 'y campos vectoriales X y Y.

Definicion 5.1.5 Llamamos potencial simpléctico a cualquier 1-forma 0 localmente definida satisfaciendo
df = w, para w.

Una observacion que podemos agregar respecto a los potenciales simplécticos es que todo potencial simplécti-
co es la 1-forma de conexién para alguna trivializacidn local isométrica de L, ver [3] proposicion 23.6.

Supongamos que L es un haz lineal hermitiano sobre [V, con conexién V y 2-forma de curvatura w. Dado
un lazo v : [a,b] — N, podemos construir una seccién s de L la cual estd definida sobre v y es tal que la
derivada covariante de s en las direcciones a lo largo de «y es cero, es decir V5 (s) = 0. En una trivializacion
local tal seccién puede ser construida como

(T)
S(Y(T)) = exp { / ! H(W(t))dt} .
v

Definicion 5.1.6 Definimos la holonomia de un lazo vy : [a,b] — N como la iinica constante « (de valor
absoluto 1) tal que s(y(b)) = as(vy(a)), donde s es una seccion distinta de 0 definida sobre v que es covarian-
temente constante en las direcciones de v, es decir V+(s) = 0.
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Consideremos S, una superficie orientada y compacta con frontera en N, 95 es un lazo. En [3], se menciona
que la holonomia al rededor de 95 puede ser calculada como

holonomia(9S) = exp {z/ w} . (5.5)
S

Para S, una superficie cerrada tenemos que su frontera es el lazo trivial, la cual tiene como holonomia la trivial,
es decir, su holonomia es 1.

Entonces por (5.5) para cualquier superficie cerrada .5,

holonomia(dS) = exp {z/ w} =1, 05=0.
S

O equivalentemente

1
— | wez (5.6)
2T S

Decimos que una equivalencia de dos haces lineales Hermitianos L y Ly con conexién Hermitiana sobre
N es un difeomorfismo ® : L; — Lo tal que para cada z € N, la restriccién de ® a r; *({2}) es un mapeo
lineal isométrico sobre 7, ' ({2}) y tal que para cada seccién s de L1 tenemos

O(Vx(s)) = Vx(2(s))-

Definicion 5.1.7 Sea w una 2-forma cerrada en una variedad N, decimos que w/(2w) es una 2-forma integral
si se cumple (5.6).

Teorema 5.1.1 (Theorem 23.9, [3]) Supongamos que w es una 2-forma cerrada en una variedad N tal que
w/(2m) es una 2-forma integral. Entonces existe un haz lineal Hermitiano L sobre N con conexién Hermitiana
V tal que la curvatura de ¥V es igual a w. Mds aiin, si N es simplemente conexa, entonces (L, V) es tinico salvo
equivalencia.

5.2. Precuantizacion

En esta parte estamos por empezar a construir el programa de cuantizaciéon que nos interesa, para lograr
nuestro objetivo, seguiremos exponiendo las definiciones y las proposiciones de la seccién 23.3, de [3]. El
primer paso en el programa de la cuantizacion geométrica para la variedad simpléctica (N, w) es construir un
haz lineal Hermitiano sobre N con conexién Hermitiana para la cual la 2-forma de curvatura es igual a w/h.
De hecho, el teorema (5.1.1) da la condicién para la existencia de tal haz.

Definicion 5.2.1 Una variedad simpléctica (N, w) es cuantizable para un valor particular de h si

1

— 7z
27Th SW <

para cualquier superficie cerrada S en N.
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A partir de aqui, en lo que resta del capitulo vamos a suponer que N es una variedad simpléctica con forma
simpléctica w y que (L, V) es un haz lineal Hermitiano con conexién sobre N con curvatura w/A. Si L es un
haz lineal Hermitiano sobre una variedad simpléctica N, decimos que una secciéon medible s de L es cuadrado

integrable si s
Is1 = ( [ (sto).sa)a@))

es finita, en donde A es la forma de volumen de Liouville en /V. Dadas dos secciones de cuadrado integrable s;
y s2 de L, definimos el producto interno de s; y s2 por

(s1, 59) = /N (51.(2), s2(2)A(2).

Nota: Vamos a usar (-, -) para denotar el producto interno puntual de dos secciones de L y el cual es una
funcion en N. Usaremos (-, -) para denotar el producto interno global de las secciones el cual es un ndimero.

Definicion 5.2.2 El espacio de Hilbert precudntico para N es el espacio de clases de equivalencia de seccio-
nes cuadrado integrable de L, en donde dos secciones son equivalentes si son iguales casi en todas partes con
respecto a la medida de volumen de Liouville.

Definicion 5.2.3 Si f es una funcion compleja suave en N, el operador precudntico Q. (f) es el operador
posiblemente no acotado en el espacio de Hilbert precudntico dado por

Qpre(f) - ithf + f,

en donde f representa la operacion de mlitiplicacion por f.

Respecto al operador precudntico tenemos los siguientes resultados, andlogos al caso que describimos en el
capitulo anterior y cuyas demostraciones se pueden consultar en [3].

Proposicion 5.2.1 Si f es una funcion real, entonces Qprc(f) es simétrico en el espacio de secciones suaves

de soporte compacto de L.
Demostracion: Ver [3], Proposition 23.13. [ |

Proposicion 5.2.2 Para cualesquiera f,g € C*°(X), tenemos

Qe (1), Qurel9)) = @l f 9}

Demostracion: Ver [3], Proposition 23.14. [ |

5.3. Polarizaciones

A continuacién expondremos una de las definiciones fundamentales para el entendimiento de los mapeos
de apareamiento. Tanto las definiciones como la proposicién que en esta seccion aparecen son tomadas de la
seccion 23.4, [3].

Definicion 5.3.1 Para cualquier z € N, un subespacio P de T,N se dice Lagrangiano si dimP = n y
w(X,Y) = 0 para cualesquiera X,Y € P.
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Consideremos ahora, el espacio TCN el cual es la complejificacién del espacio T'N entendida en términos
de suma directa tal y como se describe en el apéndice (B).

Definicion 5.3.2 Una polarizacion de una variedad simpléctica N es una eleccion en cada punto z € N de
un subespacio Lagrangiano P, C TZ(C(N ), es tal que varia suavemente con z, satisfaciendo las siguientes
propiedades

i. Integrabilidad. Si dos campos vectoriales X y'Y pertenecen a P, en cada punto z, entonces también lo estd
[X,Y].

ii. La dimension de P, N P, es constante.

Endonde P, = {X | X € P.}.

Por convencién, el espacio de Hilbert cudntico es definido como el espacio de secciones que son covarian-
temente constantes en la direccién de P, mds que en P. Entonces, PP mds bien es el complejo conjugado del
espacio de direcciones en las cuales las secciones son constantes.

Ejemplo 5.3.1 Si M es cualquier variedad suave, sea N = T*M el haz cotangente de M, equipado con la
2-forma canonica w. Para cada a € T* M, sea P, la complejificacion del espacio tangente a la fibra T} M en
donde z = 7(a). Entonces P es una polarizacion en T* M, llamada polarizacion vertical.

Demostracion: Si {z;} es un sistema de coordenadas locales en M, sea {xy, px} es sistema de coordenadas
locales asociado a T* M. Sabemos también que la 2-forma canénica en T*M estd dada por w = dp A dzy.
En cada punto a € T*M, el subespacio vertical P, = T®(T*M), en donde z = 7(a), es generado por los
vectores 0/0py,.

Sean u,v € P;,endonde u = X +i1Y yv=A+1iB,con A, B, X, Y € T(T;M). Definamos la 2-forma
simpléctica en N, wey; cOMO sigue

Weat(u,v) = w(X, A) —w(Y, B) + i(w(X, B) + w(Y, A)).

Entonces tenemos que dimgc P, = n. También para cualesquiera campos vectoriales a;(x, p)0/0p; y bi(z, p)0/Opk
en T'(TF M) se verifica que

y por tanto para u y v en P, descritos como en las lineas anteriores se cumple que
Weat (11, 0) = w(X, A) = w(Y, B) +i(w(X, B) + w(Y, A)) = 0

ya que cada uno de los términos se anula por satisfacer (5.7). Asi, P, es Lagrangiana. Ahora falta comprobar
las propiedades de integrabilidad y que dim P, N P, es constante. Como P, = P, en todo punto a, tenemos
que dim P, N P, = n.

Luego, observemos que para X = a;(x,p)0/0p; = a;0/0p; y Y = by(x,p)0/0pr = by0/0p), campos
vectoriales en T'(7F M), obtenemos

0 0 0 0
(X,Y] = [aj(% (bk8pk> —bk(x,p)afpk <aj(x’p)8m>]
_ o0 O 00 0
Top;op 7 opsop, "opkdp; " 9piops

8bk 0 b 8(Lj 0

ajo—a— — bt o,
7 Op; Opy, Opy, Op;
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es decir, [X, Y] se escribe como combinacion lineal de los generadores de T'(7 M) y por tanto [X, Y] es un
campo vectorial en T'(7 M ). Luego, considerando u = X +iY, v = A+iB € P,con X, Y, A, B € T(T; M),
tenemos que

[u,v] = [X +4iY, A+ iB] = [X,A] - [Y, B] +i([X, B] + [Y, A]),

dado que cada uno de los términos que aparecen en la expresion para [u,v] es un elemento de T'(T; M), se
tiene [u,v] = X 4 ¢Y, en donde X, Y son elementos de 7'(T7; M ). Por tanto, podemos concluir que P es una
polarizacién en T* M ya que satisface las propiedades requeridas. |

Definicién 5.3.3 Decimos que una polarizacién es puramente real si P, = P, para todo z € N. Y decimos
que una polarizacion es puramente compleja si P, N P, = {0} para todo z € N.

Definicion 5.3.4 Una subvariedad integral R para alguna polarizacion P es una subvariedad para la cual
TER = P, para todo z € R.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Frobenius.) Una distribucion P es integrable si y sélo si para cualquier mg € N
existe una subvariedad integral (local) M C N tal que mg € M y cuyo haz tangente es exactamente P
restringido a M.

Demostracion: Ver [5], Theorem 2.2.26. [ |

Consideremos ahora P cualquier polarizacién puramente real, dado que se cumple la condicion de integrabi-
lidad el Teorema de Frobenius implica que para cada punto z en N existe una subvariedad R en la cual esta
contenido y tal que es maximal en la clase de subvariedades integrales conexas para P.

Definicién 5.3.5 Dada la polarizacion puramente real P, llamaremos hojas de la polarizacion a las subvarie-
dades integrales conexas maximales de P.

Respecto a las polarizaciones puramente complejas tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 5.3.1 Sea P una polarizacion puramente compleja en N. Para cada z € N, sea J, : TE(N ) —
TE(N) el vinico mapeo lineal tal que J, = il en P,y J, = —il en P,. Entonces se satisfacen:

i. J. es real. Transforma el espacio tangente real a si mismo.

ii. w es J,-invariante.

Demostracion: Ver [3], Proposition 23.18. [ |

Definicion 5.3.6 Para cualquier polarizacion puramente compleja P, la polarizacion es llamada polarizacion
de Kidhler, si la forma hermitiana

9(X,Y) = iw(X,Y) (5.8)

es definida positiva para X,Y € P.

Para finalizar ésta seccién, consideremos la forma simpléctica w = dp A dx en R2. Vamos a identificar a
RR? con C mediante el mapeo z = 2 — ip. Definamos a P, como el subespacio de TCR? generado por el vector
0/0z. Tenemos que para cada punto z € C, P, satisface:

Sean X y Y en P, de la forma X = f(2,2)0/0zZy Y = ¢(z,%Z)0/0%, en donde para abreviar notacion
escribiremos a f = f(z,Z)y g = g(z,%) . Entonces
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1. Notemos que dimc P, = 1y que

WX,Y) = w(f0)0%, g8)0%) = dz;idz <fai7gi> o,

Por tanto, P, es Lagrangiano.

2. Sea h = h(z,Z) una funcion suave en C, entonces

0 oh 0 oh
[X,Y]h = 9% (g82> —9£ <f8z>

ogoh . o*h _ 0foh _ .o
0z 0z 9522 95z 0z Vo2

_ (499 _ Of\0h
- 0z 7oz ) oz

oh
0z’

= F(z,7%2)

Entonces, como [X,Y] = FZ, concluimos que [X,Y] € P..

3. Dado que P, N P, = {0}, dimP, N P, es constante. Luego, P, es una polarizacién. M4s atin, P, es una
polarizacién puramente compleja.

Para mostrar que P, es una polarizacién de Kéhler. Basta mostrar que la forma bilineal definida por (5.8)
es definida positiva para cada z € R? =2 C. Entonces, sea X € P, de la forma X = f(z, 2)0/0%, entonces

g(X,X) = iw(X,X) = i%(d?/\ d2)(X, X) = %(dZ/\ d2)(f(2,2)9/0%, [(z,2)0/02)

bis
= — >0
5 =

Por lo tanto, g(X,Y") es definida positiva y P, es entonces una polarizacién de Kihler.

5.4. Cuantizacion con semi-formas

En este apartado construiremos el concepto de semi-forma para luego definir los espacios de Hilbert aso-
ciados a éstas. Este concepto dependera de las polarizaciones definidas en N y de los potenciales simplécticos
asociados a la conexién en L. Para llegar a dar un tratamiento completo que nos permita llegar a explicar los
mapeos de apareamiento, se reproducird la seccién 23.6 de [3], en cada seccidn se hara la referencia adecuada
para indicar cuidadosamente las partes de [3] que fueron tomadas en cuenta'.

"En cada seccién (o subseccién) se indicard entre corchetes el nombre de la seccién (o subseccién) correspondiente de la que fue
extraida, por ejemplo la subseccion El espacio de hojas fue tomada de la subseccion [23.6.1], por tanto en este documento aparacererd
como El espacio de hojas [23.6.1]. En el entendido de que cada una de estas secciones se encuentran expuestas en la referencia [3] de
la bibliografia.
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5.4.1. Cuantizacion con semi-formas: Caso Real
El espacio de hojas [23.6.1]

Recordando el concepto de hoja de P, vamos a definir el espacio de hojas = como el conjunto de todas las
hojas de P y al mapeo cociente ¢ : N — = de tal manera que manda a cada punto z € N a la tnica hoja que lo
contiene. Podemos topologizar = definiendo a un conjunto U en = como un abierto si ¢~ (U) es abierto en N.

Para poder llevar a cabo el programa de cuantizacién geométrica se asumird que = es una variedad suave
de acuerdo a la siguiente convencion: a = se le dotard con la estructura de variedad suave, n-dimensional de tal
manera que ¢ : N — Z es suave y que el kernel de g, . es igual a la interseccién de P, con el espacio tangente
real de P,, y que denotaremos por PX. Aqui, Gx,~ se entiende como el pushforward de g, o bien, la diferencial
de g en el punto z. En el caso particular cuando N = T*M con P, la polarizacién vertical, el espacio de hojas
= es una variedad suave difeomorfa a M. Por ejemplo, si consideramos M/ = Ry N = T*R = R?, tenemos
que = es difeomorfo a R.

El haz canodnico [23.6.2]

Definicién 5.4.1 El haz canénico Kp de P es el haz lineal real® cuyas secciones que son n-formas o satisfa-
ciendo la propiedad

Xia=0 5.9
para todo campo vectorial X perteneciente a P. Una seccion o de Kp es polarizada si
Xi(da)=0 (5.10)

para todo campo vectorial X perteneciente a P.

Podemos introducir también al haz canénico complejificado IC}C_-,, las secciones en IC% serdn aquellas n-
formas complejas que satisfacen (5.9), y definimos una seccién de IC(IC;. polarizada de si satisface (5.10).

Ejemplo 5.4.1 Sea N = T*R" = R?" y sea P la polarizacion vertical en N. Entonces una n-forma o en R*"
es una seccion de ICp si 'y solo si « es de la forma

a= f(z,p)dzy A Ndxy,, (5.11)
y « es una seccion polarizada de K p si y solo si « es de la forma
a=g(x)dzy A Adzy, (5.12)

para funciones suaves f en R>" y g en R™.
Demostracién: Sea o una n-forma en R?" del estilo

a= fi(x,p)dzy A+ Ndx, + <Z fr(x,p) términos en donde aparece alguna (5.13)

1-forma dp; en el producto exterior) . (5.14)

2Véase Woodhouse pdg. 223, para una definicién rigurosa
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Como « es tal que X so = 0, para cualquier X campo vectorial en P de la forma X = Z ag(z,p)0/Opk, se

k
sigue que para vi,v2,...,Up—1 € TN
0 = X.ia(vi,ve,...,Up-1)
= a(X7U17U27"'7Un—1)

= Q(Zak(x7p)a/apk77}17027"'7vn—1)
k

= fl(xap)(dxl JACERIVAN d!En)(Z ak‘(zap)a/apk‘a U1,02,... 7’07171) + -
k

como el primer término es cero, se sigue que para que la igualdad se cumpla las funciones fi para k > 2, tienen
que ser cero. Entonces tenemos que « debe ser de la forma

a= f(z,p) N+ Ndzp.

2n
Luego, da = Zaf(a:,p)/ayj(dyj ANxi A~ ANzxp)cony; = xj,si j=1,2,...,nyy; = pj_nsi
j=1
j=mn+1,...,2n, por ser seccion polarizada de K p satisface X idov = 0 para cualquier campo vectorial X en
P de laforma X = Z ax(x,p)0/Opy. Entonces para vy, v, ..., v, € T'N se sigue que

k

0 = Xida=do(X,v1,va,...,0,)
2n

= Zaf(x’p)/ayj(dyj AN/ A IANEEIIVAN IL‘n)(Z ak(:ﬁ,p)a/apk,vl, U2y ..., Un)
k

Jj=1

de donde 0f /0y; = Of/0Opj—n = O paraj = n+1,...,2n, pero esto implica que f es una funcién que no
depende de p, y por tanto f = f(x). Asi,

a=f(x)r1 A Ny,

nos dicta la manera en que deben ser las secciones polarizadas de Kp. |

Podemos notar que las secciones polarizadas obtenidas en el ejemplo anterior son secciones que son n-
formas en el espacio de configuracion. Este resultado es un caso especial de la siguiente

Proposicion 5.4.1 Si el espacio de hojas = de P es una variedad suave y o es una seccion polarizada de Kp,
entonces existe una unica n-forma & en = tal que

a=q"(a),
en donde q : N — = es el mapeo cociente.

Reciprocamente, si [3 es cualquier n-forma en Z, entonces o := q*(3) es una seccion polarizada de Kp.
Demostracion: Ver [3] Proposicién 23.37. [ |

Definicion 5.4.2 Una funcion compleja, suave f en N es cuantizable con respecto a P si Qpre(f) preserva al
espacio de secciones suaves que son polarizadas con respecto a P.
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Definicion 5.4.3 Un campo vectorial (posiblemente) complejo X preserva una polarizacion P si para todo
campo vectorial Y en P, el campo vectorial [ X,Y| también estd en P.

Las siguientes proposiciones establecen cudndo la derivada de Lie preserva el espacio de secciones polari-
zadas de /Cp. La importancia de éste resultado es que nos permitird definir un operador cuantico en el espacio
de Hilbert de la semi-forma asociado a P.

Proposicion 5.4.2 Para cualquier f una funcion compleja suave en N, si el campo vectorial Hamiltoniano X ¢
preserva P, entonces f es cuantizable.
Demostracion: Ver [3], Proposition 23.24. [ |

Proposicion 5.4.3 Sea X un campo vectorial en N que preserva P, y supongamos o una seccion suave de
K p. Entonces la derivada de Lie L xa es otra seccion de Kp y si « es polarizada, entonces Lx « es también
polarizada.

Demostracion: Ver [3], Proposition 23.38. [ |

Proposicion 5.4.4 Sea = el espacio de hojas de P una variedad suave y sea X un campo vectorial en N que
preserva P. Entonces existe un tinico campo vectorial Y en = tal que

¢:(X)=Y, Vze N. (5.15)
Mas aiin, si « = ¢*(f3) es una seccion polarizada de K p, como en la proposicion (5.4.1), entonces

Lx(q"(B) = ¢"(Ly (B))-

Demostracion: Ver [3], Proposition 23.39. [ |

Raices cuadradas del haz canénico [23.6.3]

Consideremos ahora que el espacio de hojas = de P es una variedad orientable con alguna orientacién en
particular.

Definicion 5.4.4 Sea (3 una n-forma orientada y que nunca se anula, en Z, y tal que o := ¢*(3) es una seccion
de Kp que nunca se anula. Una seccion de ICp es no-negativa si es, en cada punto, un miiltiplo no-negativo de
a. Esto no depende de la eleccion de la n-forma orientada.

Vamos a considerar al haz lineal real §p como una “raiz cuadrada”del haz canénico K p, de tal manera que
nos proporciona un isomorfismo entre dp ® dp y Xp como sigue, si s;, ¢ = 1, 2, son secciones de § p, entonces
$1 ® s9 serd considerada como una seccion en [ p. Asumiremos también que dado este isomorfismo, la seccidn
$1 ® s serd no-negativa .

Podemos considerar también la complejificacion de d p, como el haz lineal (5}9 cuya fibra en cada punto es
la complejificacién de la fibra de 6p. En particular, si s; y sy son secciones de 0%, entonces s; ® sy es una
seccion de K.

En las siguientes lineas desarrollaremos conceptos y resultados que nos ayudaran a definir cudndo una
seccion del haz lineal §p es una seccién polarizada.
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Sea « una seccion de Kp y sea X un campo vectorial en P, definimos la n-forma V x «a como

Vxa =X ,(da). (5.16)

Recordemos que la derivada de Lie de « en la direccion de X puede ser calculada mediante la férmula
Lxa = X.(da)+ d(Xoa),
y observemos también, puesto que « es una seccion de Kp, se satisface que X s = 0. Esto implica que
Lxa=X(da) =Vxa.

Dado que X pertenece a P, X preserva Py por tanto la proposicion (5.4.3) implica que Lxa = X i(da) =
V xa es una seccién de Kp. Sabemos que la derivada de Lie en general no satisface que Lyx = fLx, sin

embargo en vista de que podemos calcular la derivada de Lie como V actuando en cualquier seccién de Kp, y
éste mapeo si satisface que Vyx = fVx, diremos que el mapeo V es una conexién parcial en Cp.

Proposicion 5.4.5 Sea §p una raiz cuadrada fija de Kp. Para cualquier campo vectorial X en P, existe un
operador lineal tinico V x tal que

th5p—>5p,

Vx(fs1) = X(f)s1+ fVxsi (5.17)
Vx(s1®s2) = (Vxs1)®s2+ 51 (Vxse) (5.18)

para cualquier funcion suave f 'y cualesquiera secciones s1y so de dp.

Si X es un campo vectorial en N que preserva P, entonces existe un operador lineal vinico Lx tal que

EX:5P—>5P,

Lx(fs1) = X(f)s1+ fLxs1 (5.19)
[,)((81 & 52) = (»CXsl) ®S2+51 & (ﬁxsg) (5.20)

para cualquier funcion suave f y cualesquiera secciones s1y So de 0 p.

Demostracion: Ver [3] Proposicion 23.41. [

Cabe notar que éstas construcciones se extienden naturalmente de secciones de dp a secciones de 5}9
Notemos también que todos los operadores V que intervienen en la proposicién no son los mismos, mientras
que el operador V que aparece en el lado izquierdo de (5.18) es la conexién parcial en Kp que se definié
anteriormente, el resto de los operadores V que aparecen tanto en (5.17) y en (5.18) son los operadores definidos
en el haz lineal dp. No esta por demds mencionar que hay que estar atentos al contexto en el cual se estaran
empleando para saber de cudl operador se estd hablando. Con esto en mente y por la proposicién anterior,
podemos decir que una seccion s de dp es polarizada si V x s = 0 para cualquier campo vectorial X en P.
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Espacio de Hilbert de la semi-forma [23.6.4]

Con los elementos hasta ahora desarrollados estamos en forma para definir los espacios de Hilbert de nuestro
interés y que se obtienen mediante este programa de cuantizacién geométrica. Seguiremos considerando el
espacio de hojas de P como antes, orientable y con una orientacién particular.

Sean dp una raiz cuadrada de K p, y L un haz lineal precudntico sobre /N. Formemos entonces el producto
tensorial L ® 6}9, si sj con j = 1,2 son secciones de dicho producto tensorial, éstas se pueden descomponer
— ) ) i6 . . 16 C ]
localmente como s; = p; ® v;, en donde 15 es una seccién de L, p; # 0y v; es una seccion de ¢ 5. Definimos
el producto interno entre s; y s2, secciones de L ® 65, como

() :L®SxL®S— Kp

(51,52) := (p1, p2)71 @ v, (5.21)

en ésta definicion (p1, p2) es el producto escalar puntual dado por la esctructura Hermitiana dada en L.

Observacion 5.4.1 (s1, s2) estd definido globalmente. Para ver este resultado, notar que s puede tener la
descomposicion local (f ;) ® v/ f para alguna f distinta de cero.

Ahora nos encaminamos a formar una conexién parcial en L ® 5}9 de la siguiente manera. Sea X un campo
vectorial en P arbitrario, sea s una seccién de L& 45, tal que su descomposicién local sea de la forma s = pu®v,
con y # 0. Definimos el operador V x como

Vx:L®is— L®ds

Vx(pov)=(Vxu) @v+upe (Vv). (5.22)
Afirmacion 5.4.1 El operador V x (s) estd definido globalmente.

Demostracién: Sea s seccién de L ® 6% cuya decomposicién local es (1) ® (v/f) para alguna funcién f que
no se anula. Entonces

Vx(s) = Vx((fu)® /f))
= (Vx(fw)ov/f+ fue (Vxv/f).
Por una parte tenemos
Vx(fu) = (X(f)p+ fVxpu

y por otra

Vxw/f) = (xWw/)v+1/fVxv.

= [(X(Np+fVxplov/f+ fue(Vx/f))v+1/fVxy]

= (X(peov/f+fVxpev/f+fue (VxWw/fv+ fuel/fVxy
fVxpov/f+fue/)Vxr]+X()pev/f+ fue (X(1/f))v

Vxpov+peVxv]+ (/) (X(rev+ f(XA/frev

= Vxuov)+ X(WHuov

= Vx(u(g)v).
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Por lo tanto
Vx((fpn) © W/f)) = Vx(pev),
es decir, no importa la descomposicon local que se tenga para s, V x (s) estd definido globalmente. |

Afirmacion 5.4.2 Sean s1 y so secciones polarizadas de L ® 5S, entonces la seccion (s1,52) es una secion
polarizada de }C%

Demostracién: Sean s; y s secciones polarizadas de L ® 05, entonces se pueden descomponer localmente
como s; = jj @ v, j = 1,2,y satisfacen
Vx(sj) = (Vxps) @ vj + pj @ (Vxv;) = 0.
Luego, para calcular V x ((s1, s2)) utilizamos en primera instancia la definicién del producto interno entre s1 y
s2, después las igualdades (5.17) y (5.18) de la proposicion (5.4.5), obteniendo que
Vx((s1,82)) = Vx((p, p2)v1 ® 1)
= X((p1,12))71 @ v + (p1, p2)Vx (V1 @ 12)
= X((p1, p2))1 @ v + (1, p2)(Vxv1) @ va + (p1, p2)vn @ (Vxva).

Reescribiendo los dos dltimos términos de la tltima linea en términos del producto interno, utilizando la hip6te-
sis (—=Vxpu;) @ vy = pj @ (Vxvy), y que X(p,pn2) = (Vxpr, p2) + (11, Vxpe); la Gltima linea que
obtuvimos para el cdlculo de Vx((s1, s2)) es igual a
X((p1, p2))71 @ v2 + (1 @ Vixvr, po @ v2) + (p1 @ v, g @ Vxin)

= X((u1,12))71 @ va + (=Vxp1 @1, 2 @ V) + (1 @ v, pig @ Vo)
[(Vxp, p2) + (1, Vxpo) o @ va + (=Vixpn, p2)vi @ ve + (11 @ v1, pi2 @ Vxva)
[(Vxpa, po) + (11, Vxpz) + (=Vxp, p2)7r @ ve + (1 @ v, 12 @ Vxa)
(1, Vxp2)v1 @ va + (111 ® v1, po @ Vi)
(
(

w1, Vx o) @ va + (p1 @ v1, —Vx s ® v2)
w1, Vx ) @ va + (p1, —Vx )i @ vo
= 01 ®ury=0.

Por tanto,
Vx((s1,82)) =0
implicando lo que se queria probar. |

Definicién 5.4.5 Sea P una polarizacion puramente real y sea ép alguna raiz cuadrada de Kp, llamaremos
espacio de semi-forma al espacio de secciones suaves polarizadas de L ® (5}9 Para una seccion polarizada s
de L ® 5}9, definimos la norma de s por

Is[l* = /ﬁ (5,9), (5.23)
en donde (s, s) es como en (5.21) y (3,/¥s/) es la n-forma en = dada por la proposicion (5.4.1). Si s1 y s2 son
elementos del espacio de semi-forma con ||s1|| < ooy ||s2]| < oo, definimos su producto interno como

(s1,82) = / (51, 52). (5.24)

El Espacio de Hilbert de semi-forma es la completacion con respecto a la norma (5.23) del espacio de seccio-
nes polarizadas s para las cuales ||s||* < cc.
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Ejemplo 5.4.2 Sea N = T*R = R? y sea L es haz trivial en N con conexion Vx = X — (i/h)0(X), donde
0 = pdx. Sea P la polarizacion vertical en N y orientemos R de tal manera que las 1-formas orientadas son
miiltiplos positivos de dzx. Sea 6 p el haz trivial con una seccion trivializante \/dzx tal que \/dx ® Vdx = dzx.
Entonces toda seccion polarizada s de L ® 5}9 tiene la forma

s = ¢(z) @ Vdx (5.25)

para alguna funcion ¢ en R. La norma de tal seccion se calcula como
2 2
IslP = [ fota)Pda.
R

Demostracion: Para empezar debemos mostrar quién es el haz candnico de P, es decir, Kp. Veamos cudles
son las secciones que lo conforman.

Sea v una 1—forma de p de la forma o = f(x,p)dz + g(z,p)dp con f y g funciones reales en R.
Entonces como « debe satisfacer la condicién

Xia=0

para cualquier campo vectorial X perteneciente a P, tenemos las siguientes implicaciones considerando X =
9/0py (x,p) € N
0 = Xoa(z,p) =a(d/0p)(z,p)
(f(z,p)dz + g(x, p)dp)(8/0p)
0+g(z,p)
= g(z,p).

Por tanto, g(x,p) = 0y de aqui que o = f(z, p)dz. Sabemos también que las secciones polarizadas de Kp
vienen dadas por la condicion
X.da =0,

como da = O f /Opdp A dx, se sigue que parav € T'N,

Xoda(X,v) =da(X,v) = gﬁdp/\ dx(0/0p,v) = g‘;dx(v).

Entonces X 1da = 0siy s6lo si f es independiente de p. Asi, dz es una seccion polarizada de Cp. Si elegimos
Op trivial y v dx tal que vdz ® v dx = dx, entonces por la igualdad (5.18), se tiene que

0 = Vx(Vdz ® Vdz) = 2(VxVdz) ® Vdz,

implicando a su vez que V xv'dz = 0. Por tanto, v/dx es una seccién polarizada de dp.

Formando ahora el producto tensorial L ® 5}9, tenemos que las secciones s pertenecientes a éste haz se
descomponen (localmente) como s = 1 ® v, en donde p es una seccién en L y v es una seccién en (5% de la
forma p = @(x,p) y v = Vdz,

s = p(z,p) @ Vdz.
Para encontrar el espacio de semi-formas, atin es necesario verificar que para cualquier seccién s en L ® 65, se
satisface la condicion

Vx(s) = 0, endonde
Vx(s) = (Vxp)@v+p® (Vxv).
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Asi,para s = ¢(z,p) ® Vdr en L ® §% tenemos
Vosap(e(x,p) ® Vdz) = Vasopp(,p) ® Vidz + o(z,p) ® Va/ap\/%
0 1 0
= [apw(:c,p) - (hpdx <8p>> ¢(m,p)} ®Vdx + o(x,p) ®0

= ;pw(af,p) ® Vdzx
por tanto
Vasop(e(z,p) ® Vdr) =0
siy s6lo si

0
PP @ Vi =0

o bien

lo que es equivalente a decir que ¢ es una funcién que no depende de p. Y por lo tanto, s = ¢(x) ® v/ dx para
alguna funcién . Y puesto que

(s,5) = (p(), p(2)Vdz © Vdz = |ip(x) 2dz

entonces su norma se puede calcular como
(5,9) = [ lola) Pz,
R

en donde (s, s) lo hemos escrito de la misma forma que (s, s), s6lo que ahora interpretado como una 1-forma
en el espacio de hojas = = R (las coordenadas en p).

Cuantizacion de observables [23.6.5]

Ya que hemos obtenido los espacios de Hilbert, necesitamos definir como se asocian las funciones en nues-
tra variedad con operadores en los espacios de Hilbert obtenidos y se enunciaran algunas de las propiedades que
éstos cumplen, aunque sin demostracion, pues recordemos que nuestro objetivo es llegar a obtener la Transfor-
mada de Segal-Bargmann. En efecto, para sus demostraciones nos podemos remitir a [3]. Tengamos en mente
que para cuando N = T*R = R?, en el capitulo anterior vimos cémo funciona el operador Qpre €n nues-
tro programa de cuantizacidén geométrica, por tanto podemos remitirnos a ese caso para ilustrar los siguientes
resultados.

Supongamos que f es una funcién en /N que de acuerdo a la definicién (5.1.2), X s preserva P.

Definicion 5.4.6 Para cualquier funcion en N para la cual Xy preserva P, sea Q(f) el operador definido en
el espacio de semi-forma de P dado por

QUf)s = Qure(N)) v + i ® Lx,v,

en donde s se descompone localmente como s = |1 ® v, con | una seccion de L'y v una seccion de 5}%.
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Dicho operador estd bien definido, pues si consideramos la secciéon s € L ® (5}9 con la descomposicién local
(gp) ® (v/g) para alguna funcion g que no se anula, se verifica que

Q(f)s = QUf)(gn) ® (v/9))
= (Qpre(flgp) ® (v/g) +ih(gu) ® Lx,(v/g)
(ihVx, + flgn ® (v/g) +ihgn ® Lx,(v/g)
= i Xs(gp+9Vx, (1) @ W/g)+ fan @ (v/g) + ihgu @ (X;(1/g)v + (1/9)Lx,v)
= ihXp(gp® (v/g) +ihVx, (1) @ v+ fu@v +ihgn @ Xy (1/g)v +ihu @ Lx,v
= hVx, (W) @v+ fu@v+ihp® Lxv+ihX(g/g)p Qv
= ihVx,(n)@v+ fu@v+ihu® Lx,v
= (ihVx, + f)(p) @ v+ihp® Lx,v
= QUf)(nev).

Por lo tanto

Q) ((gn) @ (v/9)) = Q(f)(n @ V)

es decir, no importa la descomposicién local que se tenga para s, y por tanto el operador esta bien definido
como se queria probar.

A continuacién, expondremos el ejemplo 23.45 presentado en [3], con algunos detalles afiadidos.

Ejemplo 5.4.3 Siguiendo con la notacion del ejemplo anterior (5.4.2), sea f : R? — R de la forma

f(z,p) = a(x) + b(x)p,

para algunas funciones suaves a 'y b en R. Entonces Xy preserva Py

QU (W () ® Vdr) = (x) @ Vdz,

en donde

3o = —in (624 (0) + 3V @0(2) ) + a0l

Demostracion: Verifiquemos que efectivamente X preserva P, la polarizacion vertical. Sea Y un campo
vectorial en P, digamos Y = h(z, p)a% = ha%' El campo vectorial Hamiltoniano asociado a f es

X; = (d(z) —i—pb'(m))aap - b(a;)ai = H(a:,p)aap - baax.

Sea g = g(x, p) una funcién suave en N, entonces

X7 Y]y = X;(Y(9) - Y(Xs(g)) = Hé?p @g}g) 2 <hg]g> . h;p <Hg]99 ) bg@

Oh Og 0%g Oh Og 0%g 0H dg 0%g 0%g
_ yg29% | 279 0h0g _p9H 09 9%
apap T “ e, " a0 Map ey Mo T Mapar

oh OH _Oh\ 0O
— (HZ== == 2" ) g
( dp Op (’396) op?

Por lo tanto, [ X ¢, Y] estd en P, para cualquier Y en P. Asi, X preserva la polarizacién.
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Calculemos ahora quien es Qprc(f) con f dada segtin la hipétesis.

QurelF0(e) = i | X;(6() ~ 10X ()| + ()

)
= —ihb(zx)y' (x) — pb(x)y(x) + a(x)(x) + pb(x)y(z)
= —ihb(2)Y () + a(z)y(z).

Por otra parte, como la 1-forma dx es cerrada, tenemos que
Lx,(dr) = d(Xjadz) = d(=b(z)) = V' (x)dz.
Utilizando la proposicién (5.20),
Lx, (\/@) ® Vdr = —%b/(x)das = —%b’(x)\/@@ Vda,

o bien

Ly, (Vi) = —%b’(g;)\/%.

Asi, considerando lo obtenido para Qpre(f) y Lx, (\/ dw) tenemos que

QU (@) @ Viz) = (Qprelf(x)) & Vi + i)  Lx, (Vi)
= [—ilb(2)y/ (z) + a(z)y(z)] ® Vdz + ilnp(z) @ <—;b’(x)\/£>
— [—z’hb(;v)w’(x) + a(z)(z) — fb’(@ﬂ@] ® V.

Por lo tanto

3o = =it (02 (0) + 3V @0(0) ) +ale)i(a)

|
_ Notemos que si nos restringimos a que f(z,p) = x entonces J(x) = z(x) y si f(x,p) = p, entonces
Y(x) = —ihoy /Ox. Los cuales son los operadores de multiplicacion y diferenciacién que relacionamos en los

espacios de Segal-Bargmann de capitulos anteriores.

A continuacién enunciaremos los teoremas que nos muestran que efectivamente el operador () satisface las
relaciones de conmutacién, y que dada una funcién real f el operador () es un operador auto-adjunto.

Teorema 5.4.1 Sean f y g funciones en N para las cuales Xy y X4 preservan P. Entonces los operadores

Q(f)y Q(g) satisfacen 1
5 @), Qg = Q1S 9})

en el espacio de secciones suaves polarizadas de L ® 5}9
Demostracion: Ver Theorem 23.46, [3]. [ |

Teorema 5.4.2 Si f € C*°(N) es una funcion real y X ¢ preserva P, entonces el operador Q(f) es simétrico

en el espacio de secciones suaves s en el espacio de semi-forma para el cual (s, s) tiene soporte compacto en
=. Demostracion: Ver Theorem 23.47, [3]. [ |
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5.4.2. Cuantizacion con semi-formas: Caso complejo

A lo largo de esta seccion vamos a considerar (N,w) como una variedad simpléctica cuantizable 2n-
dimensional. (L, V) el haz lineal pre-cuantico sobre N. P una polarizacion de Kihler sobre N. Muchos de
los resultados y definiciones que se tienen para polarizaciones complejas son similares a los que ya se mencio-
naron en el caso de polarizaciones reales, simplemente vamos a reemplazar en algunos de los resultados a la
polarizacién P por P. Y aclarando también que nos remitimos a la seccién [23.7], de [3].

Definicion 5.4.7 El haz canonico Kp de P es el haz lineal complejo para el cual las secciones son n-formas
« tales que
Xia=0

para todo campo vectorial X enP. Secciones de K p son precisamente las (n,0)-formas en N. Una seccion de
Kp se dice polarizada si
Xi(da) =0

para todo campo vectorial X en P.

De manera andloga que en el caso real, entenderemos que dp es una raiz cuadrada de Kp. en el sentido
en el que dp ® dp nos da un isomorfismo con p.

Si X es un campo vectorial que preserva P, entonces Lx preserva el espacio de secciones de Cp y el
espacio de secciones polarizadas de K p. Definimos también la derivada parcial V x« como Vxa = X J(da).
Tanto para la derivada de Lie (para campos vectoriales que preservan P) como para la coneccién parcial (para
campos vectoriales en P) tenemos que se cumple un anélogo a la proposicién (5.4.5). La conexién en L y la
conexion parcial en dp nos dan una conexién en L ® Jp. Decimos que una seccion s de L ® §p es polarizada
si Vxs = 0 para todos los campos vectoriales X en P.

A continuacién presentaremos una proposicion que nos ayudard en el calculo para la obtencién del mapeo
de apareamiento que perseguimos.

Proposicion 5.4.6 (Proposition 23.50, [3]) Si « es una n-forma en N, entonces en cada punto de la 2n-forma
(-1 D) e @ o

es un miltiplo no-negativo de la forma de Liouville ). Existe una estructura Hermitiana en 6 p con la propiedad
de que para cada seccion s de 6 p tenemos

y  ((C)M VR ) A (sws))
s = on ) '

Definicion 5.4.8 El espacio de Hilbert de la semi-forma para una polarizacion de Kdhler P en N es el espacio
de secciones polarizadas de L ® dp cuadrado integrables.

Definicion 5.4.9 Si f es una funcion en N para la cual Xy preserva P, sea Q(f) el operador en el espacio de
Hilbert de la semi-forma de P dado por

QU)s = @Qpre(N)1) @ v — ihu® Ly, v,

en donde s se descompone localmente como s = |4 @ v, con | una seccion de L 'y v una seccion de dp.
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Dichos operadores satisfacen:

i. Relaciones de conmutacion. [Q(f), Q(g)]/(ih) = Q({f,g}) en el espacio de secciones suaves polarizadas
de L ® dp.

ii. Son simétricos. Si f es una funcién real y X s preserva P, entonces Q( f) es al menos simétrico, suponiendo
que podemos encontrar un subespacio denso del espacio de Hilbert de la semi-forma consistiendo de
funciones “agradables”.

Como se indica en [3], las pruebas de estos enunciados son idénticas a las pruebas del teorema 23.46 presentado
en la misma referencia.

5.5. Mapeos de apareamiento

Lo que se pretende en las siguientes lineas es comparar los resultados de cuantizar con respecto a dos po-
larizaciones diferentes. Justamente los objetos que definiremos, los mapeos de apareamiento, nos permitiran
hacer tal comparacion. Para nuestros propdsitos vamos a considerar el caso de dos polarizaciones reales trans-
versales y luego el caso de una polarizacién puramente real y una polarizacién de Kéhler, en el primer caso se
obtiene la Transformada de Fourier mientras que en el dltimo obtenemos la Transformada de Segal-Bargmann
en su forma invariante y en su forma clésica. El desarrollo de esta seccidn esta basada en [3] principalmente y
como segunda fuente [6], reproduciendo algunos de los resultados de la seccion 23.8 de [3] y desarrollando el
ejemplo de la transformada de Fourier que en esta misma se menciona. Para la obtencién de la Transformada
de Segal-Bargmann en su forma clasica, seguimos la exposicion de [6], y para la obtencién de la Transformada
de Segal-Bargmann en su forma invariante se ha utilizado como referencia [4].

Para nuestros propdsitos a partir de aqui y a lo largo del texto, N serd una variedad suave y tal que N =
T*M. Supongamos que tenemos dos polarizaciones puramente reales P y P’ y que los espacios de hojas
asociados =1 y Z, son variedades orientadas. Supongamos también que P y P’ satisfacen la condicién de
transversalidad, esta es, que en cada punto z € N la condicién P, N P, = {0}. Si a y 3 son secciones
polarizadas de los haces canénicos Kp y Kps, respectivamente, la hipétesis de transversalidad implica que
a A B es una 2-forma no nula en V.

Entonces para cualquier punto z € N podemos definir un apareamiento bilineal £' como sigue

('7') : 5P,z X 5P’,z —+ R

1% 1% 14 1% 1/2
(1, v2) = <(1® 1)/;(2® 2)> ’

en donde dp . y dpr . son las raices cuadradas de Cp y Cp/, respectivamente; y A es la forma de volumen de
Liouville en N.

Si consideramos la complejificacién de dp. y dpr ., es posible extender este mapeo como

()65, x0p, — C
1/2
(11 @v1) A (r2 ® 12)

(V17I/2)(C - 2 )

el cual es conjugado lineal en el primer factor y lineal en el segundo.
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Todo esto con el afan de poder definir el siguiente apareamiento
M:(L.®65,) x (L:®65,) — C
M(p @ vy, pe @) = (p1, p2)(v1,v2),
en donde (11, 2) es el producto interno dado por la estructura hermitiana de L.

Abhora, pasamos a considerar los espacios de Hilbert de las semiformas #; y H2 para las polarizaciones P
y P’, respectivamente. Entonces, dados s; € H;, j = 1,2, definimos el apareamiento de s1 y so por

<'7'>P,P/:%1XH2 — C

(s1,82)ppr = c/ M (s1,82)A
N

provistos de que ésta integral es absolutamente convergente, c es cierta constante universal que depende sola-
mente de /4 y de la dimensién de n, que ademas puede ser escogida para hacer que ciertos ejemplos funcionen
bien, y recordando que s; = p; @ vj, 7 = 1,2.

Lo que nosotros estamos buscando es un mapeo de apareamiento
A PP Hi1 — Ho
que cumpla la siguiente propiedad

(s1,82)p.pr = (Apprsi, 52)H,- (5.26)

Si el apareamiento (-,-)p pr es acotado, entonces por el teorema de representacion de Riesz, existe un
operador acotado tnico Ap pr satisfaciendo (5.26). Incluso si el apareamiento es no acotado podriamos definir
Ap pr como un operador no acotado. También hay que hacer la siguiente aclaracién, no siempre el mapeo de
apareamiento que buscamos es unitario, podria quizar ser un multiplo constante de algiin mapeo unitario.

Como primer ejemplo de un mapeo de apareamiento tenemos a la Transformada de Fourier.

Transformada de Fourier

Afirmacién 5.5.1 Consideremos N = R? = T*R, tomemos a L como el haz lineal trivial con 1 -forma de
conexion 0 = pdx. Sea P la polarizacion vertical generada en cada punto por (0/0p), y sea P la polarizacion
horizontal generada en cada punto por (0/0x). Entonces los elementos s1 'y sa de los espacios de las semi-
formas para Py P', respectivamente, tienen las formas

si(z,p) = ¢(x) @ Ve, (5.27)
s2(,p) = @(p)e™" @ \/dp, (5.28)

donde ¢ y ¢ son funciones en R.

Si c = 1, el apareamiento es calculado como
(s1.520per =1 [ Ba)olp)e ™ dadp. (5.29)
R
Si sy tiene la forma (5.27), entonces Ap pr(s1) tiene la forma (5.28), donde

o(p) = —i / o(z)e PNy, (5.30)
R
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Entonces, Ap p/(s1) es una version escalada de la transformada de Fourier y es en particular, un miiltiplo
constante de un mapeo unitario.

Demostracion: Notemos que en el ejemplo (5.4.2) se muestra que las secciones polarizadas de I ® (5}9 tienen
la forma s = ¢(x) ® v dz, cuya norma viene dada por

Is[? = /R 6() P

Podemos hacer el mismo tratamiento para encontrar qué forma tienen los elementos del espacio de semi-formas
para P’. Igual que como lo hicimos para P en el ejemplo (5.4.2), veamos quién es el haz canénico de P’, es
decir, K ps. Veamos cudles son las secciones que lo conforman.

Sea (3 una 1—forma de Kp de la forma 5 = f(x,p)dz + g(z,p)dp con f y g funciones en R. Entonces
como [ debe satisfacer la condicién
Y.8=0

para cualquier campo vectorial Y perteneciente a P’, tenemos las siguientes implicaciones considerando Y =
0/0x
0 = Y.5=p(0/0x)
= (f(z,p)dz + g(z,p)dp)(9/0x)
= flz,p) +0
= flz,p).
Por tanto, f(z,p) = 0y de aqui que 8 = g(z, p)dp. Sabemos también que las secciones polarizadas de KCp

vienen dadas por la condicién
Y.dpg =0,

como df = dg/dxdx A dp, se sigue que d = 0 si y sélo si g es independiente de . Entonces dp es una
seccién polarizada de Kps. Si elegimos dps trivial y +/dp tal que v/dp ® /dp = dp, entonces /dp es una
seccion polarizada de dp-.

Formando ahora el producto tensorial L ® (5}9,, tenemos que las secciones s pertenecientes a éste haz vec-
torial se descomponen (localmente) como s = pg ® vo, con g = p(x,p) y va = \/dp,

s = p(,p) ® \/dp.

Para encontrar el espacio de semi-formas, ain es necesario verificar que para cualquier seccién s en L ® 5}(5,,
se satisface la condicién

Vy(s) = 0, endonde
Vy(s) = (Vyp) @ve+ us @ (Vyrs).

Asi, para s = ¢(z,p) ® /dp en L ® 0%, tenemos
Voso:(0(2,p) @ \/dp) = Vaeup(,p) ® \/dp+ o(x,p) ® Vo)o,/dp

= {gcsO(x,p) - %pdﬂc (;) w(xm)] ® \dp + ¢(z,p) ® 0

= [iw(x,p) - %pdw (51) w(wm)] © \/dp
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por tanto
Vo) oz(@(x,p) @ /dp) =0

si se satisface que
0 1 0
5 7@ p) = ppdz (89) p(z,p) =0
o bien 5 . 5
1
%90(%19) = ﬁpdm (8:5) o(z,p),

ecuacion que tiene por solucién go(p)e”p/ " Asi, s es una seccién de la forma

5§ = gp(p)eizp/h ® /dp.

Y puesto que
(5,5) = (p(p)e"™", o(p)e™/M)\/dp @ \/dp = |io(p) *dp

entonces su norma se puede calcular como
IstP = | otw)Pap

Sean ahora las secciones s1 en LR35 y s2 en L®5}C), de laforma s; = ¢(z)®Vdxy 53 = p(p)e™P/"@\/dp.
Considerando ¢ = 1, tenemos que

(s1,82)ppr = M (s1,52)A
RZ

= | M(6(@) ® Vdz, p(p)e™" & \/dp)A

RQ

= [ @l o) (Vi ) dp
/
— [ a@eten (w © Vi) A (VI @ ¢@>1 " i
R2

dp N dzx

= i / 3@ e(p)e™ Mdpdz.
RQ

Por otra parte, considerando el mapeo de apareamiento entre los espacios de Hilbert de las semi-formas
asociadasa Py P’
AP,P’ : 7‘[1 — HQ

que satisface
(s1,82) PP = (Ap,pr51,52)#,, (5.31)

para s1 tenemos que Ap p/sq es de la forma £ (p)e”p/ " ® /dp, con ¢ alguna funcién en R, y por tanto

(Apprsi,so)u, = (&)™ @ \/dp, p(p)e™" @ \/dp)s,
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Asi, por (5.31) se sigue que
i [ e dpds = [ oty
y por tanto

&(p) = —i/Rcb(x)emp/hda?,

como se queria probar. |

5.6. Transformada de Segal-Bargmann

Estamos entrando a la parte en la que se describira la obtencién de la Transformada de Segal-Bargmann
en sus versiones cldsica e invariante por medio del programa de cuantizacién geométrica. Justamente el ob-
jetivo del capitulo fue dar las definiciones y proposiciones correspondientes para poder definir los mapeos de
apareamiento; ahora nos encontramos en condiciones de presentar a la Transformada de Segal-Bargmann. Pre-
sentaremos la Transformada clésica tal y como lo hace Woodhouse [6] utilizando el nicleo reproductor del
Espacio de Segal-Bargmann; mientras que para obtener la Transformada en su forma invariante, recurriremos
a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales para ayudarnos del nicleo de la ecuacién del calor y concluir
nuestra descripcion.

5.6.1. Transformada de Segal-Bargmann Clasica

En ésta seccidén veremos como se obtiene la Transformada de Segal-Bargmann Clasica mediante ma-
peos de apareamiento. Antes de empezar con el procedimiento, recordemos la propiedad de los espacios
de funciones holomorfas respecto al nicleo reproductor. Para cualquier funcién f € HL?*(U,«), f(z) =

/ K(z,w)f(w)a(w)dw en HL*(U, o), en donde la funcién K (z,w) es el nicleo reproductor para el espacio
U

en cuestion. En particular, nosotros vamos a utilizar el nicleo reproductor para el espacio de Segal-Bargmann
obtenido en la seccion (1.2).

Afirmacién 5.6.1 Sea la variedad simpléctica N = T*R"™ = R?" nuestro espacio fase con coordenadas
TlyeeeyTpyPl,---,Pn, cOn Ty las coordenadas de posicion y py. las coordenadas de momentos. La forma de

volumen en N estd dada por A = dpy A dz1 A -+ A dp, N dx,,. Consideremos a L como el haz trivial en
z,dzZy — Zrdzy,

N con derivada covariante Vx = X — (i/h)02(X) y I-forma de conexion 0y = 5 , con
. i
ZE = L\/gpk Consideremos también las polarizaciones real y compleja dadas por
P = (9/0p)
P = (0/0z),
paratodok =1,2,...,n.
Los elementos s del espacio de semi-forma para P tienen la forma
s = (b(gv)e*ix'p/yZ R\ dxy A Nday, (5.32)

para alguna funcion ¢ en R™. En este espacio la norma de s viene dada por

Isif = [ lo)Fas
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Los elementos del espacio de semiforma para P’ tienen la forma

s=F()e @ \Jdzy Ao Ndzy, (5.33)

con F alguna funcion holomorfa en C™ y cuya norma viene dada por
IslP = [ [F()Pe s,
(Cn

Se hard la identificacion del espacio de Hilbert de la semi-forma para P con el espacio de Hilbert L?(R™)
y del espacio de Hilbert de la semi-forma para P' con el espacio de Segal-Bargmann HL*(C", uy,). A dichos
espacios los llamaremos respectivamente H1 y Ho.

Con estos elementos definimos el mapeo de apareamiento Appr : H1 — Ho tal que a la seccion s1 =

d(x) @ \dxy N - Ndzxy en L @ 5}9 le corresponde Appi(s1) = G(z)e“zv% ® dzi A -+ Ndzp, para

alguna funcion holomorfa G y es tal que
(51,82) ppr = (Apprsi, 52)#,-
Asi, Appi(s1) tiene la forma (5.33) en donde

G(z) = o(x)K(z,z)d"x, con K(x,z)= e~ +2V2mz—a?)/2h

Demostracion: En el ejemplo (5.4.1) se obtuvo que las n-formas que son secciones polarizadas en /Cp son del
estilo @ = g(x)dzy A - - Adxy,. Por tanto, si consideramos dx1 A- - - Adz,, podemos decir que ésta es una seccion
polarizada de Kp. Eligiendo dp trivial y \/dzy A -+ A dx, tal que vdxy A -+ Adry, @ /dry A+ Ndx, =
dzi A - -+ A dxy, entonces v/dxi A - - A dx,, es una seccidn polarizada de dp.

Formemos entonces el producto tensorial L & 5}9. Sea s; cualquier seccién perteneciente a este haz lineal,
y escribdmosla en su descomposicién local

s1=p(x,p) @ \/dx1 A Adxy,.

Vamos ahora a encontrar el espacio de semi-forma asociado a P. Entonces debemos encontrar las secciones
sen L ® 5}9 para las cuales Vx(s) = 0, para cualquier campo vectorial en P. Luego, para s;1 = ¢(x,p) ®

Vdri AN ANdxpen L ® 6}% y X = 0/0px, tenemos

Vajop(s1) = Vaap, (80(33,10)@) dml/\"'Adﬂ:n)

= (Va/apkgo(a:,p)) ®Vdxy A Ndzy, + p(z,p) ® Va/apk\/ dry A+ ANdxy,

_ |9 _ 3 (pdrj —xipi\ (O
- {apkﬂp(a%p) h( 2 o o(x,p)| @ Vdxy A+ ANdxy,

_[2 i S
= [apkw(w‘,p)Jr%cp(x,p)]@ dzi A - Adxy,.

Entonces Vy/gp, (51) = 0 siy sélo si [%cp(m,p) + %go(a:,p)} ® Vdxy A--- ANdzy, = 0, lo cual es

equivalente a que %w(m, p) + %@(az, p) = 0. Asi tenemos que esto ltimo es lo mismo que la ecuacién

1T

_ﬁw(aj?p)‘

me(m’p) =
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En donde dicha ecuacion se satisface con
o(x,p) = ¢(x)e P/,
con ¢ una funcién en R”. Y por tanto,

§; = ¢(x)e*i$'p/2h @ \/dxi A -+ Adxy,. (5.34)

|51/ :/|x2d"aﬁ.
R

Ahora hagamos un tratamiento andlogo para describir la forma en que se escriben las secciones del espacio
de semi-forma para la polarizacién compleja P’. Empecemos por mostrar que v/dz1 A - - - A dz,, es una seccién
polarizada de 6%,.

Cuya norma viene dada por

Sea (3 una seccién de K pr, es decir una n-forma del estilo 8 = f(z,Z)dz1 A -+ A dz, con f una funcién
en C". Luego, decimos que /3 es una seccidn polarizada de K ps si satisface que Y (df) = 0 para cualquier
campo vectorial Y en P’. Se sigue entonces que para Y = 0/0%Z, k = 1,2...,n, Y1(dB) = 0siy sélo si
para vy, ..., v, € TN

Yi(dB)(v1, ... vn) = dB(0/0Z,v1, ..., vn) = %d@- Adzy A--- Adzy(8)0Zg, v1, ..., vp) = 0.
J
Por tanto
Y—'(dﬁ)(vla s 7vn) =0

si y s6lo si 0f/0z, = 0, es decir, f es independiente de Z. Entonces podemos escoger dz; A --- A dzy,

como una seccion polarizada de K ps. Eligiendo a dp trivial y v/dz1 A --- Adzy, tal que V/dzy A -+ Adz, ®
Vdzi N+ Ndz, = dzy A -+ A dzy,, entonces utilizando la propiedad dada en la igualdad (5.18), de manera
analoga a los casos anteriores, se ve que v/dz; A --- A dz, es una seccién polarizada de dpr como se queria
probar.

Buscaremos ahora las secciones polarizadas de L ® dps para definir lo que serd nuestro espacio de Hilbert
de la semiforma. Formemos entonces el producto tensorial L. ® dp/. Sea so una seccién en L ® dps, sabemos
que podemos descomponer localmente a las secciones de éste haz lineal como

sg = F(2,Z) @ /dz1 N\ -+ Ndzy,

con F(z,Z) una seccion en L'y v/dz1 A - - - A dz, una seccién en dpr.

Sean Y}, campos vectoriales arbitarios en P.Y, =0 /0Zk, k = 1,...,n, buscamos las secciones en L ® J pr
tales que

Vy,(s) =0.
Por tanto, para sy tenemos que

Vyi(s2) = Voz, (F(2,2) @ \/dz1 A - Ndzp)

= v(')/%k(F(Z,f)) ®@\dz1 N+ Ndzp + F(2,2) ® V@/agk(\/ dzi N\ -+ Ndzy)

= Vooz, (F(2,2)) @ Vdz1 A -+ Ndzp.

Lo cual es igual a cero si y s6lo si
Voo, (F(2,%)) = 0.
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O equivalentemente, si se cumple que

0 . 1 —z;dZ; +Z;dz; 0 . 0 _ 2k .
F Y NVhaiad'} Nasiad) F — F F —
azk (272) h < 22 ) <82k> (Z7Z) 82]4; (Z7z)+2h (Z,Z) O

Dicha ecuacién diferencial tiene por solucion,
1.2
F(z,%) = G(z)e FF/2,

con GG una funcién holomorfa en C". Asi, s es de la forma sy = G(z)e_‘2|2/2h ® \/dz1 A -+ Ndzyp, con G
alguna funcién holomorfa en C". Ademads, si s; = Fj(z) ® v/dz1 A -+ Adzp, © = 1,2, son dos secciones en
L ® dpr, tenemos que su producto interno esta dado por

(51,52):/ Fl(z)Fg(z)e_|Z|2/hd"z,

., _|»|2 .
por tanto para una seccién s = F'(2)e 2I*/2M en I @ §pr su norma viene dada por

s = [ PGP
Cn

Recapitulando, hemos obtenido los espacios de semi-forma asociados a las polarizaciones Py P’. Decimos
que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P es el espacio de secciones polarizadas en L ® 5}% tales
que su norma es finita. Denotemos por ; al conjunto de secciones {s|s € L ® 65, Vxs=0,YX € P, |s| <
oo0}. Mds atin, podemos identificar al espacio #H; con el espacio de funciones de cuadrado integrable en R™
mediante el mapeo

M:H — L*R",d"x)
pla)e 2 @ \Jdzi A Ndzy — ().
Igualmente, tenemos que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P’ es el espacio que consta de
secciones polarizadas en L ® dps cuya norma es finita. Lo denotaremos por Ho = {s|s € L ® dpr Vys =

0,VY € P’ |s| < co}. Podemos hacer la identificacién de dicho espacio con el espacio de Segal-Bargmann a
través del mapeo

P:Hy — HL*(C", un(2))
F(z)e_‘ZP/Qr1 RVdzi AN Ndz, —  F(z2).

Sean s1 = ¢(x)e"P/2h @ \/daq A - A day, una secciénen Hy y so = F(2)e /2@ \/dzy A A dzy

una seccion en Ha. Tenemos el siguiente apareamiento

(s1,82)ppr = ¢ ) M(s1,52)A (5.35)
Rn

. C1a2
= c/ (@Z)(x)eﬂ%}; ®\dxi A--- Ndzxy, F(2)e 7 ®Vdzr AN A dzn> d"pd(5.36)
R2n

2
i Tp —lz

= c/ (Y(x)e "2n , F(z)e 2n ) (\/d:cl A Ndazp,\/dzi A N dzn) d"pd"xz (5.37)
R2n

= c/ w(a:)F(z)e(ix'p_|zl2)/2hd”pd”x, (5.38)
R2n
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el paso para llegar a la dltima linea es justamente el cdlculo

<\/d561/\--~/\d1:n,\/dzl/\.../\dzn> -

1/2
B ((\/dxl/\"-/\d:cn®\/da:1/\'~/\d:cn)/\(\/dz1/\‘--/\dzn®\/dzl/\--'/\dzn)> /
o b\

dzi A Adag Adz A+ Adzy \ Y2
(_i)n(_l)n(n-}—l)/?(dp A dx)n

1/2
(=3)"(=1) T 2dp) Aday - - dpy A day, / _1
(=) (—1)"("*tD2dpy A dxy - - dpy A dzy, N

en donde se ha multiplicado de manera conveniente el denominador que aparece en la férmula por la constante
b= (_1)n(n+1)/2(_i)n.

Regresando al célculo del apareamiento, como HL?(C, Hon(t)) tiene la propiedad de poseer nicleo repro-
ductor podemos escribir a F' como

(2) = (Trili)" /n F(w)ezﬁﬁe_#dnw, w=a+1if. (5.39)

!

Entonces sustituyendo (5.39) en (5.38) tenemos

izp _ x24p?

W w2 ix- 2
Grospe = o [ 5@ ([ Pt aw) - ape
™ R2n n

c - ew _|w? 2 _"p'ﬁer'pfﬁn n__ mpaqn
= o [ @@ [y dadsia
RSn n
- W \w|2 z2 — E2 14E7CL‘2
- (@) F(w)evan— & i | (4ha)™2e 0 rod Bd
(Wﬁ)n RS'VL
2nc R \w\2 762+2\/§I<E71

2
- / ()F(w)e™ " e~ 2 d"ad"Bd"z
R3n

Luego, definiendo la funcién K como

1 w2 42V22 W—2?
K($7w) = We 2h
escribimos
2"c N
(s1,82)ppr = ——— Y(z)F(w)K(z,w)e” & d"ad"pd"z. (5.40)

Por otra parte, el mapeo Apps : Hi — Ho es tal que para s1 € H,

Appis) = G(z)e_lzw% R \/dzy N Ndzy, € Ho.
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Por tanto tenemos

<APP/817 82>H2 = . (APPISl’ 52) = ’_‘(APP/Slj 82)
= / (G(Z)e*|2|2/2h7 F(2)67|Z|2/2fz)dnz — %F(Z)eilzﬁ/hdnz
cn Ccn
= [ GEF)e H/dpd e,
R2n

Y puesto que buscamos que se cumpla la relacion (s1, s2) ppr = (Apprsi, S2)9,, eligiendo ¢ = (wh)”/4,
obtenemos entonces que

w 2 R
Y(z)F(w)K (z, w)e_% d"ad"Bd"x = G(w)F(w)e_‘wP/hdnad”ﬁ.
R3n R2n

Por tanto,

5.6.2. Transformada de Segal-Bargmann Invariante

Afirmacioén 5.6.2 Sea la variedad simpléctica N = T*R"™ = R?" la cual representa a nuestro espacio fase
con coordenadas x1,...,Tn,P1,--.,Pn, en donde los x, representan las posiciones y los py representan los
momentos. La forma de volumen en N estd dada por \ = dpy N dx1 A --- A\ dp, A dxy, consideremos a L
n
como el haz trivial con 1-forma de conexion 6, = Zpkd:rk y derivada covariante Vx = X — %91 (X).
k=1
Consideremos también una polarizacion real y una compleja dadas por

P = (9/opy), k=1,....n
P o= (9)0z), k=1,...,n,

en donde z, = xp, — ipy, para k = 1,...,n. Entonces los elementos s del espacio de semiforma para P tienen
la forma

s=(x) @ +\/dxy A -+ Ndxy, (5.41)

para alguna funcion ¢ en R"™. Llamaremos espacio de Hilbert polarizado verticalmente al espacio de secciones
polarizadas s de L ® ép para las cuales

Isi = | let@Pds <.

Los elementos s del espacio de semiforma para P’ tienen la forma
s = F(z)e_pQ/% ®@\dzi N Ndzp, (5.42)

con F alguna funcion holomorfa en C, z = (x1 — ip1,...,Tp — ipn) y p? = p% 4+ -+ p%, y en donde su
norma puede ser calculada como

—p? n mn
sl = [ PP e,
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De hecho es posible hacer la identificacion del espacio de Hilbert polarizado verticalmente con el espacio de
Hilbert L*(R"). Andlogamente, el espacio de Hilbert de la semi-forma para P' podemos identificarlo con el
espacio de Segal-Bargmann invariante HL*(C", e P*/ hdnzdp).

Con estos elementos definimos el mapeo de apareamiento App: : H1 — Ho tal que para la seccion
51 = ¢(r) ® dr en L ® 85 le corresponde App:(s1) = G(z)e P /" @ \/dzy A+ Adzy, con G una funcién
holomorfa, y es tal que

(s1,82)ppr = (Apprst, 52)1, = (51, Apprsa)u, -

Entonces tenemos que
i) El mapeo App: : H1 — Hs estd dado por

1 / ef(zfq)2/2ﬁdnq€*p2/2ﬁ R Vdz1 N+ Ndzy,.

Apprs) = — —
PR (why ) Ja

ii) El mapeo A}, puede ser calculado como

Apprsa = F(x — ip)e*p2/2hd"p ®@dxy N Ndxy,

R"

iii) El mapeo (mh)"*(2nh)™?App: es unitario.

Demostracion: De manera analoga al caso de la Transormada de Segal-Bargmann clésica, cuando nuestra
variedad simpléctica es N = R?", considerando a L como el haz trivial en N y a la polarizacién vertical,
podemos llegar a concluir que dx es una seccion polarizada de K p, queriendo decir que /dx1 A -+ - A dz, ®
Vvdxy A+ Ndx, =dxy A -+ Adx,. Luego v/dxi A - - - A dx, es una secion polarizada de 5%

Entonces podemos formar el haz lineal L®4$, el cual tiene por secciones a aquellas que se descomponen lo-
calmente como s = Q(Z1 ..., Tn, P1, - - -, Pn)RVdx1 A - - - A dxy, las cuales son polarizadas en L®5}C:, siy s6lo

si Vy (s) = 0 para cualquier campo vectorial Y en P. Sean s = ¢(z1...,Zn,P1,...,Pn) @Vdx1 A+ Adxy,
una seccién en L ® 5}9 y Y, = 0/0pg, k = 1,2,...,n, campos Vectorlales arbitrarios en P ; escribiendo

(1...,%n,P1,...,pn) = (x,p) tenemos que
= (Va/apkgo z,p)) ® \/dxi A+ Adzy + p(z,p) ® Va/apk\/m

= (Va/apksf?(l‘a )) dry A--- ANdxy,

0 0
= dr; | — , Vdzy A Aday,
<8p o(x,p) — hp]d% <5pk> o(z p)> ®+/dry N+ Ndx
= 0 o(x,p) @ \/dx1 A -+ ANdxy,.

o
Por tanto Vy, (s) = 0 si y s6lo si a%kgp(m,p) ®+/dxy N+ Ndx, = 0paratodo k = 1,...,n, es decir, si

—p(x,p) =0, Vk=1,...,n
ap,f( )

pero esta ecuacidn tiene por solucién ¢ = p(z1,...,2,) = ¢(x). De lo cual concluimos que

s=p(r) @+/dri A ANdzp,.
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Mids atin, el producto interno de dos secciones polarizadas en L ® 65, digamos s1 = f; ()@~ dxy A~ Ndxy,
y 52 = fo(z)v/dxy A -+ A dx, polarizadas en L ® 6%, estd dado por

(s1,82) = fi(z) fa(x)dxy A -+ AN day,.
RTL
Por tanto podemos decir que el espacio de Hilbert de la semi-forma para P es el espacio de secciones polarizadas
sde L ® dp para las cuales

]5]2 = /Rn|go(x)|2d”x < 00.

Desarrollando un procedimiento similar al que se utilizé en el caso cldsico de la Transormada de Segal-
Bargmann, considerando nuestra variedad simpléctica NV, el haz trivial L en N,y la polarizacién 0/0z, k =
1,...,n, tenemos que efectivamente v/dz; A --- A dz, es una seccidn polarizada de 5}(_5,, y ademds satisface
Vdzi N Ndzp @ /dzy A ANdzy = dzy A -+ - Adzy,, endonde dzp A - - - A dzy, €s una seccién polarizada
de K P!

Pasemos ahora a formar el producto tensorial L ® dps, en donde una seccion s en L ® dps se puede des-
componer localmente como s = F(z,p) ® v/dz1 A --- A dzy, en donde a partir de ahora (z, p) se escribira en

lugar de (21, ...,Tn,p1,--.,Pn). Para dar con la forma correcta para s primero notemos que para los campos
vectoriales arbitrarios en P’, X}, = 0/0Zk, k = 1,...,n se cumple que
0 i 0
Vi, = ——— = pyda; | ——
5T 9z ;pﬁ d <8zk>

19 9 @
20z,  20p,  20F

2

Observemos también que para e P/2h, p? =p}+ -+ p2, setiene

1 0 2 7 0 2 ) 2
—p?/2h _ - Y _-p*/2h_ °* Y _—p?/2h _ ° —p?/2h
Vxie 20y 2 Ok onPke
— G pjen _ L p2yon
onLPRe onLRe
= 0.

Entonces si s es cualquier seccién en L&J pr, podemos escribirla como s = F'(z, Z)efPZ/ 2h\/dzy A - A dzp,
para alguna funcién compleja F'. Tal seccion es polarizada si y sélo si Vx,s = 0, y dado que Vx,s =

Vi, (F<z,z)e-p2/2ﬁ ® \/dz A A dzn> = Vi (F(z,2)e P I"M@n/dey A A den+(F(2,2)e 7 /2M)e
Vdzi A -+ A dzy, se sigue que Vx, s = 05siy sélo si VXk(F(z,Z)e_p2/2h) = 0. Por tanto, como

Vx(F(2,2)e P2 = ¥ o (F(z2)e )

GETS
= Meiﬁ/% + F(2,Z)V _a e P2
0z, oz,
— aie—pQ/Qﬁ
0z, ’
se sigue que %e—ﬁ/ 2 — (0 siy sélo si F es una funcién holomorfa en C". Asfi, s es de la forma s =

F(2)e P*/?" @ \/dz; A--- A dzp, con F una funcién holomorfa en C".



Apareamientos y la Transformada de Bargmann 110

Ademas, tenemos que el producto interno de dos secciones en L&J§pr, s1 = F} (z)e*pQ/ 2h/dzi N~ Ndzp
y §o = Fg(z)e_p2/2ﬁ ® Vdz1 A -+ A dzy, estd dado por

(s1,82) = / Fl(z)Fg(z)e_pQ/hdzl A~ ANdzp,

y por tanto, para una seccién sen L ® dpr, § = F(z)e‘p2/zh ® v/dz1 A --- A dzy,, se tiene que su norma estd
dada por

—p2/hm
Isif = [ 1PG)Re e,

Recapitulando, hemos obtenido los espacios de semi-forma asociados a las polarizaciones Py P’. Decimos
que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P es el espacio de secciones polarizadas en L ® 5}9
tales que su norma es finita, lo denotaremos por H1 = {s : s € L ® 6§, Vxs = OVX € P, ||s| < oo}
Identificamos a tal espacio de secciones con el espacio de funciones de cuadrado integrable en R™ mediante el
mapeo

M:H, — L*R" d")
o(x) @\ dri A+ Ndzp, — @(z).
Igualmente, tenemos que el espacio de Hilbert de la semi-forma asociada a P’ es el espacio que consta de
secciones polarizadas en L ® dps cuya norma es finita;lo denotaremos por Hy = {s : s € L ® ¢, Vys =
0, VY € P, ||s|| < oco}. Podemos hacer la identificacion de dicho espacio con el espacio de Segal-Bargmann
invariante a través del mapeo
P:Hy — HLAC", e P /"d"xd"p)
F(z)e_pg/% RVdza AN Ndz, —  F(z2).

Sean s1 = (z) ® Vdzi A Adzn y s2 = F(2)e /2" @ \/dz1 A+ A dzy, secciones en H; y Ha,

respectivamente. Calculemos el apareamiento (s1, s2) ppr,

(s1,82)ppr = /2 M (go(a:) ®\dxy A A dmn,F(z)e*p2/2h ®@Vdzi A A dzn> d"pd"x
R n

= / go(x)F(z)e_p2/2h <\/dw1 Ao Ndzp, \/dz A A dzn) d"pd"z.
R2n
Ahora, considerando b = (—4)"(—1)""*+1/2 tenemos que

<\/d:c1/\--~/\d1:n,\/dzl/\--'/\dzn>

1/2
B ((\/dxl/\"-/\d:cn®\/da:1/\'~/\d:cn)/\(\/dz1/\‘--/\dzn®\/dzl/\--'/\dzn)> /
- b\

[z A Adwy Adz A Adz, P
-\ (=) (=)D (dp A da)

1/2
_ (_i)n(_l)(n—i-l)n/del Ndzy -+~ dpn N\ doy / —1
B (—i)7(=1)*(+D2dpy A dzy - - - dpy, A dxy -

Entonces,

(s1,82)ppr = /2 cp(x)F(x—ip)e_p2/2hd”pd”x. (5.43)
R n
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Por otro lado, dado que queremos encontrar el mapeo de apareamiento App: : Hi — Ho tal que para sq,
Appi(s1) es de la forma G(z)e‘p2/2ﬁ ® v/dz1 A\ -+ N\ dz, con G una funcién una funcién holomorfa en C",
y para sa, A} /52 es de la forma &(x) ® v/dzy A - - - A dzy,, con € una funcién de cuadrado integrable en R?",
Luego

(App/(s1),82)1, = (51,Apprs2)w,
= [ 1A
Rn
= [ (@ e VI A A g © VA A Ada)
- [ S@e@

Asi, por (5.43), se sigue que

| e@re = e s = [ S,
R?TL

n

Esto a su vez implica que
/ F(z —ip)e ™/*d"p = ¢(x).

Por tanto, hemos encontrado que A}, 5, (s2) tiene la forma fRn F(x — z‘p)e*pQ/ 2hqnp @ \/dxy A - - A dap,.
En conlusién, podemos decir mediante los mapeos de identificacion M y P, que el mapeo A pp es tal que para
F(z) € HL2(C", e ?*/hdmpdnz) se tiene que ANpp F(x) = [pn Fz — ip)e P /2hdnp.

Fijemos ahora una funcién holomorfa F' en C" de cuadrado integrable sobre R tal que en las direcciones
imaginarias tiene un crecimiento moderado. Definamos la funcién f en R™ como sigue

e~ P?/2h
— Y n
hiw) = [ P —ip) | G| (5.44)
e~ /2h
(2mh)1/2’
del calor y satisface la ecuacién del calor du/0h = (1/2)Awu. Luego, por las hipdtesis que hemos hecho sobre
F'y ®, podemos derivar f; y obtener

denotemos por ®(p, k) a la funcion la cual es justamente el la solucién fundamental de la ecuacion

O fn

1
on T aBh

También la funcion fj, satisface

i f(z) = F(x).

Entonces A}Z p I’ se obtiene de aplicar el operador inverso del calor, salvo una constante, a la restriccion de F'
a R". Asi tenemos que

(A5 p )L f = (2mh)"/?(continuaci6n analitica de "2/2 f),
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donde ¢"2/2 f es 1a solucién a la ecuacién del calor en el tiempo %, con condicién inicial f. Y ya que ésta puede
escribirse como la convolucién f * @, se tiene entonces que

n

W) () = [ I @)

Justamente (A% )~ es lo que reconocemos como la Transformada de Segal-Bargmann invariante, salvo un
factor constante. u



APENDICE A

Sobre el oscilador armdnico

En este apéndice recojemos algunos de los resultados mds representativos respecto al modelo del oscilador
armonico. Se presentaran resultados cuyas demostraciones pueden consultarse en [3]. Como sabemos, en el
esquema clasico el formalismo Hamiltoniano nos indica que las ecuaciones de Hamilton se satisfacen para una
funcién suave H en el espacio fase, dicha funcién fisicamente representa la energia del sistema y es llamada
funcién Hamiltoniana. Resulta que podemos encontrar su andlogo en el esquema de la mecdnica cudntica y es
el llamado operador oscilador arménico cuéntico, o bien, operador Hamiltoniano cuéntico.

Consideremos el espacio de Hilbert L2(R", dx), y los operadores lineales definidos en ciertos subespacios
de éste espacio, denotados por Z y p y definidos por

d
Tr = o f(x), ﬁk:—ih—f, k=1,...,n. (A1)
dzy,
Los cuales satisfacen las R. C. C. [Zy,p;] = ihdy I. Consideremos n = 1, por simplicidad. Definimos los

operadores de aniquilacién (decaimiento) y creacién (crecimiento) como sigue

& +ip . E—ip
, a = .
V2 V2

El nombre apropiado para estos operadores es el que aparece entre paréntesis, y se llaman asi porque justamente
lo que hacen estos operadores es disminur o incrementar el valor propio para el Hamiltoniano que describire-
mos a continuacién. Sin embargo, la terminologia que usamos en el documento para los nombres de dichos
operadores realmente es el que utiliza en la teoria cudntica de campos y viene del hecho de que estos operado-
res mapean al espacio de n-particulas a otro espacio de (n — 1)-particulas o al espacio de (n + 1)-particulas,
respectivamente.

El oscilador arménico cudntico generalmente esta dado por H = 2—(]92 + (mw#)?) endonde k > 0y w
m
es la frecuencia del oscilador arménico.
Notemos que podemos escribir al oscilador arménico cudntico en términos de los operadores de creacion y
aniquilacion,
H = hw(a*a+ (1/2)I),
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en donde I es el operador identidad. Supongamos también que L?(R", dx) satisface la condicién de irreduci-
bilidad bajo a* y a. Definamos F := a*a. Tenemos entonces que se satisfacen las siguientes propiedades:

i) [a*,a] =I.
ii) F es un operador positivo y autoadjunto.
iii) [a, F] =ay[a*, E] = —a*.
iv) Sea v # 0 un vector propio para £ con valor propio A. Entonces
E(av) = (A—1)av E(a*v) = (A+1)a"v.
v) Existe N > 0 tal que a’¥v # 0, pero a™V *lv = 0.

Dado que FE tiene al menos un vector propio v, podemos encontrar un vector distinto de 0, v tal que avg =
Evg = 0. Como E no puede tener valores propios negativos, podemos encontrar un valor propio inferior a todos
los demads, su correspondiente vector propio serd entonces v y es el llamado vector de estado base. Siguiendo
con la notacion, definiendo los vectores v, := (a*)"1 para n > 0, tenemos que se satisface lo siguiente para
n,m > 0.

vi) a*v, = vpy1-

vil) Ev, = nu,.

viil) (v, V) = n6pm.

ixX) avpy1 = (n+ Duy,.

x) Los vectores {1, } 7, forman una base ortonormal para el espacio de Hilbert cudntico.
En cuanto a los mapeos de precuantizacién y cuantizacion se tiene lo siguiente.

Proposicién A.0.1 Considere el oscilador arménico de la forma H (x,p) = % (p? + (mwzx)?). Entonces para
todo niimero entero n, el niimero nhw es un valor propio para Qpre(H).

Proposicién A.0.2 Para cualquier oo > 0, sea H,, el subespacio de L?(R*™) formado por las funciones suaves
 que satisfacen la condicion Vg 5z, ¢ = 0.

Entonces H,, es un subespacio cerrado de L?>(R?") y es invariante bajo los grupos unipardmetricos gene-
rados por Qpre(xj) Y Qpre(p;). Mds aiin, Qpre(;) y Qpre(pj) actiian de manera irreducible en H.,.

Proposicion A.0.3 Considere el oscilador arménico con Hamiltoniano H = (1/2)(p* + (mwz)?). Considere
también el subespacio H, de la proposicon anterior con o = 1/(mw).

Entonces H, es invariante bajo el operador Qpre(H). Mds aiin, la restriccion de Qpre(H) a Ho tiene
espectro no negativo formado por los valores propios de la forma nhw, con n un entero positivo.

Proposicién A.0.4 Considere R? =2 T*R con la polarizacién de Kihler P dada por la coordenada global
z = (z —ip)/(mw), para algin nimero positivo w. Tomemos dp trivial y con seccion trivializante v/ dz.
Considere también el oscilador arménico H := (p* + (mwzx)?)/2m.

Entonces Xy preserva Py en el espacio de Hilbert de la semiforma el operador Q(H) tiene espectro
formado por los niimeros de la forma (n + 1/2)hw, donde n = 0,1,2. ...



APENDICE B

Estructuras complejas

Cualquier espacio vectorial real puede ser complejificado.

En este apartado como lo dice la afirmacién anterior describiremos a grosso modo el proceso que nos
describe la complejificacion de un espacio vectorial real.

Consideremos un espacio vectorial real /. Una estructura compleja en W es una transformacion lineal
J: W — W tal que J?> = —1I, en donde I denota al operador identidad. Se puede notar que la existencia de
una estructura compleja en el espacio vectorial real W implica que la dimension de W debe ser par.

Dado el espacio vectorial real V' con dimensidn real n, consideremos la suma directa V' @ V' vista como un

espacio vectorial sobre el campo real R.

Afirmacion B.0.1 Sea el conjunto {ey, e, ..., e,} una base de V, se tiene entonces que el conjunto
{(e1,0), (e2,0),...,(en,0),(0,e1),(0,€e2),...,(0,ep)} es una base de V& V. Se verifica también que
dimrV ®V = 2n.

Dotemos a V' @ V con la estructura compleja J definida por

J: VeV — VeV
JX,)Y) = (=Y, X).

Definamos en V' & V' la multiplicacién por un escalar complejo como sigue
(a+iB)(X,Y)=a(X,Y)+ BJ(X,Y) =a(X,Y)+ B(-Y, X) = (aX — fY,aY + 8Y). (B.1)

Hemos obtenido por tanto al espacio vectorial complejo V' @ V' a partir del espacio vectorial real V @ V
doténdolo con la multiplicacién compleja dada en (B.1). Denotaremos por VC al espacio vectorial complejo
V @ V. Entenderemos al espacio vectorial complejo V'€ como la complejificacién del espacio real V.

Afirmacién B.0.2 El conjunto {(e1,0), (e2,0),..., (en,0)} es una base del espacio V. Se verifica también
que dimcVC = n.

En conclusion, dado un espacio vectorial real V' de dimension real n con una estructura compleja, lo que hemos
conseguido es asociarle un espacio vectorial complejo V' de dimensién compleja n.
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