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Introduccion

Este trabajo se debe un poco a mi gusto por la Quimica y la Teoria de Graficas, los temas
que aqui se abordan tienen un impacto dentro de la Quimica Combinatoria. Esta rama de la
Quimica se encarga del estudio y la prediccién de la formacién de diferentes compuestos con
base en los ya conocidos, a los que denomina “Biblioteca Quimica”, a partir de estos utiliza
métodos matemadticos de sintesis para predecir la probabilidad de formacién y de estabilidad
de nuevos compuestos, y su comportamiento y propiedades fisicoquimicas, es principalmente
utilizada en la producciéon de farmacos y en la Quimica Organica. La Teoria de Gréficas es
una herramienta muy fuerte para la Quimica, ya que las moléculas pueden modelarse como
graficas conexas en las que cada elemento es representado por un vértice y el enlace quimico
entre dos 4tomos por una arista.

Asi, al estudiar ciertas propiedades de las gréaficas asociadas a los compuestos, se encuentra
una relacién casi natural entre estas y las propiedades fisicas de dichos compuestos quimicos.

En el contexto de la Quimica Combinatoria se llaman indices topoldgicos a ciertas propiedades
que se relacionan directamente con la estructura de la materia, tal como el indice de Hosoya,
que fue introducido por Haruo Hosoya en 1971, el cual cuenta el nimero total de apareamientos
en una grafica y el indice de Merrifield-Simmons, introducido por Richard E. Merrifield y
Howard E. Simmons en 1989, este cuenta el nimero total de conjuntos independientes en una
grafica.

En este trabajo estudiaremos a detalle los resultados obtenidos por Kexiang Xu, Jianxi Li
y Lingping Zhong en [1]; estos resultados determinan qué gréficas poseen indices de Hosoya
y Merrifield-Simmons méaximos y minimos, dentro de los conjuntos de graficas conexas con
conexidad puntual y lineal a lo mas k, con 1 < k <n — 1.

En el primer capitulo se presentan los elementos necesarios de la Teoria de Graficas que nos
servirdn para trabajar con comodidad y demostrar con argumentos sélidos los resultados que
se presentan en el articulo. En el segundo capitulo se da la teoria que envuelve a los temas
centrales que son la conexidad en graficas, los apareamientos y los conjuntos independientes
en una grafica.

El tercer capitulo se basa en el desarrollo del articulo y en él, se demuestran a detalle los
teoremas, lemas y proposiciones que lo comprenden. Asi como una diversidad de ejemplos que
clarifican la importancia de dichos resultados.

Por tltimo, el cuarto capitulo tiene como finalidad ilustrar de manera general como se aplican
los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons dentro del drea de la Quimica Orgédnica, para
mostrar la relacién que existe entre el niimero total de apareamientos y de conjuntos indepen-
dientes de las grafica asociadas a algunos compuestos quimicos con su punto de ebullicién.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1. Elementos de la Teoria de Graficas

En este capitulo daremos los elementos basicos de la Teoria de Graficas, algunos teoremas,
corolarios y observaciones derivados de los conceptos elementales. El orden de la presentacion
de cada resultado es importante, ya que se utilizaran en forma consecutiva, por lo que se dara
por sentado un resultado una vez obtenido. En este trabajo tomaremos como primer elemento
de los nuimeros naturales al cero.

La Teoria de Graficas es el estudio de una pareja de conjuntos discretos y algunas de sus
propiedades. Una grafica se define como G:= (V(G), A(G)), en donde el primer conjunto
es finito y diferente del vacio, es llamado el conjunto de los vértices de G y es denotado por
V(G), y el conjunto A(G) es llamado el conjunto de las aristas de G, donde A(G) es un
conjunto de parejas no ordenadas de elementos V(G), tales que si {z,y} € A(G) tenemos que
x # y. La grafica mas sencilla es la trivial, que es un solo vértice y su conjunto de aristas es
vacio.

Por comodidad denotamos a la pareja {z, y} simplemente como zy, notemos que son pares no
ordenados, asi xy=yx, donde x, y son llamados los extremos de la arista xy y decimos que =
es adyacente a y y viceversa o bien que x y y son mutuamente vecinos. Si xy no pertenece
a A(G), entonces decimos que x y y no son adyacentes. En muchas ocasiones denotaremos a
los elementos de A(G), como a;, o simplemente a, en lugar de xy, de esta manera diremos que
a incide en x y v, si estos son sus extremos. Cuando tenemos dos aristas, tales que a1 = zy y
as = xz, Yy # z, decimos que ay y as son aristas adyacentes, es decir, si dos aristas inciden
en un mismo vértice, entonces son adyacentes.

La grafica G = ({v1, v2, v3, v4, U5, Vg, U7, US, V9 }, {a1, ag, as, as, as, ag, a7, ag}) se representa geo-
métricamente en la figura 1.1.

Gl . 12 V3 12, Vs Vg Vg
a, a a3 a, a, Jag

Figura 1.1: Grafica simple



1. Conceptos preliminares

1.1.1. Subgraficas

En general en el estudio de las estructuras matemaéticas, se estudian sus subestructuras, en
grupos los subgrupos, en espacios vectoriales los subespacios vectoriales y en Teoria de las
Graficas las subgraficas.

Sean H = (V(H),A(H))y G = (V(G), A(GQ)) dos gréficas, tales que V(H) C V(G)y A(H) C
V(QG). Decimos que H es subgrdfica de Gy denotamos por H < G.

Una vez definidas las subgréficas, veamos que hay diferentes tipos de ellas, esto depende de los
subconjuntos que tomamos. Asi, tenemos a las subgrdficas generadoras que son aquellas
en las que se cumplen las condiciones V(H) = V(G) y A(H) C A(G), por otro lado, las
subgrdficas inducidas, que se subdividen en subgrdficas inducidas por un subconjunto
de vértices las cuales cumplen que B C V(G) vy A(H) = {zy € A(G): z,y € B}, denotamos
por G[B] a la subgréfica inducida por B y las subgrdficas inducidas por un subconjunto
de aristas definidas por V(H) = {z,y € V(G): zy € S} y S C A(G), denotando a la
subgrafica inducida por S, como G[S]. En particular la subgréfica inducida por el conjunto
V(G) — {z} se denota por G — x, en caso de que se tome un conjunto con mas de un vértice,
tenemos B C V(G), V(G) — B que se denota por G — B. De manera similar si a € A(G),
tenemos que A(G) — {a} se denota por G — a, en donde también se puede tomar un conjunto
S C A(G), obteniendo A(G) — S y denotamos por G — S.

Veamos en la figura 1.2 a la Gréafica G, de ella podemos obtener una subgréfica generadora,
como Hj en la figura 1.3.

GS: X1 @

a;

X5

Xs

8
[ J L J
Xo X10 X11

Figura 1.3: Subgrafica generadora de G3

Si consideramos al conjunto Vo = {x1, x3, x5, x¢, 7, 8, 11 }, podemos observar en la figura 1.4
a la grafica Hy, que es la grafica inducida por Vo C V(G3). Notemos que Hj tiene a todas las

2



1.1. Elementos de la Teoria de Graficas

aristas de G'3 con extremos en Vs, y de igual manera para un subconjunto de aristas, podemos
ver en la figura 1.5 a Hs, la subgréfica inducida por As = {ae, as, as, as, as, ag, a10,a11,a12},
tal que A3 C A(G3). En Hs se incluyen a los extremos (vértices) de cada arista.

X1
X3
Xs

Xe X7 Xg

Figura 1.4: Subgrafica inducida por V5 C V(G3)

az asz

) Ay agy

Figura 1.5: Subgrafica inducida por Az C A(G3)
Ahora, para x1 € V(G3), haciendo G3 — x12, obtenemos la grafica representada en la figura

1.6, asi mismo para V5 C V(G3), tal que Vs = {x1, x5, 7,211, 12}, obtenemos G3 — V5 que
es la subgréfica representada en la figura 1.7.

X2 X3 Xy

Figura 1.6: G3 — 12

Cuando a G35 le quitamos la arista a12, como en la figura 1.8, obtenemos la grafica G3 — a19,
esto se puede generalizar para un subconjunto de aristas, sea A; C A(G3s), tal que Ay =
{a1,a9,as5,a7,as,a12,a15}, asi, tenemos G3 — A7 representada en la figural.9.

Cabe senalar que cuando se borra un vértice en una grafica, se elimina el vértice y las aristas
que inciden en él, mientras que cuando se borra una arista de la grafica, sélo se elimina la
adyacencia entre sus extremos.

Observacién 1.1.1. Se puede ver que en toda grdfica G:

v La grdfica trivial es una subgrdfica de G y se obtiene al borrar vértices de G, excepto
uno.



1. Conceptos preliminares

X2 X3 Xq

X6

X9 X10

Figura 1.7: V5 C V(G3)

Figura 1.8: G3 — a9

= G— 8, con S un subconjunto de aristas, es siempre una grifica generadora, ya que sélo
se borran las aristas de S en G y el conjunto de vértices de G — S es el mismo que el

de G.

1.1.2. Orden, tamano y grado de una grafica

El orden de una grifica G, es el nimero de elementos en V(G) y el tamano de G, es la
cantidad de aristas en A(G). Utilizamos ng y m¢g para referirnos al orden y el tamano de la
gréafica G, respectivamente (en ocasiones sélo se utilizardn n, m en lugar de ng y mg).

Para un vértice v, definimos el el grado de v en G, como el nimero de aristas de G que
inciden en v y lo denotamos por dg (v). Cuando es evidente la gréfica de referencia escribimos
simplemente d(v). Definimos la vecindad de v como el conjunto N¢ (v)= {u € V(G) : vu €
A(G)}; es decir, Ng(v) es el conjunto de vecinos de v en G. Observemos que en una grafica
simple, dg(v) = |Ng(v)|.

Definimos y denotamos a la vecindad cerrada de v, con v € V(G), como el conjunto
Nglv] = N(v) U {v}. Para S C V(G), decimos que la vecindad de S en G, estd dada por el
conjunto Ng(S) = {u € V(G) : uv € A(G) y v € S}, por lo que la vecindad cerrada de S en
G se define como Ng[S] = Ng(S)U S.

Si en una gréfica se tiene un vértice v tal que d(v) = 0, llamamos a v vértice aislado; en el
caso en que d(v) = 1, decimos que v es un vértice terminal.

El grado mdzimo de G, es A(G) = max{d(v) : v € V(G)}, de manera similar, el grado
minimo de G es §(G) = min{d(v) : v € V(G)}. De las definiciones de grado maximo y grado
minimo de G se tiene que §(G) < d(v) < A(G), para todo v € V(G).

El siguiente resultado es conocido como el primer teorema de la Teoria de Grdficas,
este teorema describe la relacién que existe entre la suma de los grados de los vértices de G

4



1.1. Elementos de la Teoria de Graficas

[
as
o———o
@T ag
Qg 19 aq
[ @ @
13
14
A6 a7

Figura 1.9: Gs — A7

y el tamano de la grafica.

Teorema 1.1.1. En cualquier grdfica G,

2m = Z d(v).

veV(Q)

Demostracion. Notemos que una arista a se cuenta una vez por cada vértice en el que incide,
asi en la suma de todos los grados de los vértices de GG, a es contada dos veces, por lo que la
suma de los grados de los vértices de G es dos veces el tamano de G. 0

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente enunciado.
Corolario 1.1.1. Para cualquier grifica G, la cantidad de vértices de grado impar es par.

Demostracion. Sean A = {v € V(G) : d(v) =2k, k e N} y B={v e V(G) : d(v) = 2k+1,k €
N} subconjuntos del conjunto de vértices de G. Se puede ver que AUB =V (G) y ANB = (),
ya que un grado siempre es par o impar, pero no los dos, por lo que:

am= Y duv)= Y dv)=)Y dv)+ > du).

veV(G) vEAUB veEA ueB

Tenemos en cuenta que

2r = Zd(v),r eN.

vEA

Ya que la suma de enteros pares es par y cada elemento en A es de grado par. De esta manera

concluimos que
2m = Z d(v) + Z d(u) =2r + Z d(u),

vEA u€eB ueB

2m = 2r + Z d(u).

ueEB

De donde tenemos

2m —2r = Z d(u).

ueB



1. Conceptos preliminares

Sabemos que la suma de enteros impares es par si y s6lo si, el nimero de sumandos es par. [

Gyt 1y v, V3 vy

Vs Vs 2 Vg 2

V10 V11 V12
Figura 1.10: G4

En la grafica G4, véase la figura 1.10, notemos que los vértices vy y v1g son terminales, el
grado de vy, vs, vs, vg ¥y v11 €s dos, el de vg y v12 es tres y por ultimo vs, vy y vs es cuatro,
de esta manera sabemos que 6(G4) = 1y A(G4) = 4, observando con atencién, los grados de
los demads vértices estan acotados entre estos dos valores, es decir, ningtin grado es menor que
uno, ni mayor a cuatro, por lo que no existen vértices aislados en Gjy.

Al fijarnos en Ng, (v7) = {v2, vs, vs, v12}, podemos observar que |Ng, (v7)| = d(v7) = 4, y esto
pasa para cada uno de los vértices. Lo que ya se habia senalado de manera general.

Asi mismo, en esta grafica tenemos quince aristas y la suma de los grados se reduce a la
cuenta:

2(1) +5(2) +2(3)+34) 2+10+6+12 30
me, = = =2 = 15.
‘ 2 2 2

Haciendo ver que se cumple el primer teorema de Teoria de Graficas.

También podemos notar, a lo largo del texto, que en cada una de las graficas hay al menos
dos vértices con el mismo grado, por lo que podemos proponer el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. En cualquier grdafica G no trivial, existen u,v € V(Q) tales que, d(u) = d(v).

Demostracion. Sea G una gréfica, tal que V(G) = {vo, v1, ..., vp—1}, ahora supongamos que el
enunciado no es verdad, es decir, que cada vértice tiene un grado distinto, por lo que podemos
reetiquetar a los vértices con la siguiente asignacion:

d(u;) =i, para cada i = 0,1,2,....n — 1.

Asi d(up) = 0y d(up—1) = n — 1, lo cual genera una contradiccién, ya que existe un vértice
que no es adyacente a ninguno y otro que es adyacente a todos.

Por lo tanto deben existir al menos dos vértices distintos u,v € V(G), tales que d(u) =
d(v). 0
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1.1.3. Caminos en graficas

Definiciéon 1.1.1. Un camino € en una grifica G es una sucesion finita en la que se alter-
nan vértices y aristas, es decir, € = (vg, Vov1, V1, V1V2, V2, ..., Vk—1Vk, V), CON Vvi+1 € A(G),
para todai € {0,1,2,....k — 1}, de donde definimos la longitud de € como el nimero de aristas
en €, contando repeticiones, asil(€) = k; para simplificar entenderemos que € = (vg, vov1, V1,
VIV, V2, vy Vg—1 Uk, Vk) = (V0, V1, V2, ..., V). Es importante destacar que existen diferentes tipos
de caminos. Tenemos caminos cerrados, que son aquellos en los que el primer vértice y el
ultimo vértice son iguales, en caso de no ser asi, dectimos que es un camino abierto. Lla-
mamos a un camino paseo &2, si sus aristas no se repiten, una trayectoria T es un camino
en el que no se repiten vértices, los circuitos o son paseos cerrados y por ultimo los ciclos
I' son caminos cerrados de I(I') > 3, en los que no se repiten vértices, salvo el primero y el
ultimo.

A la trayectoria T' = (u = vy, v2, ..., v, = v), también la denotamos por uTv y la trayectoria

de regreso que pasa por los mismos vértices se denota por T~ = (v = vy, Vy_1,...,v1 = u) O
-1

v u.

Para la grafica G4 (figura 1.10) tenemos:

1) €1 = (v1,v2,v7,vs,v3,v2,01,v5) €s un camino abierto en G4, que repite al vértice v; y la
arista vivy, en donde (%)) = 7.

2) €» = (v1,v2,v7,08,v3,V2,v1) es un camino cerrado en G4, ya que empieza y termina en vy,
con [(62) = 6.

3) & = (vs,v1,v2, V6, V7, Vs, V12, U7, V2) €s un paseo en Gy, con [(Z?) = 8, ver figura 1.11.

%1 )

Us Ve U7

V12

Figura 1.11: Un paseo en Gy

4) T = (vs,v1,v2,v6,v7,v8) €s una trayectoria en Gy, con [(T) = 5, véase figura 1.12.

5) Podemos observar en 1.13 a o = (v7,ve,vg,v7,v8,V12,07) que es un circuito en Gy, de
longitud (o) = 6.

6) I' = (ve, v, v7,v8,v3,v2), en la figura 1.14 es un ciclo en G4, en donde (") = 5.

Us Ve U7 Vg

Figura 1.12: Ejemplo de trayectoria en G4
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Figura 1.13: Un circuito en Gy

Uy U3

Vg Uy

Figura 1.14: Ejemplo de ciclio en G4

Es clara la diferencia entre un circuito y un ciclo, en el circuito se tiene la posibilidad de
repetir mas vértices y en el ciclo no, aunque ambos sean caminos cerrados.

Denotamos a un camino que va del vértice u al vértice v, como un uv-camino y abreviamos
u%v, de la misma manera que se hizo con las uv-trayectorias uT'v.

Observacion 1.1.2. En toda grifica G:
= Todo ciclo es un circuito, pero no todo circuito es un ciclo.

= Toda trayectoria es un paseo, pero no todo paseo es una trayectoria.

Teorema 1.1.3. Todo uv-camino contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la longitud del camino. Sea ¥ = (u =
uQ, U1, ..., U = v) un uv-camino, con longitud [(¢) = k y k € N. Como consideramos que
u # v, tenemos que k > 1. Asi, si tenemos que [(%’) = 1, entonces u = ug, u; = v, entonces €
es una uv-trayectoria entre u y v.

Ahora supongamos que todo uv-camino ¢’ tal que 1 < [(¢”) < k, contiene una uv-trayectoria,
llamada 7" que cumple que I(T") < I(¢”).

Sea un uv-camino con longitud (%) = k, podemos considerar dos casos:
Caso 1. Si todos los vértices en el camino son distintos, entonces % es una wv-trayectoria.

Caso 2. Si u; = u; para algunas 4, j con i # j, supongamos sin pérdida de generalidad que
i < j,asl, si € = (u=up, U, .. Uim1, Uiy Uit 1, .o, Wj—1, Uj, Ujy1, ..., 0 = Ug), €ntonces existe
un camino ¢’ = (u = wg, U1, ..., Wj—1,U; = Uj, Uj41,...,U0 = Ug), qUE POIr Su construccién es
un uv-camino que cumple que [(€”") < I(€). Por la hipétesis de induccién sabemos que ¢’

8
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contiene una uv-trayectoria T”. Como T" C ¢’ C ¢, el teorema se cumple.
O

Teorema 1.1.4. Todo camino cerrado € de longitud impar, contiene un ciclo I' de longitud
1mpar.

Demostracion. Induccion sobre la longitud del camino.

Sea € = (vo,v1, ..., Vok—1,Vok, Uok+1 = Up) un camino cerrado, con I(¢) = 2k + 1. Asi para
k = 1, tenemos que ¢ = (v, v1, V2, V), entonces sabemos que {vovy, v1v2, v2vg} C A(G), como
G es simple se tiene que vy # v1, V1 7# V2 y Vg F Vs, por ello los vértices son diferentes dos a
dos y por definicién de ciclo ¥ = I's, que es el ciclo de longitud 3.

Supongamos que todo camino cerrado ¢’ = (vg,v1,...,v2,41 = vp), que cumple que 3 <
1(¢') =2r+1 < 2k + 1, para algunas r, k € N, con r < k, contiene un ciclo de longitud impar
2s + 1.

De donde tenemos dos casos:

Caso 1. Sea € = (vg,v1, ..., V2k+1 = vg) un camino cerrado de longitud 2k + 1. Si todos los
vértices de € son diferentes, excepto el primero y el dltimo, tenemos que € es ya un ciclo por
definicidn, tal que () = 2k + 1, con lo que € = I'yg41.

Caso 2. Si existen v; = vj, para algin 7 # j, sin pérdida de la generalidad tenemos 7 < j, asf
C1 = (V0, V15 s Vim1, Vi = Uj, Vi1, e, V2ks U2kt 1 = V0) Y G2 = (Vj = vV}, V41, ..., ¥y = vj), son
dos caminos cerrados, en donde podemos ver que I(%) = [(61) + [(62) = 2k + 1, asi, tenemos
que [(¢1) = 2t + 1 0 I(%2) = 2r + 1, es decir, como la longitud de % es impar, uno de los
sumandos debe ser impar y el otro par, supongamos sin pérdida de generalidad que (%) es
impar, asi su longitud es menor que 2k + 1, por lo que se cumple la hipdtesis de induccién.
Por lo tanto %5 contiene un ciclo de longitud impar y por transitividad de la contencién, €
contiene un ciclo de longitud impar.

O
Teorema 1.1.5. Si G es una grdfica con grado minimo &, entonces:
a) G contiene una trayectoria T de longitud al menos §.

b) Si & > 2, entonces G contiene un ciclo de longitud al menos 6 + 1.

Demostracion. Sea G una gréafica con grado minimo §.

a) Primero veamos si 6 = 0, entonces existe un vértice aislado, en tal caso existe una trayectoria
en GG con longitud cero, toda trayectoria de longitud cero es un vértice. Si § = 1 entonces
existe v € V(G) tal que tiene un vecino en G, sea w dicho vecino, entonces vw € A(G), donde
vw es una trayectoria de longitud uno. Ahora, Sea T' = (u = wvg,v1,...,Up—1,0, = v) una
trayectoria en G de longitud méxima I(T') = r, tal que r € N. Entonces como d(v;) > § > 2,
para cada v; € V(G), probemos que r > 4. Sea N(v) = {w € V(G) : wv € A(G)}, sabemos
que |N(v)| = d(v) > 4, asi v tiene dos o mds vecinos, entonces existe w € V(G), tal que
wv € A(G) y w # vy—1, lo que nos lleva a pensar que w ¢ T o que w € T. Ahora, si w ¢ T
tenemos una trayectoria T = (u = vg, v1, ..., v, = v,w), lo que contradice que T' es maxima,
por lo que cada uno de los vecinos de v esta en T'. Ahora, sea v; el primer vecino de v en
T, entonces To = (vj,Vj41,...,Ur—1,v) €s una trayectoria que cumple r > (T2) > §, ya que
N@w)U{v} CV(Ty).

b) Sabemos por el inciso anterior que existe una trayectoria T' = (vj, vj41,...,v) de longitud
al menos 6 > 2, ademds vv; € A(G), entonces el ciclo I' = (vj,vjy1, ..., 0r—1,v, = v,v;) con

9



1. Conceptos preliminares

longitud [(I') > § + 1 estd contenido en G, ya que N(v) U{v} C V(') C V(G).
O

Definicion 1.1.2. Si %1 es un uv — camino y %2 es un vw — camino, tales que el dltimo
vértice de €1 es el primer vértice de 6o, entonces podemos crear un nuevo camino ¢ con
ambos, en donde uCw = uC1v6w, a estd union de caminos la llamamos concatenacion.

Proposicion 1.1.1. SiTy y Ty son dos uv—trayectorias en una grifica G, tales que Ty # To,
entonces G contiene un ciclo.

Demostracion. Sean G una grafica, T1 y To dos uv — trayectorias distintas en G. Como 17 y
T, son distintas entonces las podemos representar como T = (u = Vg, ..., Uj, Vit 1y -y Up = V),
con 0 <i<ryTy=(u=uvog,..0,0j...0s = v), con 0 < i <s, en donde v; es el tltimo
vértice igual en ambas trayectorias desde u, es decir, viy1 # vj.

Sea v, € V(G), tal que T1 = (U = 00, ..o, Viy Vi 1y eeey Uy oy Up = 0),con 0 < i+1 < k<ry
Ty = (U = V0, vy Ui, Vj, U1y oony Vky -y Vs = V), con 0 < j < k < s, es decir, vy es el primer
vértice que pertenece a ambas sucesiones, después de v;, por lo que viTlvaz_lvi es un ciclo
en G.

O

Observacién 1.1.3. Debido a la proposicion anterior, tenemos que existe un ciclo contenido
en cualquier camino cerrado €, cuando éste contiene dos uv — trayectorias distintas.

Definicién 1.1.3. Dos uv —trayectorias 11 y Ts son trayectorias internamente ajenas,
cuando solo son iguales sus vértices inicial y final.

Proposiciéon 1.1.2. Un ciclo I' de longitud k siempre contiene exactamente dos trayectorias
internamente ajenas entre cualesquiera dos vértices.

Demostracion. Sea I'y, un ciclo de longitud k, sean u;, u; € V(I'y), tales que u; # uj, suponga-
mos sin perdida de generalidad que ¢ < j, escribiendo a I'y = (u1, ug, ..., Ui, Wit1..., Uj, ..., Uk,
up+1 = u1) se tienen las trayectorias T1 = (u;, Uit1, ...tj) ¥ To = (Wi, Ui—1..c; U1 = Upt1, Uk—1,
..., uj) internamente ajenas entre u; y uj, por la definicién de ciclo. Para demostrar que son
exactamente esas, supongamos que existe otra cuyos vértice inicial es u; y vértice final es u;,
asi T3 es una trayectoria internamente ajena a 77 y T», por lo que podemos formar los ciclos
Ty = w;Thu; Ty tuy y T = wThu; Ty tuy vy V(T3) ¢ V(Tz) y V(Tz) ¢ V(T3), entonces Ty # T'2,
contradiccion al suponer que no son tunicas. Por lo tanto se cumple el enunciado.

O

Definicion 1.1.4. Una grifica G es conexa si y solo si entre cualesquiera dos vértices u,v de
G existe un uv — camino (o uwv — trayectoria). En caso contrario decimos que es no coneza,
st una grdfica es no conexa contiene a varias grdaficas conezras, ajenas en vértices y aristas, a
las que llamamos componentes conexas de G, entre los vértices de una misma componente
conexa siempre existe un camino, el numero de componentes conexas de G se denota por c¢(G).

En la figura 1.15 observamos una grafica conexa, en el inciso a) entre cualesquiera dos vértices
hay un camino, en cambio en el inciso b) la grafica H contiene tres graficas conexas y es
imposible encontrar un camino de los vértices de una de las componentes a los vértices de
cualquiera de las otras dos.

10
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a) b)
G: H:

AN A, —

3
Grafica conexa Grafica no conexa con c(H) = 3

Figura 1.15: Graficas conexas y no conexas
1.2. Tipos de graficas, isomorfismos y operaciones con graficas

1.2.1. Algunos tipos de graficas

Las graficas se pueden clasificar de diversas maneras, una forma de hacerlo es a través de
las caracteristicas de su estructura. Asi podemos observar que algunas de ellas presentan una
secuencia u orden en las relaciones que existen entre sus conjuntos de vértices y de aristas.

Definicién 1.2.1. Una trayectoria de orden n, denotada P, es una grdfica tal que V(P,) =
{ur,ugy ...;un} n € Ny P, = (u1,ug, ..., up), ver figura 1.16.

P;: Ps: Ps: Py:
° o—o —o o @ °
Ug Uq Uz U Uz Uz U U Un

Figura 1.16: Algunas trayectorias
En las trayectorias el orden es mn, por lo que el tamano es n — 1 y si n > 2, hay sélo dos
vértices de grado uno y el resto tiene grado dos, es decir, en P,, con n > 2, siempre se tienen

exactamente dos vértices terminales.

Definicién 1.2.2. Un ciclo de orden n > 3, denotado Cy, es una grdfica tal que V(Cy) =
{ur, ug,y ..., un} y A(Cy) = A(P,) U{upur }, Cp = (ur,u2, ..., Un, Unt1 = u1), véase figura 1.17.

Cs: Cy: Cs: Cp:
Uy Uy U, Uy Us Uy AU Us
U U, Uy Us Us Uy Un\ Uy
Figura 1.17: Ejemplos de ciclos
En los ciclos el orden y el tamano siempre son iguales y todos los vértices son de grado dos.
Definicion 1.2.3. Grdficas Completas. Una grifica G es completa si para cada u,v €

V(G), existe uv € A(G). Si G es la grdfica completa de orden n, la denotamos K, ejemplos
en la figura 1.18.

-1
Para cadav € V(K,,) se tiene que d(v) = n—1, asimg, = %Zvev(K) d(v) = n(n2) = (Z)

Sean u,v € V(G) tal que uv ¢ A(G). Definimos la gréfica G + uv (o G + a, si a = wv) como:
V(G +uw) =V(G) y A(G + uv) = A(G) U{uv}. De manera mas general, si S C {zy: z,y €

11
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K;: K,: K;: Ky: Ks:
U, e Uy Uy Uy U, Uy
A A
Uz Uz Uz Uy Uz Uy Us

Figura 1.18: Algunas graficas completas

V(G) y xy ¢ A(G)}, entonces G + S es la grafica que se obtiene de G al anadirle las aristas
del conjunto S.

G: G+ a: G+ A: con:a = uv
uN fv uWU uwv A = {uv,xy,yz}
Xy z Xy z Xy z

Figura 1.19: Ejemplos de la suma de una aristas

Proposiciéon 1.2.1. §i K,, es una grdfica completa de orden n, no trivial, entonces para
cualesquiera u,v € V(G):

a) existe una uv — trayectoria de longitud 1,2,..n — 1.

b) existe un ul';v ciclo con i = 3,4,...,n.

Demostracion. Sea K, una grafica completa, no trivial.

a) Sea S CV(G) tal que [S|=k+1ywu,veS, conke{l,2,....,n—1}. Sea ug,uy, ..., u
una asignacion de etiquetas a los vértices de S tal que ug = u y ux = v, como K,
es completa, entonces w;u;11 € A(K,), para toda i € {0,1,....k — 1}, asi la sucesién
(up = u,uq, ..., u, = v) es una uv — trayectoria de longitud k.

b) Sean u,v € V(G). Sea T} una uv — trayectoria de longitud k, construida como en el
inciso a), entonces Ty, U {vu} es un ciclo de longitud k + 1, para toda k € {2,3,...n —1}.

Con lo que se concluye que el enunciado se cumple.

O
Definicién 1.2.4. Una grdfica G es r-regular, si d(u) = r, para cada v € V(G) y 0 <r <
n—1.
0 — regular 1 —regular 2 —regular 3 —regular 5 —regular
Ry: Rq: Ry: Rj: Rs:

N B

Figura 1.20: Graficas regulares

o o
[ ]
e @
*—
*—e
*—
[ I ]

En una grafica G, r — regular de orden n, ver ejemplo en la figura 1.20, se concluye que
mg = 5, ya que d(v) = r, para cada v € V(G), también que las gréficas completas son
(n — 1) — regulares, los ciclos son 2 — regulares, los conjuntos de vértices aislados son
0 — regulares, esto directamente de sus definiciones.
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Definicién 1.2.5. Una grdfica no trivial G es bipartita, si existen UW C V(G), tales
{U, W} es una particion de V(G) y para toda uw € A(G), tenemos que u € U si y sdlo si
w € W, de esta manera vemos que 1) U# Dy W #0,2) UNW =0 y3) UUW =V (G),
que es la particion de V(G).

De una gréfica bipartita, algo que se puede decir de manera inmediata, es que si |U|=n; y
|W|=ng, se tiene que ng = |U|4+|W|=n1+ng y como las aristas en la grafica tiene un extremo
en U y otro en W, tenemos que ) iy d(u) = > oy d(w) = m, ver figura 1.21.

a) b)
G: H:
u
v
w °
Grafica bipartita Grafica no bipartita

Figura 1.21: Ejemplo de una grafica bipartita y una no bipartita

En la figura 1.21 podemos ver que los vértices de la grifica G en el lado izquierdo de la
imagen no son adyacentes entre si, lo mismo para los del lado derecho, es decir, los vértices
del lado derecho sélo son vecinos de los del lado izquierdo y viceversa, por ello en G tenemos
quen =5+4 =9y m =9 que es la suma de grados en un solo conjunto, en este caso
particular el tamafno es igual al orden, pero eso no se cumple en general para las graficas
bipartitas. En esta misma figura 1.21, para la grafica H no es posible dar una particién ya
que {uv,uy,vy} C A(H), u, v, y no deben estar en el mismo conjunto por ser adyacentes, dos
a dos, asi no hay una biparticion. Un caso particular de graficas bipartitas son las bipartitas
completas, ver figura 1.22. Decimos que G es bipartita completa si uv € A(G) para toda
u € U ytodaw e W, con {U W} la particiéon de G. A G la denotamos como K, donde
Ul =sy |W|=t.

Uy Wi
Uz wy

uz

Figura 1.22: Grafica bipartita completa

En el caso de una gréfica bipartita completa K, ;, es posible dar una observacién al respecto
del tamano, ya que existen todas las aristas de los vértices de U a los vértices de W y sola-
mente éstas, por lo que contando una vez cada arista de U a W, se obtiene el tamano de K,
asf mg,, = st. por lo tanto para toda grafica bipartita el tamafio m se acota de la siguiente
manera, 0 < m < ning, donde ny y ngy son las cardinalidades de las partes.

Definicién 1.2.6. Sea G una grifica, la grdfica de lineas de G, denotada con L(G), es la
grdfica tal que V(L(G)) = A(G) y dados a,b € V(L(G)), ab € A(L(QG)) si a es adyacente a b
en G.
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a) b) ¢)

L(Cs): P;:  L(P: 3: L(Ky3): L(K13)

@Q AN

Figura 1.23: Ejemplos de graficas de lineas

La grafica de lineas L(G), ver figura 1.23 tiene como orden nr@) = me. Notemos que si
a = uv tal que a € V(L(G)), entonces d(v) — 1 es el nimero de aristas a las que es adyacente
a en G, desde su extremo v, analogamente para cada arista de G que incide en v. Asi:

2mpcy = Y = > dw -1

aEV(L(G)) veV(G)
entonces
Zd Zd §Zd(v)=52d(v)—ma
veV(G veV (G) veV(Q) veV(G)
finalmente
mL(G) Z d _nL(G)'
veV

En nuestros ejemplos para C, mcy = npcy) = 5, mp(cs) = % —5=10—5 =5, para

el caso de Py, npp,) = mp, =4, myp,) = 1+4‘54+1 —3 =5—3 =2, por dltimo para K 3,
SELEIEL 3 =6 -3 =3.

NL(K, ) = MK = 35 ML(K, 3) =

Observacion 1.2.1. Algo importante que podemos decir al respecto de las grdficas, es que:
i) No toda grifica G es grifica de lineas de alguna otra grdfica.
Observemos a la grifica G de la figura 1.24.

G: a

Figura 1.24: Ejemplo de una grafica que no es la grafica de lineas de otra grafica

Supongamos que G es la grdfica de lineas de alguna otra, digamos H, cada vértice de G
representa a una arista de H, como tal b = wv, con u,v € V(H), de manera que en H,
b debe ser adyacente a a, ¢ y d (figura 1.24) por lo que podemos suponer, sin pérdida de
generalidad que ¢ = ux y d = vy. Ahora observemos la figura 1.25.

En la figura 1.25, vemos que las dos posibles incidencias de a, que en realidad no son
posibles ya que a no es adyacente, como arista, ni a b, ni a c. Por lo que G no es la
gridfica de lineas de ninguna otra.

i1) Mas adelante veremos que:
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H: r
)

1

a

1

x cubvdy

Figura 1.25: Posibles adyacencias de la grafica

e a) Una trayectoria T,, tiene como grdfica de lineas a T, 1.
e b) Cualquier ciclo Ty, es su grdfica de lineas.

Las gréaficas se componen de una pareja de conjuntos discretos, una pregunta que podemos
hacer al respecto de los conjuntos es: Fxiste el complemento de una grafica? Dando paso a
la siguiente definicion.

Definicién 1.2.7. 5i G = (V(G), A(G)) es una grdfica, definimos el complemento de G a la
grafica G¢, tal que V(G¢) = V(G) y A(G°) = {uv : u,v € V(G) yuwv &€ A(G)}.

n(n —1)

Notemos que si G tiene orden n, entonces mge = mg, —mg, es decir mge = 5

—mgqg.

Ks: K5: G: G©:

> . X W

Figura 1.26: Grafica complemento

En la figura 1.26 podemos ver que el complemento de una completa no tiene aristas, como se
observa en el caso del complemento de K3. Vemos que para G¢, se agregan las aristas que no
estdn en G y se retiran las que si estan, al generar el complemento. Para la gréfica trivial, el
complemento es ella misma.

Proposiciéon 1.2.2. Si G es una grdfica no trivial, no conexa, entonces G¢ es conezxa.

Demostracion. Sea G una gréafica no trivial y no conexa. Sean G1, Go, ..., Gi las componentes
conexas de G con k > 2y sean u,v € V(G®) = V(G). Entonces tenemos dos casos:

1. Si u,v € V(G;) para alguna i € {1,2,...,k}, entonces existe w en los vértices de otra
componente conexa de G, tal que uw, wv € A(G), por lo tanto uw, wv € A(G¢), entonces
T = (u,w,v) es una uv — trayectoria en G°.

2. Siue V(G;) yv e V(G)), coni # j, es decir, u y v estan en dos componentes distintas
de G, entonces tenemos que uv ¢ A(G), por lo que uv € A(G¢), en donde uv es una
uv — trayectoria en G€.

Por lo anterior se concluye, que para todo u,v € V(G) existe una uv — trayectoria, por lo
tanto G es una grafica conexa. O
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1.2.2. Isomorfismos de graficas

En cualquier tipo de conjuntos se pueden estudiar las relaciones que existen entre ellos, en
particular se estudian las funciones entre los elementos de dos conjuntos, en general se busca
encontrar una funcién en la que la relacion sea tan estrecha que las propiedades de un conjun-
to ayuden a predecir o comparar las caracteristicas y el comportamiento de otros conjuntos.
En Teoria de Gréficas también definiremos una funcién biyectiva entre los elementos de sus
conjuntos.

Definicién 1.2.8. Si G y H son grdficas, y existe f : V(G) — V(H) biyectiva, tal que para
cada vu € A(G) si y solo si f(v)f(u) € A(H), diremos que f es un isomorfismo entre G
y H. En este caso, diremos que G es isomorfa a H y lo denotamos por G=H, ver figura
1.27. 8t no existe f : V(G) — V(H) que cumpla con las caracteristicas senaladas diremos
que G y H no son isomorfas, denotado con G¥H, véase figura 1.28.

G: H:
fw)

u v w Xy
z s
T t fa) f
f(z) f@) O]

Figura 1.27: Graficas isomorfas

En la figura 1.27, es claro que las gréficas G y H son isomorfas (G = H) con la biyeccién
dada.

G: H;:
fw)

u v w X oy
z s
r ¢ fw f»
f@) f) f®

Figura 1.28: Gréficas no isomorfas

La figura 1.28 nos muestra dos graficas G y H; no isomorfas (G 2 Hi), ya que en G no hay
vértices de grado 1. Es importante senalar, que el isomorfismo entre graficas es una relacién
de equivalencia.

Proposiciéon 1.2.3. El isomorfismo de grdficas es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea G una graficay f: V(G) — V(G) y f(v) = v, para todo v € V(G), f
es claramente la identidad, por que la relacién isomorfismo de gréficas es reflexiva. Ahora si
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G = H, tenemos una biyeccién f : V(G) — V(H) siy sélosi f~1: V(H) — V(G), tal
que si v € V(G), entonces f(v) = u, para algtin u € V(H), ast f~1(u) = f~1(f(v)) = v,
por lo que se respetan las adyacencias de u, por lo tanto la relacién isomorfismo de graficas
es simétrica. Por ultimo tenemos que si G = H y H = F, entonces existen las funciones
biyectivas g : V(G) — V(H) y h: V(H) — V(F) y la composicién de funciones biyectivas
es biyectiva, entonces ho g : V(G) — V(F)) es biyectiva, tal que para v € V(G), g(v) = u
y para u € V(H), h(u) = h(g(v)) = w, con w € V(F). En donde las funciones respetan
adyacencias. Por lo que G = F, asi el isomorfismo de gréaficas es transitivo. De donde se
concluye que la relacion isomorfismo de graficas es de equivalencia. O

Dado que dos graficas son isomorfas si existe una biyeccién entre sus conjuntos de vértices,
que preserva adyacencias y no adyacencias, esto es, preserva la estructura, se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.1. Sean G y H dos grdficas tal que G =2 H, entonces el orden, el tamario y los
grados de G se conservan en H.

Demostracion. Sean G, H dos graficas, tales que G = H, entonces: Como G = H, enton-
ces existe f : V(G) — V(H) biyectiva, lo que implica de manera directa que tengan el
mismo orden. Ahora, sea s € V(H), como f : V(G) — V(H) es biyectiva, en particu-
lar es suprayectiva, por lo que existe v € V(G), tal que f(v) = s y por la definicién del
isomorfismo entre graficas, para cada r € Ng(s), existe un v € Ng(v), tal que f(u) = r,
asi d(s) = |Nu(s)|=|Ng(v)|=d(u), entonces los grados se conservan. Por tltimo por el pri-
mer teorema de Teorfa de Gréficas y por lo anterior se tiene que, 2|A(H)[=2_ ¢y (g d(s) =
S wevic d(v) = 21A(G)], ast [A(G)| = |A(H)]

Es importante aclarar que las condiciones del teorema 1.2.1, no son suficientes para determinar
si dos graficas son isomorfas. En la figura 1.29 se muestran dos graficas G y H, del mismo
orden y tamano para las cuales existen funciones biyectivas que preservan los grados, pero no
son isomorfas. Ya que H es conexa y G no.

a) b)
G: H:

Figura 1.29: Gréficas no isomorfas con el mismo orden, el mismo tamano y los mismos grados

Probaremos ahora un resultado que es inmediato de la definicién de isomorfismo.

Proposicién 1.2.4. Sea f : V(G) — V(H) un isomorfismo de grificas. Si ¢ = (ug, u1, ...,
ug) es un camino de longitud k en G, entonces €g = (f(uo), f(u1), ..., f(ux)) es un camino
de longitud k en H.

Demostracion. Sean Gy H dos gréficas con f : V(G) — V(H) un isomorfismo entre ellas, y
sea 6 = (u1,us,...,ux) un camino en G, con k € N. Por la definicién de isomorfismo sabemos

que: wuit1 € A(G) siy sélo si f(u;) f(uit1) € A(H), para todo i € {0,1,....,k — 1}. Asi,
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al aplicar el isomorfismo a % obtenemos que f(€x) = €n = (f(u1), f(u2), ..., f(ug)) es un
camino en H de longitud k.
U

Corolario 1.2.1. Si G y H son grdficas, tales que G = H, entonces G es conexa si y solo si
H es coneza.

Demostracion. Sean r,s € V(H), como f : V(G) — V(H) es biyectiva, existen u,v € V(G),
tales que f(u) =ry f(v) = s. Ademas G es conexa si y sélo si existe un uv — camino en
G, por la proposicién anterior, tenemos que existe un f(u)f(v) — camino en H, es decir, un
rs —camino en H, como r y s son arbitrarios, podemos decir que H es conexa. Tomando para
el regreso f~! y teniendo en cuenta que H es conexa, la demostracién de que G es conexa, es
analoga. O

Podemos aplicar el teorema anterior para asegurar las siguiente afirmaciones.

Observacién 1.2.2. Para un par de grificas G y H tal que f : V(G) — V(H) es un
isomorfismo de grdficas, sucede que:

» Si T es un ciclo en G, entonces f(I') es un ciclo en H con la misma longitud de T.

» Si G contiene una trayectoria T, de longitud k, entonces f(T') es una trayectoria de
longitud k en H.

s 51 G es conexa, entonces H es conexa.

» Para G una grifica bipartita con particion {U, W}, entonces H es bipartita con biparti-

cion {f(U), fF(W)}.

= Asi, se pueden estudiar las caracteristicas de la grdfica G, a partir de conocer las carac-
teristicas de la grdfica H, simplificando el trabajo, si ya conocemos a G.

Definicién 1.2.9. Si G = G¢. Diremos que G es una grdfica autocomplementaria, ver
figura 1.30.

Cs: Ct: P,: Py

x ¥ fw) O f(v) x ¥

Ks = Cs U A(CE Ky = Py U A(PY):

Figura 1.30: Graficas autocomplementarias

Observemos que para cualquier grafica G, G + A(G) = G° + A(G)
G es autocomplementaria, entonces |[A(G)| = |A(G®)|. Asi, 2|A(G)]

K,. Por lo que si
|A(Ky)|; es decir,
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n(n—l).

@) ="

Proposicién 1.2.5. Para cada ciclo Cy,, se tiene que Cy, = L(C,,).

Demostracion. Sea C' = (v, v, ..., vn, v1) un ciclo de orden n. La grafica de lineas de C, L(C)
cumple que V(L(C)) = A(C) = {a1,a2,...,an}, con a; = vjvi11, para i € {1,2,....,n— 1} y
ap = vpv1. Definimos a f(C) = (f(v1), f(v2), ..., f(vn), f(v1)) = (a1, a2, ..., an,a1) = L(C) una
funcién biyectiva, por la definicién de f tenemos que f(v;)f(viy1) € A(L(C)) y f(vn)f(v1) €
A(L(C)), para cada i € {1,2,..,n — 1}, asi L(C) es un ciclo de orden n.

O

Proposicién 1.2.6. Para cada trayectoria Py, se tiene que P,_1 = L(P,).

Demostracion. Sean P = (v, v, ..., v,) una trayectoria de orden ny P’ = (v1,v2, ..., Up—1) =
P — v, una trayectoria de orden n — 1. La gréfica de lineas de P, L(P) = (a1, a2, ...,an—1)
con V(L(P)) = A(P) = {a1,a2,...,an—1} y a; = v;vj+1, para i € {1,2,....,n — 1}. Definimos
la funcién f(P') = (f(v1), f(v2),..., f(vn)) = (a1,a2,...,an—1) = L(P), como los érdenes son
iguales la funcién es biyectiva, y f(v;)f(viy1) € A(L(P)) siy sélo si vjvi41 € A(P’) para cada
i€{1,2,...,n—2}, de donde f es un isomorfismos de graficas. O

1.2.3. Operaciones con graficas

Ahora que tenemos varios tipos de gréaficas podemos jugar un poco maés definiendo algunas
operaciones entre ellas. Asi ampliamos las posibilidades del estudio y podremos valorar su
comportamiento al generar mas graficas con estas operaciones.

Definicién 1.2.10. Si G y H son grdficas y V(G) NV (H) = 0, definimos la union de
grdficas como la grdafica GUH, tal que V(GUH) = V(G)UV(H) y A(GUH) = A(G)UA(H).
Es decir podemos pensar en la union de dos grdficas es la grdfica que considera como una sola
grafica a ambas. Podemos generalizar la definicion de la union de grdficas para una cantidad
finita, tal que si Hy, Hs, ..., Hi son k grdficas, tales que sus conjuntos de vértices son ajenos
dos a dos, la union de ellas es la grdfica denotada por \J!_, H;, en donde V(! H;) =

Ui V(H:) y AUZ, Hi) = Uiz, A(H,).

Notemos que el orden de la union es la suma de los drdenes de cada una de las grdficas y lo
mismo ocurre con el tamano. De este modo cualquier grdfica G se puede ver como la union
de sus componentes coneras.

H: G: HuUuG

> X =X

Figura 1.31: Ejemplo de la unién de graficas

En la figura 1.31 podemos observar que el orden de H es ny = 3, el tamano de H, my = 3,
el orden de G, ng = 5, el tamano de G, mg = 6 y al hacer la unién H UG, el orden ngyg = 8
y su tamano es mgyug = 9.

Definicién 1.2.11. Si G y H son grdficas, tales que V(G)NV (H) = ¢, se define la suma de
grdficas, denotada por G+H, como la grdfica que tiene como conjunto de vértices V(G+H) =
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V(G)UV(H) y cuyo conjunto de aristas A(G+ H) = A(G)UAH) U {uv : u € V(G) y
v e V(H)}, ver figura 1.32.

K3: Hy: K$ + Hy:

Figura 1.32: Ejemplo de la suma de gréaficas

De forma general para la suma de graficas podemos ver que el orden ngyrpg = ng + ng, y
el tamano mg+g = mg + my + ngny, ya que los conjuntos de vértices son ajenos, en esta
operacion también tenemos que G+H = H+G. En la figura 1.32 vemos que nxg = 3, ng = 4,
M =0, mg =4yn1<§+c: =3+4=7, MKS+G =0+4+(3)(4) = 16.

La definicién de suma de graficas, induce otra definicion para las graficas bipartitas com-
pletas, dada por K,; = K + K{, véase figura 1.33.

K&: K5 : K53 = KS + K- Ky: KS: K,3 = Ki + K5
[ ] o °

[ ] o o

° o (<]

[ ) (<]

[ ) °

Figura 1.33: Ejemplo de graficas bipartitas completas

Definicion 1.2.12. Si G y H son grdficas, definimos el producto cartesiano de G con H
a la grifica denotada por G x H, tal que V(Gx H) =V (G)xV(H) y (u,v)(z,y) € A(G x H)
sty solo siu=x yvy € A(H) ov=y yux € A(G).

K 3: Ps: K; 3XPs:
Figura 1.34: Ejemplo de gréaficas bipartitas completas

En la figura 1.34, los vértices bicolores en el lado derecho, representan un sélo vértice del
producto cartesiano.

Debido a la definicion del producto cartesiano tenemos para el orden que ngxg = ngng y
por ultimo magx g = negmyg +ngme, ya que aparecen tantas copias de G como vértices tiene
H y tantas copias de H como vértices tiene G. Asi para nuestro ejemplo, sabemos que ng = 4,
ng =3, mg =3, myg =2, por lo que ngxg = (4)(3) = 12, maxmg = (4)(2) + (3)(3) = 17.
Una observacién mas que podemos dar del producto entre graficas es que G x H # H x G,
pero G x H =2 H x G, esto se debe al orden de las parejas de vértices.

El isomorfismo es tal que para un (u,v) € V(Gx H), f((u,v)) = (v,u), con (v,u) € V(H xG),
para u € V(G) y v € V(H), en la figura 1.35 podemos observar esto, en ella los vértices
bicolores de los productos de las graficas también representan un solo vértice para la operacion.
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K1,4: G: K1'4><G: GXKL‘I-:

[ E— ]

Figura 1.35: Ejemplo isomorfismo del producto cartesiano

Definicion 1.2.13. Sean G y H dos grdficas. Definimos el producto fuerte de G con H, como
la grdfica denotada por Gx H, que cumple V(GxH) = V(G)xV (H) y (u,v)(z,w) € A(GxH)
si y solo si uz € A(G) yvw € A(H), ver figura 1.36.

a)
K 3 P;: K, 3% Ps:
b)
K4t G: K1 4XG:
[ m— ]
° © ©

Figura 1.36: Ejemplos del producto fuerte entre dos graficas

En el producto fuerte también se cumple que GxH # HxG, por tener parejas ordenadas
distintas en los vértices, en cambio son graficas isomorfas, es decir, Gx H = HxG.

Para obtener el tamafio de esta operacion, observemos que Ng(u) = {2z € V(G) : uz € A(G)}
y Ng(v) ={w € V(H) : vw € A(H)}, ademés |Ng(u)| = dg(u) y |Ng(v)| = dg(v). Asi,
Ng(u) X Ng(v) ={(z,w) : z € Ng(u) y w € Ng(v)}, de donde la cardinalidad del producto
es [Na(u) x Ng(v)| = |[Na(u)||[Nu (v)] = da(u)du(v).

Por otro lado, sabemos que (u,v)(z,w) € A(GxH) si y sélo si uz € A(G) y vw € A(H), de
lo anterior obtenemos N, ;7 (u,v) = Ng(u) X Ng(v), por lo tanto dgy gy(u,v) = dg(u)dm(v).
Por el teorema de la suma de grados podemos decir lo siguiente:

2mgig = > daxp(u,v) = > de(u)du(v)
(uw)eV (Gx H) u€V(G)
veV(H)
k

- ; de(us) 3 du(v;) = (2me) (2ma)

i=1
de donde podemos concluir que:

Mes g = 2mempy.
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Definicién 1.2.14. Sean G y H grdficas con V(G) = {vi,va,...,vn}. Si Hy, Ho, ..., H, son

grdficas ajenas dos a dos, tales que H; = H para cada i € {1,2,...,n}. Definimos la com-

posicion de G con H a la grdfica G o H tal que V(Go H) = U} \V(H;) y A(Go H) =
?:lA(Hi) U {uinZ u; € V(Hi),uj € V(H]) Y vV € A(G)}

Figura 1.37: Ejemplo de la composicién de gréficas

Observemos que en la grafica G o H hay una copia de H por cada vértice de G, véase figura
1.37, entonces ngop = ngny. En cada copia de H tenemos que | U, mpy,| = ngmpy, que
son las aristas de cada copia. Luego, si v;v; € A(G), entonces todos los vértices de H; son
adyacentes a todos los vértices de H;, entonces hay (n 1 )? aristas entre H; y H j» €80 pasa para
cada arista en G, asi, hay mqg(ny)? aristas mas en G o H. Con lo anterior podemos concluir
que mgoH = NGMH + mGn%{.

1.3. Conexidad

1.3.1. Graficas conexas

Como ya sabemos existen distintos tipos de gréficas, en algunos ejemplos notamos que hay
graficas en las que se presentan vértices aislados o aristas aisladas como en la grafica G de la
figura 1.35, de la misma manera se pueden presentar graficas que sean la unién de gréficas.

Recordemos que una grafica G es conexa, si dados u,v € V(@) existe un wv-camino (uv-
trayectoria) entre ellos, en caso contrario decimos que G es no conexa.

En la figura 1.38, se observa una grafica conexa en el inciso a), en ella hay un camino entre
cualquier par de vértices. En el inciso b) la figura representa a una gréfica no conexa. Recor-
demos que una componente conexa de una grafica G es una subgrifica inducida conexa
maxima por contencién H, es decir, no existe otra subgréfica inducida conexa de G que la
contenga propiamente. Al nimero de componentes conexas de una grafica G lo denotamos
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R A

Figura 1.38: a) grafica conexa, b) grafica no conexa

por ¢(G). En el caso de Hy, ¢(H1) =1 y para Ho, tenemos c¢(Hsz) = 2.

Teorema 1.3.1. Una grdfica G es conezxa si y solo si posee un camino que contiene a todos
los vértices de G.

Demostracion. Primero notemos que si G es una grafica conexa, tal que V(G) = {v1, va, v3,
wesyUn—1,Un }, entonces como G es conexa sabemos que existe un v;v;yj-camino o v;6;vi41,
paracadat=1,2,...,n— 1, por lo que se puede construir un camino de la siguiente manera:
G = 11B 10262363V, - - - U 1Bn—_1VUn, qUE €s un camino que pasa por todos los vértices de G.

Ahora si tomamos un camino % tal que pasa por todos los vértices, entonces existe un sub-
camino u%v, para cualesquiera u,v € V(G), por lo que G es conexa, asi queda demostrado el
enunciado. n

Otras formas de caracterizar las graficas conexas, se puede ver con los siguientes teoremas.

Teorema 1.3.2. Una grifica G, con ng > 2, es conexa si y solo si para cualquier particion

{U, W} del conjunto V(G), existe a = uw € A(G), tal queu e U yw € W.

Demostracién. Primero veremos que si G, con ng > 2, es conexa, entonces para cualquier
particiéon {U, W} de V(G), existe una arista entre U y W, denotada por UW -arista. Recor-
demos que {U,W}, cumple que: a) U Dy W A0, b)) UNW =0y c) UUW = V(G), por
ser {U, W} particién. Ahora siu € Uy w € W, como G es conexa existe uT'w trayectoria en
G, y sabemos que u € UNV(T) y que w € WNV(T), como G es conexa existe w; un primer
vértice de T que estd en W, asi w;—1 € U, por lo que w;_1w; es una UW — arista.

Ahora supondremos que para cada particién {U, W} de V(G), existe una a = vw € A(G) y
demostraremos que G es conexa. Procederemos por contradiccién, supongamos que G no es
conexa y sea u € V(G), consideremos los siguientes conjuntos, U = {z € V(G) : hay uz —
trayectoria en G} y W = V(G) — U, es decir, {U, W} es una particién de V(G), entonces
existen w1 € U y we € W, tales que wiwsy es una UW-arista, sea T una uwi-trayectoria en
G, entonces T' = uTiwiwe = (u, ..., w1, ws) es una uwsy-trayectoria en G, contradiccién, por lo
que G es conexa.

O

Teorema 1.3.3. Toda grdfica G de orden n > 2 es coneza si y sdlo si existen u,v € V(G),
tales que G —u y G — v son conexas.

Demostracion. Sea G conexa con orden n = 2, entonces G = Ka y el teorema se cumple.
Ahora, sea G una grafica conexa, tal que su orden es n > 3, como G es conexa podemos
tomar T = (ug, u1, ..., u), con 2 < k < n, una trayectoria de longitud méxima, consideremos
el extremo de T', ug. Afirmamos que Ng(ug) C V(T'), ya que de no ser asi, entonces existe
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v € V(G), tal que vug € A(G), entonces T1 = vupT'uy, es una trayectoria de longitud [(T)+1 =
k + 1, esto no puede ser debido a que T' es de longitud maxima.

Ahora demostraremos que G —ug es conexa. Sean x,y € V(G — ug), existen tres posibilidades,
la primera es que z,y € V(T'), entonces existe una subtrayectoria z77y contenida en 71" que
no pasa por ug, por lo tanto T es una xy — trayectoria en G — ug.

Segunda posibilidad, supongamos sin pérdida de generalidad que z € V(T),y ¢ V(T'), como G
es conexa existe una ugThy trayectoria en G, ademés sabemos que Ng(ug) C V(T'), entonces
existe z € Ng(up), tal que z € V(13), asi la subtrayectoria 275y estd en G — up, también
sabemos que x,z € V(T), asi tenemos la subtrayectoria 71z en G — ug, por la primera
posibilidad y concatenando tenemos 61 = xT1zT5y un xy — camino en G — ug.

Por ultimo, si z € V(T), y & V(T), sabemos que existe w € V(T'), con w # uyg, afirmamos que
existen 73w y wTyy en G — ug, por el caso anterior, concatenando tenemos %5 = xTswTyy,
tal que es un xy — camino en G — ug. Podemos sustituir a ug, en lugar de ug, teniendo las
mismas conclusiones, por lo que si tomamos u = ug y v = ug, queda demostrada la condicion
de suficiencia del teorema.

Ahora supondremos que existen u,v € V(G), tales que G — u y G — v son conexas, para
demostrar que G es conexa, basta ver que en G hay un uv — camino. Como n > 3 entonces
existe w € V(G — {u,v}). Sean T una uw — trayectoria en G — v y Ty una wv — trayectoria
en G — u, entonces ¥ = uTjwlsv es un uv — camino en G. Por lo tanto GG es conexa. O

Del teorema anterior sabemos que toda grafica conexa no trivial, posee al menos dos vértices
u y v tales que G — u y G — v son conexas; sin embargo, en G también puede existir algin
vértice w, tal que la grafica G — w es no conexa.

Definicién 1.3.1. Sea v € V(G), decimos que es vértice de corte en G, si y sdlo si
(G —v) > ¢(G). En particular, si G es conexa, G — v es una grifica no coneza.

a) Fy: b)F, —v:

]

Figura 1.39: a) F' gréfica conexa, F» — v grafica no conexa

En la figura 1.39, vemos que al realizar F» — v se obtiene una grafica no conexa, donde
¢(Fy —v) = 4. El nimero de componentes conexas en una grafica G — v, esta acotado por
(@) < ¢(G —v) < ¢(G) 4 d(v), donde v no necesariamente es de corte.

Definicion 1.3.2. Decimos que una arista uv de G, es llamada puente en G o arista
de corte en G, si al hacer G — uv aumenta el numero de componentes conexas, es decir,
(G —uwv) > ¢(G), de aqui se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.1. Si G es una grdfica, con ¢(G) = k, tal que existe uv € A(G) puente de
G, entonces ¢(G —uwv) =k + 1.

Demostracion. Sean G una gréfica, con ¢(G) = k, H una componente conexa de G, tal que
existe uv € A(H) C A(G) puente en G. Observemos que u,v € V(H), por lo que basta ver
que ¢(H —uv) =141 = 2. Supongamos lo contrario, es decir, que ¢(H — uv) > 3.
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1.3. Conexidad

Sean vy € V(H;), vo € V(H3) y v € V(H3), con Hy, Hy y Hs componentes conexas de
H — wv. Consideremos la trayectoria 71 = (v1 = uy,...,u; = U, Ujiy] = V,..., Uy = V2), CON
1 <4 < r una vyvs-trayectoria en H.

Por otro lado tenemos To = (v1 = wuy,...,u; = u) una vju-trayectoria en H — uv contenida
totalmente en Hy y T3 = (441 = v, ..., u, = v2) una vvy-trayectoria en H — uv contenida en
Hs.

Como H es conexa, existen una uvs-trayectoria Ty y una vvs-trayectoria T4 en H, tales que si
uv € A(T}), entonces v y v3 estdn en la misma componente conexa de H—uwv, esto no es posible
ya que v1 y v estdn en la misma componente conexa, de donde tenemos que uv ¢ A(Ty), lo
que implica que u y v3 estén en la misma componente conexa, lo cual es una contradiccién ya
que u y vg estdn en la misma componente conexa.

Anélogamente, si tenemos que uv € A(Ty), entonces tenemos que u y v3 estdn en la misma
componente conexa de H —uv, lo cual no puede ser ya que v2 y u estan en la misma componente
conexa, por lo que uv ¢ A(T3), asi, v y vz estdn en la misma componente conexa, que es
contradiccién, debido a que v; y v estdn en la misma componente conexa, por lo que no
existen més de dos componentes conexas en H — uv, de donde tenemos que ¢(H — uv) = 2.
Por lo tanto ¢(G — uv) = k + 1.

O

Vs Ve Uy Vg Vg Vs Ve Uy

V1o V11 V12 V1o V11 V12
Figura 1.40: a) G4 y b) F3 = G4 — v1v9

En la figura 1.40, observamos que F3 = G4 —v1v9 es una grafica no conexa. Los resultados an-
teriores muestran caracterizaciones de las graficas conexas que ayudaran a estudiar diferentes
propiedades y son de utilidad en otras demostraciones.

Podemos ver que los vértices de corte y los puentes se pueden caracterizar, para ello enuncia-
remos las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3.2. En toda grdfica conexa G de orden n > 3, v es vértice de corte de G si
y solo si existen u,w € V(G) tal que toda uw-trayectoria pasa por v.

Demostracion. Sean G una grafica conexa con orden n > 3, v un vértice de corte en G, y
G1,Ga, ..., Gy, con k > 2, las componentes conexas de G —v. Sean u € V(G;) y w € V(G;) con
i#jei,je{l,2,..,k}. Afirmamos que toda uw — trayectoria pasa por v, en caso contrario
existirfa una ww-trayectoria en G — v, lo cual es una contradiccién, debido a que estdan en
diferentes componentes conexas de G — v. Ahora supongamos que existen u,w € V(G) tales
que toda uw — trayectoria pasa por v un vértice en GG, entonces en G — v no existe una
uw — trayectoria, por lo que G — v es no conexa. Con lo que se concluye que el enunciado es

verdadero.
O
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1. Conceptos preliminares

Decimos que una arista es ciclica si pertenece a un ciclo, en caso contrario, decimos que es
aciclica.

Proposicién 1.3.3. Sea G una grifica conexa de orden n > 3, a € A(G) es puente si y sdlo
si a es aciclica.

Demostracion. Sea G una grafica conexa de orden n > 3. La demostracién la haremos por
contrapuesta, es decir, a € A(G) no es puente si y sélo si a es ciclica.

Sea a = vu € A(G) con v,u € V(G), como a no es puente, entonces G — a es conexa, por lo
que existe una uv — trayectoria T = (u = uy,ug,...,up = v), con 1 < k < n, en G — a, como
G — a < G, tenemos que T también es una uwv-trayectoria en G, por lo tanto I' =T + a es un
ciclo en G.

Ahora, supongamos que a = vu es una arista en un ciclo I' € G en el cual podemos etiquetar
los vértices de la siguiente manera: I' = (u1 = u,ug, ..., up = v,u), con 1 < k < n, entonces
I'—a=(u1 = u,ug,...,ur =v) es una uv — trayectoria T" en G — a. Sean z,y € V(G — a),
sabemos que existe una xy — trayectoria T en G, entonces tenemos dos casos.

Caso 1. Sia ¢ A(T), entonces T sigue siendo una xy — trayectoria en G — a.

Caso 2. Si a € A(T), entonces haciendo la siguiente concatenacion zTuT’'vTy = €, obtenemos
a % un ry — camino en G — a.

Por lo que G — a es conexa, por lo tanto a no es puente. O
El siguiente resultado de conexidad en graficas relaciona a su tamano con su orden.
Teorema 1.3.4. Toda grdfica conexa de orden n > 2 y tamano m cumple que m > n — 1.

Demostracion. Sea G una grafica conexa de orden n > 2 y tamafio m, procederemos por
induccién sobre el orden n. Sea n = 2, entonces la Unica grafica conexa de orden dos es Ko,
en donde se puede ver que m = n —1 = 2 —1 = 1, por lo que se satisface el enunciado.
Para n = 3, en este caso tenemos dos posibilidades, G = P3 o G = K3 y en cualquier caso
mg>2=3—1.

Ahora, supongamos que toda grafica conexa de orden 3 <[ < n tiene al menos [ — 1 aristas.
Por demostrar que se cumple para una de orden n.

Sean GG una grafica conexa de orden n y v € V(G), hacemos G — v, de donde se tiene que
1 <e(G—wv) =k <d(v). Sean Hy, Hy, ..., H; las componentes conexas de G — v y n; < n el
orden de H;, para toda i € {1,2,...k}, asi el tamafio de H; es m;, por hipétesis de induccién
n; — 1 < m;, entonces:

k k k
i=1 i=1 i=1

sabiendo que d(v) > k> 1y que m > Zle m; tenemos que:
k k
m:Zmi—i-d(v) ZZni—k-i-k
i=1 i=1

por ultimo m > Zle n;. Ya que v es un vértice menos, se cumple que Zle n; =n—1, con
lo que concluimos que m > n — 1.
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1.3. Conexidad

La conclusion en estd demostracion es clara, ya que se cumple para cada orden n y tamano
m, por la induccién para n > 2. ]

Notemos que la condicién del teorema anterior no es suficiente para que una grafica sea conexa.
Esto se ve en la figura 1.41.

m=>n-—1

324-1=3

Figura 1.41: Ejemplo de una grafica que no es arbol de orden 4 y tamaifio 3

Podemos ver que en una grafica conexa G, pueden existir diferentes trayectorias entre dos
vértices u,v € V(G). Con esto podemos dar paso a otra definicién en gréficas. La distancia
entre dos vértices u, v de G es: d(u,v) = min{l(T): T es una uv —trayectoria}, por iltimo
si u,v € V(G) y estan en diferentes componentes conexas, entonces definimos d(u,v) = oco.
A cada uv-trayectoria de longitud minima entre dos vértices la llamaremos geodésica o uv-
geodésica.

Recordemos que una métrica en un conjunto A es una es una funcién |A|: A x A — [0, 00),
tal que si u,v € Ay |A|(u,v) = k, entonces se cumple lo siguiente:

1. |A|(u,v) >0, en donde |A|(u,v) = 0 siy sélo si u = v.
2. ‘A‘(ua U) = ’A‘(U7u>

3. Dado w € A se tiene que |A|(u,v) < |A|(v,w) + |A|(w,u).

Teorema 1.3.5. Dada una grdfica conexa G, la distancia en ella es una métrica.

Demostracion. Sea G una grafica conexa de orden n, para todo u,v € V(G), la distancia
entre v y v definida por: d(u,v) = I(T), con T una uv-geodésica.

i) Primero demostraremos que si u,v € V(G), entonces d(u,v) > 0y que d(u,v) =0siy
sé6lo si u = v, en este caso basta con la definicién, sabemos que, para cada u,v € V(G)
existe una uwv-geodésica en G por ser conexa y su longitud estd siempre definida por
un natural, asi d(u,v) > 0. También por la misma definicién sabemos que la tnica
trayectoria de longitud cero es la sucesién de un sélo vértice, por lo que se cumple que
d(u,v) =0 siy soélo si u = v.

ii) Ahora, sea T una uv-geodésica, entonces existe T~!, sabemos que min{d(u,v)} = I(T) =
I(T~1), ya que pasan por los mismos vértices, asi, T~! es una vu-geodésica, por lo que
concluimos que d(u,v) = d(v,u).

iii) Por tltimo tenemos que demostrar la desigualdad del tridngulo, es decir, d(u,v) <
d(u,w)+d(w,v) para todo w € V(G). Sea T una uw-geodésica y T» una wv-geodésica,
entonces haciendo la concatenacién tenemos a ¢ = uliwThv, que es un uv-camino
que contiene una uv-trayectoria T' tal que d(u,v) < I(T) < I(¥¢) = (T1) + I(T2) =
d(u,w) + d(w, v).

Por lo tanto la distancia es una métrica. O
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1. Conceptos preliminares

Al demostrar algunas propiedades de las graficas conexas y tener claras las diferencias entre
las gréficas conexas y no conexas, podemos demostrar ya, otros resultados.

Proposicion 1.3.4. Sea G una grdfica conexa no trivial de orden n, G es bipartita, si y solo
st G no contiene ciclos de longitud impar.

Demostracion. Sea G una grafica conexa no trivial. Supongamos que G es bipartita, por lo
que existen U, W subconjuntos de los vértices de G, con {U, W} una particién de V(G) tal
que uw € A(G) siysélosiue Uy we W.

Supongamos que existe un ciclo I'op11 = (w1, ua, ..., Ugg, Ugk+1,u1), con 2k + 1 < n, contenido
en G, supongamos sin pérdida de generalidad que U = {u;: i = 1,3,....,2k — 1} y W =
{u;: i =2,4,...,2k}, ya que para u;ju;+1 € A(') si i es impar, entonces por la definicién de
gréafica bipartita u; € U y w41 € W, de donde tenemos que {ugruogi1, uspriu1} C A(T),
entonces usp+1 € U v ugir1 € W, por lo tanto no puede haber ciclos de longitud impar.

Por ultimo supongamos que en G no hay ciclos de longitud impar, como G es no trivial,
tenemos que n > 2.

Supongamos G es conexa. Sea = € V(G), entonces para cada u € V(G), existe ru—trayectoria
contenida en G. Sean U = {u € V(G): d(z,u) = 2k,k € N} y W = V(G) — U. Como
d(x,z) = 0, tenemos que = € U. Sabemos que n > 2y G es conexa, entonces existe v € V(G),
tal que zv € A(G), asf tenemos que d(z,v) = 1, entonces v € W, por lo tanto U # () y W # ().

Ahora, para cada u € V(G) con z # u d(z,u) > 0, entonces U UW = V(G). Es claro que
UNW =0, ya que la paridad de la distancia es tnica.

Por tltimo demostramos que si u,v € U o u,v € W, entonces uv ¢ A(G). Supongamos que
uwv € A(G) y u,v € U, sabemos que = € U, entonces existen xu-geodésica T'y vr-geodésica T’
ambas de longitud par, haciendo la concatenacién tenemos el camino cerrado ¢ = zTuvT’x
de longitud impar que contiene un ciclo de longitud impar, por teorema 1.1.4, lo cual es una
contradiccién. El caso en el que u,v € W es andlogo, ya que la suma de impares es par, asi
l(xTuwvT x) = 2k + 1. Por lo tanto si uv € A(G), entonces u € U y w € W. Con lo anterior se
concluye que G es bipartita. O

1.3.2. Arboles

En el desarrollo del estudio de las graficas conexas podemos encontrar una gran variedad de
este tipo de gréficas, ahora trataremos de un caso particular, que se estudia de manera regular.
Una grafica G es llamada drbol, si es conexa y no tiene ciclos. Un bosque es una gréfica sin
ciclos.

Figura 1.42: Ejemplo de un arbol

En la figura 1.42, se muestra un arbol.
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1.3. Conexidad

Existen muchos tipos de arboles como las trayectorias, la grafica trivial y las estrellas de
orden k41, que son graficas bipartitas completas K, con k € N. Observemos que para toda
grafica G conexa de orden n, existe un subgrafica generadora que es un arbol.

Kl,O H Kl,l:

Kl,Z: K1!3: K1‘4:
. l I o ©

Figura 1.43: Algunas estrellas

K

1,5+

La figura 1.43, muestra diferentes tipos de estrellas de orden k4 1. La unién de estas estrellas
(arboles), G = k1g0Uk11 Uk12Uki3Uk1 4 Uk 5 es un bosque, es decir, la figura 1.43 tomada
como una sola grafica es un bosque.

Una observacion inmediata que podemos hacer respecto de los arboles es la siguiente:

Corolario 1.3.1. (de la proposicion 1.3.3) Toda grifica G que es un drbol es una grifica
bipartita.

Demostracion. Una gréafica conexa es bipartita si y sélo si no contiene ciclos de longitud impar,
los arboles no contienen ciclos. Por lo tanto son graficas bipartitas.
O

Teorema 1.3.6. Una grdfica G es un drbol si y sdlo si para todo u,v € V(G), eriste una
unica uv-trayectoria.

Demostracion. Supongamos que G es un arbol, entonces para cada u,v € V(G), existe una
uv-trayectoria, por lo que basta demostrar que la trayectoria es tnica.

Supongamos que existen 7'y T” dos uv-trayectoria distintas, entonces por la proposicién 1.1.1
existe un ciclo en G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto la trayectoria es tinica.

Ahora supongamos que para cada par de vértices u,v € V(G) existe una tnica trayectoria,
por lo que G es conexa, queda por demostrar que no tiene ciclos.

Supongamos que existe un ciclo I' en G. Sean u,v € V(I'), entonces existen T, T uv-
trayectorias internamente ajenas entre u y v, lo que contradice la hipdtesis. Por lo tanto
G es un arbol. 0

Con el teorema anterior y debido a la caracterizacion de vértices de corte, podemos argumen-
tar de manera directa que para todo arbol G y v € V(G) tal que d(v) > 2, entonces v es un
vértice de corte.

Teorema 1.3.7. Si G es un drbol de orden n > 2, entonces existen u,v € V(G) tales que
d(u) =d(v) =1.

Demostracion. Sea T' = (u = vg,v1,...,v = v), con 2 < k < n, una trayectoria de longitud
méxima en G un arbol, entonces afirmamos que d(u) = d(v) = 1, ya que son hojas de G.
Sabemos que G es conexa, entonces d(w) > 1, para todo w € V(G).

29



1. Conceptos preliminares

Supongamos sin pérdida de generalidad que d(v) # 1, por lo que d(u) > 1, asi, existe un
z € V(G) tal que zu € A(G) y x # v1, entonces = no estd en T o x estd en T. Si no estd
en T, tenemos que T + zu es una trayectoria de longitud I(T) + 1 = k + 1, lo que es una
contradiccién ya que T es de longitud maxima. Ahora, si x estda en T, entonces tenemos que
I' = (u = vg,v1,...,0; = x,u) es un ciclo, lo que genera una contradiccién a la hipdtesis, por
lo que d(u) = 1, procediendo de manera andloga podemos concluir que d(v) = 1, con lo que
queda demostrado el teorema.

O

Teorema 1.3.8. Si G es un drbol, con ordenn > 2 yu € V(QG) es terminal, entonces G — u
es un drbol.

Demostracion. Sean G un arbol, con n > 2,y u € V(G) un vértice terminal, tenemos que
demostrar que G — u es conexa y sin ciclos, sabemos G no tiene ciclos y como G — u es
una subgrafica inducida de G, entonces G — u no tiene ciclos, ahora veamos que para todo
z,y € V(G —u) existe una xy — trayectoria en G — u. Sabemos que G es conexa y que
x,y € V(G), entonces existe una unica xy — trayectoria T = (r = vy, v2,...,v5 = y) en G.
Tenemos que ¢ # uy y # u, pues z,y € V(G —u) y si u € V(T), entonces u = w, para algin
w € V(T)—{z,y}, por lo que d(u) = 2, lo que genera una contradiccién ya que d(u) = 1. Por
lo tanto existe una xy — tryectoria en G — u. Asi, G — u es arbol.

O

Corolario 1.3.2. Si G es un drbol, con ordenn >3 y B ={u € V(G) : d(u) = 1}, entonces
G — B es un drbol.

Demostracion. Sea GG un arbol, con n > 3, haremos la demostracién por induccién sobre n.
Asi para n = 3 tenemos que G = P3 y P3 — B es la gréfica trivial que es un arbol.
Supongamos que el enunciado se cumple para toda gréafica de orden n — 1.

Sean G una grafica de orden 4 <ny B ={u € V(G) : d(u) = 1}. Si w € B, entonces G — w
es arbol por el teorema anterior, notemos que |Ng(w)| = 1, sea z el inico vecino de w en G,
entonces dg(z) > 2, por lo que tenemos dos casos:

Caso 1. Sidg(z) = 2, entonces dg_,(2) = 1. Asi, si B’ = (B—{w})U{z}, sabemos que (G—w)—
B’ es un arbol por hipétesis de induccién, por lo tanto G — B = G — ((B' — {z}) U{w})
también es un arbol.

Caso 2. Si dg(z) > 2, entonces dg_(2) > 2. Por lo que B = B — {w} = {v € V(G —
w): dg—yw(v) = 1}, por hipétesis de induccién sabemos que (G — w) — B’ es un drbol,
de donde tenemos que G — (B’ U{w}) = G — B también es un arbol.

O]

Para dar una caracterizacién de arboles, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.9. Si G es una grdfica de orden n y tamarnio m. Los siquientes enunciados son
equivalentes.

a) G es aciclica y conexa (drbol).
b) G es aciclica y m=mn—1.

c) G es conexa ym=mn—1.
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1.3. Conexidad

Demostracion. Sea G una grafica de orden n y tamano m. Demostraremos por induccién
sobre n que a) — b) — ¢) — a). Entonces en los tres casos usaremos la misma base.

Sin = 1 tenemos a la gréfica trivial que es conexa, m = 0 y es aciclica. Si n = 2, entonces
G = K> que cumple ser conexa, aciclica y m = n — 1. Por lo tanto la base cumple el teorema.

a) — b) Sea G un arbol, entonces G es aciclica. Sélo tenemos que demostrar que el tamano de
Gesm=n—1.

Supongamos que para todo H arbol de orden 2 < n — 1 se cumple que mpg = n — 2. Sea
G un érbol con orden 2 < n y tamano mg, entonces sabemos que existe u € V(G) tal
que d(u) =1y que G — u es un arbol con orden n — 1, por lo que cumple la hipdtesis
inductiva, entonces mg = |[A(G)| = |A(G —u)| +d(u) = (n—2)+1=n—1.

b) — ¢) Sea G de orden 2 < n aciclica y tamano m = n — 1. Sélo tenemos que demostrar que G
es conexa.

Supongamos que toda grafica H aciclica de orden 2 < n — 1 y tamano mg =n — 2 es
conexa. Sea (G una grafica aciclica de orden 2 < n y tamano mg = n — 1. Como G es
aciclica, entonces existe v € V(G) tal que d(v) = 1, por el teorema 1.3.7, entonces el
orden de G —v esn—1y G — v es aciclica. Ademas como v es terminal, tenemos que
mag—y = (n—1) — 1 = n — 2. Asi, por hipétesis de induccién G — v es conexa. Por lo
tanto G es conexa.

¢) — a) Sea G de orden 2 < n conexa y tamano m = n — 1, s6lo tenemos que demostrar que G
es aciclica.

Supongamos que para toda H conexa con orden 2 < n — 1 y tamano myg = n — 2 se
cumple el enunciado. Sea G con orden 2 < n y tamano m = n — 1 conexa. Como G
es conexa con orden 3 < n, entonces existe u € V(G) tal que G — u es conexa, pot
el teorema 1.3.3. Afirmamos que d(u) = 1, pues de lo contrario, si d(u) > 2, entonces
mag—y =n — 1 —d(u) < n—2lo que es una contradiccién, ya que G — u es conexa de
orden n — 1 y por teorema 1.3.4, sabemos que m¢g—,, > n — 2. Entonces d(u) = 1, por lo
que ng_y =n—1y mg_y, =n—2. Asi G —u cumple la hipétesis de induccién y G — u
es aciclica. Por lo tanto G es aciclica, ya que d(u) = 1.

O]

Un drbol generador A de una grafica G conexa, es una subgréfica generadora de G que es
arbol, asi, un bosque generador es la coleccion de arboles generadores para cada componente
conexa de una grafica no conexa.

Teorema 1.3.10. Toda grifica G conexa contiene a un drbol generador.

Demostracion. Sea G una gréafica conexa, realizaremos la demostracién por induccién sobre
k el ntimero de ciclos, con 0 < k. Si G es conexa y k = 0, no contiene ciclos, entonces G es un
arbol.

Ahora, si k = 1 G contiene un tnico ciclo I'. Consideremos a € A(T"), por la caracterizacién
de puentes, G — a es conexa, ademds I es el tnico ciclo en G. Asi, G — a es aciclica y por lo
tanto un arbol generador de G.

Supongamos que para toda grafica G conexa, tal que G contiene k ciclos, con 1 < k < [,
entonces G tiene un arbol generador.
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Sean G una gréfica conexa tal que contiene [ ciclos y a € A(T"), con I" un ciclo en G, entonces
G — a sigue siendo conexa y ademds contiene r ciclos, tal que r < [, por lo que cumple la
hipétesis de induccién. Asi, G — a tiene un arbol generador T'y V(T') = V(G — a) = V(G).
Por lo tanto, T es un arbol generador de G. O

1.3.3. Resultados inmediatos para bosques

Podemos ver que muchas de las propiedades de arboles se pueden debilitar, lo que las hace
validas en bosques ya que siguen siendo gréaficas aciclicas, por ejemplo si G es un bosque
con orden n, con ¢(G) componentes conexas, entonces cada componente conexa es un arbol,
por lo que cada uno de ellos tiene tamano m; = n; — 1, para toda i € {1,2,...,¢(G)}, asi
podemos concluir que m = ZZC(:?) m; = ng) (ni — 1) = n — ¢(G). Otra observacién es que
si G es un bosque, todo v € V(G), tal que d(v) > 2 es de corte y toda arista en G es
puente. La tercera es que si G es una grafica con ¢(G) componentes conexas, entonces G tiene
un bosque generador, con ¢(G) componentes conexas. Por ultimo, para u y v vértices en la

misma componente conexa de G, existe una tnica uv — trayectoria.
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Capitulo 2

k-conexidad, apareamientos y
conjuntos independientes

Este capitulo es muy importante en el desarrollo de nuestro trabajo, en él, daremos los ele-
mentos de la Teoria de Graficas que son importantes para la explicaciéon del tema central de
esta tesis.

2.1. k-conexidad

Podemos ver que una grafica G puede o no tener vértices de corte, también que hay graficas
conexas que pueden ser desconectadas al quitar un subconjunto de vértices e incluso que en
una grafica completa K, al quitar cualquier subconjunto propio de vértices de cardinalidad
r siempre obtenemos la grafica completa K,,_,. Dada una gréfica G no completay S C V(G),
si tenemos que ¢(G — §) > ¢(G), decimos que S es un conjunto de corte. A un conjunto de
corte de cardinalidad minima en esta grafica G lo llamaremos conjunto de corte minimo
de G, y a la cardinalidad de dicho conjunto le llamaremos la conexidad puntual de G y la
denotamos por k(G).

En el caso en el que G es no conexa, S = () es el conjunto de corte minimo de G.

Figura 2.1: Conjuntos de vértices de corte en rojo

Observemos que en la figura 2.1, tenemos tres ejemplos de conjuntos de vértices de corte
distintos (conjuntos de vértices rojos), para la misma grafica. Los conjuntos de corte a) y en
¢) son minimos a diferencia del conjunto en b). Asi k(G) = 4.

De la misma manera, podemos definir conjuntos de corte por aristas. Sea R C A(G), si
¢(G—R) > ¢(G), decimos que R es de corte por aristas, andlogamente existe un conjunto de
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corte por aristas minimo, a la cardinalidad de un conjunto minimo de corte por aristas
le llamamos la conexidad lineal de G y la denotamos por A(G).

H:
a)

Figura 2.2: Conjuntos de corte por aristas

Podemos observar en la figura 2.2 que si R = {a, b}, entonces G — R es una grafica no conexa
y lo mismo ocurre si tomamos R = {a,c,d}, en este caso sélo R es conjunto de aristas de
corte minimo, pues H no tiene puentes, asi A(G) = 2. En lo general, el conjunto de aristas de
corte minimo no necesariamente es unico.

Corolario 2.1.1 (de la proposicién 1.3.1). Si G es una grdfica, con ¢(G) =k y S un conjunto
de corte por aristas minimo, entonces ¢(G — S) =k + 1.

Demostracion. Sean G una gréfica, con ¢(G) = k, S un conjunto de corte por aristas minimo
en Gy R=5—{zy}, con zy € S. Notemos que ¢(G — R) = ¢(G) = k y que zy es un
puente en G — R, por lo que (G — R) — zy es no conexa, de donde tenemos que ¢(G — 5) =
¢((G— R) —zy) = k+ 1, por la proposicién 1.3.1. O

Las graficas completas K, son un caso extremo de conexidad, ya que no hay subconjuntos
propios de vértices que desconecten a K,,, de hecho podemos quitar n — 1 vértices y se obtiene
K1, por lo que definimos la conexidad puntual de K,, como x(K,)=n — 1.

Notemos que para {W7, Wa} particién de v(G), con |Wi| =k 'y |Wa| = n —k, existen k(n — k)
aristas entre Wy y Wa.

Por otro lado, para toda grafica conexa G, v € V(G), tal que |[Ng(v)| = dg(v) = 0(G), se
tiene que, si S es el conjunto de todas las aristas en G' que inciden en v, entonces {v} es una
componente conexa de G — S, asi A(G) < §(G), de donde podemos afirmar que A\(G) < n— 1.

De los dos pérrafos anteriores y sabiendo que, §(K,) = dg, (v), para cada v € K,, y como
n—1<kn—k),conl<k< ng, tenemos que A\(K,) =n—1<k(n — k).

Una gréfica G que no es conexa cumple £(G) = 0 = A(G), de donde tenemos que:

0<k(G)<n—-1y 0<AG)<n-1.

En la grifica H de la figura 2.2, podemos notar que para todo v € V(H), d(v) > 3 = §(G),
que k(H) =1y A(H) = 2. {Podemos asegurar que esto se cumple para toda grafica? Es decir,
que en cualquier grafica GG se cumple que:

0 < k(G) < A(G) <§(G) <n—1 se cumple para toda grafica G.
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F: a) b) ) d)
Figura 2.3: Ejemplos de diferentes conjuntos de corte en rojo

En la figura 2.3, podemos observar conjuntos de corte coloreados de rojo, al retirar los ele-
mentos de esos conjuntos, nos quedan las componentes conexas cada una de ellas coloreada de
un color distinto. En los incisos a) y ¢) los conjuntos de corte son por vértices y en los incisos
b) y d) los conjuntos de cortes son de aristas. Vemos que k(F) =1 < A(F) =2 < §(G) = 2.
En una grifica G conexa con un conjunto de corte minimo por aristas R, es facil ver que
¢(G — R) = 2 siempre, ya que al quitar las aristas de R excepto una, digamos a, tenemos
que G — (R — {a}) sigue siendo conexa con a un puente, asi, al quitar la arista a se tienen
exactamente dos componentes conexas. Por lo tanto ¢(G — R) = 2.

Teorema 2.1.1. En toda grifica G de orden n:

0 < k(GQ) < AG) <6(G) <n—1 se cumple para toda grifica G.

Demostracion. Sea G una grafica de orden n y tamaiio m, si G es no conexa, entonces k(G) =
AG) = 0y si G es completa entonces k(G) = A(G) = 6(G) = n—1, por lo que en ambos casos
el teorema es verdadero. Basta ver que para una grafica G conexa no completa se cumple el
teorema.

Sea G una grafica conexa no completa de orden n, entonces 1 < §(G) <n—2. Seav € V(G),
tal que d(v) = §(G) y R={vu € A(G) : u € V(G)}, entonces dg_g(v) =0, por lo que G — R
es no conexa y R es un conjunto de corte, con cardinalidad el grado de v en GG. Por lo tanto

A(G) < 6(G).

Demostraremos ahora que k(G) < A(G). Sea G una grafica conexa no completa, esto implica
que m > 3, entonces existen x,y € V(G) tales que zy ¢ A(G), de donde tenemos dos casos:

Caso 1) Si A(G) = 0(G). Sea v € V(G), tal que dg(v) = 6(G), como G es no completa, existe
u ¢ Ng(v) y ue V(G), con u # v. Asi, tenemos que Ng(v) es un conjunto de corte, lo
que implica que £(G) < |Ng(v)| = §(G) = A(G).

Caso 2) Si AM(G) < 0(G). Sean R C A(G) un conjunto de corte minimo por aristas en G y Gj,
G+ las componentes conexas de G — R. Sean v € V(G}), con v el extremo de una arista
en Ry S = V(G2) N Ng(v). Es claro que para todo w € S’, vw € R, de lo contrario
G — R seria conexa, lo que contradice la hipétesis. Por lo que |S’| < |R| = A(G) < (G).

Si |S’| = |R| < 6(G), entonces existe z € V(G1) N Ng(v) y todas las aristas en R tienen
como unico extremo de V(G1) a v, por lo que G — v es no conexa con 1 = (G) < |5’ =
|R| < A(G).

Ahora, si |S'| < |R| < §(G). Sean S” el conjunto de todos los extremos de las aristas
de Ren V(Gy) — Ng(S') y S = S"US”. Por la construccién tenemos que S’ N S” = (),
ademds para cada rz = a € R, tenemos que si x € S, entonces y ¢ S” y siy € S,
entonces x ¢ S’

Supongamos que |S| = |S’| 4+ |S”| > |R|, entonces existe xz = a € R tal que z € S" y
z € 8" lo cual es una contradiccién. Por lo que |S'| < |R|, y G — S es claramente no
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conexa, de donde tenemos que k(G) < |S| < |R| < M(G).

Por lo tanto el enunciado se cumple. ]

Diremos que una grafica G es k — conexa si k(G) > k, para 0 < k < k(G). Asi, toda grafica
G no conexa es exactamente 0 — conexa, es decir, no es k — conexa para todo entero k > 1.
Las graficas K,, completas son k — conexas, para toda 0 < k < n — 1 y para nuestra F' de la
figura 45, tenemos que es desde 0 — conexa, hasta 4 — conexa.

Proposicién 2.1.1. Sea G una grifica k-conezxa, entonces G + Ky es (k + 1)-coneza.

Demostracién. Sean G una gréfica k — conera y G' = G + K. El caso en el que G = K, es
trivial ya que G+ K1 = K41 y claramente se cumple el enunciado. Supongamos que G es no
completa y la grafica G’ no es (k + 1)-conexa, entonces G’ es k — conexa, con 1 < k < k(G’),
entonces existe S un conjunto de corte minimo por vértices en G + K1, tal que |S| = k(G’),
lo que implica que G’ — S es no conexa, de donde tenemos que:

Sean u € V(K1), suponiendo que u ¢ S, y G;, G; dos componentes conexas de G' — S.
Supongamos sin pérdida de generalidad que u € V(G;), por la definicién de G/, uw € A(G'),
para todo w € V(G;), y como u € V(G;), entonces uv € A(G;) para todo v € V(G;), por lo
que existe una vw — trayectoria en G', lo cual es una contradiccién, ya que V(G;) # 0.

Lo anterior implica que u € S. Como uv € A(G), para todo v € V(G), tenemos que G — (S —
{u}) es no conexa, por lo que S —{u} es un conjunto de corte minimoen Gy |S—{u}| =k—1
lo cual contradice que G es k — coneza.

Por lo tanto G’ es (k + 1) — conexa.
O

Proposicién 2.1.2. Sea G una grdfica no completa con k(G) =k > 1. Demuestra que para
todo congunto de corte minimo S C V(G), cada v en S es adyacente a al menos un vértice en
cada componente conexa de G — S.

Demostracion. Sean G una grafica y S = {u; : i € {1,2,...,k(G)}} un conjunto de corte
minimo por vértices de G. Consideremos un vértice w € Sy sea S’ = S — {w}, como S es de
corte minimo, tenemos que G — S’ es conexa y w es un vértice de corte en G — S’, entonces
G—Sy (G—S")—w tienen exactamente las mismas componentes conexas G1, G, ..., G, para
alguna r € N, esto implica que para cada G; existe una arista wu; € A(G), tal que u; € V(G),
con 1 <[ < r, esto pasa para cualquier vértice en .S. Por lo tanto se cumple el enunciado. [J

2.1.1. Teorema de Menger

Ahora veamos que para cualesquiera dos vértices u y v no adyacentes en una grafica G
podemos encontrar un conjunto S de vértices con el cual podemos separarlos. Ademaés, en
G — S, los vértices u y v estén en diferentes componentes conexas.

En la figura 2.4, se puede ver que para separar al vértice azul del vértice rojo tenemos al menos
dos posibilidades, borrar el conjunto de vértices verdes o el conjunto de vértices amarillos. Por
lo que un conjunto separador no es tnico, también se observa que la interseccién puede ser
vacia o no. Un conjunto de vértices de G que al ser borrado, deja en diferentes componentes
conexas a dos vértices no adyacentes u y v en una grafica G, es llamado conjunto separa-
dor de u y v y lo denotamos por uv-conjunto separador. Pondremos particular interés en los
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G: o b)

Figura 2.4: Conjuntos separadores

conjuntos uv-separadores de cardinalidad minima.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Menger). Sean G y u,v € V(G), tales que wv ¢ A(G), la
cardinalidad de un conjunto separador minimo entre u y v es igual al mdximo numero de
trayectorias internamente ajenas entre u y v.

Demostracion. Sean G una graficay u,v € V(G) no adyacentes. Para una grafica G no conexa
entre cualesquiera dos vértices en diferentes componentes conexas la demostracion es trivial.
Por lo que basta demostrar que se cumple el teorema para toda grafica G conexa, notemos
que wv ¢ A(G), lo que implica que G no es completa. Por lo que haremos la demostracién
por induccién sobre mg, el tamano de G. Si mg = 2 es claro que G = P3, en este caso el
enunciado se satisface.

Supongamos que para toda grafica conexa G’ de tamano 2 < m/ < mg el teorema es cierto.

(n—1)
2

p ~ n . ..
Sean G una gréafica de tamano 2 < mg < — 1y S un uv-conjunto separador minimo,

tal que |S| = k, de aqui tenemos 3 casos:

Caso 1. Si existe w € S, tal que w € Ng(u) N Ng(v), entonces S — {w} es un wv-conjunto
separador minimo en G — w, con |S — {w}| = k — 1 y claramente mg_,, < mg, por lo
que cumple la hipétesis de induccién; asi, existen k — 1 uv — trayectorias internamente
ajenas en G — w y como T = (u,w,v) es una trayectoria en G que no estd en G — w,
tenemos que existen k uwv-trayectorias internamente ajenas en G.

Caso 2. Todo uwv-conjunto separador minimo S cumple que para todo w € S, w es adyacente a
u y no es adyacente a v, o bien todo w € S es adyacente a v y no a u. Esto implica que
d(u,v) > 3.

Sean T' = (u = w1, wa, w3, ..., w, = v) una uv-geodésica en G'y e = wows. Consideremos
G — e, en G — e todo uwv-conjunto separador minimo tiene al menos k — 1 vértices, ya
que wsy 0 wg pueden ser elementos de un conjunto separador minimo y G es k conexa.

Afirmamos que todo uv—conjunto separador minimo en G — e tiene k vértices. Supon-
gamos lo contrario. Sea Z = {z1, 22, ..., 2k_1} un wv—conjunto separador minimo en
G — e. Consideremos Z U {wa}, como Z U {wa} es un conjunto uv-separador en G y
tiene cardinalidad k, entonces Z U {ws} es minimo y dado que uwy € A(G), entonces
uz; € A(G), para cada i = 1,2,....,k — 1.

Por otro lado, tenemos que Z U {ws} también es un wv-conjunto separador minimo en
G, por lo que z;v € A(G), paracadai=1,2,...k—1. As{i T" = (u = wy, w3, ..., w, = v)
es una uv-trayectoria de longitud menor que 7', lo cual es una contradiccién. Por lo
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Caso 3.

que todo uv—conjunto separador minimo en G — e tiene k vértices. Y por hipdtesis de
induccion en G — e hay k uv — trayectorias internamente ajenas. Por lo tanto en G hay
k uv — trayectorias internamente ajenas, ya que G — e es subgréfica generadora de G.

Sien G existe S = {w1,wa,...,w;} un uv — conjunto separador minimo, tal que para
todo w € S, T = (u,w,v) no es uv — trayectoria en G y existe al menos un vértice en
S no adyacente a v y un vértice no adyacente a v.

Sea G, la subgrafica de G que consiste de todas las uw;-trayectorias en G, tales que w;
es el Unico vértice de S que estd en cada una de estds trayectorias, con i € {1,2, ..., k}.
Anilogamente, consideramos a G, la grafica de todas las w;v-trayectorias, con 1 < i < k,
en G que cumplen que w; es el Gnico vértice de S en dichas trayectorias.

Sea G!, tal que V(G),) = V(G,) U {v'}, con v' un vértice que no estd en G, y A(G),) =
A(Gy) U{v'w;: 1 <i <k}, sabemos que en S existe un vértice no adyacente a v, lo que
implica que el tamatio de G es mayor que el tamano de GJ,. Por lo que G!, cumple la
hipétesis de induccién; asi, existen k uv’ — trayectorias internamente ajenas.

Sea G tal que V(G)) = V(G,) U{u'} v A(G)) = A(G,) U{v/w; : 1 <i <k}, con un
vértice u/ que no estd en G, sabemos que existe un w € S que no es adyacente a u,
entonces el tamano de G es mayor que el tamano de G} y por hipétesis de induccién en
G, hay k w;v — trayectorias internamente ajenas.

Sean T1,T5, ..., Ty las wv’ — trayectorias internamente ajenas en G, que pasan por
w1, Wy, ..., wy, respectivamente. Y sean 17, T3, ..., T}, las u'v — trayectorias internamente
ajenas en (G, que pasan por wi, wa, ..., Wi respectivamente. Consideremos las trayectorias
P; = uT;w;T!v, entonces P, Ps, ..., Py son k uv — trayectorias internamente ajenas en

G.

Lo anterior concluye la demostracién.

O]

Teorema 2.1.3 (Teorema de Whitney). Sea G una grifica no trivial, G es k — conexa, para
cada entero k > 2 si y sélo si para cualesquiera u, v € V(QG), hay al menos k uv-trayectorias
internamente ajenas entre u y v.

Demostracion. Sea G una gréfica no trivial, k — conexa, para cada k > 2. Sean u,v € V(G),
entonces tenemos dos casos:

Caso 1.

Caso 2.

Sea uv € A(G). Como G es k-conexa, tenemos que k < k(G) < A(G). Asi, tenemos que
E—1< k(G —uv) < AG — uwv), como cualquier uv-conjunto separador minimo S, en
G — uv cumple que k — 1 < k(G — uv) < |S| ya que G es k conexa y u o v pueden
ser elementos de S. Por el teorema de Menger, tenemos que al menos existen k& — 1
uv-trayectorias internamente ajenas. Por lo tanto en G hay al menos k — 1+ [{uv}| =k
uv-trayectorias internamente ajenas.

Sea uv ¢ A(G). Sabemos que G es k-conexa y en este caso u no es adyacente a v, tenemos
que cualquier S wv-conjunto separador minimo en G, cumple que k < |S| = k(G), ya
que uwv ¢ A(G). Y por el teorema de Menger sabemos que en G hay al menos k uv-
trayectorias internamente ajenas.

Ahora, supongamos que en G hay al menos k uv-trayectorias internamente ajenas entre cua-
lesquiera u y v vértices. Si G = K, entonces para cada v y v en los vértices de K,,, tenemos
que wv € A(K,) que es una uv-trayectoria y que para todo w € V(K,,) diferente de u y v

38



2.1. k-conexidad

existe la trayectoria T\, = (u, w, v), por lo que hay k = n— 1 trayectorias internamente ajenas,
asi, toda K, es k-conexa por el Teorema de Menger.

Sean G no completa y S un uv — conjunto separador minimo en G. Sean u, v dos vértices
en diferentes componentes conexas de G — S. Entonces como en G hay k wv-trayectorias
internamente ajenas entre u y v, tenemos por el teorema de Menger que k < |S| = k(G). Por
lo tanto G es k-conexa. O

Figura 2.5: Trayectorias internamente ajenas

En la figura 2.5, observando las graficas se pueden ver los dos vértices no adyacentes en rojo
y un conjunto separador entre ellos; se colorearon las trayectorias internamente ajenas, tam-
bién es claro en cada caso, que los conjuntos minimos separadores tienen al menos la misma,
cardinalidad que el nimero de trayectorias internamente ajenas, y que en ¢), mas facilmen-
te vemos que, se tiene otras trayectorias internamente ajenas dos a dos entre los vértices rojos.

Corolario 2.1.2. Sean G una grifica k-conexa, con k > 1 y S un subconjunto de vértices de
G, tal que |S| = k. Si H es la grdfica tal que V(H) = V(G) U {v}, con v un vértice que no
estdi en G, y A(H) = A(G) U{wv: u € S}, entonces H es k-coneza.

Demostracion. Sea G una gréafica k-conexa. Haremos la demostracion por induccién sobre k.

Para k = 1. Sean G una gréfica 1-conexa y S C V(G), tal que |S| = 1, entonces S = {u}.
Sean v un vértice que no estd en Gy H = GU {v} y A(H) = A(G) U {uv}, entonces hay al
menos una zy-trayectoria para todo x,y € V(H), por lo que H es 1-conexa.

Supongamos que el teorema es cierto para toda grafica k-conexa, con k > 1.

Sean G una grafica k + l-conexa y S C V(G), con |S| = k + 1. Definimos a H, como la

grafica, tal que dado v un vértice que no estd en G, tenemos que V(H) = V(G) U {v} y
A(H) = A(G) U {wv: w € S}.

Sean z,y € V(H), entonces tenemos que v ¢ {z,y} o v € {x,y}. Si v ¢ {z,y}, entonces
x,y € V(G) y existen entre ellos k + 1 zy-trayectorias internamente ajenas en H.

Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que v = y, entonces si tenemos que = ¢ S o
z € S. Asi,siz ¢ S, entonces zv ¢ A(H) y S es un conjunto separador minimo de cardinalidad
k + 1 en H, entonces por el teorema de Menger, existen k + 1 xv-trayectorias internamente
ajenas en H.

Por ultimo, supongamos que = € S, lo que implica que para todo xy-conjunto separador
R, S—{z} C R, yk=|S—{x} <|R| por lo que en H hay al menos k zy-trayectorias
internamente ajenas que no contienen a xy, y como zy € A(H) se tienen k + 1 trayectorias
internamente ajenas en H.

39



2. k-conexidad, apareamientos y conjuntos independientes

Por lo tanto H es k + 1-conexa.
O

Corolario 2.1.3. Sea G una grdfica k-conexa, con k > 2. Si u,v1, v, ..., vs son t+ 1 vértices
distintos de G, donde 2 < t < k, entonces G contiene una uv;-trayectoria, para cada i =
1,2,...,k, tales que cualesquiera dos trayectorias solo tienen en comun al vértice u.

Demostracion. Sea G una grafica k-conexa y 2 <t < k, esto implica que G es t-conexa. Sean
S = {v1,v2,...,v¢} vértices distintos en G. Hacemos H la grafica tal que V(H) = V(G) U{v},
con v un vértice que no estd en Gy A(H) = A(G) U {vw: w € S}, por el corolario 2.1.1
H es t-conexa. Notemos que como GG es k-conexa, entonces tiene al menos k + 1 vértices.
Por el teorema de Whitney, como H es t-conexa, entonces si u € V(G) — S, en H hay t
uv-trayectorias internamente ajenas. Por lo tanto en H — v = G hay t uw-trayectorias que
inciden en u, una para cada w € S. O

2.2. Apareamientos

En el estudio de las graficas podemos enfocarnos en estudiar de manera independiente ciertas
caracteristicas de algunos subconjuntos de vértices o de aristas. Este estudio independiente
de los conjuntos nos puede mostrar que hay conclusiones interesantes y en algunas ocasiones
similares.

Cuando diferentes aristas inciden en un mismo vértice, decimos que dichas aristas son adya-
centes y denotamos por a adyg b, para a,b € A(G), en caso contrario a no-adyg b. Si G es
una grafica y M C A(G), tal que para cada par a,b € M, se tiene que a no-adyg b, decimos
que M es un apareamiento en G. Observemos que el conjunto vacio es un apareamiento
para cualquier grafica, los conjuntos unitarios de aristas son apareamientos también.

Sia€ M, con M un apareamiento y a = uv, decimos que u y v estdn M-apareados, que v
estd M-saturado, lo mismo para u, en otro caso diremos que v y v no estan M-apareados y
que v no esta M-saturado.

Observemos en la figura 2.6 que r esta Mjp-apareado con o, z no estd Mop-apareado con y;
estan Mjg-saturados x, u, y y v pero no estan Msp-saturados.

Un apareamiento mdximo .4 es tal, que para todo M apareamiento en (G, tenemos que
|.#| > |M|, un apareamiento M es mdxzimo por contencion, si al agregar una arista
més deja de ser apareamiento. Un apareamiento M en G es M-perfecto si para todo v €
V(G), v es M-saturado. De la definicién de apareamiento perfecto, se deduce naturalmente
que todo apareamiento perfecto es maximo y que toda grafica G de orden impar, no puede
tener un apareamiento perfecto. Una grafica conexa de orden par no necesariamente tiene un
apareamiento perfecto.

En la figura 2.6, se pueden observar tres graficas F', G y H, cada una con algunos aparea-
mientos, que son coloreados, aristas y vértices, de distintos colores, para ser distinguidos. Asi,
tenemos que Mip, Mop, Msp, Msg, Myg v M1y son apareamientos maximos, por lo que
queda claro que en una grafica puede haber mas de un apareamiento maximo. Mg, Msg v
todos los anteriores son méximos por contenciéon. Notemos que todo apareamiento maximo
es maximo por contencién, pero no necesariamente el reciproco, como lo vemos en la figura
2.6, M3y es maximo por contencién y |Mig| > |Msg| por lo que no es maximo. Los aparea-
mientos Mg, Myg vy M1y son apareamientos perfectos. En la figura 2.6 no se puede obtener
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Figura 2.6: Apareamientos

algin apareamiento perfecto para F', aunque F' sea de orden par y todos sus vértices estan
saturados.

Si M C A(G), con G una gréfica, decimos que T es una trayectoria M-alternante, si sus aris-
tas se alternan en M y A(G)— M. Una trayectoria T' es M-aumentante, si es M-alternante y
sus extremos no estan M-saturados. En la figura 2.6 ¢), T = (z,u,y, v, z,w) es una trayectoria
M g-alternante y Myp-alternante, pero no es Mjg-aumentante y si Myg-aumentante.

Observacion 2.2.1. 5i G es una grdfica y M un apareamiento en G, entonces:

s Las trayectorias M -alternantes de tamano par tienen la misma cantidad de aristas en
M yen A(G)— M, debido a esto la mitad de aristas estd en M y la otra en A(G) — M.

= Como consecuencia de la observacion anterior, las trayectorias de tamano par no son
M -aumentantes. Ya que uno de los vértices inicial y final de la trayectoria estd M -
saturado y el otro no.

s El tamano de las trayectorias M -aumentantes es impar.

» Una trayectoria M -aumentante tiene una arista menos en M que en A(G) — M, debido
a que las dos aristas extremas de la trayectoria estin en A(G) — M.

Proposicién 2.2.1. Sea una grifica G y M un apareamiento en G. Si existe T' una trayectoria
M -aumentante, entonces existe M’ un apareamiento en G, tal que |M'|=|M|+ 1.

Demostracion. Sea G una gréafica, con M un apareamiento en G, tal que existe T una tra-
yectoria M-aumentante. Sean u y v los extremos de 7', A; = A(T) — M y Ay = A(T)N M,
entonces sabemos que en A hay una arista mas que en As y que para todaa € M1 = M — A,
a ¢ A(T). Como u y v no estdn M-saturados, entonces ninguna arista de M incide en v o en
v. Asi, M" = M; U A;, es un apareamiento tal que |M'| = |M|+ 1. Lo que demuestra que la
proposicién es verdadera.

O
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Teorema 2.2.1. Sea G una grdafica. Un apareamiento es A -mdzximo en G si y sélo si G no
tiene trayectorias A -aumentantes.

Demostracion. Supongamos que en G hay un apareamiento M ma&aximo, por demostrar que
no existe una trayectoria M-aumentante. Esta parte del enunciado la podemos demostrar por
contrapositiva, es decir, si existe una trayectoria M-aumentante, entonces el apareamiento no
es maximo. Por la proposicién anterior se cumple que existe M’, tal que |M'| = [M| + 1. Por
lo que M no es maximo.

Ahora demostremos que si no existen trayectorias M-aumentantes en GG, entonces M es maxi-
mo. Procederemos por contradicciéon. Supongamos que M no es maximo, entonces existe un
apareamiento M’ en G, tal que |M'| > |M|. Sea H la gréfica inducida por las aristas de M y
M’ como ambos son apareamientos en GG, observemos que pueden compartir aristas. Primero
para las aristas que comparten, tenemos que en todos los casos los vértices son extremos de
dichas aristas, son de grado uno en H. Segundo para las aristas ajenas en vértices, tenemos
que, sus vértices pueden ser saturados por ambos apareamientos. Asi, dichos vértices o son de
grado uno o son de grado dos en H, por lo que todas las componentes conexas restantes en H
son ciclos o trayectorias. Notemos que los ciclos deben ser de longitud par, ya que se alternaran
aristas en los apareamientos, por lo que hasta ahora se cuenta el mismo nimero de aristas.
Como |M'| > |M|, entonces existe una trayectoria en H de longitud impar con una arista
més en M’', por lo que es una trayectoria M-aumentante, lo cual genera una contradiccion.
Por lo tanto M es maximo. Con lo que se concluye que el enunciado se cumple. O

2.2.1. Teorema de Hall

En una gréfica bipartita G con particién {U, W} de V(G), podemos observar que si u € U,
entonces N(u) C W. Asi, para S C U, en donde denotamos N(S) al conjunto de los vecinos
de todos los elementos de S, tenemos que N(S) C W.

Si una gréafica G bipartita, con particién {U, W} de V(G), es tal que |U| < |W| y para todo
S CU tal que S # 0, IN(S)| > |S|, decimos que G cumple la condicion de Hall. Dicho resul-
tado es llamado asi en honor a Philip Hall (1904 — 1982), que pertenecia al grupo de Tedricos
Britdnicos de la “London Mathematical Society”. Esta condicién nos ayuda a caracterizar
a las gréficas bipartitas, que poseen algin apareamiento que satura a alguna de sus partes.
Notemos que, para M un apareamiento en G, si k = | M|, entonces k < |U|. Cuando k = |U]|
decimos que U estd apareado con un subconjunto de Wy si k = |U| = |W|, diremos que
M aparea a U con W.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Hall). Sea G es una grdfica bipartita, con particion {U, W} de
V(G), tal que |U| < |W|. Eziste un apareamiento M que satura a U si y sdlo si para todo
S CU tal que S # 0, |[N(S)| > |5].

Demostracion. Sea G una grafica bipartita, con particiéon {U, W} de V(G), tal que |U| < |[W].
Para la ida tenemos por hipétesis que existe M un apareamiento de G que satura a U. Sea
R ={we W:uw € M,u € U}, entonces |M| = |U| = |R| y R C W. Sean S C U,
tal que S # 0,y Rg = {w € W:uw € M y u € S}, entonces Rg C N(S) y ademés
|S| = |Rs| < |N(S)|. Por lo tanto se cumple la condicién de Hall.

Para el regreso, sean GG una gréfica bipartita de orden n, con particiéon {U, W} de V(G) y
|U| < |[W|, tal que para todo S C U se cumple que |S| < |[Ng(S)|, para S # 0, y .4 un
apareamiento maximo en G. Notemos que para todo {u} C U se tiene que Ng({u}) # 0.
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Afirmamos que .# satura a U.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe un u € U, tal que u no estd .#-saturado. Sea
X = {z: existe una uax-trayectoria .#-alternante en G}. Aseguramos que .# satura a X, ya
que no existen trayectorias .#-aumentantes por el teorema 2.2.1.

Sean S = X NU y R =X NW. Demostraremos que |S — {u}| = |R|. Veamos que para cada
x € S —{u} tenemos que existe una uz-trayectoria .Z-alternante, por lo que existe un z € R,
tal que zx € A .

Ahora, para cada x € R, tenemos que existe una ux-trayectoria .#-alternante, de donde
tenemos que existe un z € S, tal que zz € A, asi, |S — {u}| = |R)|, es decir, |S| = |R| + 1.

Veamos que Ng(S) = R, es claro que R C Ng(S). Por otro lado, para cada z € Ng(.5), existe
un x € S, tal que zz € A(G), asi, tenemos que existe una ux-trayectoria .#-alternante, por
lo que z estd .#-apareado. De donde se concluye que |[Ng(S)| > |S| > |R| = |Ng(95)], lo cual
es una contradiccion.

Por lo que no existe u € U tal que u no esté .#-apareado. Por lo tanto .# satura a U. ]

El siguiente resultado nos ayudard a estudiar apareamientos en graficas bipartitas regulares.

Lema 2.2.1. Si G es una grdfica r-regular bipartita, con particion de V(G), {U W} y1 <r,
entonces |U|=|W/|.

Demostracion. Sea G una gréfica r-regular bipartita, con particién de V(G), {U, W}, tal que
|U|=t, |[W| = s, con tamano m. Como G es bipartita, entonces el niimero de aristas que
inciden en vértices de U es igual al nimero de aristas que inciden en W, que es justamente
m, como es r-regular, entonces rs = m = rt, de donde obtenemos facilmente que s = t.

O]

Proposiciéon 2.2.2. Toda grdfica G bipartita r-reqular, con 1 < r y orden n, contiene un
apareamiento M -perfecto.

Demostracion. Sea G una grafica r-regular bipartita, de orden n, con particiéon de V(G),
{U,W}. Por el lema anterior |[U| = |W| = k. Sea S C U, S # (). Basta ver que |[N(S)| > |S|.
Como G es r-regular y bipartita, entonces hay r|S| aristas que inciden en S y r|N(.S)| aristas
que inciden en N(S). Ademas, S C N(N(S)), por lo que toda arista que incide en S, incide
también en N(S). Asi, r|S| < r|N(S)| si y sélo si |[S]| < |[N(S)|, ya que r > 1. Por lo tanto,
G cumple las condiciones del teorema de Hall, lo que implica que existe un apareamiento de
cardinalidad |U| y por lo tanto es perfecto. O

Sabemos que en general los seres humanos buscan tener una pareja, quieren tener compania,
un apareamiento justamente sirve para modelar este tipo de relaciones y aunque siempre se
ha manejado un esquema de un grupo de mujeres y hombres, en este texto no tomaremos la
diferencia sexual como un margen en los conjuntos, ya que las parejas pueden ser de cualquier
tipo y sin etiquetas. Podemos plantear dos conjuntos de amantes que deciden estar juntos, asi
que nombraremos a los conjuntos, el de los que toman la iniciativa “amantes” y el conjunto
de los que dan una respuesta “amados”.

Corolario 2.2.1 (Teorema del amor). Dados un conjunto de amantes y un conjunto de
amados, en donde los amantes conocen exactamente a r amados y los amados conocen a
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exactamente r amantes, con v > 1. Entonces cada amante puede casarse con un amado
conocido.

Demostracion. Es inmediato del teorema anterior. Consideremos la gréafica bipartita G, dada
por la particién del conjunto de amantes y el conjunto de amados, donde habra una arista
entre amante y amado si estos se conocen. Por las condiciones iniciales, sabemos que G es
r — regular lo que nos asegura que los conjuntos son equipotentes. Por el corolario anterior
se tiene que existe un apareamiento perfecto en G. O

Para probar otro resultado importante en el estudio de los apareamientos tenemos que intro-
ducir un nuevo concepto. Sea S1, .59, ..., S; una familia de conjuntos no vacios, distintos dos a
dos, un sistema de representantes distintos es un conjunto {vy, v, ..., v}, con v; € S,
si 1 <i <k, tal que v; # vj, para i # j.

Teorema 2.2.3. Para F = {51, 53, ..., St} una familia finita de conjuntos finitos no vacios,
existe un sistema de representantes distintos si y solo si, para cada entero l, con 1 <1 < k,
la union de l elementos de F', tiene al menos | elementos.

Demostracion. Sea F = {Sy,Ss, ..., Sk} una familia finita de conjuntos finitos no vacios. Su-
pongamos que existe un conjunto de representantes distintos {vy,va,...,vx}, con v; € S;, si
1 <14 < k. Sabemos que cada S; # () por lo menos tiene un elemento distinto, asi, la unién de
[ conjuntos de F', tiene al menos [ elementos.

Ahora, supongamos que para cada entero 1 < [ < k, la unién de [ elementos de F' tiene al
menos | elementos. Sea G la grafica bipartita, con particién {F,UF'} de V(G), Sju € A(G)
siy sélo si u € S;, coni € {i,2,...k}. Sea S C F tal que |S| = [ > 1, por hipétesis
]USjESSj| > 1, pero UsjeSSj = N(S) y por Hall, existe un apareamiento M que satura a
F. Sea Ry = {v; € UF: Sjv; € M,i € {1,2,...,k}}. Asi, Ry es un sistema de distintos
representantes para F. O

Hasta ahora hemos estudiado apareamientos en graficas bipartitas. En 1954, William Tutte
nos regalé un teorema que caracteriza las condiciones necesarias y suficientes que se deben
de cumplir para encontrar un apareamiento perfecto en cualquier grafica. Antes de enunciar
el teorema vamos a recordar que ¢(G) denota el nimero de componentes conexas de G. De-
notaremos por ¢;(G) al nimero de componentes conexas de G de orden impar. Notemos que
dados G de orden n y S C V(G); |[V(G) — S| tiene la misma paridad que |S|, si n es par, y
distinta paridad, si n es impar.

Teorema 2.2.4. Una grdfica G no trivial contiene un apareamiento perfecto si y solo si

cr(G —S) <|S|, para todo S C V(G).

Demostracion. Sea G una gréfica no trivial, de orden n, supongamos que en G hay un apa-
reamiento M perfecto, por lo que n es par. Sean S C V(G) y H una componente conexa de
G — S, con |V(H)| = 2l + 1, para algin [ € N. Como M es perfecto tenemos que existen
veV(H)yweS, tal que vw € M, y como esto se cumple para cada componente conexa de
orden impar, entonces c;(G — S) < |5].

Ahora supongamos que para cualquier subconjunto S de vértices de GG, se cumple que ¢;(G —
S) <|S|. Sabemos que S = 0 C V(G), ya que el vacio es subconjunto de cualquier conjunto.
Asi, con S =0, ¢;(G—S) <0, lo que implica que todas las componentes conexas de G son de
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orden par, por lo que G es de orden par. Demostraremos por induccién sobre el orden par de
G, que si c;(G — S) < |S], para todo S C V(G), entonces G tiene un apareamiento perfecto.

Sin =2, entonces G = K3 es la tnica grafica de orden 2 sin componentes conexas impares y
K5 cumple el enunciado.

Supongamos que el teorema se cumple para toda grafica de orden par menor que n = 2k.

Sea H una grafica de orden n = 2k que cumple las hipétesis. Como cualquier componente
conexa de H es par y no trivial, podemos elegir un vértice v en H, tal que H; —v es conexa, por
el teorema 1.3.3, esto implica que ¢(H) = ¢(H — v). Asi, tenemos que c;(H —v) = 1 = [{v}],
con esto aseguramos que . = {S C V(H): ¢;(H—S) = |S|} # 0. Sea S € . de cardinalidad
méxima y r = |S|; r > 1y Hy, He, ..., H, las componentes conexas de orden impar de H — S.

Afirmamos que ¢(H — S) = r, que equivale a decir que no hay componentes conexas de orden
par. Supongamos que existe H' una componente conexa de H — S de orden par, entonces en
H' existe x € V(H'), tal que H' — x es una nueva componente conexa de orden impar. Asi, si
S" = SU{x}, entonces c;(H — S") = |S’| =r + 1, por lo que S’ € ., lo que contradice que
S es maximo con esa propiedad, por lo tanto ¢(H — S) = ¢;(H — S). Es decir, Hy, Ho, ..., H,
son todas las componentes conexas en H — S.

Sea S; = {v € S:vu € A(H), para algin u € V(H;)}, para toda i € {1,2,...,r}. Veamos
que S; # 0, pero esto es cierto ya que si S; = (), para alguna i € {1,2,...,r}, entonces H; serfa
una componente conexa de H y H no contiene componente conexas de orden impar. Por lo
tanto F' = {51, So, ..., Sr} es una familia finita de conjuntos finitos no vacios.

Ahora veremos que F' posee un sistema de representantes distintos. Supongamos que no,
entonces existe J C {1,2,...,r} tal que:

T =34, 8 =JSiyIs=]JSi] <3

ieJ icJ

Asi, H — S’ tiene al menos Hi, Ha, ..., H; componentes conexas de orden impar, es decir,
ci(G=S5")>j>|5y S € V(H), esto contradice la hipétesis del enunciado. Esto implica
que |S’| > j, por lo que F tiene un sistema de representantes distintos.

Sea {v1,v2,...,v,} el sistema de representantes distintos de F', entonces para toda v; € S;,
existe un u; € V(H;) tal que v;u; € A(H). Sea Mg = {v;u;: 1 € {1,2,...,7}}, este es claramente
un apareamiento en H que satura a S.

Basta ver que para cada H; no trivial, H; — u; posee un apareamiento perfecto. Sea R C
V(H; — u;), demostraremos que cy((H; —u;) — R) < |R).

Supongamos que no, es decir, que |R| < ¢;((H; —u;) — R), notemos que |R| y ¢r((H; —u;) — R)
tienen la misma paridad, pues V(H; —u;) tiene cardinalidad par, de donde |R|+2 < ¢;((H; —
u;) — R). Sea X = RU S U {u;} entonces:

(X[ = IS+ Rl +1=[S|+ (R +2) =1 <e;(H = 5) +er((Hi —wi) = R) = 1 < ¢f(H = X)

y
er(H — X) < |X|.

De donde tenemos que c;(H — X) = |X]|. Por lo que X cumple la misma propiedad que S
y |S] < |X], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto c;((H; — u;) — R) < |R|, para todo
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R C V(H; — u;), esto implica que H; — u; cumple la hipdtesis de induccién. Asi, existe un ;-
apareamiento perfecto de V(H; — u;). Por lo tanto 4 = J;_, #; U Mg, es un apareamiento
perfecto en H. O

2.3. Conjuntos independientes

Sea GG una grafica, en ella podemos ver que los apareamientos son conjuntos de aristas que son
independientes dos a dos. En una gréfica G con apareamiento maximo .#, llamaremos a |.Z|
el nimero de apareamiento o el nimero de independencia por aristas en G y se denota

_ / £ : / _n
por |.#| = o/(G). Para una grafica con un apareamiento perfecto, tenemos que o'(G) = 3.

Un apareamiento M maximo por contencién es llamado entonces un conjunto independien-
te mdximo por contencion en GG, de donde podemos afirmar que M no es subconjunto
propio de ningin otro conjunto independiente de aristas en GG. El nimero de independencia
por aristas inferior es la minima cardinalidad de un conjunto maximo por contencién y se
denota por ap(G).

Figura 2.7: Conjuntos independientes por aristas

En la figura 2.7, podemos ver que M; es un apareamiento minimo en cardinalidad y méximo
por contencién; y que My es un apareamiento méximo (ademads de perfecto) en G, por lo que
es claro que 2 = o(G) < &/(G) = 3.

Teorema 2.3.1. Sea G una grdfica, entonces se cumple que:

ap(G) < o/ (G) < 200(G).

Demostracion. Sea G una grafica y M un conjunto de aristas independiente maximo por con-
tencion de cardinalidad minima en G, entonces M es un apareamiento maximo por contencién
en G, por lo tanto M es méximo o M no es méximo, por lo que af(G) = |M| < |.#Z| = &/(G),
con .7Z un apareamiento méaximo en G.

Ahora veamos que o' (G) < 20, (G), si M es un apareamiento maximo por contencién minimo,
entonces |V (M)| = 2|M| = 2a4,(G). Sea .# un apareamiento méximo en G. Afirmamos que
para toda a € M, con a = uv, u 0 v estdn .# — saturados, ya que en caso contrario,
M’ = .# U{a} es maximo y |.#| < |M'|, 1o que contradice que .# es maximo. Asi, para cada
a € M, al menos uno de sus extremos estd .# — saturado, esto implica que o/(G) = || <
|V(M)| = 2|M| = 2a4(G). Por lo tanto ofy(G) < o/(G) < 2a4(G). O

Hemos visto que en una grafica G pueden existir vértices adyacentes y vértices no adyacentes.
Recordemos que al conjunto de todos los vértices adyacentes a u en V(G) lo llamamos la
vecindad de u, denotada por Ng(u).

Podemos tomar subconjuntos B C V(G), tales que para cada par u,v € B tenemos que
uwv € A(G). Definimos a B como un conjunto independiente por vértices o conjunto
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estable. Es claro que para cualquier gréfica G, dada la grafica G— A(G) cualquier subconjunto
que se tome es independiente, lo que de inmediato nos dice que la gréafica trivial y todos los
conjuntos con un solo vértice son conjuntos independientes por definiciéon y que para toda
G = K, no existen conjuntos independientes con cardinalidad mayor a uno.

En una grafica G existe un conjunto independiente por vértices maximo y su cardinalidad es
llamada el nidmero de independencia puntual de G y se denota por a(G). Con todo lo
observado podemos decir que claramente 0 < «(G) < n, con n el orden de G. Un conjunto
estable mdximo por contencion, es aquel que es independiente en G, tal que al agregarle
cualquier otro vértice de G' deja de ser estable.

G: a) By = {uy, us, ug, g0} b)B; = {uy, uz, Uy, ug, Uy}
u, u u u ul u u u Uyl u u u
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Us Ug Us Ug Us Ug
[ [ [
Uz Ug Ug Ujg Uz Ug Ug Ugp uz Ug Ug Ugp

Figura 2.8: Conjuntos independientes por vértices

También en una grafica G existen subconjuntos de vértices S, con |S| = k, tales G[S] = Kj,
a dichos conjuntos los llamamos clanes de G. A la cardinalidad de un clan méximo de G la
llamamos el nimero de clan de G y lo denotamos por w(G). Debido a las definiciones de
w(G) y a(G), tenemos que w(G) = a(G).

c) d) e)

s T s s

Figura 2.9: Clanes

Podemos ver en la figura 2.8 a) que en Bj es conjunto independiente de vértices maximo
por contencién, en b) B es un conjunto independiente méximo, en la figura 2.9 ¢) tenemos
dos clanes que inducen dos K3, cuya interseccién no es vacia, para d) hay varios clanes que
inducen K3 ajenos entre si y por ultimo en e) se observa otro clan que induce K3. Por lo
que la cardinalidad maxima para un conjunto independiente por vértices es a(G) = 5, que el
clan méximo tiene cardinalidad w(G) = 3. Asi, resulta que a(G°) = 3 y que w(G¢) = 5. Es
facil ver que Bg = {u1, us, u4, us, u1p} es un clan maximo en G¢y que By = {ug, us, us} es un
conjunto independiente maximo en G°.

47






Capitulo 3

Sobre el numero total de
apareamientos y conjuntos
independientes en graficas con
conexidad a lo mas £

En este capitulo estudiaremos los indices de Hosoya y de Merrifield-Simmons de una
grafica G. En el contexto de la Quimica Combinatoria son llamados indices topoldgicos, debido
a que describen algunas caracteristicas estructurales de las graficas moleculares ' de algunos
compuestos, las cuales se relacionan con sus propiedades fisicoquimicas. En particular son
utilizados para predecir algunas propiedades termodindmicas de los hidrocarburos.

En este trabajo nos enfocaremos en el comportamiento de los indices de Hosoya y de Merrifield-
Simmons de graficas conexas de orden n con conexidad puntual (lineal) a lo mas k, con
k < n — 1. Empezaremos por definir y probar algunos resultados sobre los indices de Hosoya
y de Merrifield-Simmons para graficas en general.

3.1. Indice de Hosoya

El indice de Hosoya de una gréfica G, denotado por z(G), es el niimero total de apareamientos
de G incluyendo el conjunto vacio. Este indice fue introducido por Haruo Hosoya en 1971.
Dada una grafica G, con nimero de apareamiento o/ (G), el indice de Hosoya es representado

matematicamente como:
(07

2(G) = p(G : k).

8

i
o

donde p(G : k) es el nimero de apareamientos de cardinalidad & en GG, notemos que el tinico
apareamiento de cardinalidad cero es el conjunto vacio, por lo que p(G : 0) = 1, y si G tiene
tamano m, entonces p(G : 1) = m.

Podemos observar en la figura 3.1, que contar los apareamientos de Ps, no es un trabajo tan
complicado; sin embargo, encontrar el indice de Hosoya de K5 es mucho més complejo (como

Lyéase Capitulo 4
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PS: Z(P5)=8

p(Ps:0)=1 o—e—e—9—»
pPsi1)=4 ¢ 6o—o—0—» e Y L N T
p(Ps:2)=3 o o —o o —o L e o o 9o @

Figura 3.1: Para P, la trayectoria de orden 5, o/(P5) =2y 2(P5) = 8

se muestra en la figura 3.2), a pesar de que P; y K5 tienen el mismo orden y nimero de
apareamiento.

K pKs:0)=1 Z(K5) =26
p(Ks:1) =10
\_\. , )
p(Ks:2) =15
T~ (T
\ o\
\ /N
(T~ ) )
*.\ / /
\ / /

Figura 3.2: Para Kp, la grafica completa de orden 5, o/ (K5) =2y z(K5) = 26

3.1.1. Lema del indice de Hosoya

En general, encontrar el indice de Hosoya de una grafica G es un problema N P-completo. El
siguiente lema nos provee de un método para contar apareamientos en una grafica a partir de
subgréficas mas pequenas.

Lema 3.1.1. Sea G una grdfica, entonces:

1) Para todo wv € A(G), se cumple que:
2(G) = 2(G —ww) + 2(G — {u,v}).
Demostracion. Sean G una grafica y uv € A(G). Sea A el conjunto de los apareamientos
en Gysean Ay, ={M e A:uwe M}y A, =A—Ay.

Sabemos por definicién que z(G) = |A|. Es facil ver que A,, y A, forman una particién
de A. Basta demostrar que Ay, y A, son conjuntos no vacios.

Sabemos que ) € A, v que {uv} € Ay, lo que implica que 2(G) = |A| = |Aw| + AL, |-
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2)

3)

Notemos que como uv € M, para todo M € A,,, entonces para todo x € Ng(u) — {v}
y para todo y € Ng(v) — {u}, zu ¢ M, yv ¢ M, esto implica que en M no hay
aristas que tengan como extremos a u o a v salvo uv, es decir, las aristas que estan en
A(G —{u,v})U{uv}. Sean A’ el conjunto de los apareamientos de G — {u,v} y fu» una
funcién, tal que fyp: Ay — A’, en donde fy, (M) = M — {uv}, para todo M € Ay,
veamos que la funcién es inyectiva. Sean M, M’ € Ay,. Asi, fuo(M) = M — {uv} y
fuv(M") = M’ — {uv}, de donde es claro que fu,(M) = fuo(M') siy sélo si M = M/,
por lo que fy, es inyectiva.

Ahora, sea M" € A’, lo que implica que ninguna arista de G incidente en u o en v
estd en M". Asi, M = M"” U {uv} es un apareamiento de G, tal que M € A,,. Por
lo que fu,(M) = M", asi f,, es suprayectiva y por lo tanto biyectiva. Con lo anterior
concluimos que | Ay, | = |A'| = 2(G — {u, v}).

Por tltimo, sean A" el conjunto de los apareamientos de G —wv y f! : Al — A", tal

que f/,,(M) = M, para todo M € A/, entonces como en A" estdn todos lo apareamien-

tos de G que no tienen a uv, f], es claramente biyectiva. Asi, |Al,| = |A”| = 2(G — uv).

Por lo tanto z(G) = |A| = |A'| + |A"| = 2(G — {u, v}) + 2(G — uwv). O
Siv e V(G), entonces:

2G)=2(G—v)+ > 2(G-{v,w}).

wENg(v)
Demostracion. Procederemos por induccién sobre [Ng(v)|. Si|Ng(v)| = 0, entonces v es
un vértice aislado, por lo que ningtin apareamiento de G satura a v. Asi, 2(G) = z(G—v).

Si [Ng(v)| = 1, sea w € V(G) el tnico vecino de v. Asi cualquier apareamiento que
sature a v contiene a vw, por el lema 3.1.1 inciso 1), 2(G) = 2(G —vw) + 2(G — {v, w}),
pero z(G — vw) = z(G — v), pues v es un vértice aislado en G — vw. Por lo tanto

2(G) = 2(G —v) + 2(G — {v,w}).
Supongamos que si [Ng(v)| = k, el teorema se cumple.

Sean v € V(G), tal que dg(v) = k+1 > 2y u € Ng(v), por el lema 3.1.1 inciso 1),
2(G) = z(G—vu)+2z(G—{v,u}). Notemos que dg_yy,(v) = k. Por hipétesis de induccién
tenemos que:

2(G—uv) = 2(G —v) + Z 2(G — {v,w}).

WENG_yu (V)
Como Ng(v) = Ng—yu(v) U {u}, entonces:

2(G)=2G-v)+ Y 2G—{v,wh+z(G—{v,u}) = 2(G-v)+ Y 2(G—{v,w}).

WENG—vu(v) wENg(v)

O]

Si G1,Go, ...,G, son grdficas ajenas en vértices y G = G1 UGy U ... U G, entonces se
cumple que:

2(G) = H 2(Gy).
=1
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

Demostracion. Sean una grifica G = G1 UG U ... UG,, con G; y G graficas ajenas,
para toda i # j e i,j € {1,2,...r}. Sea A; el conjunto de los apareamientos en G;, con
i€{1,2,...,m}, por definicién tenemos que z(G;) = |A;|, para cada i € {1,2,...,7}.

Procederemos por induccién sobre r. Es claro que para r = 1 no hay nada que hacer,

por lo que empezaremos con r = 2. Sean (G1, Go dos graficas ajenas en vértices y
G = Gy UGy, Sean Ay y Ay los conjuntos de todos los apareamientos en Gy y Go
respectivamente.

Consideremos My € Ay y My € As. Notemos que M1 U M; es un apareamiento de G. Por
otro lado si M # () es un apareamiento de G, entonces M = (M NA(G1))U(MNA(G2)).
De aqui que G tiene tantos apareamientos como |A;1]| - |As], es decir:

2(G) = 2(G1)2(Ga2).

Supongamos que para toda r > 2 y para toda grafica G' = |J;_, G, con G;, G; gréficas
ajenas, para i # j. Se cumple que:

<

2(G;)
i=1

Sea G =G UG2U...UG, UGrq1, con G; # Gj, parai # jei,j € {1,2,...,r+1}.
Podemos reescribir a G, teniendo en cuenta que H = G; U Gy U ... U G, cumple la
hipétesis de induccién. Asi, como G = H U G,41 concluimos que:

r+1

2(G) = z2(H)z(Gry1) <H z ) Gri1) H z

Dos corolarios del lema 3.1.1.

Corolario 3.1.1 (Inciso 1). Si G es una grdfica y u,v € V(G), tal que wv ¢ A(G), entonces
z2(G 4+ uwv) > z(G).

Demostracion. Sea G' = G + uv, lo que implica que 2(G’) = z((G +uwv) — uv) + 2((G + uv) —
{u,v}) = 2(G) + 2(G — {u, v}). Claramente se concluye que z(G + uv) > z(G).
O

Corolario 3.1.2 (Inciso 3). Si G es una grdfica y G1, Ga, ..., Go), las componentes conezas
de G, entonces tenemos que:

Demostracion. Sean G una gréfica y Gi,Ga, ..., G¢(q) las componentes conexas de G.

Sabemos por la definicién de componentes conexas que G1, G2, ..., G¢(g) son ajenas dos a dos
y G=G1UGyU---UGq). Por el lema 3.1.1 vemos que se cumple el enunciado.
O

Lema 3.1.2. Sea z(K,) = z,, entonces tenemos que z, = zp—1+ (n —1)zp_9, y 21 =1y
z9 = 2.
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Demostracion. Sea K, y v € V(K,). Es claro que K,, —v = K,_1 y por el lema 3.1.1 2),
tenemos que:

Z(Kn) :Z(anv)ﬁL Z Z(Kn—{w,v}).
wENg,, (v)
Primero observemos que como K,, — v = K,_1, tenemos que z(K, —v) = 2(K,—1) = z—1.

Ahora veamos que para Y, n, () 2(Kn — {w,v}), tenemos que [N, (v)| =n — 1 para todo
v e V(K,)yademas K,, — {w,v} = K,,_o de donde tenemos que z(K,_2) = z,_2, asi:

Z Z(Kn - {’LU,’U}) = (n - 1)Zn—2'
weNK,, (v)
Por lo tanto z, = zp,—1 + (n — 1)z,—2.

Por 1ltimo observemos que K tiene sélo al apareamiento vacio, por lo que z(K1) =1 = 2;

q p y P q y
para K5 tenemos unicamente dos apareamientos, el conjunto vacio y Ko misma, asi z(Ksq) =
2 = 29. ]

n [1]23]4 |5 |6 |7 8 9 10 11 12
zn | 112411026 | 76| 232 | 764 | 2620 | 9496 | 35696 | 140152

Cuadro 3.1: Sucesion para las primeras 12 graficas completas

3.2. Indice de Merrifield-Simmons

El indice de Merrifield-Simmons es otro de los llamados indices topoldgicos en la Quimica
Combinatoria. Fue introducido por Richard E. Merrifield y Howard E. Simmons en 1989. El
indice de Merrifield-Simmons de una grafica G es el nimero de conjuntos independientes de
V(G), incluido el vacio. Lo denotamos por i(G). Formalmente:

a(G

i(G) = 3 (@),

=0

~

~

donde «(G) es el nimero de independencia de G y ¢(G : j) denota el nimero de conjuntos
independientes de G de cardinalidad j.

Notemos que para cualquier grafica simple G de orden n, ¢(G : 0) = 1y ¢(G : 1) = n. Si
G = K, tenemos que n = a(G) y ¢(G : n) = 1. Para Ps, la trayectoria de orden 5, o(P5) = 3
(S Z(P5) = 13.

En la figura 3.3, podemos contar los conjuntos independientes de la trayectoria Ps, incluyendo
al conjunto vacio. Para la gréfica K§ de orden 5 cualquier subconjunto de vértices es indepen-
diente, por lo que (K¢ :0) =1, ¢(K§: 1) =5, q(K§ :2) =10, ¢(K§:3) =10, ¢(KS :4) =5
y q(K¥§ : 5) =1, lo que nos dice que i(K§) = 32 conjuntos independientes. Por otro lado en
la grafica K5 sus inicos conjuntos independientes son el conjunto vacio y los unitarios de los
vértices, por lo que i(K5) = 6.
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Ps: q(Ps:0)=1 i(Ps) =13

q(Ps:2) =6
—r— ——9o—® —r o —® —r o — & e —@

oo o oo o o oo
q(Ps:3) =1
o o o9

Figura 3.3: Para Ps, la trayectoria de orden 5, a(Ps) = 3 e i(P5) = 13.

De lo anterior podemos observar que cuantas mas aristas hay, la cantidad de conjuntos inde-
pendientes disminuye.

Veamos la figura 3.4, en ella se describen los conjuntos independientes de S5 = K7 4, la estrella
de orden 5. Notemos que S5 y Ps tienen el mismo orden y tamano; sin embargo i(Ps) < i(.S5);
lo que nos indica que el tamafio no es un factor que caracterice de manera determinante el

valor de i(G).

Ss: i(S5) =17

e
e
B
B

Figura 3.4: Para S, la estrella de orden 5, a(S5) = 4 e i(S5) = 17.
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3.2.1. Lema del indice de Merrifield-Simmons

Ahora demostraremos algunos enunciados que nos dan resultados importantes al respecto del
indice de Merrifield-Simmons.
Lema 3.2.1. 57 G es una grdfica, entonces:

1) Para cualquier uv € A(G), se cumple que:
i(G) = (G — w) — i (G — (Ne(u) U N (v)))

Demostracion. Sean G una grafica y uwv € A(G). Consideremos H = G — uv. Notemos
que el conjunto N = Ng(u) U Ng(v) = Ng[u] U Ng[v] = Ng[u] U Ng[v]. Tomemos en
cuenta que es equivalente a demostrar que:

i(H) = i(G) + (G — N).

Sean Zy la coleccién de los conjuntos independientes de H, Zy = {I € Zy: INN # ()}, e
Iy={l€Zy: INN = 0} = Iy —ZIn. Afirmamos que Zy e T forman una particién de
Ty, basta demostrar que son no vacios. Lo que resulta inmediato, ya que {u}, {v} € Iy
y q) S IN

Sea Zg_n la coleccién de todos los conjuntos independientes de G — N, entonces en
Za—n estan todos los conjuntos independientes de G que no tienen ni a u, ni a v, ni a
cualesquiera de sus vecinos y sélo esos; por lo que Zg_n = Iy Asi |Zg—n| = |Tx]-

Ahora, dado Zg, la coleccién de todos los conjuntos independientes de GG, definimos la
funcién fy, v Zg — In, tal que para todo I € Z, tenemos que:

I SiTNN #£0
I) =
Sy D) {Iu{u,v} siINN = 0.

Demostraremos que la funcién es inyectiva. Sean I7, I3 conjuntos independientes de G,
tales que f{yv}([1) = f{uw}(l2). Entonces tenemos los siguientes casos:
Casol. SiIi NN # (e I, NN # (), entonces I1 = I.

Caso2. SiLH NN #0eI,NnN =, entonces Iy = Iy U {u,v}. Notemos que este caso
no es posible, ya que S; € Zg, asi {u,v} ¢ I;. Andlogamente para [ NN =0y
Ir NN # (.

Caso 3. SiiNN=0e ILbNN =0, entonces {1 NN =0 =1I,NN =0siysélosilj = Is.
Por lo tanto es inyectiva la funcién.
Veamos que es suprayectiva la funcién.

Sea I € Ty, entonces S es independiente en H, tal que I N N # (). De donde tenemos
dos casos:

Caso 1. Si {u,v} C I, entonces Ny(u) U Ng(v) € I. Asi I’ = I — {u,v} es un conjunto
independiente en G, tal que I N N = (). Por lo que f,,3(I') = 1.

Caso 2. Si|IN{u,v}| <1, entonces I es un conjunto independiente en G tal que INN # (.
Asi, fruwy(I) = I. Por lo que fy, . es sobre. Por lo tanto la funcién es biyectiva.
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2)

3)

Es decir
i(H) = |Ig]
= |In| + | Tx]
= |Zg| + |Zg-n|
—i(G) +i(G — N).

Por lo tanto

i(G) =1i(H)—1i(G—N)
= i(G —uwv) — i(G — (Ng(u) U Ng(v))).

Siv e V(G). se cumple que i(G) = i(G —v) + i(G — Ng[v]).

Demostracién. Sean G una gréfica, v € V(G) y Ng[v]. Sean Z¢ el conjunto de todos los
conjuntos independientes en G, 7, el conjunto de todos los conjuntos independientes de
G en los que se encuentra v e 7, = Zg — Z,.

Veamos que {Z,,Z/} es una particién de Z. Basta ver que Z,,Z/ son no vacios y esto
ocurre ya que ) € 7] y {v} € Z,,.

Por lo anterior, tenemos que |Z| = |Z,| + |Z,,|. Asi, debido a la definicién del indice de
Merrifield-Simmons, sabemos que i(G) = |Z,| + |Z,].

Sean Zg_,, el conjunto de todos los conjuntos independientes en G — v, es inmediato de
las definiciones que Zg_, C Z/, mas ain Zg_,, = Z, pues todo conjunto independiente
de G que no contiene a v es un conjunto independiente en G — v, lo que implica que
Ie—y =1I). Por lo que |Zg_,| = |Z|.

Consideremos G — Ng[v]. Sean Ty, [v] €l conjunto de todos los conjuntos independien-
tes de G— Ng[v] v fv : Zy, — (G — Ng[v]) dada por la regla f,(I) = I —{v}. Afirmamos
que f, es biyectiva.

Sean I,J € T,, tales que f,(I) = f,(J), entonces I — {v} = J — {v} si y sélo si [ = J,;

lo que implica que f, es inyectiva.

Por otro lado, si I € Zg_ [y, entonces I es independiente de G, tal que I N N¢g [v] =0,
de este modo I U {v} es independiente en Gy I U {v} € Z,. Asi, f(IU{v}) = I. Por lo
que f, es suprayectiva y por tanto biyectiva; de modo que |I5_ Nc[v]’ = |Z,|.

Con lo anterior concluimos que:

i(G) = [Za-o| + |Za-ngw)| = 1To| + |Z,] = i(G = v) +i(G — Na[v]).

Si G1, Ga, ..., Gy, son grdficas ajenas dos a dos y G = U;-C:l Gj, se cumple que

k
i(@) =[] #Gy).

i=1
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Demostracion. Procederemos por induccion sobre k. Para k = 1, es claro que el teorema
se cumple, por lo que empezamos con k = 2. Sean G, Gs, dos graficas ajenas y G =
G1UGs.

Sean Zg el conjunto de todos los conjuntos independientes de G e I € Zg. Notemos
que I = I Uls con Iy, Is conjuntos independientes de G1 y Go respectivamente. Asi
|Zc| = |Z1||Z2] es decir:

i(G) =i(G1) - 1(G2).

Supongamos que para una grafica H = U§=1 Hj, con k > 2y k graficas ajenas dos a
dos, se cumple que:

Sea G = G1 UG2U...UG UGp41 una gréfica formada por la unién de las G gréficas
ajenas dos a dos,con 1 < j <k+41.

Consideremos G' = G7 U Gy U ... U Gy, subgrafica de G, que cumple la hipdtesis de
induccién y claramente:

G =G UG

de lo anterior y de la base de induccién tenemos que:

k k+1
(@) = i(G) - i(Gryr) = [ (G)) - i(Grsr) = [ #(Gy)-
j=1 Jj=1

Corolario 3.2.1 (Inciso 1). Si G es una grdfica, tal que uv & A(G), entonces:
i(G 4+ w) < i(G)

Demostracion. Sea G tal que uv ¢ A(G), para algunos u,v € V(G). Sea H = G + uv, esto
implica que G = H — wv, por el inciso 1) del lema anterior, tenemos que

i(H) = i(H —wv) — i (G — (Ng(u) UNg(v))).
entonces
Z(G + uv) = Z(G) —1 (G - (NG—Hw(u) U NG+uv(U)))

Por lo que i(G + wv) 4+ i (G — (Ng4uv(u) U Ngyup(v))) = i(G) > 1. Por lo tanto concluimos
que (G + uv) < i(G).
O

Corolario 3.2.2 (Inciso 3). Para toda grdfica G, tal que G1,Ga, ..., Gy son las componentes
conexas de G, se tiene que:
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Demostracion. Se sigue de manera inmediata, ya que G es la uniéon de sus componentes
conexas, vy éstas son ajenas dos a dos. O

Lema 3.2.2. Sii(K,,) = i,, entonces i, =n+ 1.

Demostracion. Sea G = K,. Por la definiciéon de conjuntos independientes, tenemos que en
K, sélo se pueden tener conjuntos independientes de cardinalidad uno y el vacio y asi, tenemos
que ¢(G : 0) =1, q(G : 1) = n y, por lo tanto

in=1Kp) =¢q(G:0)+q(G:1)=1+n.

Lema 3.2.3. Sea K¢, entonces i(KS) = 2.

Demostracion. Observemos que en K¢, se tiene que el nimero de conjuntos independientes

n»
es:
n n n - n
0 1 0l
Ya que hay conjuntos independientes de cardinalidad 0 < k < n. Por lo que basta demostrar

aue (1) (1) e (2) =2

La demostracion la haremos por induccién sobre n.

(-1
BROREEES

Supongamos que se cumple para n, es decir que:

5()-r

k=0

Para n = 0 tenemos que:

Sin=1

Veamos que se cumple para n + 1.

n+1 n+1 n+1
=2t
<0)+<1)+ +<n+1>
Observemos que:

() =) 6)
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3.2. Indice de Merrifield-Simmons

que:

n!

n!
= Dln—(h=1) " K(n—Fk)

N

(") (

(n+1)—k)
(n+1)—k)

n!

n!
Dkt Bk

2 |

Oy
L]
==
+|+
Ele
e=
l_l
&
|
==
=< |+
£
=

kn!+nl(n+1) — kn!

(n+ 1)

(0

n+1
0

- (
Asi, tenemos lo siguiente:
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

3.3. Las gréficas K* y su generalizacién K,’jhnz

El objetivo principal de este trabajo es dar a conocer las graficas cuyos indices de Hosoya y
Merrifield-Simmons acotan a las siguientes familias.

Sean 7, 1 la coleccién de todas las graficas conexas con conexidad puntual a lo més &, con
k <n-—1,y 4, la coleccién de todas las grificas con conexidad lineal a lo méas k, con
k<n-—1.

Consideramos a la grifica completa K,,_1, definimos a K* como la grifica de orden n, que
tiene como conjunto de vértices V(KF¥) = V(K,_1) U {v}, con v ¢ V (K, 1) y A(KF) =
A(Ky—1) U{vu : uw € U} para cualquier U C V(K,_1), tal que |U| = k. Es inmediato del
corolario 2.1.1 y de la construcciéon que Kff es k-conexa y por tanto pertenece a ¥, 1 y a <, .
Veamos que, si W = (V(K,_1) — U)U{v}, entonces K*[W] = Ky, v KFUU{v}] = Kiya;
por lo que a K,’i la podemos obtener alternativamente de borrar de K, las aristas de una

o~

subgréfica isomorfa a K ,,_(x11), de esta dltima definicién es claro que Kﬁ = Ky n—(k-+1) + K.

a) K2 b) Ks — A(K, ) ) K{s +K,

Figura 3.5: Las diferentes formas de la grafica Kg = K¢ — A(K13) = Kf 3 + K»

En la figura 3.5, observamos las tres formas de obtener a la grafica K 62, en el inciso a) tenemos
primero a la gréfica K5 y a un conjunto U C V(Kj5) de 2 vértices que hacemos adyacentes al
vértice azul. En el inciso b) se muestra la gréfica Kg a la cual borramos el conjunto de aristas
rojas de la subgrafica K 3 y por tltimo en el inciso c¢) Ki 5+ K.

A continuacién calcularemos los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons de Kg .

Recordemos del lema 3.1.1 que 2(G) = 2(G = v) + >_ e N () 2(G — {w, v}). Por lo que 2(K?)
se puede ver de la siguiente manera.

2=z (N +aC k32

Aplicando nuevamente el lema 3.1.1 a cada uno de los sumandos obtenemos que z(K?2) =
14 4+ 4 + 3(6) = 36.

Veamos esto con mas detalle: sean G1, G y G3 las graficas que resultan de aplicar el lema
3.1.1 a K62. Entonces,
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3.3. Las graficas K" y su generalizacién Kn1 1o

R /P
AP

p(G2:0) =1
p(Gy:1) =3

Observemos que z(G1) = 14, 2(G2) = 4 y 2(G3) = 6; recordemos que z(G3) se cuenta tres
veces, ya que al aplicar el lema de Hosoya, se generan tres graficas isomorfas a G, asi que
finalmente z(G) = 14 + 4 + 18 = 36.

Ahora, para contar todos los conjuntos independientes de KZ2, usaremos el lema 3.2.1 de
Merrifield-Simmons; es decir, i(G) = i(G — v) + (G — Ng[v]) para cualquier vértice fijo v.

i< =i+ i)
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

En este caso el vértice elegido es adyacente a todos, por lo que la grafica KG2 - N K2 [v] es el

conjunto vacfo, de donde i(f)) = 1. Por otro lado aplicando el lema 3.2.1 a K7 — v tenemos
que i(KZ —v) = i(Ky) +i(K3) =5+4=9. Asi, i(K2) =9+ 1 = 10.

Mais a detalle:
q(KE—v:0)=1

q(KZ—v:1) =5

VAN VAN,

q(KZ —v:2) =3
Por lo que finalmente i(K2 —v) = ¢(KZ —v:0) +q(KZ —v:1)+q(KZ —v:2)+q(0:0) =
1+5+3+1=10.

Recordemos que podemos ver a K¥ de manera alternativa como KF =~ K, — A(K Ln—(k+1))}
es decir, Kff = Ky n—(kt1) T K. De donde naturalmente podemos dar una generalizacién de
KF.

Definicion 3.3.1. Sean n,nq,ns, k enteros positivos, con n > 3 y ni,ng, k > 1, tales que
n—k = ni +ng. Definimos a la grdfica Kﬁl ny €Omo la grifica que resulta de K, al borrar las

aristas de la subgrdfica Ky, n,. Formalmente:

KF =K°¢ + K.

ni,mn2 ni,n2

Notemos que si n; = 1, entonces ng = n — (k + 1), de donde:

k k
Kmmz Kl n—(k+1) — ch,n—(k+1) + Ky = Kn~
En figura 3.6, vemos dos graficas del tipo Kf,fl npi €n el inciso a) K3 ¢ Y en el inciso b) K3 5

Observemos que las graficas Ko y K23 estan totalmente contenidas en K 10 ¥ Kg, respecti-
vamente.

Dado que K} . = Kg . + Ky = (Ku, UKp,) + Kj, denotaremos por Vy,, = V(Ky,),
Voo, = V(Kp,) y Vi = V(Kk) De este modo es claro que {V,,, Vy,, Vi} es una particién de
V(KR ny)-

De aqui que por comodidad denotaremos a los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons de

Kﬁl ny» COMO z(n1,m2, k) e i(n1,n2, k), respectivamente.

Observacién 3.3.1. Por la definicion de KF

mimgs €8 claro que K

Iav)
n1n2_V1: notk Y

K],fbl ns — Vng = Kny 1k, ya que todo vértice en Vi, es extremo de una arista en A(K, ni, n2) por lo
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3.3. Las graficas K" y su generalizacién Kﬁhm

a) Kzz,c, =Ko —A(Kz4)

b)

Figura 3.6: a) La gréfica K34y b) la gréfica K3,

- L 1 ko~ k=1
que es adyacente a todo vértice en Vy,, cont = 1,2. Por dltimo vemos que K , —w = K,

stwe Vi y K,k{lm —w = Kﬁl_l ngs St w € Vi, De aqui es fdcil ver que, sini,k > 2, para

u € Vy, yv eV, tenemos que K,’ilm —{u,v} = K1

ni—1l,no "
Proposicién 3.3.1. Sean n,ni,no,k €N, conno > 1, n1,k>2 yn >5, tales quen — k =

n1 + ng, entonces:

z(ny1,no, k) = z(n1 — 1,ng, k) + kz(ny — 1,ne, k — 1) + (n1 — 1)z(n1 — 2,n9, k).

Demostracion. Consideremos {Vy,,, Vy,, Vi } la particién de V(Kﬁlm).

Sea u € V,,,, entonces Ngr  (u) = ViU (V,, —{u}). Primero veamos el caso en el que n; = 2,
n1,n2

sea V,,, = {u, v}, es facil ver que:

Ké:,ng - {uvv} = Kn2—|—k = Koo

Asi, aplicando el lema de Hosoya 3.1.1, tenemos que:

2(2,n9,k) = z(Ké“’n2 —u) + Z Z(Kéim —{w,u})
weVpU{v}

= Z(Kﬁng) + Z Z(Ké:,nz - {ﬂj,u}) + Z(Ké:,nz - {'U,U})
zeVy

2(Kt ) + k2(KT,) + 2(Kay )
= z(1,n9,k) + kz(1,n2,k — 1) + 2py k-
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

Ahora veamos para n; > 3. Usando la observacién 3.3.1 y por el lema 3.1.1, tenemos que:

Z(nla na, k) = Z(bel,nz)
= (Kﬁl,ng - ’LL) + Z Z(Kg,ng - {w7u})

wWEN K n (u)
= ( nl,nz - + Z n1 ng {J;?u}) + Z ( n1,n2 {y,u})
eV} YEVn, —{u}
ni—1
= ( TLl ng + Z nl no {l’r, U}) + Z ( TL1 n9 {y]7 U})
j=1
= (K, — ) + kZ(Kffl L) (1 = DK o)

=z(n1 — L,ng, k) + kz(ny — L,ne, k— 1) + (n1 — 1)z(ny — 2,n9, k).
0

Proposicién 3.3.2. Sean ni,ns, k € Z*, tales que ny +ne = n — k, para alguna n > 3,
entonces:
i(n1,ng, k) =i(n1 — 1,n9,k) +ng + 1.

Demostracion. Sea {Vy,, Va,, Vii} la particion de V(KF ), tal que [V, | = ny, [Va,| = nay
|Vi| = k, con nq + ne + k = n.

Consideremos u € V,,,, por el lema de Merrifield-Simmons, sabemos que si G = Kﬁl no>
entonces:

i(G) = i(G — u) + i(G — Ne[u)).

n1—1.m 10 que implica que:

Pero Nk, ., [ul = Vi UV,,, asl: G — Nglu] 2 Ky, y G — v & ~ KF
i(n1,na, k) = (K5, py) +i(Kn,)-
= i(nl — 1, n9, k:) +no + 1.
0

De esta demostracién y tomando en cuenta a la gréfica K 1 nyt1> CON particién de V(K k L nat1)s
{Voi-1, Vagt1, Vi } y un w € V,, 41, llegamos de la misma forma a que

i(n1 —1,ne+ 1,k) =i(ny — 1,n9, k) + nq.

3.3.1. Lemas de orden para z e i de las gréficas K}

Los lemas que a continuacién se dan son importantes para aclarar las relaciones de orden que
existen entre los indices topoldgicos de algunas gréficas.

Lema 3.3.1. Sini, no y k enteros positivos tales que ng >n1 > 2, k>1yny+ng=n—k,
entonces: z(n1 — 1,na + 1,k) > z(ny1,na, k).

Demostracion. Sean ni, ne y k enteros positivos tales que ne >nq > 2,k > 1lyni+ns =n—k.

Veamos para k = 1, como caso particular y ng > ny > 2 enteros positivos. Sean {V,,,_,, Vp,,,, {v}}
Y {Var, Vaps {u}} las particiones de K} _; o+l Y K}, .., respectivamente.
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3.3. Las graficas K" y su generalizacién Kﬁhnz’

Consideremos el vértice v de K}

n1—1mpt1, DOr el lema 3.1.1, tenemos que: z(n; — 1,m2 +1,1)

= Z(K7111—1,n2+1 —v)+ Z Z(Kvlzl—l,ng—f—l —{w,v})

weN v
K’}Ll —1,ng+1 ( )

= Z(KT%,171,TL2+1 - 'U) + Z Z(K}Llfl,n2+l - {y,’l}}) + Z Z(Kélfl,n2+1 - {27 'U})

yGVm,l zEVn2+1

Es facil ver que K} 1,01 — v = Kpy 1 UKnpyy1, K) g — {00} 2 Ky 2 UKpy1 y
Kpi—imy —{z,v} 2K, 1UKy,,cony €V, 1y 2z € Vy,41. Asi, tenemos que:

Z(Krlzl—l,ng—i—l —v)+ Z 2Ky 1 pye1 — {05 0}) + Z Z(K7111—1,n2+1 —{z,v})

yev’nlfl Zevn2+1

= Z(Km—l U Kn2+1) + Z Z(Km—Q U Kn2+1) + Z Z(Km—l U Kn2)'
yEVn -1 2€Vny+1

Finalmente:

z(n1—1,ne+1,1) = 2(Kp,—1)2(Kny+1) +(n1— 1) 2( Ky —2)2(Kpyt1) + (no+1)2(Kpy —1)2(Kp,)
= Zn—12no+1 + (N1 — D) zpy—22ny4+1 + (N2 + 1) 2, —12n, - (3.1)

Procediendo de manera analoga para z(ni,n2,1) y u € {u}, tenemos que:

z(n1,m2, 1) = 2, Zny + N12ny—12n, + N22n, Zngy—1- (3.2)

Notemos que aplicando el lema 3.1.2 a la ecuacién (3.1) y factorizando z,,+1, tenemos que:

Zny—1Zna41 + (11— 1) 2y —22ny 41 + (n2 4+ 1) 20,120, = (2n—1 + (11 — 1)2n, —2)Znp 41
+ (n2+1)zn,—12n, (3.3)

= ZnyZng+1 T+ (n2 + 1)’melznz'
Por otro lado procediendo de manera andloga con la ecuacién (3.2) y factorizando z,, obte-
nemos:

Zny Zng + M1 Zny—1%ny + M220, Zng—1 = Zny (Zng + M22Zny—1) + 1120, —12n, (3.4)

= ZnjRng+1 + N12Zn;—1%2ng-

Asi, de las ecuaciones (3.3) y (3.4) vemos que:

Z(nl —1,na+1, 1) - Z(nla na, 1) = Zn1 Zno+1 + (77,2 + 1)Zn1—lzn2 - (anzng-l—l + nlznl—lznz)
= (n2 + 1)2n,—12n, — N12ny—12ny
= ((TlQ + 1) - nl)znl—lzng > 0.
Ahora, recordemos que ny > nq, entonces (ng + 1) — ny > 0, de aqui que el lema es cierto.
Supongamos que k > 2, procedemos por induccién sobre nq.

Siny = 2. Dado que Kﬁrl,nzﬂ = Kﬁzﬂ,m—l? aplicando la proposicién 3.1.1 tenemos que:

A=z(ni —1Lne+1,k) = z(n1 — 1,n0,k) + kz(ny — 1,n9, k — 1) + naz(n; — 1,n2 — 1, k).
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

Por otro lado, de la proposicién 3.3.1 también se sigue que:

B = z(n1,no, k) = z(n1 — 1,ng, k) + kz(ny — 1,ne, k — 1) + (n1 — 1)z(n1 — 2, n9, k).

Asi, para la diferencia diferencia A — B = C:

A—B=z(n1 —1,n9,k)+kz(ng —1L,ng, k— 1) +noz(ng — 1,ng — 1, k)
—[z(n1 — L,n9, k) + kz(ny — L,ng, k — 1) + (ng — 1)z(n1 — 2,n9, k)] (3.5)
=mngz(n1 — 1,ne — 1,k) — (n1 — 1)z(n1 — 2,n9, k).

Basta ver que:

C =naz(n1 —1,ne —1,k) — (ng — 1)z(n1 — 2,n9,k) > 0. (3.6)

Comon; =2yni+ny=n—k, entonces no =n—k —2; ademéas, no +k—1=n—-3y
ng +k—2=n—4.Y dado que K¥* = K4k = K9, entonces:

n1—2,n9

(n1 — 1Dz(ng — 2,n9,k) =1 2(K,—2)

= Zn—2-

Por la definicién de z, y como n > 3, entonces:

Zn—2 = Zp-3 + (N — 3)zn—a.

Por otro lado, noz(ni — 1,na — 1,k) = (n — k — 2)z(n1 — 1,n2 — 1,k) y por el lema 3.1.1,

sabemos que si u € V;,, 1, en la grafica Kﬁl—l no—1 = Kfnrl, entonces:

Z(la na — 17 k) = Z(Kf,ng—l - u) + Z Z(Kfng—l - {w7u})
wENgG(u)

= 2(K,, 1)+ Z Z(Kingq —{w, u})

weVy,
= Z(an-i-k—l) + kz(Kn2+k—2)
= Z(Kn73) + ]{Z(Kn,4)

= 2p-3 + kzp_a.

Por lo que:
C= (TL —k— 2)(zn—3 + kzn—4) - (zn—S + (n - 3)Zn—4
= zn_g(n — k- 3) + Zn_4(/€ —-n+ 3)
=(n—k—3)(zn-3 — 2n—4a).
Luego comon —k=mn1+no >4y 2,3 > 2,-4, entonces n —k — 3 > 0 y por tanto:

(n—Fk—3)(zn-3 — 2n—a) > 0.

Por lo tanto z(1,n2 + 1, k) > 2(2,n9, k) > 0.

Ahora, supongamos que para toda n,, con 2 < n, < n; se tiene que z(n, — 1,no + 1, k) >
z(ny,n2, k). Basta demostrar que se cumple (3.6) para ny.

66



3.3. Las graficas K" y su generalizacién Kﬁhnz’

Aplicando el lema de Hosoya 3.1.1 a ngz(n; — 1,ne — 1, k), para u € V,,,_1, vemos que:

E =noz(ny — 1,ny — 1, k)
= ”2[2(—’(5171,11271 —u) + Z Z(Kﬁlfl,ngfl —{w, u})]
weVEUViny —1—{u}
= nz[z(KT]ilengfl) + kz(Ksl_—lzng—l) + (nl - 2)Z(K£173,n271)]
=noz(ny —2,n2 — 1, k) + nokz(ny — 2,ne — 1,k — 1)
+ na(n1 —2)z(ny — 3,09 — 1, k).

Procediendo de manera analoga con (n; — 1)z(ny — 2,n9,k) y v € V,,,, tenemos que:

F=(n1 —1)z(n1 —2,n9,k)
= (n1 — D)[2(K}, 5, —v) + > KR o, — {w,v})]
wEVEUVn, —{v}
= (n1 — 1)[Z(Kr]§172,n271> + kz(Kﬁl_—lznz—ﬂ + (ng — 1)Z(K£172,n272)]
=(n1—1z(ng —2,n0 — 1L,k)+ (ny — 1)kz(ny —2,ne — 1,k — 1)
+ (n1 — 1)(n2 — 1)z(n1 — 2,n2 — 2, k).

Haciendo la diferencia F — F', podemos ver que:

E —F =noz(ny —2,n9 — 1,k) + nokz(ny — 2,ne — 1,k — 1)
+ n2(ny —2)z(ny — 3,ne — 1, k)
—[(n1 —1)z(ny —2,n2 — 1,k) + (n1 — Dkz(n1 —2,na — 1,k — 1)
+ (n1 — 1)(n2 — 1)z(n1 — 2,n9 — 2,k)].

Asociando y agrupando, tenemos que:

E—F =mnsz(ni —2,n9 — 1,k) — (n1 — 1)z(n1 — 2,n2 — 1, k)
+ nokz(ny —2,na — 1,k —1) — (ny — 1)kz(n1 —2,na — 1,k — 1)
+mn2(ny —2)2(ny —3,n9 — 1,k) — (ny — 1)(ng — 1)2(n1 — 2,n9 — 2, k).

Asi, con la diferencia de EF — F':

E—F=(ng—ni+1)z(ni —2,ny — 1, k)
+ k(n2 —n1+1)z(ny —2,ne — 1,k — 1)
+na(ny —2)z(ny —3,n2 — 1,k) — (n1 — 1)(na — 1)z(n1 — 2,n9 — 2, k).

Por tltimo, sumando J = na(n; —2)z(n1 —3,n2 — 1,k) — (n1 — 1)(ne — 1)z(n1 — 2,n0 — 2, k).

J =ng(n1 —2)z(ny —3,n0 — 1,k) — (n1 — 1)(n2 — 1)z(n1 — 2,n0 — 2, k)
=na(n; —1—1)z(n1 —3,n2 — 1,k) — [(n1 — D)na — (n1 — 1)]z(n1 — 2,n2 — 2, k)
= [na(n1 — 1) —ng)z(n1 —3,n2 — 1, k) — [na(n1 — 1) — (n1 — 1)]z(n1 — 2,m2 — 2,k) (3.7)
= [na(n1 — 1)][z(n1 —3,n2 — 1, k) — z(n1 — 2,n2 — 2, k)]
—ngz(ng —3,n2 — L,k) + (n1 — 1)z(n1 — 2,n2 — 2, k).
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Sumando un 0 = ngz(ny — 2,n2 — 2, k) —naz(n; —2,n2 — 2, k) a la ecuacién (3.7), obtenemos
que:

= [na(n1 — 1)][z(n1 — 3,n2 — 1, k) — z(n1 — 2,n9 — 2, k)]
+noz(ng — 2,n9 — 2,k) —ngz(ng — 2,9 — 2, k)
—ngz(n1 —3,n2 — 1,k) + (n1 — 1)z(n1 — 2,n9 — 2, k)

= [n2(ny — 1)][z(n1 — 3,n2 — 1,k) — z(n1 — 2,n9 — 2, k)]
+noz(ny — 2,n9 — 2,k) —naz(ng —3,n9 — 1, k)
—ngz(ny —2,n2 —2,k) + (n1 — 1)z(n1 — 2,n9 — 2, k)

= [n2(ny — 1)][z(n1 — 3,n2 — 1,k) — z(n1 — 2,19 — 2, k)]
+noz(ny —2,n9 — 2,k) —ngz(ny —3,n2 — 1, k)

—(ng —n1+1)z(ny —2,n9 — 2, k).

N

Teniendo que:
J = [na(n1 —1)][z(n1 — 3,n2 — 1, k) — 2(n1 — 2,n2 — 2, k)]
—nalz(ng — 3,n2 — 1, k) — z2(n1 — 2,n2 — 2, k)]
—(n2g —n1 +1)z(n1 —2,n2 — 2, k).

Sustituyendo J en E — F'

E—F=mna—ni+1)z(n1 —2,n2 — 1,k)
+k(ng —n1+1)z(ng —2,ny — 1,k —1)
+ [n2(n1 — D][z(n1 — 3,n2 — 1, k) — 2(n1 — 2,n2 — 2, k)]
—nalz(ng —3,n2 — 1, k) — 2(n1 — 2,n2 — 2, k)]
—(ng —n1+1)z(ny — 2,n9 — 2, k)
=(na—n1+ D[z(n1 —2,n2 — 1,k) — z(n1 — 2,n2 — 2, k)]
+k(ng—mn1+1)z(n1 —2,ne — 1,k —1)
+ [n2(n1 — 2)][z(n1 — 3,n2 — 1,k) — z(n1 — 2,n2 — 2,k)].

Con la observacion 3.3.2 se concluye que:
(ng —n1 + D[z(n1 —2,n2 — 1,k) — z(n1 — 2,n2 — 2,k)]+

k(ng —ni+1)z(n1 —2,n0 — 1,k — 1)+
[na(n1 — 2)][z(n1 —3,m2 — 1,k) — 2(n1 —2,n0 — 2,k)] >0

Observacion 3.3.2. Sabemos que no >ny > 2 y k > 2, por lo que:
1) na+1>mny entoncesng +1—mn1 >0 yna(ng —2) >0.
2) Es claro que k(na +1—ny) > 0.
por lo que z(ny —2,n2 — 1, k) —2(n1 —2,n2 — 2, k) > 0.

3) KF _5,, 1 contiene a KF o

4) Por dltimo por hipdtesis de induccion tenemos que z(n1—3,n2—1,k)—z(n1—2,n9—2,k) > 0
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El resultado que mostraremos a continuacién, es un resultado nuevo que obtuvimos al realizar
una prueba alternativa al Lema 3.3.1. En el se describe un comportamiento muy interesante
de la sucesion que generan los indices de Hosoya de las gréificas completas.

Teorema 3.3.1. Para todo n > 2, si z, = z(K,), entonces zn112n_1 > 22.

Demostracion. Procedemos a hacer la demostracién por induccién sobre n. Sea n = 2, veamos
que:
2
2321 > 25.

Veamos que Ko, K3, — vy Kiy— {v,u}, con v el vértice rojo y u € N (v) son:

K21’2: H1:K2172—U:K2UK2: H2:K2172—{U,U}ZK1UK21

AN RN RN

Asi, aplicando el lema 3.1.1, resulta que:

2(Kyo) = 220+ 42120 =2-2+4-1-2=12.
Procediendo de manera similar con K 1173, tenemos H3z = K 1173 —v = K1UK3 ysives el vértice
rojoy u € N (v), al realizar las gréficas K{ 3—{v,u} obtenemos Hy = K3 y Hs = K1UK>:

Kiy: Hy =K UK3: Hy=K3: Hs = K1 UKy :

Ao « < -~ .
Aplicando una vez mas el lema 3.1.1, tenemos que:
Z(K11,3) =223 +23+321220=1-44+44+3-1-2=14.

En donde claramente 14 = z(K{ 3) > 2(K3 5) = 12. Ahora, si n = 3, entonces z4zp = 10-2 = 20
y 23 =42=16 y 20 > 16.

Supongamos que para toda 3 < n < r se cumple que zp412n—1 > Zn2n.

Veamos que 2,412, > 2rzy. Sabemos que z, > 0, para toda r € N, ademds r > 4, asi,
Zp—9 > zp—3 > 0y r(r —2) > 0. Notemos que z,_3 < z,_1, entonces ,272,_2 < 2zp_12r—2 y por la
hipdtesis de induccién z,_12,_3 > 23_2, lo que implica que:

r(r —2)zr_ 1203 > 1r(r —2)22_,,

entonces:
2
r(r—2)zr—12r—3 + zr—12r—2 > 7(r — 2)2;_5 + 2zr 22,2

r(r—2) 2123+ Zr_12r_0 > (r — 1)%22 5.
Sumando (r — 1)z,_12,_2 en ambos lados de la desigualdad obtenemos que:
r(r—2)zr 1203+ 2Zr—12r—2 + (r — Dzp_12,-2 > (r — 12225 + (r — 1)zr_12r_2.
r(r—2)zr12r-3 4+ T2 12p_2 > (1 — 1222 5 + (r — Dzp_12,_o.
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

si y solo si
rzr—1[(r —2)zr—3 + 2r—2] > (r — 1)zp—a[(r — 1)zp—2 + 2zp_1].

si y solo si
rzr—12r—1 > (r — 1)z,_22,.

Sumando z.z-_1 en ambos lados de la desigualdad, se tiene que:

Zpir—1 F 21201 > Zp2r—1 + (1 — 1) 2,22,

Si y sélo si
Zr—1lzr + r2r21] > Zp[2r—1 + (r — 1)2p_2).

Si y solo si
Zr—1Zr41 > ZrZp.

O]

Con resultado anterior podemos demostrar de manera independiente el caso particular k = 1
del lema 3.3.1 en una forma mas simple.

Corolario 3.3.1 (del lema 3.3.1). Sil yn son enteros positivos, conl > 2 tales que 21 = n—1,
entonces: z(1 — 1,1+ 1,1) > 2(1,1,1).

Demostracion. Sea [ > 2.

D) z0-1,14+1,1)=z1z141 + (= D)zp—ozip1 + (I + D) zp—1 2.

2) z(1,1,1) = 2z} + 2l2_1 2, entonces:

2(1=1,14+1,1) = 2(1,1,1) = -1 2001 + (I — Dzgozpy1 + (1 + Dz_12 — (27 + 2121 %)
=z 1211+ (= D)zozip + (1 4+ 1)z12; — Zl2 —2z_17
= (z1-12141 — 27) + (I = D2i—a2141 + lzi-12
+ 211z — Lz — Lz 2
= (zm12141 — 27) + (L= Doz + z-12 — lzm1 2
= (z12101 — 28) + (1= Dzpozipr — (L= Dz1 4

= (zl,lzlﬂ — 212) + (l — 1)(Zl,221+1 — zl,lzl).

Pero
Zi—22141 = Z1—2(21 + lz1-1)
= z1_22] + lz1_221_1.
Adems3s
212 = 2-1(z-1 + (1 = 1)z—2)
=z1121-1 + (L — 1) z—121-9.
Por lo que

2122141 — Z1—121 = A2z H oz — (m1zor + (L= 1)z2121-9)
=z +lz oz 1 — 212101 — lz—121-2 + 211212

= 21-22] — Z1-121-1 t+ Z1-121-2.
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3.3. Las graficas K" y su generalizacién Kﬁhnz’

Asi,

z(n—1n+1,1) = 2(n,n,1) = (212141 — 27) + (Il = 1) (2122141 — 21-121)
= (2112141 — ) + (L = 1)(21-221 — 212021 + 21-121-2)
= (zl,lzprl — 212) + (l — 1)(ZI,QZZ — 21712171) + (l — 1)Zl,12172
> 0.

Ya que zj_12141 — 212 >0y 21921 — 212—1 > 0 por el teorema 3.3.1 y como [ > 2, tenemos que

Il—1>0y 2z1_121—2 > 0. Con lo que concluimos la demostracién.

O
Lema 3.3.2. Sean ni, ns y k enteros positivos tales quens >ny > 2, k > 2 yni+ne =n—=k.

Entonces i(ny — 1,n2 + 1, k) < i(ny,ng, k).

Demostracion. Sean ni, ng y k enteros positivos talesque ng > ni > 2,k > 2y ni+ne = n—=k.
Sea {Vi,, Vi,, Vi } la particién que se ha descrito antes.

Por el lema 3.3.2 sabemos que i(n1,ng, k) =i(ny — 1,n9, k) + ne+ 1y i(ny — 1,na + 1,k) =
i(n1 — 1,n9, k) + nq, respectivamente. De donde tenemos que:

i(nl,ng, k‘) — i(n1 —1,n9 + 1,k‘) = i(nl —1,n9, k‘) +no+1— [z(nl — 1,’/L2,k‘) + nl]
:i(nl — 1,n2,k‘) +no+1 *i(nl — 1,n2,k2) —n1
=ng—ny+1>0.
De lo que podemos concluir que i(ny,ng, k) > i(ny — 1,n9 + 1, k).
O
Lema 3.3.3. Sea G un drbol de orden n, si G no es la estrella Sy, entonces z(G) > z(S,) =n

ei(G) <i(Sy) =21 + 1.

Demostracion. Primero veremos que para toda Sy, se cumple que z(S,) = n y que i(S,) =
241

Sea S, una estrella de orden n, entonces por ser arbol, m = n — 1 y todas las aristas inciden
en un vértice v, con d(v) =n — 1, por lo que existen n — 1 apareamientos de cardinalidad 1 y
el apareamiento trivial. Asi, tenemos n apareamientos, entonces z(Sy) = n.

Demostraremos que si G’ = S,,, entonces i(.S,,) = 2" ~14+1. Sean G = S, una gréfica, u € V(S,),
tal que d(u) = A(G) = n — 1, esto implica que, S,, —u = K¢ _; y S, — Ng,[u] = 0, ya que
todo v € V(S,) — {v} es vecino de u. Asi, tenemos que

Por lo que, usando el lema 3.2.3, i(K¢) = 2"

i(Sn) = i(Ky_1) +i(0)
=on 141

Por lo tanto 2(S,) =n e i(S,) = 2" 1 + 1.
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

Notemos que para todo v, w € V(S,,) distintos de u, d(v) = d(w) = 1, {v,w} es independiente
en Gy que u es el Unico vértice de grado maximo.

Ahora, sea G un arbol de orden n, que no es una estrella, esto implica que n > 4. Sabemos
que mg = mg, = n — 1, de donde tenemos que p(G : 0) = 1, p(G : 1) = n — 1 y ademds
existen u,v € V(G), tales que d(u,v) = 3, es decir existe una dnica geodésica T' = (u,w, z,v)
contenida en G, para algunos w, z € V(G), esto implica que existen dos aristas no adyacentes
entre si. Por lo tanto p(G : 2) > 1, de donde z(G) > n+1> z(S,) =n.

Por ultimo, sea x € V(G) tal que A(G) = d(z), esto implica que existe T = (u, z,y,v), para
algunos u,y,v € V(G) distintos de z, en caso contrario, por ser z de grado méximo, tenemos
que d(z,z) = 1, para todo z € V(G), de donde G = Sy, lo que contradice la hipdtesis. Por
lo que existe T, asi {y,v} no es independiente en G, por lo tanto i(G) < 2"t < 2771 41 =
i(Sh)- O

3.4. Los indices maximo z y minimo ¢ del conjunto 7,

Recordemos que 7;, 1 es el conjunto de todas la gréficas conexas con conexidad puntual a lo
més k, con 1 < k < n — 1. Demostraremos que las graficas K¥, son las que tienen maximo

indice de Hosoya y minimo indice de Merrifield-Simmons en el conjunto 7;, .

Sabemos que toda G € 7}, . tiene conexidad k, con 1 < k < n —1, de este modo, si k =n —1,
tenemos que K, € ¥, -1y 2(K,) > 2(H), para toda H € ¥}, 1.

Ahora, sabemos que i(K,) = n + 1, por lema 3.2.2. Sea G € 7, tal que G 2 K,,, entonces
existen u,v € V(G), tales que uv ¢ A(G), por lo que {u,v} es independiente en G, por lo
tanto i(G) > n+2>n+1=1i(K,), por lo tanto i(K,) < i(G), para toda G € ¥, ,_1.

Sea ¥y, i, con k = n — 2, es decir, el conjunto de todas las graficas conexas con conexidad a lo
mas n — 2. Notemos que /-;(K?EQ) =n—2, por lo que Kﬁfz € Vpn—2y que K?’IZ ~ K, —uv,
para cualquier uv € A(K,), por la definicién de Kﬁf, lo que implica que z(KﬁIQ) =z(K, —
uv) e i(KﬁIQ) = i(K, —uv).

Sea G € V5, n—2, entonces si G = K, —uv, tenemos que 2(G) = z(KﬁIQ) ei(G) = Z(K?IQ) En

caso contrario G tiene n—1 < |A(G)| = "(n{l) —r < n(”2_1) W

Por la definiciéon de 7}, ,—2, G 2 K,,.

—2 aristas, con 2 <r <

Demostraremos por inducciéon sobre el nimero de aristas r que se borran de una grafica

completa, con 2 < r < Wléﬁ y |A(G)| = @ 0

Sea r = 2, entonces | A(G)| = M= 9 — (% - 1)4 — JA(Kp—uw)| -1 = |A(K] )1,
es claro que |A(Kﬁf2)| -1 = |A(K{LE2 — zy)|, para algun zy € A(Kﬁf). Consideremos
H = KﬁIZ — xy, por lo que H + xy = Kﬁf. Aplicando el corolario 3.1.1, tenemos que
z(KﬁIQ) = z(H +zy) > 2(H) = z(KﬁIQ — xy), y por el corolario 3.2.1, se obtiene que
Z(K?IQ) =i(H+zy) <i(H) = Z(K?IZ — zy).

n(n—1)
2

Supongamos que para toda 2 < r — 1, se cumple que si |[A(H)| = — (r —1), entonces

2(G) < z(KfIQ) e i(GQ) > Z(K{‘IQ)
Sea G € V-2, conr = % Entonces r = %, de donde tenemos que ”(”2_1) -

r = ”(n2_1) - ("_1)2(n_2) = n — 1, lo que implica que G es un drbol, ya que es conexa. Asi,
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existen z,y € V(G), tales que xy ¢ A(G). Consideremos H = G + zxy, asi, H — xy = G,
entonces |A(H)| = |A(G +zy)|=n= (@ - 7’) +1= @ —(r—1).

Por hipétesis inductiva, tenemos que z(KﬁIQ) > z(H) e i(KﬁIQ) < i(H), por los corolarios
3.1.1 y 3.2.1 sabemos que z(H) > z(G) e i(H) < i(G). Por transitividad concluimos que
Z(K?’I2) > 2(G) e i(KﬁIQ) < i(G).

Teorema 3.4.1. Si G es una grdfica, tal que G € V5,1, y 1 < k <n — 3, entonces se cumple
que 2(G) < 2(KF) = 2,1 + kzn_2, en donde la igualdad se da si y sdlo si G = KF.

Demostracion. Sean G una gréfica, con G € ¥, , tal que para toda H € ¥, 1, 2(G) > z(H)
y S € V(G) un conjunto de corte minimo en G. Supongamos sin pérdida de generalidad
que |S| = k, con 1 < k < n — 3. Observemos que la grafica inducida por S, G[S] = K,
de lo contrario, existen u,v € S, tal que uwv ¢ A(G), lo que implica que G +uv € ¥, y
2(G +uv) > z(G), por el corolario 3.1.1, lo cual es una contradiccién al hecho de que z(G) es
maximo en ¥, . Por lo tanto G[S] = Kj.

Afirmamos que:
1. ¢(G—-9)=2.

Supongamos que no es verdadero que ¢(G—S) = 2, entonces existen al menos tres componentes
conexas de G — S. Sean u y v dos vértices en diferentes componentes conexas de G — 5, sea
G' =G+ wv.

Notemos que ¢(G' —S) = ¢(G—S)—1 > 2, por lo que S es de corte en G, mds atin es de corte
minimo, de lo contrario existirfa S’ C V(G') = V(G) con |S'| < |S]| tal que ¢(G"' — S') > 2,y
por tanto S’ serfa también de corte en G, lo que contradice la eleccién de S.

Asi G' € ¥, . Por el corolario 3.1.1 sabemos que z(G') = z(G + wv) > z(G), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, ¢(G — S) = 2.

2. Si G1 y Gy son las dos componentes conexas de G — S, entonces V(G1)U S y V(G2)U S
son clanes en G.

Supongamos por contradiccién que V(G1) US o V(G2) U S no es clan de G; supongamos sin
pérdida de generalidad que existen u,v € V(G1) U S, tales que uv ¢ A(G). Sea G' = G + uv.
Notemos que S es de corte minimo en G’ y por tanto G’ € ¥}, . Ademés por el corolario 3.1.1
2(G") > z(G) lo que contradice la eleccién de G.

Por lo tanto V(G1) U S y V(G2) U S son clanes de G; mas aun V(G1) y V(G2) son clanes de
G pues son subconjuntos de clanes de G; y puesto que GG; y G2 son las componentes conexas
de G — S, sabemos que en G no hay aristas entre G1 y Go; asi, si V(G1) =n1 y V(G3) = ne
y dado que |S| = k, se tiene que G = KF

1,m2°

3. Se cumple que o ny =10 ny = 1.

De no ser asi, tenemos que n; > 2y no > 2. Supongamos sin pérdida de generalidad que ny >
ny > 2; por el lema 3.3.1 sabemos que z(n; — 1,n2+ 1, k) > z(n1,ne, k), con ny +ng =n —k,
y dado que (n; — 1) 4 (n2 + 1) = n — k, entonces KF ;. | € ¥k, pero por la afirmacién

2, z(n1,n2,k) > z(H), para toda H € #;,, Por lo tanto ny =1 0 ng = 1.

Finalmente de las afirmaciones 1, 2 y 3 podemos concluir que G = Kfn_l_k = KF. Sea
{V1,Vo—r—1, Vi } la particién de V(Kﬁn—l—k) y sea v el vértice en V;. Por el lema de Hosoya
3.1.1, sabemos que:
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3. Apareamientos y conjuntos independientes en graficas con conexidad a lo mas k

KN = 2Ky —o)+ Y 2Ky = {w,u}).
wENKk(v)

Pero KF —v =~ K,,_1 y para todo w € Nix(v) = Vg, Kk —{w,v} =2 K, _; asi,

k
A(RE) = 2(Ka ) + 3 (o) .
=1 ( . )

= zpn—1+kzp_o.
O]

Teorema 3.4.2. Si G es una grdfica, tal que G € V1, y 1 < k <n — 3, entonces se cumple
que i(G) > i(KE) = 2n — k, en donde la igualdad se cumple si y sélo si G = KF.

Demostracion. Sean G una grafica en 7;, 1, tal que i(G) > i(H), para toda H € ¥, y S un
conjunto de corte minimo por vértices en G. Supongamos que |S| =k, con 1 <k <n — 3.

Primero, notemos que G[S] es completa, de lo contrario existen u,v € S tales que vu ¢ V(G).
Si G' = G + uv, se tiene que como G es subgrafica generadora de G, entonces x(G) < k(G').
Asi, k < k(G").

Por otro lado, G — S = G’ — S, lo que implica que ¢(G — S) = ¢(G' — S), por lo que S
es un conjunto de corte en G’ y por tanto k(G’) < k, entonces k(G') = k. De este modo
podemos afirmar que G’ € ¥}, . Ademés, del corolario 3.2.1, sabemos que i(G’) < i(G), lo
que contradice la eleccién de G. Por lo tanto S es un clan de G.

Afirmamos que:
1. ¢(G—95)=2.

Supongamos por el contrario que ¢(G —S) > 3. Sean u y v en diferentes componentes conexas
de G — S. Por la demostracién del teorema 3.4.1 sabemos que G’ = G + uv estd en ¥, ;. Por
el corolario 3.1.1, sabemos que i(G’) < i(G), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto G — S tiene exactamente dos componentes conexas.

2. Si G1 y G4 son las componentes conexas de G — S, entonces V(G1) U S y V(G2) U S son
clanes de G.

Esto se sigue de manera inmediata de la demostracion del teorema 3.4.1, pues de lo contrario,
podrfamos construir una grafica G’ = G + uv, para algunos u,v € V(G), de tal modo que
G’ € V1 y sabemos que i(G') < i(G), lo que contradice la eleccién de G.

Por lo tanto V(G1)US y V(G2)US, V(G1), V(G2) son clanes de G. De aqui que si |V (G1)| = ny
y |V(G2)| = nz, entonces G = K

ni,ng’
3. Se cumple que o ny =10 ng = 1.

Esto se sigue del lema 3.3.2, pues si n; # 1 y ng # 1, podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que ny > ny > 2; asi Kﬁl_l’nﬁl € Ypk y cumple que i(ny,n2, k) > i(n1—1,n241, k),

pero por hipétesis i(ni, no, k) = i(G) < i(H), para cualquier H € 7, j.

Por lo tanto n; = 1 0 no = 1; es decir, G = Kfn_k_l = K,’;
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Por tltimo, si {V1, V,,_1_1, Vi } es la particién de V(KE) y v es el tinico vértice en Vi, entonces,
por el lema 3.2.1 de Merrifield-Simmons tenemos que:

i) = (K} —w) +i(Ky — Nigg [w).

Pero K¥ —v = K, 1y KF¥ — N[v] 2 K,_;_1.
Entonces:
i(KR) = i(Kno1) +i(Kp_j_1)
=n+(n—k) (3.9)
=2n — k.

Corolario 3.4.1. Para cualquier H € ¥, -
1) 2(H) < zp—1 + kzn—2
2) 2n —k < i(H).

3.4.1. Algunos resultados inmediatos de z maximo e : minimo en 7,

Hasta el momento hemos demostrado que para cualquier grafica G € ¥k, 2(G) < 2(KF)
e i(G) > i(KF); es decir, los indices de Hosoya y de Merrifield-Simmons de K* son méxi-
mo y minimo, respecto de cualquier grafica conexa de orden n, con conexidad puntual k. La
pregunta ahora es, jqué graficas maximizan y minimizan los indices de Hosoya y de Merrifield-
Simmons, respectivamente en .27, .7 En esta seccién daremos respuesta a esa pregunta.

Observacién 3.4.1. Es fdcil ver que K,’fL € . Recordemos que Kﬁ se puede ver como
(K UKp,_p_1) + K1, entonces si S es el conjunto de aristas que van de Ky a Ky, es claro
que KF — S es no conexa, asi que \(K,_;) < k.
Teorema 3.4.3. Para cualquier grdfica en G € <, j:

1) 2(G) < z(KF).

2) i(KF) <i(Q).

Demostracion. De la observacién 3.4.1, sabemos que K¥ € G ki
Basta demostrar que 7, C ¥, k.

Sea G € 4, ), por definicién, G es una gréfica conexa de orden n, tal que A(G) < k, para
alguna 1 < k < n — 1. Pero por el teorema 2.1.1 sabemos que x(G) < A(G), asi, k(G) < ky
por lo tanto G € 7, y de los teoremas 3.4.1 y 3.4.2 se sigue el resultado. O

Ahora, daremos otro teorema que muestra que los indices de Hosoya y de Merrifield-Simmons
de S, también son cotas en los conjuntos ¥, 1 v %, k-

Teorema 3.4.4. Para cualquier grdfica G € ¥, 1, se cumple que:
1) 2(Sn) < 2(G) y
2) i(G) <i(Sp)
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Demostracion. Primero vemos que S,, € <7, 1 € 7, 1.

Por definicién de S,,, sabemos que k(S,) = A(S,) = k, por lo que para toda 1 < k <n —1,
asi Sy, € .

Sea G € ¥;, . Procederemos por induccién sobre m = |A(G)|.

Sim =mn—1, entonces GG es un arbol y por el lema 3.3.3 sabemos que:

n=2(5,) < 2(G) e i(G) <i(S,) =2""1+1.

Supongamos que para toda grifica G' € ¥;, ;, de tamafio m > n — 1 se cumple que:

n=2(Sp) < 2(G") e i(G") <i(S,) =2""1 + 1.

Sea G € ¥, 1, de tamano m + 1 > n, entonces G posee un ciclo, consideremos a uv € A(G),
tal que uv es ciclica, entonces G’ = G — uv es conexa de orden n. Ademds x(G’) < k(G) < k,
por lo que G’ € ¥, . y por lo tanto G’ cumple la hipétesis inductiva.

Por el corolario 3.1.1 se tiene que:

2(G) < 2(G' 4+ w) = 2(G)
y por el corolario 3.2.1 sabemos que:

i(G) =i(G +uwv) < i(G).

Ast:
2(Sn) < 2(G") < 2(G' + wv) = 2(G).

i(G) = i(G' +uv) < i(G) < i(Sn).

Observacion: Si GG es conexa y A es un drbol generador de GG, entonces:

2(A) < 2(G) e i(G) < i(A).

Ahora consideremos G' € 7, i, tal que z(G) = n, como G es conexa, entonces m > n — 1,
ademds para toda gréafica G, z(G) > m + 1, por lo que z(G) = n si y s6lo si m =n — 1, por
lo tanto G es arbol y por el teorema 3.3.3 sabemos que para todo arbol A, tal que A # G
n=z(Sy) < z(A); asi que G = S,,.

Luego, si i(G) = 2"~ ! 4+ 1, y suponemos que G # S,, dado que G es conexa, entonces G
posee un arbol generador A y del teorema 3.3.3 sabemos que i(A4) < (S,) = 2" 4+ 1 si
y solo si A # S,. Ademas de la observacién anterior se tiene que i(G) < i(A), asi que
i(G) < i(S,) =2""1 +1 por lo tanto G = S, lo cual es una contradiccién.

O

Corolario 3.4.2. Para toda grdfica G € <, ,
1) n=2(5,) <z(G)y
2) i(G) <i(Sy) =2""1 + 1.

En la figura 3.7, podemos ver los indices maximos y minimos de Hosoya y de Merrifield-

Simmons para el conjunto 759, recordemos que son las mismas cotas que las del conjunto
4275 2.
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3.4. Los indices maximo z y minimo 7 del conjunto 7}, ;.

K2 Ss:
u v
2(kZ) = 16 z(S5) =5
i(K2)= 8 i(Ss) = 17
Figura 3.7: Cotas de 752
K X Se:
z(K3) = 460 z(Sg) =8
i(K3) =13 i(Sg) = 129

Figura 3.8: Cotas de 733

i) 2(K2) =24+ 223 =10+ 2(4) = 18.

i) i(S5) =24 +1=17.

iii) 2(55)
iv) i(K3) =

24
5.
2(5) —2=10—2=38.

En la figura 3.7 y la figura 3.8 vemos a Kj en rojo, que se hace adyacente a dos vértices
(azules) de K, formando K2 (figura 3.7) y a tres vértices (azules) de K, para obtener K3
(figura 3.8). Por ultimo, en ambas figuras podemos ver que se pueden utilizar los resultados

que se han trabajado en este texto.

i Z(Kg’) =274+ 326 = 26 + 625 + 3(25 + 524) = 25 + 524 + 9(24 + 423) + 1524 = 24 + 423 +

29z + 3623 = 3024 + 4023 = 30(10) + 40(4) = 300 + 160 = 460.
ii i(9s) =27+ 1=129.

iii k(Ss) = 8.

iv i(K3)=2(8)—3=16—-3=13.
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Capitulo 4

Aplicaciones de los indices de
Hosoya y Merrifiel-Simmons en el
area quimica

La Quimica Combinatoria es una rama de la Quimica, que se encarga de predecir la formacion,
estructura, estabilidad, utilidad y propiedades fisicoquimicas de compuestos quimicos con
base en los compuestos ya conocidos, llamados en este contexto biblioteca quimica. La
denominacion de Combinatoria surge de emplear al mismo tiempo dicha biblioteca quimica
en conjunto con métodos computacionales y matematicos para predecir la sintesis de nuevos
compuestos quimicos, principalmente organicos.

En general, en la Quimica Combinatoria los compuestos quimicos se representan con graficas
simples, donde los atomos de los elementos son representados como vértices y el enlace quimico
entre dos atomos es asociado a una arista. En la Quimica Orgédnica, los hidrocarburos se
forman por cadenas de carbonos lineales o ramificadas, éstas se deben a que el carbono es
tetravalente (tiene la capacidad de formar hasta cuatro enlaces) y puede generar cadenas
muy largas de carbonos consecutivos. En este sentido las graficas asociadas a los compuestos
orgéanicos son diferentes a las de los compuestos quimicos en general, ya que en ellas los vértices
sélo representan atomos de carbono y las aristas representan sélo enlaces carbono carbono.

Dentro de la Quimica, los compuestos organicos se agrupan por el tipo de enlace entre los
atomos de carbono. Por ejemplo los alcanos presentan enlaces sencillos carbono-carbono en
toda su estructura, mientras que los alquenos y alquinos presentan al menos un enlace doble
y triple, respectivamente. Los enlaces dobles y triples presentan variaciones en la cantidad de
energia necesaria para romper o formar nuevos enlaces, respecto al enlace sencillo, por lo que
se toman otros criterios para asignar una grafica a estos compuestos.

Otro compuesto al que se le puede asignar una grafica simple es el benceno, debido a que posee
tres enlaces “dobles” resonantes, es decir, son temporales y giran periédicamente, esto genera
que la cantidad de energia necesaria para romper cualquiera de sus enlaces sea la misma
para cualquier parte de la estructura, por lo que se representa como el ciclo Cg, como si el
benceno tuviera enlaces sencillos. En este trabajo sélo mencionaremos los indices de Hosoya
y Merrified-Simmons de compuestos con enlaces sencillos.

En la tabla 4.1, se muestra la férmula quimica desarrollada y la grafica asociada de los primeros
seis alcanos, donde se puede ver que los vértices de la grafica asociada representan cada uno
de los atomos de carbono. Los alcanos simples se asocian a trayectorias P,.
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica
a) cH

VY

\N_/

CH CH

b)

Figura 4.1: a) Molécula del benceno, enlaces dobles resonantes, b) Grafica asociada Cg

Tabla 4.1:

Algunos alcanos, su férmula quimica, su representacion desarrollada y la grafica asociada.

Compuesto Foérmula desarrollada Grafica
i
H— ¢ —H
Metano (CHy) Iil P

Etano (CQHG) Py

Propano (CgHg) P3 :

Butano (CqHp) Py

o
o—o0
o—0—o0
o—0—~0—0
ARAE
R JAVAN
Pentano (C5H12) H H H H H Ps

Hexano (CGH14) P6 :

4.0.1. Indices de Hosoya y Merrifield-Simmons de algunos alcanos

Los ejemplos que veremos en este trabajo, son aquellos que se fijan en la relacién que existe
entre los indices de Hosoya y de Merrifiel-Simmons de las graficas asociadas a los alcanos
e hidrocarburos no saturados con sus puntos de ebullicién. En la siguiente tabla vemos la
relacién del indice de Hosoya z(P,) y el punto de ebullicién de los primeros seis alcanos.
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Trayectoria

Py
Py
Py
Py
P

Py

:CH,y

: C9Hg
: C3Hg
: CyHyg
: CsHyg

: CeHiy

Tabla 4.2:

La relacién entre z(P,) y los puntos de ebullicién de los alcanos

p(G:0)

p(G:1) p(G:2) p(G:3) z(P) pe (K)

1 111.45
1 2 184.55
2 3 231.05
3 1 5 272.65
4 3 8 309.25
5 6 1 13 341.85

Asi mismo el comportamiento del punto de ebullicién respecto del indice de Hosoya se muestra
en la siguiente grafica:

[ I T~ R T 4
[ = ]

-
(%, =T, T 1

Temperatura en Kelvin (K]
=)
[=1 o | L] o | [ ] L] L] o= o

Punto de ebullicion vs. z{G)

=
ra
s
=1
o

10 12 14
z(G)

Gréfica 4.1: Comportamiento del Punto de ebullicién p.e. respecto a z(P,)

Se observa que cuando aumenta z(G), aumenta el punto de ebullicién, lo que da la posibilidad
de encontrar una regla de proporcionalidad directa entre el niimero de apareamientos de una
trayectoria P, y el punto de ebullicién del alcano asociado.

La siguiente grafica muestra la relacién entre z(G) y el nimero de carbonos.
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

Numero de carbonos vs. z(G)

Mdmero de carbonos

2(G)

Gréfica 4.2: Relacién del nimero de carbonos vs. z(Fy,)

De la misma manera el niimero de carbonos aparenta ser una funcién creciente de z(G).

Ahora observemos el comportamiento de algunos alcanos respecto al indice de Merrifield-
Simmons

Tabla 4.3:

Relacién entre i(P,) y los puntos de ebullicién de los alcanos.

Trayectoria ¢(G:0) ¢(G:1) q(G:2) q(G:3) i(P,) p.e (K)

P :CHy 1 1 2 111.45
Py : CoHg 1 2 3 184.55
Ps: C3Hg 1 3 1 ) 231.05
Py:CyHyp 1 4 3 8 272.65
Ps:CsHi2 1 ) 6 1 13 309.25
P :C¢Hiy 1 6 10 4 21 341.85

Al hacer la grafica de la relacién entre los puntos de ebulliciéon y el indice de Merrifield-
Simmons, obtenemos:
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Punto de ebullicién vs. i(G)
400
350
300
250
200
150
100
50

Temperatura en Kelvin (K)

i(G)

Gréfica 4.3: Comportamiento del Punto de ebullicién p.e. respecto a i(FP,,)

Analizando el comportamiento de las graficas anteriores, se puede decir con cierta certidumbre
que la grafica que relaciona al nimero de carbonos con el indice de Merrifield-Simmons es
similar a las graficas anteriores, lo que nos indica que el punto de ebullicién y el ntimero de
carbonos de los alcanos cuya férmula general es C,, Hay, 12, modelados por las trayectorias P,
tienen funciones crecientes con respecto a los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons.

El comportamiento del indice de Merrifield-Simmons respecto del ntimero de carbonos se
muestra en la siguiente grafica.

Numero de carbonos vs. i(G)

Nimero de carbonos

i{G)

Graéfica 4.4: Relacién i(P,) vs. Numero de carbonos

La grafica 4.4 si presenta un comportamiento parecido a las anteriores como se habia predicho,
de donde, podemos conjeturar que entre el niimero de carbonos y el punto de ebullicién existe
una funcién creciente. Lo cual se muestra en la siguiente grafica:
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

Punto de ebullicién vs. Nimero de carbonos

Temperatura en Kelvin (K)
[ et [ Fa (<) w E )
L [=] (%) [= L = L (=]
[=] [=] (=] [=] [=] [=] [=] [=] [=]

0 1 2 3 4 5 & 7

Numero de Carbonos

Grafica 4.5: Comportamiento del punto de ebulliciéon p.e. respecto al nimero de carbonos

En la grafica 4.5 es claro que la relacién entre las variables fisicas es también una funcién
creciente. Notemos que el cambio de la pendiente en la curva es muy suave, lo cual explica
la gran similitud en las relaciones anteriores ya que el comportamiento de grafica 4.5 es casi
lineal y creciente.

4.0.2. Los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons de los isémeros

Los indices de Hosoya y de Merrifield-Simmons de las trayectorias estan relacionados de
manera directa con los nimeros de Fibonacci, recordando que la sucesién de Fibonacci estd
dada por 0,1,1,2,3, ..., %,, en donde el n-ésimo término estd dado por %, = %, 1 + Fp_o.

Notemos que si v € V(P,), tal que d(v) = 1, entonces Np, (v) = {u} y = Np,[v] = {u,v}
para algin u € V(P,), ademas P, —v = P,_1y P, — {v,u} = P,_».

Proposicién 4.0.1. Sea P, una trayectoria de orden n, entonces:

z2(Pp) = Fnt1

i(Pp) = Fnto.
Paran € N y Zpi1, Fnio numeros en la sucesion de Fibonacci.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Sin =1, entonces z(P) =1= e i(P) =2 = F.
Sin =2, entonces z(P) =2 = F3 ei(P) =3 = 4.
Supongamos que para toda m < n, tenemos que z(Pp,) = Fi1.

Sean P, la trayectoria de orden n y v € V(P,), con d(v) = 1, entonces aplicando el Lema de
Hosoya 3.1.1, tenemos:

2(Pp)=2(Py—v)+ Y 2(Py—{w,0v})

weNp, (v)
= 2(Pp—1) + 2(Pn—2).
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Por hipétesis de induccién tenemos que z(P,—1) + 2(Py—2) = Fp + Fp—1 = Fpn41. Por lo que:

Z(Pn) = fn+]_.

Por tltimo supongamos que para toda m < n, se tiene que i(Py,) = Fpi2. Sean P, la
trayectoria de orden ny v € V(P,), con d(v) = 1, entonces por el lema de Merrifield-Simmons
3.1.1:

i(Po) = i(Py — v) + i(Py — N, [v])
=i(Pp_1) +i(Py2).

Sabemos por hipdtesis de induccién que i(P,_1) + i(Po—2) = Fpt1 + Fn = Fnyo. Por lo
tanto:

'L(Pn) - ]:n+2.

Finalmente, mostraremos la relacion que existe entre los puntos de ebullicién y los isémeros de
un mismo alcano, recordando que los isémeros son compuestos con la misma férmula quimica
condensada, pero con diferencias en el arreglo espacial de sus atomos, lo cual modifica las
propiedades fisicoquimicas entre ellos. Por ejemplo, el heptano, cuya férmula condensada es
C7H1g y presenta nueve diferentes isémeros que se muestran a continuacion.

Ordenaremos a los isémeros en forma decreciente de sus indices de Hosoya y Merrifield-
Simmons. Para obtener dichos indices utilizaremos en cada uno de los isémeros del heptano,
aplicando los lemas 3.1.1 y 3.2.1 a cada isémero. Considere las gréficas: 1) la que resulta de
borrar el vértice rojo, 2) las que se obtienen de borrar el vértice rojo y uno a uno sus vecinos
y 3) por udltimo la que se obtiene de borrar la vecindad cerrada del vértice rojo.

Heptano Grdfica asociada Ps.

CH,—CH,— CH,—CH,—CH,—CH,—CH, "o oo o o0

z2(P7) = F3 =21 e i(P7) = F9 = 34, punto de ebullicién 371.55 K.

2— Etil—pentano Grdfica asociada Gi:
CH,—CH
/ 2 3
CH,—CH,—CH ._._<::
P

Sean Hy = G1 —v, Hy = G — {u,v} y H3 = G; — Ng, [v] con v el vértice rojo y u € Ng, (v),
obtenemos:

H=PLUPUP: Ho=PLUP,UDPy: H3s=P,UPUP; :
*—e [ ] ®
*o *—e [ ]
*—o *—0 ®
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

Recordando que para cada vecino u de v, G7 — {u,v} genera una grafica isomorfa a Ho,
tenemos que:

2(G1) =2Gr—v)+ Y 2(Gi—{w,v})

wENG, (v)
= z(Hy) + 32(H>)

= 2(Py)? + 32(P1)2(P)?
=(2°+3-1-(2)

= 20.

Para obtener i(G1), hacemos:

Z(Gl) i(Gl — ’U) + i(Gl — NG1 [U])
i(Hy) +i(Hs)

(P2)® +i(P1)?

3)% +(2)°

9.

|
-~

Il
wWw

Por lo que z(G1) = 20, i(G1) = 35 y su punto de ebullicién es 366.55 K.

53— Metil—hexano Grdfica asociada Gso:

CH,

CHy—CHy— CH—CHy—CH;—CH, .—.—I—.—.—.

A continuacién se presentan las graficas Hy = Go — v, Hy = Gy — {u,v}, Hs = Go — {u,v},
Hy, = G2 —{u,v}, con u € Ng,(v) y Hs = G2 — Ng,[v]. Notemos que Hy 22 Hs, Hy 2 Hy y
Hs 2 H,.

H =P UP,UPs: Ho=P,UPUP5: H3 =P UP,UPs:

[ ] [ ] [ ]
[ o ] oo [} [ e o * 9
Hy=P,UP;5: Hs =P UP,:
o *—o0 [ ] [
Por lo que:

WG =2(Ga—v)+ > 2(Gy—{w,v})

wENG, (v)
= z(H1) + 2(H2) + 2(H3) + 2(Ha)

= 2(P1)2(Py)2(P3) + 2(Py)?2(P3) + 2(Py)z(P)? + 2(Py)z(P3)
=1-2-3+12.34+1-2242-3

=19.
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i(Gg) = i(Gy — v) +i(Ga — Ng,[v])
=i(Hy) +i(Hs)
= i(Py)i(Py)i(P3) + i(P1)i(Py)
=2-3-54+2-3
= 36.

De donde tenemos que z(G2) = 19, i(G2) = 36 y su punto de ebullicién es 365.05 K.
2— Metil—hezano Grdfica asociada Gs:

CH,

CHy—CH—CH,—CH,—CH,—CH,4 .—I—.—.—H

Sean H; = G3 —v, Hy = G3 —{u,v}, H3 = G3 — {u,v}, con u € Ng,(v) y Hy = G3 — Ng,[v].
Notemos que Ho 2 Hj.

H=PUP,UP;: Ho =P, UP,: H3=P,UP, UP5:
L ] ® [

® o o0 o0 [ ] [ o o ]

H4:P31

o0

Tomemos en cuenta que al hacer G3 menos {v, u}, con u vecino de v, se obtienen dos gréficas
isomorfas a Hs.

Asi, tenemos que:

2(G3) =2(Gs—v)+ > 2(Gs—{w,v})

wWENG, (v)
= z(H1) + 22(H2) + 2(H3)
= 2(P1)%2(Py) + 22(Py)z(Py) + z(Py)?2(P3)
=1°.5+2-1-5+1%.3
= 18.

i(G3)

i(G3 — v) 4+ i(G3 — Ng,[v])
i(Hy) +i(Hy)
(P1)%i(Py) +i(P3)

7

22.8+5
37.

De donde tenemos que z(G3) = 18, i(G3) = 37 y su punto de ebullicién es 363.15 K.
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

2,8— Dimetil—pentano Grdfica asociada Gy:

CH, CH,

CH,— C‘H — C‘H* CH,—CH, ._I_I_._.

Sean: Hy = G4y —v, Hy = G4 —{u,v}, H3 = G4 — {u,v}, con u € Ng,(v) y Hy = G3— Ng,[v].
Notemos que Hy % Hs. Analogamente, tenemos que al hacer G4 — {v, u}, se tiene dos graficas
isomorfas a Hs.

Hi=PUPLUP;: Ho=P,UPy: H3s=P,UPLUP,UP;:
° o0
O.I—o—o I—H ) oo
Hi=PUP,:
.
T

2(Gy) =2Gi—v)+ Y 2(Gs—{w,v})

wENG, (v)
= z(Hy) 4 22(Hs2) + z(Hs3)
= 2(P1)%2(Py) + 22(Py)z(Py) + 2(P1)32(P,)
=12.5+2-1-5+1%.2
=17.

i(Gy) = i(Gqy —v) + (G4 — Ng,[v])
i(Hy) + i(Hy)

(Pr)%i(Py) + i(Py)i(Py)
2.8+2-3

8.

1
2
3

Por lo que z(G4) = 17, i(G4) = 38 y su punto de ebullicién es 362.85 K.

8,8— Dimetil—pentano Grdfica asociada Gs:

CH,
CHy—CHy— € —CH,—CHj

\
CH,

Procediendo de la misma manera. Sean Hy = G5 — v, Hy = G5 — {u,v}, H3 = G5 — {u,v},
con u € Ng,(v) y Hy = G5 — Ng,[v]. Con Hy 2 Hs, y dos casos de isomorfismos con Hy y
dos para Hs de la grafica G5 — {v, u}.

H=PUPLUPUP: Ho=PUP,UPy: H3=P,UPLUP,UP;:
. [ L4

*o *—o *o [ == ] [ ] *—o
[ ] [ ]
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Hy=PUDP:

De donde, tenemos que:

2Gs)=2(Gs—v)+ > 2G5 —{w,v})

wENG, (v)
= z(H1) + 22(Hsa) + 2(Hs3)

= 2(P1)%2(Py)? + 22(Py)2(P2)? 4 22(P1)?2(Py)
=17.2242-1-2242-1%.2

= 16.
i(Gs) = i(Gs — v) + (G5 — Ne [v])
= i(Hy) +i(Ha)
= i(P1)%i(P)? +i(Py)?
=2%.37 427
= 40.

Por lo tanto z(G5) = 16, i(G5) = 40 y su punto de ebullicién es 359.15 K.

2,4— Dimetil—pentano Grdfica asociada Gg:

CH, CH,

CH,— C|H— CH— C‘H —CH, .—I—.—I—O

Considerando a las gréaficas Hy = G —v, Hy = Gg—{u, v}, H3 = Gg —{u, v}, con u € Ng,(v)
y Hy = Gg — Ng4[v]. Observemos que una vez méas Hy 2 Hs y que en este caso hay dos
graficas isomorfas a Hs.

H =P UPUS;:

Ho=PUPLUP;: Hy3 =P US;:

L N

2Ge)=2(Gs—v)+ > 2(Ge—{w,v})

wENG (v)
= z(H1) +22(Hs2) + 2(Hs)

= 2(P1)%2(Sy) + 2(P1)?2(Ps) + 22(Py)2(Sy)
=17-4+1>-3+2-1-4

=15.
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

E

i(Gg) = i(Gg —v) +i(Gg — Ngg[v])
i(Hy) +i(Ha)
i(P1)%i(S4) + i(P3)
2°.9+5
41.

Vemos que z(Gg) = 15, i(Gs) = 41 y su punto de ebullicién es 353.65.

2,2— Dimetil—pentano Grdfica asociada G7:
cH,
|

CH,—C—CH,—CH,—CH;

CH,

Sean Hy = Gy —v, Hy = G7 — {u,v}, H3 = Gy —{u,v}, con u € Ng,(v) y Hy = Gg — Ng,[v].
Veamos que Hs 2 Hj3 y que existen tres graficas isomorfas a Ho.

H =P UPLUP,UP;: Hy=P,UPUP;: Hy3=PUPLUPLUP,:
. . .
. oo o oo o . [ —
. . .
H4:P2:
*—o

2Gr)=2(Gr—v)+ > 2Gr—{w,v})

weNG, (v)
= z(H1) + 22(H2) + z(H3)

= 2(P1)32(Ps) + 32(P))?2(P3) + 2(P,)32(P,)
=1°.343-1-34+1*-2

= 14.
E
i(G7) = i(G7 — v) + i(G7 — NG7 [U])
= i(H1) +i(Ha)
=i(P1)%(P3) +i(Py)
=23.543
= 43.

Asi, tenemos que z(Gr) = 14, i(G7) = 43 y su punto de ebullicién es 352.35.
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2,2,8— Trimetil— butano Grdfica asociada Gg:

CH, CH,

CHy;—C —CH—CH,

CH,

Considerando a las gréficas Hy = Gg—v, Hy = Gg—{u,v}, H3 = Gs —{u, v}, con u € Ng,(v)
y Hy = Gg — Ngg[v]. Observemos que una vez mas Hy 2 Hs y que en este caso hay tres
graficas isomorfas a Ho.

H =P UPUP,UP;: Ho =P UPLUP;5: Ho=PUPUPUPUP :
[ ] ® o
[ ] I—. [ ] I—. [ ] [ ]
L] [ ] L]
Hy =P, UP:

2(Gs) =2(Gs—v)+ > 2(Gs—{w,v})

wE NGy (v)
= z(H1) + 32(H2) + 2(H3)
= 2(P1)32(Ps) + 32(P1)%2(P3) 4 z(P)°
=1°.3+3-1*-3+1°
=13.

i(Gg) = i(Gs — v) +i(Gg — Ngg[v])
= i(Hy) +i(Hy)
= i(P)3i(Ps) +i(Py)?
=23.5422
= 44.

Finalmente, podemos notar que z(Gg) = 13, i(Gg) = 44 y su punto de ebullicién es 354.05, lo
cual nos indica que en este caso no se cumple la proporcionalidad.

Mostramos ahora los datos concentrados en una tabla (los puntos de ebullicién son los re-
portados en la literatura, como [2], seguida de las graficas, y para finalizar con una pequena
discusion de los resultados obtenidos de la aplicacion de los indices de Merrifield-Simmons y
Hosoya en el area quimica.
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4. Aplicaciones de los indices de Hosoya y Merrifiel-Simmons en el drea quimica

Tabla 4.4:

Indices de Hosoya y Merrifield-Simmons de los isémeros del heptano C7Hig.

Trayectoria z(G) i(G) p.e. (K)
Heptano 21 34 371.55
2-Etil-hexano 20 35 366.55
3-Metil-hexano 19 36 365.05
2-Metil-hexano 18 37 363.15
2, 3-Dimetil-pentano 17 38 362.85
3, 3-Dimetil-pentano 16 40 359.15
2, 4-Dimetil-pentano 15 41 353.65
2, 2-Dimetil-pentano 14 43 352.35
2,2, 3-Trimetil-butano 13 44 354.05

a) p.e. vs. z(G)
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b) p.e. vs. i(G)
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En los resultados de la tabla 4.4 observamos que el comportamiento del punto de ebullicién es
en general, el de una funcion creciente de los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons, salvo

Punto de Ebullicion vs. i(G)

10 20 30 40 50
ilG)

i(G) vs. z(G)

5 10 15 20 25

z[G)

el ultimo caso del 2, 2, 3-Trimetil-butano.

En la grafica del inciso c¢) se observa que la relacién entre el indice de Hosoya y Merrifiel-
Simmons tiene un comportamiento muy similar al de una funcién de recta, hecho que en el
caso de la Teorfa de Gréficas serd muy interesante de estudiar y en el contexto de la Quimica
Combinatoria nos brinda la posibilidad de utilizar a conveniencia cualquiera de ambos, lo que
es claro al comparar las graficas de los incisos a) y b), en donde podemos notar que es casi
indistinto el comportamiento de los puntos de temperatura de ebullicién de los isémeros del

heptano respecto a los indices de Hosoya y de Merrifield-Simmons.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se demostré que para toda gréfica conexa G de orden n, con conexidad kK(G) < ky 1<k <
n — 1, se tiene que:

i) n=2(8,) <2(G) < 2(KF) =2, 1+ kzy_o.
i) 2n — k= i(KF) <i(G) <i(SF)=2""1 4+ 1.

Uno de los resultados centrales de este trabajo dice que z(Kﬁlfl’nQH) > z(Kﬁl,nQ), cuando
n,ni,no, k € N, tales que ny + ng = n — k. Para desarrollar a profundidad la demostracién
de este teorema fue necesario estudiar fuertemente el caso particular £ = 1, lo cual nos llevé
a obtener de manera independiente un nuevo resultado sobre los indices de Hosoya de las
graficas completas: demostramos que si z, = z(K,), entonces z,_12n4+1 > 2Zpzn, para toda
n > 2.

Se observé que dado S C (V(KE . ) —V,,), con i = 1,2, la subgrafica inducida K*

[5] =
ni,nz 1,12 -

| .ny- De esta manera podemos decir que el numero de clan
esta dado por w(KF ) = |V, UVi| = |Vi,| + Vi, con V., =max{|Vp, |, [Va,[}.

ni,n2

K|g|, por lo que S es un clan en KF
de KF

ni,n2’?

Se logré ver para las trayectorias de orden n que:
i) 2(P,) = Fnt1-
i) i(P,) = Fnia-

Por lo cual el indice de Merrifiel-Simmons es llamado el niimero de Fibonacci de las graficas,
en el contexto de la Teorfa de Graficas.

Este resultado es importante dentro de la tesis, tomando en cuenta que los alcanos son mode-
lados como trayectorias y sus isémeros son modelados como arboles de a lo més cuatro ramas
por vértice. Por lo cual al aplicar el lema 3.1.1 a un vértice de corte adecuado, se generan
trayectorias de menor orden.

De esta manera, utilizando los niimero de Fibonacci, que son ya conocidos, podemos facilitar
los calculos del indice de Hosoya en dichos compuestos quimicos.

La relacién de los indices de Hozoya y Merrifield-Simmons de los isémeros del heptano C7 Hg,
tiene un comportamiento que puede ser ajustado a una recta. Por lo que la pregunta que nos
gustaria responder es: jeste hecho es una generalidad en el estudio de los isémeros de otros
alcanos y de sus gréficas asociadas?
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