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Introduccion

El objetivo principal de la presente tesis es estudiar los movimientos brownianos en va-
riedades. Mas precisamente, estudiar la construcciéon de un movimiento browniano en una
variedad riemanniana a partir de su definicién; y dar algunas propiedades del movimiento
browniano en la variedad investigando la parte radial del movimiento browniano.

Un movimiento browniano en el espacio euclidiano puede construirse mediante ecua-
ciones diferenciales estocasticas; en efecto, es un proceso de difusién generado por el
operador de Laplace en el espacio euclidiano. Una variedad riemanniana es un espacio
que tiene estructura més complicada (en lo topoldgico y distinguida por su curvatura) que
un espacio euclidiano; estos dos conceptos son estudiados en los primeros dos capitulos,
que en su mayoria estdn basados en [12], [19], y [4]. Entonces podemos obtener el movi-
miento browniano en una variedad riemanniana de manera similar y deberd tener algunas
propiedades especiales en relacion con la curvatura; asi, la construccion del movimien-
to browniano en una variedad riemanniana y algunas de sus propiedades se dan en los
ultimos dos capitulos, donde las referencias principales son [5], [6] y [11]. A continuacién,
damos un resumen de cada capitulo de la tesis.

En el primer capitulo introducimos unos resultados sobre las ecuaciones diferenciales
estocasticas en el espacio euclidiano. Empezamos con las definiciones basicas de procesos
estocasticos y la integracion estocéstica, del tipo de Ito y de Stratonovich. El resultado
principal es que las ecuaciones diferenciales estocasticas del tipo de Ito en el espacio
euclidiano tienen solucion tnica hasta su tiempo de explosion. La tltima seccion estudia
el proceso de difusién desde el punto de vista de las martingalas, y la existencia y unicidad
de proceso de difusion generado por un operador diferencial de segundo orden se puede
obtener resolviendo la ecuacién diferencial estocastica; el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
y el movimiento browniano son ejemplos de un proceso de difusion, en particular, el
movimiento browniano es un proceso de difusion generado por el operador de Laplace en
el espacio euclidiano.

En las primeras cuatro secciones del segundo capitulo damos las definiciones bésicas
de la geometria riemanniana, y en la ultima seccién de este capitulo, estudiamos algunos
operadores en una variedad riemanniana. En particular, el operador de Laplace-Beltrami
es un concepto central para la construccion de movimiento browniano en la variedad rie-
manniana, entonces la representacion extrinseca y local del operador de Laplace-Beltrami
seran estudiadas en esta seccion.

El capitulo tres estudia una extension de los conceptos estocéasticos en el espacio eu-
clidiano a una variedad. En la primera seccién introducimos las ecuaciones diferenciales
estocasticas en una variedad. La existencia y unicidad de solucion a la ecuacién hasta su
tiempo de explosion se sigue de los resultados en el espacio euclidiano suponiendo que la
variedad es una subvariedad cerrada de algin espacio euclidiano (lo que es valido por el
teorema de encaje de Whitney). La existencia y unicidad del proceso de difusién en una
variedad generado por el operador eliptico diferencial de segundo orden en la variedad
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consiste entonces en resolver una ecuacion diferencial estocéstica en la variedad. La se-
gunda seccion estudia las integrales de linea de tensores covariantes de primer y segundo
orden (i.e., 1-formas y formas bilineales en la variedad) a lo largo de una semimartingala
en la variedad. En las ultimas dos secciones estudiamos las martingalas y movimientos
brownianos en una variedad riemanniana, asi como la caracterizacion de Lévy para mo-
vimientos brownianos en una variedad riemanniana. El movmiento browniano en una
variedad riemanniana esta definido como un proceso de difusién generado por medio del
operador de Laplace-Beltrami.

De la definicién del movimiento browniano en una variedad riemanniana, se dan otras
descripciones equivalentes, una de ellas es por la representacion extrinseca del opera-
dor de Laplace-Beltrami, asi, el movimiento browniano en una variedad riemanniana se
puede construir por proyeccién ortogonal a partir de un movimiento browniano en el
espacio euclidiano. En el cuarto capitulo, unos ejemplos del movimiento browniano en
una variedad riemnniana estan dados, tanto en las formas intrinseca y extrinseca, como
en la forma local. Otro ejemplo se da para el movimiento browniano en una variedad
riemanniana especifica, que es rotacionalmente simétrica (las variedades riemannianas de
curvatura seccional constante son ejemplos de éstas). Aqui vemos que la curvatura de
la variedad juega un papel importante en el proceso radial del movimiento browniano,
entonces, en la seccién cuatro del capitulo investigamos la influencia de la curvatura en el
proceso radial del movimiento browniano en una variedad riemanniana comparandolo con
el mismo proceso en una variedad rotacionalmente simétrica, y se obtiene el teorema de
comparacion para el proceso radial. En la quinta seccion estan dados algunos resultados
bésicos sobre la investigacion de la completez estocastica, la recurrencia y transitoriedad
del movimiento browniano en la variedad (otras propiedades relacionadas al movimiento
browniano pueden consultarse en [11]), que son estudiadas por la investigacién del proceso
radial del movimiento browniano.

El capitulo cuatro termina con una estimacion de los momentos del primer tiempo en
el que el movimiento browniano entra a una esfera geodésica, dados mediante férmulas
explicitas de integrales iteradas en términos de las cotas de la curvatura seccional. De
la misma manera, el primer tiempo de entrada esté estudiado mediante la investigacion
del proceso radial del movimiento browniano; asi, esta ltima seccién estudia los resul-
tados para el proceso radial del movimiento browniano en una variedad rotacionalmente
simétrica y los generaliza a variedades més generales aplicando el teorema de comparacion
del proceso radial. Las referencias importantes para esta tltima seccién son [3] y [20].



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales estocasticas
y procesos de difusion

1.1. Procesos estocasticos en el espacio euclidiano

1.1.1. Definiciones basicas

En este apartado daremos algunas definiciones basicas tanto de la teoria de la medida
(cf. [1]) como de la teorfa de la probabilidad (cf. [17]) que apareceran durante esta tesis. La
principal es la definicién del espacio de probabilidad, representado por la terna (9, %, P),
donde Q es un espacio muestral; % es una o-dlgebra que consiste en subconjuntos de €2
llamados eventos tal que .# satisface:

1) 0, Qe.Z; 2) si A € .Z, entonces A° € .F;

3) para cada {A,},>1 € ., se tiene que |J,~, 4, € Z.
A la pareja (€2,.%) le llamamos un espacio medible.
Y P: . % — R es una medida de probabilidad que satisface:

1) P@) =0, P(Q)=1; ii) P(A) >0, VAec.Z,

iii) si {Ap}n>1 C F tal que A;NA; =0, i # j, entonces P(|J,~; An) = >, o P(An).

Un espacio de probabilidad (€2, .7, P) se dice que es completo si para cada conjunto
nulo N (i.e. N C A, tal que A € .F y P(A) = 0), se tiene que N € .F y P(N) = 0.

Sea C una clase de subconjuntos de un espacio €2, denotamos por ¢(C) la interseccién
de todas las o-algebras que contienen a C, y se le llama la minima o-dlgebra generada
por C. La o-dlgebra de Borel en el espacio euclidiano R™ de dimensién n es la minima
o-algebra de R™ generada por la coleccion de los subconjuntos abiertos de R™, y denotada
por ZB(R"). A los elementos de #(R") les llamamos subconjuntos de Borel de R™.

Sea (2, #,P) un espacio de probabilidad, una familia {.%, },ca de sub-o-dlgebras de
F se dice mutuamente independiente si para cualquier subconjunto finito {aq, -+, ax} C
Ay A e #,,,i=1,--- k, se tiene que

Dado un espacio de probabilidad (2, %, P) y el espacio medible (R", Z(R")), una fun-
cién X: Q — R"™ que es Z -medible (i.e. X '(B) = {w: X(w) € B} € #,V B € Z(R")),
se llama una wvariable aleatoria de dimension n (6 simplemente variable aleatoria); en
particular, cuando n = 1, X se dice una wvariable aleatoria real.

Si X es una variable aleatoria definida en (2, #,P), se define una medida de proba-

3
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bilidad Px en el espacio medible (R, Z(R"™)) dada por

Px(B)=Po X Y(B) =P(X € B), B e B(R"),
denominada la medida de probabilidad inducida por la variable aleatoria X, también se
le conoce como la distribucion de probabilidad de X.

Para cada funcién X: (Q, %) — (R", Z(R")), denotamos por o(X) = c{X(B) :
Be% (R”)} a la o-algebra generada por X. En particular, X es una variable aleatoria
siy sélo si o(X) C .#. Una familia { X, },eca de variables aleatorias se dice mutuamente
independiente si {o(X4)}aeca lo es.

Ahora introducimos algunas definiciones de convergencia de variables aleatorias.
Supongamos que X y X, Xo,--- son variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad comun (€2,.%,P), entonces se dice que:

a) La sucesién {X,,} converge en probabilidad a X, si, para cada € > 0,

JLHC}OIP’({CU €N X, (w) — X(w)| >€}) =0;

b) {X,} converge casi seqguramente (P-c.s. 6 c.s.) 6 con probabilidad 1 (c.p.1) a X si

P({w € Q: lim |X, (@) ~ X()| = 0}) = 1

donde |-| es la norma euclidiana en R™.

Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad (€2,.%,P), enton-
ces X es integrable si la integral de Lebesgue es finita, i.e. ,

/Q\X(w)\ P(dw) < oo.

En general, si [, |X(w)[" P(dw) < oo, (p > 0), decimos que X es integrable de orden
p. Sea p > 1, al conjunto de todas las variables aleatorias integrables de orden p le
denotamos por LP(Q2, #,P), LP(dP) 6 simplemente por LP.

Para una variable aleatoria X integrable, el valor medio 6 la esperanza de X esta
definida por

E[X] :/QX(w)IP’(dw)E/QXdIP’.

Si X € LP) el momento de orden p es E[Xp} y el momento central de orden p es
E[(X — E[X])?]. En particular, al momento central de orden 2 le decimos la varianza de
X, ie.,
Var(X) = E[(X - E[X])"] = E[X?] - (E[X])*.
Sea X una variable aleatoria integrable definida en un espacio de probabilidad
(Q,.7,P), y ¢4 una sub-c-algebra de .#, decimos que una variable aleatoria Y es una
esperanza condicional de X dado ¢ si Y es medible con respecto de ¢ y cumple que

/Yd]P’:/XdIP’, VG eY.
G G

A la esperanza condicional de X dado ¢ también le denotamos por ]E[X | ¢ ]

Las propiedades bésicas de la esperanza condicional se pueden encontrar en Tkeda [12]
o Steele [25], una de importancia es la llamada desigualdad de Jensen: Sea X una variable
aleatoria real integrable y ¢ una sub-o-algebra de .%, si @: R — R es una funcién convexa
tal que es integrable, entonces

P(E[X |¥9]) <E[9(X)|¥9]. cs.
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1.1.2. Procesos estocasticos

Los procesos fisicos que varian aleatoriamente a lo largo del tiempo pueden ser mode-
lados mediante variables aleatorias que describan el estado del sistema en cada instante
de tiempo. De este modo, tenemos la siguiente definicién de proceso estocéstico.

Definicién 1.1.1. Un proceso estocdstico (o simplemente proceso) es una coleccién de
variables aleatorias (X;);cr parametrizada por un conjunto de pardmetros Ty definida
en un espacio de probabilidad (2,.#,P) con valores en R".

Observacion. Usualmente interpretamos a cada elemento de T' como un instante de tiem-
po. Se tiene que T'= {0,1,--- N} 6 T'= N en el caso de tiempo discreto, y 7' C [0, 00)
en el caso de tiempo continuo. Aqui sélo estudiaremos el caso de tiempo continuo, asi que
en lo sucesivo, supondremos 7" = [0, 00) y denotaremos el proceso por (Xi)i>o.

Observacion. Un proceso estocdstico (X¢)¢>o también puede considerarse como una fun-
cién de dos variables

X:[0,00) x 23 (t,w) = X(t,w) = Xy(w) € R,

donde la funcién w — X;(w) es una variable aleatoria para cada t € [0, 00), mientras que
para cada w € Q fijo, la funcién t — X;(w) se denomina una trayectoria (o realizacion)
del proceso (Fig. 1.1). Un proceso estocastico X se dice continuo si todas sus trayectorias
t — X;(w) son continuas con probabilidad 1, es decir,

P{weQ: lim [ X (w) = Xi(w)] = 0}) =1, Vtel0,00).

Figura 1.1: Dos trayectorias continuas de un proceso estocastico X; con Xy = .

Observacion. Finalmente, observemos que podemos identificar a cada w € €2 como una
trayectoria t — X;(w) del proceso, asi que podemos considerar a {2 como un subconjunto
de W™, el espacio de todas las funciones continuas de [0,00) en R™. Con la topologia de
producto en este espacio, se tiene que la o-algebra # de W™ es la o-dlgebra generada
por %, el conjunto de todos los conjuntos cilindricos de Borel de W™, donde cada C' € €
tiene la siguiente forma:

C={we W": (wy,wy,, - ,wy) € F}, paraalgin {ti,ts,--- 1} C [0,00),

tal que 0 <ty <ty <+ <ty,y F=F X Fy X -+ x [, € BR") con F; € B(R") para
cadai1=1,2,--- k.

Definicién 1.1.2. Sea X = (X;);>¢ un proceso estocastico definido en un espacio de
probabilidad (€2, .%#,P). Las distribuciones de dimension finita del proceso X son las
medidas P} ., definidas en Z(R*") para los subconjuntos finitos 0 < #; <ty < --- <ty
de [0,00) y dadas por

PY (Fix Fyx - xF) =P({Xy, e 1, Xy, € -+, Xy, € Fy,}),

ti,t2, -tk

donde F; € B(R"), i =1,2,--- k.
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Observacion. Como X;, es .#-medible para cada @ = 1,2,--- | k, entonces tiene sentido
la definicién anterior y cada una de las funciones P\, es una medida de probabilidad
en el espacio medible (W™, %) que esta determinada univocamente por sus valores en ¢
y se cumplen las siguientes propiedades: (cf. [17], pdg.55-57)

(K1) Para cualquier permutacién o en {1,2,--- ,k},

X
to’(l)vta(2)7"' 7t0'(k)

(Fo) X Foay X -+ X Fyy) = BX 1 (Fy X By % -+ % F).

(K2) Para k <my txiq,--- ,t, € T arbitrarios,
PX . (Fix - x ) =P

t, s teste+1, e stm

(Fy X+ X F, x R" x -+« x R").

Por otro lado, el teorema fundamental de Kolmogérov [17] afirma la existencia de un
espacio de probabilidad (€2, .%#,P) y un proceso estocastico X = (X});>o definido en él tal
que sus distribuciones de dimension finita coinciden con una familia dada de medidas de
probabilidad {Pfftk} en (W™ %) que satisface las propiedades anteriores.

Un proceso estocéstico Y = (Y;)i>o se dice que es una version o modificacion de otro
proceso X = (Xy)i>o si P{w : Xi(w) = Yi(w)}) = 1, para todo ¢t € [0,00). Notemos
que si Y es una version de X, la variable X; es igual a Y; casi seguramente para cada
t € [0,00), entonces X y Y tienen las mismas distribuciones de dimension finita, y se

D
escribe X ~ Y. Para verificar la continuidad de un proceso, tenemos el siguiente famoso
teorema de Kolmogdérov [19]:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Continuidad de Kolmogérov). Sea X = (X})i>0 un proceso
estocdstico definido en un espacio de probabilidad (Q, F ,P). Si existen constantes «, 3,C
positivas tales que:

E[x, - x| <Cle—s|",  vstel,00). (1.1.1)

Entonces existe una version de trayectorias continuas c.s. de X.

Definicién 1.1.4. Dado un espacio de probabilidad (£2,.#,P), sea (:%;)>o (o simple-
mente (.#;)) una familia de sub-o-dlgebras de .%, se le llama una filtracion si es creciente
(i.e., Fs C.F C .7 para 0 < s < t), y satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada t > 0, .%; contiene todos los conjuntos nulos N;

2) (Z4)i=0 es continua por la derecha: 7 = (.., Zs.
Al espacio (Q2,.7,P, (:%;)i>0) le decimos un espacio de probabilidad filtrado.

Se nota que la primera de las condiciones anteriores indica que el espacio de proba-
bilidad (€2, .#,P) es completo. En lo sucesivo, supondremos que un proceso estocastico
X = (Xi)i>0 siempre estd definido en un espacio de probabilidad completo (2,.#,P)
junto con una filtracién (F)>o.

Definicién 1.1.5. Un proceso X = (X;)i>0 se dice que es adaptado a la filtracion (F)i>o
(o (%)-adaptado) si para cada t € [0, 00), la variable aleatoria X; es .#;-medible.

Observacion. Dado un proceso X = (Xy)i>0, la filtracion natural (%;);>¢ determinada
por (X;);>o0 es tal que para cada t € [0,00), % es la minima o-algebra generada por las
variables X, s <t ie., F =()oo0({Xs s <t4€}); en este caso, cada o-dlgebra %
se denomina la “historia” del proceso al tiempo t.

Claramente se tiene que cada proceso (X¢):>o es adaptado a su filtracién natural.
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Definicién 1.1.6. Dado un espacio de probabilidad filtrado (2, . #, P, (#;)t>0), una o-
algebra & del conjunto producto [0,00) x € que es la minima o-algebra generada por
los subconjuntos de la forma: (s,t] x F, F € Z#; y {0} x Fy con Fy € %, se le llama
una o-dlgebra predecible. Un proceso X = (Xi)i>0 se dice (%#)-predecible si el proceso
X: (t,w) = Xi(w) es Z/AB(R™)-medible en [0, 00) x €.

En particular, un proceso (%;)-adaptado y continuo por la izquierda es predecible.

1.1.3. Martingalas

Un ejemplo de procesos estocésticos de reconocida importancia es el llamado mar-
tingala. El desarrollo de la teoria de martingalas fue motivado con el objetivo de buscar
demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en un juego justo de apuestas, y hoy
en dia es una de las herramientas principales en el estudio de procesos aleatorios.

Definicién 1.1.7. Sea X = (X});>0 un proceso estocastico continuo y adaptado a la
filtracion (.#;):>0. Decimos que X es una martingala continua con respecto a la filtracion
(Z1)i>0 ((F)-martingala o simplemente martingala) si X; es integrable para cada t €
[0, 00) tal que satisface la siguiente propiedad

E[X:| Z]=X,, cs. 0<s<t (1.1.2)
X se dice que es una submartingala (supermartingala) si satisface que
E[X, | #] > () X,, cs. 0<s<t. (1.1.3)

Observacidn. Si X es una martingala tal que E[|X;|"] < oo, V ¢ € [0, 00) para alginp > 1,
entonces a X le decimos una LP-martingala y como consecuencia de la desigualdad de
Jensen, se tiene que | X|” = (| X;|")i>0 es una submartingala.

Definicién 1.1.8. Sea (92,.7, P, (%#;):>0) un espacio de probabilidad filtrado. Una varia-
ble aleatoria 7: Q — [0,00) U {oo} se denomina un (.%;)-tiempo de paro (con respecto a
(Z4)1>0), si para cada t € [0,00), {w : T(w) <t} € F.

Definicién 1.1.9. Sean 7 un (.%;)-tiempo de paro y .%, la minima o-algebra que contiene
a todas las .#;, Vt > 0. Entonces la o-dlgebra detenida en 7, ., esta definida por

F.={Aec T : An{w:T(w) <t} € F, Vi >0}

En particular, si 7(w) = ¢, entonces %, = Z,.

Observacion. El comportamiento de un proceso X = (X;):>0, precisamente en el tiempo
de paro 7, se puede observar mediante la definicién de una variable aleatoria X, en el
conjunto {7(w) < oo} dada por

X, (w) = Xy(w), siempre y cuando 7(w) = t.
Ademas, si t AT = min{t, 7}, entonces t AT es un tiempo de paro acotado, y para cualquier
proceso X = (X;)>0, €l “proceso parado” XI™ = (X, )i>0 estd bien definido.

Ejemplo 1.1.10. Sean X = (X};);>0 un proceso adaptado a una filtracion (.#;);>¢ que es
continuo por la derecha y A € #(R™) un conjunto de Borel, entonces el primer tiempo
de entrada en A (ver Fig. 1.2) definido por

Ta(w) = Inf{t : Xy(w) € A},

donde pedimos que inf ) = co; es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (%;);>o.
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Figura 1.2: El primer tiempo de entrada de X a A y la variable X, para las muestras wy,ws € 2.

Definicién 1.1.11. Si X = (X;)¢>0 es un proceso continuo y adaptado a una filtracién
(Z¢)i>0, entonces X es una (%;)-martingala local (resp. supermartingala local, submar-
tingala local) continua si existe una sucesién no decreciente de tiempos de paro, {74},
tal que limyyoo 7 = 00, c.5., y para cada k, el proceso parado definido por

XF =X, — Xo,  Vte0,00), (1.1.4)

es una (.%;)-martingala (resp. supermartingala, submartingala).
Ademas, si X* = (X});>0 es una martingala cuadrado integrable para cada k, entonces
le decimos a X una (.%;)-martingala localmente cuadrado integrable.

Las desigualdades de Doob para martingalas son herramientas importantes en el es-
tudio de cdlculo estocéstico, en particular, en el estudio de la continuidad de integrales
estocésticas: (cf. [12])

Teorema 1.1.12. (Desigualdades maximales de Doob) Sea X = (Xi)i>0 una LP-
submartingala continua por la derecha. Entonces para cualquier p > 1 y A > 0, se tiene
que

1
P < sup | X,| > )\) < SE(XP), >0 (1.1.5)

0<s<t

Para cualquier p > 1, se tiene que

E Ksup |Xs\ﬂ < (ﬁ)pﬂz(yxtyp), t>0. (1.1.6)

0<s<t

Finalmente, daremos la definicién de semimartingala, que es una herramienta til
para el estudio de procesos de difusién. Para esto, primero introducimos la definicion
de variacién cuadratica de un proceso recordando que dada una funciéon f continua en
un intervalo [a,b], para cada p > 0, la p-variacion de f con respecto a una particién
Tra=ty <ty <--- <t, <tni1 = Db esta definida por:

Q(f) =D |t = f(t)["

Definicién 1.1.13. Sea X = (X;);>¢ un proceso estocastico continuo y (.%#;)-adaptado.
Para cada t > 0 con [0,t] C [0,00) y cualquier sucesién de particiones {m,,}5°_; de [0, 1],
Tm: 0=ty <ty <--- <t, <typy =ttal quelanorma de 7, tiende a 0 cuando m — oc;
si existe una variable aleatoria V}” tal que QF (X)) converge a V;” en probabilidad cuando
m — 0o, entonces al proceso V? = (V/);>¢ le decimos la p-variacion del proceso (X;)i>o-
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En particular, cuando p = 1, le decimos simplemente la variacion (total) de X y
denotaremos por |X|,; cuando p = 2, le decimos la variacion cuadrdtica del proceso X y
estd denotada por (X);.

o dos procesos estocasticos continuos

Definicién 1.1.14. Sean X = (X;)i>0, ¥ = (YVi):
- <ty < tma1 = t cualquier particion del

y (Z)-adaptados. Dada 7,,: 0 = tg < t; < --
intervalo [0, ], definimos

>
t

Yoo — Vil

3

Qe = > | X, — X,
i=1

Entonces, la covariacion de X e Y, denotada por [X, Y]t ( o [Xt, Yt}) esta definida como
el limite de 9, en probabilidad tal que la norma de m,, tiende a 0 cuando m — oo.
Alternativamente, la covariacién puede expresarse en términos de variacién cuadratica
mediante:

1
(X Y], = X+ Y = (X =Y
Luego la variacién cuadrética de X también estd denotada por (X), = [X, XL.

Definicién 1.1.15. Un proceso estocastico X = (X;);>o continuo y adaptado a una
filtracién (% )10 se denomina (%;)-semimartingala (o simplemente semimartingala) si

Xt:X0+Mt+At7 thO,
donde X, es el valor inicial, M = (M;)i>o (My = 0, c.s.) es una (.%;)-martingala local
continua y A = (A¢)i>0 (Ao = 0, ¢.s.) es un proceso (#;)-adaptado con variacién acotada
en todos los intervalos compactos.

Proposicién 1.1.16. Sea X = M + A una semimartingala continua, entonces Q*(X)
converge uniformemente a (M), c.s. en intervalos compactos.

Demostracion. Sea 7 una particién de [0,t], notemos que:

Qi(X) = Z ‘XtH—l - Xy ’

- Z }Mti+1 - Mt1’2 + QZ ‘Mti+1 - Mt1| |Ati+1 - Atl{ + Z |Ati+1 - Atllz'

Como A es un proceso con variacién, V;(A), acotada en intervalos compactos, entonces el
ultimo sumando converge a 0 uniformemente en [0, ] c.s., cuando la norma de 7 tiende
a 0. Por otra parte, si la norma de 7 es menor que un numero § > 0, se tiene que

§ | My, — My, | |Ar,, — Ay | < sup | M, — My, |- Vi(A),

™

[s2—s1]|<d
s1, 825t

por la continuidad de las trayectorias del proceso M, se concluye que el lado derecho de
la desigualdad anterior converge a 0 uniformemente en [0,¢] cuando § — 0. O]

1.2. Movimiento browniano

En 1828, el botanico escocés R. Brown observd que los granos de polen suspendidos
en liquido presentaban un movimiento irregular, como resultado de choques aleatorios
contra las moléculas del liquido. El modelo matematico para este tipo de fenémeno es
un proceso estocastico X = (X;);er a tiempo continuo, interpretado como la posicién en
tiempo t de una particula de polen w. Aqui consideraremos que X asume valores en R".
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En el estudio de Einstein (1905) sobre el fendmeno
browniano, encontr6 que la densidad p(¢,x) de la di-
B = (B},B?)ﬁf(%\gﬁb fusién de una particula en el liquido en tiempo ¢ (en

g /;:}f’ posicién € R™ empezando del origen 0) estd dada

por:
o lal?/2t

?gﬁ ot ) = ﬁ Cots0. (120)

i ., . . ., « e
{57 Y la funcion de distribucién de la posicién de la
particula que representa un movimiento browniano es

B de distribucion gaussiana de dimension n con media
'y 0— . . .
= 0 y matriz de covarianza tI,, donde I, es la matriz

- identidad del espacio matricial M,,,,, dada por

x
Figura 1.3: Movimiento browniano bidi- Gyi(z) = / p(t, u) du, t>0, veR"
mensional que empieza en x. —00

Definicién 1.2.1. Sea p una medida de probabilidad en el espacio medible (R™, (R")),
y sea X = (X})¢>0 un proceso estocdstico adaptado a una filtracién (%#;);>¢ con valores

en R". (X;)¢>0 se denomina un movimiento browniano de dimension n con la distribucion
inicial p si se satisface las siguientes propiedades:

() P(Xo € 4) = p(A), ¥ A€ BR")
(ii) Las trayectorias t — X, son continuas, c.s., V¢t > 0;

(iii) El proceso (Xi):>o tiene incrementos independientes; i.e., para cualquier conjunto
finito de tiempos 0 < t; < ty < --- < t;, las variables aleatorias

th - th th - tha R th - thfl
son independientes;

(iv) Para cualesquiera tiempos s,t > 0, el incremento X;,; — X, tiene distribucién
gaussiana de dimensién n con media 0 y matriz de covarianza t1,,.
Aqui la distribucién de probabilidad P, del proceso X en (W™, %) se llama la medida de
Wiener con la distribucion inicial p.

Observacion. Si = d,, asignando la medida 1 a algin punto z € R", decimos que X es
un movimiento browniano de dimension n que empieza en x, y cuando x = 0, le decimos
a X un movimiento browniano estandar.

La existencia de un movimiento browniano X = (X;);>¢ se tiene por el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.2. Para cualquier medida p en (R", B(R"™)), existe la dnica medida de
Wiener, P, en el espacio de trayectorias (W", %) con la distribucion inicial p.

Demostracion. Para demostrar la existencia, primero consideramos el caso de que pu = 0,
y para cada conjunto finito de tiempos 0 < t; < t < -+ < t;, se define una medida de
probabilidad 14, ... ;, en (R Z(R*")) dada por

k

Vg o gy (F1 X oo X Fy) = / 5x(d:v)/ p(ty, xy — ) dzl/ p(ta —t1, 29 — 1) dzs
n Fy Fy

s / p(tk - lfk_l, T — l'k—l) d$k, (1.2.2)
F,
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donde F; € B(R"), i =1,2,--- ,k, y dr denota la medida de Lebesgue. Por el hecho de
que fRn p(t,z—y) dz = 1, se verifica facilmente que estas medidas cumplen las propiedades
(K1) y (K2) del teorema fundamental de Kolmogdérov, y por tanto, la existencia de un
espacio de probabilidad (2, .#,P) y un proceso estocéastico X = (X});>o definido en él tal
que la distribucién de dimensién finita del proceso estd dada por (1.2.2); es decir,

Px(th c Fl; cee ,th € Fk) :/ p(tl,ZCl — I) d!El/ p(tg —tl,IQ — SL’1>d5L’2
T4

Fy
/ p(tk —tk,1,$k —SL’kfl) dxk (123)
F.
Esto significa que para cada 0 =ty <ty <ty < - - <tp, Xy, — Xoy, Xo, — Xoy, -+, Xy, —

Xy, , son mutuamente independientes, cada uno con distribucién gaussiana, y se observa
que P.(Xo=12) = 1.
Ademas, para cualesquiera tiempos 0 < s < t, sea r =t — s, se tiene que

E [\Xt _X5|4] - /R z|* p(t — s,2) do = \/%Tﬂ"/ 2!
\/T / 4 4y, ( - %) (1.2.4)

Como para cualquier nimero « > 0, se tiene que
n

/ e—cxly|2 dy = (Z) 2 ’
n (8%

diferenciando dos veces ambos lados de la ecuacion anterior con respecto al parametro «,

se obtiene .
4yl g, — <E>§ -2 (ﬁ) (E 1)
/Rn ly"e v=\5) " (3)5+1)

Entonces haciendo a = % y sustituyendo en la igualdad (1.2.4), obtenemos
]E“Xt ‘]—nn+2)|t—s]

Luego se cumple la hipétesis del Teorema 1.1.3 de continuidad de Kolmogérov con o = 4,
B =1y C = n(n+2), entonces el proceso (X;);>o tiene una versién de trayectorias
continuas. Es decir, las trayectorias son continuas, c.s.. Por tanto, existe una medida de
Wiener P, en (W™, %) con la distribucio'n inicial (5 En general, para cualquier medida

de probabilidad p en (R", Z(R™)), = [ Po dx), F' € A define una medida
de Wiener con la distribuciéon 1n1c1al ,u
Finalmente, la unicidad es inmediata de la definicion. O

Sea X = (X});>0 un movimiento browniano con valores en R", consideramos su filtra-
cion natural #; = (., 0({Xs: s <t+¢€}), t >0.

Definicién 1.2.3. Un proceso continuo X = (X;);>¢ de dimensién n se llama un (.%;)-
movimiento browniano de dimension n si es adaptado a su filtracién natural (%)i>0 y
satisface

E[exp{i(ﬁ,Xt ~ X)) }95] —exp{—(t—s)[¢?/2}, cs. (1.2.5)
paracada £ e R" y 0 < s < t.

Se nota que esta definicién es equivalente a la Definicién 1.2.1 con (%) la filtracién
generada por X, i.e., la filtracién natural. En lo sucesivo, nos referimos a estos procesos
simplemente como movimientos brownianos.
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Proposicion 1.2.4. Un movimiento browniano X = (Xi)i>o es una (F)-martingala
continua.

Demostracion. Sabemos que el proceso X es adaptado a su filtracion natural, X; — X,
es independiente de .%#, y cada variable aleatoria X; tiene media 0, i.e., es integrable.
Entonces, para cualesquiera tiempos 0 < s < t, se tiene que

E[X: | Z] =E[X, - X, + X, | & =E[X, - X, | &] +E[X, | Z]
=E[X, - X, + X, = X,.
La ultima igualdad se da porque X; — X, tiene distribucién gaussiana de media 0. O
Finalmente, notemos que si X = {X, = (X},---,X}") : t > 0}, es un movimiento
browniano de dimensién n, entonces los procesos unidimensionales (XF)i>o, 1 < k < n,

son movimientos brownianos independientes de dimensién uno. Por consiguiente, se tiene
los siguientes resultados que se verifican facilmente por la proposicién anterior.

Lema 1.2.5. $i X = {X, = (X}, -+, X[") }i>0 €s un movimiento browniano de dimensidn
n, entonces para cada k,l =1,--- n y cualesquiera tiempos 0 < s < t,
E[X] - X!| #] =0, cs.
y E[(X; X)) (X]—X) | Z]=@1—5)0u cs.

Observacion. Si X = (X;)i>0 es un movimiento browniano de dimensién uno, aunque las

trayectorias del proceso X son continuas c.s., no son diferenciables con probabilidad uno
. , Yh o Xt+h*Xt . bl d b ., .

en ningun punto, ya que Y;" = ==5—— es una variable con distribucién gaussiana con

media cero y con varianza 1/h, con lo que cuando h — 0, esta distribucién diverge.

Ademas, la variacién cuadratica de X es (X); =, c.s. en el intervalo [0, t] (cf. [22]).

1.3. Integraciéon estocastica

La integral estocéstica fue introducida primero por K. It6 [13] basado en un movimien-
to browniano estandar, que después se generalizé a los casos de las martingalas locales y
semimartingalas. En este apartado expondremos la integral estocéastica (en el sentido de
[t6) con respecto de semimartingalas continuas, estudiando primero la construccion de la
integral estocastica con respecto de una clase intermedia entre las martingalas continuas
y acotadas y las martingalas locales continuas.

Como siempre consideremos el espacio de probabilidad (£2,.%,P) junto con una filtra-
cién (F)i>o usual, es decir, (.%;);>0 es continua por la derecha.

Definicién 1.3.1. Definimos al conjunto .Z? como el espacio de las (.%;)-martingalas
M = (M;)+>0 que son continuas cuadrado integrables con valores reales; esto es, tales que

sup;sq E [|Mt\2} < 00.

Observacion. Notemos que M € .#? siy sélo si existe My, € £? tal que para todo t > 0,
M, =E[My | %], y que entonces E[M2] = sup,-o E[M?].

Con base en esto, .#? puede considerarse como un espacio de Hilbert con el producto
interior definido por [M, N} =E [MOONOO}, y genera la norma en .#? dada por

1Mz = [ Macll, = Jim 0],

Se sabe que .#* es completo con respecto a esta norma (cf. [27]).
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Ahora introducimos el espacio de integrandos admisibles.

Definicién 1.3.2. Sea M = (M,);>0 € A* y (M) = ((M);)¢>0 €l proceso de variacién
cuadrdtica correspondiente. Definimos a .Z?(M) (o simplemente .£?) como el espacio de
los procesos H = (H;)i>o tales que son (%;)-predecibles con valores reales y para cada

T >0,
|| ") ). <,

Observacidon. Si en el espacio producto [0, 00) X €2, definimos la medida

i) =B [ La(si) 00|

donde 1 4 es la funcién indicadora del conjunto A. De la definicién anterior se sigue que
los elementos de £?(M) deben entenderse como clases de equivalencia relativas a Ay;.
Asi, Z?(M) es un espacio de Hilbert con la norma

Wl = ([, C”Mf - (= Hfd<M>tDé

Continuamos con la construccion de la integral estocastica, primero consideremos una
subcoleccién % de aquellos procesos simples @ = (Py(w))i>0 € L*(M) con la propiedad
de que existe una sucesiéon de nimeros reales 0 = tp < t; < -+ < t,, < -+ = 0¥y
una sucesion de variables aleatorias {¢;(w)}5°, tal que ¢y € Fo, Piy1 es F,-medible y
acotada, expresada por

Py(w) = do(w) Lii=oy(t) + Z¢z Lt (t) - (1.3.1)
Sea M € .#*, definimos la funcién lineal Z: @ € .,% — Z(P) € .#* dada por:
= Z gbl(w) [Mti+1/\t(w) - Mti/\t<w):| . (132)
i=0

Es claro que la suma anterior es finita y adaptada, ademés si 0 < s < ¢, sea s € (t;_1, 1]
y t € (tr_1,tx], j < k. Entonces

E[Z(®), — Z(D); | ] = o;E[(M,,,, — |+ Z [6i(My,,, — My,) | F).
=741
Calculamos cada sumando al condicionar por .%#;,, utilizando el caracter de martingala
de M, tenemos que

E[Z(®), — Z(D)s | Fs] =0, c.s. (1.3.3)

Por lo tanto, Z(®?) = (Z(P):)+>0 es una (%;)-martingala continua acotada, es decir, Z(®) €
AM*?. Asi que T esté bien definida y ademés es una isometria:

Lema 1.3.3 (Isometria de It6). Para cada ¢ = (D)0 € Lo, tenemos:

@), = [@@)] & [ [ @2a0n.] =01, 100 s

Demostracion. Sea t € (tp,tmi1]. Notemos que, si i < j < m, se tiene que ¢;, ¢; vy
(My,,, — M,,) son Z -medibles, entonces E[¢;¢;(M,,, — My,)(M,,,, — M;;)] = 0 al
condicionar por ftj por ser M una martingala.

J+1
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Por lo tanto:

7@, = E[(T@)®)°] = E (Z Si( M., Mtn)

1=0

NE

E[@Q (M, — Mti)ﬂ - zm:]E{E[qf)? (M,,,, — Mti>2 | ﬁtzH
0 i=0

7

E[¢?E[ M

tit1

_Mt%- ‘ ytv:]]?

™

I
=)

(2

notemos que

E[MZ‘JA o Mt% | ‘g\ti}
= E[(M7f2i+1 o <M>ti+1) - (Mt% - <M>tz) ‘ ﬁtz} +E|:(<M>ti+1 - <M>tz) | L%z} )

donde por el hecho de que M? — (M) es una martingala (Revuz [21], Teorema IV (1.3)),
se concluye que

@), = B [, (00— 000)] = [ @] = 01,

0
Por lo tanto, [|Z(D)] . = ||| »-- O

Observacion. El lema anterior muestra que Z es una isometria para los procesos simples,
pero estos son densos en .£? (cf. Tkeda [12], Lema II (1.1)), entonces, si @ € .£?, podemos
encontrar una sucesién @, € % tal que ||¢ — P,/ 4. — 0 cuando n — oo. Como
|Z(Prn) — Z(P)|| g2 = [|Pr — Pinl| 42, s€ tiene que Z(P,) es una sucesion de Cauchy en
A?, por completez, esta sucesién converge a un tnico elemento de .#?2, denotado por
Z(®P). Por la isometria (1.3.4), vemos que Z(®) esta determinada tinicamente por @ pero
independiente de la sucesién @,,.

Definicién 1.3.4. Sean M = (M,)>0 € A?, H = (H;)1>0 € £?. Le llamamos al proceso
Z(H) definido anteriormente la integral estocdstica (o integral de It6) de H con respecto
a M y denotado por

T(H),(w) = /0 H,(w) dM,(w). (1.3.5)

Observacion. Notemos que para cada t fijo, Z(H); es una variable aleatoria y también
llamada una integral estocéstica. Claramente, si H, K € £? vy «, 3 € R, entonces

Z(aH + K); = oZ(H); + BLZ(K),, para cada t >0 c.s. (1.3.6)

Definicién 1.3.5. Para & € %, un proceso simple, en lugar de Z(®) dado por (1.3.2),

definimos
o

1
J(®); = Z 5(@ + Git1)(Myy e — M) (1.3.7)
=0
De manera analoga a la integral de Ito, la integral estocédstica descrita como el limite de
integrales de procesos simples para & € .#? con respecto de M esté denotada por

T(@)i(w) = / 8,(w) 0 dM,(w): (1.33)

y se conoce como la integral de Stratonovich de @ con respecto de M.
Se nota que la relacion entre la integral de Stratonovich y la de Ito es la siguiente:

t t
1
/OsﬁsodM:/o gzsdeS+§[q§,M}t. (1.3.9)
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Proposicién 1.3.6. La integral estocdstica Z(H), H € £*(M) con respecto a M € 4>
tiene las siguientes propiedades:
(i) Para cada 0 < s <'t,

e [, - 2. 2] <] [ sz,

935] ,  C.S. (1.3.10)

(ii) Si N = (Ny)i0 € A*?, para 0 < s < t,

E [(Z(H), — T(H),)(N, - N,) | Z.] = E Ut H,d[M,N], ) ﬂ] . es. (1.3.11)

La demostracion es facil probando primero para @ € % (detalle de la demostracion,
ver Tkeda & Watanabe [12], pag 49-51) y después tomar limite mediante aproximacion.
Se nota que (1.3.10) y (1.3.11) también nos dicen que:

<I(H))t:/0tH§d(M>s, c.5. (1.3.12)

t
[Z(H),N], = /0 Hyd[M,N] . c.s. (1.3.13)
Ahora extendemos la integral estocastica al caso de las semimartingalas mediante el
método de localizacion pasando primero por martingalas locales:
Sea .2, el espacio que consta de los procesos estocdsticos M = (M;);>o continuos
tales que son (.%;)-martingalas localmente cuadrado integrables y My = 0, c.s. (ver Def.
(1.1.11)). Consideremos una clase mas general de integrandos como sigue:

Definicién 1.3.7. Sea M = (M,);>0 € A}2,. Definimos a Z2.(M) como el espacio de
los procesos H = (H;);>0 que son (%;)-predecibles tales que existe una sucesién de (.%;)-
tiempos de paro {7, }32, con 7, < Tgiq, Tx — 00, ¢.S., y paracada T >0, k=1,2,---,

E UOMT H2(w) d(M),| < oo. (1.3.14)

Y sea %, el espacio de los procesos H = (H;):>o que son (#;)-predecibles y localmente
acotados; es decir, existe una sucesion de (%;)-tiempos de paro {7;,}22; tal que 7 < Ty1,
T, = 00, c.5. y H™ = (Hr nt)t>0 es acotado para todo k =1,2,---.

Sean M € 42,y H € £2.(M). Es claro que podemos elegir una sucesién {7,,}2°; de
tiempos de paro tal que 7, < Tyi1, T — 00, ¢.5., My, = (M, r)i>0 € A* y satisface la
condicién (1.3.14). Puesto que H,(t,w) = Ly, @) Hi(w) € Z*(M), entonces podemos
definir la integral estocastica Z,(H,,) respecto de M, para cada n. Por la propiedad de
localizacién, vemos que Z,,(H,,); = Z,(Hy )7 A Para m < m, y como 7, — 00, ¢.S., luego
existe un tnico proceso Z(H), tal que Z,,(H,); = Z(H ) jpt, n = 1,2, - -.

Al proceso Z(H) le llamamos la integral estocdstica de H € %2, (M) respecto de
M € #}?,, que también se denota por Z(H); = fot H, dM;.

Notemos que Z(H) € 4., y es claro que la Proposicién 1.3.6 se extiende a este caso
general.

Ahora pasamos al caso de las semimartingalas. Sea X una semimartingala continua
con la descomposicién canénica X = Xg+ M + A donde M es una martingala local
continua (My = 0, c¢.s.) y A es un proceso continuo de variacién acotada en compactos.
Si H = (Hi)t>0 € ZLoe, entonces se define la integral estocdstica de H respecto de X,
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denotada por f H dX como el proceso estocastico dado por

t t t
/ H,dX; :/ HgdM; —|—/ H, dAs;.
0 0 0

Notemos que f H dX es una nueva semimartingala, y se tiene el siguiente resultado que
resume las propiedades importantes de la integral estocéstica (cf. [6] y [27]).

Proposicién 1.3.8. Sea X = Xg+ M + A una semimartingala continua. Entonces
1) Propiedad asociativa para H, K € L., i.e.,

/K-HdXz/Kd(/HdX).

2) Si HE Loe yT es un tiempo de paro, entonces

/Hd(XT) = (/HdX)IT.

3) Si H € Lo tiene la descomposicion Hy(w) = > "7 &(w) L, 1, (t), entonces
t [e.e]
| HX = Y6 (K= X
0 i=0

4) Si(H,) es una sucesion de procesos (:F;)-predecibles, dominados por K € L. (i.e.
|H,| < K), y converge a H € L. uniformemente en compactos en probabilidad,
entonces [ H,dX converge uniformemente a [ HdX en compactos en probabilidad.

5) St H € Ly es continuo y (m,) es una sucesion de particiones de [0,t] tal que la
norma tiende a 0 cuando n — oo, entonces

0 n—oo

t
H,dX, = lim ZHM (X4, int — Xiae)  en probabilidad.

1.3.1. Formula de Ito

La férmula de Ito es el resultado mas importante en el andlisis estocastico; es una
version estocastica de la regla de la cadena para la integral de Riemann-Stieltjes. Antes
de introducirla, tenemos la siguiente férmula de integraciéon por partes.

Lema 1.3.9 (Férmula de integracion por partes). Sean X = (Xy)0 v Y = (Yi)>o0
semimartingalas continuas. Entonces, para cada t > 0,

t t
XY, = XOYO+/ X, dY, +/ Y,dX,+ [XY],. cs. (1.3.15)
0 0

En particular, X? = 2 fot X dX, + (X);.

Demostracion. Sea m, una sucesién de particiones del intervalo [0,¢] tal que la norma
tiende a cero cuando n — co. Entonces por aproximacién, notemos que

XY, = XoYo = Y (XY, — X, Y;,,)

n

- Z{Xtifl (}/tz - Yti—l) + }/;i—l (Xti - Xti—l) + (th' - Xti—l) (}/;1 - }/;i—l)} ;

por las definiciones de la integral estocastica y la de covariacién, concluimos la férmula
(1.3.15) de integracién por partes. O
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Lema 1.3.10 (Férmula de It6). Si X', X2 -+, X" son semimartingalas con valores
reales (esto es, si X = (X',---, X"™) es una semimartingala con valores en R"™), para
cualquier funcion f: R™ — R de clase C?, el proceso f(X) = (f(Xt))t>0 es también una
semimartingala real y se tiene la siguiente formula conocida con el nombre de la féormula
de Ito:

Fi&) = 1(%) +Z/ 8901 o) X+ Z ax,axg 1 Xj} (1-3.16)

=1 0

La cual también se escribe en forma dzferenczal como:

% ? J
Z@xz (X,) dX; + Z 8:101 axj )d[ X', X7],. (1.3.17)

Zj_

Demostracion. Solo haremos el caso de dimensién uno, i.e., n = 1, y demostraremos que

(X)) = f(Xo) + /f )dXs+ 3 /f” (1.3.18)

Notemos que:

1. Todas las expresiones en la férmula tienen sentido: como f € C?2, entonces los
procesos (f’(Xt))t>0, (f”(Xt))t>0 son adaptados y continuos por la izquierda, por lo
tanto son predecibles y localmente acotados.

2. Si la férmula (1.3.18) vale para f, entonces se satisface para z f(x).

En efecto, supongamos que la férmula (1.3.18) vale para una f. Queremos obtener
la férmula para g(x) = zf(x) (donde ¢'(x) = f(z) + xf'(x), ¢"(x) = 2f'(z) + x f"(x)).

Aplicamos la férmula de integracién por partes para obtener

9(Xy) = X, f(Xy) = Xo f(Xo) +/t X, df (X,) + /tf(Xs)dXs + [ X, f(X)], (1.3.19)

Usando la forma de f(X;) (de (1.3.18)) para el segundo y el cuarto sumandos, se obtiene

[ xa(f rocsec) - [ vo(t ] rnson.)

:/Xsf'< JdXo+5 /Xf” D d(X),
X, f(X)], = {XfXO /f Vax, 1 L /f,, }

_ {X,/f’(XS)dXSL—F [X,E/f"(Xs) } / f(X)d[X, X],

donde las 1ltimas igualdades se obtienen por definicién de la covariacién y por ser (X);
un proceso de variacién cuadratica de X que es continuo, el segundo sumando es igual a
0. Sustituyendo la igualdad (1.3.19) obtenemos, agrupando:

000 = X0 () + [ (1) + X700 X, 5 [ (2700 + X170 ),

t 1 t
:g(Xo)+/ g’(Xs)dXs+§/ J"(X,)dX,.
0 0

Por lo tanto, la féormula de It6 se satisface para g(z) = zf(z), y como la férmula es lineal
en f, tenemos que la férmula de It6 se satisface para polinomios.

3. Sean I C R un intervalo compacto y T = inf{t > 0 : X; ¢ I}. Entonces T es
un tiempo de paro y X7 = (X7at)i>0 €s una semimartingala que permanece en /. Por
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tanto, podemos suponer que X es acotado por una constante independiente de t y w, asi
supongamos que |X;(w)| < ¢ para ¢ alguna constante y para todo ¢, w.

4. Puesto que f € C?, existe una sucesién de polinomios f,, tales que f,(z) — f(z),
fi(x) = fl(x),y f”( ) — f"(z) convergen uniformemente para x € [—c,c|. Entonces,
sijo=01,2 f{ ( (W) — fY(Xy(w)) uniformemente en [—c,c] si n — oo. Por
el teorema de convergencia acotada para la integral de Lebesgue-Stieljes (ver [1]) y el
teorema de Taylor para la integral estocéstica, vemos que la férmula de It6 se satisface
para f. O

Observacién. Cuando f es una funcién de clase C3, entonces por (1.3.9), la férmula de
It6 (1.3.16) se puede escribir en forma de la integral de Stratonovich por

X:) = f(Xo) odX!. 1.3.20
F(x) = 0+2/%i (1.3.20
Observacion. Aplicando la férmula de It6 a una funcién f: (¢, x) € [0,00)xR" — f(t,z) €
R de clase C**%([0,00) x R") y a una semimartingala X = (X' ---  X™) obtenemos la
siguiente formula (considerando la semimartingala determinista X} = t)
af Pf(t, Xy) e
df (t, X, t, Xy)dt (t, X;) dX] —— = d| X", X7|, . (1.3.21
f(7 t) ot ( t +Za t) +35 Z axlax] |: ) :|t ( )

1,j=1

Una aplicacion de la férmula de Ito a los procesos estocasticos es la caracterizacion

de una martingala como un movimiento browniano, también conocida con el nombre de
la caracterizacion de Lévy:

Teorema 1.3.11 (Teorema de caracterizacion de Lévy). Sea Xy = (X}, X2, -+, X[") una
(:Z)-semimartingala de dimension n tal que
M} =X} — X{ € .4, y (MY, M), =65t i,j=1,2,--,n  (1.322)

Entonces X = (X¢)i>0 es un (F;)-movimiento browniano de dimension n.

Demostracion. Por la Definicién 1.2.3, es suficiente probar que para todo £ € R",
) 2
E[eieXX) | 7] =e 5 (79 0<s<t cs (1.3.23)

Sea f(z) = €& y aplicando la férmula de Itd, obtenemos

eH&Xe) _ gi&Xs) Z/ i &, €8x de+ Z/ 52 UeXu) g (1.3.24)
Es claro que (1.3.22) implica M* € .#? y por tanto
t
E [/ el Xu gk JS} = 0. c.s.

Entonces, para cualquier A € .%;, multiplicando ambos lados de la ecuacién (1.3.24) por
e~ 66X 4 v tomar la esperanza, se obtiene

2 t
E[e€X X 1| ~E[1,] - —% / D
De esta ecuacion integral vemos que E[e"&X=%2) 1 4] es solucién de la ecuacién diferencial
§
0 -0, g -pa),  vizs

En consecuencia, obtenemos

. 2
E[e6XXe) : A] = P(A)e 2 (), O
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1.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta seccién nos restringiremos al teorema de existencia y unicidad de una solucion
de una ecuacion diferencial estocéstica de tipo It06 que esta definida como sigue.

Definicién 1.4.1. Sean (Q2,.%,P) un espacio de probabilidad completo junto con una
filtracién (F )0, 0 = (O'ij) : R — My, (Mgy el espacio matricial de dimensién d x 1)
donde cada funcién o;;(x) (i < d, j < 1) es Borel medible, y Z = (Z',--- ,Z))" una
(F;)-semimartingala continua con valores en R!. Decimos que un proceso (%;)-adaptado

de dimensién d, X = (X1,--- |, X es la solucién de la ecuacion diferencial estocdstica:
con valor inicial X, € %y, si para todo t > 0, siempre se satisface que:
t
X, = X —l—/ o(Xs) dZs, (1.4.2)
0

donde X, € %, es una variable aleatoria .#y-medible con valor en R%. A esta ecuacién
también le denotaremos por EDE(o, Z, X).

Observacion. 1). Las soluciones X y X’ de una ecuacién diferencial estocéastica se dicen
indistinguibles cuando sus trayectorias son idénticas, c.s., es decir,

P({w: X;(w) = X{(w), Vt>0}) = 1.
ii). Un caso especial donde Z; = (B, t) con B = (B;)>¢ un movimiento browniano con
valor en R y o = (01, b) tal que oy: R — Max@-1) y b: R% — R, entonces se obtiene
una ecuaciéon diferencial estocastica de forma mas familiar:

iii). Los coeficientes b(z) y o1(z) de la ecuacién anterior se conocen como los coeficientes
de tendencia o deriva (drift en inglés) y de difusion respectivamente. En general, el
coeficiente matricial o también se conoce como coeficiente de difusion.

Definicién 1.4.2. El coeficiente matricial de difusion o = (0;;): R? — Mgy, es local-
mente Lipschitz si para cada r > 0, existe una constante C(r) dependiendo en r tal que
paracada: <d, 7 <1,

loij(z) —oi(y)| < C(r) |z —y|, VYa,yeB(r), (1.4.4)
donde B(r) = {z € R?: |z| < r}. Decimos que o es globalmente Lipschitz si C(r) = C,
es una constante independiente de r.

De manera analoga al caso determinista, existen teoremas basicos de existencia y uni-
cidad para ecuaciones diferenciales estocasticas que establecen condiciones de regularidad
para el coeficiente o; uno de los resultados es el siguiente.

Teorema 1.4.3 (Existencia y unicidad). Si el coeficiente matricial de difusion o es global-
mente Lipschitz, y el valor inicial Xy es cuadrado integrable, entonces la EDFE(o, Z, Xy)
(1.4.2) tiene solucion unica.

La demostracion es semejante al caso determinista utilizando el método de iteraciones
de Picard; se define la sucesion de procesos

t
X0 =Xy, X = X+ / o (XM) dZ.. (145)
0

Es claro que si X es un proceso continuo y (#;)-adaptado, entonces o(X) = (0(X¢))t>0
también lo es, luego o(X) € Z,., por lo tanto tienen sentido las integrales estocésticas.
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Observacion. Sean Z = M + A la descomposicion candnica de la semimartingala Z en
una martingala local M € .4}, y un proceso (.%;)-adaptado, A de variacién acotada. Si

definimos
l !

o= Y 08) + (4 4] ]) +1, (1.46)

=1

donde |A7|, es la variacién total del componente A7 en el compacto [0, ¢].
Notemos que ¢ = (¢;)i>0 €s un proceso (.%;)-adaptado y estrictamente creciente, entonces
tiene una inversa continua y estrictamente creciente n = (1;):>o dada por:

ny = inf{s: ps >t}
a) Como {n; < s} = {p, >t} € %, cada n; es un (.%;)-tiempo de paro.
C n < ps >t} € F, cad F1)-ti d
(b) Para cualquier proceso G continuo y (%#;)-adaptado con valores en My, y cada

T > 0 fijo, nr un (%#;)-tiempo de paro de la definicién anterior, existe una constante K
que depende de d y [ tal que

t 2
| ..
0

Con este cambio de tiempo de paro, podemos probar que para cada tiempo T" > 0 fijo,
la sucesion de procesos (1.4.5) constituye una sucesién de Cauchy en el espacio de funcio-
nes continuas Cjo,,) con probabilidad uno. Por lo cual, existe un proceso continuo X, tal

que con probabilidad uno, Xt(n) converge uniformemente a X; en .,2”[3 el Luego toman-
do el proceso limite en la ecuaciéon que define las iteraciones, se verifica la convergencia
uniforme en [0, nr], finalmente haciendo T" — oo, se demuestra que X es efectivamente
solucién de la ecuacion estocastica. Los detalles del teorema pueden encontrarse en Hsu
([11], Teorema 1.1.3).

Notemos que cuando el coeficiente o es globalmente Lipschitz, la solucién X estd
definida globalmente, es decir, X esta definida para todo tiempo. Cuando la existencia
de la solucion X se tiene solamente hasta un tiempo finito 7, tenemos que incorporar la
posibilidad de que una solucién explote en tiempo finito.

T

nr
< KE U G2 d%} < KIE[ méx |G,|* du] (1.4.7)
0

0 0<u<n

E

Mmax
0<t<nr

Definicién 1.4.4. Sean M un espacio métrico localmente compacto y M = M U {oo}
su compactificacién por un punto. Denotamos por W (M) el espacio de trayectorias en
M definido por

W(M) := {w; w:[0,00) 3t~ w, € M es una funcién continua tal que

wo € M v, si w, = 0o, entonces wy = oo para todo t' > t};

y denotamos por Z(W (M)) la o-dlgebra generada por los conjuntos cilindricos de Borel.
Para cada w € W (M), decimos que w es una trayectoria con tiempo de explosion e =
e(w) > 0, donde el tiempo de explosién de w estd definido por

e(w) =mf{t > 0: w(t) = oco}.

Definicién 1.4.5. Sea £ un (.%;)-tiempo de paro, un proceso continuo X = (X;)i<¢ e€s
una solucion local de la EDE(o, Z, Xy) (1.4.2) hasta &, si existe una sucesion de tiempos
de paro {7, } creciente con 7, 1 £ tal que para cada n, el proceso parado X!™ = (X, r/)i=0
es una semimartingala y satisface:

X

n

Tn/\t
/\t:X0+/ o(X,)dZ,, 1> 0. (1.4.8)
0
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Ademds, si e(X) = £ es tiempo de explosién de X, se tiene que (X;);<c(x) Do estd acotada
casi seguramente en el intervalo (e — ¢, e), € > 0, i.e.,

limy .- | X = 00. c.s.

Notemos que una solucion local es también una solucién global si y sélo si 7, T oo, c.s.
(i.e., P(§ = 00) = 1). Ahora tenemos el siguiente resultado de la existencia y unicidad de
solucién X a la EDE(0, Z, X)) hasta su tiempo de explosion e(X).

Teorema 1.4.6. Supongamos que:
(i) El coeficiente matricial o : R? — My, es localmente Lipschitz;
(ii) Z = (Z)i>0 es una (F;)-semimartingala con valores en R!;

(iii) Xo es una variable aleatoria Fo-medible con valores en RY.

Entonces existe una tunica variable aleatoria X con valores en W(Rd) tal que es una
solucion de la EDE (1.4.2) hasta su tiempo de explosion e(X).

Mas ain, si el coeficiente o(z) satisface la condicién de crecimiento en x:

lo(z)] < K (14 |z]), (1.4.9)
para alguna constante K > 0, entonces la solucion de la EDFE no explota.
Demostracion. Para cada n € N, sea Xén) = (1/\ Xy |> Xo, y definimos o,(z) =

((1 N ‘> :L‘) Entonces o, es globalmente Lipschitz, por el teorema de existencia y
unicidad, existe una tinica (.%;)-semimartingala X ™ solucién de la EDE(o,,, Z, Xén)):
xM = x4+ / t o, (XM dZ,. (1.4.10)
0

Ahora definimos:
= Inf {t >0: ‘Xt(n)

Zn}, T;L:inf{t >0: ‘Xt(nﬂ)‘ Zn},
es claro que 7, y 7/ son (%;)-tiempos de paro; sea &, = 7, A 7., el primer instante para
que ‘Xt(") =né ‘Xt(nﬂ)

Como X" = X{" en el conjunto 27 = {w : |Xo| < n}, y on(z) = onr1(z) para
|z| < n. Se tiene que las semimartingalas X (& X(41)& (X () v X+ parados en

= n, también es un tiempo de paro.

¢, respectivamente) son soluciones de la EDE(c,,, Zl¢, Xén)) en (2j. Por la unicidad de
solucion del Teorema 1.4.3, tenemos que

Xt — Xt(;%n en (2.

tAER

Por otro lado, X™ y X1 tienen trayectorias continuas, entonces en 27 se debe tener
n+1

‘ Por tanto necesariamente se tiene que

]}D(ﬂgg(Tn )= o) — 1.

que ‘Xé:)‘ =n=

Es decir:
Xt = X en 2.
Entonces 7, es el primer instante en que el proceso comtn llega a la esfera 0B(n) = {x €
R?: |z| = n} en 27, v se tiene que 7, < 741
Sea e = lim,,_,, 7,; definimos una semimartingala X hasta el tiempo e por

Zﬂ - 1<X0.<n}x< (0 <t<e)

Tn-1<t<Tn
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Notemos que Xo = X" en 27 y lim, o P(20) = 1; como Xinr, = X\, vy 0n(XM) =
o(Xs) para s < 7, por (1.4.10), tenemos que
X,

n

Tn/\t
A= Xo +/ o(Xs)dZs, c.s. (1.4.11)
0

Es decir, X es una solucién local de la EDE(o, Z, X)) hasta el tiempo e.

Se puede demostrar que e es el tiempo de explosién de X de manera que para algin
R entero positivo, existe un tiempo tr < e tal que |X;| > R para todo t € [tg,e). Es
decir, si e < oo, después de algiin momento tp, X nunca regresa a la bola B(R) ni se
queda siempre en la bola B(R + 1), ya que la segunda posibilidad contradice el hecho
de que |X,,| =ny 7, — e cuando n — oo. Los detalles de esta demostracién pueden
encontrarse en Hsu [11], Teorema 1.1.8.

Para probar la unicidad, podemos suponer que Y es otra solucion local hasta su tiempo
de explosion, y sean 7, 7 v &, definidos como anterior con X y Y en lugar de X™ y
X @+ respectivamente, de manera analoga, vemos que X; = Y; para 0 < t < &,, ademas,
e(X) =e(Y) =lim,_, & . Por lo tanto, X; =Y, para todo t € [0, e(X)).

Finalmente, vemos que P(e(X) = oo) = 1 si ademds el coeficiente o satisface la
condicién de crecimiento en x. Retomamos X™ y 7, definidos anteriormente.
Como P(e(X) < T) < P(r,, <T), afirmamos que: para todo T > 0, se tiene que

P(r, <T)—0 cuando n — oc.

En efecto: para cada n, sea

™) (m))2
o= [W] oy <)
Por (1.4.10) y (1.4.7), tenemos
CxiM? 41 t
fu(t) <2+ 2KE ~————du §K1—|—K2/ fu(u) du,
: 14+ X2 0

por el lema de Gronwall (cf. Revuz & Yor [21], pag. 543), se obtiene f,(t) < K;eX?!. Por
consiguiente, f,,(t) es uniformemente acotada en 0 <t <T: f,(t) < KT = K'.

Ademas, por la desigualdad de Doob (1.1.6), tenemos que

E

()2 T
sup ( ¢ )2 < K|+ K;/ fu(u) du < C(constante).
o<t<T 1+ X 0

Entonces por la desigualdad de Chebyshev, tenemos que para d ~ 0 positiva,

P(r, <T) =P [sup | X" [>n )| =P [ 200 [XF e
Tn > = Su N = =~
om |t 1+ X2 1+ X2

) |2
1 swpry | X[,

P <s)+p (0 > 0%
(1+Xg— >+ ( Trxz "

1 C
< —.
P(1+X§ _5> T

Por ende, P(7,,) — 0 cuando n — oo. O

IN

IN

Ejemplo 1.4.7 (Martingala exponencial). Supongamos que N es una semimartingala en
R! con Ny = 0. Consideremos la ecuacién EDE dada por

dXt - Xt th XO - ]_
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Si N, es de variacion finita, entonces la ecuacién es una ecuaciéon diferencial ordinaria
cuya solucién es X; = exp(Vy) y log X; = N;. Ahora sea f(z) = log z, entonces f'(z) = %
y f"(x) = —2. Tenemos que d(X), = X? d(N), por la ecuacién dada.

Entonces por la férmula de It6, tenemos que

1 11
d(log Xt) = —dXt

1
— —— d(X); =dN; — —d(N)y.
Xt 2Xt2 < >t t < >t

2
Por tanto

1 1
lOgXt — 10gX[) = Nt — §<N>t — (NO — §<N>0> .

De donde por la condicién inicial Xo =1y Ny = 0, concluimos que
1
Xt = eXp {Nt — _<N>t} 3

2
es la solucién de la EDE dada.
Si N es una martingala local, X se llama una martingala exponencial. A

Ejemplo 1.4.8 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Sea B un movimiento browniano con
valores reales y consideremos la ecuacién EDE en R! dada por

dX, = ocdB; — aX,dt, (cv, o son constantes)

con valor inicial X,. Para resolverla, notemos que si o = 0, entonces la solucion es
t
Xt:X0+O'/ dBS:X0+UBt.
0

Si 0 = 0, entonces tenemos una ecuacion diferencial ordinaria cuya solucién es X; =
e~ Xy. Ahora sea Y; = f(t, X;) = e*X;. Por la férmula de It6 (1.3.21) aplicada a Y,
tenemos que

dY; = a e X, dt + e dX; = a e X, dt + e (0 dB; — aX, dt) = oe* dB,.
Es decir, Y; = Yy + fg o e dBg. Por lo tanto

t
X; =e X, +/ ge =) qB,.
0

Este proceso solucion X se llama un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. A

1.5. Procesos de difusion

Los procesos de difusién constituyen una clase de procesos estocasticos caracterizados
por dos propiedades: la propiedad de Markov fuerte y la continuidad de trayectorias. En
esta seccion discutiremos los procesos de difusién generados por operadores diferenciales
de segundo orden en RY, los cuales pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales
estocasticas. En particular, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck del ejemplo anterior es un
proceso de difusion. Para una exposicién completa de este tema, se puede consultar Ikeda
y Watanabe [12] y Stroock y Varadhan [26].

Sea R? = R?U {oo} la compactificacién por un punto de R?; definimos una o-dlgebra
en este conjunto haciendo

G = {G:GcC R G e B(RY) 6 R?\ G es compacto en R}y BRY) = o(9).
Consideremos el espacio de trayectorias en R? como en la Definicién 1.4.4, denotado por

W y sea ABy( Wd) la o-4lgebra generada por los subconjuntos cilindricos de Borel hasta
el tiempo t.
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Definicién 1.5.1. Una familia de medidas de probabilidad {P, : z € R} definida en el
espacio medible (Wd, ZAl Wd)) se denomina un sistema markoviano si se satisfacen:

(M) Px({w Swy = a:}) = 1 para cualquier = € Rd;
(M) z € R — P,(A) es Borel medible para todo A € B(W9);
(M) Para cualquier z € R?, 0 < s < t, A€ B(W?) y I' € B(RY), se tiene que

P, (AN {w, € I'}) = /A P, ({wis € TV Bo(dw),  (Bocs)  (L5.1)

donde P, es la distribucién de probabilidad condicional de P, dado %,( W),

Para los detalles de la exposicién sobre la probabilidad condicional, consultar Stroock
y Varadhan [26], pag. 12-17.

Observacion. Si {IP’:B tx € ]Rd} es un sistema markoviano, entonces éste esta determinado
unicamente por

{P(t,x,F) P, ) =P,({w:w, €T}), t >0, 2 €R: I'e %(Rd)}.

La familia {P(t,x, F)} se denomina la probabilidad de transicion de un sistema marko-
viano. Por la aplicacién sucesiva de la propiedad (M3), tenemos que

P, ({wtl € Ay, wy, € Aoy Juy, € Ak})
= / P(ty, x, dxl)/ P(ty — t1, 21, dzs) - - / P(ty — tx_1, 1, dzy) ,
A As Ak
para 0 <t <tp < - - <tp, A; E%(Rd), i=1,2,--- k.
Dado un sistema markoviano {P, : x € Rd}. Para cada ¢t > 0, definimos la filtra-
cién F (W) = Neso Nacid Brae( Wd)P= | entonces se observa que % (W%) es creciente y
continua por la derecha; y sea Foo(W?) = [, Fr( W?).

Definicién 1.5.2. Una familia de medidas de probabilidad {P, : # € R?} definida en el
espacio medible (W9, B(W?)) se denomina un sistema markoviano fuerte si se cumplen
(M) y (M) de la Definicién 1.5.1 y ademads:

(M3) Para cualquier z € R% ¢ > 0, I' € B(RY), un (F(W9))-tiempo de paro
T=71(w)y A€ .Z (W7, se tiene que

P, (AN {wiy, € I}) = /A Po, ({w € TY) B(du)),  (Bc.s) (1.5.2)

Definicién 1.5.3. Una familia de medidas de probabilidad {P,}, s« definida en

(Wd,%(ﬁ/d)) se llama un sistema de medidas de difusion (o simplemente difusion)
si es un sistema markoviano fuerte.

Definicién 1.5.4. Un proceso estocastico X = (X;)¢>o definido en un espacio de proba-
bilidad (©2,.%,P) con valores en R? se llama un proceso de difusion si existe un sistema
de medidas de difusién {P,}, za tal que para casi todo w € €, {t > Xt(w)} e Wiyla
distribucién de probabilidad de X en W% Po X! coincide con P,(-) = Jaa Pa(+) pu(de),
donde z es una medida boreliana en R? definida por p(dr) = [P’({w : Xo(w) € dx}), y se
llama la distribucion inicial de X.

Observacion. Sean X = (X;)i>o un proceso de difusion y e(X) = inf{t : X; = oo}, es
decir, e el tiempo de explosién del proceso X. Si P,(e = co0) = 1 para todo z, decimos
que el proceso X es conservativo. Se nota que en este caso, podemos ignorar el punto co
ya que casi todas las trayectorias quedan en RY.
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Definicién 1.5.5. Sean C' (Rd) el espacio de Banach de todas las funciones continuas y
acotadas definidas en R? con valores reales ¢ complejos, y (L, 2(L)) un operador lineal
de C(R?) en C(R?). Sea {P,},cpe una familia de medidas de probabilidad definida en
(W4, B(W%) tal que = — P,(A) es Borel medible (A € W?). Entonces {P,} se llama un
sistema de medidas de difusion generado por el operador L (o simplemente L-difusion) si
es un sistema markoviano fuerte que satisface

(i) P,({fw : wy = x}) = 1, para todo = € R

(ii) para todo f € 2(L) y « € RY,
MO w)s = flw) = fwn) = [ (L) w0 ds, (153)
es una (P,, Z,(W?))-martingala.

Teorema 1.5.6. Sea {P,}, pa un sistema de medidas de probabilidad en (W, B(WY))

tal que satisface las condiciones (i) y (ii) de la definicion anterior. Ademds supongamos

que {P,} es unica, i.e.,

(iii) si {P.} es otro sistema de medidas de probabilidad en (W®, B(W?)) que satisface
las condiciones (i) y (ii) de la definicion anterior, entonces P, =P, para todo x.

Entonces {P,} es un sistema de medidas de difusion generado por el operador L.

Demostracion. Sélo tenemos que demostrar que {P, } es un sistema markoviano fuerte. Es
decir, que se satisface (M3). Por (1.5.3), se tiene que M) (w), es continua por la derecha,
por tanto, M) (w); es también una (P,, .Z,( W?))-martingala. Sea 7 un (.Z( W?))-tiempo
de paro acotado, y denotamos w,4. = (wr4¢)i>0 como la trayectoria w desplazada por
el tiempo 7, entonces MW (w,4,); = MO (w)ryy — MDD (w), es una (Py, Fr o WT))-
martingala.
En particular, para cada 0 < s <t, A€ Z, (W% y B € Z,,(W?), tenemos que
Em [M(f)<w7+*)t - M(f) (wT+*)S CAN B] = 07
donde [E, es la esperanza con respecto a la probabilidad P,. Y esto implica que

E, [M(f)(w7+*)t — MD(w, ). B| 2o Wd)} —0, (Pycs.).

~

Por lo tanto, si P¥(C) = o [{wrin € C} | ,%(Wd)} con C' € B(W9) es una probabi-
lidad condicional dado .%,(W¢), entonces M) (w); es una (If”;,”, By( Wd))—martingala y
I@f({w’ L W) = Wy }) = 1. Por la hipétesis (iii), tenemos que Pv = Py, por consi-
guiente, obtenemos (1.5.2). O

Observacion. Dado un operador L, la relacion entre las medidas de L-difusion y los
procesos de L-difusion es la siguiente: si X es una L-difusion, entonces su distribucién de
probabilidad y* = Po X! en W4 es una medida de L-difusion; por otro lado, si u es
una medida de L-difusién definida en (W9, 2(W%)), entonces el proceso defninido por
X(w) = w; en el espacio (W?, B(W?), 1) es un proceso de L-difusién.

Ahora consideremos un operador diferencial de segundo orden, L en R? de la forma:
d d

Lf(z) = L > ai(x) O’ f() + Z bi(x)af () (1.5.4)

2 6%8% 8x, 7

ij=1
donde a;;(z): RY — Ry b;i(z): R? — R son funciones diferenciables, y (a;;(z)) € %}
(o} denota el espacio de las matrices simétricas y definidas positivas de dimensién d x d).
De la misma manera que antes, definimos el proceso de difusién generado por el operador
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L (L-difusién), donde el dominio de la definicién de L es C%(R%): el espacio de todas las
funciones dos veces continuamente diferenciables con soporte compacto en R.

Observacion. Como a es una matriz simétrica y definida positiva, entonces existe la tinica
rafz cuadrada de a, sea 0 = a'/?; es una matriz simétrica y definida positiva. Més atn,
si a: R? — . es dos veces continuamente diferenciable, entonces su rafz cuadrada
o =a"?: R? — .7 es localmente Lipschitz. (ver Hsu [11], Lema 1.3.3)

Ahora verificamos la existencia y unicidad de tal L-difusion resolviendo una ecuacion
diferencial estocastica de la siguiente forma:

t t
Xt:XOJr/ o—(XS)dBSJr/ b(X,) ds (1.5.5)
0 0

donde b = (b;) y 0 = a'/? son funciones dos veces continuamente diferenciables en R,
B = (By)>0 s un movimiento browniano con valores en R? y X es una variable aleatoria
con valores en R? independiente de B. Por la observacién anterior y el Teorema 1.4.6,
sabemos que existe una dnica solucién X de la EDE (1.5.5) hasta su tiempo de explosién
e =e(X) tal que Xy = .

Por otro lado, para cada f € C%(Rd), por la féormula de It6 (1.3.16), la Proposicién 1.1.16
y el Lema 1.2.5,

F(X) — f(Xo) = Z/ axz X,)dB + /Oth(Xs)ds, 0<t<e (15.6)

Por lo tanto, es claro que la distribucién de probabilidad P, = Po X! con Xy = z en
W7 del proceso satisface las condiciones (i) y (i) de la Definicién 1.5.5.

Ademas, afirmamos que la unicidad de soluciones de la EDE (1.5.5) es equivalente a
la condicién de unicidad (iii) del Teorema 1.5.6.

En efecto, es obvio que la condicién (iii) implica la unicidad de soluciones de la EDE
(1.5.5). Por otro lado, sea {P,}, ps un sistema de probabilidades en W? que satisfa-
ce las condiciones (i) y (ii) como antes. Sean X = (X;);>¢ un proceso definido en
(W, B(W),P,) tal que X,(w) = wy para w € W% Xg = 2z y e = e(w) el tiempo
de explosién de w. Ademss, sea By, = {z € R? : |z| < k}, para cada i = 1,--- ,d,
tomamos f € C%((Rd) de manera que f(z) = z para todo z € Bj. Entonces para
7, = inf{t: X, ¢ By}, k=1,2,---, tenemos que para cadai=1,--- ,d

. ) T /AL
MP* = Xone — Xo — / bi(X,) ds,
0
es una (.Z,(W%))-martingala. Asi que,
t
MZ:XZ—XS—/ bi(X,) ds, i=1,--,d (1.5.7)
0

es una martingala local.
Ahora escogemos f € C%(R?) tal que f(z) = 22, 2 € By, andlogamente, se obtiene

t
[Mi,MjL:/ a;;(Xs) ds, i,j=1,---,d.
0

Entonces, por la extensién del teorema de caracterizaciéon de Lévy (ver Hsu [11], Lema
1.3.5), existe un movimiento browniano euclidiano B = (B;):>¢ de dimensién d definido
en el espacio de probabilidad extendido (W<, Z(W?),P,) tal que

M = Z/% ydBI,  i=1,---,d.
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Sustituyendo en (1.5.7), para todo ¢ € [0,¢e), se tiene
. . d t . t
Xi=a'+ Z/ 0i;(X,) dB? +/ bi(X,)ds, i=1---.d.

Es decir, X = (X!,---  X4) es una solucién de la EDE (1.5.5) tal que X, = .
Como la distribucién de probabilidad del proceso X es P, la unicidad de soluciones de
(1.5.5) implica la unicidad de la condicién (iii). Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.7. Dado un operador diferencial de sequndo orden L de la forma (1.5.4),
sea o = (04()) tal que se cumple o = a'/?. Entonces las medidas de L-difusion {P,}, pa
existen y son unicas si y solo si se vale la unicidad de soluciones de la EDE (1.5.5).
En este caso, P, es la distribucidon de probabilidad en (W9 B(WY)) de una solucidn
X = (Xt)o<tee de (1.5.5) tal que Xy = x.

Ejemplo 1.5.8. Consideremos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck dado por el ejemplo
1.4.8. Entonces la solucion X es un proceso de difusion generado por el operador

1 d\? d
L=-0*—| — - A
27 (daz) i

Ejemplo 1.5.9. Para la ecuacién diferencial estocdstica (1.5.5), enel casob = 0, 0 = Ixq
la matriz identidad. Tenemos entonces que la soluciéon X = (X;);>0 es un movimiento
browniano euclidiano de dimension d, y es un proceso de difusién generado por el operador
de Laplace en R? (ver Ejemplo 2.6.7)

d
1 1 9?
—A== . A
2 2;81:?

Ahora para cada z € R?, tomando la esperanza con respecto a la probabilidad P, en
la ecuacién (1.5.6), se obtiene el siguiente resultado denominada la férmula de Dynkin
(cf. Oksendal [19], Teorema 7.10).

Teorema 1.5.10 (Férmula de Dynkin). Sean f € C2(R%) y X = (X,)e=0 un proceso de
difusion definido en el espacio de probabilidad filtrado (2, .7, P, (F)i>0) que satisface la
EDE (1.5.5) con wvalor inicial Xo = x. Entonces, si T es un (F)-tiempo de paro tal que
E[7] < oo, se tiene

L £00)] = o) + . | [ Lic) as] (153)

0

Ejemplo 1.5.11. Como aplicacién del teorema anterior, consideremos B = (B;)i>o un
movimiento browniano en R”, y para R > 0 fijo, sean

Br={z e R": ||z < R}, T =f{t > 0: B = R},
la bola abierta de radio R en R" y, el primer instante en que el movimiento browniano
entre a 0Bg, la frontera de la bola. Supongamos que B tiene valor inicial By = a € Bg,
y queremos calcular la esperanza del tiempo 75 :

Aplicando la férmula de Dynkin a X = B, 7 = 7g A N para N un entero, y sea
f e C%(RY) tal que f(z) = ||z||” para ||z|| < R, tendremos por el ejemplo anterior que,

R > B,[f(B,)] = f(a) + 5 B [ / A f(BY) ds} — al® +nEfr.  (159)
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Por lo tanto, E, [TR A N} < %(R2 — ||a||2) para todo N, haciendo N — 0o, obtenemos
Tr =My TR AN <00, C.5. Y

Ey[ra] = %(R2 ). (15.10)
A

Ejemplo 1.5.12. Ahora, sea B un movimiento browniano en R" con valor inicial By =
b € A, donde Ay es un “anillo” dado por

Ay ={reR":R<|z| <2*R}, k=1,2,---.
Definimos f = f,, € C%(R™) dada por

—In|z|| sin=2,

flay=q e R< o < 2R
|| sin>2.

Como en ambos casos, f(x) es una funcién armonica en Ay, entonces A f = 0; conside-

remos oy := inf {t >0:B ¢ Ak} el primer tiempo en que el movimiento browniano B

sale del anillo A, y tenemos por la formula de Dynkin que

Ey[f(By,)] = f(b), Vk=1,2---. (1.5.11)
Definimos
s =Po(IBrll = B), v a=Py(IBsll = 2°R),
la probabilidad de que el movimiento browniano entre a Bg antes de que entre a 0By,

y la probabilidad de que B salga de By:p antes de que entre a 0Bg, respectivamente;
cuando n = 2, tenemos por (1.5.11),

—InR-p,—(kln2+InR)-q, = —In|b, VE=1,2,---. (1.5.12)
Esto implica que ¢ — 0 cuando k — oo, por lo tanto
Pb(TR < OO) =1, (1513)

es decir, la probabilidad de que el movimiento browniano visite a la bola Bg es 1 y
regresard a dicha bola en una infinidad de tiempos no acotados. Luego, se dice que el
movimiento browniano es recurrente en R? (cf. Rincén [22]). Por otro lado, si n > 2,

pe- R¥" g (28R = o)) P (1.5.14)
Como 0 < ¢ < 1, haciendo k — oo y obtenemos

2]

2—n
]}LIrolopk = Py(1p < o0) = (?) <1,

cuando hacemos R — 0, y que el movimiento browniano empiece en el origen, tenemos
que la probabilidad de que el movimiento browniano regrese al origen es cero. Esto es, el
movimiento browniano es transitorio en R"™ para n > 2.

Ahora, si consideramos el anillo A = {z € R" : r < ||z|| < R}, y 0 = 7, A7 el
primer momento para que el movimiento browniano B salga de A si B tiene valor inicial
By = x € A, por las expresiones (1.5.12) y (1.5.14), se obtiene que

(In R — In||z|| ) 5
_ sin=
InR—1Inr ’
P.(1, < r) =P.(||Bs|]| =7) = (1.5.15)
R ol
| R g2 sin>2




Capitulo 2

Geometria riemanniana

Como en esta tesis estamos intesresados en los procesos estocésticos (en particular,
las semimartingalas) con valores en una variedad, en este capitulo veremos los conceptos
bésicos de la geometria diferencial y riemanniana, que pueden encontrarse en muchos
libros de geometria riemanniana elemental (cf. do Carmo [4] y Jost [14]).

2.1. Variedades diferenciables

2.1.1. Definiciones basicas

Definicién 2.1.1. Una variedad M de dimension m es un espacio de Hausdorff tal
que para cada p € M, existe una vecindad abierta U C M que es homeomorfo a un
subconjunto abierto V' de R™. Al homeomorfismo ¢ : U — V C R™ se le llama una carta
local (también llamado un sistema de coordenadas local) de p € M, denotada por (U, ).

Un atlas es una familia {(Uy, ¢a)}aca de cartas locales tal que |J,cp Ua = M.

Observacion. Las coordenadas del punto p € U estan determinadas por las coordenadas
de ¢(p) € R™, denotadas por : z%(p) = (p(p))’. Asi, al sistema de coordenadas local de
p € M también le denotamos por (U, (z?)).

Observacion. Sean (U, ) y (V,1) dos cartas locales en la variedad M, si los cambios de
coordenadas 1ot po1p~! son diferenciables de clase C* siempre y cuando UNV # (),
entonces se dice que las cartas (U, ¢) y (V, 1) son compatibles.

Definicién 2.1.2. Un atlas A = {(U,, pa) : @ € A} se dice que es diferenciable si todas
las transiciones de cartas:

05 095" 1 palUaNUp) = 95(Ua N Up) (2.1.1)
son compatibles.
Un atlas A diferenciable maximal ( i.e., si (U, ¢) es una carta en M, y compatible con
todos los elementos de A, entonces (U, ) € A ) se llama una estructura diferenciable;

y una variedad diferenciable es una variedad M junto con una estructura diferenciable
{(Ua; ¥a) tach, también denotada por (M, (gpa)aeA).

Definicién 2.1.3. Sean (M, (goa)aeA) y (N, (¢ﬁ>ﬂ65) variedades diferenciables de dimen-
sion m y n respectivamente. Una funcién ¢: M — N entre las variedades M y N es dife-
renciable si para cada oy 3, se tiene que la funcién vz 0 g o @ 11 0o (Uy N o~ (V) — R”
es diferenciable. Una biyeccién ¢ entre dos variedades tal que ¢ y ¢! son diferenciables
se llama un difeomorfismo.

29
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En particular, cuando N = R con la estructura usual (i.e., ¥3 es la identidad de
R), decimos que ¢ es una funcion diferenciable en la variedad M. Al conjunto de todas
las funciones diferenciables en la variedad diferenciable M le denotamos por C*°(M);
y denotamos por Cp° como el conjunto de funciones diferenciables en una vecindad de
pe M.

Definicién 2.1.4. Una subvariedad N de dimensién n < m de la variedad diferenciable
M es un subconjunto de M tal que para cada punto p € N, existe una carta local
(U, ) alrededor de p en M y un subespacio n-dimensional £ de R™ de manera que
0 Y (E) = NNU. N hereda una estructura diferenciable de M ((N N U, ¢|ny~y) es una
carta local en N) de dimensién a lo més m.

Definicién 2.1.5. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que M es orientable si exis-
te un atlas Ay = {(Ua, ¥a) }aca en M tal que para cada pareja o, f € A con U, N Up # 0,
la transicion de cartas:

¥p© ‘P;l: Pa(Ua N UB) — @B(Ua N Uﬁ)v

tiene determinante jacobiano positivo, es decir,

—1yi

det (M) > 0. (2.1.2)
oxl,

En caso contrario, decimos que M es no-orientable.

Si M es una variedad orientable, una estructura diferenciable en M que satisface la

condicién anterior se denomina una orientacion de M, luego se dice que M es una variedad

orientada si elegimos una orientacion de M.

2.1.2. Vectores tangentes y formas

Definicién 2.1.6. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon m y p € M. Un
vector tangente v a la variedad M en el punto p es un operador diferencial de primer
orden v: Cp° — R que satisface las siguientes condiciones:

(1) o(f +g)=v(f) +vlg), V/fgely;

(2) v(\f) = v(f), Vielr, VAeR;

(3) v(f-9)=f(p)-v(g) +gp)-v(f), VS gelr.
Las condiciones (1) y (2) indican que v es una funcién lineal de C7° a R, y la condicién
(3) se llama la regla de Leibnitz.

Ejemplo 2.1.7 (Definicién alternativa de vector tangente). Sea M una variedad diferen-
ciable de dimensién m. Si v: (—¢,e) — M es una curva diferenciable en M que pasa por
el punto p € M tal que v(0) = p. El vector tangente a la curva v en t = 0 es una funcién
v="1'(0): C;* — R dada por:

dt ’

o) =7 O)f) = B

Un vector tangente en el punto p es el vector tangente en ¢ = 0 para alguna curva
v (—€,€) = M con v(0) = p. A

dlf n(1)) Vfecoxr. (2.1.3)

Sean (U, ¢ = (2%)) un sistema de coordenadas local alrededor del punto p en la varie-
dad diferenciable M y (z},--- ,2f") las coordenadas del punto p. Para cualquier indice j
fijo, 1 < j < m, consideremos la curva diferenciable en M dada por 7;: (—e,€) = M de
manera que

z'(74(t)) :xé—l—éjt, V1i<i<m.
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donde 517 es la delta de Kronecker; es decir, 7; es una curva coordenada que pasa por el
punto p bajo la carta local (U, ¢ = (z')) (Figura 2.1) .

Figura 2.1: Vector tangente a la “curva coordenada” en el punto p de M.

Denotamos al vector tangente a la curva v; en el punto ¢ = 0 por %, es decir:
0 d 1y (1 j
— — o V. _ — e X ‘/L"...’x _i_t’...’xm
ax'] (f) dt(f FY]) o dt o (f 90 )( 0 0 0 )
O(f ot
_ (fa‘f ) (2.1.4)
v ©(p)
Note que si tomamos f como la funcién de coordenada i-ésima %, se tiene que:
9 i
Ahora consideremos el conjunto de los vectores tangentes {%} ,j=1,---,m, para

encontrar los componentes del vector tangente v a una curva « bajo la combinacion lineal
estos vectores, primero notemos que las ecuaciones de la curva v estan dadas por:

=2 (t) = (e(v(1))), 1<i<m, —e<t<e

Como el vector tangente a la curva v en t = 0 es v = 7/(0), asf que para todo f € C;°,
se tiene que:

d "L O(fop) dr'(0) <~ dr'(0) O
o=l (Feam) =3 S = ). (219)
= i=1 ©(p) =1
Es claro que v(z?) = %Eo)’ entonces el vector tangente v puede expresarse en las coorde-

nadas local (z*) dado por:

v = Zv(xz) : aii. (2.1.6)

Observacién. Los coeficientes v* = v(x?) se llaman componentes del vector v en estas coor-
denadas; reciprocamente, cualquier conjunto de coeficientes v* define un vector tangente.
Asi que todos los vectores tangentes a M en el punto p con las operaciones usuales de
funciones forman un espacio vectorial de dimension m, llamado el espacio tangente de M
en p, denotado por T,M, y {%}zl forma una base del espacio tangente 7,M.

Es claro que esta definicién no depende del sistema de coordenadas: si (y) es otra

(2
carta local, los componentes v' y w* del mismo vector tangente v estan relacionados por

w =) = Yow ().

J=1
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Ahora si ¢: M — N es una funcién diferenciable entre las variedades diferenciables
M y N, entonces para cada punto p € M, ¢ induce una funcion ¢* de C;?p) en C)°,
definida por

¢"(g) =go9,  Vgelf,.

Claramente ¢*(g) € Cp°. Asf que, para cualquier vector tangente v € T,M, se puede

definir la funcién (7,¢)(v) : C5 — R, tal que para cualquier g € CZf :

(Tp0)(v)(g9) = v(¢"(9)) = v(g o ®). (2.1.7)
Por la Definicién 2.1.6 del vector tangente en la variedad, podemos verificar que 7,¢(v)
es un vector tangente a la variedad N en el punto ¢(p). También se verifica que la funcién
Too: TyM — Ty N es lineal y le llamamos la diferencial de ¢ en el punto p.
Cuando T,¢ es inyectiva para cada p € M, la funcién diferenciable ¢ se dice una
immersion. Y tenemos el siguiente famoso teorema de inmersiéon de Whitney para una
variedad diferenciable (ver Hsu [11], Teorema 1.2.5).

Teorema 2.1.8 (Teorema de inmersién de Whitney). Sea M una variedad diferenciable
de dimension m, entonces existe una inmersion inyectiva (i.e., un encaje), i: M — R*™+1
tal que la imagen i(M) es un subconjunto cerrado de R*™ 1,

Asi, podemos identificar M con la imagen i(M) y suponer que M es una subvariedad
de R2Zm+1.

Ejemplo 2.1.9. Sean ¢: M — N una funcién diferenciable, v: (—¢,€) — M una curva
diferenciable en M y v € T,M tal que v(0) = p, 7/(0) = v. Entonces por (2.1.7) y (2.1.3),
tenemos que para cualquier g € C3

p)’
T = 5| (s000900) = (5] _aor0) )
Es decir, . R
T0(0) = 10 ( 5 _Owt)) - G| eente (215)

Aqui ¢ o7y : (—€,¢) — N es una curva diferenciable en la variedad diferenciable N que
pasa por el punto ¢(p). La expresién (2.1.8) significa que T,,¢ manda el vector tangente
7'(0) en M al vector tangente a la curva ¢ o y(t) de N en t = 0. A

Definicién 2.1.10. La unién disjunta TM = (U, oM = {(p,v) [p € M,v € T,M}
se denomina el haz tangente de una variedad diferenciable M de dimensién m; es una
variedad de dimension 2m junto con la siguiente estructura diferenciable:

Sea m: T M — M la proyeccién canénica definida por 7(p,v) = p; asi, para cada punto
p e M 7t p) = T,M. Si A = {(Us ¢a)}acr €s una estructura diferenciable de M,
tenemos que 7 (Uy) = U,cp, TpM, entonces [J,cp 7' (Us) = TM. Ademéds para cada
indice o € A, la funcién &,: 77 H(U,) — R?*™ definida por

- 7 a o 1 m 1 my .
ga (ZU a.I'Z p)_(xa7"'axa7va"'7v )a

=1

resulta ser un homeomorfismo de 7=!(U,) sobre un subconjunto abierto ¢, (U,) x R™
de R?™, por tanto (771(U,), &) es una carta en T M. Es facil verificar que estas cartas
forman una esturctura diferenciable.
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Definicién 2.1.11. Sea p € M, el espacio dual 7" M del espacio tangente 7,M se llama
el espacio cotangente a M en el punto p. Un elemento de 7, M es un vector cotangente
(6 simplemente covector) a M en p. Es decir, un covector en p € M es una funcién lineal
sobre el espacio tangente 7,M.

Ejemplo 2.1.12. Un vector cotangente en p € M es dfy; la diferencial de una funcién
diferenciable f € C*°(M) en el punto p definida por

dfy: TyM 3 v—v(f) eR. A

Para obtener una base asociada en 7,°M, sea (U, (")) un sistema de coordenadas
locales alrededor del punto p. Notemos que para las funciones coordenadas z¢ € Cyr,
1 < i < m, se obtiene m covectores daz' en p definidos por

dz'(v) = v(z"), VveT,M.

Ademas,

dx (%):%(x):(%, 1 <4, j<m.
Por tanto, el conjunto {dz’}", forma una base de T, M y dual con la base {azz }ni de

T,M. Note que si « € T "M, entonces para cualquier v = Yo vt € T,M, se tiene que

a(v) =37 via (5), pero como v’ = v(z') = dz'(v),

oxt
o= zm:a (;xl) dxt.

i=1

8$’

En particular, para la diferencial de la funcion diferenciable f en el punto p, tenemos
=3 () =20 5

Definicién 2.1.13. Un campo de vectores tangentes (6 campo vectorial) diferenciable en
una variedad diferenciable M es una funcién diferenciable Y : M — T M tal que, para
cadape M, Y(p) € T,M.

dx' . (2.1.9)

Observacién. Si (U, (x')) es un sistema de coordenadas local alrededor del punto p € M,
los componentes Y de un campo vectorial diferenciable Y son funciones diferenciables.

Sean Y un campo vectorial en M y f € C*°(M), podemos definir Y (f) como una
funcién en M dada por

Y =¥®)f), peM (2.1.10)

Claramente se tiene que Y (f) € C*(M), y de esta manera el campo vectorial Y puede
considerarse como un operador lineal de C*°(M) en C*°(M) dado por Y: f — Y (f) que
cumple las siguientes condiciones:

(1) Vf,geC(M), A p € R Y(Af +pg) =AY (f)+p-Y(g),

(2) VfigeC=M), Y(f-9)=fY(9)+g-Y(f).
Estas condiciones se verifican facilmente por la definiciéon de vector tangente en cada
punto de la variedad M. Por otra parte, un operador V: C*°(M) — C*°(M) que cumple
las condiciones (1) y (2) anteriores define un campo vectorial en M dado por (2.1.10).

Notacion. Al conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en M le denotamos
por X(M) (o simplemente por X); es un espacio vectorial y es un C*°(M )-mddulo junto
con la multiplicacién por funciones f € C°°(M) definida por

(fY)p)=fp)Y(p), YeX(M),peM. (2.1.11)
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Proposicién 2.1.14. Sean X,Y € X, existe un unico campo vectorial [X, Y] € X defi-
nido por
(X, Y] :=XoY =Y oX:C®M)— C®M).

El campo vectorial [X, Y] se denomina el corchete de Lie de los campos vectoriales X e
Y y la operacion corchete [-,-] tiene las siguientes propiedades:

(a) [X,Y]=-[YV.X], XY €ZX;

(b) [aX+bY2} =a[X,Z] +0b]Y.Z], abeR, XY €X;

(c) [X,Y],Z] +[lY.2). X] + [[2,X],Y] =0, X,Y,Z€X;

(d) [fX gY] falX.Y] +fX(9)Y —gY ()X, fgeCx(M), XY, Z€X.

Omitimos la demostracion y los detalles se pueden encuentrar en do Carmo [4].

Definicién 2.1.15 (1-formas). Sea T*M = {J,c,, T,/M. De manera andloga a la Defi-
nicién 2.1.10, podemos construir una estructura diferenciable en 7*M para que sea una
variedad diferenciable. Una I-forma es una funcién diferenciable a: M — T*M tal que
a(p) € T, M para cada p € M.

En particular, para f € C>*°(M), df es una 1-forma definida por df: p — df,, y para
X € X(M) un campo vectorial, definimos df (X) = X (f).

Definicién 2.1.16 (Formas bilineales). Sea p € M, denotamos por T, M ® T M el
espacio vectorial de todas las formas bilineales en T,M, y por T*M @ T*M la unién
disjunta Upe v T,y M @T) M, que es una variedad diferenciable. Luego, una forma bilineal
(6 tensor dos veces covariantes) es una funcién diferenciable b: M — T*M ® T*M tal
que b(p) € T )M @ T,"M para cada p € M. Siv,w € T,M, b(v,w) = b(p)(v,w) denota al
valor de b actuado en el punto p sobre vy w; si V,W € X(M), denotamos por b(X,Y)
como la funcién p — b(p)(V(p), W(p)).

Un ejemplo més simple de una forma bilineal es el producto tensorial de v y 5 con
a, 8 1-formas, dado por

a®pB:X(M)x X(M)> (V,W) = a(V)B(W) € R.
Si (U, (z')) es una carta local en M, podemos expresar localmente cada forma bilineal
por

b= byda' @ da’, (2.1.12)

donde las componentes b;; = b ( BT a‘;) son funciones diferenciables en U.

Una matriz de funciones diferenciables b;; es simétrica (respectivamente antisimétrica)
si y s6lo si b lo es, esto es, siy sélo si b(v,w) = £+ b(w,v). Una forma bilineal es definida
positiva si para cada campo vectorial V' € X(M), b(V,V) > 0, donde V # 0.

Sean VW € X(M) y f,g € C®(M), entonces para b una forma bilineal en M,
podemos comprobar que

bV, gW) = Fgb(V, W), (2.1.13)

El teorema de inmersién de Whitney implica el siguiente resultado. (ver M. Emery [6],
Lema 2.23)

Lema 2.1.17. Eziste una familia finita de funciones {h',--- ' h"} en M tal que cualquier
forma bilineal puede expresarse como la suma b = Z by dhz®dh3 donde los coeficientes
bij dependen C*-linealmente de b.
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2.2. Variedades riemannianas

En la seccién anterior vimos que la estructura diferenciable de una variedad diferencia-
ble hace la posibilidad de definir las funciones diferenciables de clase C'*° en la variedad,
y por tanto la definiciéon de vector tangente y campos vectoriales diferenciables mediante
las funciones diferenciables. Ademas, la derivada direccional de una funcién diferenciable
f en la direccién del vector tangente v € 7,M estd bien definida y denotada por

D.f=v(f), VveT,M, feC

En esta seccion introducimos dos estructuras adicionales para una variedad diferenciable:
la estructura riemanniana y la conexion. Una variedad diferenciable junto con una estruc-
tura riemanniana es llamada una variedad riemanniana; y la conexién hace la posibilidad
de definir la “derivada direccional” de un campo vectorial diferenciable en la direccién
del vector tangente v € T,M.

2.2.1. Meétrica riemanniana

Definicién 2.2.1. Una métrica (o estructura) riemanniana sobre una variedad diferen-
ciable M, es una forma bilineal g (6 (-,-)) en M que es simétrica y definida positiva tal
que para cada punto p € M, la forma bilineal g, define un producto escalar (-, -), en el
espacio tangente 7,M.

Se dice entonces que una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M junto
con una métrica riemanniana g, denotada por (M, g).

Observacion. Cuando en una variedad M se supone prefijada una métrica riemanniana g,
diremos que M es riemanniana, y para V, W € X(M), tenemos las siguientes notaciones:

Si ds? es la funcién TM — R definida por
ds2(v) = (v, v),, peM y veT,M.

Sea (U, (")) un sistema de coordenadas local alrededor de p € M, por la expresién (2.1.6)
tal que para v =Y " da'(v) -2 » € T,M, se tiene entonces

oxt
ds’(v) = i i i dz' (v)da? (v) (2.2.1)
P vy Oz’ Oxd [ ’
Y escribiendo esta expresion en abreviaturas:
ds2 = S 0t det ® da? 2.2.2
o sz gl] T ax ’ ( )

donde g;; = <%, %>p. Notemos que la métrica riemanniana ¢ esta determinada tnica-
mente por la funcién ds?, y la definicién anterior no depende de las cartas locales, asi
podemos escribir g;; en lugar de g;;; llamamos a la matriz (gij) la representacion local de
la métrica riemanniana en coordenadas locales (x).

Otra observacion es que en cualquier variedad diferenciable se puede definir una métri-
ca riemanniana (ver Jost [14], Teorema 1.4.1).

En lo sucesivo, consideraremos que M es una variedad riemanniana de dimension
m junto con la métrica g = (-,-), si (U, (z")) es una carta local en M, entonces g;; =

(3552 ), ¥ 9= >, gigda’ @ da?.
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Ejemplo 2.2.2. Sean M = R" y z = (z',2%---,2") un sistema de coordena-
das estdandar en M, i.e., x(p) = p para cada p € M; de esta manera se tiene que
a‘; =e¢;=(0,---,1,---,0). Entonces la métrica riemanniana esténdar en R" estd deter-

minada por
2 _ " i i
ds® = E izldaz ® dx’.

Es decir, (gf]) es la matriz identidad. Con esta métrica, R™ se llama el espacio euclidiano
de dimension n, y la geometria riemanniana de este espacio es la geometria euclidiana. A

Sea ¢: (M,g) — (N, g) una funcién suave de una variedad riemanniana (M, g) en
otra (N, g), decimos que ¢ es una inmersion isométrica si

9p(V; W) = Go(p) (Tp¢(v)an¢(w))7 VpeM, v,weT,M.
Si consideramos M como una subvariedad de IV, entonces la inmersién es isométrica si el

producto interior de v y w con respecto a la métrica de M es el mismo que con respecto
a la métrica de N.

Teorema 2.2.3 (Teorema de inmersién de Nash). Cada variedad riemanniana puede ser
1sométricamente inmersa en un espacio euclidiano con la métrica estandar.

2.2.2. Derivadas covariantes y transporte paralelo

Definicién 2.2.4. Una conerion afin en una variedad riemanniana M es un operador
V: X(M) x X(M) — X(M) definido por (X,Y) s VxY que satisface las siguientes
propiedades:

(1) V(A Y+ 2)=X-VxY +VxZ ;
(2) Vx(f-Y)=X(f) Y+ [ VxY;
(3) VixygvZ =f -VxZ+g-VyZ;

donde XY, Z € X(M), A € R, f € C(M). El campo vectorial VxY recibe el nombre
de derivada covariante de Y con respecto a X para la conexién V.

Definicién 2.2.5. Si (U, ¢ = (z')) es un sistema de coordenadas local en M, denotaremos

por X; = %,i =1,---,m; los simbolos de la conexion V son las funciones diferenciables

I’ en U dadas por
VX =) ThX, (2.2.3)

Si Z,Y € X(M) son campos vectoriales sobre M, por las propiedades de la conexién
V, obtenemos la expresion local del campo V7Y sobre U,

VY = i ZiVx, (i YJ‘Xj> =3 ZYVVxX; + > Zi%—j X,
=1 7j=1 ,J ,J
— zm: (Z 2k + Z(Y’“)) X, (2.2.4)
k=1 i,

donde Z' = Z(z2%), Y' = Y (x') sobre U. Esto nos dice que el valor (VzY)(p) de la
derivada covariante en un punto p sélo depende del vector Z(p) y de los valores de Y a
lo largo de cualquier curva v que pasa por p con direcciéon Z(p).
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Definicién 2.2.6. Sea v: I — M una curva diferenciable en M con I un intervalo
abierto en R. Un campo vectorial a lo largo de la curva 7 es una funcién diferenciable
Vi I — TM que asigna a cada punto ¢ € I un vector tangente V' (t) € Ty M

En particular, 4': ¢ — 4/(t) es un campo vectorial a lo largo de la curva ~, llamado la
velocidad de la curva.

Proposicién 2.2.7. Sea M una Uam'edad diferenciable con una conexion afin V. Enton-
ces existe una unica correspondencm que asigna a cada campo vectorial V' a lo largo de
la curva diferenciable v: I — M otro campo vectorial a lo largo de v denotado por [C)ly,
y denominado la derivada covariante de V' a lo largo de v con respecto a la conexion V,
verificando las siguz’entes p'ropiedades

(Dy) %(fv + W)= V + f + DdI;V , donde W es un campo vectorial a lo largo de

y f es una funczon dzferenczable en I;
(Dy) StV estd inducido por un campo de vectores Y € X(M), es decir, V(t) =Y (y(t)),

entonces Ddy =VypY.

Si (U, (%)) es un sistema de coordenadas local en M con (1) NU # 0y y(t) =
(z'(t),--- ,2™(t)), t € I. Por (2.1.6), las propiedades de una conexién V y (D), usando

las notaciones de la Definicién 2.2.5 y se tiene que para cada i =1,--- ,m,
DX; dx’
L =V,pXi=V o)X= Y —Fk X 2.2.5
; R S AL L PAEY

donde X; = X;(y(t)) = 2= ) Entonces obtenemos la expresién local de la derivada

covariante de V' sobre el entorno coordenado U,

% Z (CZ X, + UiDdi(i) _ Z ( Z“ _ﬂ;> X, (2.2.6)

i=1

donde v' = (V(¢))" = (V(¢)(z").

La expresién (2.2.6) demuestra que 2Y es un campo vectorial diferenciable a lo largo
de 7, y con esto se demuestra la proposmlon anterior. Los detalles se pueden encontrar
en do Carmo ([4], Proposicién 11, 2.2).

V

Definicién 2.2.8. Sea V un campo vectorial a lo largo de una curva ~. Se dice que V' es

paralelo a lo largo de v con respecto a una conexion afin V si 2}5/ = 0.

Observacién. Bajo una carta local (U, (z')) en M, una consecuencia de (2.2.6) es que
los campos paralelos son las soluciones locales del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO):
dv® dx
+ —TIk=o, k=1,---,m. 2.2.7
dt - dt 7 ( )
Por lo tanto, el teorema fundamental de existencia y unicidad para tales sistemas implica

el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Sean M una variedad diferenciable con una conexion afin V, v: I — M
una curva suave en M y Vo un vector tangente a M en ~y(ty) con ty € I. Entonces existe

un unico campo vectorial V' paralelo a lo largo de v con respecto a la conexion V tal que
V(to) = V.

Definicién 2.2.10. Sea v: I — M una curva suave en M, para los puntos 1, to € 1,
con ¥(t1) = py v(t2) = ¢, definimos la funcién

P, pq= P2 T,M — T,M,
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dada por P, ,,(v) =V (t2), donde V es el tinico campo vectorial paralelo a lo largo de
con V(t;) = v € T,M; se denomina el transporte paralelo desde p hasta ¢ lo largo de
con respecto a V.

Observacion. La existencia y unicidad del teorema anterior implica que el transporte
paralelo P, , , es un isomorfismo entre los espacios vectoriales 7,M y T,M.

2.3. Conexion de Levi-Civita

Ahora introducimos una conexién especial en una variedad riemanniana (M, g) que
depende tnicamente en la métrica riemanniana g, llamada la conexién de Levi-Civita.

Definicién 2.3.1. Una conexién afin V en M se dice compatible con la métrica g si
para cualquier curva diferenciable v en M, y para cualesquiera V', W campos vectoriales
paralelos a lo largo de v, se tiene que g(V, W) = const. es constante (i.e., Vg = 0). En
formas equivalentes, tenemos

= para cualesquiera V', W campos vectoriales a lo largo de ~, se tiene

d DV DW
» para todo X,Y,Z € X(M), se tiene
Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) + g(X,VzY). (2.3.2)

Un teorema fundamental de la geometria riemanniana estd conocido como teorema
de Levi-Civita (do Carmo [4], Teorema II, 3.6).

Teorema 2.3.2 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una tunica
conexion afin V sobre M que es compatible con la métrica y libre de torsién (o simétrica),
esto es, para cualesquiera X, Y € X(M),

VxY — VyX — [X,Y] =0.

Definicién 2.3.3. La conexiéon V del teorema anteior se llama la conexion de Levi-Civita
(o conexion riemanniana) de M y estd determinada por la llamada férmula de Koszul,

2(VxY,Z)=X(Y,Z) + Y{(Z,X) — Z(X,Y) 233
+ <[X7Y]7Z> - <Y, [XaZ]> + <[Z7Y]7X> o

En un sistema de coordenadas locales (U, (z')) en M, por la férmula (2.3.3), tenemos
que para los simbolos de la conexién de Levi-Civita, o denominados simbolos de Christoffel

de la conexion,
1 0 0 0
k
Zk I35 g = (8 S 951+ Ol gir — Ozl gij) ;

como la matriz (gy,,) admite una inversa (¢"™), entonces, multiplicando por ¢'™ ambos

lados de la identidad anterior y sumando sobre [, obtenemos

ZFZ; Z(gklg ka 5m——2(aazgﬂ + aij gir — %gzj) g,

donde 5m la delta de Kronecker Por tanto, se obtiene la representacion de I7}" dada por

1 0 0 0
Fk N Z {8 S9a + opidit — %gij} 9" (2.3.4)

En particular, F’“ Vi j,k‘.

JZ’
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Ejemplo 2.3.4. Sea M = R" con la métrica riemanniana estandar g, i.e. g;; = 53,
entonces la conexién de Levi-Civita en (M, go) es VxY = dY (X).

En efecto, notemos que los simbolos de Christoffel dados por la representacién (2.3.4) en
el espacio euclidiano R™ son idénticamente 0 (i.e., I l’; = 0), asf que para X =Y, X* o

ax’i7
Y =3, YI L € X(M), por (2.2.4) tenemos

o %) %)
ViV =) <§ XYT): +X(Y’“)> o > X(Y’“)@ =dY(X). JAN
k %, k

Observacion. Si M es una subvariedad de R"”
con la métrica inducida y P(x): R — T,M
es la proyeccion ortogonal para todo x € M,
entonces tenemos que la derivada covariante
% de un campo vectorial V' a lo largo de la
curva v en M con respecto a la conexion de
Levi-Civita V esta definida por (ver Figura
2.2)

DV

dt

Figura 2.2: Derivada covariante de Levi-Civita.

2.4. Tensor de curvatura

En lo sucesivo, supondremos que M es una variedad riemanniana de dimension m
junto con la métrica g = (-, -) y la conexién de Levi-Civita V. A partir de la conexién de
Levi-Civita, podemos definir la curvatura para la variedad M, la que mide las desviaciones
de la variedad riemanniana respecto al espacio euclidiano.

Definicién 2.4.1. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una correspon-
dencia que asocia cada pareja X,Y € X(M) una aplicaciéon R(X,Y): X(M) — X(M)
dada por

R(X,)Y)Z =VxVyZ =VyVxZ =NV ixy1Z, ZecX(M). (2.4.1)

Observacion. Se verifica facilmente por las propiedades de la conexion de Levi-Civita y
del corchete de Lie que R: (X,Y) — R(X,Y) es bilineal; asi que R es un tensor de
tipo (1,3), y se puede definir el tensor de curvatura de Riemann como una aplicacién
multilineal R: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M) dado por

R(X,)Y, Z,W)=(R(ZW)X,Y), VXY, ZWeX(M). (2.4.2)

En coordenadas locales, sea (U, (z*)) una carta local en M, escribimos
o 0 0 & 0
R(2 99 g O
Ox'" Oal ) Oxk =TV Oal
donde bem;j son los componentes de la curvatura R en la carta; por la definicién de

curvatura dada por (2.4.1) y la conexién dada en términos de los simbolos de Christoffel
(2.2.3), tenemos que

ary,  or:
Rij = 9ot Wf + Z(Zﬂﬁcffh - Q%th)- (2.4.3)

m
h=1
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Ademsds, los componentes del tensor de curvatura R en una carta local de M estan

dados por
- g 0 0 0
R ij = R;.. sl — R s~ 7= = . 244
i SZ:; kij st < <8xl 8x3> Ok axl> ( )
Ejemplo 2.4.2. Por el Ejemplo 2.3.4, si M = R" con la métrica estandar, sabemos que
R"™ tiene curvatura cero. A

Definicién 2.4.3. Dado p € M y II C 7,M un plano en el espacio tangente 7,M, para
cualquier base {u,v} de II, la curvatura seccional de 11 esté definida por
(Ry(u,v)v, u)

K(II) = K(uAv) = Hu/\v||2

(2.4.5)

donde ||[v Aul| = \/HUH2 lu|® — (v,u)2 > 0 representa el drea del paralelogramo en el
plano II determinado por los vectores de la base u, v.

Observacion. Es facil verificar que el cociente anterior de la definicién es invariante bajo
las transformaciones elementales: A(v,u) = (v,u), B(v,u) = (Av,u), C(v,u) = (v+Au, u).
Entonces, K (IT) no depende de la base {u, v} elegida, asi que tiene sentido la definicién.
Ademss, el tensor de curvatura de Riemann R queda determinado por las curvaturas
seccionales de todos los planos II de la variedad M (ver Jost [14]).

En ocasiones, denotaremos por k,(u,v) := K (uAv) |u Av||”> = (Ry(u, v)v,u). En un caso
particular, cuando {u, v} es una base ortonormal de (II, g,|1), se tiene K (uAv) = kp(u, v).
Con estas notaciones, si la curvatura seccional es constante (i.e., la curvatura seccional
K(II) = K = const. para todos los planos II C 7,M y para todos los puntos p € M),
tenemos la siguiente caracterizacion.

Lema 2.4.4. Dado p € M un punto en la variedad riemanniana M, definimos
R': X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por R,(v,u)w = (v,w)u — (u, w)v, para
todo u,v,w € T,M. Es decir,

(R(X, Y)W, Z)p = (X, W) (Y, Z), = (Y, W)p(X, Z),, XYW, Z € X(M).
Entonces, si M tiene curvatura seccional constante igual a ko, donde kg € C*(M); se
tiene que para el tensor de curvatura R, R = koR'.

Ahora consideramos la combinacién de ciertas curvaturas seccionales que da nombre
a la curvatura de Ricci:

Definicién 2.4.5. Sean XY € X(M), el tensor de curvatura de Ricci de la variedad
riemanniana (M, g) es la funcién Ric(X,Y): M — R dado por
M — T,M )
v — R,(v,X,)Y,
donde R es el tensor de curvatura de M,y X, = X(p),Y, =Y (p) € T,M.

Ric,(X,Y) = traza (

Observacion. Note que v — R,(v, X,,)Y, € End(T,M) para cada p € M, entonces tiene
sentido su traza. Y obviamente que Ric, es bilineal. Ahora si {Ey, -+, E,} C X(U) es
una base local ortonormal de campos en M, entonces como Ric(X,Y) € C*°(M), se tiene
que

Ric(X,Y)|y = i(R(Ei,X)Y, E).

i=1
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Ademas, se tiene que

Ricy(X,X) =Y (R(E;, X)X, E;) .
i=1
En particular, si tomamos X = FE,,, se tiene que

Ric,(X,X) = Z ko (X Ei(p)) (2.4.6)

donde k) (Xp , E; (p)) es la curvatura seccional del plano generado por los vectores X,
E;(p) € T,M. Por lo tanto, la curvatura de Ricci Ric,(X, X) es la suma de las curvaturas
seccionales de los m — 1 planos ortogonales que contienen al vector unitario X,.

Definicién 2.4.6. Sea (M, g) una variedad riemanniana, dado p € M y {e1, - ,en}
una base ortonormal del espacio tangente T,M, la curvatura escalar en el punto p es la
contraccion del tensor de Ricci, es decir, la funcién S: M — R dada por

m m m—1
= Z Ricy(ei, e;) = Z Z Kp(€is €5). (2.4.7)
i=1 i=1 j=1

2.5. Geodésicas y campos de Jacobi
Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién m junto con la conexién de Levi-
Civita V.

Definicién 2.5.1. Una curva parametrizada v: I — M se dice geodésica si y sélo si 2

dt
es paralelo, es decir
D (dy
%(dt) Vyw () =0, Vtel.

Sila,b] C I'y~: I — M esuna geodésica, la restricciéon de v en [a, b] se llama un segmento
de geodésica uniendo y(a) con (b).

Observacion. Siendo V la conexién de Levi-Civita, si v: I — M es una geodésica, enton-

ces
dfdy i\ D (b D (BN
dt \ dt’ dt dt \dt)’ dt dt’dt \dt)/

esto es, la longitud del vector tangente L1y ()] = 4 /¢ %}, Z—Z ) es siempre constante, asf

que podemos suponer ||/(t)|| = ¢ # 0. Con81deremos la longitud de arco s de 7, relativo
a un punto fijo ¢ty € I definida por

I(7) = s(t) = / I (@) de = et —to), Viel.

Entonces, el pardmetro ¢, de una geodésica y(t), es proporcional a la longitud de arco.
Cuando ¢ = 1, la geodésica v se dice normalizada.
En términos de una carta local (U, (z*)) de M, para las coordenadas de () dadas lo-

calmente en U por y(t) = (z'(t), -+ ,2™(t)), t € I, se tiene que v/ (t) = >, dx;ft) —

v(t)’
y por el sistema EDO (2.2.7) se deduce lo siguiente:

Lema 2.5.2. Una curva v: I — M es una geodésica si y sélo si

d2k dz' dxd
Z%EFH—O Vk=1,---,m, tel. (2.5.1)
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Notemos que lo anterior es un sistema de EDO de segundo orden (también llamado

ecuaciones locales de las geodésicas), luego definiendo las variables v* = %, obtenemos
el sistema:

da* &

— = ,

dt

M S e k=L

lo cual es un sistema de EDO de primer orden, entonces con las condiciones iniciales
v(to), 7' (to), existe una tunica solucién del sistema para cada to € I. Asi obtenemos el
siguiente teorema:

Teorema 2.5.3. Para cada punto p en la variedad riemanniana (M,g), v € T,M y
to € R, existe un intervalo abierto I, C R con ty € I, y una unica geodésica v,: I, — M

tal que v,(to) = p, 7, (to) = v.

Observacion. La unicidad de la geodésica del teorema anterior nos dice que: si a: I' — M
es una geodésica en (M, g) con ty € I’ tal que v,(to) = a(to) v 7. (to) = o/(to), entonces
v = a en I, N I'. Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue supondremos I, = (=4, d)
y t() = 0.

Definicién 2.5.4. Una variedad riemanniana M se dice completa (o més precisamente,
geodésicamente completa), si para todo vector tangente V € T M, existe una geodésica
v: R — M tal que 7/(0) = V; i.e., toda geodésica esta definida sobre toda la recta real.

Definicién 2.5.5. Para cada p € M y v € T,M, a la tnica geodésica -, con el domi-
nio I, maximal (i.e. no se puede extender), le denominamos la geodésica maximal con
condiciones iniciales 7,(0) = p y 7,(0) = v.

Definicién 2.5.6. Para cada p € M, sea U(p) un subconjunto abierto de 7,M dado por
U(p) = {v € T,M | 7,(1) estd definida},

donde 7, es la tnica geodésica maximal con condiciones iniciales 7,(0) = p y 7,(0) = v.
Entonces la funcién exp,: U(p) — M dada por

expp(v) = (1),
se llama la aplicacion exponencial en U(p).

Observacion. Para cada p € M, se puede verificar que existe un entorno abierto B.(0) del
origen o del espacio tangente 7,M tal que la aplicaciéon exponencial es un difeomorfismo
de B.(o) sobre un entorno abierto U = exp,(B.(0)) de p en M (ver Do Carmo [4]). Luego
si escogemos una base ortonormal {E;} de 7,M y usando el isomorfismo u,: R™ — T,M,
donde u,(x!, - ,2™) = >, 2" E;, obtenemos un sistema de coordenadas local (U, )
dado por

¢ =u,'o(exp,) ' U — R™

Estas coordenadas son llamadas coordenadas normales en p.

Definicién 2.5.7. Si la aplicacién exponencial exp, es un difeomorfismo de una vecindad
V' del origen o € T,M sobre un conjunto abierto U = exp,(V'), entonces le llamamos a U
una vecindad normal de p. Si B.(0) es tal que B(0) C V, decimos que B.(p) = exp,(B.(0))
es la bola normal (o bola geodésica) con centro en p de radio €; a la frontera de una bola

geodésica le decimos la esfera normal (o esfera geodésica) en p, denotada por S¢(p).
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Proposiciéon 2.5.8. Sea p € M un punto en la variedad riemanniana M, entonces
existen una vecindad U C M de p y campos vectoriales Ey, - -+ , E,, € X(U), ortonormales
en cada punto de U tal que Vg, E; = 0 en el punto p. Esta familia {E;}", de campos
vectoriales se llama un marco geodésico (local) en p.

Demostracion. Sean U = exp,(B.(0)) una vecindad normal de p suficientemente pequena
y {e;} una base ortonormal de 7,M. Para cualquier ¢ € U, sea v la geodésica que une p
con ¢q. Usando el transporte paralelo, definimos

El<q) :P%P,(I<€i)7 t=1---,m.
Por la definicién de transporte paralelo, tenemos que E; € X(U), para cadai = 1,--- ,m;
y son ortonormales por ser el transporte paralelo un isomorfismo que preserva el producto

interior. Mds atin, como 7y es una geodésica, para todo v € T,M, se tiene que V, E;(p) = 0;
por lo tanto Vg, E;(p) = 0. O

Ahora supongamos que M es una variedad riemanniana geodésicamente completa,
entonces por el teorema de Hopf-Rinow (cf. do Carmo [4]), cualesquiera dos puntos p, ¢ €
M pueden unirse por una geodésica minimizante 7; es decir,

I(y) = d(p,q) := nf{l(a) : @ es una curva diferenciable a pedazos uniendo p y ¢}.
Sea S,M = {v € T,M : ||v|]| = 1} la esfera unitaria en 7,M para o el origen de T,M, y
definimos

f(v) = méax{t > 0: la geodésica v,|j, es mimimizante}, V v e S,M.
Esto define una funcién 6: S,M — (0,00], llamada la distancia de corte, la cual es
continua (cf. do Carmo [4], pdg. 272). Sea
Co={tv:veS,M t<0(v)}.

Esto es un subconjunto cerrado de 7,M, y su frontera C, = {0(v)v v e S,M} (a veces

también denotada por cut, = exp,(C,) C M) se llama el conjunto de corte del punto
p (i.e., el lugar geométrico de puntos de corte de p a lo largo de 7,). Se sigue de esta
definicion que

Be(p) = exp,(Be(0)) = exp,(B(o) N C,) , Ve>0. (2.5.3)

En efecto, si escogemos = € B.(p), entonces existe una geodésica minimizante -y, uniendo
p con x; la longitud de 7, tiene que ser menor o igual que 6(v), por tanto v € C,. En
consecuencia, tenemos el siguiente resultado (cf. [11], Teorema 3.4.1).

Teorema 2.5.9. (a) La aplicacion exponencial exp,: C, \ C, — expy(Cy \ C,) es un
difeomorfismo.
(b) El conjunto de corte cut, es un subconjunto cerrado de medida cero.

(c¢) Six € cut,, entonces y € cut,.
(d) cut, y E, = exp,(C, \ C,) son disjuntos y M = cut, U E,.

Ahora introducimos la definicién del campo de Jacobi a lo largo de una geodésica y
veremos un resultado que serd util mas adelante.

Definicién 2.5.10. Sea v: I = [0,]] — M una geodésica en la variedad riemanniana
(M, g). Un campo vectorial J a lo largo de 7 se llama campo de Jacobi a lo largo de - si
satisface la ecuacion de Jacobi; es decir,

Z;Qﬂ+4%V@%J@DMﬁ)=O, Viel. (2.5.4)
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Observacion. Se puede comprobar mediante expresiones locales que un campo de Jacobi
estéd determinado totalmente por sus condiciones iniciales J(0) y £2(0) (ver Do Carmo
[4]). Y por ser vy una geodésica en M, se verifica que t7/(¢) es un campo de Jacobi a lo
largo de 7. Otro ejemplo de campo de Jacobi es el siguiente en una variedad de curvatura
seccional constante.

Ejemplo 2.5.11. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional constante
Ko, v sea 7: [0,1] = M una geodésica normalizada en M, tomamos J € X(M) un campo
de Jacobi a lo largo de v y normal a +. Por la hipdtesis que ||7/|| = 1 y el Lema 2.4.4,
dado T' € X(M) un campo arbitrario a lo largo de =, tenemos

(RO, )Y T) = w6of (Y, T) = (A0, T) } = k(T
Entonces, siendo T arbitrario, tenemos que R(v', J)y = koJ. Y como consecuencia, la
ecuacion de Jacobi para variedades de curvatura seccional constante tiene la forma

D*J
dt?

+ ko = 0. (2.5.5)
A

Proposicién 2.5.12. Sean v: [0,1] — M una geodésica en M tal que v(0) = p y ' (0) =
v, y J un campo de Jacobi a lo largo de v con J(0) =0 y %(O) = w. Consideremos
w como un elemento de T, (T,M), construyamos una curva v(s) en T,M con v(0) = lv,
v'(0) = w. Sea f(t,s) = exp, (tv(s)) y definamos un campo de Jacobi J dado por J(t) =
%(t, 0). Entonces J = J en [0,1].

Demostracion. Es sencillo probar que J define un campo de Jacobi a lo largo de v y

ademés J(0) = 0. Notemos también que, por la definicién de diferencial, se tiene

%(t,@) = % . 6$pp<t?)(8>) = d(expy)w(tw).

Asi, para s = 0, tenemos

%g—f = %(d(expp)w(tw)) = %(td(ea:pp)m(w)) = d(exp,)w(w) + t% (d(ea:pp)tv(w)).

Por lo tanto, para t = 0, se tiene
DJ Daf
oV = 5 os
Es decir, tenemos J y J dos campos a lo largo de v con J(0) =.J =0y 2(0) = 22(0) =
w. De la unicidad de campos de Jacobi concluimos que J = J. O

(0,0) = d(expy)o(w) = w.

2.6. Operador de Laplace-Beltrami

En lo sucesivo, supondremos que (M, g) es una variedad riemanniana de dimensién
m con la conexiéon de Levi-Civita V. En esta secciéon veremos algunos operadores dife-
renciales importantes en la variedad riemanniana; en particular, un operador diferencial
eliptico de segundo orden, llamado el operador de Laplace-Beltrami, que juega un papel
importante en la definicién del movimiento browniano en una variedad riemanniana. Al
igual que el operador de Laplace en el espacio euclidiano, el operador de Laplace-Beltrami
se define como la divergencia del gradiente; asi que primero definimos el gradiente y la
divergencia en M.
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Definicién 2.6.1. Sea f € C*°(M), para cada p € M, se define el gradiente de f en p
como el unico vector de 7,M denotado por (grad f), tal que

<(grad Dy, v>p = df,(v) = v(f), VoveT,M. (2.6.1)
O equivalentemente, <grad f,X> =X(f), VX eX(M).

Dado (U, (z*)) un sistema de coordenadas local alrededor del punto p € M, tenemos
por la definicién que para cada j =1,--- ,m,

B B o 0 0 o
97 )= <(gradf)p, @>p = <Z(grad P g @> > (grad f), gi;

=1 i=1

donde (grad f ); son los componentes de (grad f), en la base { 821-} de T,M.
Multiplicando por ¢’¥ ambos lados de la igualdad anterior y sumando sobre j, se tiene

m

"9 ) m .
a—gfjgﬂ“ = (grad f); (Z 9ij 93’“) = (grad f); 6F = (grad f)~.
j=1 i=1

=1

Luego, obtenemos la expresién local de (grad f), dada por

(grad f), = Of i 0 (2.6.2)

Gxﬂ T ori
Ademas, de (2.6.2) concluimos que (grad f) € X(M).

Definicién 2.6.2. Sea Y € X(M), la divergencia de Y es la aplicacion divY : M — R
dada por

M M
(divY), =tr (7; — T >

vy — VY
donde tr denota la traza del endomorfismo v, — V, Y de T,M para cada p € M.

En términos locales, dado (U, (2%)) una carta local en M, usando las notaciones de la
Definicién 2.2.5 y por (2.2.4), se tiene

tr(VY):i<VX1 ,+> ZVX Z(Y]ZFka+X Y])X>($i)
— il <jilyj FZJ + Xi(yi)) — 2 Z}; + ZilYZJZIFjZ (2.6.3)

Escribiendo los simbolos I'; I por la expresién (2.3.4), se tiene
1 0 3} 0 o1 Agjr) 1
I = § ik — a0 97 =5 ) g 2.6.4
{a P95k T 5 Yk amkgj}g 2 2y g7, (2.6.4)

donde se cancelan el segundo y el tercer sumando anterior por ser la matriz (g;;) simétrica,
asi también es simétrica su inversa (g").
Por otro lado, sean g = (g;;) y G = det(g), tenemos que

8G =G-tr (g_l . Gg') =G- 993 g (2.6.5)

oxt oxt ort ’

entonces »_; I JJZ = 1 9C — %aﬁ , sustituyendo en (2.6.3) obtenemos

2G Oz
(divY)| \/_ Z (Y Va). (2.6.6)
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Definicién 2.6.3. El laplaciano de f en M esta definido como el operador diferencial de
segundo orden Ay : C*(M) — C*(M) dado por
Ay f = div(grad f), fece(M).
También llamado el operador de Laplace-Beltrami.
En un sistema local de coordenadas (U, (z')), (2.6.2) y (2.6.6) muestran que

! 0 5 Of

Definicién 2.6.4. Para cada f € C°(M) y p € M, el hessiano de f en p es la aplicacién
lineal (Hess f), = V(df),: T,M x T,M — R definida por
(Hess f),(v,w) = (V,(grad f),w>p, v, w e T,M.
Notemos que (Hess f), € T,"M @M, entonces Hess f: M — T*M®T*M es una forma
bilineal, y para X,Y € X(M) se tiene que (Hess f)(X,Y) = <VX(grad 1), Y>.
Observacion. Para X, Y € X(M) y f € C®(M), por la definicién de (grad f) y la com-
patibilidad de V con la métrica, tenemos que
XY(f) =X (grad f,Y) = (Vx(grad f),Y) + (grad f, VxY)
— (Hess f)(X,Y) + VxY(f),

por tanto

(Hess /)(X,Y) = XY(f) — VxY(f). (2.6.8)
Y por ser V libre de torsion, se sigue que

(Hess f)(X,Y) — (Hess f)(Y, X) = [X,Y](f) — (VxY = VyX)(f) = 0.

Es decir, Hess f es una forma bilineal simétrica.

Observacidn. Si (U, (z')) es un sistema de coordenadas local en M, podemos considerar
las funciones (z?) globalmente definidas. Asi cada z' tiene hessiano; por (2.6.8) y la
caracterizacién de la conexion de Levi-Civita por los simbolos de Christoffel, la forma
bilineal Hess z* se puede escribir en la forma tnica:

Hess 7' = Z —F;k da? @ da*. (2.6.9)
jk

En general, para f € C°°(M), se tiene que

of i ;
Hess f = § j(amx] -y @> dr' @ da’ . (2.6.10)
k

Observacion. Sean X,Y € %(M) campos vectoriales, f: M — RP y ¢: RP — R funciones
diferenciables, entonces ¢ o f € C°(M); por (2.6.8) y la regla de la cadena para campos
vectoriales, se tiene

Hess (¢ £)(X.Y) = XY (60 f) ~ Vx¥ (90 f)
0 .
—Z[ ( SDY()) = (60 NV ()

N Z ax@xj )Y(fi) * Z

o 9 2
_ Z 8((15186) dff @ df? (X, Y)+Z%(¢of) Hess f'(X,Y).
v i=1

(60 1) (XY (/) = VY (f)
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Ahora, dados cualesquiera dos vectores v,w € T,M tal que X(p) = vy Y(p) = w, se
cumple lo anterior y por lo tanto,

Hess (¢ o f Zazqﬁo Hessfurzalajgzﬁof)df’@df] (2.6.11)

Proposicién 2.6.5. Sea {E;}7, un marco en X(U) con U una vecindad de p € M tal

que {E;(p)}7, es una base ortonormal de T,M. Entonces
m

Ay f = tr(Hess f) = Y (Hess f)(E;, E;) . (2.6.12)

i=1

Demostracion. En la base ortonormal {E;(p)} de T,M, se tiene por la definicién de

laplaciano y de divergencia que
m

Ay f = Z<VEi(gradf),Ei>p = Z(Hessf)(Ei,Ei) = tr(Hess f).
i=1 i=1
Y por (2.6.8), equivalentemente se tiene que

Ay f = ZEzEz(f) — Ve Ei(f). (2.6.13)
i=1 [l

En consecuencia, de la definicién Ay, f = tr(Hess f) y la expresion (2.6.10), también
tenemos la siguiente expresion local de Ay, f -

0
Ay f = Z ij (8:10’(‘%] — Zfiﬁfjc) . (2.6.14)
k

Otra consecuencia de la proposicion anterior es el siguiente resultado considerando M
como una subvariedad cerrada de R".

Teorema 2.6.6. Supongamos que M es una subvariedad de R™ con la métrica inducida.
Sean {eq}r_, una base candnica ortonormal de R" y P(z): R* — T, M la proyeccion
ortogonal para cada x € M tal que P,(x) es la proyeccion ortogonal de e, en T, M. Asi,
Py: M — TM es un campo vectorial en M y tenemos que Ay =Y n_ P2

Demostracion. Claramente, P, es un campo vectorial en M.
Sea x € M, y consideremos {E;}™, un marco geodésico local en x; por la Proposicién
2.5.8 y (2.6.13), tenemos que

Ay f = Xm: E.E(f). (2.6.15)

Ademads, tenemos que P, = Zgl@a, EZ>E1 en cada punto x € M, que es independiente
de la base {e,} v el marco geodésico {E;} en el punto z, asi

372 = - Re) = 3o (3t 20 ) 9
DRI (Z<emE )

a=1 j=1

_ Z Z<€w E;) {Z(Ej<ea, E)E(f) + (car B E; (i) ) } ’

a=1 j=1
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esta ultima igualdad es por la regla de Leibnitz, y notemos que para V la conexiéon de
Levi-Civita,
Ej<€on Ez> = <VEjeo¢> Ez> + <€aa VEJE1>7

como e, es paralelo y {E;} es un marco geodésico en z, Ej<ea, E1> = 0 en el punto z.
Entonces, tenemos que

zn:PQ Z Z Ca, E/ <60“E>E ( f)> = in: <Zn:<€oij>eowEi> EJ(Ez(f))

_ Z< ,ENE;(Ei(f)) = Z 655 (Ei(f))
=S B(B() - At :

Ejemplo 2.6.7. Supongamos que M = R" con la métrica riemanniana estandar g, i.e.
= §/. Entonces para f funcién diferenciable en R* y Y = S V? 2 € X(M) las
siguientes formulas estandares son féaciles de verificar:

af o , "Ly
grad f = Z o O WY =2 e
o2 f Y
(Hess f) axzax] Af = izg 1 W . A



Capitulo 3

Extension de conceptos estocasticos
a variedades

3.1. Procesos de difusion en variedades

En el capitulo uno vimos que los conceptos de semimartingalas y de ecuaciones di-
ferenciales estocasticas en un espacio euclidiano R™ son invariantes bajo difeomorfismos,
asi que en esta seccién veremos que estos conceptos pueden extenderse a una variedad
diferenciable M.

Sean (€, . #,P, (%:):>0) un espacio de probabilidad filtrado, M una variedad diferen-
ciable de dimensién m, y consideremos el espacio W(M ) de trayectorias en M dado por
la Definicién 1.4.4. Ademas, sea i: M — R™ un encaje que existe por el Teorema (2.1.8)
de inmersién de Whitney, identificamos a la variedad M con la imagen i(M) en R" de
manera que sea una subvariedad cerrada de R".

Definicién 3.1.1. Sea 7 un (.%;)-tiempo de paro. Un proceso estocéstico X : [0,7) xQ —
M continuo y (%#;)-adaptado con valores en M (i.e., una variable aleatoria X: Q —
W (M) definida en [0, 7)) se llama una semimartingala con valores en M (o semimartin-
gala en M) si para cada funcién f € C*°(M), el proceso f o X es una semimartingala
con valores reales en [0, 7).

Observacion. 1) Cuando M = R™, la definicién anterior coincide con la usual de semi-
martingalas por la férmula de It6.

2) Si ¢: M — N es una funcién diferenciable entre las variedades M y N, y X es
una semimartingala en M, entonces ¢ o X es una semimartingala con valores en N.

Definicién 3.1.2. Sean V,, € X(M), a = 1,--- ,l campos vectoriales diferenciables en
M, Z una (.%;)-semimartingala continua con valores en R' y X, € .%; una variable
aleatoria con valores en M. Una ecuacion diferencial estocdstica (de Stratonovich) en M
esta definida por

t
Xp=Xo+ ) /Va(XS)ode, (3.1.1)
*Jo

donde la integral es en el sentido de Stratonovich.

Observacion. Si M = R™ en la definicién anterior, por (1.3.9) y la férmula de It6, obte-
nemos la formulacion equivalente de It6 de la ecuacion (3.1.1):

l t t
1
Xt:X0+§ /Va(Xs)dZ§+§§ /vvﬁva(xs)d[za,zﬂ}s, (3.1.2)
a=1"0 a,B 0

49
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donde Vy,V, es la derivada de V,, lo largo de V5. Y como consecuencia de la féormula de
It6 (1.3.20), tenemos la siguiente definicidn.

Definicién 3.1.3. Una semimartingala X con valores en M definida hasta un tiempo de
paro 7 es una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica (3.1.1) hasta 7 si para todo
f € C>®(M), se tiene

(X)) = f(Xo) +Z /V JodZ, 0<t<rT. (3.1.3)

Observacion. Si M es una subvariedad cerrada de R™, un punto x € M tiene las coordena-
das (z!,--- ,2") como un punto en R". Sean f*(z) = z* las funciones coordenadas en M,
un proceso X con valores en M es una semimartingala si y solo si para cadat=1,--- ,n,
X" = fi(X) es una semimartingala con valores reales (i.e., X es una semimartingala con
valores en R™). Mds ain, estas n funciones coordenadas sirven para la comprobacién de
la férmula de It6 en M dada por (3.1.3) (cf. Hsu [11], Proposicién 1.2.7).

Para la ecuacién diferencial estocastica (EDE) (3.1.1) y M una subvariedad cerrada
de R", se tiene que cada campo vectorial V,, es la restriccion a M de un campo vectorial
diferenciable V en R"”. La EDE en R" correspondiente a los campos vectoriales V estd
dada por

X, = X0+Z / )odZ®. (3.1.4)

Por la relacion (3.1.2) y el Teorema 1.4.6 de existencia y unicidad de soluciones, se tiene
que existe una solucién tnica a la ecuacién (3.1.4) hasta su tiempo de explosién e(X).
Ahora si X es una solucién a la EDE (3.1.4) que empieza en M, i.e., con valor inicial
Xy € M, como los campos vectoriales 17& son tangentes a M en M, entonces X nunca
sale de M, es decir, X; € M para todo 0 <t < e(X) (ver Hsu [11], Proposicién 1.2.8).
Por lo tanto, ¢(X) también es el tiempo de explosién de X como una semimartingala en

M.

En consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4. Existe una solucion tunica de la EDE (3.1.1) en la variedad M hasta su
tiempo de explosion.

Ahora la definicién de un proceso de L-difusién en M es andloga a la Definicién 1.5.5
para L un operador en M y de manera analoga a la construccién de un proceso de difu-
sién en R"; dados Vp, Vi, -+, V, € X(M), consideremos la siguiente ecuacién diferencial

estocastica en M:
i

dX; =) Vo(Xy) 0 dBy + Vo(Xy) dt, (3.1.5)
a=1
donde B; = (B}, -+, B!) es un movimiento browniano de dimensién [ con By = 0.

Teorema 3.1.5. Sea P, una distribucién de probabilidad en W (M) de la solucién X =
(Xt)o<t<e de la EDE (3.1.5) con valor inicial Xg = x € M. Entonces {P,}.en €s una
difusion generada por el operador diferencial de sequndo orden en M dado por

Lf =3 SVaali) 4, e CROM). (316
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Demostracion. Como para cada f € C32(M), se tiene que por (3.1.3) y (1.3.9),
df (X,) = Z Vo (f) (X)) 0 dBE + Vo (f)(X,) di

= Valf)(Xo) dB} + 5 Z d(Va(£))(Xy) - dBY + Vo(f)(Xy) dt.
Ademas,
A(Va(D)(X0) =D Va(Val£)) (X)) 0 dB] + Vo (Val£)) (X, dt,
entonces, tenemos por el Lema 1.2.5 que
d(Va(£))(Xy) - dBf = Vo (Va(f)) (X,) dit.

Por lo tanto,

ZV (X)) dB® + Lf(X;)dt (3.1.7)

donde Lf estda definida por (3.1.6). Como podemos extender cada campo vectorial
V., a uno V, de R"™, v extender f a una funcién diferenciable f en R" tenemos que
Yo Val(f)(Xy) dBy es una martingala. La propiedad markoviana fuerte de {P,} se sigue
de la unicidad de soluciones de la EDE que se demuestra de manera analoga al Teorema
1.5.6. O

Observacion. Por argumentos similares a los de la Seccion 1.3, podemos deducir la uni-
cidad de una L-difusién {P,},ep en W(M) a partir de la unicidad de la solucién de la
EDE (3.1.5).

Sea (U, (z')) un sistema de coordenadas local en M, entonces el operador diferencial

L en M tiene una expresion local de la siguiente forma:
m

1 m
L= 2; &w 81:? Z a i’ (3:.1.8)
donde las funciones a = (a”): U — .7 y b= (b'): U — R™ son diferenciables.

Cuando M es una subvariedad cerrada de R”, L puede extenderse a un operador L del
mismo tipo en R™, por el Teorema 1.5.7, se tiene la existencia y unicidad de la L-difusién
en R™ y por lo tanto la de L-difusién en M.

En efecto, sean y = {y1, -+ ,y,} denota las coordenadas de R" y {f“} las funciones
coordenadas en M, entonces f* € C°°(M) para todo a« = 1,--- ,n. Para cada f,g €
(M), definimos I'(f, g) = L(fg) — f L(g) — g L(f).

Entonces, en expresion local se tiene

- Of Og
= E v —_

27‘7

Y se puede verificar que la matriz {I"(f®, f”)} es simétrica y definida positiva. Asi, sean
a*® = I(f*, f?) y b* = L(f®); estas son funciones diferenciables en M, y podemos
extenderlas a @ y b funciones diferenciables en R™ que toman valores en .#," y R"™ respec-

tivamente. Por lo tanto, tenemos la extension de L al espacio ambiente R", el operador
n

T SR U ol A
2 Qydys = Oy~

a,B=1

Notemos que para cualqmer f e C™(R"), extensién de f € (M) de M a R", entonces
f(x) = f(f'(x), -, f*(x))) para z € M. Asi tenemos que L(f) = L(f) en M calculando
L(f) usando (3.1.8) y por la regla de la cadena.
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3.2. Integrales de linea estocasticas

Hemos visto en el capitulo uno que la variacién cuadratica juega un papel importante
en los calculos estocasticos, asi vamos a definir algo similar para semimartingalas con
valores en una variedad diferenciable.

Primero, notemos que de la seccién anterior, la férmula de It6 (3.1.3) muestra que
la diferencial estocéstica de Stratonovich se transforma bajo un cambio de coordenadas
como un vector tangente. Como consecuencia, si M es una subvariedad cerrada de R",
se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Supongamos que M es una subvariedad cerrada de R™ y que P(x): R" —
T.M es una proyeccion ortogonal para cada x € M. St X es una semimartingala con
valores en M, entonces

t
Xt:X0+/ P(X,) 0 dX,. (3.2.1)
0

Demostracion. Consideremos {e, }?_; una base candnica de R" y definamos

Po(z) = P(z)(eq), Qa(z) = €a — P(z)(e0);
es decir, P,(x) es tangente a M, Q,(z) es normal a M,y P,(z) + Qu.(x) = €. Ademas,
sabemos que P, es un campo vectorial en M. Sea

t
Yi=Xo+ ) _1/ Po(X,) 0 dX®. (3.2.2)
*=tJo

donde X es la a-ésima coordenada de X como una semimartingala en R".

Ahora sea dgn(z, M) la distancia euclidiana entre x € R® y M con oo ¢ M. Siendo
que M es cerrada, la funcién f(z) = dgn(x, M)?* es diferenciable en una vecindad de M,
por molificacién, podemos suponer f € C*(R") tal que f es no negativay f(x) =0siy
sélo si x € M. Luego, por la férmula de It6 (3.1.3), se tiene

FO0) = 1)+ 32, [ Pl o dX. (323)

Como para cada = € M, P,(x) € T.M y P,(f)(z) = 0; entonces P,(f)(Xs) = 0y
f(Y:) =0, por lo tanto, Y; € M.

Definimos la funcién h: R" — M C R" tal que h(x) € M es el punto mas cercano
a x. Como M es cerrada, h esta bien definida y diferenciable en una vecindad de M.
Notemos que para cada segmento perpendicular a M, h es una constante, y se tiene que
Qo h(x) = 0 para © € M por @, es normal a M. En consecuencia, considerando e, como
un campo vectorial en R", tenemos

Pa(h)(z) = Pa(h)(z) + Qu(h)(z) = eah(z), =€ M.

Por lo tanto, obtenemos

Vi n) = %o+ Y0 [ R0 oaxs

t
=Xo+ ) _1/ eah(X,) 0 dX® = h(X,) = X,. 0
a=+Jo

Con el resultado anterior, se deduce las definiciones de las integrales de Stratonovich
y cuadratica, que son integrales de linea a lo largo de una semimartingala X con valores
en M. Antes de la definicién, consideremos las siguientes notaciones:

Sea a: M — T*M una 1-forma en M, definimos a: M — R™ dada por

a(z)(v) = a(z)(P(z)v), para todo = € M, v e R", (3.2.4)
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donde P(z): R™ — T,M es la proyeccién ortogonal; y para p: M — T*M ® T*M una
forma bilineal en M, sea p: M — R™ ® R™ definida por

p(z)(v,w) = p(z) (P(z)v, P(z)w), para todo z € M, v,w € R". (3.2.5)
Definicién 3.2.2. Sean M una subvariedad cerrada de R, X una semimartingala con

valores en M, a una 1-forma en M y p una forma bilineal en M. Entonces la integral de
Stratonovich de « lo largo de X esta dada por

/ a(odX) = / G(X) 0 dX, (3.2.6)

v la integral de Ito esta dada por

/ a(dX) = / a(X) dX, (3.2.7)

donde las integrales estocasticas del lado derecho de las dos ecuaciones anteriores son
en el sentido de Stratonovich y de Itd respectivamente. También definimos la integral
cuadrdtica de p lo largo de X (o p-variacion cuadrdtica de X) por

/ p(dX,dX) = / A(X)(dX, dX). (3.2.8)

Observacion. Por la definicién y la notacién (3.2.4), dada {e; }I, una base ortonormal de
R™, tenemos la siguiente expresion de la integral de Stratonovich:

/a(o dX) = /a(X) (P(X)odX) = Z/d(X)(ei) odX'. (3.2.9)

También, por la notacién (3.2.5), como la forma bilineal tiene la expresién (2.1.12), iden-
tificando a la base {e;}!_; de R" como una base de 7, M, obtenemos la siguiente expresién
de la integral cuadrética:

/ p(dX,dX) = / p(X)(P(X)dX,P(X)dX) = ) / p(X)(eire;)d[ X7, X7], (3.2.10)
ij=1
donde X es la i-ésima coordenada de X como una semimartingala en R”, y [X ¢ ] es
la variacién cuadrética de X* y X/,

Observacidn. Es claro por la ecuacién (3.2.10) que la p-variacién cuadrética [ p(dX,dX)
es un proceso continuo con variacion finita en compactos, y su valor en el tiempo ¢ esta

denotado por fot p(dXs, dXs).

Observacion. Las definiciones anteriores pueden ser generalizadas como sigue: Suponga-
mos ahora que o = (a;)s>0 s una semimartingala con valores en 7*M sobre X = (Xj)s>0,
una semimartingala en M, es decir, as € Ty M para todo s > 0. Si definimos ahora que

as(v) = a,(P(X,)(v)),

entonces tenemos que

t t
/ as(0dX;) = / a0 dXs, (3.2.11)
ot to
y / as(dX,) = / as dXs. (3.2.12)
0 0

Similarmente, si p = (pt)i>0 es un proceso predecible en T*M @ T*M sobre X, i.e.,
ps € Tx M ® T M para todo s, sea

t t
[ axaxy = [ pax.ax) (3:2.13)
0 0
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donde
ps(v,w) = py (P(Xs)v, P(Xs)w),

n
y pAX, dX) =Y ples,e;) d[ X7, X7]
ij=1
como en la ecuacién (3.2.10).

Las aproximaciones discretas (en el sentido de convergencia en probabilidad) a las
integrales en la variedad M, se obtienen de manera similar a las aproximaciones discretas
a las integrales en un espacio euclidiano que vimos en la Seccion 1.3. Mas detalles pueden
consultarse en Emery [6].

Lema 3.2.3. Sea X una semimartingala con valores en M, entonces para todo f,g,h €
C>(M), se tiene que

[ dnsdg) (@x.43) = [ (£ x)dho X, g0 X]. (3:2.14)

Demostracion. Sea {e;}, una base ortonormal en R", por el Lema 3.2.1, y la expresion
(3.2.3) aplicada a las funciones coordenadas {f'}, tenemos que

X@+Z /Pk F)(X,)dXF + VA,
donde V.A. representa un proceso de variacién acotada. Entonces,
d[X1, X1, = (P(f) (X)) (R (X)) d[XF, X1, (3.2.15)
kel

Ahora sean H y G funciones diferenciables en R" tales que h = H|y v g = G|p. Por la
férmula de It6 en R” y la ecuacion (3.2.15), se tiene

A[h(X).9(X)], = 3 [(H’(X)ei) dX', (G'(X)e;) de]t

=Y (H'(Xoe:) (G'(Xp)es) (Po(f) (X)) (P(F)(X)) d[X*, X1,

1;7j7k7l
donde H'(X;)e; v G'(X;)e; son las derivadas direccionales de H y G en la direccion de e;
respectivamente, y como f* es la funciéon coordenada i-ésima, entonces

d[h(X), 9(X)], = S (H'(X) P(X0) (G'(X) (X)) d[X*5, X1, (32.16)
Sea p = fdh ® dg, entonceé

p(z) = f(z) - (H'(2)P(z)) @ (G'(x) P(x)),

se sigue de la ecuacién (3.2.10) y las dos ecuaciones anteriores que

/0 F(X0) d[A(X), g(X)] = / Zﬂxs)(H’(XS)Pk(Xs)) (G'(X) B(X.) d[X*, X'].
/Zp (ex,€1) [Xk,XlL

_ / (f dh ® dg)(dX,, dX.,).
0 0

t

Observacion. Por el Lema 2.1.17, cualquier forma bilineal p en M puede escribirse como
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la suma finita ), i pijdh' @ dh?, entonces el lema anterior muestra que la p-variacién
cuadratica estd definida intrinsecamente independiente de la inmersion.

Proposicién 3.2.4. Sean X una semimartingala con valores en M y p: M — T*M ®
T*M wuna forma bilineal, entonces la p-variacion cuadrdtica [ p(dX,dX) tiene las si-
guientes propiedades:
(a) Elproceso [ p(dX,dX) sélo depende de la parte simétrica de p; sip es antisimétrica,
entonces [ p(dX,dX) = 0.

(b) Sea (U, (")) una carta local en M, si X toma sus valores sobre U en un intervalo
aleatorio (S,T) y p tiene representacion local dada por Zij pi;j dx* @ dx?, entonces,

en el intervalo (S,T), se tiene que p(dX,dX) = 3=, . pi;(X) d[X?, X7].

Demostracién. (a) Notemos que la parte simétrica de p estd definida por p*™(V, W) =
oV, W) + p(IV, V), entonces para f,g,h € C=(M), (fdh® dg)™ = f(dg & dh),
y como [h oX,go X| = [g oX,ho X], el lema y la observacion anterior nos dice que
[ p(dX,dX) = [ p*™(dX,dX).

(b) Sean K un conjunto compacto en U y ¢ € C°°(M) una funcién diferenciable con
soporte sop(¢) compacto en U e igual a 1 en K. Denotamos por y* € C(M) tal que
Y’ = 2| sop(g), ast tenemos que ¢p = >, ¢pij dy' @ dy’; por lo tanto, en (S, T), se tiene

(6p)(dX,dX) = (60 X)(pyy 0 X) d[yf 0 X,5 0 X] = S (60 X)(pyy 0 X) d[ X", X7].

4,3 1,J
En consecuencia, p(dX,dX) = >, pi;(X) d[X?, X7] en el conjunto boreliano (S,7T') N
{X € K}; y como K es arbitrario, entonces se vale la igualdad en todo (S, 7). O]

3.3. Martingalas en una variedad riemanniana

Al igual que las semimartingalas y las ecuaciones diferenciales estocésticas, las mar-
tingalas (locales) también se pueden extender de un espacio euclidiano a una variedad
diferenciable dotada de una conexién afin V (cf. Emery [6]). En esta seccién sélo nos res-

tringiremos al caso de martingalas en una variedad riemanniana (M, g) con la conexién
de Levi-Civita V.

Definicién 3.3.1. Sea (M, ¢g) una variedad riemanniana con la conexién de Levi-Civita
V. Una semimartingala X con valores en M es una V-martingala si y sélo si

NI = F06) = §06) = 3 [ Hess FaX.oaX.) (33.1)

es una martingala local con valores reales para todo f € C*°(M).

Observacion. Como vimos en la Seccién 2.6, el hessiano Hess f es simétrico cuando la
conexién de Levi-Civita V es libre de torsién. Por la propiedad (a) de la Proposicién
3.2.4, esta bien definida la V-martingala.

Una propiedad del hessiano se puede obtener mediante la definicién de V-martingala,
la cual también es consecuencia de (2.6.11):

Hess (f?) = 2f Hess f +2df @ df, ¥V f € C®(M). (3.3.2)

En efecto, supongamos que X es una V-martingala, y f € C°°(M); por la definicién, se
tiene

% /Hessz(dX,dX)+N1 = fA(X) — f*(Xo),
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por otro lado, de la férmula de 1t6 y la integracion por partes, se tiene

PX) — (X)) =2 / FEO) d(F(0) + [F(X), F(X)]
=2 / f(X) (% Hess f (dX,dX) + N2> + / (df @ df) (dX,dX)

:/(f Hess f + df @ df) (dX,dX) + N°,

donde N!, N? y N3 representan martingalas locales. La segunda igualdad de la ecuacién
anterior es por la definicién de V-martingala para f y la ecuacién (3.2.14).

Notemos que las dos ecuaciones anteriores se hacen cero cuando t = 0 (N¢ = 0, c.s.,
i =1,2,3), entonces los procesos con variacion finita son iguales, y las formas bilineales
% Hess f2y f Hess f+df ®df tienen la misma integral a lo largo de cualquier martingala.
Por lo tanto, se obtiene (3.3.2).

Observacion. Sabemos que si M = R" con la conexién usual (Ejemplo 2.3.4), entonces
una martingala con valores en M es una martingala local en R", y vemos que una V-
martingala también es local:

Proposicién 3.3.2. Sea X un proceso con valores en M y {71 }ren una sucesidn creciente
de (F;)-tiempos de paro con 7o = 0 y Mmoo 7 = 00. Entonces X es una V-martingala
si y sélo si cada proceso parado X!™ es una V-martingala.

Demostracion. Para cada funcién f € C*°(M) y X una semimartingala con valores en
M, usando la notacién de (3.3.1), X es una V-martingala si y sélo si cada N/ (X) es
una martingala local ordinaria; es decir, si y sélo si (N/(X))I™ es una martingala para
todo k € N. Por la Proposicién 1.3.8, (N¥(X))" = N/(X!") para 7 un tiempo de paro.
En consecuencia, N¥(X!™) es una martingala local para cada k € N. Por lo tanto, cada
proceso parado X!™ es una V-martingala. O

Observacion. La proposicién anterior muestra que si M es una subvariedad de R", en-
tonces X es una V-martingala en M si y sélo si para las funciones coordenadas 14,
i=1,---,n, se tiene que las N/ (X) definidas por (3.3.1) son martingalas locales. Asf
que es suficiente verificar la Definicion 3.3.1 para el conjunto finito de funciones coorde-

nadas {f!,---, f"}.

Ahora damos una expresion en coordenadas locales de una V-martingala.

Proposicion 3.3.3. Sean (U, (z')) una carta local en M y X = (X',---  X™) una
semimartingala con valores en M. Entonces X es una V-martingala si y solo si

7 7 ) 1 % j
X=X+ N _5;/ (X)) d[X, X, (3.3.3)

donde N* es alguna martingala local con valores reales.

Demostracién. Primero supongamos que (z') son coordenadas globalmente definidas. Por
la observacion anterior, sabemos que una semimartingala X es una V-martingala si y s6lo
si para cada funcion coodenada z*, se tiene

, , 17 ,
X, =X,+ N} + 5/ (Hess 2") (d X, dX)

0
i i 1 ! i j
= Xg+ N =5 /0 (X)) d[ X7, X (3.3.4)
k

J
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donde N* = (N});>0 es alguna martingala local con valores reales. La segunda igualdad
se obtiene por la expresién local de Hessx' dada por (2.6.9) y la propiedad (b) de la
Proposicién 3.2.4.

Cuando (U, (z)) son coordenadas locales, para cada V-martingala X, existe {7 hren
una sucesion creciente de tiempos de paro con 7y = 0, limyy 7, = 00 tal que X; € U para
todo ¢ en un subintervalo [r_1, 7). Entonces por la Proposicién 3.3.2, XI™ es una V-
martingala, asi que es posible caracterizar localmente las V-martingalas por la ecuacion
(3.3.3) en el intervalo [7%_1, 7%). O

Observacién. Notemos de la expresién (3.3.4) que, como cada X* es una semimartinga-
la con valores reales, y N* es una martingala local con valores reales, entonces por la
Proposicién 1.1.16, tenemos que

. . ) 1 . )
X=X+ N — 5/ (X)) d[N7,NF] . (3.3.5)

En otras palabras, dada una martingala local N con valores en R™, la solucién X del
sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas (3.3.5) es una V-martingala en M, y todas
las martingalas son obtenidas de esta manera.

3.4. Movimiento browniano en una variedad rieman-
niana

Sean (2, . #,P, (%#)i>0) un espacio de probabilidad filtrado, (M, ¢g) una variedad rie-
manniana con la conexion de Levi-Civita V, y Ay, el operador de Laplace-Beltrami en
M. Consideremos el espacio W (M) de trayectorias en M dado por la Definicién 1.4.4, y

~

B = B(W(M)) la o-dlgebra de Borel del espacio W (M).

Definicién 3.4.1. Un proceso estocastico X : [0,7) x Q — M continuo y (%#;)-adaptado
para 7 un (.%;)-tiempo de paro se llama un movimiento browniano en (M, g) si

1

NI (X), = F(X0) — F(Xo)~ 5 / Av f(X)ds, telor),  (341)

es una martingala local con valores reales para todo f € C*°(M); donde s = A, el proceso

determinista con valores en R, es de variacién finita en compactos, y [ Ay f(X)dA

t
denota al proceso t / Ay f(X,)dAs.
0

Observacion. La definicién implica que X es una semimartingala con valores en M (en
el intervalo donde estd definida). En esta definicién también tenemos que X es un movi-
miento browniano con respecto de su filtracién natural.

Notemos que si M es el espacio R 6 R™ con la estructura euclidiana estandar, enton-
ces los movimientos brownianos en el sentido de la definicion anterior coinciden con los
movimientos brownianos usuales (Ejemplo 1.5.9).

Observacion. Por la Seccién 1.3 y el Teorema 3.1.5, un movimiento browniano X en M es
un proceso de A, /2-difusién (i.e., proceso de difusién generado por el operador A, /2).
Sip=PolX, 1 es su distribucién inicial, se tiene entonces que existe una unica medida

de Ays/2-difusiéon P, =P o X! en el espacio (W(M), B.).
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Definicién 3.4.2. Cualquier medida de Aj;/2-difusién en el espacio (W(M),,%’*) se

llama una medida de Wiener en W (M). Es decir, un movimiento browniano en la variedad
riemanniana M es cualquier proceso estocédstico X con valores en M cuya distribucién es
una medida de Wiener en el espacio de trayectorias W (M).

Observacion. Como hemos discutido en la Seccién 1.5, sea P, la distribucién de probabi-
lidad de un movimiento browniano X en M con valor inicial Xy = x, es un markoviano
con la funcién de densidad de transicién pys(t, x — y) (nicleo de calor) determinada por

PI{Xt(w) =w; €C, t< e} = / vtz —y)dy, C e AB,;
c

donde la integral es con respecto a la medida de volumen riemanniana, y e es el tiempo
de explosién del movimiento browniano X, i.e.,

lim X; = ooy,

t—e~
cuando P,{e = oo} = 1, para todo x € M; o equivalentemente
/ pu(t,r —y)dy =1, VeeM,t>0, (3.4.2)
M

decimos que la variedad M es estocdsticamente completa.

Ahora para X un movimiento browniano con valores en M, se tiene que la caracte-
rizaciéon de Lévy para movimientos brownianos (Teorema 1.3.11) puede ser extendida a
variedades. Antes de enunciarla, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.3. Si X es una semimartingala con valores en M tal que para todo f &

(M),
100, £00)] = [ flgrad ()
Entonces para cada p: M — T*M @ T*M forma bilineal en M,

/p(dX, dX) = /tr(p(X)) ds. (3.4.3)

Demostracion. Para x € M un punto fijo, denotamos por {e;}!", una base ortonormal
de T, M. Entonces, por (2.6.1) de la definicién de gradiente, en x, se tiene

m

tr(df ® dg) = Z(df ® dg)(e;, €;) de (e;) - dg(e;) Z<gradf ez> <gradg,ez>

i=1
= <grad f,grad g>, (3.4.4)
para todo x € M. Entonces, para p = df ® dg, tenemos por el Lema 3.2.3 y (3.4.4), que

[ plax.ax) = [700).9000] = [ ((af o dg)(x)) ds.
Por lo tanto, como cualquier forma bilineal se puede expresar de la forma p = Y p;;df* ®
dg’, esto se cumple para cualquier p por linealidad. O

Proposicién 3.4.4. Una semimartingala X con valores en M es un movimiento brow-
niano si y solo si X es una V-martingala y para cualquier f € C>*°(M),

[F(X), F(X)] = / lerad £(X)|I? ds. (3.4.5)

Demostracion. (=) Supongamos que X es un movimiento browniano. Sea f € C*(M);
por la Proposicién 2.6.5, (3.3.2) y (3.4.4), se tiene

Ap(f?) =tr(Hess f?) =2tr(fHess f+df ® df) =2 fAy [+ 2| grad fI1%.
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Por ser X un movimiento browniano, se obtiene

FAX) = fA(Xo) = %/AMfQ(X)ds—kNl

= [ #@us0)ds+ [ lad fOOI ds + N

donde N'! es una martingala local en R. Por otro lado, de la férmula de It6 y la integracién
por partes, se tiene

PX) — (X)) =2 / SO d(F(X)) + [0, £()]
_ / 0 (Aar FX)) ds + N + [£(5), £(X)]

donde N? es una martingala local en R. Al comparar las dos expresiones anteriores
(N§ =0, c.s.), obtenemos que

700, £00]) = [ llgrad FOI s
Asi, se puede aplicar el Lema 3.4.3, y en particular, para cada f € C*(M),

/Hess f(dX,dX) = /tr(Hess F(X))ds = /AM F(X) ds;

por lo tanto, X es una V-martingala.
(<) Si X es una V-martingala con la propiedad (3.4.5), entonces aplicando (3.4.3) a
(Hess f), obtenemos

1 1
f(X) = f(Xo) = §/Hess fldX,dX) + N/ = §/AMf(X)ds+Nf,
para N/ alguna martingala local. Entonces, X es un movimiento browniano. O

Observacion. Por la proposicion anterior, vemos que si X es un movimiento browniano
en M con tiempo de explosién e = e(X), y N/ es la martingala local dependiendo en
f e C>(M) tal que

Ntf:f(Xt)—f(Xo)—%/tAMf(XS)ds, 0<t<e,
0

entonces tenemos que la variacién cuadrética de N/ estd dada por

(N7), = (#0100, = | llrad S s (3.4



Capitulo 4

Construccion y aplicacion de
movimientos brownianos en
variedades

4.1. Construccién de movimientos brownianos por
proyeccion

Supongamos que M es una subvariedad cerrada de R™ con la métrica inducida. En esta
seccién mostraremos que un movimiento browniano X con valores en M se puede construir
a partir de un movimiento browniano B en R", resolviendo una ecuacion diferencial
estocastica en M.

Para cada = € M, sea P(x): R" — T, M la proyeccién ortogonal de R™ en T, M,y
para {e, }”_, una base ortonormal de R", P, (x) es la proyeccién ortogonal de e, en T, M.
Como vimos en el Teorema 2.6.6, el operador de Laplace-Beltrami Aj; se puede escribir

en la forma:
Ay =Y P
a=1

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Supongamos que B = (B',--- | B") es un movimiento browniano con
valores en R™, entonces existe una unica semimartingala X con valores en M que satisface
la ecuacion diferencial estocdstica (de Stratonovich)

dX, =) Pu(X))0dBf, Xop=o0€M, (4.1.1)

a=1

y X es un movimiento browniano en M con valor inicial Xo = o (ver Figura 4.1).

Demostracion. Notemos que cada P, es un campo vectorial en M, entonces la ecuacién
(4.1.1) es una ecuacién diferencial estocastica en la variedad M. Por el Teorema 3.1.4,
existe una unica solucién X hasta su tiempo de explosion e = e(X). Més atn, la solu-
cién X es un proceso de difusion generado por %22:1 P? = %A m- Por lo tanto, es un
movimiento browniano en el sentido de la Definicién 3.4.2.

Por otro lado, podemos probar el teorema usando la caracterizacion de Lévy. Por la

60
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férmula de Ito y (3.1.7), tenemos que para todo f € C>*(M),

1 t
f(Xy) :f(Xo)+Nf+§/ A f(Xs) ds, 0<t<e,
0
donde

t_Z/ 5)dBe,

es una martingala local. Luego se tiene su variacion cuadratica dada por

(NT), = / D [Pal)(X), Pa(f)(X)], ds = / > " df @ df (Pa(X,), Pa(Xy)) ds.

Como sabemos que para cualquier p forma bilineal en M se tiene que
n n

Y p(Pa(v), Pa(v)) = Y p(P(v), P(0))eq & ea,

a=1 a=1
es independiente de la eleccién de la base en R”, podemos escoger la base de modo que
los primeros m vectores {e, }7, forman una base ortonormal de 7, M. Entonces,

<Nf>t:/ tr(df @ df )(X ds-/ lgrad f(X,)|* ds.

Con esta propiedad, podemos verificar por el Lema 3.4.3 que X también es una V-

martingala. Entonces X es un movimiento browniano en M por la caracterizacion de
Lévy. O

Figura 4.1: Construccién de un movimiento browniano en M = S? por la proyeccién: dX; = P(X;)odB;.

Observacion. Notemos que la representacién (4.1.1) es extrinseca porque el método de
la construccién depende de la inmersién de M en algtin espacio euclidiano R™. Y una
desventaja es que la dimension del movimiento browniano B es la dimension del espacio
ambiente R™, que en general es mas grande que la dimensién m de la variedad M, mientras
que el movimiento browniano X en la variedad tiene que ser de dimensién m, asi el
movimiento browniano B contiene més informacién que lo provisto por un movimiento
browniano X en la variedad. Como sélo se revela el movimiento browniano en la variedad
M, en realidad consideramos X como un objeto de dimension m = dimM, es decir,
como una solucién de una ecuacion diferencial estocastica con el movimiento browniano
euclidiano B de dimensiéon m.
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4.2. Ejemplos de movimientos brownianos

Ahora consideramos algunos ejemplos de movimientos brownianos en variedades.

Ejemplo 4.2.1 (Movimiento browniano en una circunferencia). La variedad compacta
mas simple es la circunferencia

Slz{ei9:0§9§2ﬂ}gR2.

Sea B un movimiento bronwiano de dimension uno, y apliquemos la funcién g: R 3 z —
¢ € R? a B, entonces X; = e'P* = (cos(B,),sen(B;)) es una semimartingala en R? por
la férmula de It6, més atn, es un movimiento browniano en S!.

Notemos que sus coordenadas X, = cos(B;) y X? = sen(B;) satisfacen

dX' = —sen(B) dB — 3 cos(B) dt, N dX'=-X?dB — 1X'dt,
dX? = cos(B) dB — 1 sen(B) dt. dX? = X'dB — 1X*dt.
En notacién matricial, tenemos que
1 _
dX:K-XdB—ath, donde K = <(1) 01).
Sean b: R? — R? y o: R? — R? definidas por

wa-3(Q). o w3 E)-()

Por lo tanto, el movimiento browniano X = (X!, X?) es la solucién de la ecuacién dife-
rencial estocastica

dX = o(X)dB + b(X) dt.

En esta construccién de X, observemos que un movimiento browniano en la circunfe-
rencia unitaria S! es la proyeccién médulo 27 de un movimiento browniano B con valores
reales en la circunferencia S!. A

Ejemplo 4.2.2 (Movimiento browniano en una esfera S™). Consideremos

S" = {x e R ||z||* = 1} C R™*!
la esfera unitaria encajada en R"™! (ver Figura 4.1). Sabemos que la proyeccién ortogonal
de cualquier vector £ € R™™! al plano tangente a la esfera en x € S estd dada por

P(z)§=¢—(§z) .
Entonces si escogemos {e,}"T] una base ortonormal de R™"!| tenemos que la matriz
P(z) ={Pi(x), -+, Pyy1(x)} estd dada por
Fo(x)(ep) = P(2)ap = Oap = Ta Tp-
Por el Teorema 4.1.1, sean X, € S™ el valor inicial, y B = (B!, --- , B"™!) un movimiento

browniano en R"*!: entonces un movimiento browniano en la esfera S” es la solucién X

a la ecuacion diferencial estocdstica
n+1

t
Xp = X5+ 3 [ P(XapodB?
p=1"0

n+1

t
:X§‘+Z/0 (605 — X2 XP) 0dBY.
B=1

Esta ecuacion se llama la representacion de Stroock para un movimiento browniano esféri-
co.
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Otra manera de construir un movimiento browniano en una variedad riemanniana
es mediante la expresiéon de una ecuacion diferencial estocéstica en coordenadas locales;
y podemos obtener las informaciones de tal movimiento browniano escribiéndolo en un
sistema de coordenadas local elegido adecuadamente.

Ejemplo 4.2.3 (Movimiento browniano en coordenadas locales). Como vimos en la Sec-
cién 2.6, dada una carta local (U, (z%)) de la variedad M, tenemos que el operador de
Laplace-Beltrami se puede escribir en forma

Ry ,0f , f —
- = _ iy ZJ ) ig_~ J i
Al =G Z.Zj:axj (\/ég aw) 9 oo ;g gy

27-]

Si X es un proceso estocdstico con valores en M, existe {7 }ren una sucesién creciente
de tiempos de paro con 79 = 0, limy 7 = oo tal que X; € U para todo ¢t en un
subintervalo |71, 7). Asi que en U, consideramos la solucién de la siguiente ecuacién
diferencial estocastica para X:

i =Y ou(X)dB] — S SO tefonn).  (420)
j=1 k,l

donde 0;;(X;) = /¢¥(X;) es la tnica raiz cuadrada simétrica de la matriz inversa

g 1 (Xy), siendo que g7!(z) es una matriz simétrica y definida positiva.

Notemos que por lo discutido en la tltima parte de la Seccién 3.1, vemos que efectivamen-

te X es un proceso de difusion generado por el operador Ay, /2; i.e., X es un movimiento

browniano en M. A

4.3. Movimiento browniano en una variedad rotacio-
nalmente simétrica

Ahora estudiamos otro ejemplo de movimiento browniano en una variedad rotacio-
nalmente simétrica. Tales variedades juegan un papel importante como modelos para la
comparacion de movimientos brownianos en variedades mas generales.

Supongamos que (M, g) es una variedad riemanniana geodésicamente completa de di-
mensién m, con el punto o € M que es el centro (o polo) de M, esto es, la aplicacién expo-
nencial exp,: TobM — M es un difeomorfismo. Si (r,0) € R* x S™ (0 = (01, ,0,n_1))
son coordenadas polares en R™, identificando 7,M con R™ por un marco ortonormal,
entonces a través de la aplicacion exponencial exp,: R™ — M, se obtiene un sistema
de coordenadas polares en M \ {o} alrededor de o; en este caso, (r,60) son las coorde-
nadas polares (geodésicas) alrededor de o € M. Para cualquier x € M \ {o}, se tiene
x = (r(x),0(x)), donde la funcién radial r(z) = d(o,z) es diferenciable en M \ {o} y
Lipschitz en todo M. Més aun, ||gradr|| = 1 dondequiera en M \ {0} (ver Cheeger &
Ebin [2]).

Definicién 4.3.1. Sea M una variedad riemanniana geodésicamente completa con polo
0o € M. Para M \ {0} = (0,00) x S™!, la métrica riemanniana dada en coordenadas
polares es

ds® = dr* + G*(r) do?, (4.3.1)
donde df? es la métrica riemanniana estdndar en la esfera unitaria S™ ', y G: [0, D) — R
(0 < D < ) es una funcién diferenciable que satisface

G0)=0, G0)=1, 0<r<D. (4.3.2)
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Entonces, decimos que M es una wvariedad rotacionalmente simétrica (o radialmente
simétrica), también le denotaremos por (Mg, 0) o simplemente M.

Observacion. Equivalentemente, una variedad riemanniana M con polo o es rotacional-
mente simétrica si dados cualesquiera vectores unitarios vy, vy en el espacio tangente
T,M, existe una isometria ¢: M — M con ¢(0) = 0y Top(vy) = ve. A (M, 0) también
se le llama un modelo débil en el sentido de Greene & Wu ([8], pag. 24).

Claramente, una variedad Mg rotacionalmente simétrica es difeomorfa a una bola
abierta en R™ de radio D (o R™ si D = o0). En ciertas situaciones, podemos considerar
a Mg como una superficie de revolucién en R™! (ver Figura 4.2).

Figura 4.2: La superficie de revolucion Mg y la métrica en coordenadas polares.

Observacion. Sean «y: [0,1] — Mg una geodésica en Mg saliendo de o (i.e., ¥(0) = 0), y
W (t) un campo paralelo de vectores unitarios a lo largo de 7 tal que W (t) L +/(¢), para
todo t. Entonces cualquier campo de Jacobi J(t) ortogonal a ' y a lo largo de « con
J(0) = 0 es un multiplo escalar de W (t); es decir, J(t) = G(t)W (t), para G una funcién
diferenciable en [0, D] (Greene & Wu, [8], Corolario 2.13). Por lo tanto, del Ejemplo
2.5.11, tenemos que G es solucién de la ecuacién de Jacobi

G"+rG=0, G0)=0, G0)=1, (4.3.3)

donde & es la curvatura seccional de cualquier plano Il C 7,M¢ para cualquier p € Mg, y

tal plano contiene el vector radial 0, = 9/9r. Por tanto, k es una funcién que depende de

r =r(x). Asi que k(r) = —%N((Tg), y es llamada la curvatura radial de Mg (Greene & Wu

[8]). Notemos que las variedades de curvatura constante K son ejemplos de variedades
rotacionalmente simétricas, donde

sen VKT
)
=3 VE
senh /—Kr
VK
En términos de las coordenadas polares, escribimos la métrica (4.3.1) en forma ma-
tricial y su inversa, respectivamente, como

(1 0 e (10,
gir.e) = 0 G2(T) s y g =g —\o Gzl(r) ;

donde G*(r) y G+0“) en gg.p) y g~ representan las submatrices diagonales de dimensién

si K >0,
(4.3.4)
si K <0.

(m—1)x (m—1) con G*(r) y G+m en la diagonal principal, respectivamente.
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Por la representaaon (2.6.7) del operador de Laplace-Beltrami en coordenadas locales,

sustituyendo det(g [G r ] ., v g~ dada por lo anterior, tenemos que
19 L0 1 & .1 0
o = G 3 (G0 E) * T Z a1 (60 G o)
0? G'(r ) 1
R e

Entonces, en la variedad Mg, el operador de Laplace—Beltrami en coordenadas polares
tiene la siguiente forma:

Ay =Ly + 5 Agm- 4.3.5
donde Agm-1 es el operador de Laplace-Beltrami en S™ 1, y L, es el laplaciano radial:
o? G'(r) 0
L, =— 1 4.3.6
or? +(m—1) G(r) or’ ( )

Observacion. Es claro que cuando G(r) = r, la variedad Mg es el espacio euclidiano R™.

Ejemplo 4.3.2 (Movimiento browniano en una variedad rotacionalmente simétrica). Sea
X; = (r¢,0;) un movimiento browniano en una variedad rotacionalmente simétrica Mg
escrito en coordenadas polares geodésicas, donde r; = r(X}) es el componente radial de
Xy, mientras que 6, = 6(X;) es el componente angular; cada uno se llama proceso radial
y proceso angular, respectivamente.

Aplicando la caracterizacion de Lévy del movimiento browniano X a la funcién dis-
tancia f(r,0) =r y usando (4.3.5), tenemos que

t
-1 G'(rs
re =19+ W; —|— / (rs) ds, (4.3.7)
0

2 G(rs)

donde W es una martingala local cuya variacién cuadratica es

¢
W), = / ||grad 7"(XS)||2 ds =1.
0

Por lo tanto, W es un movimiento browniano de dimensién uno por la caracterizacion de
Lévy (Teorema 1.3.11); y por consiguiente, el proceso radial es solucién de la ecuacién
diferencial estocastica (4.3.7) con W un movimiento browniano en R; es decir, un proceso
de difusién generado por el laplaciano radial L, /2.

Para describir el componente angular, sea f € C*(S™™!); tenemos que

£(0,) = f(6o) + N} + 2/0 %d&

donde N7 es alguna martingala local en R. Si definimos una nueva escala de tiempo

t
1
Ne = A W dS, (438)

sea z; = 0,,, donde {7} es la inversa de {n;}; tenemos entonces que

Fa) = Fe) + V] + 5 [ Do ds

Como NT{ sigue siendo una martingala local, entonces el proceso angular con el cambio
de escala de tiempo ¢ — 2, = 6,, es un movimiento browniano en ™! mds atin, es
independiente de r; (ver Hsu [11], pdg. 84-85).
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Por lo tanto, podemos construir un movimiento browniano en una variedad rotacio-
nalmente simétrica como el producto X; = (r,6; = 2,,), donde r; es un proceso de
difusién generado por el laplaciano radial L, /2, y z; un movimiento browniano en S™~!
independiente de 7, con 7; el cambio de escala de tiempo dado por (4.3.8). A

Ejemplo 4.3.3. Notemos que si consideramos el polo norte o de la esfera unitaria M = S
como el polo de la variedad M, entonces M* = M\ {—o} es una variedad rotacionalmente
simétrica con la métrica dada por (4.3.1), donde —o € M es el punto antipodal de o,
r € [0,7) es la colatitud, y G(r) = senr. Ademéds, como la esfera unitaria es de curvatura
seccional constante 1 > 0, por (4.3.5), el operador de Laplace-Beltrami M* tiene la forma

9 (n—1) d(senr) 0 1
Ays = — + — 4+ Agn-1.
M or? senr ar  or  sen?r o
Entonces un movimiento browniano en S™ también puede construirse como el producto:

X; = (r,0;) donde r;y es un proceso de difusion generado por el operador

10> (n—1) 0

5@4— 5 COtTE’ 0<r<m (4.3.9)
y 0; = z,,, con z, un movimiento browniano independiente en S"™ y 7, = fot (senr,)~2ds
el cambio de escala de tiempo. A

4.4. Proceso radial y teoremas de comparacion

En esta seccion veremos que con el uso de teoremas de comparacién podemos analizar
el comportamiento de movimientos brownianos en una variedad riemanniana general.
Esta técnica esta basada en la comparacion con el proceso radial.

Un proceso radial puede ser introducido por un movimiento browniano en una variedad
riemanniana general de manera analoga a la de seccién anterior: Sea M una variedad
riemanniana completa, dado o € M un punto de referencia, y definimos la funcién radial
r(z) = d(o,z) como la distancia entre x y o para todo € M. Entonces el proceso radial
estd definido por r, = r(X;) para X; un movimiento browniano en M.

Notemos que en general la funcién
radial r no es diferenciable en todo M,
en particular, » no es diferenciable en o.
Si consideramos el conjunto de corte del
punto o en M, cut, (ver Seccién 2.5),
denotamos por cut’ = cut, U {0}, por
el Teorema 2.5.9, si (r,0) € RT x S™~!
son coordenadas polares en R™, como lo
mencionamos en la secciéon anterior, se
obtiene un sistema de coordenadas pola-
res en M \ cut, con centro en o mediante
una aplicacién exponencial (ver Fig. 4.3);
ademas, la funcién radial r es diferencia-

Figura 4.3: Coordenadas polares en M \ cut,. ble en M \ cut?.

Ahora analizamos el proceso radial r(X) para X un movimiento browniano en M;
supongamos que X tiene valor inicial Xy en E, = M\ cut,, y que Ty, es el primer tiempo
de entrada al conjunto de corte cut,, es decir, T,,;, = inf{t > 0 : X; € cut,}. Aplicando



67 4.4. PROCESO RADIAL Y TEOREMAS DE COMPARACION

la féormula de Ito a la funcién radial r, tenemos

1 t
r(Xy) =r(Xo) + Wi + 5/ Ay r(Xs)ds, 0<t<Tou,, (4.4.1)
0

donde W es una martingala local cuya variacién cuadratica es

¢
(W) = / ||gradr(Xs)||2 ds =t.
0

En consecuencia, W es un movimiento browniano estandar por la caracterizacién de Lévy.

Observacion. Notemos que cuando cut, = (), entonces tenemos que la ecuacién (4.4.1)
estd bien definida globalmente siendo que r es Lipschitz en todo M. Sin embargo, r no es
diferenciable en el conjunto de corte cut,, asi no es posible aplicar la férmula de Ito6 para
r(X) en una variedad general; y en varias aplicaciones se considera que el proceso radial
toma valores en el conjunto de corte; los detalles de estudio sobre este tema se pueden
encontrar en Kendall ([16]), y se tiene el siguiente resultado importante.

Teorema 4.4.1. Sean X un movimiento browniano en una variedad riemanniana com-
pleta M, y r(x) = d(z,0) la funcion de distancia al punto fijo o € M. Entonces existen
un movimiento browniano W con valores reales y un proceso no-decreciente L, localmente
constante en {X; ¢ cut,} con cut, el conjunto de corte de o tal que

1 t
r(X:) =r(Xo) + W + 5/ Ay r(Xs)ds — Ly, 0<t<e, (4.4.2)
0

donde e = e(X) = inf{t > 0 : r(X;) = oo} es el tiempo de explosion, grad r y Ay r son
definidas a cero en donde r no es diferenciable.
En particular, el proceso radial r(X) es una semimartingala.

Observacidon. Por el teorema anterior, para un proceso radial r, = r(X};), siempre tenemos
una, cota superior

1 t
Tt§T0+Wt+§/AMTSdS, 0<t<e. (4.4.3)
0

Cuando el conjunto de corte es vacio, obtenemos la expresion (4.4.1).

Observacion. Las expresiones (4.4.1) y (4.4.3) muestran que el comportamiento del pro-
ceso radial esta controlado por el laplaciano de la funcién radial: A, r. En la practica, es
posible controlar r(X;) comparédndolo con un proceso de difusién uni-dimensional; como
lo vimos en la seccién anterior (en el caso de una variedad rotacionalmente simétrica,
el proceso radial es un proceso de difusién), se necesita acotar a Ay, r por una funcién
conocida f(r); en realidad, existen teoremas de comparacién que lo hacen (cf. Schoen &
Yau [24] y Greene & Wu [8]).

Antes de enunciar algunos de estos resultados, tenemos las siguientes notaciones:

Sean M y N variedades riemannianas que son completas y de la misma dimension,
denotamos por ry;, ry las funciones radiales en M y N que son distancias relativas a
0o € My p € N respectivamente; y denotamos por dyy = 9/0ry; vy Oy = 0/0rn campos
radiales en M y N respectivamente. De las definiciones de curvatura en la Seccién 2.4,
denotamos la curvatura de Ricci en € M en la direccién radial 0y (x) por

Ricy(x) = Ric(Op(x), Op(w));
similarmente se tiene Ricy(y) para y € N. Luego para todox € My y € N,
Ricy () < Rien(y)
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significa que: para todo v € T,M y todo w € T, N tales que ||v|| = |w|| = 1y (v, (z)) =
(w,dn(y)), siempre se tiene la desigualdad Ric(v,v) < Ric(w,w).

Teorema 4.4.2. Supongamos que M es una variedad rotacionalmente simétrica alrededor
de o y N es una variedad de la misma dimension tal que para algin punto p € N, las
curvaturas de Ricci de M y de N satisfacen

Ricy () < Rien(y),
siempre y cuando x € M \ cut}, y € N \ cuty con ry(x) = rn(y). Entonces
AM ’f‘M(I) Z AN T’N(y).

Observacion. Un teorema similar se satisface para un caso mas general, en que se pide
una condicion reforzada para la curvatura:

Ku(z) < Kn(y);
donde Ky(z) := {K(II) : Oy(z) € Iy II C T, M es un plano de dimensién 2}, es el
conjunto de curvaturas seccionales en € M para los planos radiales II (i.e., Oy (x) €
IT). Esta desigualdad significa que K(IT) < Ky(y) para todo plano radial II en T, M.

Entonces, tenemos el siguiente corolario para el caso cuando una de las variedades es de
curvatura seccional constante (Schoen & Yau [24]).

Corolario 4.4.3. Sean M una variedad riemanniana completa de dimension m yo € M
un punto de referencia, tal que la curvatura seccional en x € M \ cut} satisface

donde K1 y K5 son constantes no negativas. Entonces, se tiene que
(m— 1)Ky cot(Kyr) < Apr < (m— 1)Ky coth(Kyr). (4.4.4)

Ahora, con estos resultados, analizamos los procesos radiales en una variedad rieman-
niana completa M comparando con aquellos en una variedad riemanniana de curvatura
seccional constante; es decir, comparar las trayectorias brownianas en M con las trayec-
torias de un movimiento browniano en una variedad riemanniana especial (variedad con
curvatura seccional constante):

1). Supongamos que la curvatura seccional de M estd acotada inferiormente por —K?
y consideremos N una variedad riemanniana completa de la misma dimension que M
con curvatura seccional constante negativa —K?; por el teorema de Cartan-Hadamard
(Cheeger & Ebin [2], Teorema 1.33), es posible establecer las coordenadas polares nor-
males (p,f) en N sobre cualquier punto especificado (i.e., el conjunto de corte es vacio),
donde p es la funcién distancia relativa al punto especificado en N. Ademads, por (4.3.4)
y (4.3.6), el laplaciano radial en esta variedad es de la forma

Ay p=(m—1)K coth(K p).
Entonces, en la variedad N, el proceso radial p; es solucién de la ecuacion

—~ —1 [t
pr = po+ Wi+ mT/ K coth(K py) ds, 0<t<e(p). (4.4.5)
0

Por otro lado, del Teorema 4.4.1 y (4.4.3), el proceso radial r; en la variedad M tiene
una cota superior

1 t
Tt§T0+Wt+§/AM7’Sd6’, 0§t<€<X). (4.4.6)
0

Notemos que en las dos ecuaciones anteriores, siempre tenemos py = rg, y podemos
suponer que los procesos W y W son el mismo movimiento browniano estandar; es decir,
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W = W, ademas, del Corolario 4.4.3, tenemos que Ay r < (m—1)K coth(K p); entonces
para los procesos radiales 1, y p; dados por (4.4.6) y (4.4.5), respectivamente, la deriva
de r; es menor que la de p;. Por consiguiente, el teorema de comparacion de procesos
uni-dimensionales (Ikeda & Watanabe [12], Teorema VI, 1.1) afirma que r, < p;, para
todo 0 <t < e(p).

2). Ahora supongamos que la curvatura seccional de M esté acotada superiormente
por K?; para 0 <t < T.,,,, tenemos que el proceso radial en M estd dado por

1 t
T4 =T0+VVt+§/ Ay ds; (4.4.7)
0
y lo comparamos con el proceso p; determinado por la ecuacién
m—1 [
po=pot Wt T / K cot(K py) ds. (4.4.8)
0

Por el Ejemplo 4.3.3, sabemos que p; es un proceso radial en una esfera de dimension
(m—1) y de radio % Entonces, un argumento similar al caso anterior implica que r; > py,
para todo 0 <t < Tiy, .

De aqui, hemos obtenido un teorema de comparacién para el proceso radial.

Teorema 4.4.4. Sean M una variedad riemanniana completa y ry = r(X;) el proceso
radial de un movimiento browniano X = (X;)i>0 en M dado por:

t
rt:TQ—I—WH—%/AMTSdS—Lt, 0<t<elX).
0

(1) Supongamos que Ky(z) > —K?, y p es la tnica solucion de la ecuacion (4.4.5);
entonces e(p) < e(X) y pt > ry para todo 0 <t < e(p).

(ii) Supongamos que Ky(z) < K2, y p es la unica solucion de la ecuacion (4.4.8);
entonces e(p) > e(X) y pr < 1 para todo 0 < t < Teyy, con T,y, el primer tiempo de
entrada al conjunto de corte cut,.

4.5. Aplicaciones

Muchos resultados sobre un movimiento browniano en una variedad riemanniana M
dependen del andlisis de r(X), el proceso radial de un movimiento browniano X en
M. Algunos resultados importantes son la completez estocastica de la variedad M y la
recurrencia y transitoriedad del movimiento browniano X que se pueden obtener mediante
el andlisis del proceso radial, en el Capitulo 4 de Hsu [11] se muestran los detalles de estos
resultados. En esta seccién damos algunos de tales resultados bésicos con la aplicacion
del teorema de comparacion para el proceso radial que vimos en la secciéon anterior.

4.5.1. Completez estocastica

En la Seccién 3.4 vimos que una variedad riemanniana M se dice estocdsticamente
completa si un movimiento browniano X con valores en M no explota. Ahora, con el
teorema de comparacién que vimos en la seccion anterior, veremos que si las curvaturas
seccionales de M estan acotadas por abajo, entonces el movimiento browniano no explota;
y por lo tanto, M es estocasticamente completa.

Proposicion 4.5.1. Sea M una variedad riemanniana completa de dimension m con la
curvatura seccional tal que Ky (x) > —K?, entonces M es estocdsticamente completa.
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Demostracion. Supongamos que N es una variedad riemanniana de la misma dimension
que M y con la curvatura seccional constante negativa —K?; denotamos por p la funcién
radial en N, y el proceso radial p; estd dado por (4.4.5). Ademads, sabemos que

Kp < Kp coth(K p) < (1+ K p),
entonces, por el teorema de comparacion para procesos uni-dimensionales, se tiene

m—1 m—1 m—1 ("1
0 S
Notemos que para el lado izquierdo de la primera desigualdad, por la ley del logaritmo
iterado para el movimiento browniano W, (Oksendal [19], pag. 64),

lim sup L =1
t—o00 \/m
tenemos que el término py+W; es de orden menor que la del tltimo sumando 25+ (K t), ast
que p; — oo con probabilidad uno. Luego, con las dos desigualdades de (4.5.1), tenemos

que

Es decir, p; ~ (m — 1)K t/2 cuando t — oo, lo cual significa que p; no explota; por el
Teorema 4.4.4 de comparacion para el proceso radial, sabemos que r; < p, para todot > 0
con 1y el proceso radial de un movimiento browniano en M; en consecuencia, r; tampoco
explota, es decir, P{e = oo} = 1; por la definicién del proceso radial de un movimiento
browniano X en la variedad M, se sigue que M es estocasticamente completa. O

4.5.2. Transitoriedad y recurrencia

Las propiedades de recurrencia y transitoriedad de movimientos brownianos en una
variedad riemanniana son andlogas al caso de un espacio euclidiano: Un movimiento
browniano X en una variedad riemanniana M con valor inicial Xg = z € M se dice
recurrente si regresara a un conjunto abierto fijo de M en una infinidad de tiempos no
acotados; es decir, para cada conjunto abierto U C M, existe una sucesién creciente de
tiempos {t; }ren tal que t — e(X) con X;, € U paracada k = 1,2, - - -; equivalentemente,
se tiene que

liminfr(X;) = 0.

t—o0
En caso contrario, si el limite inferior es distinto de cero, la propiedad markoviana mues-
tra que éste tiende al infinito cuando ¢ — oo; entonces el movimiento browniano X es
transitorio, y se tiene que

}P’m{lim Xt:ooM}zl, para todo z € M.
t—e—

Un criterio analitico para la recurrencia y transitoriedad de un movimiento browniano
X en la variedad riemanniana consiste en considerar la funciéon de Green de M dada por

0

donde py/(t,z — y) es el nicleo de calor en M. El movimiento browniano X en M es
transitorio si y sélo si G(z,y) < oo para alguna (toda) pareja de puntos = # y (Hsu [11],
Proposicién 4.4.8). En el caso del espacio euclidiano, sabemos del Ejemplo 1.5.12 que un
movimiento browniano es recurrente si el espacio es de dimension 2, y es transitorio si es de
dimensién mayor que 2. Andlogamente, por las propiedades de una funcién de Green (ver



71 4.6. PRIMER TIEMPO DE ENTRADA EN UNA ESFERA GEODESICA

Schoen & Yau [24], pdg. 81-85), con argumentos de comparacién como los que vimos en
la seccion anterior, se tiene un resultado similar en el caso de una variedad riemanniana:
Asi, los movimientos brownianos en variedades riemannianas de curvatura no-negativa de
dimensién 2, son recurrentes; y en variedades riemannianas de curvatura no-positiva de
dimensién mayor que 2, son movimientos brownianos transitorios. En particular, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 4.5.2. Supongamos que M es una variedad de Cartan-Hadamard (i.e., una
variedad completa y simplemente conexa de curvatura seccional negativa) de dimension
m y mayor que 2. Entonces un movimiento browniano X en M es transitorio.

Demostracion. Como M es completa 'y Ky (x) < 0, por el teorema de Cartan-Hadamard,
el conjunto de corte de cualquier punto x en M es vacio. Sin pérdida de la generalidad,
para X un movimiento browniano en M con valor inicial Xy = x, supongamos que r es
la funcién distancia relativa al punto x, entonces el proceso radial r;, = r(X;) estd dado
por
1 [t
r(X:) =W+ 5/ Aprr(Xs)ds, 0<t<e, (4.5.2)
0
donde e es el tiempo de explosion del proceso radial.
Por otro lado, consideremos p, el proceso radial de un movimiento browniano estandar
en el espacio euclidiano R™ (variedad de curvatura cero), entonces por el Teorema 4.4.4
de comparacién para el proceso radial, tenemos que r;, > p, para todo t > 0. Ademas,
como m > 2, el movimiento browniano euclidiano es transitorio; es decir, p; — oo cuando
t — oo; por lo tanto, también se tiene que r; — oo cuando t — e~ . Es decir, el movimiento
browniano X en M es transitorio. O]

4.6. Primer tiempo de entrada en una esfera geodési-
ca

Ahora estudiamos el primer tiempo de entrada de un movimiento browniano X en
una esfera geodésica de una variedad riemanniana M, y el primer tiempo de salida de
una corona esférica. Estos resultados también se pueden obtener mediante el analisis del
proceso radial 7(X), la técnica es considerar primero el proceso radial de un movimien-
to browniano en una variedad rotacionalmente simétrica, y después pasar a variedades
generales por teoremas de comparacién.

Sean (Mg, 0) una variedad rotacionalmente simétrica de dimensién m con la métrica
dada por (4.3.1), G: [0,D) — R una funcién diferenciable que satisface la condicién
(4.3.2) y r es la funcién distancia en M ralativo al punto o, y supongamos que X; es un
movimiento browniano en Mg con valor inicial X = x € Mg, denotamos por P, y E, su
distribucion de probabilidad y la esperanza correspondiente.

Para R > 0,0 < R; < Ry < D, definimos

Spi={x€Mg:r(xr)=R},  tp=f{t>0:r(X,) =R}
y
Bri g, = {x € Mg : Ry <r(z) < Ra}, Tpyp, =mf{t >0:r(X;) =Ry 6r(Xy) = Ro};

es decir, Tg es el primer tiempo de entrada a la esfera geodésica Sg y Tg, r, s el primer
tiempo de salida de la corona esférica Bg, r, (ver Fig. 4.4). Estamos interesados en saber
cudles son los tiempos esperados E[rg|, E[7g, r,] para entrar a la esfera geodésica Sg
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y salir de la corona esférica Bg, r, respectivamente y, también con qué probabilidad el
proceso sale de la corona esférica Bg, r, por cada uno de sus “extremos”, es decir, sale
por la esfera geodésica Sg, v por Sg,. Para estos resultados, analizamos el proceso radial
r(X;). Como vimos en la Seccién 4.3, el proceso radial r; = r(X;) de un movimiento
browniano X; en la variedad riemanniana M rotacionalmente simétrica es un proceso
de difusién uni-dimensional generado por el operador %Lr dado por (4.3.6).

Figura 4.4: (a) Primer tiempo de entrada 7 a la esfera geodésica Sg y (b) el primer tiempo de salida
TR.,R, de la corona esférica Bg, g, (aqul’ TRi,Rs = TRy NTR, = TRl).

Asi, primero vemos algunos resultados adicionales de la Secciéon 1.5 para un proceso
de difusion uni-dimensional sobre el tiempo de salida de un intervalo acotado; los detalles
pueden encontrarse en Karlin & Taylor [15] y Darling & Siegert [3], aqui sélo mencionamos
algunos resultados basicos.

Sea Y = (Y})i>0 un proceso de difusiéon uni-dimensional que toma valores en el inter-
valo [0,1) con [ € [0,00) y es generado por el operador

L= 1 d2 b d 4.6.1

._§a(a:)@—|— (:1:)%, (4.6.1)
donde a: [0,1) — R y b: [0,]) — R son funciones diferenciables. Sea 7,5 = inf{t >
0:Y; ¢ (o, )} el primer tiempo de salida del intervalo (a, 8) C [0,1); si el proceso Y,
empieza en x € (a, ) y Tap es finita con probabilidad 1, denotamos por P, y E,, la
distribucion de probabilidad del proceso Y; y su esperanza correspondiente; entonces se
tiene que u(z) = E,[74p] es solucién del problema de Dirichlet (ver Gard [7], pag. 103 -
106):

1

Lu(x) =3 a(z)u”"(z) + b(x)u' (z) = —1, x € (o, B),

u(@) =0,  u(B)=0.
Notemos que la ecuacién (4.6.2) es debido a la férmula de Dynkin (1.5.8); ademas, es una
ecuacion diferencial de segundo orden con condiciones en la frontera, entonces se tiene la
solucién del problema (4.6.2):

(4.6.2)

(4.6.3)

donde N i
o) = / o(s) ds, o(z) = / £(s) ds,

<z>(x)=exp{_ / ib((;)) ds}, () — o) / m . (4.6.4)
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Ahora si consideramos la probabilidad de que la salida del proceso sea por el extremo
B, es decir, P, (YW} = B); entonces se tiene que vz(zr) = P, (YW; = B) es solucion del
problema de Dirichlet:

1
Lvg(x) =3 a(z)vg(x) + b(x)v(z) =0, r € (o, f),
vg(a) =0, vg(B) = 1.
Al resolver este problema con condiciones en la frontera, tenemos que las soluciones
pueden escribirse en términos de las funciones (4.6.4):

vg(x) = M (4.6.6)

()
Notemos que la probabilidad vs(z) = P, (YTQH = ﬁ) es la probabilidad de que el proceso
Y; que empieza en el interior del intervalo («, 8) salga por el extremo [ antes de que salga
por el extremo «, y tenemos que v,(x) = P, (YTQB = a) =1—vg(x).
Maés aun, también se tienen férmulas para los momentos n-ésimos del primer tiempo
de salida t™(z) = E, [rgﬁ} resolviendo el sistema de ecuaciones con condiciones en la

frontera (ver Darling & Siegert [3]):

(4.6.5)

1 d?t™ () dt™ ()
(n) i -\ — _pt(n=1D)
Lt"™ (x) 5 a(x) T2 + b(x) o nt : (46.7)
tO(z) =1, tW(a)=t"(B)=0, n=12--.

Se obtiene que las soluciones del sistema son determinadas por la férmula
) _ [Sﬁ(m) 0,(8) — ¢(B) Qn($>]

26 (4.6.8)

donde ¢, ¢ son dadas por (4.6.4), y

® 9pn—1)( 4
/ &n() ds, &n(x) :gb(x)/ 2;(T¢((3))d8' (4.6.9)

Por las férmulas obtenidas anteriores, tenemos el siguiente resultado en general:

Supongamos que Y = (Y;):>o es un proceso de difusién uni-dimensional que toma
valores en [0,1) generado por el operador L dado por (4.6.1), sea 7, = inf{t > 0:Y; = a},
el primer instante en el que el proceso Y; es igual a « € [0,[); y definimos

O(z) = exp {— / ’ ib((j)) ds} . (4.6.10)

Lema 4.6.1 (Momentos de tiempo de salida de un intervalo). Para 0 < o < < [, sea
Tag = Ta \ Tg, entonces para cualquier x € («, 3), tenemos que

(1)- ﬁCD(s) ds
Px<7—a < 7_5) = %5@(8) s ;

(2). Sea vo(x) =1, y para cada n > 1, definimos

/[ “2muvnaly) 7 aas [ 2eny) o
o) = [ atoyas [ e e as [ Zebert e <m),

entonces, el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el proceso Y; sale del intervalo
(a,B) estd dado por B, [175] = vn(x).

Como Y; es un proceso que toma valores en [0,1), entonces para cualquier o € [0,1),
si x € [0, af, tenemos que P, (7‘0 < Ta) =0; y si x > a, se tiene que P, (Ta < Tl) = 1. Por
lo tanto, una consecuencia del lema anterior es lo siguiente:
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Lema 4.6.2. Sea ug(z) =1, y para todo n > 1, definimos

o *2nu,—1(y) < a
[ e [ S oo

x l
2n -1 (y)
@(s)ds/—dy, r>a.
/a s a(y)2(y)

Entonces, el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el proceso Y; es igual a o es:
E, [77] = un().

a

U () = (4.6.11)

Ahora regresamos a considerar el proceso radial 7, = 7(X;) de un movimiento brow-
niano X; que toma valores en la variedad riemanniana Mg rotacionalmente simétrica con
valor inicial Xy = z; sabemos que es un proceso de difusién uni-dimensional generado

por el operador
1 10 m—-1G(r)o
—Ly==——+ —— —.
2 2 Or? 2 G(r)or

Sea r(x) = s, entonces la funciéon @, definida por (4.6.10) es

D, (s) = exp {— /s(m - 1)2/((;) dt} = exp{(l —m) In G(s)}
=G(s)' ™. (4.6.13)

Ademas, notemos que si 7 es el primer tiempo en el que el movimiento browniano X,
en Mg entra a la esfera geodésica Sg y 7r, r, €s €l primer tiempo en el que sale de la
corona esférica Bg, g, definidos anteriormente, entonces tenemos la siguiente equivalencia
en relacion del proceso radial ry:

TR =Tr = mf{t>0:r, = R};

TRy Ry = TR1.Ry ‘= inf{t >0:r,=R; 6 rp= RQ}.

(4.6.12)

(4.6.14)

Entonces, tenemos que los momentos n-ésimos, E, [TE] y E, [Tgh RJ del primer tiempo
de entrada a la esfera geodésica Sg y del primer tiempo de salida de la corona esférica
Br, r,, respectivamente para el movimiento browniano X; con valores en Mg, asi como
la probabilidad P, (TRl < TRQ) de que el movimiento browniano X; sale por la esfera
geodésica Sg, antes de que salga por la esfera Sg,, se pueden obtener mediante el andlisis
del proceso radial r; aplicando los lemas anteriores; y en consecuencia, obtenemos los
siguientes resultados.

Teorema 4.6.3 (Momentos del primer tiempo de entrada a la esfera geodésica). Dado
R > 0 fijo, sea ug(s) =1, y para todo n > 1, definimos

R t
Qn/ Gt dt/ u,—1(y) G(y)™ ' dy, 0<s<R,
s 0

Un(s) = (4.6.15)

s D
an [ (G0t [ w0 Gy s> RS
R t

entonces para cualquier x € Mg, tenemos que el momento n-ésimo del primer tiempo en
el que el movimiento browniano X; entra a la esfera geodésica Si es: E, [T}ﬂ = u, (r(:r:))

Observacion. Si Mg = R™ es el espacio euclidiano, sabemos que G(r) =r, y r(z) = |||,
para = € Bg, de la ecuacién (4.6.15), obtenemos que
R? — ||z|?
B ] = el
m

asi, nuevamente obtenemos el resultado que vimos en el Ejemplo 1.5.11.
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También es facil de calcular el momento de segundo orden, y se tiene
l=)* 2R |z]® | (m+ 4R

Eq [T}QJ - m(m — 2) m?2 m2(m+2)

(4.6.16)

Teorema 4.6.4 (Momentos del primer tiempo de salida de una corona esférica). Para
cualquier x € Br, r,, 0 < R < Rs, tenemos que

(1). G )= mdt
Py (TR, < Tr,) o) (4.6.17)

[Femea

(2). Sea vy(s) =1, y para cadan > 1, Ry < s < Ry, definimos
Ro t
Qn/ Gt dt/ V1 (y) G(y)™t dy
° fu (4.6.18)

Ro> t
—on [ Gy mar / vnr () Gly)™ " dy Py (1, < 7hy)
Rl Rl

Un ()

entonces el momento n-ésimo del primer tiempo en el que el movimiento browniano X
S . n —
sale de la corona esférica Br, g, es: By |[Th g,] = vn(r(x)).

Observacion. Cuando la dimension de la variedad Mg es m = 1, entonces para la ecuacion
(4.6.17), tenemos que

Ry —r(x)
P, = ——"": 4.6.19
(TRl < TR2) R2 _ Rl ( )
y por calculos simples a partir de la ecuacién (4.6.18), se tiene que
E: [R5y = (R2 — r(2)) (r(z) — R1). (4.6.20)

Estas dos férmulas son conocidas para el caso del espacio euclidiano de dimensién uno
(ver Karlin & Taylor [15], pag. 205). Ademé&s, podemos calcular el momento de segundo
orden, y se obtiene

. [rh ) = 5 (B = (@) (r@) = B){ (R = )’ + (Ro — r(a)) (r() — R}

Observacion. Cuando Mg = R™ es el espacio euclidiano, entonces G(r) = r y r(x) =
|z||, para @ € Bg, gr,, es facil calcular la ecuacién (4.6.17), y nuevamente obtenemos las
formulas que vimos en el Ejemplo 1.5.12 :

'—RZ — =l sim=1
Ry— R’ ’
In Ry — In||z|| .
P <) =\ g —mm S M2 o2y
Rg_m _ Hx“%m sim>2
TR |

Observacion. Como las variedades riemannianas con curvatura seccional constante son
casos particulares de variedad rotacionalmente simétrica, y la funcion G(r) esta dada
por (4.3.4); entonces también podemos calcular facilmente la probabilidad P, (TRl < TRQ)
para este caso.

Ahora, supongamos que X = (X;);>¢ s un movimiento browniano en M, una variedad
riemanniana completa de dimension m, para o € M un punto de referencia, r es la funcion
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distancia relativa al punto o, sea cut, el conjunto de corte de o; para R > 0 fijo, definimos
la bola geodésica con centro en o y de radio R en M por

Br:={xeM:r(z) <R} C M\ cuty;
y consideremos el primer tiempo en el que el movimiento browniano X; entra a la frontera
OBr (es decir, la esfera geodésica)

op :=Mf{t>0:X, € 9Bg} = mf{t > 0:7(X;) = R}.

Sin pérdida de la generalidad, supongamos que las curvaturas seccionales de M en la
bola Br son acotadas, es decir,

—K3 < Ky(z) < KZ, x € Bg.

Por el Teorema 4.4.4 de comparacién para el proceso radial y los dos teoremas anteriores,
obtenemos una aproximacién para los momentos del primer tiempo de entrada og.

Corolario 4.6.5. Para todo r € [0,00), definimos

_sen (K1) _ senh (Ks7)
e A e
Y para cadan > 1,i=1,2, sean u(()i)( ) =1,
Qn/ Gi(t)'~ mdt/ ' (y) Gi(y)™ t dy, 0<s<R,
ul¥(s) = (4.6.22)
o [ G [T )Gy, s> R,
R ¢
(i) Si Xy tiene valor inicial Xo = x en el interior de Bg, i.e., x € Bg, entonces
uq(f) (r(x)) <E, [Uﬂ < ug) (T(x)) : (4.6.23)
(ii) Si cut, =0, y x € M \ Bg, entonces
ul) (r(z)) < E,[of] <ul?(r(z)). (4.6.24)

Demostracion. Sea ry = r(X;) el proceso radial del movimiento browniano X; en M, por
el Teorema 4.4.4 de comparaciéon del proceso radial, tenemos que

(i) Si x € Bg, entonces p( ) <r < pt , donde pg es la tnica solucién de la ecuacién

PtV = Po VLW, + —/ K cot(K pV) ds, 0<t<e(pWM),

(2)

con W; un movimiento browniano estdandar uni-dimensional; y p;” es la tnica solucién

de la ecuacién
—1 [t
o = o+ Wik T / Ky coth(Kz pP)ds,  0.<t <e(p?).
0

Es decir, pgl) y pl(tz) son procesos de difusién uni-dimensional generados por el operador

(4.6.12) con G(r) dados por G1(r) y Ga(r) respectivamente.

Sean ag) = {t >0 ,0251) = R} el primer tiempo en el que el proceso ,0,51) es igual a R,

y ag) = {t >0: p§2) = R} el primer tiempo en el que el proceso ,0752) es igual a R. Por

el Teorema 4.6.3, tenemos que los momentos de los tiempos ag) y ag) estan dados por

ugf) (r(x)), como p,g ) <r < p§2), entonces ag) < orp < Ug), y por lo tanto, se obtiene
(4.6.23).
(i) Cuando cut, = (), de la misma manera tenemos que pgl) <r < pff), siz € M\ Bg,

en este caso se tiene que ag) <or < ag), por lo tanto, obtenemos (4.6.24). O]
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Observacion. Una mejor aproximaciéon para los momentos del primer tiempo de entrada
en una esfera geodésica es considerar las funciones r; diferenciables en [0, 00), i = 1,2,
tales que

k1(r) > sup{Ku(z) : 7(z) = R},

ko(r) < inf{Ricy(z) : r(z) = R} (m — 1)_1.

Sea G;, i = 1,2 solucién de la siguiente ecuacién de Jacobi (Seccién 4.3):
G (r) + ki(r)Gi(r) = 0, G;(0)=0, G'(0)=1. (4.6.25)
Entonces por el teorema de comparacion del proceso radial para este caso mas general de

variedad rotacionalmente simétrica (ver Hsu [11], Teorema 3.5.3), se obtiene el resultado
del corolario anterior.

Entre otros estudios sobre procesos de difusion generales en una variedad riemanniana,
con los métodos de comparacion similares, se puede obtener una aproximacion para los
momentos del primer tiempo de entrada en una esfera geodésica (cf. Mao y Ouyang [18]),
que estos resultados sirven para el estudio de la ergodicidad fuerte y decaimiento uniforme
del proceso de Markov; y entre otras aplicaciones se pueden consultar [23].
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