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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria del Riesgo es una rama de las matematicas que esta profundamente
ligada a los seguros y finanzas, la cual utiliza herramientas de probabilidad y
estadistica para representar la probabilidad de pago en los usuarios, estimar el
valor de portafolios y sobre todo, para calcular el riesgo al que eventos futuros
nos hacen estar continuamente expuestos. El riesgo, siendo un concepto intuitivo
de toda la vida es representado en esta rama mediante los posibles danos y/o
pérdidas que consideremos en cierto intervalo de tiempo.

Las Medidas de Riesgo son el principal referente al momento de tomar deci-
siones basadas en los modelos planteados, cuyo objetivo es establecer, bajo cierto
nivel de confianza, un limite superior para las posibles pérdidas (en el caso del
VaR) o una estimacién de su tamano en caso de superar dicho umbral (en el caso
del Expected Shortfall). Estas dos medidas resultan ser las medidas de riesgo por
excelencia, al ser utilizadas en innumerables instituciones y estar presentes en
acuerdos internacionales relacionados con seguros y finanzas.

En este trabajo estudiaremos a fondo el articulo de Alexander McNeil y Fi-
lip Lindskog llamado Common Poisson Shock Models: Applications to Insurance
and Credit Risk Modelling *, donde proponen un modelo de dafios y realizan una
estimacion de la medida de riesgo VaR en problemas relacionados a los seguros y
al riesgo crediticio. En este articulo replicaremos los resultados obtenidos por los
autores, usando los mismos datos y parametros utilizados por ellos.

La herramienta principal del modelo es el Proceso Poisson Homogéneo N (t)
y la propiedad clésica de Filtracion, la cual establece que si cada ocurrencia del
proceso es clasificada en uno y sélo uno entre n diferentes tipos de manera inde-

Wer [7].
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pendiente de las demés ocurrencias y del proceso inicial, los procesos resultantes
N;(t), que representan el nimero eventos del j-ésimo tipo, son Procesos Pois-
son independientes. En [7] los autores generalizan este resultado permitiendo que
cada evento pueda pertenecer a varios tipos de manera simultanea, ocasionando
un efecto de traslape y dependencia entre los procesos N;(t). Si denotamos la
pertenencia de un evento de N(t) en los distintos tipos mediante un vector de la
forma
I = (iy,i9, ..., 1),

donde ¢; es 1 si pertenece al Tipo j y 0 en otro caso, podemos representar esta
pertenencia utilizando una distribucién Bernoulli en cada entrada, por lo que es-
tablecer una estructura de dependencia en los vectores, resulta en una estructura
de dependencia para los procesos N;(t).

Uno de los principales objetivos de este trabajo es estudiar la influencia que
tiene la dependencia entre varios Procesos Poisson N;(t) en la suma total de ellos
Nr(t), por lo que abordaremos tres distintos enfoques:

(i) Individuales: cuando representamos los danos con Procesos Poisson inde-
pendientes. Engloba clasico de Filtracion.

(ii) Independencia: cuando cada entrada del vector I toma valores de manera
independiente.

(iii) Comonotonia: el caso en que la probabilidad de éxito simultaneo en el vector
I es mayor.

Cada estructura conducira a diferentes resultados y conclusiones sobre las varia-
bles N;(t) y sobre su suma Np(t) = > " | N;(t). Estas dos variables compondran
lo que llamaremos el Modelo de Frecuencias y serd utilizado para representar el
numero de danos o pérdidas ocurridos en cierto intervalo de tiempo.

Posteriormente, el modelo se complementa haciendo uso del Proceso Poisson
Compuesto con el proposito de estimar el tamano de las danos ocurridos. De
manera similar al Modelo de Frecuencias, si representamos los danos ocurridos
en los diferentes tipos mediante un vector

X = (1,29, ..., Tp),

donde cada el valor de cada entrada es producido por una variable aleatoria
continua, ademas de especificar su distribucién serd necesario establecer una es-
tructura de dependencia para el vector aleatorio. Para este caso utilizaremos las
llamadas copulas, herramienta que permite utilizar la dependencia de ciertas vec-
tores aleatorios continuos e implementarla con marginales de nuestra eleccion. En
particular utilizaremos las siguientes:




(i) Cdpula de Independencia: variables independientes.
(ii) Copula Gaussiana: estructura de un vector con distribuciéon Gaussiana.
(iii) Copula Gumbel

Es importante hacer saber que bajo el planteamiento, esta estructura de depen-
dencia no sustituye a la de las variables N, () si no que la complementa, por lo
que cada enfoque de dependencia para N;(t) serd utilizada al mismo tiempo que
alguna de las cépulas anteriores para X. El resultado son las variables Z;(t) que
representan el tamaiio de pérdidas en cada tipo y susuma Z(t) = > 7, Z;(t) que
representa las pérdidas totales, las cuales componen el que llamaremos Modelo
de Severidades.

Aunque la versién final de ambos modelos se alcanza al considerar varios pro-
cesos iniciales N (©) (t), la parte mas importante es la dependencia que existe entre
el numero y tamano de los danos para los diferentes tipos. Este planteamiento
permite que los modelos propuestos por McNeil y Lindskog tengan sentido en
situaciones de seguros donde un fenémeno natural puede ocasionar danos en dos
distintas regiones al mismo tiempo y en el caso de riesgo crediticio cuando el
valor de un portafolio se ve afectado por el incumplimiento de varios usuarios
de manera simultanea. De esta manera, calculando medidas de riesgo para estos
modelos y variando la elecciéon de parametros obtendremos una estimacién para
el riesgo en diversas situaciones.

En el Capitulo 1 presentamos los conceptos preliminares de Medidas de Ries-
go, Copulas y todo lo relacionado al Proceso Poisson Homogéneo y sus propie-
dades, herramientas que seran la base de todo el trabajo. El Capitulo 2 aborda
la motivaciéon y el planteamiento del modelo sin hacer énfasis en sus propiedades
matematicas, tema que serd tratado con todo detalle en el Capitulo 3. El Capitulo
4 plantea un problema de seguros donde aplicamos los modelos de Frecuencias
y Severidades, realizando comparaciones para los diferentes casos de dependen-
cia tanto en las distribuciones resultantes como en el cédlculo de las medidas de
riesgo VaR y Expected Shortfall. Finalmente, el Capitulo 5 aborda un problema
de riesgo crediticio, mas especificamente un portafolio de préstamos en el cual
se pretende conocer el nimero de incumplimientos, problema que serd atacado
calculando la medida VaR para el Modelo de Frecuencias, esta vez por la via de
simulaciones computacionales.
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Herramientas computacionales

Durante el trabajo nos apoyaremos en el lenguaje de programacién R, lenguaje
enfocado a los calculos estadisticos tales como ajuste de modelos lineales y no li-
neales, simulacién de distribuciones de probabilidad, anélisis de series de tiempo
asi como diversas herramientas graficas. Este software puede se obtenido directa-
mente de la pagina https://www.r-project.org/ de manera gratuita para diversos
sistemas operativos.

Especialmente durante los Capitulos 4 y 5 haremos uso de esta herramienta
computacional para ajustar los parametros requeridos, realizar la simulaciones
y calcular nuestras medidas de riesgo. Todas las graficas encontradas en este tra-
bajo fueron realizadas usando el lenguaje R.

Abreviaciones
e i.i.d. = independientes e idénticamente distribuidas

e v.a. — variable aleatoria




Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introduciremos el concepto de Medidas de Riesgo y el Proce-
so Poisson como un Proceso de Contar, ademés desarrollaremos las propiedades
de Filtracion y Superposicién para clasificar y combinar varios Procesos Poisson
y veremos que estas propiedades daran lugar a nuevos procesos de contar. Abor-
daremos el Proceso Poisson Compuesto asi como una expresion recursiva para
calcular su funcién de probabilidad bajo ciertas condiciones. Finalmente haremos
un breve repaso del tema de Copulas para estudiar la dependencia entre variables
aleatorias continuas. La mayor parte del capitulo estd basado en [5], [6], [11], [12]

y [13].

2.1. Las Medidas de Riesgo

El concepto de riesgo puede definirse como la posibilidad de ocurrir conse-
cuencias negativas, pérdidas o infortunios. Por medio de las herramientas de
probabilidad y estadistica es posible estimar en cierto grado el numero y tamano
de las pérdidas que estamos en peligro de padecer, es decir, podemos tener una
medida que nos ayude a tomar decisiones a futuro dependiendo del nivel de peli-
gro (o riesgo) que estemos dispuestos a aceptar.

Las Medidas de Riesgo son un intento de cuantificar la posible ocurrencia de
una situacion extrema, ya sea en la frecuencia o tamano de danos provocados por
algun siniestro. Por ejemplo, para una empresa aseguradora que se compromete
a apoyar al individuo afectado con una cantidad econdémica aun sin conocer el
tamano del infortunio es importante cuantificar de alguna manera el nimero e
intensidad de desastres que puedan ocurrir en un periodo de tiempo futuro con
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el objeto de modificar sus contratos o incrementar el nimero de asociados de la
manera mas eficiente posible para asi cumplir con la ayuda prometida.

El Valor al Riesgo (abreviado VaR) es posiblemente la medida de riesgo mas
usada en instituciones financieras. Si suponemos que la cantidad que debe pagar
la aseguradora esta dada por una variable aleatoria L conocida como distribucion
de pérdidas, el VaR es, de manera intuitiva, la minima cantidad que puede tomar
L de tal manera que la probabilidad de exceder esta cantidad sea pequena. Esta
medida varia de acuerdo a una cantidad o conocida como el nivel de confianza y
es enunciada a continuacién.

Definicién 2.1. Dado « € (0,1) y una distribucion de pérdidas L, el Valor al

Riesgo al nivel de confianza « esta definido como
VaR, =inf{leR: P(L>1)<1—a}=inf{leR: F,(l) > a},

donde Fy, es la funcion de distribucion de L. Dicho de otro modo, el VaR es el

cuantil o de la distribucion L.

Figura 2.1: Comparacién de la Esperanza, VaR, y Expected Shortfall (ES,) con o =

0.95 para una distribucién de pérdidas.




2.1 Las Medidas de Riesgo

Otra medida de riesgo usada ampliamente es el Expected Shortfall, que es el
promedio de los posibles valores que puede tomar el VaR, para u > «. Esta
medida tiene la ventaja de darnos una aproximacion del exceso que puede tomar
la distribucién de pérdidas. A diferencia del VaR que nos indica tinicamente un
cierto umbral, el Expected Shortfall nos indica, en promedio, el tamano de las
pérdidas en caso de superarse este umbral.

Definicién 2.2. Dado o € (0,1) y una distribucion de pérdidas L, el Expected

Shortfall al nivel de confianza o esta definido como

1
ES, =

Cl-a

1
/ VaR,(L)du.

Si la funcién de distribucién F7, es continua, es posible probar que para cual-
quier a € (0, 1) se satisface que

ES, = E[L|L > VaR,],

que es precisamente la interpretacion que dimos anteriormente (ver [11], p.45).
En la Figura 2.1 ilustramos graficamente la Esperanza y las medidas de riesgo
VaR, v ES, con a = 0.95 para una distribucién de pérdidas L tal que tenga
distribucién X2 (Ji-cuadrada con 7 grados de libertad).

Ya que no cualquier funcién derivada de la distribuciéon de pérdidas L puede
utilizarse como una referencia del riesgo asociado ha sido necesario estipular las
propiedades que una buena medida deberia satisfacer. Dichas propiedades fueron
propuestas por primera vez en [1], las cuales surgieron con base a los diferentes
escenarios de riesgo estudiados, pretendiendo representar las situaciones mas im-
portantes de una manera efectiva. Estas propiedades son las siguientes:

Axiomas de Coherencia: Si M es el conjunto de distribuciones de pérdida
y p es una Medida de Riesgo Coherente debe satisfacerse

(1) Invarianza bajo traslacion: Para cualquier L eM y [ € R, p(L+1) = p(L)+l.

)
(ii) Subaditividad: Para cualesquiera Ly, Lo €M, p(Lq + Lo) < p(L1) + p(Lz).
(iii) Homogeneidad positiva: Para cualquier L €M y A > 0, p(AL) = Ap(L).

)

(iv) Monotonia: Dadas Ly, Ly €M tales que Ly < Ly casi seguramente, p(L1) <
p(L2).
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La propiedad (i) nos dice que si a nuestra posible pérdida le anadimos (o
sustraemos) una cantidad fija, el riesgo total serd el mismo mas dicha cantidad.
El axioma (i77) establece que si la posible pérdida se multiplica por una cantidad,
el riesgo lo hace de igual manera. Por otro lado, el axioma (iv) dice que si una
pérdida tiende a ser mayor que otra, el riesgo de la primera también sera mayor.
Si pensamos en realizar una inversion, las propiedades anteriores resultan en cier-
to modo intuitivas si lo que buscamos en medir el riesgo. El axioma (i7) se refiere
a la idea de que el riesgo puede reducirse mediante la diversificacién (una idea
que sera abordada brevemente en el Capitulo 5).

De nuestras medidas de riesgo presentadas antes, unicamente el Expected
Shortfall satisface los cuatro axiomas. El VaR por su lado satisface los axiomas
(1), (#i) y (iv) pero no la propiedad de subaditividad, sin embargo, a pesar de
no ser una medida coherente, continiia siendo muy utilizada en tratados interna-
cionales (ver [11], p.37) y serd nuestra meta calcularla para ciertos modelos en
especifico.

2.2. El Proceso Poisson Homogéneo

Cuando nos encontramos en la situacion de clasificar un experimento que
resulta en éxito o fracaso con una cierta probabilidad, inmediatamente pensamos
en la distribucién Bernoulli. De igual manera, la distribucién Binomial surge
cuando realizamos varios experimentos idénticos e independientes y queremos
conocer el nimero total de éxitos. Si la variable aleatoria X denota el nimero de
éxitos en n experimentos idénticos e independientes, la probabilidad de obtener
un total de k éxitos estara dada por

n!
P(X=k)= ——p"(1—p)"F 2.1

( ) (n_k)!k!p( p)" T, (2.1)
donde p es la probabilidad de éxito. En este caso decimos que X tiene una dis-
tribucién Binomial(n, p).

La distribuciéon Binomial es usada para modelar situaciones tales como juegos
de dados, ruleta, problemas en genética, dispositivos defectuosos en un sistema,
etc. Una manera muy peculiar de usar esta distribucién es para conocer el niimero
de eventos que ocurren en un cierto intervalo de tiempo. Para ver esto, conside-
remos el intervalo [0, 1] y supongamos que en este ocurren en promedio A eventos
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cuya posicién en el tiempo es uniforme. Si realizamos n divisiones de igual ta-
mano, la probabilidad de que cada divisién contenga al menos un evento sera %,
entonces, si X,, denota el nimero de intervalos que tienen al menos un evento,
X, tiene una distribuciéon Binomial (n, A\/n). Ademads, se satisface que

gt () )

nn—1)..(n—k+1) X1 = X/n)"
B nk k(1= \/n)k

Si incrementamos el nimero de divisiones, podemos suponer que cada subinter-
valo contiene a lo mas un solo evento, por lo que el valor de X,, coincidira con
el total de eventos en [0, 1]. Al hacer tender el parametro n a infinito, tendremos
que

n nk

(1 B é)" B U P e R VRN (1 - é)k L

Sustituyendo en la probabilidad anterior, tendremos que

)\’VL
lim P(X, = k) =e .
Esta aproximacién es la funcién de densidad de una conocida variable aleatoria
que presentamos a continuacién:

Definicién 2.3. Decimos que una variable aleatoria N tiene una distribucion
Poisson con pardametro A > 0 si toma valores en los enteros no-negativos y su

funcion de probabilidad esta dada por

)\k
= @_A—

P(N = k) o

Cuando la probabilidad de obtener un éxito es muy pequena y el nimero de
ensayos que se desea examinar es muy grande, la distribuciéon Poisson surge para
representar el nimero de eventos raros que ocurren en un intervalo de tiempo.
La distribucién Poisson es usada para modelar el niimero de errores ortogréficos
que tiene un libro, el nimero de personas que viven mas de 100 anos en alguna
comunidad, el nimero de accidentes automovilisticos al mes en alguna carretera,
el namero de lapices defectuosos fabricados en un dia, el nimero de desastres
naturales en una regién etc. A diferencia de la distribuciéon Binomial, en la distri-
bucién Poisson el nuevo parametro A representa el promedio de eventos raros bajo
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cierta unidad de medida que estemos usando, por lo que ocurriran en promedio
A eventos en un intervalo.

En general, cuando nos encontramos con el problema de representar las ocu-
rrencias en el tiempo de algin fenémeno que nos interese, podemos pensar para
cada tiempo t en una variable aleatoria N (t) que represente el nimero de eventos
hasta ese tiempo, es decir, en el intervalo [0,¢] (si es que comenzamos a contar
desde 0). Este planteamiento da origen a una clase de procesos estocasticos que
definimos a continuacion:

Definicién 2.4. Decimos que una familia de variables aleatorias {N(t)}+>0 es

un Proceso de Contar si satisface que
(i) N(t) toma valores en los enteros no-negativos.

(i1) Si s <t entonces N(s) < N(t), es decir, N(t) es creciente respecto a t.

Figura 2.2: Ocurrencia de eventos a tiempo continuo en los intervalos [0,t] 6 [t1, ta].

Las dos definiciones que hemos presentado hasta ahora pueden relacionarse
de manera que la distribucién Poisson nos indique el niimero de eventos en cual-
quier intervalo de tiempo. El Proceso Poisson resulta ser la combinacién de estos
conceptos y sera la herramienta principal a lo largo de este trabajo, sin embargo,
antes de presentarlo necesitamos un par de definiciones previas.

Definicién 2.5. Decimos que una funcién f : R — R es o(h) si satisface

lim @ = 0.
h—0 h

10



2.2 El Proceso Poisson Homogéneo

De las propiedades del limite es facil ver que la combinacion lineal de fun-
ciones o(h) también serda o(h). De aqui en adelante usaremos la misma nota-
cién o(h) para referirnos a estas funciones, es decir, escribiremos en general que
ao(h) + bo(h) = o(h) para cualesquiera a,b nimeros reales.

Definicién 2.6. Diremos que el proceso de contar {N(t)}i>o tiene:

(i) Incrementos Independientes si para cualesquiera ty < t; < to < ... < ty
se satisface que las variables aleatorias N(t1) — N(to), N(t2) — N(t1),...,
N(tr) — N(tg—1) son independientes.

(71) Incrementos Estacionarios si para cualquier t > 0 se satisface que
N(t) — N(0) 2 N(s +t) — N(s), para todo s > 0.

Observemos que la propiedad de Incrementos Estacionarios nos dice que el
nimero de ocurrencias en un intervalo dependera tinicamente de la longitud del
mismo. Con esto estamos preparados para definir al Proceso Poisson que, como
mencionamos antes, serd el eje principal de este trabajo.

Definicién 2.7. Decimos que un proceso de contar {N(t)}i>o es un Proceso

Poisson Homogéneo con intensidad A\ si

(i) N(0) =0.

(i1) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
(i1i)) P(N(h) =1) = Ah + o(h).

(iv) P(N(h) > 2) = o(h).

Una definicién alternativa es la siguiente:

Definicién 2.8. Diremos que el proceso de contar {N(t)}+>0 es un Proceso Pois-

son Homogéneo con intensidad A\ si

11



2. PRELIMINARES

(i) N(0)=0.
(ii) Tiene incrementos independientes.

(i1i) Dados s,t > 0 se satisface que

k
P(N(s+t)—N(s)=k) = e_)‘t% para k=0,1, ...,

es decir, el numero de eventos en cualquier intervalo de longitud t se distri-
buye Poisson(At).

Ya que en las definiciones 2.7 y 2.8 le llamamos Proceso Poisson Homogéneo
al proceso descrito {N(t)};>0 se infiere que son equivalentes a pesar de parecer
muy diferentes a primera vista. El siguiente resultado establece dicha relacion:

Teorema 2.1. Las definiciones 2.7 y 2.8 del Proceso Poisson Homogéneo son

equivalentes.

Demostracion. Los puntos (i) de ambas definiciones son iguales, asi como la
hipétesis de incrementos estacionarios e independientes. Basta probar entonces
que los puntos (i7i) y (iv) de la Definicién 2.7 son equivalentes a que N(t) tenga
una distribucién Poisson(At).

Supongamos primero que N (t) se distribuye Poisson(At). Usando la expansion

en polinomios de Taylor de primer orden alrededor del 0 para f(h) = e * se

satisface que
2

F(h) = 1(0) + FO) + F(0)

para algin ¢ en el intervalo (0, k). El dltimo término en la ecuacién anterior es el
llamado Residuo de Lagrange. Sustituyendo obtenemos

e—Ac()\h)2

M _—1_\h
e + 9

Del supuesto de la distribucion Poisson y de la ecuacion anterior se tiene que

e—)\c()\h)fi

P(N(h) =1) = e ™Ah = \h — (AR)? + >

12



2.2 El Proceso Poisson Homogéneo

Como (Ah)™ es una funcién o(h) para cualquier m = 2, 3, ... entonces los dos 1lti-
mos términos son funciones o(h) multiplicadas por constantes. Por el comentario
hecho antes, las funciones o(h) son cerradas bajo combinaciones lineales. Por lo

tanto

P(N(h) =1) = Ah + o(h),
estableciendo asi el punto (7ii) de la Definicién 2.7. Por otro lado, se tiene que
P(N(h)>2)=1—-P(N(h)=1) = P(N(h) =0)=1— (Ah+o(h)) — e,

y como vimos hace un momento, se satisface que e =1 — A\h + o(h). Sustitu-

yendo en lo anterior obtenemos
P(N(h)>2)=1— (A4 o0(h)) — (1 — Ah+o(h)) = o(h),

probando asi el punto (iv) de la Definicién 2.7.

Suponiendo ahora los puntos (ii¢) y (iv) de la Definicién 2.7, usaremos la relacion
biunivoca entre una variable aleatoria y su funcién generadora de momentos para
probar que N (t) sigue una distribucién Poisson(At). Sea x fijo, entonces la funcién

caracteristica de N(t) evaluada en x estd dada por
g(t) == Myw(z)=FE [ezN(t)} :

Se satisfacen entonces las siguientes igualdades

g(t + h) =E [N
—FE [ezN(t (N (t+h)— N(t))}
=F [e””N ® } [ 2(N(t+h)—N(t ))} incrementos independientes
=F [e“‘”N ® } [ h)} incrementos estacionarios

:g(t)E [exN(h)] .

13
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Usando las propiedades (ii7) y (iv) de la Definicién 2.7 tenemos que
o(h) = P(N(h) =2 2) =1 - P(N(h) = 1) = P(N(h) = 0),

por lo que

Usando esto calculamos lo siguiente

E [e"VW] =E [e"NW|N(h) = 0] P(N(h) = 0)
+E [e"VM|N(h) = 1] P(N(h) = 1)

+E [e"VM|N(h) > 2] P(N(h) > 2).

Sustituyendo los valores de N(h) donde corresponde, y usando que el dltimo
término es una funcién o(h) del supuesto que P(N(h) > 2) lo es y la esperanza

condicional esta acotada, obtenemos

E [e"N™M] =P(N(h) = 0) + ¢"P(N(h) = 1) + o(h)
=1 —Ah+o(h) + €*(Ah+o(h)) + o(h)
=1 — Ah +e“Ah+o(h).

En lo anterior sustituimos el valor de P(N(h) = 0) que encontramos antes y el

de P(N(h) = 1) que suponemos en el enunciado del teorema. Por lo tanto

gt + h) =g(t)(1 — M+ e"\h) + o(h)
=g(t) + g(t)Ah(e” — 1) + o(h),

lo que implica que

g(t+h) —g(t)
h

=g(t)A(e® —1) + @.

14



2.2 El Proceso Poisson Homogéneo

Es posible reconocer en el término de la izquierda a la expresiéon que conduce a

la derivada de una funcién, por lo que tomando el limite cuando h — 0 se tiene

9(0) = S g(t) = g()M(e — 1),

obteniendo entonces

g'(t)
9(t) =MD

Integrando y usando que g(0) = E [¢’] = 1 obtenemos
'©), ‘d,
9(y) 0 dy

y))dy = In(g(t)).

Por otro lado, se cumple que

/t Ae® — 1)dy = Mt(e® —1).

Igualando ambas ecuaciones concluimos que

In(g(t)) = At(e® —1).

Finalmente, al tomar la funcion exponencial en ambos lados se tiene
B [eN0] = g(t) = exp (M(e” — 1)),

es decir, la funcién generadora de momentos de N(t¢) coincide con la de una
distribucion Poisson(At). Usando la hipétesis (ii) de los incrementos estacionarios

para N(t) se cumple que para cualesquiera s,t > 0
At)F
P(N(s+1t)— N(s)=k) = i :

estableciendo asi el punto (iii) de la Definicién 2.8. O

Las Definiciones 2.7 y 2.8 no son las tnicas maneras de caracterizar este
proceso. Para mostrar otra caracterizacién definiremos a los Tiempos de Inter-
arribo de manera intuitiva, como el tiempo exacto que trascurre entre dos eventos
consecutivos. Si denotamos estas cantidades por medio de las variables T; en un

15
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proceso de contar {N(t)}:>o, los Tiempos de Inter-arribo estaran caracterizados
por la relacion

n
N(t) >n siy solo si ZTi <t
i=1
Ya que el tiempo es continuo, las T; seran variables aleatorias continuas. El si-
guiente resultado es muy conocido en el estudio del Proceso Poisson.

Teorema 2.2. Dado un Proceso Poisson Homogéneo con pardmetro A, los Tiem-
pos de Inter-arribo T, paran = 1,2,... son variables aleatorias i.i.d. con distri-
bucion exponencial y pardmetro 1/\.

Es sabido que la suma de k variables aleatorias i.i.d. con distribucién exp(1/)\)
tiene una distribucién gamma(k, \). Entonces, ya que la suma de los primeros k
Tiempos de Inter-arribo representa el momento en que ocurre la k-ésima ocurren-
cia, tenemos que esta variable aleatoria tiene una distribucién gamma(k, \).

Figura 2.3: Proceso Poisson con pardmetro A = 3. El tiempo ocurrido entre dos ocu-

rrencias consecutivas se denota por T;.

Para definir un nuevo proceso de contar por medio de las variables 7T; usaremos
el teorema anterior de manera inversa, es decir, comenzando con una sucesién de
variables aleatorias {7;}5°, i.i.d. con distribucién ezp(1/\) y definiendo el proceso
{N(t) }+>0 como

N(t) := max{n : iTi <t}.

16



2.3 La Propiedad de Filtracién

Es posible demostrar que el proceso definido arriba es el mismo al que se refieren
las Definiciones 2.7 y 2.8 del Proceso Poisson Homogéneo.

En lo siguiente nos referiremos al proceso { N (t) }+>¢ simplemente como Proce-
so Poisson y comunmente lo denotaremos como Proceso Poisson()). Cabe men-
cionar que existen otros procesos derivados, algunos de los cuales abordaremos
mas adelante en este capitulo.

2.3. La Propiedad de Filtracion

Consideremos el siguiente problema: en cierto pais, el nimero de terremotos
que afectan una zona A ocurren de acuerdo a un Proceso Poisson. Una asegu-
radora pretende estimar el niimero de terremotos que puedan ocasionar danos
severos en viviendas y construcciones, y ya que la intensidad de los terremotos
puede ser medida con diversas escalas podemos considerar a un terremoto fuerte
como aquel en donde se supera algin umbral en la medida. Sabiendo esto ses
posible estimar el numero de terremotos fuertes utilizando el numero total?

Tipo 1
D Ni(t)

1= BN

Figura 2.4: Cada evento de N () es clasificado independientemente en Tipo 1 o 2.

N(t)

Supongamos que {N(t)};>o es el ProcesoPoisson(\) que indica el nimero
de terremotos totales que han ocurrido mientras que {N;(t)};>0 representa el
nimero de terremotos fuertes y {Na(t)}i>0 al nimero de terremotos restantes.
Notemos que N;(t) para i = 1,2 es también un Proceso de Contar que considera
tnicamente un subconjunto de las ocurrencias de N(t), por lo que para encontrar
una expresion de N;(t) serd necesario realizar una filtracion del proceso inicial.
Una manera de hacerlo es clasificar las ocurrencias de N(t) en Tipo 1 (terremotos
fuertes) y Tipo 2 (terremotos restantes). Si clasificamos cada evento en Tipo 1 con
probabilidad p, podemos usar variables aleatorias Bernoulli(p) denotadas por I,
para clasificar al r-ésimo evento dependiendo de si es Tipo 1 6 2. De esta manera,
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podemos escribir al proceso Ny(t) como

N(t)
N(t) =) I,
r=1

ya que las variables I, tomaran el valor de 1 si el evento pertenece al Tipo 1y 0
en otro caso. Por otro lado, el proceso Ny(t) podra ser representado como

N(t)

No(t) = (1 - 1),

r=1

pues cada evento es clasificado en uno y sélo un tipo.

En general, dado un Proceso Poisson donde cada evento puede ser clasificado
en algin tipo con alguna probabilidad p, es posible filtrar las ocurrencias totales
para obtener un nuevo Proceso de Contar. Si suponemos ademads que cada even-
to es clasificado de manera independiente a los demés eventos e independiente
del proceso inicial, obtendremos el Proceso Poisson Filtrado, que sera de enorme
importancia a lo largo de este trabajo.

Definicién 2.9. Dado {N(t)}i>0 un Proceso Poisson con intensidad X\, definimos

el Proceso Poisson Filtrado denotado por {N;(t)}+>0 como

N(t)
Ni(t)=> I, (2.2)

donde Iy, I, ... son variables aleatorias i.i.d. con distribucién Bernoulli(p) que

ademds son independientes del proceso {N(t)}i>o-

Una manera de pensar al Proceso Poisson Filtrado es como el resultado de
lanzar una moneda por cada ocurrencia del Proceso Poisson original y contar el
nimero de caras o cruces obtenidas en algin intervalo de tiempo. Observemos
que como las variables aleatorias (1 — I,.) son también Bernoulli con probabilidad
de éxito (1 — p), ambos procesos {N1(t) }i>0 y {Va(t) }i>0 que representan a los
diferentes terremotos son también Procesos Poisson Filtrados.

El planteamiento anterior nos permite clasificar cada evento del proceso ini-
cial inicamente en dos tipos, pero podemos ampliar este niimero reemplazando la
variable aleatoria Bernoulli por la mas general variable aleatoria Multinomial, la
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2.3 La Propiedad de Filtracién

cual representa el nimero de eventos que han sido clasificados en n diferentes ti-
pos al realizar k experimentos idénticos e independientes. Es importante recordar
que usando una variable aleatoria Multinomial, la probabilidad de que un ensayo
sea clasificado en el tipo j es p; > 0, y estas deben cumplir que Z;‘:l pj =1, es
decir, cada ensayo es clasificado en uno y sélo uno de los k tipos disponibles.

Figura 2.5: Filtracién de un Proceso Poisson con intensidad A en un proceso con inten-

sidad Ap.

Observemos que si un vector aleatorio X = (X7, ..., X,,) tiene una distribucién
Multinomial con k = 1, la j-ésima entrada denotard si el ensayo pertenece o no
al Tipo j. Entonces, si denotamos por e; al vector canénico j-ésimo se cumplird
que

P(X-e;=1)=P(X =¢;) =pj,

donde X - e; representa la j-ésima entrada del vector X. De la ecuacion anterior
concluimos que tiene una distribuciéon Bernoulli(p;) y toma el valor de 1 si el
ensayo pertenece al Tipo j.

Por lo tanto, si {N()}+>0 es un Proceso Poisson con intensidad A, usando el
planteamiento anterior es posible representar el nimero de ocurrencias del proceso
N(t) que pertenecen al Tipo j de la misma manera que lo hicimos en la seccién
anterior pero usando una nueva familia de vectores aleatorios X, X5, ... i.i.d. con
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distribucién Multinomial que ademéds sean independientes de N(t), es decir

N(t)
Ni(t)=>_ X, -e;. (2.3)
r=1

Lo anterior muestra que al aumentar la clasificacién del proceso inicial a k dife-
rentes tipos, obtenemos k diferentes Procesos Poisson Filtrados. En el siguiente
teorema se resume todo lo mencionado hasta ahora, ademas de un resultado que
establece una ’relacion’ entre el nimero de eventos para los diferentes tipos. Al
igual que la misma definicién del proceso filtrado, serd uno de los resultados mas
importantes que abordaremos.

Teorema 2.3 (Teorema de Filtracion). Sea {N(t)}i>0 un Proceso Poisson con
intensidad \. Supongamos que cada ocurrencia puede ser clasificada en uno y sélo
uno de n diferentes tipos con probabilidades py,ps,...,p, de manera independiente
de otras ocurrencias e independientemente del proceso {N(t)}i>0. Si {N;(t) }i>o0

representa el numero de eventos de Tipo j, entonces
(1) {N;(t)}t>0 es un Proceso Poisson con intensidad Ap;.

(ii) Dadot > 0 fijo, las variables aleatorias Ny(t), Na(t),..., N,(t) son indepen-

dientes entre ellas.

Demostracion. Sabemos que N;(t) es un Proceso Poisson Filtrado, por lo que nos
basaremos en la ecuacion 2.2 y para probar el punto (7) del Teorema de Filtracién
fijaremos 7 = 1,2, ...,n y demostraremos que se satisfacen las condiciones de la
Definicién 2.8.

Para demostrar que N;(0) = 0 basta notar que N;(0) < N(0) por considerar
unicamente un subconjunto del total de eventos. Como N(0) = 0 por ser Proceso
Poisson, N,(0) = 0.

Para la condicion de incrementos independientes consideraremos tinicamente dos

intervalos (to, t1] y (t1,t2] donde ¢ty < t; < t5, aunque la misma idea se aplica para
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un nimero de intervalos arbitrario. Ademas, usaremos la siguiente notacién para

representar las ocurrencias en cualquier intervalo (a, b]:
Nj(a,b) := N;(b) — N(a), N(a,b) := N(b) — N(a).

Sean {I. }>°_, v {I,}5_, dos sucesiones ii.d. de variables Bernoulli(p;) que
ademds sean independientes entre ellas e independientes de N(t). Entonces, ya
que la distribucién del ntimero de ocurrencias en los intervalos ajenos (to,t1]
y (t1,t2] puede ser escrita como la suma de variables Bernoulli independientes

indexadas sobre el niimero de ocurrencias totales, se cumplird que

N(to N(t1,t2)
D D
t07t1 - Z 719 Nj(tlatQ): Z ]T'Q‘
ro=1

Como N(t) es un Proceso Poisson, N(tg,t;) v N(t1,t2) son independientes por
ser intervalos ajenos. Ya que las sucesiones de variables Bernoulli también son

independientes, concluimos que

N(to,t1) N(t1,t2)
P(Nj(to,tl) — kl,Nj(tl,tQ) — kz) =P Z 1., =k, Z 1., = ko
ri=1 ro=1
N(to,t1) N(t1,t2)
=P Z ITl =k | P Irg = ky
ri=1 ra=1

es decir, Ny(to,t1) v Ni(t1,t2) son independientes.
La propiedad de incrementos estacionarios puede ser demostrada de manera
andloga. Dados s,t > 0y considerando los intervalos (0,t] y (s, s+t], se cumplird

por los incrementos estacionarios de N (t) que

s s+t
§ ]7"1 - E -[7"2 9
ri=1 ro=1
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por lo que N;(t) y Nj(s,s+t) tienen la misma distribucion.
Para calcular la distribucién explicita de N;(¢) usaremos el Teorema de Probabi-
lidad Total condicionando sobre el niimero total de eventos, es decir

P(N = P (N;(t) =i[N(t) = k) P(N(t) = k).

k=0

Al condicionar el nimero total de eventos a k, el niimero de eventos que pertene-
cen al Tipo j resulta en una distribucién Binomial(k,p;). Sustituyendo ademés
la distribucién de N(t) y observando que el minimo valor que puede tomar N (t)

es i, lo anterior resulta en

- i (A
P(N;(t) = i) :Zmpj(l—pj)k = %

—Atpi e (1_pk—z’(>\t)k _ —Atpi e (1_p)k()\t>k+z‘
il L= (k=) il k! '

Descomponiendo el término (M)** en (At)¥(\t)! de lo anterior se tiene que

i o0

P(N(t) = i) = e 210 Z Q%0 ~ py)"

—>\t ()\p] ) )xt(l—pj) _ —)\p t()\pj )
Z' Z'

entonces, N;(t) tiene una distribucion Poisson(Ap;t) y se cumple la dltima con-
dicién de la Definicién 2.8. Por lo tanto {N;(t)}i>0 es un Proceso Poisson con
parametro Ap;.

Para el punto (i7) del Teorema de Filtracién tomaremos ¢ > 0 fijo, entonces se

cumple

P(Ny(t) = ki1, oo, N (£) = k)
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donde k = Z;'L:1 k;. Los sumandos donde 7 # k son nulos ya que cada evento
es clasificado en uno y sélo un tipo, entonces el nimero total de ocurrencias
queda determinado por el nimero de ocurrencias en cada tipo. Por otro lado,
ya que cada evento es clasificado de manera independiente de otras ocurrencias
e independiente de N (t), se cumple que la probabilidad condicional de arriba es
una variable aleatoria Multinomial con pardmetros (k, py, ...px). Sabemos ademads
que N (t) sigue una distribucién Poisson(At). Sustituyendo todo lo anterior, la

distribucion conjunta resulta

k! b ow ) (€ A)E g P
- (kl!...,kn!pl “'p") ( )T T

Como » 7 p; = 1 tenemos que A = > 7 | Ap;. Por otro lado k = 37 k;

y entonces (At)¥ = H?Zl(/\t)kf. De lo anterior podemos concluir las siguientes

igualdades:

n n

e M= He_’\pjt, (A)F = H(/\t)kj.

j=1 j=1
Sustituyendo en la distribucién conjunta obtenemos

pues por el teorema anterior N;(t) sigue una distribucion Poisson(Ap;t). Por
lo tanto P(N1(t) = ki, ..., No(t) = kn) = [}, P(N;(t) = k;), entonces dichas

variables son independientes. O

2.4. El Teorema de Superposicion

Consideremos el problema inverso al de la seccién anterior: supongamos que
la misma aseguradora de la seccion anterior pretende estimar el niimero de terre-
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motos y de tormentas que afectan a una zona del pais, donde cada uno de estos
fenémenos ocurre de acuerdo a un Proceso Poisson de manera independiente.
Ya que cada siniestro puede causar diferentes tipos de danos, es de importancia
conocer el nimero de danos ocasionados por ambos fenémenos. Suponiendo que
la ocurrencia de cada fenémeno ocasiona un dano en la zona de manera segura,
spodemos representar el numero total de danos?

Como uno se podria imaginar, el nimero total de danos sufridos puede repre-
sentarse por medio de un Proceso Poisson. Dicho resultado es examinado en esta
seccion, comenzando por el caso de variables aleatorias y abordando después a los
procesos estocasticos. Ademas, probamos el caso general para cuando tenemos m
procesos independientes entre si.

Figura 2.6: La variable NV (t) + N(?)(t) representa el ntimero total de eventos ocurridos

hasta el tiempo ¢ en ambos procesos.

Si denotamos por N (t) y N®(¢) al nimero de terremotos y tormentas res-
pectivamente que han ocasionado danos hasta el tiempo t, es claro que el niimero
total estard dado por N (¢) + N (¢). Buscamos probar en un principio que
para cualquier ¢ > 0 la variable aleatoria NV (¢) + N®)(¢) sigue una distribucién
Poisson(At) para algin parametro A > 0. A continuacién abordaremos el caso
general considerando una suma de m variables independientes. Al igual que en la
prueba del Teorema de Equivalencia expuesto en la primera seccion, nos auxilia-
mos de la relacion biunivoca entre una variable aleatoria y su funcién generadora
de momentos.

Teorema 2.4. Sean NV N® . N yariables aleatorias independientes con
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distribucion Poisson y pardmetros XN \® A respectivamente. Entonces

S N© tiene una distribucion Poisson (3o, X)) .

Demostracion. Recordemos que la funcién generadora de momentos evaluada en

x para una variable N con distribucién Poisson(\) esta dada por
Elexp(zN)] = exp (A(e® —1)).

Para obtener la funcién generadora de la suma calculamos como sigue

ﬁexp (:cN(e))] :

Por la independencia entre las variables N lo anterior resulta

E [e:vp (:z: (N(l) +N® 4 4 N(m)))} =F

HE [exp (xN9)] = Hexp (A9(e” — 1)) = exp (Z 2@ (e — 1)) .
e=1 e=1 e=1
Por lo tanto, > ", N se distribuye Poisson (> -, A). O

Sabiendo que la suma de variables aleatorias Poisson independientes vuelven
a tener una distribucién Poisson, es posible extender este resultado a procesos es-
tocasticos. Para probar lo anterior nos apoyaremos en la definicién 2.8. Para esto
serd necesario probar que el nuevo proceso tiene incrementos independientes. En
lo siguiente {N()(t)};>¢ denotard un ProcesoPoisson(\®)) para e = 1,2,...,m.
Supondremos también que estos m procesos seran independientes entre si. Defi-
nimos ademas a la cantidad Sk (t) como

Con lo anterior, procedemos al siguiente resultado:

Teorema 2.5 (Teorema de Superposicién). El proceso dado por {Sy.(t)}i>o0 es

un Proceso Poisson con intensidad > o \©.

Demostracion. Probaremos los puntos de la Definicién 2.8.

Para ver que S,,(0) = 0, tenemos que N (0) = 0 para cada e = 1,2,...,m por
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2. PRELIMINARES

ser Procesos Poisson, entonces >0 N©)(0) = 0.
Para probar que el proceso {S,,(t) }+>o tiene incrementos independientes conside-
remos ty < t; <ty y los intervalos (to, t1] y (1, t2]. El niimero total de eventos en

el primer intervalo resulta

$0(t) = Sulte) = 3° NO(1) = 3" N (1)
sz:N(e)(tl) — N©(t)
:iz\f (to, t1),

usando la misma notaciéon del Teorema de Filtracién. Analogamente, se cumple

que
m

Sn(ta) = S(t1) = > N©(ty, t5).

e=1
Por hipétesis los procesos {N()(¢)},50 son Procesos Poisson independientes para
e =1,2,...,m, entonces por la propiedad de incrementos independientes se tiene
que N©(to,t;) y N©(t1,t,) son independientes. Sumando sobre el indice (e),
obtenemos que Sy, (t1) — S (to) ¥ Sm(t2) — Sim(t1) también son independientes.

La distribucién explicita de S,,(t) fue calculada anteriormente en el teorema
2.4, donde se demostré que Sy, (t) tiene una distribucién Poisson (3 o-, A(9t).
Ademas, por la propiedad de incrementos estacionarios para cada proceso se

cumple que para cada t,r > 0

P(Sp(r41t) = Sp(r) =k) =P <§: N©(r 4 t) — i N©(r) = k:)

—p (i (NO(r+t) — NO(1)) = k) =P (i N©O(t) = k‘)
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2.5 El Proceso Poisson Compuesto

donde A = " M. Por lo tanto se cumple el punto (i) de la Definicién 2.8 y
entonces {5y, (t)}+>0 es un Proceso Poisson(\). O

El resultado anterior establece que al sumar Procesos Poisson independientes
obtenemos un nuevo Proceso Poisson. En lo posterior nos referiremos a este resul-
tado como el teorema o la propiedad de Superposicion. Retomando el problema
inicial, tendremos que el niimero total de danos ocasionados esta representado
por un Proceso Poisson con parametro A + \(2).

2.5. El Proceso Poisson Compuesto

Al igual que las secciones anteriores, comenzamos retomando el problema de
la aseguradora: ahora que podemos estimar el nimero de danos ocasionados por
diversos fenémenos naturales en una zona del pais mediante un Proceso Poisson,
podemos realizar una estimacién de costo para la reparacién de cada uno de los
danos, es decir, si por cada dano ocasionado por algin fenémeno se requiere una
cantidad de dinero X; y sabiendo que los danos ocurren de acuerdo a un Proceso
Poisson, ses posible modelar la cantidad total que tendria que pagar la asequra-
dora por los danos totales?

El problema anterior puede ser planteado usando el Proceso Poisson que co-
nocemos, donde cada ocurrencia resulta en un incremento X; a la cantidad total,
es decir sumar las cantidades aleatorias X,...X, indexadas de acuerdo al niimero
de eventos al tiempo t. En esta secciéon introduciremos un nuevo proceso que se
deriva del Proceso Poisson, al cual llamaremos el Proceso Poisson Compuesto.
Este surge cuando se anade una cantidad aleatoria por cada evento ocurrido del
proceso {N(t)}+>0 a la suma acumulada. En la siguiente definicién se enuncia
formalmente:

Definicién 2.10. Decimos que la familia de variables aleatorias {Z(t) }>0 es un

Proceso Poisson Compuesto si para cada t se satisface

N(t)
Z(t) =) X, (2.4)

donde {N(t)}+>0 es un Proceso Poisson y las variables aleatorias X1,Xs,... son

i.i.d. e independientes de N(t).
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2. PRELIMINARES

Figura 2.7: Dado un Proceso Poisson, el Proceso Poisson Compuesto resulta de aumentar

una cantidad aleatoria X; en cada ocurrencia.

Una observacion importante es que el Proceso Poisson Filtrado es un caso
particular del Proceso Poisson Compuesto, donde X, son variables aleatorias con
distribucién Bernoulli(p). A pesar de que los procesos filtrados NN, (¢) tienen una
distribucién Poisson, el proceso compuesto Z(t) en general no es Poisson, como
veremos mas adelante.

Un resultado que siempre es de interés al presentar una nueva distribucién es
el conocer la esperanza y la varianza.

Teorema 2.6. Para el Proceso Poisson Compuesto Z(t) definido en la ecuacion

2.4 se tiene que
(i)
E[Z(1)] = ME[X],
donde E|X]| = E[X,] pararT =1,2, ...
(ii)
Var(Z(t)) = ME [X?],

donde E [X?] = E[X?] parar=1,2,...
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2.5 El Proceso Poisson Compuesto

Demostracion. Para probar (i), suponemos que N (t) = n, entonces

ZX ] =Y E[X,] =nE[X].

Usando el Teorema de Esperanza Iterada tenemos que

E[Z({1)IN ()

ElZ(t)] = E[E[Z(t)|N(t)] = E[N(¢)E[X]]
— E[N(t)]E[X] = ME[X].

Para el punto (ii), por el Teorema de la Varianza Iterada se cumple
Var(Z(t)) = E[Var (Z(t)|N(t))] + Var (E[Z(t)|N(t)]) .

Para el primer término tenemos por la independencia entre las variables X, que

N(t) N(#)

Var (Z(t)|N(t)) = Var ZX :ZVar(Xi):N(t)Var(X).

Entonces
EVar(Z(t)|N(t))] = E[N(t)Var(X)] = E[N(@)|Var(X) = MVar(X).
Luego, por las igualdades expuestas antes se cumple que
E[Z(t)IN ()] = N()E[X].
Ya que N(t) de distribuye Poisson(At) entonces Var(N(t)) = At, por lo que
Var (E[Z(t)|N(t)]) = Var(N(t)E[X]) = Var(N(t))E[X]* = ME[X]*.
Sustituyendo ambas igualdades obtenemos que

Var(Z(t)) = xtVar(X) + ME[X]?
=Xt (E [X?] — E[X]* + E[X]?)
=\E [X?].
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Usando el resultado anterior podemos concluir que al usar variables aleatorias
X tales que E[X] # E[X?], la distribucién resultante Z(t) no puede tener una
distribucion Poisson, pues de ser asi deberia cumplirse que

ME[X] = E[Z(t)] = Var(Z(t)) = ME[X?).

A pesar de que el Proceso Poisson Compuesto parece ser una forma muy util
y natural de modelar problemas similares al que abordamos al inicio de la sec-
cién, el calcular la densidad de manera exacta puede resultar en todo un desafio.
En el caso en que X1,Xs,... es una coleccion de variables aleatorias Bernoulli fue
posible dar una respuesta, sin embargo, a pesar de que muchas veces es posible
conocer la distribucién de una suma de variables independientes e idénticamente
distribuidas, no es tan inmediato dar un resultado general cuando el nimero de
sumandos esta indexado por un Proceso Poisson. En esta seccién introduciremos
la llamada Recursion de Panjer, método introducido en 1981 por Harry Panjer.
Aunque el resultado original es mas general, en esta seccién nos concentraremos
Unicamente en el caso cuando el nimero de variables aleatorias a sumar esta de-
terminado por una variable aleatoria Poisson.

Una limitante a tener en cuenta es que Xi, Xs,... debe ser una coleccién de
variables que tomen valores en los enteros no negativos. Para la demostracién de
este resultado se requieren algunos detalles preliminares. Abordaremos el proble-
ma haciendo énfasis en las variables aleatorias y posteriormente aterrizaremos el
resultado en los procesos estocasticos estudiados hasta ahora.

Definicién 2.11. Dada una variable aleatoria Z que toma valores en N definimos

su Funcién Generadora de Probabilidad o FGP como
Py(y)==> y"P(Z=k).
k=0
De la definicién concluimos también que P(y) = E [y7] .
Lema 2.1. Para la variable aleatoria Z definida por Z = Zivzl X,, donde

X1, Xo, ... es una familia de variables aleatorias independientes e idénticamen-

te distribuidas e independientes de la variable N, su FGP esta dada por

Py(y) = Py (Px(y)) .,
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2.5 El Proceso Poisson Compuesto

donde Px(y) = Px,(y) parar =1,2, ...

Demostracion. Se cumplen las siguientes igualdades

Py =E[’]=E [E [yZLXqNH —E|E

1]}

Por la independencia entre las variables X, lo anterior resulta en

.=F HE[yXT} =F HPX(?/) :E[(PX(?J))N]
= Py (Px(y)).

Lema 2.2. Dada N una variable aleatoria Poisson(\) se cumple que

d

@PN(ZJ) = APy (y).

Demostracion. Observemos que para la variable aleatoria Poisson(\) se cumple

que P(N = k) = 2P(N = k — 1). Diferenciando término a término obtenemos

d d 0 0 -
Py(y) =D ' P(N=k) =) ky" PN =F)
y
k=0 k=1
=> MTP(N=k-1)=X) y*P(N=k)
k=1 k=0

Con estos resultados en mano procedemos al enunciado principal.

Teorema 2.7 (Recursiéon de Panjer). Sean N wariable aleatoria Poisson(\) y

X1, Xo, ... una familia de variables aleatorias i.1.d. que ademds son independientes
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de N y toman wvalores en los enteros no negativos. Entonces, para la variable

aleatoria Z definida como Z = 27{\;1 X, se cumple que

SO AP(X =i)P(Z=k—i) sik>1,

P(Z=k) =
Py (P(X =0)) si k=0,
donde P(X =1i) = P(X, =1) parar =0,1, ...

Observemos que es en efecto, una férmula recursiva, al valerse de los valores
previos de la distribucién de Z para calcular los siguientes.

Demostracion. Para el caso cuando k& = 0 obtenemos lo siguiente

P(Z =0) :iP(Z:mN:i)P(N:i) :ip (ix;o) P(N =1i).

Como las variables X, toman valores en los enteros positivos, la tinica manera de
que sumen 0 es que todas ellas sean 0. Ya que ademas estas variables son i.i.d. lo
anterior resulta en
.=P(N=0)+) (P(X=0))P(N =i
=1

(2

- Z (P(X =0))'P(N =i) = Py (P(X =0)).

En el caso en que k > 1, derivando la igualdad del Lema 2.1 con respecto a y

obtenemos
P (y) = Py(Px(y))Px(y).
Aplicando la igualdad del Lema 2.2 en el término de la derecha resulta

APN(Px(y)Px(y) = AP z(y) P (y).

Por lo tanto, P%(y) = APz(y)P'x(y). Desarrollando las series en esta igualdad

obtenemos
i ky* *P(Z =k) =\ (i y"P(Z = k)) (i ky*1P(X = k)) :
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2.5 El Proceso Poisson Compuesto

Multiplicando la igualdad por y tenemos

i ky*P(Z = k) = A (i y"P(Z = k)) (i ky*P(X = k))
= A (f: y"P(Z = k)) <§: ky*P(X = k)) :

Haciendo uso del Producto de Cauchy (seccién A.1 del Apéndice) para multiplicar

series infinitas se obtiene

Y kyfP(Z=k) =) (Z iP(X =i)P(Z =k — z’)) yk

Por la caracterizacion de funciones en series de potencias, tenemos que para cada
kE = 0,1,2,... los coeficientes asociados a y* deben ser iguales, es decir, debe

cumplirse que

Por lo tanto i
i
P(Z =k)= —P(X =0)P(Z =k —1).
(=K =3 FPX =P =k
O
En el Capitulo 4 haremos uso de la Recursién de Panjer en el Proceso Poisson

Compuesto definido en la ecuacién 2.4 con variables X, que sean estrictamente
positivas. En este caso se cumplira que

P(Z(t)=0)=P(N(t) =0) = e,

mientras que aplicando directamente el resultado anterior en cierto tiempo ¢ fijo
obtenemos que la distribucién del Proceso Poisson Compuesto estard dada por

P20 = 1) =Y N p(x = )\ P(Z(E) = ki),

En el siguiente capitulo combinaremos las propiedades del Proceso Poisson
para construir modelos més generales haciendo énfasis inicamente en el plantea-
miento. El andlisis de dichos modelos sera abordado mas adelante.

33



2. PRELIMINARES

2.6. Un Breve Repaso de Cépulas

A pesar de que las variables aleatorias X; que conforman al Proceso Poisson
Compuesto deben ser independientes, podemos preguntarnos por la ocurrencia de
un nuevo proceso compuesto con variables asociadas Y; que si sean dependientes
de X;, en cuyo caso el nuevo Proceso Poisson Compuesto estara relacionado de
alguna manera con el inicial. Sin embargo, a diferencia de las variables aleatorias
Bernoulli donde podiamos especificar la estructura de dependencia facilmente,
para establecer la dependencia en el caso continuo resulta un poco mas compli-
cado y rquiere de una nueva herramienta.

Las Copulas son funciones que enlazan funciones de distribucién multivaria-
das con funciones de distribucién unidimensionales. Una de las caracteristicas
mas conocidas de estas funciones es que son funciones de distribucion multivaria-
das cuyas marginales son variables aleatorias uniforme(0,1). Las Cépulas han
resultado de interés por ser una forma de estudiar medidas de dependencia libres
de escala, permitir la construccién de nuevas distribuciones conjuntas con margi-
nales de nuestro interés y por lo ilustrativas que resultan las simulaciones hechas.
Vale la pena recordar que la distribucién conjunta entre dos variables aleatorias
no esta completamente determinada por su correlacion.

Aunque la definiciéon parece bastante simple y sin mucha relacién con lo men-
cionado antes, la enunciamos a continuacion.

Definicién 2.12. Una copula d-dimensional es una funcion de distribucion C

en el conjunto [0, 1]¢ cuyas marginales son distribuciones uniforme(0,1), es decir
C(l, cery 1,Ui, 1, ceey ].) = Uy,

para cualesquiera 1 =1,2,...,d y u; € [0,1].

Un resultado importante y conocido es el siguiente:

Lema 2.3. Dada una variable aleatoria X con funcion de distribucion F, se

satisface que F(X) tiene una distribucion uniforme(0,1).

El resultado més importante en la teoria de Cépulas es el teorema probado
por el matematico americano Abe Sklar en 1959, el cual muestra que todas las
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distribuciones multivariadas tienen cépulas asociadas y ademés que las copulas
pueden ser usadas junto con distribuciones marginales para crear nuevas distri-
buciones multivariadas.

Teorema 2.8 (Sklar). Sea I’ una funcion de distribucion conjunta con marginales
Fy,...,Fy. Entonces existe una copula C : [0,1]¢ — [0, 1] tal que para cualesquiera

T1,...,Tq €n [—00, 00| se tiene
F(xy,...,zq) = C(Fi(x1), ..., Fy(xg)) .

Ademds, si las marginales son continuas, C es unica.

Algunos ejemplos de cépulas son los siguientes:

Copula de Independencia: el ejemplo més simple es cuando las variables
aleatorias son independientes, en cuyo caso la distribucién conjunta es el producto
de las marginales. En este caso la copula estara dada por

d

M(uy, ..., ug) = I_Iuz

i=1
Aplicando el Teorema de Sklar tendriamos entonces que

F(zy, .o xq) = T (Fi(21), ... Fa(za)) = [ [ Fi(xa),

=1

que es la caracterizacién cuando las variables aleatorias X; (con distribucién F;)
son independientes.

Copula de Comonotonia: El caso de Comonotonia es cuando las variables
alcanzan su méaximo nivel de dependencia, pues por la propiedad de monotonia
en las medidas de probabilidad debe cumplirse que

F(zy,...,xq) < min{Fixq, ..., Fy(zq)}.

Entonces, el mayor valor que puede tomar la funciéon de distribucién conjunta
esta dado por la copula

M(uy, ..., ug) = min{uy, ... uq}.
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Copula Gaussiana: Un hecho conocido en la teoria de la probabilidad es
que la distribucion Normal Multivariada no se caracteriza tnicamente por te-
ner marginales con distribucion Normal, si no que esta tiene ademas su propia
distribucién conjunta definida por un vector g que representa las medias de las
marginales y una matriz p de varianzas y covarianzas. En este caso, si tenemos un
vector X el cual tiene distribucién Ny(0, p) y su funcién de distribucién conjunta
estd denotada por ¢, entonces la copula asociada serd

Cga(ulv ""ud) = ¢p (¢_1(ul)a '-'>¢_1(ud)) )

donde ¢ es la funcién de distribucién de una variable aleatoria N(0,1). Mas con-
cretamente, para el caso en que d = 2 la formula explicita resulta de la siguiente
manera

CpGa('Ll,l, UQ)

¢~ (u1) o (u2) 1 —(s2 -9 2
:/ / 5 (1 2>1/2 exp ( <S1 2(1;081822)—1- 52)) dsydss.
—00 —00 ™ —p —p

En la ecuacién anterior, p denota la correlacién entre las marginales que compo-
nen el vector bivariado X = (Xj, X3). Es importante observar que si la matriz de
correlacién es la matriz identidad (i.e. p = I;) o en este caso, si p = 0, la ecua-
cién anterior resulta simplemente en C§®(uy, ug) = ujuy, es decir, retomamos la
copula de independencia. Ya que p es la correlacion entre las variables X; y X,
las cuales al tener una distribucion Normal, se satisface que p = 0 si y sélo si son
independientes.

El anterior caso puede ser extendido a otras distribuciones multivariadas que
tienen su origen en variables aleatorias unidimensionales como la t-Student o la
Gumbel. A continuacion presentamos esta tltima:

Copula Gumbel: La férmula explicita para el caso d = 2 con parametro 6
esta dada por

C§™ (uy, ug) = exp (— (—=n w)’+ (—In u2)9)1/0> , para 1l <6 < oco.

Observemos que para el caso en que 6§ = 1 la ecuacién anterior resulta nueva-
mente en el caso de Independencia, mientras que si § — oo, la igualdad tiende
al caso de Comonotonia. Este caso pertenece a una familia mas amplia conocida
como Cdpulas Arquimedeanas, sin embargo, estos y otros casos mas generales e
igualmente importantes no seran abordados en este trabajo.
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2.6 Un Breve Repaso de Copulas

Figura 2.8: Resultado de 2000 simulaciones de cépulas Normal y Gumbel con correlacién

de Kendall 7 = 0.5, es decir p = 0.707 y 6 = 2.

Uno de los conceptos mas importantes en el andlisis de la dependencia entre
variables aleatorias es el de correlacion, definida como

cov(X1, Xo)
X17X2 = )
A ) Vovar (X )var(Xa)

la cual es una medida de dependencia lineal entre las variables X7 y X5. Ademas
de esta, existen otras medidas de dependencia que tienen propiedades y naturale-
za distintas. Entre ellas, las Correlaciones de Rango dependen unicamente de la
copula de la distribucién conjunta y no de las marginales (como en el caso de la
correlacién descrita arriba). Dada una muestra de un par de variables aleatorias,
este tipo de correlaciones pueden ser calculadas ordenando los valores obtenidos
en cada muestra, es decir, basandose en los rangos. Una de las medidas de este
tipo mas conocidas es la llamada Tau de Kendall presentada a continuacion:

Definicién 2.13. Dadas variables aleatorias X; y Xo, la Tau de Kendall esta

definida como

pr(X1,X2) =F [signo ((X1 — )?1)()(2 - 552))] )
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donde ()?1,)?2) es una copia independiente de (X1, Xo) pero con la misma distri-

bucion y la funcion signo(z) = £1 de acuerdo al signo de x.

Observemos que si X tiene a incrementar con X, la probabilidad de que
(X1 — X1)(X2— X5) sea positiva serd alta, mientras que si X; tiene a incrementar
cuando X5 disminuye, la probabilidad de que sea negativa serd mayor.

Ya que p, es una Correlaciéon de Rango, su valor debe estar relacionado de
algin modo con los pardametros de las cépulas que vimos anteriormente, sobre todo
la Copula Normal y Gumbel con parametros p y € respectivamente. El siguiente
resultado indica esta relacion. La demostracion serd omitida en este trabajo pero
puede encontrarse en [11], p.215-222.

Teorema 2.9. Si p, denota la Tau de Kendall y X = (X1, Xs) es un vector

bivariado con marginales continuas, entonces

(i) Si la copula asociada a X es Gaussiana con correlacion p, se satisface

2
pr (X1, Xo) = —arcsen p.
T

(ii) Si la cépula asociada a X es Gumbel con pardmetro 6, se satisface
pr(X1,Xo)=1-1/6.

Usando el teorema anterior podemos encontrar parametros p y 6 para las
cépulas Gaussiana y Gumbel que tengan la misma correlacién de rango p, con
la finalidad de estudiar la influencia que tienen sobre el vector X de una manera
mas objetiva.

Con estas herramientas en mano procederemos a presentar el Modelo de Fre-
cuencias y el Modelo de Severidades propuestos por Alexander McNeil y Philiph
Lindskog, los cuales haran uso de los resultados expuestos hasta ahora.
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Capitulo 3

Los Modelos de Shocks

La Teoria de Confiabilidad es un conjunto de ideas, modelos y métodos ma-
tematicos orientados a la resolucion de problemas tales como la prediccion, esti-
macién y optimizacion de la vida 1til de los componentes que conforman algtin
sistema y en general todo lo referente al correcto funcionamiento del mismo. Los
llamados Modelos de Shocks son usados para resolver esta clase de problemas,
por lo que usaremos las mismas ideas para construir el Modelo de Frecuencias y
el Modelo de Severidades para representar situaciones de seguros. Estos modelos
seran versiones generalizadas de las propiedades de Filtraciéon y Superposicion
del Proceso Poisson vistas en el capitulo anterior, asi como del Proceso Poisson
Compuesto, esta vez reflejando la dependencia entre el nimero y el tamano de
las posibles pérdidas de manera individual y su efecto en el total. En el presente
capitulo nos enfocaremos tinicamente en el planteamiento de dichos modelos, asi
como en su comparacion con las ideas abordadas en el capitulo anterior. Los re-
sultados analiticos seran estudiados posteriormente. El contenido de este capitulo
esta basado en [2], [3] y el articulo principal [7].

3.1. El Modelo de Frecuencias

Consideremos el siguiente problema inspirado en la Teoria de Confiabilidad:
una herramienta de perforacion consta de n diferentes piezas las cuales tienden
a romperse ocasionando un fallo en la maquina y haciendo que esta se detenga.
Cuando esto ocurre, las piezas son reemplazadas y la maquina vuelve a poner-
se en funcionamiento. Sabemos que cuando la perforadora se encuentra en uso
puede romper varios de sus componentes al mismo tiempo. Si dichos fallos ocu-
rren de acuerdo a un ProcesoPoisson()) y sabemos que la tarea que se pretende
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realizar con dicha méaquina tardara alrededor de ¢ horas de trabajo, jcudntas pie-
zas adicionales de cada tipo se deberian llevar para poder terminar la tarea? Si
cada componente cuesta la misma cantidad de dinero, la cantidad total requeri-
da para los reemplazos estaria determinada por el niimero total de piezas que se
reemplazaron. En ese caso, jcudntas piezas esperamos que se reemplacen en total?

Una manera de resolver dicho problema usando las herramientas del capitulo
anterior seria utilizar el Teorema de Filtracion de manera individual para cada
tipo de pieza, obteniendo n diferentes Procesos Poisson, y posteriormente utilizar
el Teorema de Superposicion para obtener el nimero total de posibles reempla-
zos. Una desventaja de este enfoque es que no expresa el hecho mas importante:
varias piezas pueden romperse al mismo tiempo, un hecho que podria ocasionar
una dependencia entre los procesos individuales, lo que imposibilita el uso del
Teorema de Superposicién.

Por esta razon, optaremos por usar técnicas inspiradas en los llamados Mo-
delos de Shocks usados en la Teoria de Confiabilidad, usando las herramientas
del capitulo anterior. En estos modelos, un shock es una intermitencia que causa
errores en el sistema que se pretende estudiar, por lo que en este ejemplo dichos
shocks seran los fallos sufridos por la maquina perforadora. Entonces, para res-
ponder la pregunta jcudntas piezas adicionales de cada tipo se deberian llevar?
modelaremos la situacion anterior usando el Teorema de Filtracién visto en el
capitulo anterior y el enfoque de los Modelos de Shocks de la siguiente manera:

Sabemos que el nimero de fallos en la perforadora ocurre de acuerdo a un
ProcesoPoisson()), el cual denotaremos por { N (¢)}+>0. Ya que cada uno de estos
shocks es provocado por la ruptura de una o varias piezas, podemos clasificar cada
fallo en base a sus componentes danados, es decir, un fallo en la perforadora es
Tipo j si es causado por la ruptura del componente j. Si N;(t) denota el nimero
el nimero de rupturas del componente j hasta el tiempo ¢, podemos escribirlo en
base al nimero total de fallos como

N(t)

Nj(t) = Z [',m
r=1

donde las variables [; , son i.i.d. e independientes de N (t) con distribucién Bernoulli(p;),
las cuales toman el valor de 1 si el r-ésimo shock pertenece al Tipo j, es decir,
si el r-ésimo fallo es causado por la ruptura del componente j. Por el Teorema
de Filtracién, sabemos que {N;(t)}/>o es un Proceso Poisson con intensidad Ap;.
Conociendo esto, es posible estimar ciertos resultados para responder la primer
pregunta formulada, usando por ejemplo la esperanza y la varianza de {N;(t) }+>o
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3.1 El Modelo de Frecuencias

al tiempo ¢.

Es fécil ver que si el numero de piezas Tipo j que deberan ser reemplazadas
para el tiempo ¢ es N;(t), el nimero total de piezas extras que necesitaremos al
tiempo t serd

Nr(t) = Z N;(1),

por lo que conociendo la distribucién de Nr(t) seria posible dar alguna respuesta
para la segunda pregunta del problema, sin embargo, no tenemos mucha infor-
macion acerca de esta nueva variable.

Primero, no se satisface en general que el niimero total de shocks sea igual al
numero de piezas a reemplazar, pues como se dijo al inicio, una falla en el sistema
puede ser causada por la ruptura de mas de un componentes, dicho de otro modo

donde N(t) representa el nimero total de fallos en la méquina. En este caso, ya

que cada fallo es ocasionado por al menos una ruptura, se tiene que N(t) < Np(t).

Por otro lado, no podemos asegurar que las variables Ni(t), Ny(t),...,N,(t)
sean independientes entre ellas. Recordemos que en el Teorema de Filtracion
tenfamos la igualdad

P(NL(t) = ky, o No(t) = k)
=37 P(NA(t) = k1. No(0) = R N (1) = ) P(N (1) = 1)

—P(N\(t) = ki, ..., No(t) = ko N(t) = k)P(N(t) = k),

la cual resulta ser falsa para este problema, una vez mas por el hecho que cada
shock puede pertenecer a mds de un tipo. Lo anterior muestra que no es posi-
ble resolver el problema anterior con las herramientas expuestas hasta ahora,
por lo que haremos una generalizaciéon del Teorema de Filtracién para obtener
un resultado que nos permita resolver este problema de manera mas satisfactoria.

3.1.1. El Caso General de Filtracién

En esta seccién abordaremos un nuevo enfoque del Teorema de Filtracién. Por
simpleza, comenzaremos con el caso en que n = 2. Nuevamente, {N(¢) };>¢ es un
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ProcesoPoisson() ), mientras que {1y, }°°, e {2, }>2, son dos familias de variables
aleatorias i.i.d. con distribucion Beronulli y parametros p; y po respectivamente
que ademés son independientes de N (t), las cuales indican el nimero de shocks
que pertenecen a los tipos 1 y 2. Entonces, podemos representar al nimero de
ocurrencias del Tipo 7 como

N()

Ni(t) =Y I (3.1)

De aqui en adelante haremos la convencién de usar indistintamente el término
shock para referirnos a las ocurrencias del proceso inicial N(¢). Dicho esto, ya
que cada shock tiene asociadas ambas variables I; , e I, podemos pensar en una
familia de vectores aleatorios { (1, I2,)}:2, i.i.d. con distribucién MultiBernoulli
que ademds son independientes de N(t). Es importante observar que estos vecto-
res tienen cierta estructura de dependencia la cual quedard determinada por la
probabilidad de ocurrencia simultanea. Para entender lo anterior tomaremos la
siguiente notacion
pliv, ia) == P (I, = i1, Lo, = i2).

Notemos que, en principio, cada vector puede tomar todos los valores (i1, i) para
i1,19 € {0,1}. Entonces, por el Teorema de Probabilidad Total se satisfacen las
siguientes igualdades:

P = p(1> 0) +p(17 1)7
b2 = p(07 1) +p(17 1)a
p(1,0) + p(0,1) + p(1,1) + p(0,0) = 1. (3.2)

Entonces, conociendo a py, p2 y p(1, 1) es posible despejar a todas las deméds can-
tidades para asi conocer la probabilidad de cada resultado posible, determinando
completamente la estructura de dependencia del vector.

En el capitulo anterior hemos analizado de manera separada a Ny(t) y Nao(t)
concentrandonos en las probabilidades p; y ps respectivamente. Ahora que bus-
camos estudiar la dependencia entre ellos nos concentraremos en la probabilidad
de ocurrencia simulténea, es decir, en p(1,1). Observemos que la covarianza entre
dos variables Bernoulli esta dada por

cov ([1,1”’ [2,1“) = p(17 1) — P1p2,

por lo que al estar fijos p; y po, la cantidad que define la correlacién entre I; , e
I, es precisamente p(1,1).
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3.1 El Modelo de Frecuencias

Observemos que debe satisfacerse por la propiedad de contencién en la Pro-
babilidad que

p<1’ 1) € [O,min{phpg}],

por lo que la probabilidad de éxito simultaneo puede tomar cualquier valor
en ese intervalo. Por ejemplo, ya que pips € [0, min{p;,p2}], podemos fijar
p(1,1) = p1ps, en cuyo caso tenemos por definicién que las variables I, e Iy,
del vector son independientes. El caso en que p(1,1) = p(0,0) = 0 coincide
con el Teorema de Filtracion, reflejando la clasificacién exahustiva en dos ti-
pos. Ademas, en este caso debe satisfacerse por el sistema de ecuaciones 3.2 que

p1+p2 =p(1,0) +p(0,1) = 1.

Figura 3.1: Comparacién de las funciones de probabilidad de Np(1) para v.a.
Bernoulli independientes (rojo), el proceso original N(1) (verde), y el proceso

"N1(1) + N2(1)’ si aplicaramos el Teorema de Superposicién (azul).

Volviendo al problema inicial, solo tenemos como informaciéon que cada fallo
en la maquina es causado por la ruptura de al menos un componente, es decir
(11, I2,) # (0,0) para todo r, lo cual puede ser planteado como p(0,0) = 0. Re-
solviendo el sistema de ecuaciones 3.2 encontramos la probabilidad de ocurrencia
simultanea, la cual resulta ser

p(1,1) = p1 +p2 — 1.
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Para que el modelo tengo sentido es necesario entonces que p; +po > 1. A diferen-
cia del Caso 1, ahora es posible fijar probabilidades que cumplan el sistema 3.2
ademas de la condiciéon anterior. Entonces, ya que hemos encontrado un nuevo
planteamiento que tiene como caso particular el Teorema de Filtracién y es capaz
de modelar el problema inicial para el caso n = 2, tenemos el principio de una
generalizacion para dicho resultado.

En la Figura 3.1 se muestra la funciéon de probabilidad del proceso Np(1)
cuando p(1,2) = pi1ps, con pardmetros A = 10 y p; = ps = 0.75. Ademads se
muestra la probabilidad del Proceso Poisson inicial N (1) y lo que resultaria de
aplicar el Teorema de Superposicién a las variables Ny(1) y Na(1), es decir, un
variable aleatoria con distribucién Poisson(Ap; + Aps). Podemos observar la di-
ferencia entre estas distribuciones y nuestro nuevo planteamiento. La funcion de
probabilidad de Np(t) serd calculada en el siguiente capitulo.

3.1.2. El Caso MultiBernoulli

El siguiente paso en el planteamiento es introducir mas variables como lo hi-
cimos en el primer capitulo al usar una variable aleatoria Multinomzial en reem-
plazo de la Bernoulli. Recordemos que una variable con distribuciéon Multinomial
y un unico ensayo solo puede tomar el valor de los vectores canénicos e;. Pen-
sando en el problema de la maquina perforadora, si incrementamos el niimero de
ensayos podriamos representar el caso en que un mismo fallo es ocasionado por
la doble ruptura del mismo componente. Para corregir lo anterior usaremos un
vector aleatorio I, que tenga distribucion MultiBernoulli, es decir

Ir = (]1,7"7 ~--vIn,7‘) )

donde [, ~ Bernoulli(p;). De igual manera, supondremos que la familia de vec-
tores aleatorios {I,}%°, es i.i.d. e independiente de N ().

En lo posterior usaremos la siguiente notacion para cualquier subvector de
longitud p con la finalidad de simplificar los calculos. Como los vectores son
i.i.d., omitiremos el subindice r sobreentendiendo que la igualdad se satisface
para todos.

pjl,-u,jp(ijl? PN ijp) = P ([] = 7;]'1, PN [jp = ijp) y
donde i, ...,4;, € {0,1}. Adicionalmente, hacemos coincidir los pardmetros de I,
como p;(1) = p;. Usando esta notacién, la probabilidad P (I, =1,13 =0,15 = 1)
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se resume en pa35(1,0,1). Otro ejemplo serfa el caso de independencia para las
I, donde se tiene

pl,..,n(l, ceey 1) = Hp]
j=1

Entonces, dado {N(t) };>0 un ProcesoPoisson(\) podemos definir para cada j =
1,...,n los Procesos Filtrados N;(t) = ny:(? I;, donde I, es la j-ésima entrada
del vector aleatorio I,.. Empleando nuevamente el Teorema de Filtracion, sabemos
que N;(t) ~ Poisson(Atp;), siendo p; la probabilidad de éxito para I;,., sin embar-
go, en esta ocasion no conocemos la estructura de dependencia entre las variables
aleatorias IV;(t) ni la distribucién de Nrp(t). De igual manera, a diferencia del
Teorema de Filtracion cuando n = 2, no basta con conocer a p;__,(1,...,1) para
determinar la estructura de dependencia del vector I,.. En la tultima seccion vere-
mos que es basta conocer las probabilidades p,(1, ..., 1) para todo s C {1,2,...,n}

para conocer la estructura de este vector aleatorio.

Debido a la cantidad de subindices utilizados y a la importancia de este nuevo
planteamiento en el resto del trabajo, introducimos el siguiente diagrama para
ilustrar el significado de cada subindice en el Caso General de Filtracién, el cual
podra ser referido como una pequena sintesis del nuevo planteamiento:

In=(L,, Ly, ..., L)
I2:(-[1,27 -[2,27 "'7-[TL,2)

Inw = (L, v - Inv)
1 1 1

Ni(t) + Na(t) + oo+ No(t) = > Ny(t)
j=1
En resumen, este nuevo planteamiento propone que por cada ocurrencia del pro-
ceso N(t), en lugar de girar una ruleta para clasificarla en alguno de los n tipos
(Teorema de Filtracién), lancemos n monedas distintas no necesariamente inde-
pendientes entre si y veamos en cuales de ellas se obtuvo cara.

3.1.3. Usando el Teorema de Superposicion

Como mencionamos al inicio del capitulo, buscamos combinar las técnicas de
Filtracién y Superposicién con el propdsito de construir un modelo mas general.
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Hasta ahora hemos estudiado y ampliado el Teorema de Filtracion pero sin ser
posible aplicar el Teorema de Superposicién a los procesos {N;(t)}i>o debido a
que estos no son necesariamente independientes. Sin embargo el Teorema de Su-
perposicion puede ser de utilidad en el siguiente planteamiento:

En el problema de la perforadora abordado al inicio tenfamos como hipotesis
que {N(t)}+>0 era un ProcesoPoisson(\) el cual representaba el nimero de fallos
que sufre la maquina. Para generalizar lo anterior, consideraremos m Procesos
Poisson independientes { N()(¢)};>0 con pardmetros A€, donde e = 1,...,m, los
cuales representaran el nimero de fallos en m diferentes perforadoras con los
mismos componentes. Podemos incluso pensar que cada perforadora tiene di-
ferentes caracteristicas que hacen mas vulnerables algunos de sus componentes
dependiendo de diversos factores, como el tipo de terreno en que se utiliza, an-
tigiledad, mantenimiento dado, etc. Por esto, si representamos a dichas fallas con
los vectores MultiBernoulli 1 ff) sus parametros pueden variar de acuerdo al indi-
ce (e). Fijando dicho indice, podemos realizar el mismo desarrollo descrito en la
seccién anterior, es decir, considerando los vectores i.i.d. I ﬁe) que ademas sean in-
dependientes de N(°)(t) podemos representar el niimero de ocurrencias del Tipo
J causadas por los shocks clase (e) como

N(E)

Z 1(6)7

donde los shocks clase (e) representan las fallas en la perforadora (e). Por otro
lado, el numero total de ocurrencias del Tipo j causados por las m diferentes
clases de shocks estara dado por

m N(ﬁ)(t

=2 > L

e=1 r=1

Usando la notacién que introducimos anteriormente, para los vectores I 5,'3) ten-
dremos que

(e) N (e) _ (e) _ . : :
P ,gp(%m yly,) =P ([jl =iy, L = sz) s e dg, € 10,1}

Es en este momento cuando nuevamente podemos aplicar el Teorema de Super-
posicién, pues del supuesto de independencia para los N (), tenemos que para j
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fijo, las variables N }e) (t) también son independientes sobre el indice (e). Entonces
siendo V(1) el resultado de la Superposicién de estas variables aleatorias, se tiene

que

m

N;(t) ~ Poisson (Z A(e)tp§6)> :

e=1
En este momento podemos enunciar finalmente el primer modelo, al que llama-
remos Modelo de Frecuencias el cual, como su nombre lo indica, representa el
nimero de ocurrencias o pérdidas de diferentes tipos. Con el objeto de hacer una
pequena sintesis que podra ser referida en lo posterior, resumiremos las hipdtesis
mencionadas a lo largo de todo el capitulo, mismas que mantendremos a lo largo
de todo el trabajo con la misma notacién.

3.1.4. Modelo de Frecuencias (resumen)

Supongamos que en cierto sistema se tienen m diferentes clases de shocks,
los cuales representaremos con m Procesos Poisson independientes denotados por
{N®©(t)};0 cuyas intensidades son A para e = 1,...,m. Cada shock puede
causar n diferentes tipos de danos o pérdidas y es clasificado independientemente
de otras ocurrencias e independientemente de los procesos { N (#)};>¢. Entonces,
el nimero total de pérdidas del Tipo j estara dado por

m N(E)(t)

Ny =Y 1, (3.3)

e=1 r=1

donde los vectores aleatorios
'[7(46) - <]£€727 ) ]n?'r>

son i.i.d. con distribucién MultiBernoulli (i.e. 1;, ~ Bernoulli) para r = 1,2, ...
y que ademéds son independientes de N®)(t), y del indice (). Ademaés, el niimero
total de pérdidas de todos los tipos resulta

n n N (1)

Nr(t) =Y Nty =>" f: 1. (3.4)

j=1 j=1 e=1 r=1

Las ecuaciones 3.3 y 3.4 junto con las hipétesis anteriores comprenden el Modelo
de Frecuencias.
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Aterrizando el Modelo de Frecuencias al problema inicial tendremos que el
proceso N(®)(t) representa el nimero de fallos que tiene la perforadora niimero
(e), para los cuales las variables Bernoulli I J(e,,) indican si el r-ésimo shock es pro-
vocado por una ruptura en el componente j. Finalmente, el proceso filtrado N;(¢)
indica el nimero de rupturas o reemplazos totales del componente j mientras que
Nrp(t) es el nimero de reemplazos totales hasta el tiempo ¢.

Es importante notar la importancia entre los subindices j € {1,2,....,n} y
e € {1,2,...,m}. En lo siguiente mantendremos la siguiente convencién para su
significado:

e je{1,2,...,n} representa los tipos de pérdidas.

e cc{1,2,...,m} representa las diferentes clases de shocks que pueden producir
pérdidas.

Resulta nuevamente que el nimero de ocurrencias en el Tipo j resulta ser un
Proceso Poisson, mientras que Np(t) resulta ser una suma de Procesos Poisson,
pero a diferencia del Teorema de Filtracién y de expresar el nimero total de
ocurrencias en todos los tipos con un Proceso Poisson, las variables N;(t) que
lo conforman no son independientes. Por lo que Nr(t) es una suma de Procesos
Poisson no independientes.

3.2. El Modelo de Severidades

Hasta ahora nos hemos concentrado en conocer el nimero de ocurrencias de
cierto tipo en particular y en el nimero de ocurrencias totales. Otra cantidad
relacionada con el problema de la perforadora resulta de asignar a cada ruptura
el costo de su reemplazo, sin embargo, es factible pensar que esta es una cantidad
fija para cada tipo de componente. Otro ejemplo 1util para ilustrar este modelo,
ahora en temas de sequros es el siguiente:

En una carretera del pais y en las zonas cercanas ocurren accidentes automo-
vilisticos de acuerdo a un ProcesoPoisson(\). Sabemos que en esa zona circulan
varios autos asegurados por una cierta compania, donde a cada persona afiliada
se le paga una cierta cantidad en caso de accidente y ademads, en caso de que
éste resulte en la muerte de uno o mas acompanantes de la persona asegurada,
la compania le proporcionara cierta ayuda econdémica para gastos funerarios. Si
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a dicha aseguradora le interesa estimar la cantidad total que pagara a sus afilia-
dos en cierto tiempo t entonces con ayuda del Modelo de Frecuencias podemos
plantear la situacion anterior clasificando cada accidente en dos tipos:

e Tipo 1: donde alguno de los autos involucrados en el accidente esta asegurado
por la compania.

e Tipo 2: donde ademas de ser Tipo 1, el accidente resulta en la muerte de una
o varias personas allegadas al asegurado.

A diferencia del problema de la maquina perforadora, el pago que debe realizar
la aseguradora por cada auto involucrado en un accidente varia dependiendo de
su clasificacién (ya sea en Tipo 1 6 2) asi como de la intensidad del mismo. Por
esta razon, el costo total por las reparaciones y demas inconvenientes no estard
determinada por el nimero de accidentes en los tipos 1 y 2.

Para obtener un nuevo modelo buscamos usar tanto las propiedades del Mo-
delo de Frecuencias como las del Proceso Poisson Compuesto. Pensando en las
pérdidas relacionadas al Tipo j, podriamos usar a la variable X; para representar
la cantidad que tiene que pagar la aseguradora cada vez que ocurre un accidente
en dicha categoria. Al aplicar de manera directa el proceso compuesto Zivz(? Xjr
estamos suponiendo que todas las ocurrencias del proceso N(t) contribuirdn a las
pérdidas en el Tipo 7, es decir, que la aseguradora cubrira todos los accidentes
ocurridos, por lo que en su lugar buscamos una cantidad aleatoria que represente
tanto la cantidad perdida como el si pertenece o no al Tipo j. Dicho de otro

modo, queremos una variable aleatoria tal que satisfaga

X, r, sila ocurrencia pertenece al Tipo j,

0, si la ocurrencia no pertenece al Tipo j.

Ya que el evento 'pertenecer al Tipo j’ esta representado por las variables [, lo
anterior puede ser descrito usando a X ,/;,, la cual satisface

Xl

grdjr =

Xj;,«, si ]j,'r’ = ]_,
O, si ]j,r =0.

Entonces, aplicando la construccion del Proceso Poisson Compuesto tenemos que
la cantidad perdida del Tipo j estard dada por

N(?)
Zi(t) =Y Xj, L,
r=1
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Notemos que el planteamiento es el mismo para todos los otros tipos j =
1,...,n, pero recalcamos el hecho que Xj, y X}, no son necesariamente indepen-
dientes, es decir, un mismo accidente puede causar perdidas en diferentes tipos
de manera similar (en el ejemplo, un accidente que resulté en la muerte de una
persona seguramente resultard también en una reparacién costosa del vehiculo).
Analogamente a los vectores MultiBernoulli, consideraremos los vectores alea-
torios i.i.d.

X, =X Xnn) s

suponiendo ademds que son independientes de N (t) y de I,.

Realizando un desarrollo similar al del Modelo de Frecuencias, aplicaremos la
idea anterior a m Procesos Poisson independientes con pardmetros A(® denotados
por {N(©)(t)};>0 los cuales representarén el nimero de accidentes ocurridos en m
diferentes zonas del pais. Entonces, la cantidad perdida del Tipo j ocasionada
por los shocks clase e estara dada por

N (1)
(e gy . (e) 7(e)
70 =y X0,
r=1

mientras que la cantidad perdida total del Tipo j sera

m N© (1)

Zit)=>_ > X971,

e=1 r=1

Es razonable pensar que la clase del shock que produce cierta pérdida puede
influir en la cantidad misma, dicho de otro modo, que los vectores aleatorios
X 5@ definidos andlogamente en la parte de arriba tengan cierta distribucién F(¢),
es decir, que dependan de su pardmetro (e). Sin embargo, en lo subsecuente
supondremos que para cualesquiera indices 7 y (e) se satisface que

X ~F

y ademas
X~ Ry

7T J
para cierta distribuciéon F'.
A continuacion, resumimos los resultados de la seccién en el planteamiento del

Modelo de Severidades, nombrado asi por el contexto de Teoria del Seguro, donde
se les llama severidades a la cantidad perdida por diversos factores de riesgo.
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3.2.1. Modelo de Severidades (resumen)

Supongamos que en cierto sistema se tienen m diferentes clases de shocks,
los cuales seran representados por Procesos Poisson independientes denotados
como {N©(t)},>¢ cuyas intensidades son A\() para e = 1,...,m. Cada shock pue-
de causar n diferentes tipos de pérdidas de diferente tamano y es clasificado
independientemente de otras ocurrencias e independientemente de los procesos
{N®©(#)}1>0. Entonces, la pérdida total del Tipo j estara dada por

N (1)

i > ordxy), (3.5)

e=1 r=1

donde los vectores aleatorios

1 = (1@, o %)

n,

son i.i.d. con distribucién MultiBernoulli (i.e. I(e) ~ Bernoulli) parar = 1,2, ...
y ademés son independientes de N©)(t) y del mdlce (e). Los vectores

X0 = (x{9,.. X))
son i.i.d para los indices r y (e), y ademéds son independientes de los procesos
N© vy de los vectores I 5,6). La cantidad total perdida estarda dada por

m N(e)(t

0=2 %0 SYY Y A (3.6)

7j=1 e=1 r=1

Las ecuaciones 3.5 y 3.6 componen al Modelo de Severidades.

El modelo anterior serda el mas general que estudiaremos en este trabajo.
Notemos que en el particular caso donde X (e) — = 1, obtenemos al Modelo de Fre-
cuencias 1. Retomando el ejemplo abordado al inicio de la seccién tendriamos
que los procesos N(©)(t) representan el niimero de accidentes que ocurren en la
zona (e) en los cuales hay 2 tipos de pérdidas (n = 2): los gastos relacionados
con el automévil y los gastos funerarios. Para estos, Xl('? representa la cantidad
que tendria que pagar la aseguradora, de ser necesario, por las reparaciones del
automovil y XQ(? representa la cantidad que tendria que pagar la aseguradora, de

ser necesario, por los gastos funerarios.
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3. LOS MODELOS DE SHOCKS

3.2.2. Dos maneras de escribir el Modelo de Severidades

En esta seccién mantendremos todas las hipdtesis y notacion expuestas hasta
ahora para mostrar dos expresiones equivalentes al Modelo de Severidades que
seran usadas mas adelante.

Manera 1: Recordemos de la notaciéon matricial que el producto de dos vec-
tores A y B de dimensién n esta dado por

by "

A/B:(al Cln) :Zajbj.

by j=1

A dicho producto se le suele referir también como Producto Interno, siendo de-
notado a veces como < A, B > o A - B. Para el Modelo de Severidades podemos
intercambiar los simbolos en la suma para obtener

NE(t) n m N©(t)

Z(t) = Em: Srdx =3 N 19x, (3.7)

e=1 r=1 j=1 e=1 r=1

Manera 2: La primer hipotesis del modelo hace mencion a los m procesos inde-
pendientes que representan los shocks que causan uno o varios tipos de pérdidas.
Por el supuesto de independencia entre ellos, es posible aplicar el Teorema de
Superposicién para obtener el proceso S(t) como

S(t) = iN(e) (t) ~ Poisson(\),

e=1

el cual representara el nimero total de shocks que pueden causar pérdidas, siendo
A =>" A, Es importante notar que cada ocurrencia de S(t) es causada por
uno y sélo un N(©)(¢). De manera anéloga al desarrollo del Modelo de Severidades
podemos tratar de encontrar cierta variable Y tal que cumpla

S(t)

Z(t)=>_ Y,

s=1

es decir, indexando sobre el niimero total de ocurrencias.

Para esto sera necesario que dicha variable Y considere tres cosas:
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3.2 El Modelo de Severidades

e Tome los valores de las variables X para representar las pérdidas, en caso de
haberlas.

e Cada ocurrencia debe tomar en cuenta el total de los n tipos de pérdidas que
puede ocasionar.

e Refleje la diferencia entre haber o no una pérdida causada por un shock de la
clase (e), pues las variables [ ;? aunque son independientes, no son idéntica-
mente distribuidas para el indice (e).

Analogamente al desarrollo anterior, consideramos Y de la forma I X, siendo X
el tamano de las pérdidas e I la variable aleatoria que indica si hubo o no dicha
pérdida. Como se deben tomar en cuenta las n posibles pérdidas tendriamos que
Y deberia tener la forma

Y=0LX+..+1,X,=TX.

Con lo anterior hemos cubierto los primeros dos puntos que debe cumplir Y. Para
el dltimo necesitariamos que el vector I asuma la estructura de dependencia y
pardmetros de los vectores MultiBernoulli I'® en los casos en que la ocurrencia

de S(t) sea la de N()(t). Dicho de otro modo queremos que P (Is = Ifﬁ) sea la

misma que la que tiene una ocurrencia S(t) de ser causada por N®(¢). Notemos
que, al ser S(t) construido a partir del Teorema de Superposicién, podemos hacer
uso del Teorema de Filtracién para calcular esta probabilidad.

Lema 3.1. Si S(t) := Y./" N©)(t) donde {N®(t)};>0 son Procesos Poisson
independientes con pardmetro \©), entonces la probabilidad de que una ocurrencia

de S(t) sea causada por N (t) es /X, donde X := 37" A,

Demostracion. Para e = 1, ..., m se satisface que

S(t)

N =D
s=1

donde Jg son variables aleatorias Bernoulli(p) que toman el valor de 1 si S(?)
es provocada por N((t). Sabiendo que N©(t) ~ Poisson (At) y S(t) ~
Poisson(At) por el Teorema de Superposicién, aplicando el Teorema de Filtracion
obtenemos

N©(#) ~ Poisson(Atp),
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3. LOS MODELOS DE SHOCKS

por lo que Atp = At obteniendo asi p = A(®) /A, que es la probabilidad buscada.
m

Observemos que no es necesario tomar en cuenta esto para los vectores X 7(;:)7
pues estos son i.i.d para ambos subindices.

Entonces, la Manera 2 de representar al Modelo de Severidades seria como

Z(t)=> Y, (3.8)

donde se tiene que {S(t)}i>0 es un Proceso Poisson(\), donde A = Y7 A, Las
variables aleatorias Y; son i.i.d. e independientes de S(t) y tienen la representacién

Y =TI'X, (3.9)

donde X es el vector que representa el tamano de las pérdidas e I es un vector
de indicadoras para las posibles pérdidas causadas por diferentes shocks, el cual

satisface ©
)\ e
P(1=19) =",
A
siendo I'® los vectores definidos en el Modelo de Severidades.

3.3. El Modelo de Frecuencias 2

En esta seccion presentaremos una nueva manera de contar el nimero de
pérdidas provocadas por cierta clase de shocks. En lo siguiente omitiremos nue-
vamente el indice (e) enfocdndonos en un solo proceso de shocks.

Al formular este primer modelo la pregunta que buscdbamos responder era
¢La ocurrencia del proceso pertenece al Tipo j? y posteriormente la representa-
mos haciendo uso de la variable Bernoulli I;,. Recordemos que cada ocurrencia
del modelo puede causar de manera simultanea varios tipos de pérdidas. Para ob-
tener este nuevo enfoque en el Modelo de Frecuencias seria posible preguntarnos
por la cantidad de ocurrencias, no de un tipo sino de vector en particular.

Retomemos el problema ilustrativo de la segunda seccién: supongamos que
ademds de la clasificacién hecha anteriormente, la aseguradora divide cada tipo
de accidente dependiendo de su intensidad en tres niveles: choques menores, re-
facciones y aquellos donde el choque resulta en la pérdida total del automovil.
Podemos entonces ampliar los tipos de accidentes como
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3.3 El Modelo de Frecuencias 2

e Tipo 1: choques menores, donde uno o mas autos estan asegurados por la
compania.

e Tipo 2: refacciones, donde uno o mas autos estan asegurados por la compania.
e Tipo 3: pérdida total, donde uno o mas autos estan asegurados por la compania.

e Tipo 4: donde ademés de estar uno o varios autos asegurados, resulta en la
muerte de una o mas personas.

Notemos que la cantidad mas alta que tendria que pagar la aseguradora es aquella
en donde ocurren de manera simultanea los Tipos 3 y 4, es decir, cuando debe
cubrirse la pérdida total del auto y los gastos funerarios. Entonces, podemos in-
teresarnos por el nimero de ocasiones en que un accidente es clasificado en Tipos
3y 4 de manera simulténea, o sea, el nimero de ocurrencias del vector (0,0, 1, 1).
Es precisamente esta la situacién que aborda el Modelo de Frecuencias 2. Lo an-
terior, puede ser representado por el proceso usando el Teorema de Filtracién y
la probabilidad p;234(0,0,1,1), sin embargo, en esta seccién abordaremos una
construccién diferente que nos sera de utilidad mas adelante.

Anélogamente al modo en que hemos procedido hasta ahora, nos apoyaremos
en el Teorema de Filtracion. Si denotamos al conjunto de posibles pérdidas como
Q2 ={1,2,..,n}, buscamos aplicar el resultado a subconjunto s € S, donde S deno-
ta a la clase de subconjuntos no vacios de €). En el ejemplo anterior, buscarfamos
las ocurrencias para s = {3,4}. Para diferenciar los nuevos tipos de frecuencias
a los descritos en los Modelos de Frecuencias y Severidades, denotaremos los de
este caso como Ni(t), obteniendo asi

N(t)

Ns(t) = Z Js,ra

r=1

donde {J,,}22, son variables i.i.d. con distribucién Bernoulli(p) independientes
del proceso N(t). Si denotamos al vector e; como aquel que tiene valor 1 en la
entradas que s7 pertenecen al conjunto s y 0 en las restantes, se tendria que la
probabilidad de éxito p seria

p=P(I,=¢ey).

Es importante notar que p # P (I = 1, para todo k € s), para ver esto, note-
mos que si buscamos tnicamente las realizaciones del vector (0,0, 1,1), el evento
"I, = 1, para todo k € s’ considerarfa ademds los casos (0,1,1,1), (1,0,1,1), y
(1,1,1,1). En su lugar, buscamos mas bien la probabilidad del evento I}, = 1,
para todo k € s, I, = 0 para todo k € s°’. Para poder expresar el evento anterior
apoyandonos en las variables I, tenemos el siguiente resultado:
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3. LOS MODELOS DE SHOCKS

Teorema 3.1. Dado s C 2 la expresion
Jor = Z (—=1)1=1s H L
s':sCs’ kes’
satisface lo siguiente:

; 1, sily, =1 para todo k € s y I, = 0 para todo k € s° ,

)

0, en otro caso.

Antes de proceder a la prueba, sera requerido un resultado previo.

Lema 3.2. Para cualesquiera nimeros by, by, ....;b, y A ={1,2,...,n} se tiene que
H(1+bk)= Z Hbm
keA AT A'CAkeA

donde [ ;e bi == 1.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Para el caso base en que n = 1
se obtiene que los subconjuntos de A = {1} son @ y {1}, por lo que
Loy =]+ [T o= > ][0
keo ke{1} A:ATCA ke Al
cumpliéndose asi el resultado deseado. Supongamos ahora que la igualdad anterior
es valida para cualquier conjunto con n elementos y consideremos by, ..., b,.1,

A={1,2,...,n+ 1}. Aplicando la hipétesis de induccién se tiene que

[Ta+o={ TI Q+b))Q+bu)

keA keA—{n+1}

= II a+v+ [ 1+

keA—{n+1} kEA—{n+1}

- Y Iw+ Y Iwe

A'CA—{n+1} ke A’ A'CA—{n+1} ke A’

- Y v X I

A'CA—{n+1} ke A’ A'CA—{n+1} ke A’U{n+1}
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3.3 El Modelo de Frecuencias 2

Observemos que el primer término contiene todos los subconjuntos de A—{n-+1},
o dicho de otro modo, todos los subconjuntos de A que no contienen a n + 1,
mientras que el segundo término contiene a todos los subconjuntos de A—{n-+1}
incluyendo ademds a {n+1}, es decir, a todos los subconjuntos de A que contienen
an+ 1. En total se consideran a todos los subconjuntos de A por lo que

[Ta+o="> [lo-

keA ALAICA kA

Usando este resultado procederemos a la prueba del Teorema 3.1

Demostracion. Por simpleza, en la demostracion omitiremos el subindice r. Sa-

bemos que se satisface

1, si Iy =1 para todo k € sy I, =0 para todo k € s°,
[Ix]]a-1) =
keS  kese 0, en otro caso.
Usando el Lema anterior con A = s¢y b, = —I; para cada k en el lado izquierdo

de la igualdad obtenemos

[He][a-10=1]% > [

kes kese kes Z:ZCs¢ keZ

NS

7:ZCs¢ keZ kes

= > )7 ] L.

7.7 Cs¢ kesUuZz
Notemos que cada subconjunto s’ tal que s C s’ tiene asociado un subconjunto
en el complemento de s el cual es s’ — s que en las igualdades anteriores hemos

denotado por Z. Entonces Z =5 — sy sUZ = ¢, ademds como s C &, se tiene

que |Z| = |s'| — |s|. Por lo tanto podemos reescribir la igualdad anterior como
HIk H<1 —I) = Z (=1)l1-1s H I.
kes kese s':sCs’ kes’
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3. LOS MODELOS DE SHOCKS

Anadiendo nuevamente el subindice r concluimos que

Z (=1)l¥1=ls! H L

s’:5Cs’ kes’
1, sily, =1paratodo k € sy I, =0 para todo k € s,
0, en otro caso.

]

Usando el resultado anterior podemos representar el niimero de ocurrencias
de los Tipos s como

N(t)

Nty =>" > (=) e

r=1 s:sCs’ kes!

Nuevamente, involucrando las m clases de shocks tendriamos que el nimero total
de pérdidas serfa Ny(t) = >, N (t). Ademds, al estar considerando casos
donde el subconjunto s es no-vacio, significa que estamos contando los shocks
donde si ocurren pérdidas, es decir, donde I'® # (0,...,0). Sumando sobre la
clase S tendriamos que la variable

Nr(t) = N.(t)
seS
denotaria el nimero de shocks que si resultaron en alguna pérdida hasta el tiempo
t.

Finalmente, hacemos el recuento para escribir al nuevo modelo de frecuencias.
Modelo de Frecuencias 2

Supongamos que en cierto sistema se tienen m diferentes clases de shocks,
los cuales representaremos m Procesos Poisson independientes denotados por
{N®©(t)};0 cuyas intensidades son A para e = 1,...,m. Cada shock puede
causar n diferentes tipos de pérdidas y es clasificado independientemente de otras
ocurrencias e independientemente de los procesos { N(©)(¢)};5¢. Si S denota la clase
de subconjuntos no vacios de {1, ...,n}, entonces el niimero pérdidas tinicamente
para el conjunto s € S estara dado por

m N(t)
MOEDI I DEC VAt | F/+8 (3.10)

e=1 r=1 s:sCs’ kes’
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3.3 El Modelo de Frecuencias 2

donde los vectores aleatorios
I = (Ifi?, ...,Infr)

son i.i.d. con distribucion MultiBernoulli (i.e. I;, ~ Bernoulli) para r = 1,2, ...
y ademéds son independientes de N(®)(¢),y del indice (e). Ademads, el ntimero de
shocks que si resultaron en al menos un tipo de pérdida estara dado por

Nr(t) =Y Ni(t). (3.11)

seS

Las igualdades 3.10 y 3.11 comprenden el Modelo de Frecuencias 2.

Usando este nuevo modelo, podemos recuperar al Modelo de Frecuencias de

la siguiente manera:
Ni(ty=2_ > N,

e=1 s:j€s

Al igual que con el Modelo de Frecuencias es posible ampliar este nuevo plantea-
miento a un nuevo Modelo de Severidades, sin embargo, no abordaremos ese caso
en el presente trabajo.

En general, el Modelo de Frecuencias y el Modelo de Severidades pretenden
representar pérdidas de diferentes tipos causadas por varias clases de shocks, de
las cuales se tienen razones para creer que son dependientes entre ellas. Como
vimos en la segunda seccion, a pesar de que el planteamiento esta pensado para
resolver problemas de Confiabilidad, al abstraer las ideas empleadas podemos usar
el modelo para representar pérdidas de seguros y, como veremos mas adelante,
en otro tipo de problemas. En el siguiente capitulo exploraremos los resultados
analiticos de los modelos anteriores.
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Capitulo 4

Resultados Analiticos

Una de las observaciones mas importantes hechas al presentar los Modelos
de Frecuencias y Severidades en el capitulo anterior es que, a diferencia de caso
clasico de Filtracién, esta vez los procesos N;(t) que representan las pérdidas del
Tipo j no son independientes entre ellos, ademas de que la suma total de estas
variables, denotada por Nr(t) resultaba ser distinta al proceso inicial N(t), al ser
una suma de Procesos Poisson no independientes. En este capitulo exploraremos
resultados analiticos referentes a la dependencia entre las variables N;(t) y su
efecto en Np(t), asi como su andlogo para Z;(t) y Z(t). Los resultados de este
capitulo pueden encontrarse en el articulo principal [7].

4.1. La Distribucion Conjunta

En el resto del capitulo nos referiremos al Modelo de Frecuencias y al Modelo
de Severidades vistos anteriormente, por lo que usaremos la misma notacion e
hipotesis usadas en el capitulo anterior. Estas podran ser referidas cuando sea
necesario en su seccion correspondiente.

El resultado mas importante en el cual serda basado todo el trabajo ha sido
ya mencionado en el capitulo previo, sin embargo, comenzamos la seccién enun-
ciandolo formalmente.

Teorema 4.1. El proceso estocdstico {N;(t)}i>0 definido en el Modelo de Fre-

cuencias es un Proceso Poisson con intensidad

)\g — Z )\(e)pge)'
e=1
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4. RESULTADOS ANALITICOS

Demostracion. Es resultado de los Teoremas de Filtracion y Superposicién. [

Antes de analizar la distribucién de la nueva variable Nz (t) del Modelo de
Frecuencias es importante analizar el efecto de la dependencia entre los procesos
filtrados N;(t). Como se menciono en el capitulo anterior, el hecho de que una
ocurrencia del proceso original N () pueda ser clasificada de manera simultdnea
en dos distintos tipos j y k, provoca una influencia en las cantidades N;(t) y
Ni(t) debido al nimero de ocurrencias coincidentes.

Para entender lo anterior, retomemos el Modelo de Frecuencias con una sola
clase de shock (m = 1) y consideremos dos subindices j,k € {1,2,...,n} fijos.
Entonces, dado un Proceso Poisson inicial {N(¢)};>0 con intensidad \, la perte-
nencia a los tipos j y k de cada shock puede ser representada usando las entradas
J v k del vector aleatorio MultiBernoulli I,, es decir, usando (I;,, Iy ,). Clasifi-
cando cada ocurrencia de N (t) con los valores de estas variables es posible definir
a los procesos M;, ;, (t) como

M;, 3, (t) es el nimero de shocks donde I, = ij, Iy, = i.

Por ejemplo, M, ;(t) representa las ocurrencias de N (t) que pertenecen de manera
simultanea a los tipos j y k. Usando la notacion del capitulo pasado, tenemos
que

pj,k(ijyik) =P (ij = ij, Ik,r = Zk) .
Una forma de escribir a los nuevos procesos M;, (t) serfa la siguiente

N
Mij,ik <t> = Z 1{Ij,r:ij71k,r:ik}7
r=1

donde la indicadora sobre la que estd indexado N(t) representa la pertenencia
simultdnea a los tipos j y k. Ademds ya que se cumple 17, —; 1, —y = 1siy
solo si I, = 4;, Iy, = iy, entonces esta variable indicadora tiene distribucién
Bernoulli con probabilidad de éxito p;x(ij, ). Ya que cada entrada del vector
aleatorio I, satisface las hipotesis del Teorema de Filtraciéon, esta nueva variable
también lo hace al ser una transformacién de ellas. Entonces, se satisface que

M, 3, (t) ~ Poisson (Atpj (i, i) -

Volviendo al Modelo de Frecuencias, podemos escribir a los procesos filtra-
dos N;(t) y Ni(t) como la suma de los shocks que pertenecen a ambos tipos
simultaneamente y los que pertenecen a un tipo solamente, es decir

N;(t) =My o(t) + Mya(t),
Ni(t) =Mo(t) + My(t).
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Con las ecuaciones anteriores nos podemos dar cuenta de la dependencia entre
ambas variables recae sobre el nimero de ocurrencias que son clasificadas en
ambos tipos.

Lema 4.1. Para las variables N;(t) y Ni(t) del Modelo de Frecuencias conm = 1

y las cantidades M;, ;, (t) descritas arriba se cumple que
(i) Las variables M;, ; (t) son independientes entre ellas, para ij,i, € {0,1}.
(ii) La covarianza entre N;(t) y Ni(t) estard dada por

cov (N3 (1), Ni(t)) = Mpj(1,1).

Demostracion. (i) Notemos que cada shock cumple uno y sélo uno de los cuatro

posibles resultados para el vector (I, I, ), ademés de cumplirse que

ijg(l, 0) +pj7/€<07 1) +pj,k(17 1) +pj7k‘(07 O) =1,

entonces, por el Teorema de Filtracion concluimos que las variables M;, ;, (t)

son independientes entre ellas.
(ii) Por las propiedades de la covarianza, se satisface que

cov (NJ (t), Nk(t)) = Cov (M1,0<t> + M1,1<t>, MO,l (t) + Ml,l (t))

= var (Ml,l(t» = )‘tpj,k(la 1),

donde la penitltima igualdad es consecuencia del inciso (7) y la dltima por-
que My 1(t) ~ Poisson (Atp;x(1,1)).
O

Si consideramos el caso en que n = 2 (haciendo j = 1, k = 2), tendrfamos
que la suma total en todos los tipos dada por Np(t) planteada en el Modelo de
Frecuencias estaria dada por

Nrp(t) =Ni(t) + Na(t)
=M o(t) + Mo (t) +2My 1 (2).
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A pesar de la independencia entre las variables M; ;, () expuestas en el teorema
anterior, no podemos aplicar el Teorema de Superposicién para concluir que Ny (t)

tiene una distribucion Poisson, pues como se cumple que

E [2M171<t)] = 2)\tpj7k<]_, ]_)

var (2M,1(t)) = dvar (My1(t)) = 4Xtp; (1, 1),
ya que My 1 (t) ~ Poisson (Atp;i(1,1)). Entonces tenemos que

E[2M;41(t)] # var (2M;41()) ,

concluyendo asi que la variable aleatoria 2M;, ;, (t) no tiene una distribuciéon Pois-
son, por lo que Np(t) no es la suma de variables Poisson independientes.

El problema anterior no se presenta en el caso cuando p;(1,1) = 0, pues de
este modo M 1(t) = 0 para cualquier ¢, obteniendo asi que Nz (t) es la suma de
variables aleatorias Poisson independientes. Sin embargo, notemos que E[Nr(t)]
es constante para cualquier caso, siendo Np(t) suma de variables aleatorias Pois-
son con mismas intensidades. El efecto que pretendemos estudiar (Capitulos 5 y
6) es el de la dependencia entre los sumandos que la conforman y su efecto en la
cola derecha de la distribucion.

Ahora que estamos seguros de la no independencia entre las variables N;(t)
y Ni(t) para un solo proceso inicial, podemos retomar el caso general en que
tenemos m procesos independientes { N®)(t)}, es decir, supondremos que

=S 19 v nm=Y

e=1 r=1 e=1 r=1

N(©)(t)

para cualquier m entero positivo.

Teorema 4.2. Para las variables N;(t) y Ni(t) del Modelo de Frecuencias se

cumple que

(1) La covarianza entre N;(t) y Ni(t) esta dada por

cov (N (), Ne()) = t Y WL, 1).
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(11) La correlacion entre N;(t) y Ni(t) esta dada por
S )\(e)p(e)(l, 1)
Ze:l )\(6 pj Ze:l )\( ) v

Demostracion. (i) Por el Lema anterior, sabemos que para cadae € {1,2,...,m}

p (N;(t), Ni(t)) =

se cumple que

cov (N;€>(t),N,§e (t )) — A1, 1)

Entonces, la covarianza completa estara dada por

=3 oo (VOBNO) + 303 cov (N0, N 1))

e=1 e=1 cf
Como los procesos N (t) son independientes, cov (Nge) (t),N,Ef) (t)) =0

para e # f. Por lo tanto, lo anterior resulta

m

cov(N,(t), Nil(#)) = Y cou (Nﬁ (t), N© (t))

e=1

(ii) Usando la férmula de la covarianza del inciso (i), podemos calcular fécil-

mente una expresion para la correlacién. Notemos que
var(N;(t)) = cov(N;(t = tz A e)pge]
Como se cumple ademas que

P11 = P = 1,17 = 1) = P(I,7 = 1) = p}),
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la varianza esta dada por var(N;(t)) =t>.", )\(e)pg-e). Aplicando directa-
mente la definicién de correlacion usando la férmula de covarianza y varian-
za anteriores se tiene
~cov(N;(1), Ni(2)
B Vvar(N;(t)var(Ny(t))

S AP 1)

\/ (ZZL A p§e>> (ZZL )‘(S)P;(f)> .

p(N; (), Ni(t))

]

Antes de proceder al resultado principal de esta seccion, recordaremos que
la  construccion de los procesos M;, ;, (t) en base a un solo proceso N(t) puede
implementarse también para el caso en que hay m procesos diferentes de manera
analoga a los N;(t) como
€)

,T

M(e)

i..is (t) representa el nimero de shocks donde [ ]( =i, I ’gez = ig.

Entonces, las ocurrencias totales por los m procesos estaran dadas por
m
_ (e)
e=1

Ya que los procesos N®)(t) se suponen independientes entre ellos, aplicando el
Lema 4.1 concluimos que los nuevos M;, ;, (t) descritos arriba son también inde-
pendientes para i;, i, € {0,1}. Ademads, se cumple claramente que

N;(t) = Myo(t) + Mya(2), Ni(t) = Mo (t) + Mya(t). (4.1)

Con estas observaciones procedemos al resultado principal de la seccién.

Teorema 4.3. Para las variables N;j(t) y Ni(t) del Modelo de Frecuencias se

tiene que su distribucion conjunta estd dada por

P(N;(t) =nj, Ni(t) = ng,) = e_)\t(pj,k(lul)+pj,k(170)+pj,k(071)>><

min{nj Mk }

At 5, 1,1 asy; 3 1,0 ni—i( \¢ i 0,1 np—i
$4 Qa1 1) <i!(5jk_<i)!(>jlk_<i)!pk< )

1=0
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4.1 La Distribuciéon Conjunta

donde X := " A y

Pieliyin) == AT A 0), g € {0,1}.

e=1

Demostracion. Calcularemos la probabilidad anterior condicionando con el niime-
ro de ocurrencias simultdneas, es decir, condicionando con el proceso M ;(t). LLa

probabilidad conjunta resulta
P(Nj(t) = nj, Ny(t) = n)

:ZP(Nj(t) = nj, Ni(t) = np| My (t) = 1) P(My1(t) = i)

min{n;ng}

= S PON(t) =y Nult) = mi Mua(t) = i) P(Mya (8) = i),

i=0
donde la tultima igualdad es consecuencia de que el maximo nimero de coinci-

dencias es el minimo entre n; y n;. Para la probabilidad conjunta condicionada

a My 1(t) se tiene que

P(N;(t) = nj,Ni(t) = ny| My, (t) = 1)
—P(Mao(t) = ny — i, Mo (t) = ng — il My () = i)
=P (M o(t) =n; —i)P(My1(t) = ng, — 1),

donde la ultima igualdad es resultado de la independencia entre las variables

M;, 3, (t). Sustituyendo en la probabilidad buscada obtenemos

P(N;(t) = nj, Ni(t) = n)
min{n;ng}

= > P(M(t) =n; —i)P(Mos(t) = my — i) P(M(t) = i).

i=0
Sabiendo que Ml(fzk (t) ~ Poisson ()\(e)tpf,z (¢, zk)>, podemos usar el Teorema de
Superposicién para concluir que

Mij,ik (t) ~ Poisson (tz /\(e)p§7812(2]7 Zk)> .

e=1
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4. RESULTADOS ANALITICOS

Tomando los valores de A y p;x(i;,4;) descritos en el enunciado del teorema,
tenemos entonces que M;, ;, () ~ Poisson (Atp;(i;,ix)). Entonces, para i fijo y

agrupando lo términos exponenciales obtenemos

P(M171(t) = Z)P(Mlyg(t) =n; — Z)P(Mml(t) =Ny — Z)

:e—At(Pj,k(1,1)+pj,k(1,0)+pj,k(0,1)) (Atpj»k(L 1))i(/\tpjvk(1a O))njii()‘tpj,k(a 1))%71’
il(n; — i)l (ng — 1) ’

Sumando sobre los posibles valores de ¢ obtenemos el resultado deseado. O

Para el caso n = 2 es posible expresar la distribucién de pérdidas totales Np(t)
usando la distribucion bivariada como

P(Nr(t) = nr) =~ P(Ni(1) = i, Na(t) = ny 1)
= S P(Ni(t) = i, No(t) = i — i),

Recordando que Nr(t) es la suma de v.a. Poisson, es notorio el efecto de
la dependencia entre los sumandos y la ocurrencia de eventos multiples si lo
contrastamos con el Teorema de Superposicién, en que la suma de v.a. Poisson
independientes resultaba nuevamente en una v.a. Poisson.

Por otro lado, si consideramos el caso cuando p;x(1,1) = 0, los términos de
la suma donde ¢ # 0 son nulos, resultando

P(N;(t) = nj,Ni(t) = ng)

:e—At(Pj,k(l,O)-i-Pj,k(0,1)) <)‘tpj,k(1’ O))nj (Atpj}k(Ov 1))%

Del supuesto anterior y la definicién de p;(1,1) concluimos que pg(l, 1)=0
para cada superindice e € {1,2,...,m}. Ademas, por el sistema de ecuaciones 3.2

obtenemos pﬁ(l, 0) = pg-e). Por lo tanto,

pjx(1,0) = 17" Z )\(e)pge).
e=1

Entonces, Atp;(1,0) y Atp;x(0,1) resultan ser los pardmetros de las variables
N;(t) y Ni(t) respectivamente, es decir, se cumple que

P(Nj(t) = nj, Np(t) = ny) = P(N;(t) = n;) P(Ni(t) = ny.),
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4.2 Los Tiempos de Llegada

cumpliéndose asi la independencia en las ocurrencias de los tipos j y k. Lo anterior
se puede resumir en la siguiente caracterizacion:

Corolario 4.1. Las variables N;(t) y Ni(t) del Modelo de Frecuencias son inde-
pendientes si y solo si p;e,z(l, 1) = 0 para todo e =1,...;m.
Mas aun, tenemos también el siguiente resultado:

Corolario 4.2. Las variables N1(t), Na(t),...,N,(t) del Modelo de Frecuencias no

©

son independientes si se cumple que Y7 p;” > 1 para algin e € {1,2,...,m}.

Demostracion. Usando argumento por contrapuesta, supongamos que Ny (t), Na(t),...,Np(t)

son independientes, entonces por el Corolario anterior tenemos que para cuales-

quiera j # k se tiene que pf,i(l, 1) = 0. Entonces, si 0 denota el vector de longitud

n cuyas entradas son 0 tenemos
P (IS) v o) —P (U{I}f) - 1})
j=1
=S p (1) =)
j=1
-3
j=1

donde la segunda igualdad es producto de la hipétesis y la férmula de unién finita

en probabilidad (Teorema A.2 del apéndice). Se cumple entonces que

Shf = P (10 40) <1
j=1

probando el resultado buscado. [

4.2. Los Tiempos de Llegada

Comenzaremos esta seccién recordando la pregunta que nos hicimos en el pri-
mer capitulo: ;qué son los Tiempos de Inter-arribo? Intuitivamente, se trata del
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4. RESULTADOS ANALITICOS

tiempo que transcurre entre dos eventos consecutivos de algtin proceso estocasti-
co. De esta idea podemos definir el Primer Tiempo de Inter-arribo, es decir, el
momento en que ocurre el primer evento de cierto proceso de la siguiente manera:

Definicién 4.1. Dado {N(t)}+>0 un proceso estocdstico, diremos que el Primer

Tiempo de Llegada es la variable aleatoria T, la cual esta definida como

T :=inf{t: N(t) > 0}.

El resultado siguiente es muy conocido, pero lo enunciamos formalmente ya
que sera de suma importancia en esta seccion.

Teorema 4.4. Dado {N(t)}>0 un Proceso Poisson con intensidad X\, entonces
que la funcion de densidad del Primer Tiempo de Llegada, denotado por la va-

riable T, esta dada por
fT(t) = )‘ei)\a
es decir, T' tiene una distribucion exponencial con pardametro 1/\ (exp(1/X)).

Como los procesos {N;(t) }+>o definidos en el Modelo de Frecuencias son Pro-
cesos Poisson, por el Teorema anterior es facil conocer la distribucion para los
primeros tiempos de llegada para cada j, sin embargo, ya que las variables N;(t)
no son independientes (como hemos mencionado varias veces hasta ahora) es in-
teresante preguntarnos por la distribucién conjunta de sus tiempos de llegada. Al
igual que en la seccion anterior, nuestra meta es calcular la probabilidad de super-
vivencia conjunta para los primeros tiempos de llegada de los procesos {N;(t) }1>0
y {Nk(t)}t = 0.

Dados j,k € {1,2,...,n} con j # k, denotaremos por T; y T}, al los primeros
tiempos de llegada para los procesos {N;(t)}i>0 v {Ni(t)}i>0 respectivamente.
En este punto retomaremos los procesos {M;, ;, (t) };>0 de la seccién anterior, los
cuales son Procesos Poisson con intensidad /", A(e)p§f,g(ij, ir) vy denotando sus
primeros tiempos de llegada como Z;_ ;, . Estas variables indican el primer momen-
to en que ocurre el vector (i;,14). Por ejemplo, Z; ; denotard el primer momento

en que hubo ocurrencias simultaneas de tipos j y k.
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4.2 Los Tiempos de Llegada

De la definicién y la ecuacién 4.1 se cumple que
T; =inf{t: N;(t) >0} =inf{t: Mio(t) + M;1(t) > 0} = min{Z 0, Z11}.
Anilogamente, se tiene que
Ty = min{Zy1, 211}

Recordemos por el Lema 4.1 que las variables M;, ;, (t) son independientes entre
ellas. Con estas herramientas enunciaremos el siguiente resultado:

Teorema 4.5. Dados {N;(t)}i>0 y {N;(t) }+=0 con i # j los procesos definidos en
el Modelo de Frecuencias, se cumple que la probabilidad de supervivencia conjunta

para los primeros tiempos de llegada T; y T}, respectivamente, esta dada por
P(T} > tj,Tk > tk)
—exp <—tj Z )\(e)pg-e) — t, Z )\(e)p,(:) + min{t;, tx} Z A(e)pg.f]z(l, 1)) .
e=1 e=1 e=1

Demostracion. Por las igualdades anteriores se tiene que

P(T] > tj,Tk > tk) =P (ml/H{ZLo, Zl,l} > tj,min{Zm, Zl,l} > tk)
=P (Zl,() > tj, Z071 > 1y, Z171 > max{tj,tk})

:P(ZI,O > tj)P<Z0’1 > tk)P(Zl,l > max{tj,tk}),

donde la iltima igualdad se cumple por la independencia de las variables M;_;, (1)

(Lema 4.1). Aplicando el Teorema 4.4 a estas variables tenemos que

P(Zij,ik > t) = exp <_tz)‘(e)p§?]3;<lj7lk)> :

e=1
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4. RESULTADOS ANALITICOS

Sustituyendo lo anterior obtenemos
P(,I'J > tj,Tk > tk)
—ea:p(—tZ)\ 10 —th)\(e
. —max{t;, tx} Z )\(e)pflg(l, 1)>
e=1

—exp ( ZA ( 2(1,0) + tp(0, 1) + max{t;, t )51, ))) .
Del sistema de ecuaciones 3.2 del capitulo anterior sabemos que

p$(1,0) = pi — pl)(1,1)

entonces

jpgk(l O)—i—tkp;e,z((] 1)+max{t],tk}p ( 1)

=t;p\" + il — (t; + )P\ (1, 1) + maz{t;, 6300 (1,1)

=t;p\" + tip” — min{t;, 6 }p\0 (1, 1).

Sustituyendo obtenemos finalmente que

P(T} > tj,Tk > tk)

:emp( Z (]p] Hkp](:)_mfn{tj,tk}p§f,3(1,1))>

=exp (—tj Z )\(e) — t Z A@)pt Py ) 4+ min{t;, t;} Z A€ pt oy k )) :
e=1

probando el resultado buscado. O

Una de las propiedades mas conocidas de la distribucién exponencial es la
llamada pérdida de memoria. Si pensamos que la variable T ~ exp(1/)) indica
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4.2 Los Tiempos de Llegada

la vida 1til de algiin dispositivo, esta propiedad nos diria que la probabilidad de
que la vida util sea mayor a un tiempo s+t dado que ya ha funcionado al menos
durante un tiempo ¢, sera la misma probabilidad original de sobrevivir un tiempo
s, es decir, el dispositivo, no recuerda que ha estado en funcionamiento durante
el tiempo t. Lo anterior se expresa usando a la variable T' de la siguiente manera

P(T >s+tT >t)=P(T > s).

Ya que hemos encontrado una manera de expresar la funcién de supervivencia
conjunta para los primeros tiempos de llegada, nos gustaria que se cumpliera
una propiedad similar a la pérdida de memoria. Una forma de generalizar esta
propiedad para el caso de la distribucién conjunta de T; y T}, podria ser

P(T‘] >Sj+tk,Tk>Sk+tk|T7j >tj,Tk>tk) :P(T7 >Sj,Tk>Sk)

para cualesquiera s;, si, t;, %, > 0. Sin embargo, la ecuacién de arriba nos lleva a
concluir la independencia entre las variables aleatorias Tj y T}, lo cual no es co-
rrecto si sus procesos correspondientes no son independientes, como es este caso.
La versién conjunta de la pérdida de memoria que se cumple es la enunciada a
continuacion.

Teorema 4.6. Sean {N;(t)}i>0 y {Ni(t)}i>0 con i # j los procesos definidos en
el Modelo de Frecuencias. Si T}, T}, son los primeros tiempos de llegada respecti-

vamente satisfacen
P(,T] > Sj—i-t,Tk > Sk‘i‘tu} >ty > t) :P(E > Sj,Tk > Sk)
para cualesquiera s;, si,t > 0.

Demostracion. Por la demostracion del teorema anterior, sabemos que se puede

escribir a la probabilidad de supervivencia conjunta de Tj y T}, como
P(T’] > tj,Tk > tk) = P<Zl,0 > tj)P<ZO’1 > tk)P(Zl,l > ma:t:{tj,tk}),

donde las variables Z;, ;, denotan el primer tiempo de llegada para los procesos

{M;. ;. (t) }+>0 del Teorema 4.1. Usando la definicién de probabilidad condicional,

J
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concluimos que

P(Tj>8j+t,Tk>Sk+t)
P(Tj>t,Tk>t) '

P(T’j>S]’+t,Tk>8k—|—tu}>t,Tk>t):

Sustituyendo las probabilidades de Z;, ;, en la ecuacién de arriba se obtiene

7ik
P(Zyo>sj+t)P(Zo1 > sg+1t) P(Z11 > max{s; +t,s,+1})
P(ZLQ > t) P(Z()J > t) P(Zl,l > t) '

Debido a que maz{s; +t,s; +t} = max{s;,sc} +t y que las variables Z; ;,
tienen la propiedad de pérdida de memoria por tener distribucién exponencial, la

probabilidad de supervivencia conjunta condicional resulta

P(T; > s; +t, T, > s, +t|T; > ¢, T}, > t)
=P(Z1o > sj+t|Z10 > t)P(Zo1 > sk +t|Zo1 > 1)
X P(Zy1 > max{s;, s} +t|Z11 > t)
=P(Z1 > s;)P(Zo1 > sg)P(Z11 > max{s;, si})

:P(T; > Sj,Tk > Sk),

obteniendo el resultado deseado. O]

Si definimos a la funcién de supervivencia F(t) para la variable T como sigue
F(t) = P(T > t).

es facil ver de la definicién de probabilidad condicional que la propiedad de pérdida
de memoria es equivalente a

F(s+1t) = F(s)F(t),

mientras que para la probabilidad conjunta, el resultado del teorema anterior es
equivalente B B B

F(sj+t,sp+1t) = F(sj,s5)F(t,1).
Si F;(t) y Fy(t) son las funciones de supervivencia para T} y T}, respectivamente
se satisface que

Fi(t) = P(T; > 1) = exp (—ti A<e>p§e>> (4.3)
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4.2 Los Tiempos de Llegada

para i = j, k. Sustituyendo esto en la probabilidad de supervivencia conjunta del
Teorema 4.5 como

P(CTJ >tj,Tk > tk)

=F;(t;) Fy(ty)exp (mz’n{tj, e} Y A@pl(, 1))

e=1
=F;(t;) Fy(t,)min (exp( Z)\ pjk (1,1) > exp(thA(e)pgflz(l,l))) ,
e=1

donde la 1ltima igualdad se da por la monotonia de la funcién exponencial. De-
finiendo las cantidades a; y oy como

S A@p(1,1) S A@p(1,1)

Q= Q=

m e y m
Ze:l )\(e)pg : Ze:l )\(e)pgc :

tenemos de la ecuacién 4.3 que

Fi(t;)™% = exp <tj2)\(e)p§2(1,1)> Fi(tp) ™™ = exp (th)\ pge,z 1 1)) :
e=1

e=1

Retomando la funcién de supervivencia conjunta, se tiene que

5(t)%
5(t)%

5 (L)' F(ty),

Fi.(t
(t5) Fr(te) '~ Fy(t

|/\ |\/

Fi(t si Fi(t
P(T; >t;,T > 1) =< = -
(J Jr Lk k) {F si B (1

o mas elegantemente

P(T; > t;, Ty > t) = Coya (Fj(t;), Fi(te)) ,

donde

w %y, siu > pek

Cojo, (U, v) = { 1fa,€’ (4.4)

wuv , sty < %k
Esta funcién es conocida como la Cdpula Marshall-Olkin, la cual especifica una
estructura de dependencia para cualesquiera variables aleatorias. En el articu-
lo [10] se desarrolla un planteamiento similar al que hemos presentado resultando
en la funcién Cq, o, (1, v).
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4.3. Los Momentos de Z(t)

En esta secciéon nos concentraremos en el mas general Modelo de Severida-
des descrito en el capitulo anterior. Habiendo encontrado una expresion para la
covarianza de la frecuencia de pérdidas, tenemos también una expresién para la
covarianza de las severidades. Para esto, usaremos el siguiente resultado previo
Lema 4.2. Sea N una variable aleatoria Poisson()\) y (A, B,))~, familia de
vectores aleatorios i.i.d. e independientes de N tales que A, es independiente de

B para todo v # s. Entonces para los Procesos Poisson Compuestos definidos

por Ny := Zf;l A,y Ny = Zil B, se satisface que

cov(Ny, Ny) = E[N|E[AB].
Con este resultado en mano podemos calcular la covarianza entre las variables
Z;i(t) y Zi(t).
Teorema 4.7. La covariaza de las variables Z;(t) y Z(t) del Modelo de Severi-

dades estard dada por
cov(Z;(t), Z(t)) = E[X;Xy]cov(Nj(t), Ni(t))-

Demostracion. Haciendo a A, = ];e)X](-e) y B, = I,@X,g? en el lema anterior

7r 7”‘ 7T

obtenemos que
oo (270, 2()) =B [NO )] B 17X 10x)
) £ xne] e [195)

donde la ultima igualdad resulta por la independencia entre las variables I ](er) y

X ](er) Recordemos que las X ](i) son i.i.d. para los subindices r y e, mientras que
las [ j(eT) lo son para r, por lo que omitiendo subindices innecesarios en la tltima

ecuacion se tiene

cov (Z](e) (t), 2 (t)) — E[X,X,) E [NOt)] E [I;@J;e’] .
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Sustituyendo en la expresion para la covarianza deseada resulta lo siguiente

cov(Z;(t), Zi(t)) =cov (Zm: ZJ(e) (1), izlgf))

e=1

=E [X; Xj] cov(N;(t), Ni(t)),

donde en la tdltima igualdad sustituimos la expresién para cov(N;(t), Ni(t)) del
Teorema 4.2. Notemos que nuevamente omitimos los términos con subindices e y
f con e # f por la independencia entre los procesos N (t). O

Como el titulo lo indica, la meta de esta seccién es encontrar los momentos
de la variable Z(t) presentada en el Modelo de Severidades, es decir, el tamafio
de las pérdidas totales, las cuales estaban representadas como

n m N(e)(t

:ZZj(t):ZZ X,

j=1 e=1 r=1

En igualdad 3.8 del capitulo previo logramos escribir a Z(t) de la siguiente manera

Z(t) =) Y. (4.5)

Ya que usaremos esta expresion para los resultados posteriores, serd necesario
tener en cuenta la seccion correspondiente del capitulo anterior.

Teorema 4.8. El p-ésimo momento de la variable aleatoria Y descrita en la

ecuacion 3.8 esta dado por

E[Yﬂ:%i... iE[X X, ] YOO (1),

Jji1=1 Jp=1 e=1
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Demostracion. Ya que P (I = I(e)> = %, entonces se cumple lo siguiente

EN]=E[I'X)"]

N p (@xy|r =19 P (1=19)

e=1
S R
e=1

ziiA Z Z :

e=1 ji=1  jp=1

donde la tltima igualdad es resultado de que (I'9 X)? es de la forma (i1, + ... +
inTy)P. Usando la linealidad de la esperanza y la independencia entre las variables

I y X obtenemos que

= Z A Z Z B[IY . IEX),..X;,]

Ji= ljp—l
AZ”ZZ@ ,,,,, (1 DEX, X,
Jji1=1jp=1
Y BN X A (1)
=1 jp=1 =1

]

Un resultado conocido para el Proceso Poisson Compuesto es precisamente
una expresién para su funcién generadora de momentos, la cual depende de la
variable que compone sus sumandos. Usando la representaciéon 4.5, si My (z)
denota la funcién generadora de momentos de la variable Y descrita en la ecuacion
3.8, la funcién generadora de momentos de Z(t) estard dada por

MZ(t) (SL‘) — 6)\t(My(ac)fl)

Para calcular el p-ésimo momento de Z(t) serd necesario el siguiente resultado:

Lema 4.3. Dadas dos funciones f(x) y g(z) clase C™, se tiene que la n-ésima
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4.3 Los Momentos de Z(t)

derivada de f(x)g(x) estd dada por

n

Tt = 3 (1) 1w

dx™
k=0
Finalmente podemos proceder al resultado principal de la seccion.

Teorema 4.9. Elp-ésimo momento de la variable Z(t) del Modelo de Severidades

esta dado por

k
k=0
donde
1o & - e
EY?] = b Z ZE (X X Z)\(e)pgl?mﬂp(l’ 1)
J1=1 jp e=1

Demostracion. Notemos que la primer derivada de My (z) esta dada por

d
Mz (@) = MM (@) M) (),
Para calcular la p-ésima derivada aplicamos el lema anterior para n = p — 1,
f(z) = M)(,l)(a:) y 9(x) = Mz () obteniendo

dp p—1

d
a0 = G

p—1
p—1 k+1 —k—1
SO M G MBI
k=0
dk

ya que dx_kM}(/l)(t) = M}(,kﬂ)(x). Evaluando en z = 0 y usando las propiedades de

M (2) My ()

la funcién generadora de momentos concluimos que

p—1
p—1 k —k—
Y (U)o o

79



4. RESULTADOS ANALITICOS

Ya que los momentos de la variable Y dependen de las probabilidades con-

: (e) (e) -
juntas de las I jfr y de los productos de las X jfr, el efecto que tiene la estructura

de dependencia en los vectores se vera reflejado en la forma de la distribucion de
Z(t). En el siguiente capitulo estudiaremos dicho efecto comparando los resulta-
dos entre diversas estructuras de dependencia para los vectores I'¥ y X9 asi
como del caso base en que utilizamos sumas de Procesos Poisson independientes.

Para concluir esta secciéon enunciaremos un resultado importante que hemos
pasado por alto hasta ahora.

Teorema 4.10. Para la variable Z(t) del Modelo de Severidades se satisface
(i) E[Z(8)) = 3251 E[XGIEIN; ().
(ii) var(Z(t)) = ME[Y?].

donde A =31 A\,

Demostracion. Para probar (i) se satisface por la definiciéon de Z(t) y por la

independencia entre las variables X, e I ](er) que

n m N©()

BZOI=E 3.3 > X1

=3 BB

Para el punto (z7) haremos uso de la ecuacién 4.5. Usando el Lema 4.2 para

A = B =Y tendremos que

var(Z(t)) = cov(Z(t), Z(t)) = \E[Y?].
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4.4. Las Variables Ns(t)

En esta seccién retomaremos el Modelo de Frecuencias 2, el cual nos ayudara
a encontrar de manera explicita la probabilidad P(Nr(t) = k) del Modelo de
Frecuencas. Antes de abordar el tema, presentaremos algunos resultados sobre el
Modelo de Frecuencias 2. Recordemos que S denota la clase de subconjuntos no
vacios de {1,2,...,n}, es decir, de los tipos de ocurrencias.

Teorema 4.11. Los procesos {N,(t)}=o descritos en el Modelo de Frecuencias

2 son Procesos Poisson con intensidad

ZA(e S (=1,

s':sCs’

orfie)
kes’

Demostracion. Sea s € S. Tomaremos la siguiente notacién:

S = Y (O

s':sCs’ kes’

donde

Entonces para cualquier s € S tendremos que

m N(e t)

=2 2 I

e=1 r=1
Por el Teorema 3.1 del capitulo anterior, las variables Js(er) son Bernoulli y ademas,
usando que la esperanza de variables aleatorias Bernoulli coincide con la proba-

bilidad de éxito se tiene que

P(JS) =1) = BlJ{]

s,

— FE Z (_1)|S’|—\8\ H[’i‘?] — Z (_1)|S’|—\S\E H[Iier)]
s:sCs’ kes’ 7 s':sCs’ kes’ ’
= Z (=1)I=slp (H ]lgeg — 1) — Z (=1)l'I-s |,p£ ),
s':sCs’ kes’ s':sCs’
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4. RESULTADOS ANALITICOS

donde la tercer igualdad se cumple por la linealidad de la esperanza y pif) es
la cantidad definida en el enunciado del teorema. Al ser una transformacion
lineal de las variables [ J(»f;), las variables Js(er) cumplen las hipétesis del Teore-
ma de Filtracion, por lo que {N§e) (t)}+>0 es un Proceso Poisson con pardmetro
M) Zs,zsgs,(—1)|S/|_‘s‘p§). Por la independencia entre los procesos { N(©)(¢) };>0 po-
demos aplicar el Teorema de Superposicién y concluir que el proceso {Ns(t)}tzo
definido por N,(t) = P Nge)(t) es un Proceso Poisson con intensidad A\, :=
>l A Zs/:sgs’(_1)|5l‘7|8|pg(:)'

A diferencia del Modelo de Frecuencias, estas variables si resultan ser inde-
pendientes entre ellas. Ya que podemos escribir al Modelo de Frecuencias a partir
de las variables N(t), este resultado serd de gran utilidad.

Teorema 4.12. Las variables Ns(t) definidas en el Modelo de Frecuencias 2 son

independientes para s € S.

Demostracion. Dado e € {1,...,m}, tenemos que cada ocurrencia del proceso
{N©)(#)}1>0 pertenecerd a uno y sélo un subconjunto s C {1,2,...,n}. Ya que las
variables J§€T) cumplen las hipédtesis del Teorema de Filtracién por el resultado
anterior, tenemos que las variables aleatorias N (t) son independientes para
s € SU{@}. Por lo tanto, son independientes para s € S. Por la independencia
entre los procesos { N (t)},¢ v el Teorema de Superposicién obtenemos que las
variables Ng(t) son independientes para s € S. O

Usando esto podemos obtener una caracterizacion final para la independencia
de las variables N;(t) del Modelo de Frecuencias.

Corolario 4.3. Las variables Ny(t), No(t), ..., N,(t) definidas en el Modelo de

Frecuencias son independientes si y solo si pf,z(l, 1) = 0 para cualesquiera (e) y

J# k.
Demostracion. Si suponemos que pg.e,z = 0 para cualesquiera (e) y j # k, por

la expresién usada para las intensidades g en el Teorema 4.11 se tiene por la
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4.4 Las Variables N, (t)

monotonia de la probabilidad que para cualquier s € S con |s| > 2, A\, = 0, lo
que implica que Ns(t) = 0 para dichos subconjuntos s. Entonces se cumple que
Ny (t) = Nj(t) para todo j = 1,2,...,n. Por el teorema anterior, estas variables
son independientes entre ellas. Suponiendo que pf,z(l, 1) > 0 para algunos (e) y

j # k, se cuample por el Corolario 4.1 que N;(t) y Ni(t) no son independientes. [

Finalmente, recordemos que la variable NT(t) representa el nimero de shocks
que resultaron en alguna pérdida para algiin subconjunto s € S. Por otro lado,
dada su definicién y el teorema anterior, usando el Teorema de Superposicién po-
demos concluir que a diferencia de Nz (t) en el Modelo de Frecuencias, { Np(t) }+>0
si es un Proceso Poisson.

Teorema 4.13. El proceso {Nr(t)}0 definido en el Modelo de Frecuencias 2 es

un Proceso Poisson con intensidad

m

A=Y"A =Y a¢P (L@ 4 0) ,

SES e=1

donde X\, son las intensidades de los procesos {Ny(t)}=0 y O es el vector cuyas

entradas son todas 0.

Demostracién. Como se cumple que Np(t) = Zsesﬁs(t), por el Teorema 4.12
y el Teorema de Superposicién se cumple que {NT(t)}tZO es un Proceso Poisson

con intensidad ) _oAs. Por otro lado, por la interpretacién de la variable NT(t),

ses
esta puede ser escrita como

m N (t)

NT(t) = Z Z K7('e)a

e=1 r=1
donde K ﬁej) es una variable aleatoria Bernoulli que toma el valor de 1 si I'¥) # 0.
Ya que los vectores I ge) son independientes para los indices r y (e), y ademés son
independientes de N(¢)(t), las variables K9 cumplen las hip6tesis del Teorema
de Filtracién. Usando el Teorema de Superposicién, concluimos que {Nyp(t)}i=q
es un Proceso Poisson con intensidad 7" | A P (Iq(f) # O) ya que P (ISF> # O)
es la probabilidad de éxito para las variables K. O
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4.5. Aplicando la Recursion de Panjer

Como se ha mencionado varias veces hasta ahora, las variables N;(t) del Mo-
delo de Frecuencias mo son independientes en general, por lo que es imposible
aplicar el Teorema de Superposicién para concluir que Np(t) tiene una distribu-
ciéon Poisson. Usando la expresién para la probabilidad conjunta de la primera
seccion (ecuacion 4.2) es posible calcular la distribucién de Nr(t) para el caso en
que n = 2, sin embargo, el caso general contintia pendiente.

En la ultima seccién del capitulo anterior introducimos la Recursion de Pan-
jer como un método para calcular la distribucién de variables aleatorias Poisson-
Compuestas que usan distribuciones discretas y no negativas, por lo que si logra-
mos expresar a Np(t) como una variable Poisson-Compuesta serd posible aplicar
este resultado para calcular su distribucién explicita.

Recordemos que el proceso { Ny (t) }>0 del Modelo de Frecuencias 2 representa
el nimero total de shocks que si ocasionaron pérdidas u ocurrencias en alguno
de los n tipos. Ademas, por la seccién anterior sabemos que es un Proceso Pois-
son(A). Por lo tanto, podemos escribir a la variable N (t) indexando sobre Np(t)
el numero de tipos al que pertenece cada ocurrencia, es decir, si la variable W;
denota el numero de pérdidas causada por el i-ésimo shock, tendremos que

Nr(t)
Np(t) = Wi.

=1

Si por ejemplo, la i-ésima ocurrencia del proceso { Ny (t)}iso resulta ser un shock
de clase (e), entonces se cumplird que

W, = 19 (4.6)

para algun r, ya que I fne) es un vector MultiBernoulli cuyas entradas son 0 6 1
dependiendo de los tipos a los cuales pertenece el shock.

Para aplicar la Recursion de Panjer, es necesario que las variables W; sean
i.i.d. e independientes del proceso inicial { Nz (t)}o. Ya que los vectores I'®) son
independientes para r y (e), las variables W; resultan ser independientes entre
ellas. Ademds, ya que estos vectores son independientes de N(®)(t), tenemos tam-
bién que las W; son independientes de NT(t). Por otro lado, por la ecuacion 4.6
podemos pensar que las W; no son idénticamente distribuidas, ya que las diferen-
tes clases de shocks tienen parametros distintos en los vectores I 7(“6). Sin embargo,

84



4.5 Aplicando la Recursién de Panjer

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.14. Las variables aleatorias W son idénticamente distribuidas y

ademads

P(W:k):X‘li)\(e)%k(— (kﬂ) >

e=1 i=0 st|s|=k+i

donde pge) son las definidas en el Teorema 4.11.

Demostracion. Sea k entero positivo. Por el Lema 3.1 del capitulo anterior, sa-
bemos que la probabilidad de que una ocurrencia de NT(t) resulte unicamente en
las pérdidas de un cierto conjunto s, es decir, una ocurrencia para Ns(t), es s/ X
Ya que cada ocurrencia de NT(t) afecta a uno y sélo un conjunto s € S se cumple

que
PW =k =Xx">" A,
s:|s|=k

Por el Teorema 4.11 se tiene entonces que

POW SeDY ZA 3 (=)

ss|k€1 s':sCs’

:X_I;A SN (ki ©,

si|s|=k s':sCs’

Notemos que ZS:M:k ZS,ZSQS,(—l)M*lS'pS) se compone de términos de la forma
(—1)ip§e) donde |s| = k+iy ademds i = 0, 1, ..., n—k. Entonces, cada uno de estos

k“) subconjuntos de tamano k, por lo que aparecera

subconjuntos s contiene ( N

(k’—i—i

. ) veces dentro de la suma. Entonces, para ¢ fijo, sumando sobre los conjuntos

s con |s| = k + ¢ obtendremos
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4. RESULTADOS ANALITICOS

Nuevamente, realizando la suma sobre ¢ = 0,1, ...,n — k y sustituyendo se tiene

que

m n—k .
CUSTIER) SIC) ol SRR o e

e=1 =0 s:|s|=k+1
m n—k .

~ Mk

Sy ey () S e
e=1 =0 s:|s|=k+1i

Ya que P(W = k) no varia de acuerdo a los subindices (e), tenemos que son

variables idénticamente distribuidas. O

Con este resultado es posible aplicar la Recursién de Panjer a la variable Ny (t).
Ya que el evento {Nr(t) = 0} nos dice que no hubieron shocks que ocasionaron
pérdidas en el intervalo (0, ], es equivalente a { Ny (t) = 0}, por lo que se cumple

P(Nz(t) = 0) = P(Nr(t) = 0) = eap (-Xt)

ya que NT(t) tiene una distribucién Poisson()). Para r > 0 se tiene entonces que

P(Nu(t) =) = 32 X PW = R)P(N2 (1) = — ),

k=0

ya que el mayor nimero de pérdidas que puede causar un shock es n, P(W =
k) = 0 para cualquier n < k. Finalmente, tendremos que la distribucién de Np(t)
estara dada por

Sopetbn) M p(W = k)P(Nr(t) = r — k), sir >0,

exp (=Xt sir =0, (4.7)

Pmﬂw:m:{

donde P(W = k) esta dada por el Teorema 4.14.

A pesar de tener una expresion explicita, tenemos la dificultad de calcular
Zs:\s|:k pge) cuando n es muy grande, pues dicha suma se compone de (Z) térmi-
nos. Bajo ciertos casos es posible tener una expresion mas intuitiva para esta
cantidad:
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Si suponemos que el vector MultiBernoulli 1 7(46) se compone de variables inde-
pendientes, se tiene entonces que pge) =11 jes p(»e), por lo que

J
> 0= 3 I

si|s|=k si|s|=k j€s

Sy Y I

j1—1j2>j1 Je>Jk—1 =1

_Z Z Z p]l pm pyk)'

J1=132>51  Jk>Jjr-1

Por otro lado, si se satisface

Pl = min{p{},

JES

conocido como el caso de Comonotonia, de manera similar al caso anterior, tene-

mos que
> pl = Z ST min{pl? pl, L pl)

s:|s|=k Ji=1j2>j1  Jk>Jjk—1

Conociendo a todas las probabilidades pg-e) para j = 1,2,...,n, es posible ordenar-
las de la siguiente manera

P < pl) << pl

(6)

Entonces, la probabilidad pﬁff aparecera en la suma de arriba si ¢ resulta ser el
menor elemento en un subconjunto de tamano k. Habiendo fijado a ¢ como el
menor elemento, entre los n — ¢ niimeros mayores a i podemos escoger k — 1
elementos para conformar un subconjunto de tamano k, por lo que pgfi) aparecera
(Z:i) veces dentro de la suma. Ya que tenemos n — k + 1 posibles valores para el
minimo de un conjunto de tamano k en el conjunto {1,2,...,n} tenemos que

@~ (=i
Y= (k 1)%-

s:|s|l=k =1

En el siguiente capitulo abordaremos aplicaciones del Modelo de Frecuencias
y el Modelo de Severidades en seguros, aplicando los resultados obtenidos hasta
ahora y estudiando la sensibilidad de los modelos a ciertos pardametros.
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Capitulo 5

Aplicaciones en Seguros

En este capitulo abordaremos un problema de seguros con el propédsito de
replicar los resultados obtenidos en [7]. Mas especificamente, estudiaremos un
problema en seguros contra tormentas en el que cada tormenta puede ocasionar
danos simultaneos a dos paises distintos. En este capitulo compararemos los re-
sultados de dicho problema utilizando el enfoque de danos Individuales (Procesos
Poisson independientes) con dos diferentes casos de dependencia para el nimero
de danos usando nuestro Modelo de Frecuencias: Independientes y Comonotonia.
En estos dos ultimos, el total de danos resulta en una suma de v.a. Poisson no
independientes. Ademas, ajustaremos el Modelo de Severidades con tres eleccio-
nes de dependencia en el tamano de los danos utilizando tres diferente cépulas:
Independencia, Gaussiana y Gumbel, cada una de las cuales sera utilizada al
mismo tiempo que la dependencia en el nimero de danos. Finalmente calculamos
las medidas de riesgo VaR y Expected Shortfall para los diferentes casos. Los
conceptos referentes a los seguros fueron tomados de [8] y [9].

5.1. Los Seguros y las Tormentas

Algo que es aceptado por la gran mayoria de la poblacion, ya sea por razones
cientificas, estadisticas, religiosas o por puro sentido comtn es que toda persona
viviente esta continuamente expuesta al peligro. A pesar de que un individuo
realiza sus actividades cotidianas con el objetivo de reducir este riesgo lo mas po-
sible, ya sea con cosas tan simples como mirar a ambos lados de la calle, usar ropa
adecuada en temporada de frio, no rebasar el limite de velocidad en la carretera,
etc., es imposible que una persona alcance un estado de seguridad absoluta.
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Aunque la principal preocupacién que tenemos al ser victima de alguna situa-
cién extrema es garantizar nuestra seguridad y la de nuestras personas cercanas,
también existe la preocupacion econémica como un medio para impedir, arreglar
o sobrellevar una fatalidad. Por ejemplo, si un familiar padece una enfermedad
mortal para la cual es necesaria una costosa operacién, necesitariamos de una
gran cantidad de dinero de la cual posiblemente no disponemos. Por otro lado,
si un accidente automovilistico resulté en la pérdida de nuestro vehiculo es muy
dificil contar con la cantidad suficiente para reponerlo. Finalmente, si un padre de
familia fallece por alguna razén, una preocupaciéon que tendria su familia seria la
de sobrevivir sin su principal fuente de ingresos. Entonces, ante el riesgo constante
de padecer un evento que ponga en peligro nuestra vida, salud o patrimonio, los
sequros aparecen como una opcion de garantizar nuestra seguridad econdémica.
Una definicién del seguro que puede encontrarse en [9] es la siguiente:

El seguro es un contrato por el cual una de las partes, en consideracién a un
precio, que a ella se le paga, adecuado al riesgo, da la seguridad a la otra parte
de que esta no sufrira pérdidas, dano o perjuicio por el acaecimiento de los
peligros especificados sobre ciertas cosas que puedan estar expuestas a tales
peligros.

Al igual que en cualquier empresa que resulte practicamente imposible de su-
perar para un solo individuo, el seguro ayuda a que un gran nimero de personas
contribuyan a apoyar de manera econdmica al miembro afectado, recordando que
este hara lo mismo en una situacion inversa. Esto se realiza mediante un contrato
que especifique la cantidad monetaria con que apoyara esta asociaciéon asi como
la participacién regular que aportarda cada miembro. Como se mencioné antes,
el tipo de seguro que una persona contrate depende tanto de los peligros contra
los que deseé protegerse como de las posibilidades que se tengan para afrontar
el problema. Dentro de los tipos de seguros se encuentran los de vida, médicos,
contra incendios, para autos, entre otros.

Nuestro interés en este capitulo se centra en los Seguros de Tormentas los
cuales, como su nombre lo indica, protegen a los asegurados de los danos a sus
propiedades que han sido causados por tormentas, huracanes o ciclones, depen-
diendo de lo estipulado en el contrato. En algunas ocasiones, el Seguro Patrimonial
cubre estos gastos cuando las rachas de viento y lluvias superan los umbrales esta-
blecidos, los cuales dependen de la velocidad del viento y la densidad de agua por
hora, datos que son verificados en diversas agencias meteoroldgicas, sin embargo,
los Seguros de Tormentas estdn disenados para cubrir las pérdidas que el Seguro
Patrimonial no suele tomar en cuenta, dependiendo del valor total de la casa. Ya

90



5.1 Los Seguros y las Tormentas

que en muchas ocasiones las tormentas suelen afectar a muchas personas asegu-
radas de manera simultanea, es importante tener una buena prediccién acerca de
los costos requeridos.

En particular, las Tormentas Europeas ! son conocidas por su capacidad de
producir devastadores impactos econémicos, debido al cierre de lineas de trans-
porte, desarraigo de arboles y caida de diversas construcciones como muros y
edificios. Entre los anos 2005 y 2013 se registraron diez tormentas europeas ex-
tremas que causaron enormes danos por los cuales las aseguradoras pagaron en
promedio 1.9 billones de délares, afectando a paises como Dinamarca, Suiza, Ir-
landa, Reino Unido, Francia, Alemania, Espana, etc. Sin embargo, desde el ano
2000 se ha registrado la ocurrencia de 44 tormentas que igualmente han cau-
sado diferentes pérdidas en el continente. Por esto, dentro de los Seguros por
Tormentas, las tormentas europeas tienen un especial lugar de atenciéon al mo-
mento de pronosticar las pérdidas a las que su planificacion tiene que hacer frente.

En este problema estudiaremos las pérdidas ocurridas en los paises Francia
y Alemania, causadas por tres clases de tormentas europeas que ocurren de ma-
nera independiente: oeste, centrales y pan-Europeas?®. Debido a la geografia del
continente, sabemos que los danos ocasionados por estos tres tipos de tormentas
en los paises mencionados tienden a ser de la siguiente manera:

e Las Tormentas del Oeste suelen causar danos en Francia pero no en Alemania.
e Las Tormentas Centrales suelen causar danos en Alemania pero no en Francia.
e Las Tormentas pan-FEuropeas suelen causar danos en Alemania y Francia.

Ya que las pérdidas tinicamente tienden a ser de esta manera, no descartamos la
posibilidad de que una Tormenta del Oeste cause danos en Alemania, una Cen-
tral cause danos en Francia o una pan-Europea no cause ningin tipo de dano, sin
embargo, estas pérdidas ocurren con menor frecuencia que los casos enumerados
arriba.

Los datos aqui mencionados fueron extraidos de la pagina
http://www.europeanwindstorms.org/, base de datos donde participan la Universidad de

Exeter, el servicio meteoroldgico del Reino Unido Met Office, entre otras.
2El término se refiere al sentido de identificacién personal con Europa, ya sea en un sentido

cultural, racial o politico.
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5.2. Calculo del VaR para Nr(t)

En esta seccion calcularemos la medida de riesgo VaR mencionada en el
Capitulo 2 para el nimero total de danos en Francia y Alemania, suponiendo
que las tormentas ocurren de acuerdo a Procesos Poisson independientes. En lo
siguiente, Ni(t) y Na(t) (notemos que n = 2) denotaran el nimero de dafios en
Francia y Alemania respectivamente, por lo que el niimero total de pérdidas sera

Nr(t) = Ni(t) + Na(t).

Para realizar este estudio estableceremos un horizonte de tiempo de 5 anos (t = 5)
y supondremos que los danos causados por tormentas en Francia ocurren en
promedio 5 veces por ano (A; = 5), mientras que en Alemania lo hacen 6 veces
por ano (Ay = 6). Entonces, las pérdidas para Francia y Alemania en los siguientes
5 anos de manera individual cumpliran que

Ni(5) ~ Poisson (25) y Na(5) ~ Poisson (30).
Ademas, debido a la linealidad de la esperanza obtendremos que
E[Nr(5)] = E[N1(5) + Na(5)] = 55.

En lo siguiente estudiaremos el efecto que tiene la dependencia entre Ni(t)
y Na(t) usando tres diferentes enfoques, dos de los cuales utilizan el Modelo de
Frecuencias. Estos enfoque seran los siguientes:

Caso 1 (Danos Individuales): En este caso conocemos la distribucién de
danos de manera individual, es decir, por lo dicho antes N;(5) ~ Poisson(Ait) y
Ny (t) ~ Poisson(Aat) v ademds suponemos que estas son independientes, por lo
que usando el Teorema de Superposicién obtenemos que

Nr(5) ~ Poisson(Ait + Aot) = Poisson(55),
teniendo entonces que
E[N7(5)] = Var (Nr(5)) = 55.

Este caso no utiliza el Modelo de Frecuencias.

En lo siguiente, N(V(¢) representard las Tormentas del Oeste, N?) () las Tor-
mentas Centrales y N®)(¢) las Tormentas pan-Europeas (notemos que m = 3),
cuyas intensidades fijaremos como

A =4 AP =3y \® =3
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Las probabilidades de ocasionar pérdidas en Francia (j = 1) o Alemania (j = 2)
para los diferentes tipos de tormentas seran los siguientes:

Tormentas del Oeste: pgl) =1/2, pgl) =1/4.
Tormentas Centrales: p'® =1/6, pi® =5/6.
Tormentas pan-Europeas: p§3) =5/6, pg)’) =5/6.
Ahora que hemos fijado los parametros necesarios podemos utilizar el Modelo de

Frecuencias, en particular el Teorema 4.1 para conocer las intensidades de los
procesos {Ny(t)}i>0 v {N2(t) }1>0, las cuales resultan

3 3
M= S =5 = A <6,

e=1 e=1

es decir, coinciden con el promedio de pérdidas por tormentas al ano propuestas
arriba.
Vale la pena recordar que la varianza de Np(5) estard dada por

var(Nr(5)) = var(Ny(5)) + var(Nay(5)) + 2cov(Ny(t), Na(t)).

Caso 2 (Danos Independientes):

p9(1,1) = pi?py) parae=1,2,3.

bles Ni(t) y Na2(t) no lo son. Para ver lo anterior notemos que para el caso de las

Tormentas pan-Europeas se satisface pf”) + pgg) > 1, entonces por el Corolario 4.2

nos indica que las variables Ny (t) y Na(t) no son independientes.

A pesar de que en este caso las variables I 1(6) y 12(76) son independientes, las varia-

Caso 3 (Comonotonia):
(e) — i (€ (e _
p1,2<17 1) =min{py”’,py’}, parae=1,23.

El caso de Comonotonfa es donde la probabilidad de éxito simultdneo en 1\ e I3

7,’1 7T
alcanza su valor maximo. Ya que se satisface por la contencién de Probabilidad
que

P91, 1) € [0,min{p{”, pi}]
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Del sistema de ecuaciones 3.2 del Capitulo 2 concluimos que para esta eleccién
de pfg(l, 1) se satisface
Tormentas del Oeste : pf;(o, 1) =0.
Tormentas Centrales : p;5(1,0) = 0.
Tormentas pan-Europeas : p;»(1,0) = p;5(0,1) = 0.

En el contexto del problema, esta situacién se puede traducir de la siguiente
manera:

e Siuna Tormenta del Oeste causa danos en Alemania, con certeza causara danos
en Francia.

e Si una Tormenta Central causa danos en Francia, con certeza causara danos
en Alemania.

e Si una Tormenta pan-Europea causa danos en alguno de los dos paises, con
certeza causara danos en el otro.

Lo anterior es distinto al enunciado: Si causa un tipo de pérdida, causard también
el otro, en cuyo caso se tendria simplemente que Ni(5) = Nao(5).

Es importante notar que en los tres casos propuestos Ni(5) y Na(5) son v.a.
Poisson con intensidades idénticos, por lo que la diferencia en el resultado de

Np(5) serd causado inicamente por la dependencia que exista entre estas varia-
bles.

Danos Individuales | Independientes | Comonotonia
Covarianza | 0 15 20

Correlacién | 0 0.548 0.73

E[Nr(5)] 55 55 55

var(Nr(5)) | 55 85 95

Tabla 5.1: Comparacién de la esperanza y varianza de Np(5) y la covarianza y

correlacién entre Ny (5) y My(5) para los diferentes casos de dependencia.
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Usando el Teorema 4.2 es posible conocer la covarianza y correlacion entre las
variables N1 (5) y Na(5), asi como la varianza de Nr(5) para los tres casos expues-
tos arriba. Esta comparacion se muestra en la Tabla 5.1. Al ser la covarianza una
medida de dependencia entre dos variables aleatorias, esta aumentara conforme
se incremente el nimero de shocks que causan pérdidas simultaneas, por lo que el
caso de Comonotonia puede ser interpretado como el mds peligroso en el sentido
que las pérdidas pueden tomar valores mas lejanos a la media.

Como mencionamos en la primer seccién del capitulo, una de las partes mas
importantes del analisis de la distribuciéon de pérdidas consiste en estudiar la
probabilidad de ocurrencia para los valores extremos. En esta ocasién nos enfo-
caremos en el impacto que tiene la dependencia entre Ni(t) y Na(t) en las colas
de la distribucién N (5).

Recordemos del capitulo anterior que es posible usar la expresion de la distri-
bucién conjunta de Ni(5) y No(5) para obtener asi una férmula explicita para la
distribucién Nr(5) de la siguiente manera

P(Np(5) =n) = > P (Ni(5) =n—k,Na(5) = k).

Usando la ecuacién 4.2 con A = 10, t =5, 7 = 1 y k = 2 podemos calcular la
funcién de probabilidad de Nr(5). Observemos que las probabilidades pf%(il, i2)
cambian de acuerdo a la dependencia entre las variables I l(er) e Ié?, ya sea el caso
en que son Independientes o Comondtonas, la probabilidad conjunta y la distri-
bucién de las pérdidas totales Np(5) cambiaran de igual manera. En el Caso 1
(Individuales), sabemos que Nr(5) resulta una v.a. Poisson con intensidad cono-

cida.

En la Figura 5.1 se comparan los valores extremos de la funcién de superviven-
cia de Np(5) para los diferentes casos de dependencia entre el nimero de dafios
individuales N;(t) y Na(t). El grafico muestra la probabilidad P(Nr(5) > k) para
k=170,71,...,90. A pesar de que la expresién explicita que hemos encontrado para
calcular esta probabilidad luce bastante complicada tanto por su extension como
por la necesidad de calcular nimero muy grandes (notemos que para calcular
P(Nr(5) > 90) serfa necesario calcular 90!), usando herramientas computaciona-
les como Rproject es posible realizar estos calculos de manera satisfactoria.

Como mencionamos antes, el caso de comonotonia es donde la probabilidad
de pérdida simultanea en ambos paises toma su maximo valor posible, por lo que
es natural pensar que mientras mayor sea esta cantidad, mayor serd la cantidad
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Figura 5.1: Probabilidades P(Nr(5) > k) para k = 70,71, ...90 para danios Individuales

(verde), Independientes (azul) y Comonotonia (rojo).

total de pérdidas, es decir la variable Np(5). En la Figura 5.1 se puede apre-
ciar el impacto que tiene el nuevo planteamiento comparado con el Caso 1 de
danos Individuales, pues en este caso Np(5) resulta ser simplemente una variable
Poisson(55). Observemos por ejemplo que esta probabilidad para k = 70 practi-
camente se triplica para el Caso 3 de Comonotonia.

La medida de riesgo VaR para a = 0.95 y 0.99 con estos pardmetros y bajo
estos casos de dependencia resultan ser las siguientes:

Individuales : VaRyg5 = 67, VaRgg9 = 73.

Independientes : VaRyg5 = 71, VaRgg9 = 78.
Comonotonia : VaRygs = 72, VaRyg9 = 79.

Una manera de comparar estos resultados es calculando la proporcion entre las
probabilidades P(Nr(5) > k) para dos casos distintos de dependencia. Una pro-
porcién cercana a 1 significaria que las cantidades que se estan comparando son
muy similares, mientras que los valores k£ > 1 indican que la cantidad de arriba
es k veces mayor a la de abajo y los valores k£ < 1 significan que el denominador
es k veces mayor al numerador. En la Figura 5.2 comparamos la proporcién de
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Figura 5.2: Proporcién de las probabilidades P(Nr(5) > k) entre los casos 1 — 2 (linea
azul) y 1 — 3 (linea roja).

la probabilidad P(Nr(5) > k) en los casos de Independencia y Comonotonia con
respecto al caso de danos Individuales, es decir, donde Np(5) es una variable
aleatoria Poisson. Como podemos apreciar, las probabilidades de obtener pérdi-
das mayores a 90 son 40 veces mayores para el caso de Independencia (linea roja)
y mas de 60 veces mas grandes para el caso de Comonotonia (linea azul).

Por otro lado, ya que Nr(5) = Ni(5) + N2(5) es posible preguntarnos por la
propiedad de subaditividad del VaR. Como Ni(5) y N2(5) son variables aleatorias
Poisson con intensidades 25 y 30 respectivamente, es posible calcular (con ayuda
de programa Rproject) los cuantiles 0.95 y 0.99, independientemente uno de otro,
resultando en lo siguiente:

VaR0.95(N1(5)) + V(IRO.95(N2(5)) =334+39= 72 Z VGRO_95<NT(5))

y

VaRo‘gg(N1(5)) + VaRo.gg(N2<5>) =37+43 =80 Z VCLRO.QQ(NT(5))
en cualquiera de los casos de dependencia estudiados antes. Por lo tanto, la pro-
piedad de subaditividad se cumple y el VaR resulta ser una medida de riesgo
coherente para este planteamiento en particular.
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5.3. Calculo del VaR y ES para Z(t)

Para abordar el problema de cuantificar el tamano de las pérdidas ocasionadas
por tormentas en Francia y Alemania usando el Modelo de Severidades especifi-
caremos una estructura de dependencia para el vector X ) fijando alguna cépula
presentada en el Capitulo 2, asi como el Teorema 2.9 para fijar el grado de co-
rrelacion: En particular haremos uso de las copulas de Independencia, Gaussiana
y Gumbel. Ademads, serd necesario utilizar una estructura de dependencia para
el numero de danos ocurridos, para lo cual retomaremos la estructuras de danos
Individuales, danos Independientes y Comondtonia, estructuras que combinare-
mos a su vez con la eleccién de las copulas. Recordemos que la variable Z(t) del
Modelo de Severidades estaba dada por

3 NE©(5) 3 NOG5
Z Z [1 TXfer +Z Z IZ(,er)XQ(?
e=1 r=1 e=1 r=1

Ademas de especificar la estructura de dependencia de los vectores de seve-
ridades X ff) es también necesario elegir las distribuciones marginales X ]( T) ,
decir, el tamano de las pérdidas para Alemania y Francia causados por la r-ési-
ma tormenta de la clase (e). En este caso nos inclinaremos por la muy conocida
distribucion Pareto(vy, v5), cuyas funciones de densidad y distribucién pueden

consultarse en la seccion A.3 del Apéndice A.

La distribucion Pareto ha probado tener un ajuste de gran utilidad en proble-
mas de seguros donde se pretende estimar el tamano de las pérdidas resultantes
de algun siniestro, esto debido a su propiedad de colas pesadas, la cual signifi-
ca intuitivamente que esta distribucién puede tomar valores grandes con mayor
frecuencia que otras. Mas formalmente, las distribuciones con colas pesadas se ca-
racterizan por la existencia sus momentos E[X?]. Una distribucién cuyo p-ésimo
momento no exista (es decir, que sea infinito) son consideradas de colas pesa-
das. En particular la distribuciéon Pareto tiene varianza finita inicamente para
los casos en que v; > 2. Por estas razones optaremos por fijar la distribucién de
severidades X ](P;) como una distribucién Pareto(4,3), es decir

(e) i
X, ~ Pareto(3,4), para j=12.
Ya que las variables X ](er) son i.i.d. respecto a los indices r y (e), en lo siguiente
las identificaremos inicamente como Xj.

Aun teniendo el conocimiento de la estructura de dependencia y parametros
del vector de severidades X ©, calcular la distribucién explicita de Z(5) resulta
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una tarea complicada. Aprovechando el Teorema 4.8, usaremos el Método de Mo-
mentos para ajustar Z(5) a alguna distribucién H conocida (ver la seccién A.3
del Apéndice A), de esta manera es posible despejar los pardmetros necesarios
para incorporar el conocimiento que tenemos de Z(5) a la distribucién conocida
H.

En esta ocasién escogeremos la distribucion F-Generalizada también llamada
en algunos libros como Pareto Generalizada. Si G(x;dy, ds) denota la funcién de
distribucién de una variable F' de Snedecor con grados de libertad d; y ds, la
funcién de distribucion dada por

Q@

Hop(@) =G (m

corresponderd a una distribucion F-Generalizada. Para conocer de manera explici-
ta la funcién G y algunos datos de la distribucion F' de Snedecor consultar la
Seccion A.3 en el Apéndice A.

a:;2k,204>, paraa >0, A >0, k>0

En la Figura 5.3 comparamos la distribucion F-Snedecor con la F-Generalizada
usando grados de libertad equivalentes, de modo que el cambio que se observa
en la grafica se debe al cambio de escala Sx. A pesar de que la distribucion
F-Snedecor tiene la propiedad de colas pesadas, podemos apreciar que al incre-
mentar el parametro A el cambio se hace mucho mas notorio, por lo que pensamos
que esta distribucién puede ser una buena aproximacién para la distribucién Z(5).
Otra ventaja de usar la distribucién F-Generalizada combinada con el Método
de Momentos para aproximar Z(5) es que al tener que estimar tres diferentes
pardametros a, A y k, ambas distribuciones coincidiran en media, varianza y en

cierto modo la forma, la cual estard dada (en parte) por el tercer momento.

Para proceder a aplicar el Método de Momentos debemos recordar que el p-
ésimo momento de una distribucién F-Generalizada(a, A, k) donde o > p estard

dada por
AP (H(k+i)) / (H(a —@')) . (5.1)

Del Teorema 4.8 tenemos que los momentos de Z(5) estan dados por

E[Z(5)] = )\ti (p ; 1>E [Y* E[Z(5)],

k=0
donde
1o~ « v ¢
=133 B e S0
=1 Jp=1 e=1
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Figura 5.3: Comparacién entre la distribucién F-Snedecor(4,3) (rojo) y la distribucién

F-Generalizada(3/2, A, 2) para A =1 (verde), A = 2 (azul), A = 4 (morado).

De la ecuacion anterior observamos que sera necesario conocer los primeros tres
momentos de la distribucién de severidades X;. Habiendo supuesto una distribu-
cién Pareto(4,3) para el tamano de las pérdidas, dichos momentos estardn dados
por

E[X;]=1, E[X]] =3, E[X]] =21, para j=1,2.

Los datos anteriores pueden consultarse en la seccion A.3 del Apéndice A. Para
calcular el segundo y tercer momento de Z(5) debemos obtener las esperanzas de
productos entre X y X, en particular, necesitamos conocer E[X; X, y F[X?X5)].
Sin embargo, recordemos que estas variables no son independientes pues con-
forman al vector aleatorio X. Conociendo la funcién de densidad conjunta, las
esperanzas anteriores resultan

E[X; X)) :/ / r12o f (21, To)dx1dXs
o Jo

E[XEXQ}:/ / wiwy f (21, 20)dw dTs.
o Jo

Es en este momento donde podemos hacer uso de la seccién anterior, en particular
del Teorema de Sklar (Teorema 2.8), con el que es posible conocer la funcién de
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5.3 Célculo del VaR y ES para Z(t)

densidad de manera explicita habiendo escogido una cépula con ciertos parame-
tros.

Una vez calculados los primeros tres momentos de Z(5), por la ecuacién 5.1,
aplicando el Método de Momentos obtendremos

B[2(5) = 2%,
) N2(k + 1)k
E120)7] = (a —(Z)T;)— 1)’

Nk +2)(k+ Dk
(=3 (a—2)(a—1)

el cual parece ser un sistema de ecuaciones bastante complicado. Para simplifi-
carlo, definimos las cantidades

E1Z6) E1Z(5)’]

z1:=FE[Z(B)], z:= EIZ07 23 ::E[Z(S)?’]'

De esta manera, obtenemos un sistema equivalente, el cual esta dado por

A =z (a— 1), (5.2)
AMEk+1) = 29(a —2),
Ak +2) = z(ar — 3),

Resolver este nuevo sistema es mas accesible. Para encontrar el valor de « susti-
tuimos la ecuacion 5.2 en 5.3 obteniendo

A =2(a—2) — z1(a—1).
Reemplazando este valor para A y la ecuacién 5.2 en 5.4 se tiene
2z9(a —2) — z1(a— 1) = z3(ax — 3).

De donde podemos despejar el valor de a en funcién de los términos conocidos

21, 2o ¥ 23 resultando
422 — 21 — 323
0= —"
222 — 21 — 23

Conociendo este valor, \ y k estaran dados por

A=2z(a—2)— z(a—1), k:M.
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Usando las ecuaciones 5.2 y 5.3. Usando este procedimiento, tanto la estructura de
dependencia del vector X© como las de Ny (t) y Na(t) representadas por el vector
I'® se verd reflejada en los momentos de la distribucién Z(5), los cuales su vez
se veran reflejados en los parametros a, A y k de la distribucién F-Generalizada.

Figura 5.4: Comparacién del VaR ajustado de Z(5) a la distribucién F-Generalizada
para varios casos de dependencia en el nimero de danos (Individuales, Independientes y
Comonodtonia) y para las diferentes elecciones de cépulas en el tamaiio de las pérdidas

(cépulas de Independencia, Gaussiana y Gumbel).

En la Figura 5.4 comparamos la medida de riesgo VaR para los niveles de
confianza ¢ € [0.900,0.995] obtenidos al realizar el ajuste de Z(5) a la distribu-
cién F-Generalizada. En la primer grafica comparamos esta medida para el caso
en que X; es independiente de X, combinandolo con los tres diferentes casos
de dependencia para Ni(t) y Ny(t) estudiados anteriormente (dafos individua-
les, independientes y comonotonia). En la segunda y tercer grafica modelamos la
dependencia entre X; y X5 por medio de una Cépula Gaussiana y Gumbel res-
pectivamente, cuyos parametros corresponden a una correlacién Tau de Kendall
pr = 0.5 abordada en la seccién anterior.
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La medida de riesgo VaR para estos casos resultara ser:

Coépula de Independencia:
Individuales : VaRy g5 = 78.18351, VaRgg9 = 91.45433.

Independientes : VaRy g5 = 80.11263, VaRyg9 = 94.04241.
Comonotonia : VaRy g5 = 80.72339, VaRyg9 = 94.85143.

Copula Gaussiana:
Individuales : VaRy g5 = 78.18351, VaRgg9 = 91.45433.

Independientes : VaRy g5 = 82.63069, VaRyg9 = 98.88554.
Comonotonia : VaRygs = 83.94386, VaRgg = 100.9531.
Cépula Gumbel:

Individuales : VaRy g5 = 78.18351, VaRgg9 = 91.45433.

Independientes : VaRy g5 = 83.63071, VaRgyg = 101.7416.
Comondtonia : VCLRO.95 = 8517815, vaRo.gg = 104.4252.

No es de sorprenderse que el caso de danos Individuales sea donde la distribu-
cién Z(5) tiende toma valores grandes con menos frecuencia que en todos los casos
por provocar danos Unicamente en un pais, ya sea Alemania o Francia. Observe-
mos de hecho, que este caso es el mismo sin importar la eleccion de la copula para
X1y Xs. Hablando de la dependencia entre los tamanos de las pérdidas, podemos
notar que el caso en que X; y X5 son independientes es considerablemente menos
peligroso en el sentido de alcanzar los valores grandes con menor frecuencia. Con
la eleccién de las copulas Gaussiana y Gumbel se aprecia un incremento en las
colas de la distribucién Z(5), siendo esta ultima ligeramente mayor.

Por otro lado, las medidas de riesgo Expected Shortfall estimada para los va-
lores = 0.95 y @ = 0.99 en los diferentes casos de dependencia resultan ser las
siguientes:

Copula de Independencia:
Individuales : ESO.95 = 8640731, ESO.gg = 99.1811.

Independientes : Sy g5 = 88.72785,  ESpg9 = 101.9752.
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Comondtonia : ESO.95 = 8945569, ESO_gg = 102.8386.

Coépula Gaussiana:
Individuales : ES().95 = 8640731, ES()Agg = 99.1811.

Independientes : ESy g5 = 92.71347, ESgg99 = 108.4659.
Comonoétonia : ESygs = 94.49172, E S99 = 110.9531.
Cépula Gumbel:

Individuales : ESy g5 = 86.40731, ESpg9 = 99.1811.

Independientes : £Sy g5 = 94.91404, FESpg9 = 112.9173.
Comonotonia : ESggs = 97.17375, ESyg9 = 116.3493.

A pesar de que la distribucion F-Generalizada podria no ser la mejor opcién
para representar los valores reales de la distribucién Z(5), el propésito principal
de este capitulo era ilustrar la influencia que tiene el considerar dependencia tanto
en el nimero de pérdidas ocurridas como en el tamano de estas. Como se puede
observar en las Figuras 5.1, 5.2 y 5.4, este nuevo planteamiento tiende a presentar
valores grandes con mayor frecuencia que los modelos basados tinicamente en el
Teorema de Superposicién y el Proceso Poisson Compuesto.

Retomando finalmente el problema ilustrativo, es posible que una tormenta
cause danos en ambos paises de manera simultanea, siendo igualmente factible
que el tamano de las pérdidas causadas esté relacionado de alguna manera, por lo
que pensamos que este planteamiento que se basa en la suma de Procesos Poisson
no independientes, resulta en un modelo mas cercano al que resulte abordando
al enfoque que no contempla la dependencia entre el ntimero y tamano de los
diferentes danos.
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Capitulo 6

Aplicaciones en Riesgo Crediticio

En este capitulo buscaremos aplicar alguno de los modelos que se han pro-
puesto hasta ahora en riesgo crediticio. En la primer seccién haremos una breve
introduccién a los portafolios en finanzas, en la segunda buscaremos representar
el numero de defaults en un portafolio de préstamos usando el Modelo de Frecuen-
cias y finalmente, en la tercer seccion estudiaremos este planteamiento por via
de simulaciones, comparando los resultados obtenidos para diferentes parametros
tanto en las intensidades del modelo como en las probabilidades de ocurrencia
marginales y conjuntas. Nuevamente, el planteamiento del problema asi como las
elecciones de los pardmetros estan basados en el articulo principal [7].

6.1. La Diversificacion de Portafolios

El término portafolio es usado en finanzas para referirse a un cierto agrupa-
miento de activos tales como inversiones, bonos, préstamos entre otros. Aunque
podemos pensar en un portafolio como una gran cantidad de (por ejemplo) inver-
siones, es mas correcto pensarlo como una gran inversién dividida en pequenas
porciones, cada una con distinto tamano y propoésito, situaciéon que influye de
manera directa en el riesgo que supone realizar cada una de estas pequenas in-
versiones. Por esta razon, las instituciones financieras realizan lo que se llama di-
versificacion de portafolios, técnica que busca optimizar las ganancias empleando
diferentes activos en distintos sectores de oportunidad.

La diversificacion establece que no es buena idea realizar todas las inversiones
en el mismo sector debido al riesgo que esto supone. Pensemos por ejemplo que
una persona realiza todas sus inversiones en el comercio maritimo en una regién
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especifica, principalmente en la compra de barcos de pesca. Si en unos meses
esta region fuera azotada por un huracan ocasionando la pérdida de la mayoria
de las naves, traeria como consecuencia la ruina del inversionista, situaciéon que
pudiera haber sido evitada diversificando la inversién en diferentes regiones y/o
en diferentes fuentes de ingresos de manera simultanea. De esta manera, aunque
el huracan hubiera ocasionado algunas pérdidas, es menos probable que existan
fenémenos simultaneos que resulten en la pérdida de la inversién total.

Usando un razonamiento similar podriamos pensar que entre mas diversifique-
mos las inversiones menor serd el riesgo que corremos y mayor serd la ganancia,
sin embargo, una division excesiva puede resultar contraproducente al no gene-
rar las ganancias suficientes como para solventar la inversién inicial, ocasionando
pérdidas generales en el portafolio. Por esta razon, el problema de minimizar el
riesgo y generar ganancias en los portafolios depende en gran medida de la ma-
nera en que éste se encuentre diversificado.

En la diversificacién de portafolios es comun que varios de los activos estén
relacionados entre si por diversas razones, ya sean geograficas, econémicas o cor-
porativas. En el ejemplo anterior los comercios que se encuentren localizados en
la misma regién son propensos a ser victimas del mismo fenémeno natural (un hu-
racén por ejemplo) que puede resultar en diferentes pérdidas de forma simulténea.
En otro ejemplo similar, un inversionista puede haber invertido en diversas regio-
nes en el negocio de taxis, negocio que empezd a generar ganancias insuficientes
por la apariciéon de nuevas aplicaciones digitales de transporte personal. De esta
manera, las inversiones puestas en el negocio de los taxis se ven afectadas por
pertenecer a una misma categoria a pesar de estar en regiones distintas.

Otras razones economicas que provocan la dependencia entre el valor de los
diferentes activos que conforman un portafolio pueden ser crisis econdmicas en
el pais, companias en quiebra y, por supuesto, razones personales de la persona
responsable de la inversion. Por estas razones es de importancia tener herramien-
tas suficientes para modelar la dependencia entre los posibles shocks que pueden
resultar en la pérdida de un activo en el portafolio.

El problema de modelar las pérdidas ocurridas en un portafolio depende en
gran medida de los objetivos propuestos como de las condiciones del mismo, es
decir, considerar el tipo de activo, el tiempo de madurez en el caso de bonos,
tiempo de préstamo e incluso el valor del portafolio en algin tiempo ¢ determi-
nado. En la siguiente seccién buscaremos aplicar el Modelo de Frecuencias para
modelar el nimero de incumplimientos en un portafolio de préstamos.
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6.2. El Modelo de Frecuencias en Portafolios

En esta seccion consideraremos un Portafolio de Préstamos, cuyos activos de
los cuales esta conformado son, como su nombre lo indica, préstamos de distintos
tamanos hechos por alguna institucién a diferentes personas o companias a los
cuales les llamaremos deudores, los cuales estan obligados a pagar la cantidad
estipulada al termino de cierto periodo de tiempo. Ademas, cuando un deudor no
cumpla con esta deuda diremos que ocurrié un incumplimiento.

Si buscamos aplicar alguno de los modelos para estimar las posibles pérdi-
das que pueden ocurrir en un portafolio de préstamos podriamos pensar en una
version ligeramente modificada del Modelo de Severidades donde cada deudor re-
presenta un tipo de pérdida, los shocks son las diferentes situaciones que pueden
tener como resultado un incumplimiento y las variables aleatorias X ;i) son can-
tidades fijas, cada una representando el monto correspondiente a cada persona
afiliada. Sin embargo, en esta ocasién haremos uso del Modelo de Frecuencias
para enfocarnos en el nimero de deudores que faltardn en cumplir su deuda en
el periodo de tiempo establecido.

Para plantear el problema pensaremos en un portafolio que consiste en n
deudores, cada uno de los cuales esta sujeto a tres diferentes tipos de shocks que
pueden causar un incumplimiento en su deuda:

e [ndividuales: cuando afecta inicamente al deudor en cuestion, ocasionado por
una mala administracion por parte del usuario.

e Sectores: aquellas situaciones que pueden afectar a diversas personas relaciona-
das entre si de acuerdo al sector, los cuales pueden ser de tipo geogréficos o por
el tipo de compania a la cual pertenezcan los deudores. Por ejemplo, si un gru-
po de personas afiliadas pertenece a una compania que ha caido en bancarrota,
es muy posible que todas ellas caigan en incumplimiento de la deuda.

e Globales: esta clase de shocks puede afectar a todas las personas afiliadas al
portafolio. Estas situaciones pueden darse debido a problemas tales como una
crisis economica en el pais en que residen todos los deudores.

Si suponemos que cada deudor puede ser clasificado en alguno de los K dife-
rentes sectores y que la ocurrencia de cada shock en un determinado intervalo de
tiempo puede ser representada por medio de un Proceso Poisson { N (t)},5¢ con
pardmetro A tendriamos un total de m = n+ K + 1 procesos, donde los prime-
ros n representan los shocks individuales, los siguientes K los correspondientes a
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los sectores y el m-ésimo es el shock global. De esta manera, usando el Modelo
de Frecuencias y el Teorema 4.1 el nimero de incumplimientos que incurrira el
7-ésimo deudor en un periodo de tiempo serda un Proceso Poisson con intensidad

Aj =p§j)>\(j) _|_p;l+k(j))\(n+k:(j)) +p§m)A(m)’
T T T

individual sector global

donde k(j) representa el sector al que pertenece el j-ésimo deudor. Ademsds,
podemos suponer que un shock individual causara con toda seguridad un incum-
plimiento en el deudor, es decir, con probabilidad 1, simplificando la ecuacion
anterior a

Ay = AU . pihD) Nk g () m) (6.1)

Sin embargo, este procedimiento podria no ser el mas éptimo debido a la
cantidad de personas que conforman el portafolio (en la siguiente seccién fijaremos
el nimero de deudores a n = 100 000), pues la cantidad de pardmetros que
deberiamos estimar para calibrar al modelo seria muy elevada. Una manera de
optimizar el ajuste es realizar una nueva clasificacién de los deudores de acuerdo
al historial de incumplimiento para cada persona y fijando la misma intensidad
total A; a aquellas que tengan un historial parecido. Lo anterior significa que para
cualesquiera deudores j; y jo que sean clasificados con base a su historial en la

misma categoria [, para [ = 1,2, ..., L, se cumplird que A;, = A;,, o bien

”
AtE)JtZzl = A, (6.2)

donde I(j) € {1,2,..., L} indica la categoria a la cual pertenece el deudor. Re-
cordemos que la intensidad AL, ,(j) se refiere a la probabilidad total que tiene el
J-¢ésimo deudor de faltar en su compromiso, ya sea por razones personales, insti-
tucionales o globales.

En lo siguiente optaremos por usar una notacién mas intuitiva para referirnos
a las intensidades por sectores y global, la cual es la siguiente:
/\k

sector

= A(n+k(j))7 Aglobal := A(m)

Ademsds, para lograr que se cumpla la condicién 6.2 suponemos que la intensidad
correspondiente a un shock individual dependa tinicamente de la categoria [ a la
cual pertenezca la persona, es decir

A= N0,

Con este nuevo planteamiento necesitaremos establecer un total de m = L+ K +1
intensidades para los diferentes shocks. Observemos que el niimero de parametros

108



6.2 El Modelo de Frecuencias en Portafolios

puede reducirse drasticamente dependiendo del niimero de categorias que fijemos
(es decir, de L). Con la nueva notacién, la intensidad total para la persona j
estara dada por

Aigjtzzl = Aﬁﬁfj + p§"+k(j)))\f§20r + pﬁm) Aglobal -

Notemos que para mantener las hipotesis del Modelo de Frecuencias es nece-
sario suponer que tanto las ocurrencias entre los diferentes tipos de shocks como
las variables que indican los incumplimientos en diferentes deudores son inde-
pendientes entre ellas. El supuesto anterior significa en la interpretacion que la
ocurrencia de una crisis de nivel global es independiente de las crisis en empre-
sas y/o personales, lo cual es incongruente con la realidad. Otra deficiencia que
tiene este planteamiento es la posible ocurrencia de dos o mas incumplimientos
para un mismo deudor en el periodo de tiempo, situaciéon que es imposible en
un portafolio de préstamos, pues cada persona afiliada representa solamente un
préstamo.

Los problemas anteriores pueden ser evadidos fijando las intensidades de los
diferentes shocks lo suficientemente pequenas como para que las situaciones an-
teriores ocurran con la menor frecuencia posible. Por ejemplo, considerando un
unico deudor y solamente un shock potencialmente peligroso, si el parametro Ap
es del orden de 1073 y recordando que

P(N(1) >2) =1 — Ape* — &,

la probabilidad de tener mas de dos incumplimientos ocasionados por el mismo
shock en un solo deudor serfa del orden de 1077, es decir, alrededor de una ocasién
en diez millones de casos.

Para utilizar el Modelo de Frecuencias en esta situacion serd necesario espe-
cificar las estructuras de dependencia para los vectores que indican los incum-
plimientos causados por los shocks por sectores y el global. Para tratar de hacer
cumplir la condicion 6.2 supondremos que el posible dano que cause un shock del
sector k en el j-ésimo deudor dependa unicamente de la categoria I(j) a la cual
pertenece, es decir

(n+k(7) _. k()
p; = i)
Ademas, dado un shock en el sector k, la probabilidad de causar danos en dife-
rentes personas que pertenezcan a dicho sector sera independiente, es decir, la
probabilidad de que este shock resulte en incumplimientos para los deudores jy,
J2,---, Jp resultard

p
(n+k) . k
Pyt gL L 1) = [ T sl
i=1
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cuando j1, jo,...,Jp Pertenezcan al sector k. En otro caso, la probabilidad de arriba
resultard nula.

Anélogamente, supondremos que la probabilidad que tiene un shock global
en causar danos al j-ésimo deudor dependera tanto de la categoria [(j) como del
sector k(j) a los cuales pertenece, por lo que usaremos la notacién

(m) _. k(@)
Pj = 915y -
De igual manera, supondremos que la probabilidad de causar danos en las perso-
nas ji, jo,....Jp de manera simultanea sera independiente, es decir

(m) k(js)
p]l 327 7]? H gl(]z

Con la notacion anterior finalmente tendremos que la intensidad del Proceso
Poisson {N;(t)}:>0 €l cual representa los incumplimientos causados por diversas
razones para el j-ésimo deudor en cierto periodo de tiempo estaréa dada por

ue) k(7 k(7
)‘t(o]tzzl = /\11(153 + Sl(( ))/\séQor + gl((]])) )‘global- (63)

Ademas, si buscamos que se cumpla la condicién 6.2, por el hecho que )\ﬁgg = \0)
esta condicién es equivalente a que para cualquier [ = 1,2, ..., L se satisfaga que

)‘l;ector + glk)‘gloml /\l;:actor + glkl)‘global para k 7é k/a (64)

concluyendo el ajuste principal del Modelo de Frecuencias para el problema del
portafolio de préstamos.

Con el propésito de estudiar a grandes rasgos la influencia que tienen los
parametros en la varianza de la distribucion simplificaremos los parametros aun
mas fijando el nimero de categorias L = 1, es decir, que la probabilidad que tiene
cada deudor de causar un incumplimiento por motivos personales es exactamente
la misma. Ademads, pediremos que la probabilidad que tiene cada persona de
ser afectada por un shock de tipo global es independiente del sector en que se
encuentren (recordemos que L = 1), a diferencia de lo que habfamos supuesto
antes, esto es

gf =g¢"=g¢ para cualquier k = 1,2, ..., K.

Para conocer de primera mano los efectos que puede tener un cambio en
los parametros del modelo comenzaremos calculando la dispersién de la varia-
ble Nr(1) la cual representa el nimero total de incumplimientos al término
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de un periodo de tiempo (fijando ¢ = 1) con respecto a su media, es decir
var(Np(1)) — E[Np(1)]. Haciendo uso del Teorema 4.10 sabemos que para la
varianza se cumplen las siguientes igualdades

var (Np(1 Z Zcov 1 (1),N,,(1))

1=1j2=1
n
= Z cov (Nj, (1)) + Zvar
J#j2 J=1

= Z cov (N, (1), N;, (1)) + ZE [N;(1)] por tener dist. Poisson
= Z cov (N;, (1), N;,(1)) + E[Nr(1)] por la definicién de Np(1).

De esta manera, la medida de dispersion que buscamos estara dada por

var (Np(1)) = E[Nz(1)]) = ) cov (N, (1), N (1)) (6.5)
J1#752
Para calcular la ecuacién 6.5 usando los parametros del modelo hechos hasta
ahora usaremos el Teorema 4.2 para calcular la covarianza entre Nj, (1) y N;,(1)
de manera explicita, la cual estara dada por

m

cov (le(l)v Nj2(1)) = ZA( )pgf)Jz(l’ 1)

k k k k m
= Nettorthin” (1) 4+ Neete? Py 57 (1 1) + Agtonat 1, (1, 1):

sector p]l ,J2 ,J2

Para el caso en que j; y jo pertenecen al mismo sector k, los dos primeros su-
mandos son el mismo (y aparece una sola vez) y la probabilidad de ocurrencia
conjunta resulta (s;)?, mientras que en el caso contrario esta probabilidad serd
nula. Para el shock global, sabemos por la hipétesis de independencia que la pro-

babilidad de danos simultdneos serd g*. Por lo tanto, la covarianza entre Nj, (1)
y Nj,(1) resulta

2 . .
9*Aglobal para k(j1) # k(J2),
cov (Nj1<1)>Nj2(1)) = 2 ! 2\ k SN SN
g )\global + sk)\sector para k(jl) - k<j2) = k.

Si planeamos sustituir esta igualdad en la varianza central de Nr(1) dada en la
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ecuacion 6.5 debemos notar que el término g2)\global aparece en la covarianza para
cualesquiera deudores j; v jo. Notemos también que en la suma expresada en la
ecuacion 6.5 existen n? —n sumandos, por lo que esta varianza tendrd el término
(n*—n) gQAglobal en un principio. Por otro lado, si n; denota el nimero de deudores
que pertenecen al sector k, el nimero de sumandos que tendra la expresion serd
(andlogamente) ni — n;, multiplicado por el término correspondiente sZA\, ., .

Entonces, anadiendo esta informaciéon sobre los K diferentes sectores a la parte
de los shocks globales, obtendremos que la ecuacion 6.5 resulta ser

K
var (Np(1)) = E[Nr(1)]) = (0 = 0)g*Agiobar + ) (15 = 1) ENscpor-
k=1

De la condicién 6.4 y del hecho que la probabilidad de que un shock global cause
incumplimientos es igual para todos los sectores, concluimos que la intensidad
sgAE o también debe ser la misma para cualquier & = 1,2, ..., K. Entonces,
tomando la notacién Ogopar = gAgiobal Y Osector = sk para cualquier sector

sector
k, la igualdad de arriba se simplifica en

var (Nr(1)) — E[Np(1)] = 5gzobaz(n2 —n)g + Osector Z(ni — ) Sk.-

k=1

Es importante observar que la diferencia que existe entre la esperanza y la varian-
za de Np(1) depende tinicamente de los pardmetros que representan los shocks
que causan danos simultaneos en varios deudores (por sectores y global). Por esta
razén, Np(1) puede tener una distribuciéon Poisson tnicamente si su intensidad
esta compuesta tnicamente por shocks individuales, observacién que concuerda
con el Corolario 4.3. Por otro lado, es importante notar que aunque fijaramos las
intensidades Ogsector Y Ogiobar de los diferentes shocks, la dispersién seguirfa siendo
dependiendo de las probabilidades de ocurrencias s y ¢, por lo que una baja
intensidad en los shocks puede ser compensada con una alta probabilidad causar
danos y obtener un modelo igualmente riesgoso (en el sentido de dispersion).

Recordemos que para este andlisis hemos supuesto la existencia de una sola
categoria en que pueden ser clasificados los deudores (L = 1), ademds de que la
probabilidad de que un shock global cause danos sea independiente de la eleccion
del sector (gr = g para cualquier k). No obstante, podemos llegar a conclusiones
similares realizando simulaciones para la variable Ny (1) comparando los resulta-
dos para diferentes intensidades y probabilidades de ocurrencia.
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6.3. Simulaciones del Modelo y Calculo del VaR

En esta seccion estudiaremos el planteamiento del Modelo de Frecuencias via
simulaciones usando el programa Rproject mencionado anteriormente en este tra-
bajo, con el objetivo de calcular la medida de riesgo VaR para distintos parame-
tros. Consideraremos un portafolio de préstamos conformado por un total de
n = 100 000 deudores, suponiendo que cada uno esta sujeto a un periodo de
un ano (t = 1) para cumplir con su deuda. Ademds, consideraremos un total
de K = 4 sectores y L = 2 distintas clasificaciones por historial a las que puede
pertenecer cada deudor. De esta manera hay LK = 8 diferentes categorias totales
dependiendo de su historial y del sector al que pertenecen.

En lo siguiente fijaremos un numero especifico para cada una de estas cate-
gorias. Si ny,; denota el nimero de deudores que pertenecen al sector k y fueron
clasificados con respecto a su historial en la categoria [, entonces fijaremos que

niy = 10000, 795 =20000, ns; =15000, 741 =5 000,
nNio = 10 000, Ngo = 25 000, ngo = 10 000, Ngo = 5 000.

Observemos que en cada categoria [ hay exactamente 50 000 deudores, confor-
mando un total de 100 000 como habiamos acordado. Finalmente fijaremos las
intensidades totales para las categorias 1 y 2 para cualesquiera parametros como

Motar = 0.005, A2 = 0.02.

Recordemos que la intensidad total es la probabilidad que tiene cada deudor de
resultar en un incumplimiento al término del periodo de un ano. Ademas, por la
condicién 6.2 a cada persona se le asignara una de las dos probabilidades escritas
arriba.

Es importante recordar un poco acerca de las hipdtesis que hemos descrito en
la seccion anterior para realizar la simulacién de manera exitosa:

e La probabilidad de incumplimiento dado un shock del sector k en el deudor j,
depende unicamente de la categoria [ y afecta de manera independiente a los
deudores.

e La probabilidad de incumplimiento dado un shock global en el deudor 5 depende
tanto del sector k como de la categoria [ a la que pertenezcan y afecta de manera
independiente a los deudores.
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A continuacién estudiaremos este planteamiento con dos enfoques distintos.
Remarcamos el hecho que, pese a la variacion de parametros, las intensidades to-
tales A}, vy A2, permanecen constantes, por lo que, al igual que en el capitulo
anterior tenemos que Np(t) es la suma de n v.a. Poisson con intensidades cons-
tantes, y la variacién observada es causada por la dependencia entre los procesos
individuales N;(t).

Caso 1: En este caso mantendremos constantes las probabilidades de causar
incumplimientos dada la ocurrencia de algin shock por sector o global, es decir,
fijaremos las cantidades s} y g. Dados estos pardmetros, realizaremos las simula-
ciones modificando gradualmente la intensidad de las diferentes clases de shocks,
partiendo del caso en que todos los incumplimientos son ocasionados por razones
personales (individuales) hasta llegar al punto en que cada dano es provocado por
razones que puedan afectar a varios deudores de manera simultdanea (por sectores
y global).

El sistema de ecuaciones 6.3 en forma matricial resulta ser el siguiente:

Lo S% 0 0 0 g% )\1 Az}otal
100 S% 0 0 g% )\énd )\%otal
100 0 8? 0 gi)) Alind )\%otal
100 0 0 8411 g% )\Sector‘ — >\t10tal
01 s 00 0 g o A2
01 0 s 0 0 g5 )\ie“” Abtat
01 0 0 s 0 g5 )\56‘3’50“ A
010 0 0 Sg g% global )\gotal

Para tener libertad sobre la eleccion de las intensidades A fijaremos las proba-
bilidades de ocurrencia de manera que la columna 7 sea una combinacién lineal
de las otras 6. De esta manera el rango de la matriz de coeficientes resulta 6 < 7
que es el numero de incognitas, obteniendo asi diversas soluciones para el sistema
6.3!. Las diferentes probabilidades que usaremos seran

(s, 81,7, 51, 83,53, 55, 83) = (0.25,0.08,0.05,0.1,1,0.3,0.25,0.25) 10~

(91,91, 93, 91, 93, 93, 95, g3) = (0.25,0.1,0.4,0.1,1,0.5,1.5,1) 10>,

Por otro lado, el vector de intensidades para los distintos shocks estara orde-
nado de la siguiente manera

1 2 1 2 3 4
()\ind7 )\ind7 )\sectoﬂ )\sectoﬂ )\sectom )\sectom )\global) .

LCon las probabilidades de abajo, la columna 7 resulta ser combinacién lineal de las otras

6 con coeficientes: 1/200,1/50, —1,—5, —2, —4, respectivamente.
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Manteniendo constantes las probabilidades de incumplimiento, modificaremos
las intensidades de la siguiente manera !

(a): (0.005,0.02,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0) .

(b): (0.004,0.016,0.2,1.0,0.4,0.8,0.2) .
(c): (0.002,0.008,0.6,3.0,1.2,1.2,2.4,0.6) .
(d): (0.0,0.0,1.0,5.0,2.0,4.0,1.0).

Las intensidades anteriores cumplen la condicién 6.4. Observemos que en el
caso (a) las intensidades de los shocks por sectores y el global son nulas, mientras
que las intensidades correspondientes a los shocks individuales coinciden con las
intensidades totales que fijamos al inicio. En este punto, el niimero de incumpli-
mientos es provocado en un 100 % por causas personales (para las categorias 1
y 2). En los casos (b) y (c) los incumplimientos en el total del portafolio seran
causados por razones personales en un 80 % y 40 % de las veces respectivamente.
Finalmente, el caso (d) expresa que todos los incumplimientos son provocados
por shocks que ocasionan danos simultaneos entre varios deudores.

En el caso (a) nos encontramos en la situacién cuando el nimero total de
incumplimientos tiene una distribuciéon Poisson, al ser una suma de Procesos
Poisson independientes. Es facil notar el aumento en las colas de la distribucion
conforme se incrementa el porcentaje de incumplimientos causados por shocks si-
multdneos (observemos que la escala en el eje horizontal es la misma en todos los
casos), siendo el caso (d) en el que se puede observar un incremento muy grande
en la parte central de la distribucién.

Otra cosa que merece la pena observar es el cambio en la forma de la dis-
tribucién entre casos (b) y (d) por ejemplo, notando en el primero un pequeno
valle, fendmeno que también se observa en el caso (c¢) aunque de manera menos
notoria. El caso (d) por su parte parece tener una forma mas comun, al igual que
el caso (a) que nos es bien conocido.

En la Tabla 6.1 podemos apreciar el aumento del VaRy 95 v VaRgg9 que ocu-
rre al modificar los parametros del modelo al incrementar el nimero de incum-

Las soluciones del sistema de ecuaciones 6.3 dado un nimero z fijo resultan ser:1/200 —
2/800,1/50 — z/200,z/4,52/4,2/2,z,z/4. Los casos siguientes fueron obtenidos con z =

0,0.8,2.4, 4 respectivamente.
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Figura 6.1: Histogramas resultantes de 10 000 simulaciones de la variable N7 (1) del Mo-
delo de Frecuencias aplicado a portafolios modificando las diferentes intensidades ajustadas

mientras las probabilidades de incumplimiento permanecen fijas.

plimientos simultaneos. A excepcién del caso (a) (donde los pardmetros implican
una distribucién Poisson) para dichas estimaciones se realizaron 100 grupos de
simulaciones idénticas e independientes donde el VaRy g5 v VaRgg9 fueron calcu-
lados para cada grupo, obteniendo una muestra de tamano 100 para cada medida
de riesgo y posteriormente calculando la media.

Esta es una nueva evidencia ademas de las gréaficas en la Figura 6.1 que nos
indican la enorme diferencia que existe (principalmente en las colas de la distri-
bucién) entre el caso inicial donde el nimero de incumplimientos en el portafolio
se distribuye Poisson y la variable N7 (1) construida en el Modelo de Frecuencias.

Caso 2: Para este nuevo caso mantendremos constantes las intensidades de
los shocks individuales para que en las categorias [ = 1 y I = 2 el 40% de los
incumplimientos sean ocasionados por causas personales, es decir, sabiendo que
Morar = 0.005 y A2, , = 0.02, las intensidades para los shocks individuales serdn

(Aing> Ang) = (0.002,0.008) .

ind

Por otro lado, las intensidades correspondientes a los shocks por sectores y el
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Caso 1
(a) (b) (c) (d)
VaR g5 1308 1754 2067 2276
VaRy.g9 1333 2160 2554 2847

Tabla 6.1: Estimacién del VaRgg5 v VaRg.99 para diferentes intensidades.

global, asi como las respectivas probabilidades de ocasionar incumplimientos aso-
ciadas a cada tipo seran constantes inicamente en un sentido de proporcion. Lo
anterior se refiere a lo siguiente:

Si buscamos por ejemplo que el 20 % de los incumplimientos ocurridos en el
sector 1 sean provocados precisamente por shocks en dicho sector, el 80 % res-
tante seré ocasionado por los diferentes shocks individuales y el global. Habiendo
fijado la intensidad total en la categoria [ = 1 es posible escoger los parametros
correspondientes para que se cumpla

)\1

sector

s1 = 0.2)\},,,, = 0.001.
De igual manera, para la categoria [ = 2 los pardametros deben satisfacer

1
)\sector

$2=0.2)2,,, = 0.004.

Analogamente, es posible suponer que en los incumplimientos provocados por los
shocks del sector 2 resultaron en un 50 % del total, 10 % para el sector 3 y 40 %
para el sector 4. Al igual que en el caso anterior, los supuestos anteriores implican
que los parametros correspondientes deben satisfacer

N iorSh = TEA g = 0.001

sector

N onse = 1AL = 0.004,

sector

donde r; denota el porcentaje que establecimos para cada sector.

Sin embargo, de las ecuaciones anteriores podemos multiplicar y dividir por
una constante f de tal manera que las intensidades totales permanezcan constan-
tes, es decir, se tiene que

1
A = \F
(f sector) (f ) sector
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Aunque esta modificaciéon no afecta la intensidad final, provoca un cambio en
la frecuencia de shocks y en la probabilidad de ocasionar un incumplimiento en
el portafolio. Con este nuevo enfoque se pretende conocer si es mas riesgoso un
modelo con shocks frecuentes (intensidades altas) y probabilidades bajas o un
modelo con shocks menos frecuentes (intensidades bajas) y probabilidades altas.

En este caso, las intensidades que usaremos seran las siguientes:

1
()‘sectorﬂ

)‘iectow )‘iectow /\;lectow /\global) - f (027 107 047 087 02) .

En el vector anterior también esta incluida la intensidad global, a la cual puede
aplicarse también el razonamiento hecho antes. Invariablemente de la eleccién de
f, la proporcion entre las intensidades se mantiene constante, la cual es

S\

sector

3

sector

1 .\ 2
/\sectw’ : Asector

:)\global:1:5:2:4:1~

Por otro lado, las probabilidades de ocurrencia para los shocks por sectores y
global estaran dadas por

1
(s1, 57,87, 51, 83,53, 55, 53) :?(0.5,0.25,0.125,0.25, 2,1,0.5,1)107%,

1
(91,9193, 91. 93, 93, G5+ G2 =;(1,0.25,1'25,0.5,4,1,5,2)10_2-

Observemos que los parametros que hemos elegido cumplen los porcentajes es-
tablecidos para cada sector que fijamos al inicio. Ademas, esta eleccién de parame-
tros cumple la condicién 6.4 por construccién. En esta ocasion realizaremos 10000
simulaciones independientes para f = 1,2,4,8, siendo f = 1 cuando las inten-
sidades son menores y las probabilidades de incumplimiento mayores. Como se
puede apreciar en la Figura 6.2, el caso en que f = 1 es donde un elevado niimero
de incumplimientos es més frecuente (observemos nuevamente que todos los casos
tienen el mismo intervalo en el eje horizontal), fenémeno que se reduce conforme
aumenta el valor de f. Como mencionamos en la seccién anterior, el estudio de
la dispersién de Np(1) basado en la varianza del modelo nos hacia pensar en que
la situacion con shocks menos frecuentes pero mayor probabilidad de incumpli-
miento podria ser el modelo con colas mas pesadas, conjetura que gana firmeza
con las simulaciones realizadas.

En la Tabla 6.2 comparamos nuevamente el VaRg g5 y VaRy.g9 para diferentes
elecciones del parametro f. El método utilizado para dichas estimaciones es el
mismo al del Caso 1. Podemos observar que para el caso f = 1 el riesgo es mas
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6.3 Simulaciones del Modelo y Célculo del VaR

Figura 6.2: Histogramas resultantes de 10 000 simulaciones de la variable Nr(1) del
Modelo de Frecuencias aplicado a portafolios modificando las intensidades y probabilidades

de ocurrencia y manteniendo constante la proporcién entre ellas.

elevado. A pesar de que el VaRyg9 para el caso f = 1 parece ser muy grande,
en la Figura 6.2 podemos apreciar que de hecho existen valores mayores al 4 000
aunque con relativamente poca frecuencia, probando que este caso tiene, en efecto
las colas mas pesadas de los cuatro casos.

Otra cosa que podemos notar es que la distribucién Nz (1) para el caso f =1
vuelve a tener una forma peculiar, la cual puede deberse en parte al proceso de
simulacién utilizado. Por su lado, el caso f = 8 en que las intensidades son gran-
des y la probabilidad de incumplimiento es pequena tiene una forma mas definida
y comun respecto alade f=10 f = 2.

Usando el Modelo de Frecuencias podemos realizar un planteamiento intuiti-
vo que respete los diferentes sectores en que ha sido diversificado el portafolio,
asi como las probabilidades correspondientes a los diferentes danos. Usando ideas
similares se podria implementar el Modelo de Severidades para ampliar la aplica-
cién a portafolios de inversiones tomando en cuenta el valor de cada una asi como
sus correspondientes retribuciones, sin embargo, ese problema no sera abordado
en este trabajo.
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6. APLICACIONES EN RIESGO CREDITICIO

Caso 2
f=1 f=2 f=4 f=8
VaRg.os 2777 2345 1972 1742
VaRg.99 3992 2932 2374 2000

Tabla 6.2: Estimacién del VaRg g5 v VaRg.g9 para diferentes elecciones de la constante

f.
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Capitulo 7

Conclusiones

Como pudimos observar en los resultados anteriores, tanto en los resultado
analiticos, las simulaciones y el ajuste de la distribucion, el efecto de dependen-
cia causa un efecto en la cola derecha de la distribucién. La suma de Procesos
Poisson no independientes (tanto homogéneo como compuesto) tiende a tomar va-
lores grandes con mayor frecuencia que si consideramos Procesos Poisson clasicos.

Por esta razén, en el problema de ajuste de datos, cuando se tenga el efec-
tos de danos simultaneos seria preferible optar por los Modelos de Frecuencias y
Severidades en lugar del Proceso Poisson en el caso en que se lleguen a observar
colas mas pesadas.

Finalmente, ya que en nuestras aplicaciones mantuvimos los parametros de
los diferentes sumandos y estudiamos el efecto que la dependencia entre ellos
causaba en la suma total, el cual resulto considerable, concluimos que el conocer la
distribuciéon de danos individuales no determina la distribucién de danos totales.
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Apéndice A

Resultados ttiles y Codigos

A.1. Capitulo 1

Funcién Gamma: -
M) = [y ie vy
0
Se cumple ademas para cualquier n entero positivo que
I'(n) =(n—-1)!

Distribucién X?:
Al pardametro k de la distribucién se le conoce como grados de libertad.

1 k_q _k
fz) = mfﬂr e ?
EIX] = k
Var(X) =2k

Teorema A.1 (Producto de Cauchy). Sean {a,} y {b,} dos sucesiones absolu-

tamente convergentes, es decir, se satisface que

Z lan] Y Z b
n=0 n=0

son series convergentes. Entonces se tiene que

BRIARSIEN.

n=0 n=0 k=0
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A. RESULTADOS UTILES Y CODIGOS

Teorema A.2 (Propiedades de funciones o(h)). Dadas o1(h) y oo(h) dos funcio-

nes o(h) y constantes a,b,c € R se satisface
(i) La funcion aoi(h) + beo(h) es una funcion o(h)
(ii) Si0 < f(h) < o1(h) para cualquier h, entonces f(h) es una funcion o(h).

Demostracion. Para el punto (i) basta ver que por las propiedades del limite
tenemos que

tim 2L F00lh) _ e o) g, 0a()

=0
h—0 h h—0 h—0 h

Para el punto (i), al dividir entre h la desigualdad obtenemos

o0 _ah)
~— h T h
Tomando limite cuando A — 0 se tiene
f(h) _ oi(h)
< — K =
Osim= = =Y
Usando las propiedades el limite, concluimos que
lim m =0
h—0 h
por lo que f(h) es una funcién o(h). O

A.2. Capitulo 3

Teorema A.3 (Probabilidad de la unién finita). Dados Ey, Es, ..., E,, eventos en
una o-dlgebra, se satisface que
P (U E) =Y P(E) - _ P(EEj)+..
i=1 i=1 i<j

-+ Y P(ELE,..E;)

11 <t9<...<ip
+ o (=) P(EL E,...E;)

La prueba puede encontrarse en [12].
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A.3 Capitulo 4

A.3. Capitulo 4

Pareto:
Usamos la distribucién Pareto Tipo II, cuyos pardmetros son (v, nug) y su fun-
cion de densidad, distribucién y momentos resultan las siguientes:

v1+1
. 141 1%5) !
f(x) a Uy <1/2 +x>

Flz)=1- (W”jx)m

E[X] = Vl”f :
E [Xn] _ Z/SF(IA ;(Zi;(l + n)

F de Snedecor:
La distribucién surge cuando se realiza el cociente entre dos distribuciones U y
U, con distribuciéon X? con d; y dy grados de libertad respectivamente como

_ Uh/dy
Us/ds

La variable aleatoria X resultante tiene una distribuciéon F' de Snedecor con gra-

dos de libertad (dy, ds).

dq dq+dy
INEEE <d1)2 0 1( dy )2
xTr) = _ I‘Q_ 1+_I'
1o =@y rE 4 7
E[X] = a2 dy > 2
e para ds

2d3(dy + dy — 2)
Var(X) = dy(dy — 2)2(dy — 4)

para dy > 4
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A. RESULTADOS UTILES Y CODIGOS

F-Generalizada(Pareto Generalizada):
Si F(z;dy,dy) denota la funcién de distribucién de una variable F' de Snedecor
con grados de libertad d; y ds, la funcién de distribuciéon dada por

e}
Hosp(z) = F (Hx; %, 2a>

correspondera a una distribucién F-Generalizada cuyos parametros son o > 0,
A>0,k>0.

Do+ k) Nozh!
I'(a)l(k) (x + A)otk
ATk +n)l'(a—n)
[(a)l(k)
Nk(k+1)...(k+n—1)
(—1)..(e —n)

h(z) =

E[X"] = si—k<n<a

E[X" =

si n es un entero positivo

Método de Momentos

(El contenido basado en [4]) Propuesto a finales de 1800 por Karl Pearson, el
Método de Momentos es uno de los mas utilizados cuando se tiene la tarea de
estimar parametros de alguna distribucion, aunque en algunas ocasiones ha de-
mostrado que los resultados obtenidos con este procedimiento pueden ser mejo-
rados. Dada X1, X, ..., X,, una muestra aleatoria proveniente de una distribucién
con funcién de densidad f(x|0y,...,0k), los pardmetros que buscamos pueden ser
hallados igualando los primeros £ momentos muestrales a los £ momentos corres-
pondientes a la distribucién hipotética. Mas precisamente, si tenemos que

1 - 1 /
ml:E;Xi’ 1% :E[Xl]

1 n
7M=EE>W7A62EMﬂ
=1

1 - k /
mk:;;)(i, 1y = E[X]

Entonces, ya que los momentos y; de la distribucién hipotética suelen ser una
funcién de los parametros (61, ..., 0 ), el estimador () obtenido por nuestro Método
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A.4 Capitulo 5

de Momentos (p, ..., 1},) serd obtenido resolviendo el sistema de ecuaciones

mq :ull(Gl, ceey Ok)
My =y (01, ..., Ok)

my ::u;§<917 ) ek)

para (6, ....,0;) en términos del vector conocido (my, ..., mg).

A.4. Capitulo 5

Cédigos de programacion realizados en Rproject utilizados en las simulaciones
del Capitulo 5 para diferentes parametros, resultando en las Figuras 6.1 y 6.2.
El primero cédigo es el de una funcién auxiliar que calcula el nimero de defaults
que ocurren en un total de n deudores con probabilidades idénticas probs dada
un numero de shocks. Con la ocurrencia de cada shock se consideran tinicamente
los deudores restantes y se suman a los ya existentes.

# simulacion de un tipo de shocks
sim.ind <— function (shocks ,probs,n){
total <— 0
if (shocks > 0){
for(k in 1:shocks) total <— total + sum(rbinom(1,n—total ,probs))

}

return(total)

Especificamos las intensidades de los shocks asi como las probabilidades de
de fault y el nimero de deudores pertenecientes a cada categoria. Estos parame-
tros varfan entre si, por ejemplo en el Caso 1 se utilizamos una matriz de in-
tensidades en lugar de un solo vector como en el Caso 2, sin embargo la idea es
exactamente la misma. Los siguientes son los parametros del Caso 2.

# Intensidades individuales(1—2), por sectores(3—6) y global(7)
inten <— ¢(0.002,0.008,0.2,1,0.4,0.8,0.2)
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A. RESULTADOS UTILES Y CODIGOS

#probs. de default en sectores
sec.l <— ¢(0.005,0.0025,0.00125,0.0025)
sec.2 <— ¢(0.02,0.01,0.005,0.01)
sector <— rbind(sec.1,sec.2)
#probs. de default global
glob.1 <— ¢(0.01,0.0025,0.0125,0.005)
glob.2 <— ¢(0.04,0.01,0.05,0.02)
global <— rbind(glob.1,glob.2)
#numero de prestadores
N1 <— ¢(10000,20000,15000,5000)
N2 <— ¢(10000,25000,10000,5000)
N <— rbind (N1,N2)
El siguiente es el programa de simulaciones para el Caso 2, requiriendo el
parametro f.

sim. f{ <— function(f){
sim <— numeric(10000)
for (k in 1:10000){
# definimos una matriz de defaults cuyas entradas
# son para cada grupo de deudores por clase y sector
def <— matrix(ncol=4,nrow=2)
# numero de shocks en cada sector
S <— c(rpois(1l,inten[3]*f),rpois(1,inten [4]=f),
rpois(1,inten [5]*f) ,rpois(1l,inten [6]=*f))
# numero de shocks globales
G <~ rpois(1,inten [7]x*f)
for(i in 1:2){
for(j in 1:4){
# Usamos la funcion sim.ind() para shocks por sectores
def[i,j] <— sim.ind(S[j],sector[i,j]/f ,N[i,j])
# Para shocks globales
def[i,j] <— def[i,j] + sim.ind (G, global[i,j]/f ,N[i,j] — def]
7))
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A.4 Capitulo 5

# Shocks individuales para los restantes

def[i,j] <— def[i,j]+ sum(rpois(N[i,j]—def[i,]j],inten[i]))

}

# sumamos todas las entradas de la matriz de defaults
sim [k] <— sum(def)
}

retur (sim)
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