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Introduccion

Uno de los problemas actuales més grandes en la fisica es la construccién de una teoria
cuantica de la gravedad para poder empatar los dos cimientos de la fisica moderna, la
relatividad general y la teoria cuantica de campos. En particular, en este trabajo nos enfo-
camos en la cosmologia como una simplificacién de la relatividad general y en los campos
cuanticos que se propagan en el Universo. Es por esta razén que es importante contar con
un marco teodrico adecuado para el estudio de tales campos. Se han hecho varios intentos
para hacer la conexion entre la cosmologia y la teoria cudntica. Se han explorado varias
técnicas como son integrales de trayectoria, gravedad cuantica de lazos, teoria de cuerdas,
etc, para lograr esta tarea, pero hasta el momento no han arrojado resultados completa-
mente satisfactorios [5]. Una primera guia para llevar a cabo esta tarea es la de construir
una teoria cudntica de campos en un fondo clasico gravitacional. De hecho tal teoria exis-
te y se le llama teorfa cudntica de campos en espacio-tiempos curvos (QFTCS). Como
ya mencionamos, tal teoria es una combinacién de la relatividad general estandar con la
teoria cudntica de campos en un espacio-tiempo curvo, el cual satisface las ecuaciones de
Einstein clasicas. Es obvio que esta descripcién no podemos tomarla como fundamental
ya que no estamos cuantizando el campo gravitacional, por lo que esta teoria es valida
para estudiar efectos cuanticos del campo en donde los efectos cudnticos de la gravedad
sean despreciables. El satélite Planck confirma este hecho en los resultados obtenidos en
el ano 2013 sobre las mediciones del fondo césmico de microondas. Las observaciones y
la teoria se ajustan perfectamente, pero a escalas més pequenas en las fluctuaciones de
temperatura este no es el caso, resaltando el hecho de que a estas escalas necesitamos una
teoria fundamental para explicar este fenémeno. Dejando de lado tal situaciéon, en este
trabajo nos enfocaremos en la construccion de la QFTCS para el campo de Klein-Gordon
y discutiremos algunas de sus propiedades. A continuacién agregamos una pequena des-

cripcion de las ideas y conceptos que vamos a tratar en cada capitulo.

En el primer capitulo presentamos una breve introduccién a la cosmologia moderna, en
donde mostramos las ideas y resultados més importantes en este campo, comenzando por
las ideas que dieron origen a tal campo de conocimiento y al marco tedrico que se uso.
En la primera seccion presentamos las ideas principales para poder construir modelos que
nos permitan describir el Universo donde vivimos. Todo esto lo hacemos desde el marco

de la relatividad general; en particular, buscamos soluciones de las ecuaciones de Einstein
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que nos permitan realizar esta tarea. Dada esta situaciéon y usando como guia las ob-
servaciones astrofisicas disponibles al momento, terminamos tal secciéon con las hipétesis
claves para construir el modelo cosmolégico estandar. En la segunda seccion introducimos
la propiedad de homogeneidad e isotropia del Universo, donde mencionamos que los da-
tos observacionales més recientes nos sugieren tal hecho. A partir de aqui presentamos el
principio de Copérnico y el principio cosmolégico, los cuales explicamos con cierto grado
de detalle y nos enfocamos en las consecuencias de cada uno. Dadas las consecuencias
de ambos principios distinguimos que el principio de Copérnico es con el cual podemos
construir un modelo del Universo observable, en el cual la isotropia ha sido verificada con
precisién. Finalmente cerramos esta seccion mencionando el rango de validez de ambos
principios. En la tercera y tltima seccién de este capitulo comenzamos por definir con ma-
yor precision los conceptos de homogeneidad e isotropia desde el punto de vista geométrico
del espacio-tiempo en cuestion. Con estos conceptos bien definidos pasamos a considerar
un espacio de cuatro dimensiones, homogéneo e isétropo, y después unificamos en un solo
resultado los casos en que la geometria local de tal espacio sea esférica, hiperbdlica o plana.
Con este resultado en mano extendemos tal espacio de cuatro dimensiones a un espacio-
tiempo, dando lugar al espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker. Culminamos esta
seccion, y el primer capitulo, con la métrica de Friedmann-Robertson-Walker escrita en
coordenadas esféricas, la cual describe un Universo homogéneo, isétropo y esféricamente

simétrico.

En el segundo capitulo presentamos los preliminares necesarios para poder construir la
teoria cuantica de campos estandar. Comenzamos la primera parte de este capitulo con
la mecanica clasica y el formalismo lagrangiano. Definimos el Lagrangiano clasico de un
sistema en términos de la energia cinética y la energia potencial del sistema y con esto
definimos la accion del sistema. Hacemos una variacién arbitraria de tal acciéon con res-
pecto a una de las coordenadas generalizadas para obtener las ecuaciones de movimiento
del sistema. A continuacién definimos el momento candnico generalizado y hacemos una
transformaciéon de Legendre del Lagrangiano, dando origen al Hamiltoniano del sistema,
y terminamos esta parte con la deduccion de las ecuaciones candnicas de Hamilton y dis-
cutimos los puntos mas basicos del espacio fase. A partir de tales ecuaciones, pasamos a
definir los paréntesis de Poisson en donde resaltamos su importancia para el cdlculo de
constantes de movimiento. En la siguiente subseccién comenzamos la discusion del espacio
fase extendido, primero definiendo el concepto de constricciones primarias y extendiendo
el Hamiltoniano canénico a partir de tales constricciones y después introducimos la idea
principal del algoritmo de Dirac-Bergmann. Definimos las cantidades y constricciones de
primera clase e imponemos que el nuevo Hamiltoniano cumpla con estas definiciones por
consistencia de la teoria. Dados estos conceptos, definimos las condiciones de norma y el
paréntesis de Dirac como una extension de los paréntesis de Poisson para hacer todas las

constricciones de segunda clase. Finalizamos esta subseccién con el caso de una particula
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clasica en n—dimensiones para cimentar las ideas y conceptos desarrollados anteriormen-
te, y en donde podemos ver claramente como es que extendimos el espacio fase al tratar al
tiempo ¢t como una variable dindmica méas y cerramos con la conjetura de Dirac, la cual es-
tablece que las constricciones de primera clase son los generadores de las transformaciones
de norma del sistema. Terminamos la revisién de la mecanica clasica con las transforma-
ciones candnicas, las cuales son transformaciones del espacio fase original (¢, p) a un nuevo
espacio fase; digamos (Q, P), donde @) y P son funciones del espacio fase original, tales
que dejan invariante el Jacobiano simpléctico. Este hecho tiene como consecuencia que
los paréntesis de Poisson fundamentales sean invariantes. Continuamos la discusién de
las transformaciones canodnicas con el método de construccion de tales transformaciones
usando funciones generadoras. Deducimos la forma y ecuaciones de la funciéon generadora
de primer tipo y de segundo tipo, las cuales se relacionan mediante una transformada de
Legendre. Mostramos la forma y las ecuaciones que satisfacen las funciones generadoras
de tercer y cuarto tipo y cerramos esta revision de la mecanica clasica con el comentario
de que la funcién generadora de segundo tipo se relaciona directamente con la accién del

sistema y por lo tanto es la mas usada.

En la segunda parte del segundo capitulo discutimos los conceptos y resultados mas
importantes de la mecanica cuantica. En la primera subseccién comenzamos con la for-
mulacion matematica de tal teoria, en donde nos enfocamos en las variables dinamicas
y en como evolucionan los estados fisicos en el espacio de Hilbert. Después introducimos
el conmutador entre dos variables dinamicas y lo entendemos como un mapeo entre los
observables clasicos y cuanticos a través del paréntesis de Poisson entre tales observables
clasicos. La evolucion dinamica de los estados cuanticos estd dada por la ecuacién de
Schrodinger y terminamos esta subseccion con el comentario de que las constricciones de
primera clase clasicas, al promoverlas a un operador que actia en el espacio de Hilbert, y
generalizamos la conjetura de Dirac al caso cuantico. Esta conjetura establece que tales
constricciones son las generadoras de las transformaciones de norma cuénticas y con este
hecho obtenemos la ecuacién de Schrodinger. En la siguiente subseccién analizamos el
caso del oscilador arménico cuantico, partiendo del Hamiltoniano clasico para después
cuantizarlo canénicamente. Reescribimos la teoria en términos de los operadores de crea-
cién-aniquilacion, pasamos a la representacion de Heisenberg y escribimos los estados
excitados del oscilador en términos del estado base. Terminamos esta subseccion generali-
zando al caso de un conjunto de m osciladores armoénicos cuanticos la cual es importante
para la construccién de la teoria cuantica de campos. Finalmente presentamos la teoria
de las transformaciones canodnicas cuanticas como una extension natural al caso clasico.
Este método ha sido estudiado desde los inicios de la mecénica cuantica y ha recibido
bastante atencion, en particular al caso de transformaciones canoénicas lineales. Este tipo
de transformaciones ha sido estudiado por Moshinsky y puede revisarse en [10], en don-

de en particular resaltamos el hecho de que tales transformaciones canodnicas lineales no
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garantizan la unitariedad de la teoria, sin embargo, en este trabajo no nos enfocaremos
en tal problema. En esta parte nos enfocamos en definir las transformaciones canénicas
en el espacio fase no conmutativo (¢,p) y ver como se transforman los operadores que
corresponden a los observables fisicos. Después pasamos a implementar estas transfor-
maciones, para diferentes tipos de transformaciones, al caso cuantico para obtener una
expresién para las ecuaciones de transformacion. Cerramos esta subseccion y el capitulo

con la aplicacion de la teoria desarrollada al oscilador armonico cuantico.

En el tercer capitulo trabajamos con la teoria cuantica de campos en un espacio-tiempo
plano y en un espacio-tiempo curvo, en particular tratamos al campo de Klein-Gordon.
En la primera seccién de este capitulo demostramos que el campo de Klein-Gordon en
el espacio-tiempo de Minkowski es una suma infinita de osciladores arménicos desaco-
plados con frecuencia constante, de tal manera que podemos generalizar los resultados
que obtuvimos en el segundo capitulo para el caso del oscilador armoénico cuantico y
aplicarlos al campo de Klein-Gordon. En la siguiente seccién desarrollamos la teoria de
tal campo en un espacio-tiempo curvo. Comenzamos con una breve introduccion sobre
la situacion actual con respecto a la construccion de una teoria cuantica de la gravedad
e introducimos la idea principal de la teoria cuantica de campos en un espacio-tiempo
curvo (QFTCS) como una primera guia hacia una teoria fundamental de la gravedad. En
este contexto tomamos la accién del campo de Klein-Gordon en el espacio-tiempo plano y
lo generalizamos al caso de un espacio-tiempo curvo. Después discutimos las condiciones
de existencia y unicidad para las soluciones de las ecuaciones de movimiento del campo,
de tal manera que podamos plantear un problema de valores iniciales bien definido. Por
otro lado trabajamos con ciertas condiciones que debe de cumplir el espacio-tiempo en
cuestién para que lo anterior sea posible, en particular nos enfocamos en espacio-tiempos
globalmente hiperbdlicos para poder tener una evoluciéon determinista y bien definida
para el campo de Klein-Gordon. Tal situacion la anunciamos en un teorema el cual de-
tallamos en tal capitulo. Cerramos esta discusién mostrando el hecho de que podemos
generalizar toda la estructura matematica de la teoria del campo de Klein-Gordon en el

espacio-tiempo de Minkowski al caso de un espacio-tiempo curvo globalmente hiperbélico.

En el cuarto capitulo trabajamos el campo de Klein-Gordon acoplado minimamente a
la gravedad en un Universo de FRW. Primero obtenemos la ecuaciéon de movimiento del
campo y después descomponemos al campo en una base uz(Z,7) para expresar al cam-
po en términos de las funciones de modo ¢ (7). Al hacer esto obtenemos una ecuacién
para tales funciones de modo andloga al caso de un oscilador arménico amortiguado con
frecuencia dependiente del tiempo. Después hacemos una transformacion a las funciones
de modo para transformar tal problema al caso de un oscilador armoénico con frecuencia
dependiente del tiempo sin amortiguamiento. Finalmente tratamos el problema clésico de

tal oscilador con ayuda de una transformacion canénica y un invariante Z para convertir
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este problema en un oscilador armoénico cldsico con frecuencia constante. Para esto tene-

mos que trabajar en el espacio fase extendido.

En el quinto capitulo trabajamos con la cuantizaciéon del campo de Klein-Gordon en
el Universo de FRW. Comenzamos con la cuantizacion del oscilador armoénico, primero
implementando cuanticamente la transformacion canénica en el espacio fase extendido que
usamos en el capitulo anterior para poder convertir el oscilador armoénico cuantico con
frecuencia dependiente del tiempo al caso con frecuencia constante y obtener la forma de
la transformacion canénica cuantica y la relacion entre los estados del oscilador arménico
con frecuencia dependiente del tiempo y el oscilador armoénico con frecuencia constante.
Finalmente generalizamos la transformacién canénica para el campo de Klein-Gordon y
trabajamos con las formulaciones cldsica y cuantica hasta llegar a las soluciones en ambos

contextos.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar que podemos llegar al invariante de
Lewis [4] para el oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo con ayuda de
las transformaciones candnicas cuanticas lineales, ya que en ambos casos la teoria es con-
sistente, y convertir tal sistema a un oscilador armoénico con frecuencia constante. Todo
esto lo hacemos en el espacio fase extendido. Otra cuestién importante es que podemos
generalizar estos resultados a la teoria del campo de Klein-Gordon en el espacio-tiempo
FRW; ya que, como demostraremos, podemos generalizar toda la estructura matematica
de la teoria del campo de Klein-Gordon en el espacio-tiempo de Minkowski al caso de un
espacio-tiempo curvo, y remover la dependencia temporal en la frecuencia de las funciones

de modo del campo.
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Capitulo 1

Cosmologia

La cosmologia es la rama de la fisica que se encarga del estudio de las propiedades y de
las estructuras a gran escala del Universo. Actualmente es una de las areas de investiga-
ciéon de méas rapido crecimiento y con una creciente precision en las observaciones. Desde
el nacimiento de la teoria de la relatividad general de Einstein en 1915 fue posible tener
un marco tedrico consistente para formular matematicamente las nociones de espacio y
tiempo y poder construir, con mayor rigor, modelos para poder describir el Universo.
Esto permitié6 a Edwin Hubble en 1924 observar y entender la recesion de las galaxias,
sugiriendo que el Universo se encuentra en expansion, por lo que los primeros modelos del

Universo se centraban en esta observacion.

A gran escala, la interaccion gravitacional es la que domina la estructura y evolucion
del Universo, por lo que necesitamos una teoria de la gravedad que nos permita describir
al Universo. Como mencionamos en el parrafo anterior, la teoria de la relatividad general
cumple con este requisito. Es la mejor teoria de la gravedad que tenemos actualmente y
ha sido probada con una gran precision, siendo la medicion de las ondas gravitacionales
en el ano 2016 el éxito més actual de la teorfa [I]. Las primeras soluciones cosmoldgicas
las obtuvo el propio Einstein en 1917, quien introdujo una constante en sus ecuaciones
para empatar su vision de un Universo estatico y cerrado. Sin embargo, a la luz de las
observaciones hechas por Hubble, Einstein retird esta constante de sus ecuaciones y se
comenzaron a construir modelos de un Universo en expansion. Existen muchas obser-
vaciones acerca del Universo que nos guian hacia la construccién de modelos (al menos
idealizados) mds precisos. Sin embargo, un problema importante y que distingue a la cos-
mologia de otras ramas de la ciencia, es que solo conocemos el Universo (observable) en
el que vivimos, por lo que no podemos hacer comparaciones con otro. Ademas de esto,
nos encontramos en una cierta posicién del espacio-tiempo de la cual no somos capaces
de movernos con total libertad. Nos encontramos restringidos al cono de luz del pasado.
Es importante mencionar que, a pesar de estas dificultades, somos capaces de desechar

los modelos del Universo que no sean consistentes con las observaciones que hacemos, por
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lo que en este sentido, la cosmologia es igual al resto de las ramas de la ciencia.

1.1. Construccion de un modelo del Universo

Dentro del marco tedrico de la relatividad general podemos preguntarnos sobre las

soluciones de las ecuaciones de Einstein que describan (al menos de forma idealizada,
pero aun asi realista) el Universo en el que vivimos, tomando en cuenta las observaciones
astrofisicas y cosmoldgicas disponibles y méas actuales posibles. Sin duda, esta es una ta-
rea monumental y dificil de llevar a cabo ya que, como mencionamos en la introduccion
anterior, solo somos capaces de observar una parte finita del Universo desde una posicion
unica en el espacio-tiempo.
Los datos astrofisicos se encuentran localizados en el cono de luz del pasado y en nues-
tra linea de universo de datos geofisicos del pasado, esto es, en una pequeinia porcién de
una hipersuperficie tridimensional. Esto nos presenta dos cuestiones importantes. Prime-
ro, pueden existir varios espacio-tiempos que sean compatibles con los datos disponibles
y, segundo, la interpretacion de estos datos no son independientes de la estructura del
espacio-tiempo. Es por esto que es importante distinguir el Universo observable, del cual
si tenemos (o al menos suponemos que podemos extraer) datos y observaciones, del Uni-
verso, en donde pueden existir regiones a las cuales no tenemos acceso o influencia directa
alguna. Entonces, necesitamos hipdtesis que nos permitan inferir las propiedades geométri-
cas del Universo, partiendo del Universo observable.

En su forma mas simple, el modelo cosmoldgico estandar se basa en las siguientes hipdtesis:

1.- La interaccién gravitacional, a grandes escalas, la describimos correctamente con la
teoria de la relatividad general. Tenemos bastante evidencia observacional que apoya
esta idea a pequenas escalas (como en el caso del Sistema Solar). Sin embargo, esto
puede no ser cierto a grandes escalas o en el Universo temprano. El principio de
equivalencia nos permite extrapolar esta idea y suponer que las leyes de la fisica
son las mismas independientemente de la época en la que se encuentre el Universo.
Podemos hacer esta suposicién para interacciones no gravitacionales, hasta donde

sea posible, y aplicar las leyes de la fisica que conocemos.

2.- Lo que observamos en el Universo (a gran escala) es radiacién y objetos como
galaxias, ciumulos galacticos, etc, los cuales son representativos del contenido total de
materia. A estas escalas, asumimos que este contenido total de materia es una mezcla
de radiacion y de un fluido sin presion, junto con la existencia de una constante
cosmoldgica. También asumimos que no existe materia fuera del modelo estandar

de la fisica de particulas.

3.- Asumimos la existencia de simetrias del espacio-tiempo, las cuales nos van a permitir

resolver las ecuaciones de Einstein con mayor facilidad.
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4.- Las hipodtesis anteriores nos permiten determinar la estructura local del modelo
del Universo. Sin embargo existe la posibilidad de que diferentes variedades tengan
la misma geometria local pero diferente topologia global, lo que corresponde a la
eleccién de diferentes condiciones de borde. Para un espacio-tiempo globalmente hi-
perbdlico, la eleccion de la topologia se reduce a escoger la topologia de las secciones

espaciales.

Como en todo modelo fisico, existen razones para cuestionarse tales hipotesis y suponer
que existen extensiones u otras hipdtesis validas para construir modelos mas realistas del

Universo.

1.2. Principio cosmolégico y principio de Copérnico

Los datos observacionales nos muestran que la distribucién de galaxias en el Universo
es isotrépica, de la misma manera que el fondo césmico de microondas. Esto sugiere que
el espacio-tiempo que describe al Universo observable es esféricamente simétrico alrededor
de nosotros. Tenemos dos posibilidades: nuestra Galaxia se encuentra en un punto especial
del Universo observable tal que no es homogéneo, o, el espacio-tiempo es homogéneo e
isotropico en cada punto. Dadas estas dos posibilidades, tenemos dos principios de uni-
formidad con los cuales podemos construir modelos cosmoldgicos.

El principio cosmolégico establece que el Universo es espacialmente homogéneo e isotropi-
co, lo que implica que cualquier observador percibe un Universo isotropico en cualquier
direccién. No existen sistemas de referencia preferidos. El segundo principio lo llamamos
principio de Copérnico, el cual establece que no existen puntos preferidos y que no exis-
ten lugares especiales en el Universo (homogeneidad espacial). Este principio, junto con
la hipétesis de isotropia, dan origen al principio cosmolégico.

El principio cosmoldgico hace predicciones acerca de las regiones no observadas del Uni-
verso observable, es decir, del Universo. Estas predicciones determinan completamente
la estructura del Universo, incluyendo regiones que quizas no sean observables, lo que
significa que no podemos probarlo. Esta es una hipdétesis muy fuerte. Por otro lado, el
principio de Copérnico no hace este tipo de predicciones para el Universo, solo para el
Universo observable, en donde la isotropia ha sido verificada con precision. Es importante
mencionar que ambos principios son validos a gran escala para el Universo y el Universo
observable y debemos de interpretarlos en un contexto estadistico, en donde a gran escala
nos referimos a distancias mas grandes que el tamano de las estructuras mas grandes del

Universo observable.
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1.3. Principio cosmolégico. Métrica FRW

A continuacion, definiremos con mayor precisién los conceptos de homogeneidad e iso-
tropia.
La homogeneidad del espacio hace referencia al hecho de que cada punto del espacio es
similar a otro, en todo momento. Un espacio-tiempo es espacialmente homogéneo si existe
una familia de un parametro de hipersuperficies de tipo espacio X; foleando al espacio-
tiempo, tal que, para cualquier tiempo ¢ y para cualquier par de puntos (Q, P) de ¥,
existe una isometria en la métrica del espacio-tiempo que lleva al punto ) al punto P.
La isotropia hace referencia a que cada punto en el Universo es isotrépico. Un espacio-
tiempo es espacialmente isotropico a cada punto si existe una congruencia de lineas de
mundo tipo tiempo con un vector tangente u* (llamado observador isotrépico) tal que, en
un punto P y para cualquier par de vectores unitarios tipo espacio e/ y €5 que pertenecen
al espacio tangente, existe una isometria en la métrica que deja al vector u* en P, para
un punto P fijo, y que rota al vector ef al vector €. Por lo tanto, es imposible construir
un vector tangente preferido perpendicular a u*.
Dadas estas definiciones y, mas importante ain, apoyandonos en las observaciones cos-
moldgicas, podemos suponer que el Universo observable es homogéneo e isotropico a gran-
des escalas, es decir, que el principio cosmoldgico es valido. Con esto en mente, podemos
construir la métrica para estudiar un Universo (observable) con estas caracteristicas. Este

es el objetivo de la siguiente subseccién.

1.3.1. Meétrica FRW

Consideremos un espacio tridimensional, homogéneo e isétropo. La geometria de tal
espacio se encuentra codificada en la métrica g;; (donde 7,5 = 1,2, 3), de tal manera que

la distancia propia (o elemento de linea) es
ds® = gijdx'da? | (1.1)

donde sumamos sobre indices repetidos. Un espacio trivial con estas caracteristicas y que

ademas tenga longitud positiva (ds* > 0) es el espacio Euclidiano
ds® = di”. (1.2)

Las transformaciones que dejan invariante al elemento de linea son las rotaciones y tras-
laciones tridimensionales. Por otro lado, podemos considerar una superficie esférica de

radio a en un espacio Euclidiano cuadridimensional con elemento de linea

ds® = di”* + dz?, (1.3)
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donde z? + #? = a%. En este caso, las transformaciones que dejan invariante al elemento
de linea son las rotaciones en cuatro dimensiones. Podemos hacer una rotacion de tres
dimensiones para el vector & la cual no tiene efecto en z. Finalmente, existe la posibilidad
de que podamos considerar una superficie hiperesférica en un espacio pseudo-Euclidiano

de cuatro dimensiones con elemento de linea
ds* = di* — dz2?, (1.4)

donde 22 — #? = a2, con a? como una constante positiva, hasta el momento. Este elemento
de linea es invariante ante pseudo-rotaciones de cuatro dimensiones, como las transfor-
maciones de Lorentz.

Considerando estos dos ultimos casos, podemos escribir el elemento de linea como
ds* = di? £ dz? (1.5)

con
2?2+ 7 =a’ (1.6)

Hacemos el siguiente escalamiento en las coordenadas
T —aZ, z—az (1.7)
y el elemento de linea (|1.5)) junto con la condicién ([1.6]) se vuelven

ds® = a® (d® £ dz?) (1.8)

2P =1 (1.9)

Usando la condicién anterior, podemos escribir la coordenada z en términos del vector &

y reescribir el elemento de linea (|1.8) en funcién del vector -

o
=VIF2 - dz:¢% (1.10)
X
y entonces
—».d—» 2
ds* = a* |di* + (‘LF—;; (1.11)

Si también consideramos el caso de un espacio Euclidiano de cuatro dimensiones, podemos

escribir el elemento de linea como

ds® = a® | di? kw 1.12
S =a l'+ 1_]{::2:2 ) ( )
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donde
1 caso esférico

k=4¢ —1 caso hiper-esférico (1.13)
0 caso euclidiano.
Escogemos a® > 0 ya que las distancias son positivas, es decir, ds? > 0 para todo punto
z.
Es sencillo extender esta idea al caso de un espacio-tiempo con estas caracteristicas. Ahora

tomamos a = a(t) y el elemento de linea ((1.12)) para este espacio-tiempo es

2 2, 2
ds® = —dt* + a*(t) T

dz® + ku] , (1.14)

en donde es claro que g, = diag(—, +,+, +). A la funcién a(t) se le llama factor de escala
o factor de Robertson-Walker. Existe un teorema que nos dice que esta métrica es tnica
(hasta una transformacién de coordenadas) si el Universo es esféricamente simétrico y
homogéneo para un conjunto de observadores en caida libre.

Las componentes de la métrica son

B . 9 .I'i.il?j
Jdoo = —1, gio = O, gij =a (t) |:5Z] + k?l _ k,‘:ia:| . (115)
En coordenadas esféricas tenemos que
di? = dr® +r%dQ, dQ) = df* + sin® 0d¢?, 7 -di = rdr (1.16)
y el elemento de linea es
_ 2
ds*> = —dt’ +d’(t) _dr2 + r?dQ + - Wdﬁ}
(1 — kr? + kr?
_ 2 2 2, .2
| a0 (1.17)
N |1 — kr? ' '
Entonces, las componentes de la métrica son
a*(t) 2/47,.2 201N,2 o2
goo=—1, g = T g Jw=a (t)r*,  gse = a”(t)r sin* 0. (1.18)

Esta es la métrica que usaremos para construir la teoria de un campo escalar real en un
espacio-tiempo curvo, con la particularidad de que k£ = 0 ya que los datos observacionales
actuales del Universo sugieren que el espacio-tiempo en el que vivimos es plano. Esta

construccién la presentaremos en los siguientes capitulos.



Capitulo 2

Preliminares. Mecanica clasica y

cuantica

2.1. Mecanica clasica

2.1.1. Formalismo Lagrangiano

Supongamos un sistema dinamico de n grados de libertad, al cual lo describimos con el
conjunto {¢'} de coordenadas generalizadas, donde i = 1, ...,n. Definimos el Lagrangiano
del sistema como la diferencia de la energia cinética y la energia potencial, en términos

de estas coordenadas generalizadas, de las velocidades generalizadas y del tiempo t:

L(q . q" ¢ g ) =T ..., ¢") = V(' ....q" 1), (2.1)

donde V (¢, ..., q", t) es el potencial de interaccién y depende del sistema en particular y

la energia cinética es
1 &
TG, ....¢") = = ). 2.2
(4" ....d") Qm;l(Q) (2.2)

Las ecuaciones de movimiento las podemos deducir del principio de Hamilton, en donde

la accién del sistema se define como

Sld'....q"]

to
/ dtﬁ(q:L?"'7qn7q‘17"'7q.n7t)7 (23>
t1

la cual es una funcional de la posiciéon del cuerpo al tiempo t. Consideramos todas las
trayectorias (suaves) posibles que puede tomar el sistema, con la condicién de que los
extremos ¢'(t1) = Giciar ¥ ¢'(t2) = Qfina estén fijos en todo momento. Esto es, que las

variaciones arbitrarias con respecto a las coordenadas ¢'(t) de los extremos sean

8q'(t1) =0, 5q'(ty) = 0. (2.4)
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Entonces, el principio de Hamilton establece que la trayectoria real del sistema es aquella
que extremiza a la accién S, dada por la ecuacién (2.3). Consideremos una variacién

arbitraria de la accién con respecto a las coordenadas ¢'(t), a un tiempo ¢ fijo. De la

ecuacion (2.3]) tenemos

to
0S = / dt oL
t1

b2 oL .. 0L .,
/h <3q’ T o0 q)’ (25)

pero las variaciones y las derivadas conmutan, por lo tanto podemos usar identidad

L., _d (0L, _d (or) .
o T Tt \ag? ) " at \ag ) !

en la ecuacion anterior y tenemos

toTaL o d (oL N\ d (oL .,
53‘/“ o {aqf‘sq T (aqf‘S‘J) T (aq'i) 54'

Integramos el segundo término de la ecuacién anterior, y de las condiciones ([2.4]) obtene-

t2 oL d (0L A
Y T R e | P
08 / [aqz i (aqw)}‘sq

Finalmente, de la condicién de que la accién sea una extremo para cualquier variacion

mos

arbitraria de la trayectoria, S = 0, obtenemos las ecuaciones de movimiento

oL d (oL
L (92 2 =1,..,n. 2.
8qZ dt (aq2> 07 ? ? 7n ( 6)

Estas ecuaciones son llamadas las ecuaciones de Euler-Lagrange, o ecuaciones de Lagran-
ge. Como el Lagrangiano es funcién de las velocidades generalizadas ¢, las ecuaciones
anteriores son ecuaciones diferenciales de segundo orden (aceleraciones), por lo que nece-
sitamos 2n condiciones iniciales para poder resolverlas, sea ¢'(ty) y ¢'(to). Las ecuaciones
son equivalentes a las ecuaciones de Newton y las soluciones nos dan la trayecto-
ria del sistema para todo tiempo t. Con las posiciones y las velocidades bien definidas,

determinamos completamente el estado mecanico del cuerpo en cuestion.

2.1.2. Formalismo Hamiltoniano

Como mencionamos en la seccion anterior, en el formalismo Lagrangiano tenemos n
ecuaciones diferenciales de segundo grado para las coordenadas generalizadas ¢', para las
cuales necesitamos 2n condiciones iniciales para resolverlas. En el formalismo Hamilto-

niano queremos expresar las coordenadas generalizadas ¢¢ y los momentos generalizados
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p;, definidos como

pl—aq-iJ

en una manera mas simétrica. Es decir, queremos eliminar las velocidades generalizadas

i=1,..n |, (2.7)

¢ v escribir todo en términos de los momentos generalizados p;.
Dada la definicion anterior de momento generalizado p;, podemos definir el Hamiltoniano

del sistema mediante la transformada de Legendre del Lagrangiano del sistema

donde observamos que el Hamiltoniano es funcion de las coordenadas y momentos gene-
ralizados, y en general, del tiempo. Entonces, de la ecuacion podemos despejar la
velocidad generalizada y expresarla en términos del momento generalizado y sustituirlo
en la definiciéon anterior del Hamiltoniano del sistema. De aqui, calculamos la diferencial
del Hamiltoniano, y aprovechando la definicién de momento generalizado, obtenemos la
expresion

gﬁ dq' — %—fdt. (2.9)
Usando nuevamente la definiciéon de momento generalizado y usando las ecuaciones
de Lagrange obtenemos

dH = q'idpi -

. oc
Pi= g

Asi, usando la ecuacién anterior en la expresion (2.9) obtenemos finalmente

, . oL
H = q'dp; — pidq’ — —
Por otro lado, también tenemos
OH oH ,, OH
dH = —dp; ~dq' + ——dt.
7 Ip; p+8ql ¢+ ot

Comparando las tltimas dos expresiones, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

. OH
"= 2.1
oH
)i = — = A1
pl aqz7 (2 )
oL oH
E —_— _E. (2.12)

Estas son las ecuaciones de Hamilton. Son un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales
de primer grado, para las cuales necesitamos 2n condiciones iniciales para resolver com-
pletamente el sistema. El estado mecanico del sistema lo especificamos mediante el par

(¢*, p;) para todo tiempo ¢, el cual define un espacio 2n-dimensional llamado espacio fase
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y con el que estudiamos la evolucién dindamica del sistema. El formalismo Hamiltoniano
de la mecanica clasica es bastante ttil para hacer la conexion con la mecanica cuantica,
por lo que construiremos algunos conceptos tutiles que podremos utilizar para hacer esta

conexion.

Paréntesis de Poisson

Supongamos una funcién del espacio fase F' = F(q.p,t) y calculemos su derivada total,

tenemos
dF_aF.i_i_@F. +8F
at ot Toap T o

Usamos las ecuaciones de Hamilton (2.10)) y (2.11]) en la expresién anterior y queda

dF OFOH OFOH OF

—_— = - - 4 —. 2.13
dit ~ 0g 0p;  opog | ot (2.13)
Definimos los paréntesis de Poisson entre la funcion F' y el hamiltoniano H como
OF OH OF OH
FH) = —— — ——, 2.14
{ J dq' Op;  Op; Oq' ( )
de tal manera que la ecuacién (2.13) queda
dF oF
— ={F —. 2.15
= {RH}+ (215)

En general, para dos funciones F'y GG del espacio fase, los paréntesis de Poisson entre las

dos funciones se define como

oF 0G _ OF 0G
dq* Op; Op; 8(11”

{F,G} = (2.16)
Los paréntesis de Poisson son muy importantes dentro del formalismo Hamiltoniano por
varias razones (mencionaremos algunas mé&s en la siguiente seccién), pero una de las
mas importantes a la hora de resolver problemas mecdanicos, es la de que nos permite
encontrar constantes de movimiento de una manera muy simple. Tomemos la ecuacion
(2.15)) y supongamos que la funciéon F' sea una constante de movimiento (F = 0), entonces,
se cumple la condicién
{F,H} + (‘3_F =0.
ot

Si ademas la funcién F' no depende explicitamente del tiempo, tenemos que
{F,H} =0.

Esta condicién nos permite encontrar constantes de movimiento del sistema.
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Espacio fase extendido

Como demostramos anteriormente, de la variacion estacionaria de la accion obtuvimos
las ecuaciones de Euler-Lagrange ([2.6)). Si desarrollamos la derivada total en las ecuaciones
de Euler-Lagrange obtenemos la siguiente ecuacién

0L . o*L . 0L oL

A A v A A a - — —— = . 2.].
dioi ! T agor! Togor ag " (2.17)

Por otro lado, para trabajar en el formalismo Hamiltoniano primero debemos calcular los
momentos p; conjugados a la coordenada ¢‘. Esto lo hacemos usando la ecuacién ([2.7)).
En el formalismo Hamiltoniano supusimos una relacién uno a uno entre las velocidades
y momentos generalizados, por lo que podemos expresar las velocidades generalizadas
en términos de los momentos generalizados; los cuales son independientes entre si. Esto
ocurre en los casos mas sencillos pero en general no es asi, debemos de considerar que
puede presentarse el caso en el que existan relaciones entre las coordenadas y momentos
generalizados.

Dada esta situacién definimos las constricciones primarias como aquellas constric-
ciones que aparecen de las definiciones de los momentos y son relaciones entre ellos y
las coordenadas generalizadas e indican que no todos los momentos son independientes.

Matematicamente, estas constricciones son de la forma siguiente
Gald',pi) = 0, (2.18)

donde A = 1,...,r. Dichas constricciones son débilmente cero, es decir, solo podemos
considerar que son cero después de haber calculado los paréntesis de Poisson necesarios
para las ecuaciones de movimiento. Tales constricciones se originan a partir de que el

primer término de la ecuacién (2.17) es cero

2

% 0, (2.19)
lo que implica que no todas las ecuaciones de Euler-Lagrange son independientes. Por
otro lado, sabemos que el Hamiltoniano es funcién de las coordenadas y de los momentos
generalizados, ademas del tiempo en general, de tales variables dinamicas. Sin embargo,
debido a la existencia de constricciones primarias de la forma de la ecuacién ([2.8]) en el
sistema, las variaciones de las velocidades generalizadas no son totalmente independientes
de las variaciones de las coordenadas generalizadas (y por ende de los momentos genera-
lizados). La relacién define una hipersuperficie en el espacio fase y la dindamica se
encuentra restringida en tal hipersuperficie, en la cual el Hamiltoniano se encuentra bien
definido y la relacion es idénticamente cero. Podemos extender la teoria fuera de tal

hipersuperficie con el coste de introducir una arbitrariedad ya que existen muchos formas
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de hacer esto. Si definimos el nuevo Hamiltoniano total Hy como
Hr =He + A'Ga, (2.20)

donde H, es el Hamiltoniano canénico (2.8) y A* es un multiplicador de Lagrange, obte-

nemos las ecuaciones de movimiento (2.6)) al variar la accién

S= /dt (¢'pi — Hr)

por lo que debe de existir algiin método adecuado para remover esta arbitrariedad.
De hecho, tal método se conoce como el algoritmo de Dirac-Bergmann. La idea de este
algoritmo es que esta hipersuperficie sea constante con respecto al tiempo de tal manera

que el método sea consistente. Esto quiere decir que debe de cumplirse que
Ga={Ga, Hr} =VIGr+V{pc~0, (2.21)

donde ¢ son constricciones secundarias vy C = r + 1,...,s. Ademads, requerimos que
J ) ?
vc ~ 0. Una vez que ya no tengamos mas constricciones, podemos hacer las siguientes

definiciones:

Definicion 1. (Cantidad de primera clase). R es una cantidad de primera clase si

se tiene
{R7 gA} = VAB(qvp)gBa

con A=1,...r,r+1,...,s; donde s es el total de constricciones originadas por el proce-

dimiento anterior.

Por consistencia del método, pedimos que el Hamiltoniano total Hp sea una cantidad

de primera clase, es decir, que se cumpla

{HT7 gA} = VAB(qap)gBa

ya que en el caso contrario tendriamos constricciones adicionales. Las cantidades de se-
gunda clase son aquellas que no satisfacen la relacion anterior. Considerando el conjunto
completo de constricciones primarias y secundarias C4 = (Gy, ..., Gy, ¢1, ..., ¥s) podemos
reescribir la ecuacion (2.21]) de la siguiente manera

{CA77_[T} = Vf(q7p)CB + /\Al {CA7 gAl} ~ 07

donde A; =1,...,r,r+1,...,s.

Definicion 2. (Constricciones de primera clase). Una constriccion de primera
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clase F, es aquella que cumple con la ecuacion

{‘/—-CL?gB}:faCB(q’p)gCU a=1,...,m

Esto es, son aquellas cuyo paréntesis de Poisson con G4 es débilmente cero. Las canti-
dades f%(q, p) son funciones definidas en el espacio fase, y si son constantes, corresponden

a las constantes de estructura en un algebra de Lie.

Definicion 3. (Constriccion de segunda clase). Una constriccion de sequnda clase

es una constriccion xo que cumple

{XOHXB} = Cozﬁa
donde detCyp # 0,Cop = —Cpqo, con o =1,..., L.

Podemos distinguir las constricciones de primera clase F, de las de segunda clase x,
de la siguiente manera: supongamos que tenemos m constricciones de primera clase y ¢

de segunda clase, entonces el Hamiltoniano es
Hr =He + N Fo+ 1%Xa-

Podemos determinar el multiplicador de Lagrange p“ si evolucionamos temporalmente la

constriccién y,

on - {XomHT}
= {XasHe} + A {Xa, Fa} + 17 {Xas x5}
= {Xaa Hc} + A\ OéBagB + ﬂﬁcaﬂ

0.

Q

Definimos {xq, He} = Ng, v al haber evaluado los paréntesis de Poisson podemos hacer

fuertes las constricciones y el cero, obteniendo
p = _(Cﬁa)_lNﬁ7

donde (CP*)~1 es el inverso de Cg,. De manera similar, para las constricciones de primera

clase tenemos que

Fo = {FoHe} + N {Fo, Fub + 1 {Fo x5}
= {F, 1o} + A fraGo + 1 fi5Gc
0.

Q
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Entonces, al hacer fuertes las constricciones nos quedamos sin la posibilidad de despejar el
multiplicador de Lagrange indeterminado A%, por lo que la ambigiiedad en las ecuaciones
de movimiento no podemos removerla sin modificar, al menos, el dlgebra que satisfacen
las constricciones. Para remediar este problema debemos de imponer unas condiciones de
norma, las cuales usamos para convertir las constricciones de primera clase en constric-

ciones de segunda clase.

Definicion 4. (Condicion de norma). Sea un conjunto de constricciones de primera
clase F,, donde a = 1,...,m, se anaden nuevas constricciones @, de modo tal que ahora

tenemos 2m constricciones que cumplen con la ecuacion
{Faa Spb} = C’ab~

Una vez que impongamos las condiciones de norma, todas las constricciones son de

segunda clase y podemos redefinir el algebra que satisfacen las variables dinamicas.

Definicion 5. (Paréntesis de Dirac). Sean A y B dos funciones del espacio fase, xq
y Xp» dos constricciones de sequnda clase y Cgy, un elemento de su dlgebra. Definimos el

paréntesis de Dirac como

{A7 B}* = {A7 B} - {A7Xa} c {XbaB}a

donde C es la matriz inversa asociada a la condicion de norma.

El paréntesis de Dirac es de suma importancia ya que nos da la siguiente regla de

cuantizacién candnica

{A X} = = [A Xa}

y ademas cumple con las propiedades bésicas de los paréntesis de Poisson ya que esta
definido en términos de estos.

A continuaciéon vamos a presentar un ejemplo para cimentar las ideas y conceptos ante-
riores, y lo mas importante, asegurarnos de que el método es consistente. Supongamos la

acciéon clasica para una particula en n-dimensiones

B 1 dg* dg® a
S—/dt( Mgy —— T - V(g ,t)).

Haciendo la parametrizacion t — 7(¢) en la accién anterior, obtenemos

1 )
S— /dT (Zm(sabqtq —tV(q“,t)) . (2.22)
_ da

donde definimos ¢ = 92 y las funciones escalares se transforman bajo la parametrizacion
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anterior como ¢*(t) = ¢*(7) y tenemos las relaciones

dt . dq* dqdr  ¢°
dt = gpdr=tdr. = w T

El tiempo t toma el papel de una coordenada y la funcién 7 es el nuevo tiempo. Volvemos
a hacer una parametrizacion de la forma 7 — f(7) en la accién anterior, entonces, de la

misma manera que en el caso anterior tenemos

. qla . t/
dT:T’df? q :77 t:;
donde definimos o’ = ‘fl—}’, y la accion queda
1 la b
sz/#(?mg%%—ﬂwfﬁ).

Observamos que la accién es de la misma forma que (2.22)), entonces, la accién es invariante

ante parametrizaciones subsecuentes. De la accién (2.22)) obtenemos las ecuaciones de

movimiento
d q* n tﬁV 0
dr t 0q® ’
d 1 q'aqb
— [ —=0so—— —V (¢, t) ) = 0.
dr ( 27 2 (")
Los momentos generalizados son '
_ e
Pa = i
Y b
1 q“q a
bt = _éméab t'2 - V(q 7t)

Es facil observar que los momentos no son independientes, agregar una coordenada mas ha
afectado la dinamica del sistema de manera dramatica. De estas dos ecuaciones podemos
obtener la ecuacién de Schrodinger-Jacobi-Dirac (ver ecuaciones (2.37) v (2.42)) después

de expresar la velocidad generalizada en términos del momento generalizado

Pap”

“t)=0. 2.2
V() =0 (2.23)

Dt +

Esta ecuacion muestra explicitamente la relacién entre el momento espacial y temporal,

por lo que esta es nuestra constriccién

Dap"
2m

©(q,p,t,pt) = pr + +V(g*t) = 0.
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Calculamos el Hamiltoniano canénico, tomando el Lagrangiano de la accion (2.22))

He = pl+pag” — L

[ -a 1 a [ a
= ptt+paq - <_mqtq —tV(q 7t))

2

- : - P"Pa
= t aa_t _V a7t
pit + pad <2m (q ))

-a ; papa a
= Daf +t(pt— 5 +Vi(q ,t))
m
('a pai)
= po| ¢ ——
m
-0

en donde usamos la ecuacion de Schrodinger-Jacobi-Dirac en la cuarta linea del desarrollo
anterior. El Hamiltoniano canénico resulta igual a cero, entonces el Hamiltoniano total
Hr es

2m

M = A (pt g LA V(q“,t))

y las ecuaciones de movimiento quedan

o _ f.a _ e 1 _ o PaP* | _ \P*
q_{Q7HT}_>\{q7gp}_>‘{Qa2m}_)\ )

m
. oV
Pa = {p(MHT} = )\{pa,go} = )‘{pm V} = _)‘8_61(17
t={t, Hey =Mt 0} = Mt pi} = A,
. oV
bt = {pt,HT} = /\{pt,go} = —/\E.

Este método debe de ser consistente, por lo que debemos de recuperar las ecuaciones de
movimiento. Esto es facil de observar si tomamos A = 1 lo que implica que £ = 1 y por
lo tanto t = 7, recuperamos el tiempo ¢, y recuperamos las ecuaciones de movimiento

originales .
dq*  ¢*

d i m’ dt i 0¢%

p* dpa  Pa ov

Concluimos que el método es consistente.
Con este ejemplo podemos ver que el Hamiltoniano total Hr se encuentra en el espacio
fase extendido, es decir, ahora consideramos a la pareja (¢, p;) como parte del espacio fase

original (¢, p). La accién
S = /dT (Pag” + pit — Hr)

donde ahora las derivadas son con respecto al nuevo tiempo 7,se encuentra en tal espa-
cio extendido ya que los multiplicadores de Lagrange son arbitrarios. Si partimos de un

punto inicial, existen muchas trayectorias (una por cada multiplicador) que nos llevaran
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a diferentes puntos iniciales, pero, si definimos el espacio fase extendido como la clase
de equivalencia de las diferentes trayectorias, el punto final es tnico. Esto origina una
nueva simetria que es la que media las diferentes trayectorias y que deja las ecuaciones
de movimiento invariantes. Tal transformacion esta contenida en una transformacion de
norma y la creamos por agregar una nueva coordenada y por extender el espacio fase,
es decir, la coordenada que agregamos es el multiplicador de Lagrange. Por esta razon
podemos ver al sistema como un sistema con n — s grados de libertad. Estas simetrias
internas estan asociadas a las constricciones de primera clase F,.

Dirac conjeturé que las constricciones de primera clase JF, son los generadores infinitesi-

males de las transformaciones de norma, es decir,
0T =e*{T,F,}. (2.24)

Esta es la conjetura de Dirac. Para determinar el multiplicador de Lagrange debemos

evolucionar temporalmente con el Hamiltoniano principal H,, el cual se define como
Hy = He + A\ Fa, (2.25)

a las constricciones originales y las que resulten de aplicar el algoritmo de Dirac-Bergmann
F,. Estas simetrias internas deben de dejar invariante a la accién, de tal manera que el
estado fisico no dependa del multiplicador de Lagrange. Al ser generadas por las constric-

ciones de primera clase, solo es importante el Hamiltoniano principal H,,.

Transformaciones canonicas

Los paréntesis de Poisson determinan la estructura algebraica de la mecanica clasica, en
el contexto del formalismo Hamiltoniano. Los paréntesis fundamentales dentro de la teoria

son los que involucran a las variables del espacio fase. Estos paréntesis fundamentales son

{d.d} =0 (2.26)

{pi,pj} =0 (2.27)
y

{d',p;} = 6. (2.28)

Por otro lado, existe una manera de escribir las ecuaciones de Hamilton de una manera

mucho més simétrica. Para esto definimos el vector 2n-dimensional

X = (q17"'7qn7p17"'7pn)T (229)
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0 1
J =
-1 0
de dimensiéon n x n. De esta manera, las ecuaciones de Hamilton (2.10) y (2.11)) las

podemos escribir como

y la matriz

Ahora, en muchos casos resulta complicado resolver las ecuaciones de Hamilton y es
conveniente buscar transformaciones que nos simplifiquen el problema en cuestién. Sin
embargo, queremos que la forma de las ecuaciones de Hamilton sea invariante bajo tal

transformacioén, lo que nos restringe el tipo de transformaciones que podemos hacer. Sean

q(t) = Q(q,p)

p(t) — P(q,p)

tales transformaciones de las variables del espacio fase. Estas transformaciones cambian

al vector x en, digamos, al vector y, cuyas componentes son

donde 7 =1, ..., 2n. De aqui

Ji = T = 5k
Y ox;"7  Owj Oy Oy,
o bien

O
y=TIT"50 (2.31)

en donde usamos la ecuacion (2.30) y J es el Jacobiano de la transformacién. Es facil
observar que las ecuaciones de Hamilton son invariantes bajo la transformacién x; — y;(x)
si se cumple

JITE =, (2.32)

entonces, decimos que el Jacobiano es simpléctico si se cumple lo anterior. Una transfor-
macién de variables del espacio fase con Jacobiano simpléctico se le llama transformacion
canonica.

Una consecuencia importante del resultado anterior es que los paréntesis de Poisson son
invariantes bajo una transformacion canonica, por lo que los paréntesis fundamentales en

las nuevas variables (@, P) son
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Esto lo demostraremos de la siguiente manera. Supongamos dos funciones del espacio fase

arbitrarias F'(x;) y G(x;), el paréntesis de Poisson entre ellas es

oF 0G _ oF 0G
dq* Op; Op; ¢
F
_ g, 0roc (2.33)

K 8x, axj '

{F’G} =

Hacemos una transformacion z; — y;(z) y tenemos que para cualquier funcién f(z;) del

espacio fase
of _ of
81’1' N 8y]

y por lo tanto, la ecuacién (2.33) queda

Tji

G

oF 0
{F,G} = 8_yku7kit]iju7£ja_ye-

Suponiendo que la transformacién es candnica, se cumple la ecuacién (2.32), tenemos

oF _ 0G

{F7 G} - o Jk€8 )

Yk Ye
entonces la forma de los paréntesis de Poisson entre las funciones F' y GG se preserva en

una transformacion canénica.

A continuacién presentamos un método de construccién de transformaciones candnicas a
partir de funciones generadoras. Supongamos un sistema en el espacio fase (¢, p) con Ha-
miltoniano H(q, p,t). Hacemos una transformacién canénica al nuevo espacio fase (Q, P)

y el nuevo Hamiltoniano es (@, P, t). Por otro lado, sabemos que el Hamiltoniano es la

transformada de Legendre, y viceversa, por lo tanto

Z = Ple —’C(Q,P,t).

Ambos Lagrangianos describen al mismo sistema fisico, son equivalentes, por lo que deben
diferir por una derivada total

S dA
£—£+E-

Entonces, sustituyendo los Lagrangianos dados obtenemos

. y dA
y de aqui
dA i i
=piq — PzQ + IC(Q’ P, t) - H(QaP? t) (234)

dt
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Observamos que la funcién A debe ser funcién de las coordenadas viejas y nuevas, y en
general del tiempo, entonces tenemos
dA ON . ON ., OA

i ot Tag T a

Comparando con la ecuacion , encontramos que se satisfacen las siguientes ecuacio-
" oA A oA

- (2.35)
El primer par de ecuaciones determinan la transformacion candnica y la tercera ecuacion
nos muestra como es que transforma el Hamiltoniano. A la funcién A se le llama funcion
generadora de primer tipo (A1), ya que podemos definir otras funciones generadoras a
partir de sus transformadas de Legendre. Reescribimos la ecuacion de la siguiente

manera dA d
B i~ L (PQ) + QB K(Q.P.0) ~ Ha.p. 1)

Pasamos el tercer término al lado izquierdo de la ecuacién y tenemos

d ] i if
— (M + PQ) = pid' + Q'R+ K(Q, P,t) = H(g, p:t).

Observamos que A; + P,Q° es funcién de las coordenadas ¢' y de los nuevos momentos
P;, por lo tanto, de la misma manera que en el caso de la funcién A;, se satisfacen las

ecuaciones 9A 9A
2 K=H+-"2 (2.36)

QZ@B’ ot

piza—qi,

En donde definimos la funcién generadora de segundo tipo Ay como Ay = A; + PQ°,
la cual es la transformada de Legendre de la funcién generadora de primer tipo. De
manera similar podemos definir las funciones generadoras de tercer y cuarto tipo, donde,

respectivamente, tenemos

) ) 8A3 8A3
Ms(p, Q) =M —pig', ' =—7—= P=—7-
s(p, @1) =M —pid’s ¢ I, Q!
, o 9A ,_ OA
Ma(p, Pt) =M —pig' + PQ', ¢ =— ap%’ @ = ap%‘

En ambos casos, el Hamiltoniano transforma de la misma manera que en (2.36)). Para
construir una transformacién candénica primero debemos escoger el tipo de funcién gene-
radora, la cual podemos escoger a nuestra conveniencia. Por lo general se trabaja con una
funcién generadora de segundo tipo ya que se relaciona directamente con la accién del
sistema. Con esta funcién y con otras consideraciones podemos llegar a la ecuacién de
Hamilton-Jacobi.

Consideremos una funcién generadora de segundo tipo As(q, P, t). Entonces en este caso,
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dados los resultados anteriores, tenemos que los momentos canénicamente conjugados son
dados por la primera de las ecuaciones (2.36]). Por otro lado, el momento canénicamente

conjugado al tiempo es dado por la ecuacién

0Ny
Pr = It
de tal manera que la ecuacion (2.23)) queda
aA2 papa
—_— Vig®,t) =0. 2.37

Esta es la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Es por esto que, en parte y en el caso clasico, le

llamamos ecuacién de Jacobi a la ecuacion ([2.23)).

2.2. Mecanica cuantica

2.2.1. Formulacién matematica

El formalismo matematico en la mecanica cudntica es radicalmente diferente al de la
mecanica clasica, ademas de la interpretacion de los resultados que se derivan de tal teoria.
En la mecédnica cuantica representamos los estados como vectores |¢)) en un espacio de
Hilbert F infinito en vez de un punto en el espacio fase. Por otro lado, los observables
ya no son funciones sino operadores auto-adjuntos que actian sobre vectores de F, y la
evolucion dindmica es dada por una familia uni-paramétrica de transformaciones unitarias,
en F, generadas por un operador Hamiltoniano.

El primer problema que nos enfrentamos al construir la teoria cuantica es la de como
escoger el espacio de Hilbert F y los operadores fi, los cuales se definen como el mapeo
f,- . F — F , de tal manera que correspondan a los observables fisicos f; de interés.
En la seccién anterior mostramos que los paréntesis de Poisson determinan la estructura
algebraica de la mecénica clésica, por lo que son una buena guia a seguir. Por otro lado,
el conmutador entre dos operadores en el espacio de Hilbert determina la estructura

algebraica de la mecanica cudntica. Entonces, la relacion entre los observables cudnticos

fi y los observables clasicos f;, para un par de observables f; y g; es a través del mapeo

donde de aqui en adelante tomamos unidades en donde A = 1 y entendemos el paréntesis
de Poisson entre las funciones f; y g; como un operador, el cual actia sobre el espacio de
Hilbert F también. En el caso del espacio fase (¢, p) podemos escoger al espacio de Hilbert

F y al mapeo fz : F — F de tal manera que se cumplan las relaciones de conmutacion

@', @) = 0, [pi, 5] = 0, [d", ;] = 1631,
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donde T es el operador identidad. Estas relaciones de conmutacion determinan la estruc-
tura algebraica de la mecanica cuantica. De manera equivalente, todos los observables
que sean, a lo mucho, lineales en el momento pueden representarse de tal forma que la
ecuacion (2.38)) se cumpla.

En la imagen de Schrodinger tomamos el espacio de Hilbert como F = L?(R3?), donde
L? son las funciones cuadrado integrable en R3. El operador de posicién ¢* actia sobre
estas funciones de manera multiplicativa, y el operador del momento se representa como
p; = —10;. Por otro lado, el operador Hamiltoniano es funcién de estos dos operadores, y

la forma la tomamos de la misma manera que en el caso clésico; es decir,

n_o o9

" D; ~ n

1= S V(@ ), (2.39)
i=1

donde n son los grados de libertad del sistema. La evolucién dindmica de los estados [¢))

viene dada por el operador Hamiltoniano de la siguiente manera

.d -
i) = Hlw). (2.40)

Esta es la ecuacion de Schrodinger. Es la ecuacion fundamental de la mecanica cuédntica.
La construccién de la teoria cuantica de campos se basa en la construcciéon de la mecani-
ca cuantica, con algunas otras condiciones importantes como la invariancia de Poincaré,
entre otras. Algunos conceptos de la mecédnica cuantica se pueden generalizar de manera
directa al caso de la teoria cuantica de campos.

El método de cuantizaciéon mas sencillo que existe es la cuantizacién canénica. Como men-
cionamos anteriormente, las variables dinamicas pasan a ser operadores que actiian sobre
los elementos del espacio de Hilbert. En la parte de la mecanica clasica encontramos que
las constricciones de primera clase F,, con a = 1, ...,m, son las generadoras de las trans-
formaciones de norma, esta es la conjetura de Dirac. Las constricciones de primera clase
son funciones del espacio fase, por lo que al pasar las variables dinamicas a operadores,
las constricciones de primera clase también son operadores que actian en el espacio de
Hilbert

Fo— Fo.

Entonces, podemos generalizar la conjetura de Dirac al caso cuantico y conjeturar que
los operadores F, son los generadores de las transformaciones de norma en la mecédnica
cuantica. En este caso la transformacion de norma la implementamos mediante una fun-
cion exponencial de la forma el ¢ donde €* es un parametro infinitesimal y F, son las
constricciones clasicas, promovidas a operadores y los interpretamos como los generadores
de la transformacién de norma. Los generadores se encuentran definidos en el espacio de
Hilbert, por lo que estos actiian sobre sus elementos.

En particular, la invariancia de norma demanda que los estados fisicos |¢) sean invarian-
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tes ante las transformaciones de norma. Dada la conjetura de Dirac en el caso cuantico

tenemos que lo anterior se traduce mateméaticamente a
el = [y).

Suponemos que los pardametros €* son infinitesimales, por lo que podemos desarrollar la

exponencial anterior, y a primer orden tenemos
(1+ie ) 1) = ).
De aqui
i€* Foltp) = 0.

La ecuacién anterior se cumple para cualquier parametro arbitrario y asumiendo que todos

ellos son independientes, obtenemos las ecuaciones
Fal) = 0.

Al cuantizar las constricciones clasicas de primera clase, ecuacion (2.23)), y al aplicarlas
sobre los estados fisicos obtenemos las ecuaciones de evolucion cuanticas para los estados
cuanticos

. PaD”
Dt +
2m

+V(§,t)| |v)y=0 (2.41)

Consideremos los estados propios |q,t) del operador de posicién ¢. En este esquema
(Schrédinger) tenemos que los momentos canénicamente conjugados a las coordenadas

y al tiempo son

. 0 .0
= —i—, o = —1 .
Dt ot b B

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacién (2.41)) obtenemos la ecuacién de

Schrodinger
0Y(g,t) 1 *(q,)

T e b QUL R (2.42)

Es en este sentido que, a la ecuacién ([2.23)), se le llama de Schrédinger.

2.2.2. Oscilador armonico

En esta seccion vamos a analizar el caso del oscilador armoénico independiente del
tiempo en la mecanica cuantica y escribir la teoria estandar de tal manera que podamos
generalizarla al caso de un sistema de grados de libertad infinitos.

Consideremos la Lagrangiana clédsica del oscilador arménico con masa unitaria y frecuencia
w
1 1,

L=—¢—
p? — w1

2
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De aqui, el Hamiltoniano clasico es

H = 1102 + 1cu2q2. (2.43)
2 2

Como mencionamos en la seccién anterior, podemos escoger el espacio de Hilbert F co-
rrespondiente como L?(R), por lo tanto, representamos el momento p y la coordenada g
como operadores en tal espacio. Asi, el operador Hamiltoniano tiene la misma forma que
el Hamiltoniano clasico del oscilador arménico con el cambio p — py g — ¢. Esto
especifica la teoria cuantica estandar del oscilador armonico.
Podemos reescribir esta teoria de una manera muy diferente ya que resulta de gran im-
portancia en la teorfa cudntica de campos. Los operadores de creacién a' y aniquilacion

a tienen un papel central en la teoria del oscilador arménico. Estos se definen como

. wA+. 1
a = — 1 —

24T\ 5P

it =, [2q— i/ L

=\ 21 20!

Con estas definiciones es facil demostrar que se cumplen las relaciones siguientes
[a,a'] =1,

QZMGM+

DO | =
~>
N——

(H,d] = —wa. (2.44)

En la representacion de Heisenberg los operadores tienen dependencia temporal y los

estados se encuentran fijos. Esta dependencia temporal es en la forma
AH — 61}”1467”-”,

donde A es un operador arbitrario, H es el operador Hamiltoniano del sistema y el subindi-
ce "H”hace referencia a la representacion de Heisenberg, y ademas se satisface la ecuacion
dAy o .
— H, A
dt
En el caso del oscilador arménico tenemos que el operador de aniquilacién a satisface la

ecuacién R
da H
dt

= —iway,
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donde usamos el conmutador ([2.44)). La solucién de la ecuacion anterior es

dH (t) = CALG_th

de tal manera que la coordenada en la representacion de Heisenberg es

qn(t) = /5 (an(t) +ay(1)

y el momento en esta representacion es

dé . .
N ]

El estado base del oscilador armonico es tal que, al actuar el operador de aniquilacion a
se satisface
alio) = 0 (2.45)

y los estados excitados estan dados por

) =/ L)

Por otro lado, los estados satisfacen la ecuacion de valores propios

Aln) = (n+ 3 ) wltn)

Los resultados anteriores podemos generalizarlos a una cadena de m osciladores armonicos
cuanticos acoplados con frecuencias wi, ..., w,,, entonces, el espacio de Hilbert asociado es

igual al producto tensorial de cada uno de los espacios de Hilbert para cada oscilador
F=F®..0F,=LM)

donde M es el espacio de configuracion clasico para la coleccién de osciladores. Extende-
mos los operadores de coordenadas y de momentos de cada oscilador, ¢; v pg, para cada
oscilador de manera directa en el espacio de Hilbert F. Podemos introducir los operadores
de creacién y aniquilacién para cada oscilador y se satisfacen los resultados que deduci-
mos en los parrafos anteriores. En particular se satisface la ecuacién para el i-ésimo
oscilador, en donde ¢ = 1,...,m. En base a estos resultados podemos construir la teoria

cuantica de campos.
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2.2.3. Transformaciones canonicas cuanticas

Es bien conocido en la mecanica clasica que las transformaciones candnicas son una
herramienta bastante poderosa en la solucion de problemas, por lo que es natural pre-
guntarse si esta herramienta puede emplearse en la mecanica cuantica. Clasicamente, una
transformacion candnica es el cambio en las variables dindmicas (g, p) del espacio fase

conmutativo
(Q7p> — (Q(Qap7 t),P(q,p, t))u

la cual preserva los paréntesis de Poisson fundamentales

Naturalmente, se define una transformacion canénica cuantica como el cambio en las varia-
bles del espacio fase no conmutativo (g, p), la cual preserva las relaciones de conmutacién

cuanticas fundamentales

9i, p;] = [Qi, Pj] = idyj,

i, 5] = [Qi, Q5] =0

[pi,pj] = [P, Pj] = 0.

Esta transformacion se implementa mediante un operador complejo y arbitrario C (el cual

pertenece al grupo canoénico cudntico), de las variables dindmicas ¢ y p, de tal manera que
Q(g,p,t) =CqC™Y,  P(g,p,t)=CpC™,

donde CC~! = C~1C = 1. Cabe mencionar que esta definicién es puramente algebraica y
no se especifica ninguna condicion sobre el espacio de Hilbert o sobre el producto interno
asociado, por lo que la transformacién no es unitaria en general. También es importante
mencionar que el ordenamiento correcto de los factores se implementa mediante el orde-
namiento correcto del operador C , el cual es unico al par (Q, P) que produce.

El operador de Schrédinger en el espacio fase extendido corresponde a la funcién

H(q7p) = ﬁt + H(qh <oy dn, P1, "7pn7t)a

donde p; es el momento conjugado al tiempo, H es el Hamiltoniano del sistema y n son
los grados de libertad del sistema. De aqui en adelante nos referimos a este operador
como la funcién de Schrodinger. La transformacién candnica C' transforma a la funcion

de Schrodinger de la siguiente manera

A A

H'(q.p) = CH(q,p)C' = H(CqC',CpCM). (2.46)
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Por otro lado, la funcién de onda 1) del sistema también debe de transformarse de manera

correcta. Sabemos que la ecuacién de Schrodinger original es
Hip = 0.

Multiplicamos por C el lado izquierdo de la ecuacion anterior y usamos el hecho C-1C =1
para obtener
CHC™'Cy =0
y entonces, de la ecuacién (2.46)), tenemos que
H Cyp = 0.

Para que la ecuacién de Schrodinger sea invariante, la funcion de onda debe transformar

de la siguiente manera
v = Cv, (2.47)

y asi se satisface la ecuacién

H'y' = 0.

De la ecuacién (2.47) podemos expresar la funcién de onda original 1) en términos de la

funcién de onda transformada )’

p=C.
Una observacion importante es que esto se cumple siempre y cuando el kernel de la
transformacién canénica C' sea trivial, ya que el caso contrario no se ha estudiado con

profundidad y requiere de mas discusién. En este trabajo suponemos que el kernel es

trivial.

Implementaciones cuanticas

Existen tres tipos de transformaciones candnicas elementales finitas las cuales se conoce
muy bien como implementarlas cuanticamente. Estas transformaciones son las transfor-
maciones lineales, transformaciones de punto y el intercambio de entre coordenadas y
momentos. En este trabajo nos enfocaremos en las primeras dos ya que son las transfor-
maciones que haremos al sistema de estudio.

Clasicamente podemos construir una transformacion candnica infinitesimal mediante una

funcién generadora F(q,p,t), a la cual se le asocia el campo vectorial Hamiltoniano
vp = (OpF) Oy — (9, F) O,

y cuya accién sobre una funcién u(q, p,t) en el espacio fase es la transformacién infinite-
simal

drpu = evpu = —e {F,u},
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donde {F,u} es el paréntesis de Poisson entre la funcién generadora F'(q, p,t) y la funcién

u(q,p,t). Mediante la correspondencia entre la teorfa cldsica y la teoria cudntica
[Fu] =i{F,u},

donde [F), u] es el conmutador entre las funciones F'y u, podemos expresar la transforma-

cién candnica con el operador e como

e“Fae i = g + e [ﬁ’, ﬂ} — ¢ [F, [F,ﬁ“ + O(e%). (2.48)
Debido al correcto ordenamiento de los operadores cudnticos F' y @, las expresiones cldsi-
cas y cuanticas para la transformacién candnica infinitesimal pueden ser diferentes en
términos de mayor orden en e.

Ahora podemos construir las transformaciones canénicas elementales infinitesimales e im-
plementarlas cuanticamente. Primero tomamos el caso de una variable. Las transformacio-
nes lineales para el momento p se implementan mediante la funcién C' = e -f(@ ), donde f (q)
es un operador complejo, arbitrario y es funcion de la coordenada ¢. Usando la ecuacion

(2.48)), con € = 1, obtenemos la transformacién canénica

p— e @pel0 = [f()ﬁ]
);

= p—i0,f(q (2.49)

donde los términos de mayor orden son cero ya que en el término de segundo orden

tenemos
F(@).9uf(a)| =

Es claro que la coordenada no se transforma, por lo que la transformaciéon candnica

completa es
la cual transforma a la funcién de onda y(gq) de la siguiente manera

W(§) = e TDy(g).

Por otro lado, podemos implementar la transformacion lineal para la coordenada ¢ me-
diante el operador C=e ' y dejar invariante el momento p. De la misma manera que

en el caso anterior obtenemos la transformacién candnica

Q- T — g i0,fp), b,
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y la funcién de onda vy(q) transforma

W(§) = e TPy (q).

En el caso de varias variables, podemos tener el caso en que la funcién f involucre las
coordenadas y los momentos conjugados. Ya que las coordenadas conmutan, al igual que
los momentos conjugados, estas actian de la misma manera que en el caso de una variable,
donde tratamos a las deméds variables como pardametros. Por cada coordenada (o por cada
momento conjugado) de la que f sea funcién, el momento conjugado correspondiente (o
coordenada correspondiente) transforma como en el caso de una variable.

Las transformaciones de punto las representamos simbdlicamente como Jf’f(q) y No como
funciones exponenciales por razones que se discuten en [2]. El efecto de esta transformacién

sobre las variables del espacio fase es

A

G — PrpaPr-1q) = f(4),

]5—)? ﬁp —1(5) = — ]3
hC)) 3 I ()] 8qf(q)

y la funcién de onda 1y(q) se transforma como

W) = Prayto(d) = bo(f(d)).

Por otro lado, también podemos hacer la transformacion

. 1
q — PrpqPp-15 = ————q,
f@YL 1(p) 8pf(p)
D = PrpypPr-1) = f(D)-

En este caso tenemos

Py = 1Pyl

donde definimos al operador I como

y nos referimos a él como el operador de intercambio. La accién de este operador y su

inversa sobre una funcién arbitraria ¢(q) es

io(q) = m/ dq'e ™ $(q),
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i1o(q) = %2_7? / e o).

Con esto, la funcién de onda 1(§) transforma de la siguiente manera

U(@) = Prpytbo(@) = 1Pyl 1o(q).

Como aplicacién de la teoria desarrollada anteriormente, vamos a hacer una transforma-

cién canodnica al oscilador armonico cuantico. El Hamiltoniano de este sistema es
2 o) 2 22
Hy =p" +w*q (2.50)

donde tomamos unidades tales que m = 1 y A = 1. Para cancelar el término cuadratico

en la coordenada, hacemos la transformacién

A wi
C=ez2,
. . . ;2 . L
y en virtud de la ecuacién (2.49)) con f(q) = —*- obtenemos la transformacién candnica

= (p+iwg) (p +iwg) + ¢’
= PP +iw(@p+pg) — W + WP
= P’ +iw(@p+1g) .

Usando el conmutador de ¢ con p para reescribir pg = ¢p — ¢ en el Hamiltoniano anterior,
obtenemos
Hy = p? + 2iwdp + w.
~ 52
De la misma manera, hacemos la transformacién C' = e~ 4= y obtenemos

A

G atiz-. D
2w
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El Hamiltoniano queda
H, = CHC™
— P4 2w ((jﬂ'ﬁ)pﬂu
2w
= p? 4 2iwdp — p* + w
= 2iwgp + w.
Finalmente, hacemos la siguiente transformacién de punto
Gl poeip
y el Hamiltoniano queda
H; = 2iwp + w.
Con este Hamiltoniano, la funciéon de Schrédinger es
Hs =p + 2iwp + w
y la funcién de onda 13(q) es
. Aot wi
77Z)3(q7 t) = Pe‘?e dwe 2 w()(q) t)a

la cual podemos invertir para escribir la funcién de onda original en términos de las

eigenfunciones del operador Hamiltoniano 5 y queda
. wi® P - .
Yo(q,t) = e 2 et Pugs(q,t).
La funcién de onda de 7:[3 es
Us(g,t) = eI,

donde n es un nimero real, entero y no negativo ya que buscamos soluciones no divergentes

en ¢ = 0 para poder normalizar la funcién de onda. Con esto, la funciéon de onda original

wo (Q7 t) €S

2 52
el P A ng—i(2n+1)wt
wO(Q7 t) = € 2 e Plnqe
2 52
_wa"  p i
— e 2 elw qne i(2n+1)wt
_ (89)*

) 2
e—z(2n+l)wt—%€ = qn

Usando las propiedades de los polinomios de Hermite, podemos reescribir la funcién an-

terior en términos de la formula de Rodrigues para obtener la expresion familiar de la
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solucién del oscilador arménico cuantico

~1\" .
Yo(q:t) = (—> 6_1(2"+1)Wte%(8q)ne—wq2’

2w
entonces, la transformacion candnica completa nos lleva al resultado correcto.
En el siguiente capitulo presentaremos la construccién de la teoria de un campo de Klein-
Gordon en el espacio-tiempo plano y una introduccion sobre la teoria cuantica de campos

en un espacio-tiempo curvo, en donde vamos a construir la teoria del campo de Klein-

Gordon.



Capitulo 3

Teoria cuantica de campos

3.1. Campo de Klein-Gordon en el espacio plano

En esta secciéon vamos a construir la teoria cuantica de un campo escalar real en el
espacio-tiempo de Minkowski. Este campo corresponde al campo lineal de Klein-Gordon,
al cual podemos descomponerlo como una suma infinita de osciladores armoénicos desaco-
plados con frecuencias independientes del tiempo. Esto lo demostraremos a continuacion.

Consideremos la accién de Klein-Gordon
1
S = —§/d4x (0,00"¢ + m*¢?) (3.1)

donde ¢ es el campo de Klein-Gordon, m es la masa del campo y u = 1, ..,4. La densidad

Lagrangiana del sistema es

L= (000" + ')
= L[ - vor -] (32)

Si hacemos una variacién en la accién (3.1]) con respecto al campo obtenemos la ecuacién

de movimiento

9,0"¢ +m?*¢ = 0. (3.3)

Esta es la ecuacién de Klein-Gordon. Ahora, cambiamos el espacio Euclidiano infinito R?
por un toro plano y tridimensional 72 de lado L; esto es, el campo se encuentra en una
“caja”de lado L con condiciones de borde peridédicas. Asi, expandimos el campo en la

siguiente serie de Fourier

O(T,t) = L > R (t) (3.4)
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con ny, ng y N3 como numeros enteros reales y positivos. Como el campo de Klein-Gordon
es real, es facil observar que esto implica ¢;§ = ¢_p. Calculamos las siguientes derivadas

de la expansién ((3.4))

¢2 — ﬁ Z ei(k+k’) f¢ (t)¢k/ (t),
P
1 ST =
(Vo) = — 25 S(F - F)e %0116 (1)
KR
y el cuadrado del campo es
1 i(k+k)-&
= 7z 2 ¢ T 6(00p (1)
P

e integrando sobre el espacio las ecuaciones anteriores quedan

/ d @t = 3700k + F)dp(t) e (8),

kK

- —

[ &2 (Ve == S (E- )6 + F)ortt)sp o)

g

/d% ¢ = 6(k+ K )pp(t)op (t).

Sumando con la delta de Dirac y usando el hecho qb% = ¢_p, las ecuaciones anteriores
[ e =3 loxtol
k
[ 2 (Vor = 3 Koo
i

[#ed =3 locto)?
K

quedan
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Sustituimos los resultados anteriores en la densidad Lagrangiana ([3.2)) y obtenemos

£= 53 (195 ~ o) 35)

k

donde definimos la frecuencia w? como
wi = k* +m? (3.6)

Es claro observar que la densidad lagrangiana anterior corresponde a una suma infinita de
osciladores armonicos desacoplados con frecuencia independiente del tiempo, concluyen-
do que podemos descomponer al campo de Klein-Gordon como una suma de osciladores
armonicos independientes. Es importante notar que, aunque estamos sumando sobre todos
los valores de los modos, la frecuencia wy, del campo ¢; solo depende de la magnitud del
modo k. Entonces, la construccién de la teoria cuantica del campo libre de Klein-Gordon
en el espacio plano la hacemos generalizando los resultados obtenidos en el capitulo an-

terior para el caso de una serie infinita de osciladores armonicos independientes.

3.2. Espacio curvo

3.2.1. Introduccién

En el primer capitulo de este trabajo presentamos las ideas mas importantes de la

cosmologia actual y mostramos las evidencias que nos sugieren que nuestro Universo lo
podemos describir (de manera ideal) a través de la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker. Por otro lado, la teoria cuantica de campos es la teoria mas exitosa que tenemos
para explicar el comportamiento de los campos cuanticos en el espacio-tiempo de Min-
kowski. Esta teoria unifica las ideas de la teoria de campos y las ideas de la teoria de la
relatividad especial.
Uno de los problemas actuales mas importantes en la fisica moderna es la de construir
una teoria que incorpore la teoria de campos y la teoria de la relatividad general de una
manera exitosa y que produzca predicciones que podamos observar y/o medir en un la-
boratorio. Sin embargo, el problema de obtener una teoria cudntica de la gravedad ha
resultado bastante complicado y hasta el dia de hoy no hemos encontrado ninguna teoria
completa que satisfaga los requisitos tedricos y este en completo acuerdo con el experimen-
to; aunque se tienen algunos candidatos como la teoria de cuerdas, la teoria de gravedad
cudntica de bucles (loop quantum gravity), entre otras. Esta teoria debe tener un caracter
fundamental y debe ser tal que podamos aplicarla en el Universo temprano cuando las
escalas de distancias se encontraban en el régimen Planckiano y que nos permita explicar
las singularidades que ocurren dentro de un agujero negro.

Un primer paso y una primera guia hacia la construccién de esta teoria fundamental es
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tratar a los campos fundamentales propagandose en un espacio-tiempo curvo clasico y
cuantizar estas teorias. Esta es, precisamente, la idea de la teoria cudntica de campos
en un espacio-tiempo curvo (QFTCS). Debido a la naturaleza clésica del espacio-tiempo
no podemos considerar a la QFTCS como una teoria fundamental de la naturaleza, sin
embargo, esta teoria debe de ser capaz de describir los fenémenos cudnticos en regiones
donde los efectos gravitatorios sean importantes y donde los efectos cuanticos de la gra-
vedad puedan ser despreciados. Por esta razon pensamos que QFTCS pueda aplicarse
en los procesos cudnticos durante el Universo temprano y dentro de un agujero negro,
evitando las singularidades. En principio la QFTCS debe ser el resultado de tomar un
limite apropiado en la teoria fundamental de la gravedad en donde tratamos a la métrica
de acuerdo a los principios de la teoria cuantica, lo cual no se ha hecho de manera formal.
Para construir la QFTCS debemos de combinar las ideas basicas de la teoria de la relati-
vidad general y los principios basicos de la teoria cuantica de campos en el espacio-tiempo
de Minkowski. Los principios basicos del tratamiento de la gravedad de manera clasica

son

1.- Toda la estructura del espacio-tiempo es descrita por una métrica Lorentziana g en

una variedad M.

2.- La métrica g y los campos de materia son dindmicos y su evolucién se determina de

manera local.

De manera mas precisa, la métrica y los campos de materia satisfacen ecuaciones diferen-
ciales parciales. Esto es, las ecuaciones de Einstein para la métrica junto con las ecuaciones
de movimiento adecuadas para el campo de materia en particular, las cuales tienen un
problema de valores iniciales bien formulados y por lo cual estos campos se encuentran
determinados de manera unica por los datos iniciales. Por otro lado, resulta complicado
determinar los principios basicos de la teoria cuantica de campos en el espacio-tiempo de
Minkowski. Estos problemas se explican con mds detalle en [5]. Sin embargo, en este tra-
bajo vamos a omitir tales problemas ya que nos enfocaremos en los efectos de la gravedad

en los campos cuanticos, en particular, en un campo escalar real.

3.2.2. Campo de Klein-Gordon

El campo escalar libre de Klein-Gordon en el espacio plano es el ejemplo més sencillo

de la teoria de campos. La accion de este sistema es

1
S=-3 / d'x (" 0,00,6 + m*¢?)

donde 7, = diag(—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski, ¢ es el campo de Klein-Gordon
y m es su masa. Generalizamos este sistema al caso de un espacio-tiempo curvo de la

siguiente manera
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» Cambiamos la métrica de Minkowski 7, por la métrica g,,, la cual es solucién de

las ecuaciones de Einstein.

= Cambiamos las derivadas ordinarias por derivadas covariantes. Sin embargo, en el

caso de un campo escalar, la derivada covariante coincide con la derivada ordinaria.

» Cambiamos el elemento de volumen del espacio plano d*z por el elemento de volumen

covariante \/—g d*x en el espacio curvo, donde g = det g,,,,.

Con esto, la accién del campo de Klein-Gordon en el espacio curvo es

et aa ),

la cual depende explicitamente de la métrica g,, y describe a un campo escalar acoplado
minimamente a la gravedad.

En principio pueden existir términos adicionales en la accion anterior en donde se mani-
fieste el acoplamiento de los campos con el tensor de curvatura de Riemann R,,.5. Este
tipo de acoplamientos se llaman no minimos y violan el principio de equivalencia fuerte,
el cual nos dice que todos los efectos locales de la gravedad deben de desaparecer en un
sistema de referencia inercial. Por otro lado, la curvatura no se desvanece en un sistema
de referencia inercial local y afecta al campo en particular. Esto no es problema ya que
el maximo criterio de veracidad de estas teorias es que concuerden con los experimentos,
por lo que vale la pena considerar este tipo de escenarios. El ejemplo mas sencillo de este

caso es el siguiente

1

5=73

4 v 2 12 2
[ dev=a (9" 0,00,0 + e+ €ReP)
donde £ es un pardametro constante arbitrario y R es el escalar de curvatura de Ricci. Este
término adicional induce una correccién a la masa del campo debido a la presencia de la
curvatura. Al hacer una variacion de la accién anterior con respecto a variaciones arbi-
trarias del campo de Klein-Gordon, obtenemos la ecuaciéon de movimiento que satisface

el campo

=0, (V=G9°0) + (m +£R)0 =0, (37)

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange no cambian de forma

oL oL
Op=—ri—— — =0, (3.8)

0ag) 00
si consideramos que el Lagrangiano es £ = /—¢L’, donde L' es el Lagrangiano fisico
y que en este caso corresponde al Lagrangiano del campo de Klein-Gordon. Con ambos
métodos aseguramos que se tome en cuenta el efecto de la métrica en las ecuaciones de

movimiento, ya que tenemos términos adicionales en tales ecuaciones.
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En un espacio-tiempo arbitrario, la existencia y unicidad de las soluciones clasicas de
la ecuacién de Klein-Gordon puede diferir con respecto al caso del espacio plano.
Por ejemplo, supongamos que un espacio-tiempo es un toro plano de cuatro dimensio-
nes con periodicidad espacial L y periodicidad temporal 7', con TLi irracional. En este
espacio-tiempo, la ecuacion de Klein-Gordon con m = 0 y £ = 0 solo admite la solucion
¢ = constante. Otro ejemplo seria considerar un espacio-tiempo con una singularidad
de tipo tiempo, como en el caso del espacio-tiempo de Minkowski o la soluciéon de Sch-
warschild con masa negativa. Como la ecuacion no restringe lo que emerja de la
singularidad, no existe unicidad en las soluciones, dadas las condiciones iniciales sobre
una hipersuperficie de tipo espacio.

Nos restringimos al caso en el que la dindmica clésica del sistema tenga un pro-
blema de valores iniciales bien definido. Adema&s consideramos espacio-tiempos que sean
orientables en el tiempo, es decir, que podamos hacer una elecciéon continua sobre todo el
espacio-tiempo en donde la mitad del cono de luz constituye la direcciéon del futuro y la
otra mitad constituye la direccién del pasado. Sea ¥ C M un conjunto cerrado acronal,
es decir un conjunto donde un par de puntos p,q € ¥ no pueden unirse por una curva de

tipo tiempo. Definimos el dominio de dependencia de ¥ como
D (2) = {p € M|v(p) intersecta X}

donde p es un punto y v representa a todas las curvas causales e inextensibles (pasado
y futuro). En el caso D (X) = M, se dice que ¥ es una hipersuperficie de Cauchy en
el espacio-tiempo (M, gu), la cual es una hipersuperficie tridimensional C°. Un espacio-
tiempo que admita una hipersuperficie de Cauchy se dice globalmente hiperbdlico.

A continuaciéon mostramos dos teoremas importantes concernientes a espacio-tiempos glo-

balmente hiperbdlicos.

Teorema 1. Si (M, gay) €s un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico con hipersuperficie

de Cauchy X, entonces, M tiene la topologia R x X.

La variedad M puede ser foleada por una familia de superficies de Cauchy suaves y de
un parametro Y;; una coordenada temporal suave puede escogerse en M de tal manera
que cada hipersuperficie con t constante sea una superficie de Cauchy.

Cada curva se ‘registra’ sobre la superficie de Cauchy >, por lo que esperamos tener
una evolucion clasica, determinista y bien definida dadas las condiciones iniciales en tal
superficie. Esto se cumple en el caso de la ecuacién de Klein-Gordon , y podemos

enunciar esta situacién en el siguiente teorema:

Teorema 2. Sea (M, gu) un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico con una superficie
de Cauchy suave y de tipo espacio Y. Entonces, la ecuacion de Klein-Gordon tiene
un problema de valores iniciales bien formulado en el siguiente sentido: Dado un par de

funciones suaves (C*) (¢, bo) en X, existe una solucidn inica ¢ a la ecuacion de Klein-
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Gordon definida en toda la variedad M, tal que sobre 3 tenemos ¢ = ¢o y n*Va¢ =
éo, donde n® es un vector unitario y normal (dirigido al futuro) en 3. Para cualquier
subcongunto S C X la solucion, ¢, restringida a D(S) depende solo de los datos iniciales

en S. Ademdas, el campo ¢ evoluciona de manera continua y suave con los datos iniciales.

Este teorema es valido para el caso en el que una fuente J, suave y fija, se introduzca
en la ecuacion de Klein-Gordon. Entonces, de la propiedad de dominio de dependencia,
tenemos que existen soluciones avanzadas y retardadas tinicas para la ecuacién de Klein-
Gordon con una fuente. En un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico existen funciones

de Green avanzadas y retardadas unicas para la ecuacién de Klein-Gordon.

3.2.3. Construccion de la teoria cuantica de campos en un espacio-

tiempo curvo

Sea (M, gq) un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico. Introducimos una superficie
de Cauchy de tipo tiempo ¥; € M y un campo vectorial de evoluciéon temporal t* € M

que satisface t*V,t = 1, el cual descomponemos de la siguiente manera
t* = Nn" + N° (3.9)

donde n® es un vector unitario y normal a >;, N es tangente a X; y N es una funcion, a
la cual nos referimos como funcién de lapso. Introducimos un sistema de referencia local
con coordenadas (t,x!, 22, x3), tal que t*V,2* = 0 donde o = 1, 2,3 y de tal manera que
¢ = (%)a. Entonces el Lagrangiano L del campo de Klein Gordon minimamente acoplado
es

L= [ NVh[(n°V,0)* — h®V,oV,p — m?¢?] d°x (3.10)
p
donde hg es la métrica inducida en ¥;. Usando la relacién (3.9) podemos escribir

1 1 .
nVap = N(t“ — NVa = N(d) — NV ,.0),

de tal manera que el Lagrangiano (3.10|) queda

. 2
L= /Z | NVh (W) — WOV ¢V — m2¢? | .

La densidad de momento 7 canénicamente conjugada al campo de Klein-Gordon ¢ en 3,

la calculamos haciendo una variacion de la accién anterior con respecto a ¢ y obtenemos

™= ‘;—‘; = Vh(nV ).
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Un punto en el espacio fase clasico M de la teoria del campo de Klein-Gordon en un
espacio-tiempo curvo consiste en especificar el valor del campo ¢ y de la densidad de
momento 7 en x sobre la superficie de Cauchy ¥, las cuales requerimos que sean suaves
y de soporte compacto para que todas las estructuras en el espacio fase M se encuentren
bien definidas matematicamente. Definimos el espacio de soluciones de la ecuacion de
Klein-Gordon como S, las cuales surgen de los datos iniciales en M.

Por el segundo teorema de la seccién anterior, cada [¢, 7] € M arroja un elemento tinico
en S, por lo que podemos identificar M y S. Ademads este teorema implica que S es
independiente de la eleccién de la superficie de Cauchy > ya que [¢, 7] son suaves y de
soporte compacto en la superficie de Cauchy ¥, si son suaves y de soporte compacto en
todas las superficies de Cauchy. La evolucién dindmica en el espacio fase M por el ‘tiempo’
t corresponde a la evaluacion del elemento asociado de S en la superficie de Cauchy ;.
Entonces, toda la estructura matemaética de la teoria del campo de Klein-Gordon en el
espacio-tiempo de Minkowski la podemos generalizar de manera directa en un espacio-
tiempo curvo globalmente hiperbdlico. Primero construimos el espacio de Hilbert asociado
y los observables clasicos los promovemos a operadores que actian en tal espacio. Esto es

lo que haremos en los capitulos subsecuentes.



Capitulo 4

Campo de Klein-(GGordon

4.1. Campo de Klein-Gordon en un Universo de FRW

Consideremos un universo de Friedmann-Roberston-Walker cuyo elemento de linea al

cuadrado es
ds® = —dr* + a®(7)0;;dx" da?

donde a = a(7) es el factor de escala y la métrica es

~1.0 0 0
o @ 0 0
=10 0 & 0

0 0 0 a

Ahora consideremos un campo escalar real, masivo y clasico ® = ®(Z, 7) descrito por la

siguiente densidad Lagrangiana
1 v 1 2 2

donde 4 es la masa del campo, £ una constante y R es el escalar de curvatura de Ricci.

En general, la acciéon en un espacio-tiempo curvo es de la forma
S = /L\/—gd‘lx,

por lo que en nuestro caso tenemos que la accion es

S = —% / a® [¢"8,98,® + (1% + £R) ©?] d*x

1 od\* 1 )
- 5/ [_ (a_) (VO + (W eR) &) dia,
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2
S = 1/ a® 9PN _ a(V®)? —m2a®®? | dz
2 or

donde m? = p? + £R. De las ecuaciones de Euler-Lagrange

o bien

or__ oL _
"0(0,8) 09

obtenemos la ecuacion que satisface el campo escalar

0*® 34 0P ) )
W—F;E——V@—I—m@—o (42)

Hacemos la siguiente transformada de Fourier en el campo de Klein-Gordon
O 7) = —— 3 gp(r)e (4.3)
’ V2V

donde ¢z(7) es una funcién compleja; a la cual le llamamos funcién de modo, la cual
satisface la condicién gbz = ¢_j. ya que el campo de Klein-Gordon es real, y normalizamos

la base a un volumen V finito. Sustituimos la descomposiciéon anterior en la ecuacién (4.2)

1 7 3a ; K 2 ik-@
—Wz ¢E+;¢E+ Eij (ﬁ,; e =0.
K

La tnica solucién posible a la ecuacién anterior es que la funcién ¢; satisfaga la siguiente

y obtenemos

ecuacion % 12
. a - 9
¢E+;¢E+ (?—{—m ) ¢E:0’
o bien '
. 3a - 9
o5 + ;(]5,; +wpdr =0 (4.4)
donde w? = k > +m?. Postulamos que la variacién de la accién

1 :
-5 / o ((;5% . wiqﬁ%) dr (4.5)
i
con respecto a la funcién de modo ¢; nos lleva a la ecuacién anterior. De aqui
1 3¢ (12 2 /2
0S = 52/@ 5<¢;;_Wk¢;g) dr
k
= / a’ <d3;z5¢5;z - wi@ﬁ@;) dr. (4.6)
i
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Usando la siguiente identidad
e o d (4, . ).
a*bdd = — (a*Gdog) — a*drogy — 3a%adgdoy

en la ecuacién (4.6) tenemos que
d : . .
08 =Y / [% <a3¢;;5¢>;;> - <a3¢;; + 3a’agy + a?’wicb;;) 5¢E] dr.
E

Suponemos que las variaciones de las funciones de modo ¢ se encuentran fijas en los
extremos de integracién; esto es d¢z(71) = d¢pz(72) = 0, por lo que el término de derivada

total se anula. Ademas suponemos que la accién es estacionaria (6S = 0), entonces queda
}:/(ﬁ%+3fw@+&¢@)wﬂ¢za
i

Como las variaciones de las funciones de modo son arbitrarias, se debe de cumplir la
ecuacion

37 2. 3.2

a’¢gp + 3a”agp + a’wigp =0

y dividiendo entre el cubo del factor de escala obtenemos la ecuacién de movimiento (4.4)).

4.2. Campo escalar auxiliar. Transformacion de Muk-

hanov

Supongamos la siguiente transformacién de las funciones de modo

op(T) = CL_%(T)XE(T) (4.7)

3. 3 _s
¢E = Q QXE — 5@ QCLXE
Elevamos al cuadrado
02 — 0392 _ 30 4an 9 5.9 9
=0 CXp T oa aXxpXpt e atX:

4

y sustituyendo lo anterior en la accién (4.5 obtenemos

1 L L 36\ 5,
S = 52/ [X;g_3aXEXE+ (%XE) — WXz dr.
k
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Por otro lado, usamos la siguiente identidad
3a . 3 d 9 3a o
;X’“Xk 2a dr ( )

y la expresion anterior de la accién queda

§ 2 2 2.2

Finalmente, usando la siguiente identidad

. . 2
02 =2 20 % <9> (4.8)

y entonces podemos reescribir la acciéon anterior de la siguiente manera

oot [t ()]

Integramos el término de derivada total, al evaluar la funcién de modo xj en los extremos
este se anula debido a las condiciones de borde que escogimos, por lo tanto, la accion

resulta

S:—Z/ k:Xk dr
— ZSE
K

donde es claro que
1
Si=15 / (2 — 2x2) dr. (4.9)

De aqui en adelante trabajaremos con la acciéon anterior.

Para obtener la ecuacién que satisface la funcién de modo hacemos una variacién de
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la accion con respecto a x;

5SE = / (XE(SXE — QZXE(SXE) dT.

Usando la identidad J
XpoXg = o (Xpdxg) — Xpoxg

en la expresion anterior de la accién obtenemos

08 = / [d% (Xzoxz) — Xgoxg — Qxgdxg | dr-
Las variaciones de la funcién de modo evaluadas en los extremos se encuentran fijas, por lo
que el término de la derivada total se anula. Como las variaciones de X son arbitrarias y la
accion es estacionaria, obtenemos la ecuacién de movimiento que satisfacen las funciones
de modo para el modo k

Vi + Qxg =0. (4.10)

Obtenemos una ecuaciéon analoga al caso de un oscilador armoénico clasico con frecuencia
dependiente del tiempo, donde suponemos que la frecuencia Q2 es positiva. En la siguiente
seccién hacemos el estudio de tal sistema bajo una transformacién canénica dependiente

del tiempo.

4.3. Oscilador armodnico clasico

4.3.1. Transformacion canonica

Supongamos un oscilador armonico clasico con frecuencia dependiente del tiempo. El

Lagrangiano que describe este sistema es
L= —1m ( 7 — Wi (t)q®
oM \4 q )

y el Hamiltoniano del sistema es

2
p 1 2 2

=2 4 S
H o 2mw()q

En [4] se demuestra la existencia de un invariante Z dependiente del tiempo el cual es
cuadratico en las coordenadas y momentos para tal sistema. Este invariante tiene la forma
1 q?

1 o )
7= 3 (pp — mpq)” + 2"
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donde wy es una constante con unidades de frecuencia y p es una funcién adimensional,

dependiente del tiempo y satisface la ecuacion

w
p+wit)p = —. (4.11)
P
Consideremos la transformacién candnica (En el apéndice se demuestra que tal transfor-

macién es candnica )
. 4q

y la sustituimos en el Hamiltoniano, resulta

1 ) 1
HQP) = 55 P+ mppQ)° + Smw? (1) p*Q*
1 2 . 2.2 212 1 2 22
= o (P? + 2mppPQ + m?*p*p°Q?) + mw (H)p*Q

= P + lm (P> +w(t)p?) Q> + éPQ. (4.13)
2mp? = 2 p

Por otro lado, escogemos que la funciéon generadora F' de tal transformacion canodnica sea

de segundo tipo, F' = F(q, P,t), por lo que se satisfacen las siguientes ecuaciones

_OF

OF

Q=55 (4.14)

Despejando el momento p de la primera ecuacién en (4.13|) y sustituyendo ) en las

ecuaciones anteriores obtenemos

oF 1 oF ¢
a7 (P+mpa) =5 ) (4.15)
Integramos la primera ecuaciéon suponiendo que la dependencia temporal explicita de la

funcion generadora F' viene dada por la funcién p, entonces obtenemos

1 1.
F(q,P,t) = P (qP + §mpq2> + g(P).

Derivando la funcion anterior con respecto al momento P y comparando con la segunda
de las ecuaciones 1' es facil ver que % = 0 y por lo tanto g(P) = ¢, donde ¢ es una
constante de integracién arbitraria la cual tomamos igual a cero. Ahora integramos la
segunda ecuacion en (4.15)), suponiendo también que la dependencia temporal explicita

de la funcién generadora es depositada en la funcién p y obtenemos

F(q,Pt) = % + f(q,1).
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Derivando la funcién anterior con respecto a la coordenada ¢ y comparando con la primera
ecuacion en (4.15)) encontramos la ecuacion

dq p
Integrando tenemos
L p
fla.t) = §m;q2 +B8(t)

donde 5(t) es una funcién arbitraria del tiempo la cual suponemos igual a cero por sim-
plicidad, entonces la funcién generadora queda
gP 1 p,

F(q,Pt)=—+ -m=q".
p 2 p

Por otro lado, el nuevo Hamiltoniano es en las nuevas coordenadas

OF

K(Q,P,t) :H(Q>P7t)+57

(4.16)

por lo que tenemos que calcular la derivada parcial con respecto al tiempo de la funcion

generadora, la cual es

Sustituimos la coordenada ¢ por la nueva coordenada () segin las ecuaciones de transfor-

macién (4.12]) en la expresién anterior y tenemos

OF  _ p 1 o
YT PQp+2mQ [ —p7] .

Finalmente sustituimos la expresién anterior junto con el Hamiltoniano (4.13]) en la ex-
presion (4.16]) del nuevo Hamiltoniano y resulta

2

+ 2mp (7 +w*(t)p) Q.

K(Q7P7t): 2mp2 2

Usando la ecuacién (4.11)) en el segundo término del nuevo hamiltoniano, obtenemos

K(Q,Pt) =
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Tomando en cuenta la transformacién candnica (4.13)) en el invariante Z, es facil observar

que el Hamiltoniano anterior puede escribirse de la siguiente manera

7(Q, P)
pr

K(Q, Pt) = (4.17)

Ahora veamos que ocurre con el Lagrangiano de oscilador bajo la transformacién canénica

(4.12). Es facil observar que ¢ = p@, por lo tanto
1 [/ - N2
L = 3™ (PQ + PQ) - WQ(t)P2Q2}
I T BT R PN PV S S 9
= om[pQT - wi(t)p Q7+ (20QQ + pQ
1 [,- .d
= 3m pQ* — ()P Q% + P (/JQQ)} :

Por otro lado, usando la identidad

d
o (pQQ)— (prQ) pPQ?

en el Lagrangiano anterior, tenemos

d
L = ; {pQQ (ﬁ+w2())pQ2+E(pr)}
. d
— (- Ber) 5 (Gueie?)

donde usamos las ecuacion en el segundo término del Lagrangiano. Encontramos que
el Lagrangiano en las variables (@, P) es equivalente al Lagrangiano en las variables (g, p)
ya que difieren por una derivada total, bajo la transformacién canodnica. Esta derivada
total no afecta a las ecuaciones de movimiento y deja invariante a la accién. Por lo tanto,

tenemos la relacion

, d (1
L= £+%( mpr>

o en términos de los Hamiltonianos tenemos

Z d/1
pG—H = PQ——+@( prQ)

donde usamos el resultado (4.17)). Finalmente, la accién del sistema es

S = /dt {PQ — Z + % (%mprQ)] , (4.18)

donde podemos omitir la derivada total ya que este término no afecta a las ecuaciones de

movimiento. Como puede verse, la accién depende del tiempo a través de la funcién p(t).
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Nos interesa remover esta dependencia temporal para poder resolver el problema de una

forma més sencilla. Esto lo haremos en la siguiente seccion.

4.3.2. Espacio fase extendido

Hacemos la siguiente transformacion de contacto en la accién

Juy:ltdﬂ (4.19)

pR(t)

de tal manera que, para una funcién arbitraria f(t) del tiempo

RV N (S B Sy

f0) =1T). 10 =37 = 5 ar = 20

onde es claro que = —. a]O esta transiormacion, la accion . queda
dond 1 (T) = L) Bajo esta transf i6n, la accién (4.18) qued

dT
_ |\ PQ T L d (1
- /dTp [pQ # R dT (Qmpr )]
d (1
= /dT [PQ/—I—Fﬁ(ﬁmprQ)]. (4.20)

La accion es independiente del tiempo t. La transformacion canénica nos llevo del oscila-
dor armonico con frecuencia dependiente del tiempo en el espacio fase (g, p) al oscilador
armonico con frecuencia constante en el espacio fase (@, P), por lo que podemos usar en
tal espacio fase las soluciones conocidas del oscilador armoénico con frecuencia constante
en el espacio fase original (¢, p) y, al hacer la transformacién inversa, resolver el problema
original.

Sin embargo, la transformacion de contacto es una parametrizacién del tiempo, en
donde el nuevo tiempo es T'. Como vimos en el segundo capitulo, esto tiene como con-
secuencia que los momentos no sean independientes. Esto podemos verlo a partir de la

accién en forma Hamiltoniana en las variables (g, p)

Sz/dt i — p—2+1mw2(t) 2
PI=\am ™ 2 7))
Al hacer la transformacién (4.19)) tenemos
/ 2 1
= fary |PL (2 )
S / [t’ (2m+2mw()q

- forf-o(Zs )]
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donde t' = p?. Si calculamos el momento conjugado a t obtenemos la siguiente constriccién

oL 21
o= o= <p— + —mw““(t)(f)

P
Opipgyt) = pito—+ —mw?(t)g* =0

es decir, obtenemos una relacion entre el momento p;, el momento p, la coordenada ¢
y el tiempo t. Del formalismo desarrollado en el segundo capitulo tenemos que al hacer
tal parametrizacién el tiempo ¢ es una nueva coordenada y 71" toma el papel del tiempo.
Sabemos que la accion es invariante bajo parametrizaciones subsecuentes, entonces ha-
cemos la parametrizacion T' — 7(T') y ahora tenemos que 7" es una nueva coordenada y
el parametro arbitrario 7 toma el papel del tiempo. Dada esta situacién la constriccion
anterior se cumple, donde hacemos los cambios p; — pr v t — T. En otras palabras,

extendimos el espacio fase. El Hamiltoniano canénico del sistema es
He=pq +prT" — L =0,
por lo que el Hamiltoniano total es

Hr = —X¢
= —ANpr+H) (4.21)

donde A es el multiplicador de Lagrange correspondiente y las derivadas son con respecto

al nuevo parametro 7. La accién del sistema en el espacio fase extendido es

S = /dT pd +prT" — X (pr + H)]. (4.22)

Por otro lado, es importante notar que primero hicimos la transformacién canénica (4.12]).
Al extender el espacio fase con la transformacién (4.18)) también debemos de transformar
al momento p;. Esta transformacion debe ser candnica para no alterar al sistema en el

espacio fase extendido, entonces, la transformacién canénica debe ser

<Q7p7t7pt) — (Q7P7 T7 PT)

Matematicamente, la transformacion candnica completa es

at’ 1 d

q . 2 . 9 .
Q= o =pp—mpq, T = / ek T = P Pt + pppq 5™ o (pp) ( )
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En el apéndice se demuestra que tal transformacion es canénica. Por lo tanto, siguiendo el
procedimiento para llegar a la accién (4.22) y haciendo la transformacién canénica (|4.23))

la accién en es espacio fase extendido (@, P, T, Pr) es
5— / dr [PQ' + PyT' — N (Pr +T)] (4.24)

donde )\ es un nuevo multiplicador de Lagrange. Bajo la transformacién candnica, la
dependencia temporal 7 de la accion se remueve.

Ahora nos interesa calcular la funcion generadora en el espacio fase extendido. Vamos a
usar una funcién generadora de segundo tipo, Fy = Fy(q,t, P, Pr), la cual satisface las

ecuaciones

dqg p - oPy

oF, 1 ) 1 ,d. .
=2 P — LgP+ —mg?=(pp).
p=gp =l +5ma o (pP)

p= (4.25)

Integrando la cuarta expresion de las ecuaciones (4.25) tenemos

P 1 p
Fy(q,t, P, Py) = q? +T()Pr + §m§q2 + f(q. P, Pr)
en donde expresamos la dependencia explicita de T'. Derivamos la funcién anterior con

respecto a la coordenada ¢ y tenemos

al comparar con la segunda ecuacién de (4.25)) concluimos que la funcién f no depende de
la coordenada ¢, f = f(P, Pr). De manera similar, calculamos la derivada de la funcién

generadora con respecto al momento P y obtenemos

ok g 0f
oP p OP’
y al comparar con la primera ecuacién de (4.25), obtenemos que f = f(Pr). Finalmente,

tomamos la derivada de la funcién generadora con respecto al momento Pr y tenemos

oF: . 0f

_ s +
0Pr oP’

y comparando con la tercera de las ecuaciones (4.25) obtenemos que f = cte., la cual

podemos tomar igual a cero. Entonces, la funcién generadora en el espacio fase extendido

es

P 1 g
Fy(q,t, P, Pr) = q? +T()Pr + 5mgq?. (4.26)
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Con esta funcion generamos la transformacién canénica (4.23]). Todos estos resultados
los vamos a generalizar al caso del campo de Klein-Gordon que vimos en las secciones

anteriores, para poder resolver el sistema de manera exacta.



Capitulo 5

Cuantizacion del campo de
Klein-(GGordon

5.1. Cuantizacion del oscilador armonico

En este capitulo vamos a cuantizar candénicamente el oscilador arménico con frecuencia
dependiente del tiempo, dada la transformacién candnica que vimos en la seccion ante-
rior, usando la teoria que presentamos en la seccion de las transformaciones canénicas del
segundo capitulo, para posteriormente generalizar estos resultados al caso del campo de
Klein-Gordon en el Universo de FRW.

En el capitulo anterior demostramos que podemos transformar al oscilador armonico con
frecuencia dependiente del tiempo al caso independiente del tiempo bajo una transforma-
cién canodnica. En esta seccién vamos a generar la transformacién candnica cuantica para
tal sistema y resolverlo en términos del oscilador arménico independiente del tiempo.

Para cuantizar tal sistema vamos a usar el método de cuantizacién candnica, el cual con-
siste en pasar todas las variable dinamicas a operadores que actian sobre el espacio de
Hilbert correspondiente e imponemos las relaciones de conmutacion fundamentales. Tales
variables dindmicas son las del espacio fase extendido (g, p, t, p;), entonces la cuantizacién

candnica es

q—q, p—p
t—t, pr— P

las cuales satisfacen las relaciones de conmutacién
|:qu t} = Oa [qAaﬁt] - 07 [(jaﬁ] - ia (51)

[£.5] =0, [p.p) =0, [f.p] =i, (5.2)

Vamos a trabajar en el espacio de coordenadas, por lo que el operador de coordenada ¢

y el operador de tiempo t actian de manera multiplicativa en el espacio de Hilbert del
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oscilador armoénico y por esta razén vamos a escribirlos como ¢ y ¢t de aqui en adelante.
Entonces, el operador Hamiltoniano H del oscilador arménico con frecuencia dependiente
del tiempo w(t) es

.1,
H = 5 (p* + m*w?(t)q?) (5.3)

y la funcién de Schrodinger correspondiente a este sistema es

~

H = p+ i

. Lo 2, 204\ 2

= + — + miw(t . 5.4

bt 5~ (P (t)q°) (5.4)
Los estados propios del operador Hamiltoniano (5.3) los representamos con el vector
(g, t) y los del oscilador arménico con frecuencia constante los representamos con el
vector ¥y(q, t).
Por otro lado, la transformacién candnica clasica es

o=2% p ; T/tdt/ Pr = i + pppa — =ma®2 (o)
= = pp — mpq, = SOV T =P Pt T pPPPY — g — (pP),

P to pQ(t,) 2 dt

entonces, al cuantizar canonicamente el sistema tenemos que la transformacion candnica

anterior es

t /
q n R ) dt
Q=-, P—w—mm,T—/ ——, (5.5)
P to p2<t/)
. 1 1 d
P = 2 A Y A ~ 1 2 & .
T = "D+ PP (9P + Pa) — 5ma s (pP)
y la funcién p satisface la ecuacion
.. 2 w3

Ahora pasamos a generar tales transformaciones candnicas cuanticas. Para esto resulta

conveniente usar la formula de Baker-Haussdorf-Campbell
N, . 17+~ =
eABe A = B+ [A, B} +5 [A, [A, BH T (5.7)

Vamos a implementar la transformacion candnica en tres pasos ya que resulta mas sen-
cillo hacerlo de esta manera que en un solo paso. Entonces el operador C' que genera la

transformacion canénica total (5.5)) es igual al producto de tres operadores
C = 030,04 (5.8)

donde

A 3

_ ,—5(gptpq) Inp
01 =€ 2( ) R

A~ imp 2

CQZGQPQ
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03 Pf (t,pt)> f(tvpt> = PQﬁt-

Primero hacemos la transformacién él, la cual nos lleva del espacio (g, p,t,p;) al espacio

(Q?p/7tap;), esto es
Pe—Dn ¢ Q, PP,

esquematicamente. El momento p, transforma de la siguiente manera

CipCt = e 2lartpa)npp o5 (atpa) np

A~ 'l N R R 1 Z . A Z A ) )
= bt | =gl pa) e+ o5 | =5+ pa) g, | =5 (ap & pa) Inp,

5 Lo 1 i, i A
= pt—g(C]p-H?Q) [In Ppt]vLa —i(qp-i—pq)lnp, —§(q}9+pq)lnp,pt T
S N Y.
= P~ 5(ap+pa) (zp)
= ﬁt+£(qz5+ﬁq)5ﬁ;

2p

donde usamos la formula (5.7) y notamos que el término de segundo orden es cero ya
que tenemos el conmutador entre dos funciones de variables que conmutan, por lo que los

términos de orden mayor son cero también. La coordenada ¢ transforma
A AV _* 2
CiqCy L — ¢ — % (qp+pq) In Pq ez(qpﬂ?q) Inp

= g+ |=gl@p+pa)np,q| + o | =5 (b +pa)Inp, | =5 (ap + pa) np,q| | + -
= q—gplep+pg,q + 5 |—5ap+pa) lnp, | =5 (ap +pa) mp,q| | + -

1 /[ i SR
= q——lnp[qz?+pq al + 5 ( —g e lap+pa, lap +pg. )] + -

Calculamos el conmutador

lap + pq,q) = q[p,q) + [P, ] ¢ = —2iq

y entonces el resultado anterior queda

CigCrt = q—5Inp(=2ig) +

+
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Observamos que tenemos el desarrollo de la exponencial e~!"?, entonces queda

C’lqé’fl =qge =1 =(Q.

4
P

Por ultimo, el momento p transforma

élﬁéfl _ 6—%(qz3+15Q)1npp€%(qzﬁ+15Q)lnp
= p+ —§(qp+pQ)lnp,p + 5 —§(qp+pQ)1np7 —§(qp+pQ)lnp,p e
= p—§lnp[qp+pq,p]+5 —g(qurpq)lnp, —§(qp+pQ)1np,p + -
o o 1 i 2 o
= p—alnp[qp+pq7p]+5 —glnp lgp + pq, [qp + pg,p]] + -+

Calculamos el conmutador
lap + Dq. | = qlq,p) + [g. D] ¢ = 2ip,

y entonces el resultado anterior queda

A A a1 i 2

CipCrt = p—§(2@p)+§(—§lnp) (2¢) [gp + pg, p) + - - -
LA L. 2 1. 3

= p+plup+ p(np)” + op(lnp)” + -

1 1
= P {l—i-lnp—i-E(lnp)2+§(1np)3+...]'

Observamos que tenemos el desarrollo de la exponencial e™”, entonces queda

La transformacién canénica que genera el operador C] es

. . 0, . . q . .
t=t, pizpﬂr%(qurpq), Qz;, P =pp (5.9)

y las transformaciones inversas son

<

3

g=pQ, p=1, ptzﬁ;—§<c;p’+p’@). (5.10)

™ |

En este espacio se satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
@, 1] =0, [Qp]=0, [Qp]=i,

[t,ﬁ/] =0, [ﬁlvpllt] =0, [tvﬁ:ﬁ] = 1.
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La funcién de Schrodinger ((5.4]) en las variables (@, p', ¢, p}) es

7:[1 = 017:[051‘7137 q, t)él_l

~12

+ 1mwQ(zf)pZQ2 (5.11)

- A/_ﬁ N N

donde usamos las transformaciones inversas . Antes de realizar la segunda transfor-
macion candnica debemos expresar correctamente el operador Cyenel espacio (@, p',t,p}).
Esto es sencillo ya que tal operador depende de la coordenada ¢ y del tiempo ¢, el cual
queda invariante bajo la transformacion C’l, entonces solo hacemos el cambio ¢ — () en

la expresion del operador Cy

A~ imp 2

Cy = BT = hmoi®

Es claro que esta transformacién deja invariante a la nueva coordenada () y al tiempo t,

entonces, solo afecta a los momentos. Esqueméaticamente esto es
N - ~/ A~/
Q_>Q7 t_>t7 p_>P7 pt_>pt'

El momento p’ transforma

0213/@2—1 _ eémpﬁQQﬁ'G—%mpﬁQg
o im . 1 {wm | m .
= P+ [@ 0]+ 5 {7/)/)@2, {7/4)@2,19’” +o

goome
= 7+ 5 pp(2iQ)

= p-—mppQ =P

donde el término de segundo orden es cero, y por lo tanto los de orden superior también,
ya que es igual al conmutador entre dos funciones de variables que conmutan. El momento

p; transforma
CopyCy! = eamopemimo”

1[4 T .
[ngQpp, [QmQ%p,pQH 4

o 3 2 . Al -

A~

o 1 d, .
= p,— §mQ25<pp) = p,

donde el término de segundo orden es cero, y por lo tanto los términos de orden mayor
también, ya que es igual al conmutador de dos funciones de variables que conmutan. La

transformacién candnica que genera el operador C es

L . 1 d
t=t, Q=Q, P=p —mppQ, p2’=p2—§mQ2@(pp) (5.12)
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y la transformacién inversa es

. - . . . 1 d, .
t=t, Q@=Q, P =P+mppQ, p£=p2’+§mQ2E(pp). (5.13)

En este espacio se satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
@.4=0 Q#=0 [QP]=i

P =0, [Pt| =0, [Lpl) =i
La funcién de Schrodinger H; en las variables (Q, P, t,p]) es
Hy = CoH, Oyt
F

= i+ g o) - 2 [Q (P mnp@) + (P4 mopQ) Q] +

R 2
2mp? <P - mpr)

1
+§mw2(t)p2Q2

L1 I P (rp. 7 ;
= B+ 5me (5+H00) @+ gmiQ = o (QP + PQ+ 2mpiQ?)

+

1 A S
5 | P2+ mep (QP + PQ) +m*p?°Q?)
2mp
Usando la ecuacion (5.6]) en el segundo término de la tercera linea y reduciendo términos,
la funcién de Schrodinger s queda
Hy = P+ P g2 (5.14)
= — | — 4+ -mw : :
2 yz p2 m 2 0
Observamos que ya eliminamos la dependencia temporal en la frecuencia y ahora se en-
cuentra depositada en la funciéon p. Finalmente hacemos la transformacién de contacto
03, la cual deja invariante a la coordenada () y al momento P y afecta al tiempo ¢ y al

momento p;. Esquematicamente esto es
Q—Q, P—P t=T1), pl— Pr

Esta transformacién de contacto es tal que transforma al momento p; de la siguiente

manera
CapyC ' = Pf(t,ﬁé’)ﬁgpf—ll(t,ﬁé’) = f(t,p{) = P} = Pr.
Por otro lado, vamos a considerar la transformaciéon de un diferencial del tiempo dt,

entonces tenemos

A -1 ® H—1 —
ngt 03 — Pf(t,ﬁg)dt Pffl(t,f)g) = W == ; p— dT
p
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t dt/
) = [0 2(0)

donde ty es una constante arbitraria. La transformacién candnica que genera el operador

Cs es

A . Eodt!
Q=Q, P=P, Pr=pp, T :/ . (5.15)
to p (t)
la transformacién inversa es
2 S N pT g
Q=Q, P=P p=—, t= p(T)dT (5.16)
P To
y en este espacio se satisfacen las relaciones de conmutacion
[QaT]:Oa |:Q7PT:| :07 |:Q7p:| :i7
T.P| =0, |PPr| =0, |T.Pr| =i
La funcién de Schrodinger s en las variables (Q,P,T,Pr) es
Ho = CyHoCyt
Pro1 (P> 1,
S e <%+§WOQ
1 (. P2 1

donde p = p(T') y usamos la transformacién inversa ({5.16)). Encontramos que la funcién
de Schrodinger anterior corresponde a la funcién de Schrodinger de un oscilador arménico
con frecuencia constante wy en el espacio (Q, P, T, Pr), y por lo tanto sus estados propios

corresponden a tal sistema, ya que se satisface la ecuacion

1 15+—p2+1 20% | vo(Q,T) =0
—mw =
2\ oy T2 oN
. p2 1 5
Pr+ o— 4+ omwiQ? | 1o(Q.T) =0, (5.18)

en el espacio de coordenadas correspondiente. Entonces, la transformacién canénica com-
pleta C, junto con la funcién p que satisface la ecuacién 1) nos lleva del espacio
(q,p,t,p;) del oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo w(t) al espacio

(Q, P, T, Pr) del oscilador arménico con frecuencia independiente del tiempo wy. Tomando
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las transformaciones (5.9)), (5.12) y (5.15)), la transformacion canénica total es

Q=2 P=pp—mpq T(t) /t A B — i+ Soilap + pa) — - 2d( ).
= - _= —m —_= _— e —_
o’ pp P4, . 21’ T=P pt 2/0/0 qp +pq dt pp

(5.19)

Por otro lado, las funciones de onda 1(q,t) y ¥o(Q,T) se relacionan mediante la ecuacién

Y(a,t) = C7'(Q. 1) = C'C ' Pratho(Q. T). (5.20)

En su forma més general, la funcién de onda 1y(Q, T") la expresamos como
=2 Ain(Q)e” (e 3)eo”

donde 1, (Q) es la funcién de onda del oscilador armonico con frecuencia wy en el n—ésimo

estado estacionario, A, es una constante y tenemos n = 0,1,2, ..., y la funcién de onda
(5-20) queda
= Y ACTICT P (Q)e T, (5.21)

El operador P _, cambia al tiempo T al tiempo fisico ¢, por lo que expresamos al tiempo

T en funcion del tiempo original t, T" — T'(t), y sabemos que tal dependencia viene dada

t dt/
16~ |

Este operador no afecta a la funcién de onda 1,(Q) ya que, a este nivel, no depende

por

explicitamente del tiempo T'. Entonces la funcién de onda (1,3) resulta

=3 A0 Cy 0, (Q)e (n2)«T ), (5.22)

El operador 6’2_ ! depende de la coordenada @ vy, a este nivel, del tiempo fisico ¢, por lo
que no hace ninguna transformacion a la funciéon de onda, y solo la expresamos como una

fase

Y(g,t) = ZAné’§1¢n(Q)e—i%pﬁQQefz‘(n+%)on(t)

_ ZAﬂé«g—l,{ﬁn(Q)efi[(n+%)on(t)+%PﬁQ2]‘ (523)

Finalmente, la accion del operador C’S_ I es de pasar la coordenada Q a la coordenada

original ¢, y la ecuacion de transformacion correspondiente es ) = %, por lo tanto, la
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funcién de onda anterior queda
w@¢>=§:Am%(ﬂ)aﬂw%»ww+%f1 (5.24)
- p

A continuaciéon vamos a generalizar estos resultados al caso del campo de Klein-Gordon

que vimos anteriormente.

5.2. Campo de Klein-Gordon

5.2.1. Formulacion clasica

En el capitulo anterior vimos que podemos descomponer el campo de Klein-Gordon en
una suma infinita de osciladores arménicos con frecuencia dependiente del tiempo (7)

en el Universo de FRW. Demostramos que la accién de tal sistema es

1 .

Se=3 [ (- ng) ar, (5.25)
dada la transformacién del campo xz(7) = a%(7)¢,;(7). Es claro que el Lagrangiano del
sistema es .

Lr =5 (G — R0xg) (5.26)

del cual podemos calcular el momento candénico conjugado
e = 20— = Xi- (5.27)
y de aqui, el Hamiltoniano del sistema es
Hp =mpXg — Ly =

(7?% + Qi(T)X%) , (5.28)

N | —

donde es pertinente mencionar que no estamos sumando sobre ninguno de los dos indices
en las expresiones anteriores. Generalizamos los resultados que obtuvimos en el capitu-
lo anterior, en donde hacemos las siguientes sustituciones en el espacio fase extendido

<Qap7t7pt)
q— Xgn P— T w— (g, P = T g t=r1

y el Hamiltoniano del sistema lo cambiamos por el Hamiltoniano (5.28). También genera-

lizamos la transformacién canénica (¢, p, 7,p,;) — (Q, P, T, Pr) haciendo las sustituciones

Q—Vy, Py, p—pp, 7—T(7), Pr— I,
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de tal manera que, siguiendo el mismo procedimiento que hicimos en el capitulo anterior,

la transformacion candnica es

Xz X T dT
Vp="E g =pmp—pexg T(1) = / 5 (5.29)
Pk 0 Pk
1 1 ,d
2 : 2 ;
Uy =pem 5+ o PRPRXETE = 5 X5 - (PrPr) -

Tal transformacién candnica la construimos con la funcién generadora

I~ :
Fi (T» Xio i, HT,E) = T(r)TL + Y %X%, (5.30)
donde la funcién p, satisface la ecuacién
Q2
e+ QLo = —5- (5.31)
Pk
Finalmente, el nuevo Hamiltoniano K resulta
Lo 1os oo
del cual obtenemos la ecuacion de movimiento
Wi+ Qf oy =0 (5.33)
donde [ = 327];. La solucion de la ecuacién de movimiento anterior es
Up(T) = bge P+l 4 pr e onT (5.34)

donde by y b*_E son constantes que dependen del modo k. Usaremos esta solucién méas

adelante.

5.2.2. Formulacion cuantica

Ahora vamos a cuantizar la teoria del campo de Klein-Gordon de la misma manera que
en el caso del oscilador armonico cuantico. En el espacio de “coordenadas”, cuantizamos
al sistema promoviendo los momentos conjugados m;(7) y 7 z(7) a operadores, y el campo

Xz(7) y el tiempo 7 actian de forma multiplicativa
Xi = Xg» TR = Tps

T—T, 7TT7E—>7TTJ;
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y se cumple la siguiente relacion de conmutaciéon

[ (7), 7 (7)] = 0z (5.35)

en el espacio fase extendido. Notemos que estas relaciones se cumplen para todos los
modos /;, ya que estos resultaron independientes entre si. Al cuantizar el Hamiltoniano
(5.32)) del campo, obtenemos la funcién de Schrodinger del sistema

~

Hp =17, ;4 572+ 5B (T)xE- (5.36)

DO | —

t
Xz o . ) dr
Ve ==t 1z = pefiz — prxe, L(7) = / —, (5.37)
pk to pk;
. . 1 . . 1 ,d .
;= P, g+ o5 PRk (X7 + 7exg) — §X%—T (PrPr)
la cual generamos con el operador
C = pp% ﬂe%X%@*%mPk(Xﬁﬁffzm) (5.38)
k" T,k
donde
Ve = éXEé_l, f[]; = CA"IAI'ECA'_l, dT = Cdt é_l, ﬂT,E = C’ﬁﬂfﬁ'é—l. (5.39)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la primera seccion de este capitulo, la funcién

de Schrodinger ((5.36)) bajo la transformacién candnica cudntica anterior resulta

~

A A 1
Hop =1z + H% + 59(2),1@\1’% (5.40)

DN | —

la cual es andloga a la de un oscilador arménico con frecuencia independiente del tiempo.
Dado este resultado podemos generalizar los estadios propios del oscilador armoénico con
frecuencia dependiente del tiempo , que obtuvimos en la primera secciéon de este
capitulo, para el Hamiltoniano anterior.

Recordemos que el campo de Klein-Gordon, en términos del tiempo 7', lo expresamos de

la siguiente manera
a~3(T) P
O(F,T) = TYW(T)e™™ 5.41
E1) =57 L) (5.41)

donde usamos la relacién ¢p(T) = a_%(T)XE(T) y la transformacién canénica inversa
Xg(T) = pr(T)W(T). Sustituimos la solucién de Wz(T'), ecuacién (5.34)), en la expresién
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anterior y tenemos

@(f, T) Z pk‘(T) |:bE6_iQO,kT + biEGiQO7kT:| 67;E~f

V2V :

3
a2(T) hE —iQ 1T k-7 i T
T [bﬂil TemBrokt 4 h* LTtk ]
Y § pr(T) k K

Finalmente hacemos el cambio k — —k en el segundo término de la expresion anterior y

queda
5T e e
oz 1) = L) S (1) [b,—éel(k'xf%”“T) + bl’geﬂ(’w%kT)] . (5.42)

Esta es la expresion clasica del campo de Klein-Gordon. Al cuantizar candénicamente

promovemos las constantes b; y bz a operadores
by — by, bE— bl (5.43)

y la expresion ((5.42)) del campo de Klein-Gordon resulta

3
) -3(T P N
b 1) = D > ou(T) b (FF=0T) o flemi(Fa=00,T) | (5.44)

Los operadores dados por son los operadores de creacién-aniquilacién usuales que
encontramos en la teoria cudntica, con la diferencia de que en nuestro caso, estos se
encuentran en el contexto de un espacio-tiempo curvo. Aun asi podemos generalizar la
estructura matematica de estos operadores en el espacio-tiempo de Minkowski al caso de
un espacio-tiempo FRW. Tal y como mencionamos en el tercer capitulo.

Al observar el resultado es facil darse cuenta de que es una generalizacién del resul-
tado que encontramos en el espacio-tiempo de Minkowski. Si tomamos el factor de escala
a(T) = 1, regresamos a tal espacio-tiempo y recuperamos el resultado para un “oscila-
dor arménico” con frecuencia dependiente del tiempo. De la misma manera, si tomamos
pr = 1 tenemos que Qi (7) = Qo y recuperamos el caso de un “oscilador arménico” con
frecuencia constante por lo que nuestro resultado se reduce al usual en tal espacio-tiempo.
En ambos casos, desaparece la dependencia temporal en la frecuencia de oscilacion de los

modos (y también de la masa del campo).

En el sexto capitulo de [9] se muestra el siguiente resultado para el mismo sistema en

el espacio-tiempo de FRW, pero en el caso de que los modos k son continuos

N 1 &Pk (0N ik T ] —ik-@
Q(Z,n) = ﬂa(n)/(zw)g [b,;vk(n)ek +b£vk(n)e F (5.45)
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donde 7 es el tiempo conforme dado por

() = / e

y vk(n) son las funciones de modo y satisfacen la ecuacién

vy + wi(n)vk = 0.

La razén de introducir el tiempo conforme es para demostrar que la métrica de FRW,
para este tiempo, es conformemente equivalente a la métrica de Minkowski. Es por esta
razon que en nuestro resultado aparece una potencia diferente en el factor de escala.
Dejando de lado el hecho de que este resultado es para el caso continuo y en un sistema de
referencia diferente, con nuestro método fuimos capaces de encontrar la forma explicita de
las funciones de modo vy, primero removiendo la dependencia temporal de la frecuencia
wg. Comparando las expresiones y ((5.45]), observamos que tales funciones de modo
son

v = pre’torT, (5.46)

Probando con éxito, una vez mas, el hecho de que las transformaciones candnicas son
herramientas muy poderosas en el tratamiento de problemas un poco mas complicados.

Es pertinente hacer la observacién de que nuestro conjunto de operadores de creacién-
aniquilacion lo asociamos a un oscilador arménico independiente del tiempo. En el caso
del resultado que se muestra en el sexto capitulo de [9], el conjunto de operadores de
creacion-aniquilacion es asociado a un oscilador armonico dependiente del tiempo, por
lo que ambos conjuntos de operadores son diferentes. Es por esta razon que nuestro
conjunto de operadores nos permite definir un vacio independiente del tiempo, mientras
que el conjunto de operadores de [9] define un vacio dependiente del tiempo, lo que puede
llevar a ambigiiedades en tal definicién ya que pueden existir estados de menor energia en

diferentes instantes de tiempo. Esto se discute con mas detalle en tal referencia.
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Conclusiones

Gracias a la correspondencia entre el paréntesis de Poisson y el conmutador de dos
observables fisicos podemos implementar las transformaciones candnicas a nivel cuantico.
Sin embargo, debemos de tener especial cuidado con el ordenamiento de los observables
fisicos ya que por lo general no conmutan. Esto tiene como consecuencia que el resulta-
do cuantico difiera del resultado clasico. En el caso de tener més de una transformacion
candnica cuantica, es importante tener cuidado con el orden en el que se aplican para ob-
tener el resultado correcto ya que en caso contrario podemos obtener diferentes resultados
que no son los que uno busca.

Esta herramienta nos permitié remover la dependencia temporal de la frecuencia para un
oscilador armonico clasico y, al hacer una transformacién canénica lineal en el espacio
fase extendido, llegamos al invariante de Lewis clasico. Con este hecho demostramos que
la teoria desarrollada de las transformaciones canénicas es consistente. Por otro lado, tal
transformacién en el espacio fase extendido convirtio al sistema original en un oscilador
armonico clasico con frecuencia constante, cuya solucion es bien conocida y el problema lo
damos por resuelto. Esto demuestra que las transformaciones candnicas son herramientas
muy poderosas para resolver problemas mas complicados.

Dado el caso clasico, utilizamos la teoria cuantica de las transformaciones candénicas para
resolver el equivalente cuantico de tal sistema. A pesar de las diferencias entre la teoria
clasica y la teoria cuantica; en particular nos referimos al hecho de que las variables dinami-
cas no conmutan, los resultados cuanticos son generalizaciones de los resultados clasicos,
con la particularidad de que debemos de tener especial cuidado con el ordenamiento de
variables que no conmutan. Esto resulta en el hecho de que la funcién de Schrodinger aso-
ciada a tal sistema se transforme a la funcién de Schrodinger del oscilador arménico con
frecuencia constante en el espacio fase extendido (Q, P, T, Pr). El operador Hamiltoniano
que resulta es igual al invariante de Lewis en su versiéon cuédntica, demostrando que la
teoria cuantica de las transformaciones candnicas es también consistente. Esto tiene como
consecuencia que los estados cuanticos del oscilador armoénico con frecuencia dependiente

del tiempo se relacionan con los estados del oscilador con frecuencia constante.

Dado el éxito de esta transformacién canodnica, generalizamos los resultados encontra-
dos al caso del campo de Klein-Gordon; concretamente en las funciones de modo ¢z(7)

que aparecen en la expansion de Fourier del campo. Esto nos permitié encontrar la forma
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explicita de las funciones de modo y poder construir una expresion explicita del campo de
Klein-Gordon en funcién de una solucién particular de la funcion pg, el factor de escala a y
del tiempo T'. Todo esto en el caso clasico. Utilizando el método de cuantizaciéon canénica
llegamos a la expresién del campo de Klein-Gordon como operador en términos de los
operadores de creacién-aniquilacién (ISE, IA)]T;) usuales, y con ayuda de la generalizacion de
la transformacion candnica cuantica en el contexto de la teoria de campos encontramos
que los estados propios de este campo son proporcionales a los de un “oscilador arménico”
con frecuencia constante, tal como en el caso de la mecanica cuantica.

Dadas las conclusiones del tercer capitulo, generalizamos la estructura matematica del
campo de Klein-Gordon en el caso del espacio-tiempo de Minkowski, al caso del espacio-
tiempo FRW. Entonces el campo de Klein-Gordon satisface la relacion de conmutacién
usual con su momento conjugado, y esto tiene como consecuencia que los operadores
(l;E, Z;TE) satisfagan las relaciones de conmutacién usuales de la teoria cuantica en el ca-
so del espacio-tiempo de Minkowski. También es importante senalar que el conjunto de
operadores de creacién-aniquilacién (l;,;, lA)]T;) son asociados a un “oscilador armonico” in-
dependiente del tiempo, y por las razones anteriores, podemos definir un vacio, el cual
tomamos como el estado de menor energia del sistema, independiente del tiempo. En el
caso de la referencia [9], tal conjunto de operadores de creacién-aniquilacién son asociados
a un “oscilador arménico” dependiente del tiempo por lo que si definimos al vacio de la
misma manera que en el caso anterior resultaria en una ambigiiedad ya que podemos tener
estados de menor energia en diferentes instantes de tiempo. En este caso se debe tener
especial cuidado al definir el vacio.

Por otro lado, la expresion del campo de Klein-Gordon que encontramos es una simple
generalizacion del resultado en el caso plano ya que es proporcional a una potencia del

factor escala, el cual recuperamos imponiendo que el factor de escala sea igual a la unidad.



Apéndice A
Transformacion canonica

En este apéndice vamos a demostrar que la siguiente transformacion del espacio fase

extendido

1 1 d

t /
q . dt 9 . 9 .
-1 p_ py— T(t) = Pr = - S — Al
Q pt pp —mpq, T(t) /to Ay TP gpipa = gma 5 (ph) (A1)

es canodnica. Entonces, deben cumplirse los siguientes paréntesis de Poisson

{QaT} =0, {QapT} =0, {va} =1, (AQ)

(T,P}=0, {Pr,P}=0, {T,Pr}=1, (A.3)

los cuales calculamos sobre el espacio fase extendido original (g, p,t, p;).

El paréntesis de Poisson entre la coordenada @) y el tiempo T es

0QOT _0QOT  9QIT _ 9QIT

TV — _% 9@oL o0&~
Ty =55, "9y 9¢ "ot om om0t

Las tnicas derivadas diferentes de cero son

oQ 1 or 1
g p ot p¥
por lo que al sustituir en el paréntesis anterior, este resulta cero, como puede verse clara-

mente

{Q, T} =0.
Ahora calculamos el paréntesis de Poisson entre la coordenada () y el momento Pr

_0QoPp 0QOPr 0Q0Pr 0Q0Pr

ppy = 2L 00T _ 9ot
QP =5 50 "y 00 T ot ap o, o
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Pero el segundo y cuarto término son cero ya que la coordenada () no depende de los

momentos p y py, entonces, de la transformacion (A.1)) tenemos

0Qor:  0Q oy
dq Op ot Op;

= %(pDQ) + (—p%(z> ()

= pq—pg=0.

{Q,Pr} =

Ahora calculamos el paréntesis de Poisson entre la coordenada () y el momento P, el cual

estda dado por
. 0QopP  0QoP 0QOP 0QJP

py = @98 0GoF  0QoR  0GoP
QP =5, %) " apad i op om0t

Sin embargo, el tinico término diferente de cero es el primero ya que la coordenada () no

depende de los momentos p y p;, v el momento P no depende del momento p;. Usando

las transformaciones (|A.1)) queda

QP
dq Op

- 2=t

{Q. P} =

Obtenemos que los tres paréntesis de Poisson en ((A.2)) se cumplen.
Ahora pasamos a calcular los paréntresis de Poisson (A.3). Primero calculamos el parénte-

sis de Poisson entre el tiempo T y el momento P, dado por

oropP 0ToP 0ToP OT 0P
{IPl=—————t—— — ——.

0q Op Op Og Ot Jp;  Op; Ot
Pero el primero, segundo y cuarto término son cero ya que el tiempo 7' solo depende de
t. El término restante, el tercer término, es cero ya que el momento P no depende del

momento p;. Por lo tanto

{T,P}=0.
El paréntesis de Poisson entre los momentos Py Pr es

_OPOPy QPOP; OPOP; 9P OPp
Pt = 5 ey ~ap B T ot Op o OL
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El 1dltimo término es cero ya que el momento P no depende de p;, entonces, usando la
transformacion (A.1)) tenemos

opPobPpr OPOPr OPOPr

WPk = 50 "o 0 ot o
= (=mp)(ppa) — p [ppp - mqa(pp)} + (pp — mpg) (p?)

. . d, . . }
= —mpp*q = p*pp +map—(pp) + p*pp — mp’jiq

= map ™ (0p) — map (o)
= map—(pp) = map—(pp
= 0.

Finalmente, calculamos el paréntesis de Poisson entre el tiempo 7"y el momento Pr, dado

por
oropPr 0T OPr 0T OPr 0T OPr

dq Op Jp Oq ot dp;  Op; Ot
Pero el primero, segundo y cuarto término son cero ya que el tiempo T solo depende de
t. Usando las transformaciones (A.1)) resulta

{T, Pr} =

oT OPp

ot Opy

1
= ;(PQ) = 1.

{T7 PT} =

Por lo tanto, los paréntesis de Poisson (A.3)) se cumplen y entonces, la transformacién

(A.1) es canonica.
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