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Notacion

Radio del capilar [m]

Coeficiente flexo-eléctrico de la membrana [Cm™]

Coeficiente flexo-eléctrico de deformacion, Coeficiente flexo-

eléctrico de extensién [Cm™]
Energia elastica de Frank, Energia elastica de Helfrich
[Jm-3, Im]

Magnitud de campo eléctrico, Amplitud del campo eléctrico

aplicado [NC]

Médulo elastico en la region inferior, Médulo elastico en la

region superior [Pa]
Altura del domo esférico [m]
Curvatura promedio [m]

Condicién inicial de la curvatura promedio [m™]

Variable de entrada

Modulo elastico de deformacion de la membrana, Médulo

elastico de torsion de la membrana [J]
Curvatura Gaussiana [m]

Constante de extension, Constante de silla [J]

Longitud axial del capilar [m]
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Parametro
Variable de salida
Potencia [Js™]

Presion a la altura zy el tiempo t, Presion en los extremos del

capilar, Diferencia de presion en la membrana [Pa]

Presién en la regidn superior, Presion en la region inferior [Pa]
Flujo volumétrico [m3s]

Radio del domo esférico [m]

Coordenadas cilindricas [m, 1, m]

Relacion de viscosidades en la region superior. Relacion de

viscosidades en la parte inferior [1]

Coordenada temporal [s]

Vectores y tensores

b

(L)

Tensor diadico simétrico de curvatura [1]

Curvatura deformacional orientacional [m]

Esfuerzo flexo-eléctrico acoplado [Nm]

Tensor de permutacion [1]

Vector campo eléctrico, Vector campo eléctrico tangencial
[NC]

Diada unitaria, Diada de superficie [1]

Vector normal ortonormal hacia afuera [1]
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Producto diadico del vector normal k [1]

Vector director [1]

Torque flexo-eléctrico [Nm]
Esfuerzo flexo-eléctrico [Nm™]
Polarizacion flexo-eléctrica [JV-im™2]

Gradiente superficial

Variables adimensionales

)

{b,b3,b;

Funcién de entrada inercial, Funcion de entrada flexo-eléctrica
[1]

Funcion de salida de retardo, Funcién de salida inercial,

Funcion de salida viscosa [1]
Campo eléctrico [1]

Médulo elastico en la regiéon inferior, Mddulo elastico en la

region superior [1]

Curvatura promedio [1]

Condicion inicial de la curvatura promedio [1]

Relacion eléstica, Elasticidad de la membrana [1]

Diferencia de presion en la membrana [1]

Operador derivada temporal [1]
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Funciéon de Bessel de orden cero, Funcion de Bessel de orden
uno [1]
Coordenada radial [1]

Velocidad axial [1]
Coordenada temporal [1]

Potencia [1]

Parametro beta [1]

Parametro pequefio [1]

Tension interfacial de superficie a campo eléctrico cero [Pa]
Viscosidad en la regién inferior, Viscosidad en la region
superior [Pa s]

Tiempo de relajacion de Maxwell en la region superior,

Tiempo de relajacion de Maxwell en la regiéon inferior,
Tiempo de retardo de Jeffreys en la region superior,
Tiempo de retardo de Jeffreys en la region inferior [s]

Densidad en la region superior, Densidad en la regién inferior
[Kgm-?]

Letras griegas adimensionales

Operador inercial

Operador diferencial viscosidad [1]
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{Xt,ib;ix,fwb} Tiempos de relajaciéon de Maxwell y de retardo de Jeffreys [1]
® Frecuencia [1]

Zﬁ Viscosidad total de bulto [1]

{Zamin ) Zamax} Viscosidad minima y méaxima de bulto [1]

{Xtib,zﬁ,k} Numeros adimensionales del modelo de Maxwell [1]

{ZHJ ,Zm} Viscosidad de retardo y ponderada del modelo de

Jeffreys [1]

n.i=tb Viscosidad en las diferentes regiones [1]
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Abstract

Liquid crystal flexoelectric actuation uses an imposed electric field to create
membrane bending, this phenomenon is found in Outer Hair Cells (OHC) located
in the inner ear, whose role is to amplify sound through generation of mechanical
power. Oscillations in the OHC membranes create periodic viscoelastic flows in
the contacting fluid media. A key objective of this work on flexoelectric actuation
relevant to OHC is to find the relations and impact of the electro-mechanical
properties of the membrane, the rheological properties of the viscoelastic media,
and the frequency response of the generated mechanical power output. The model
developed and used in this work is based on the integration of: (i) the flexoelectric
membrane shape equation applied to a circular membrane attached to the inner
surface of a circular capillary, and (ii) the coupled capillary flow of contacting
viscoelastic phases, which are characterized by the Jeffreys constitutive equation
with different material conditions. The membrane flexoelectric oscillations drive
periodic viscoelastic capillary flows, as in OHCs. By applying the Fourier transform
formalism to the governing equations and assuming small Mach numbers,
analytical equations for the transfer function, associated to the average curvature
and for the volumetric rate flow as a function of the electrical field were found and
these equations can be expressed as a third order differential equation which
depends on the material properties of the system. When the inertial mechanisms
are considered, the power spectrum shows several resonance peaks in the average
membrane curvature and volumetric flow rate. When the inertia is neglected, the
system follows a non-monotonic behavior in the power spectrum. This behavior is
associated to the solvent contributions related to the retardation-Jeffreys
mechanisms. The specific membrane-viscoelastic fluid properties that control the
power response spectrum are identified. The present theory, model and
computations contribute to the evolving fundamental understanding of biological
shape actuation through electromechanical couplings.

Keywords: flexoelectric membrane actuation; flexoelectric-driven viscoelastic
capillary flow; rheological transfer function in outer hair cells, electromotility, Fourier
formalism, Jeffreys constitutive equation.
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Resumen

La flexo-electricidad de una membrana tipo cristal liquido utiliza un campo eléctrico
inducido para crear un cambio en su curvatura promedio (flexion). Este fendmeno
has sido localizado en las células ciliadas externas (CCE) ubicadas en el oido
interno, cuya funcion es amplificar el sonido mediante la generacién de potencia
mecanica. Las oscilaciones en las membranas de CCE crean flujos viscoelasticos
periodicos en las fases liquidas de contacto. Un objetivo primordial de este trabajo
para la aplicacion de la flexo-electricidad relevante para las CCE es encontrar las
relaciones y el impacto de las propiedades electro-mecénicas de la membrana, las
propiedades reoldgicas de los medios viscoelasticos, y la respuesta de frecuencia
de la salida de energia mecanica generada. El modelo desarrollado y utilizado en
este trabajo se basa en la integracion de: (i) la ecuacién de forma de la membrana
flexo-eléctrico aplicada a una membrana circular unida a la superficie interior de un
capilar circular, y (ii) el flujo capilar acoplada de poner en contacto las fases
viscoelasticas, que se caracterizan por la ecuacion constitutiva de Jeffreys con
diferentes condiciones materiales. Las oscilaciones flexo-eléctricas de la membrana
inducen flujos capilares viscoelasticos periddicos, como los que se observan el oido
del sistema humano. Mediante la aplicacion del formalismo de Fourier se obtiene
una funcion de transferencia compleja que describe la relacién entre las variables
de entrada (campo eléctrico) y salida (curvatura promedio o flujo volumétrico). La
funcion de transferencia depende de tres numeros adimensionales que describen
los mecanismos flexo eléctricos, elasticos de la membrana y la funcién viscosidad
compleja. En el régimen en donde la inercia es despreciable, el numero de Mach
reducido es pequefio por lo que se obtiene una ecuacién diferencial de tercer orden
en la curvatura y de segundo en el campo eléctrico. Esta ecuacion diferencial
depende de 7 numeros adimensionales 4 de los cuales describen la reologia del
modelo Jeffreys. Con base en un estudio paramétrico se obtienen las curvas
resonantes en condiciones de inercia y no inerciales. A partir de esto, se obtuvieron
ecuaciones analiticas para la potencia disipada viscoelastica y el modelo se reduce

al de Maxwell cuando los tiempos de retardo son cero. La curva no-monotonica
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(méaximos y minimos) en la potencia se obtiene debido a los efectos del solvente en
el medio y su relacién con los tiempos de retardo del modelo de Jeffreys. Las
bondades de esta descripcidon son la generalizacion de estos sistemas, a cualquier
operador viscoelastico lineal y fraccionado que permita controlar y caracterizar las
curvas resonantes. La presente teoria, modelo y calculos contribuyen a la
comprension fundamental en evolucion de la actuacion de formas bioldgicas a

través de acoplamientos

Palabras clave: actuacion de la membrana flexo-eléctrica; flujo capilar
viscoelastico impulsado por flexo-eléctrica; funcién de transferencia
reolégica en células ciliadas externas, electro-motilidad, formalismo de

Fourier, ecuacion constitutiva de Jeffreys
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Capitulo 1 Introduccion
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1.1 Flexo-electricidad en las membranas

La flexo-electricidad en las membranas, es un efecto de acoplamiento
electromecanico entre la curvatura promedio de la membrana y la polarizacion
eléctrica macroscopica que es esencial para la fisiologia de la audicion. La flexo-
electricidad aplicada a las membranas utiliza un campo eléctrico impuesto para
crear flexion entre ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas externas (OHC
por sus siglas en inglés outer hair cells) ubicadas en el oido interno. Motivados por
el funcionamiento de la OHC, en este trabajo se modela la respuesta mecanica
oscilatoria del sistema compuesto por una membrana flexo-eléctrica circular
inmersa entre dos fases viscoelasticas sujeto a un campo eléctrico armoénico de baja
amplitud de frecuencia arbitraria. El modelo se basa en la integracion de: (i) la
ecuacion de forma de la membrana flexo-eléctrica aplicada a una membrana circular
unida a la superficie interior de un capilar circular y (ii) el flujo volumétrico acoplado
a las fases viscoelasticas de contacto, de tal manera, que el efecto del campo
eléctrico produce distorsion en la membrana y la evolucion de ella induce un flujo
volumeétrico, el cual depende completamente de las propiedades viscoelasticas del
sistema. EI modelo membrano-dindmico que describe la evolucion de la curvatura
promedio en funcién del campo eléctrico aplicado. El espacio material conformado
por la inercia, viscosidad y la elasticidad de la membrana, se utiliza para clasificar y
caracterizar la respuesta de la frecuencia del sistema electromecanico. La respuesta
dinamica del sistema es tipica de un oscilador arménico forzado y puede mostrar
curvas resonantes en la potencia total. La amplitud, la frecuencia y la anchura de
las curvas resonantes en la potencia son de relevancia para el funcionamiento de
las OHC, las cuales dependen de la inercia que proviene de las fases viscoelasticas
y la relacion entre la elasticidad de la membrana y la de los fluidos en contacto. El
modelo membrano-dinamico (Viscoelastico/Flexo-Eléctrico) integrado y las
aportaciones de este trabajo contribuyen a la busqueda constante en el
entendimiento de los motores bioldgicos, especialmente en el papel fundamental de
la deformacién de la membrana en la entrega de energia mecanica, a traves de

electro-motilidad y su conversién en energia dependiente de la frecuencia.
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Figura 1 Contraccion de la membrana plasmatica de la OHC

Los cristales liquidos son materiales multifuncionales que forman parte de muchos
procesos de materiales bioldgicos, como dispositivos sensores y actuadores,
superfibras naturales, membranas, peliculas y gotas (Rey, 2007, 2010; Rey,
Herrera-Valencia, & Murugesan, 2014). Otras propiedades notables, como la
formacion de pelicula y el patron de superficie, se pueden encontrar en
contrachapados bioldgicos, cuticulas de escarabajos (Rey, 2007, 2010; Rey &
Herrera-Valencia, 2012; Rey, Herrera-Valencia, et al., 2014) y flujos de formacion
de pelicula colestérica de soluciones de colageno (Rey & Herrera-Valencia, 2012;
Rey, Herrera-Valencia, et al.,, 2014). El funcionamiento de las células ciliadas
externas (OHC) en el oido interno involucra oscilaciones periédicas de curvatura de
las membranas elasticas de tipo cristal liquido (LC) que imparten, mediante flexion
y oscilacién, impulso y flujo a los fluidos viscoelasticos a granel en contacto (Rey,
2008). Este importante fendmeno se ha estudiado con varios enfoques de modelado
mecanico y matematico utilizando diferentes ecuaciones constitutivas (Aguilar
Gutierrez, Herrera Valencia, & Rey, 2017; Brownell, Bader, Bertrand, & de
Ribaupierre, 1985; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rabbitt, Clifford, Breneman,
Farrell, & Brownell, 2009; Rey, Servio, & Herrera-Valencia, 2013; Rey, Servio, &
Herrera Valencia, 2014; Sachs, Brownell, & Petrov, 2009). El accionamiento del
campo eléctrico de la membrana de cristal liquido se conoce como flexo-electricidad
(Petrov, 2002; Rey, 2008) y fue estudiado y desarrollado por Petrov y colaboradores.
El papel clave de OHC es la amplificacién del sonido en presencia de disipacion
viscosa y el almacenamiento de energia en la membrana flexo-eléctrica (Abou-

Dakka, Herrera-Valencia, & Rey, 2012; Aguilar Gutierrez et al., 2017; E. E. Herrera-
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Valencia & Rey, 2014; Rey et al., 2013; Rey, Servio, et al., 2014). Por lo tanto, la
descripcion completa y la comprension del funcionamiento de OHC debe incluir la
respuesta de frecuencia de las membranas flexoeléctricas incrustadas en medios
Viscosos Y viscoelasticos debido a un campo eléctrico E oscilante (Rabbitt et al.,
2009; Rey et al., 2013). El campo E de entrada, a través del efecto flexo-eléctrico
electromecanico, produce oscilaciones de curvatura en la membrana elastica que
comprende la OHC rodeada de medios viscoelasticos. A su vez, la membrana
elastica oscilante desplaza los liquidos viscoelasticos a través de los mecanismos
mecanicos viscoelasticos y de disipacion. El efecto combinado que permite la
conversion de energia electromecanica se basa en la integracion del efecto flexo-
eléctrico (campo E impuesto sobre la membrana flexo-eléctrica) y el efecto
mecanico (elasticidad de la membrana mas flujo de fluido) (Abou-Dakka et al., 2012;
Rabbitt et al., 2009).

Se han empleado una gran cantidad de enfoques analiticos para simular los
cambios en la curvatura promedio de la membrana de una membrana flexo-eléctrica
en funcion del campo eléctrico (Abou-Dakka et al., 2012; Rabbitt et al., 2009; Rey,
2008). Recientemente estudiaron la disipacion de la curvatura de las superficies
liquidas y las membranas a partir de un enfoque superficial Boussiness-Scriven
generalizado (Aguilar Gutierrez et al., 2017). Rabbits (Rabbitt et al., 2009) desarrolld
un modelo basado en un modelo constitutivo compuesto de mezcla. Sus resultados
muestran que la eficiencia de potencia maxima probablemente esté ajustada a una
frecuencia especifica que depende de la longitud de OHC. Ademas, esta sintonia
puede contribuir a la selectividad de frecuencia de la coclea. Otros estudios han
empleado modelos electromecanicos con enfoque en audicibn, membranas
compuestas y células ciliadas externas cocleares. Desde el punto de vista de la
transduccion mecéanica, algunos investigadores han utilizado modelos matematicos
dependientes de tension y flexion para describir la movilidad de los lipidos en la
membrana plasmatica externa de las células ciliadas, modelos de flexion con
énfasis en electromotilidad celular y genética de las células ciliadas auditivas
(Hawkins & Lovett, 2004; Oghalai, Zhao, Kutz, & Brownell, 2000; Raphael, Popel, &

Brownell, 2000). Se han propuesto algunos otros modelos electromecanicos y

9



©

POSGRADO EN INGENIERIA

reologicos, que incluyen mecanismos electromagnéticos, la respuesta dinamica
viscoelastica-relajacion de la curvatura a través de diferentes pruebas reologicas,
incluido el flujo oscilatorio y de fluencia (Ehrenstein & Iwasa, 1996; Fikus &
Pawlowski, 1989; Panagopoulos, Karabarbounis, & Margaritis, 2002). Desde un
punto de vista electromecanico, la transduccion inversa, la capacitancia negativa de
la membrana, la respuesta de frecuencia y la curvatura de resonancia de estos
modelos fisicos (Kuni H. lwasa, 2016; Ospeck & lwasa, 2012; Ren, He, & Barr-
Gillespie, 2016) juegan un papel importante en los mecanismos de audicion de la
cocleay la produccién de energia de las células ciliadas externas. Otros autores se
han centrado en la descripcion de las células ciliadas cocleares de mamiferos a
través de la generacion de potencia (Wang, Steele, & Puria, 2016), energia de
extension, espectro de ruido actual, mecanismos de pérdida de fluido viscoso,
estrés de la capacitancia de la membrana y movilidad del cilio (K. H. Iwasa, 1993;
Kuni H lwasa & Sul, 2008; Nam, Peng, & Ricci, 2015; O Maoiléidigh & Jiilicher, 2010)
En este contexto, hemos desarrollado varios enfoques mateméaticos para describir
la curvatura de la membrana flexo-eléctrica a través de la teoria del cristal liquido y
los modelos electro-reolégicos con énfasis en el modelado del dispositivo de células
ciliadas externas (OHC). Nos gustaria enfatizar que "uno de los principales
problemas en esta area es encontrar la disipacion de energia monétona y no
mondétona en el sistema" inducida por los cambios en la curvatura como
consecuencia del campo eléctrico impuesto; esta disipacidbn de potencia se
caracteriza por un espectro que depende de la frecuencia del campo eléctrico y sus
caracteristicas especificas, como los picos resonantes y anti-resonantes, son la
cuestion clave de este trabajo. Para incluir la naturaleza fisica de los fluidos, se han
empleado varias ecuaciones constitutivas (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-
Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008; Rey et al., 2013), desde Euler (fluido no viscoso)
hasta las ecuaciones constitutivas de Maxwell (Abou-Dakka et al., 2012), que han
conducido a las ecuaciones diferenciales ordinarias que rigen describir los cambios
en la curvatura como una funcién del campo eléctrico . Dependiendo de la ecuacién
reologica del estado, la forma de la resonancia de potencia puede mostrar varias

curvas de resonancia en el régimen de inercia pequefia y cero inercia (numero de
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Mar igual a cero). Estas curvas de resonancia se pueden describir en términos de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, cuyo orden (n) se define por el
operador de viscosidad total en el sistema. Por ejemplo, en el caso de los fluidos
Euler y Newton (n = 0,1 respectivamente), la disipacion de potencia en las fases
masivas de contacto no muestra comportamiento de resonancia, pero cuando la
naturaleza fisica de los fluidos es viscoelastica (Maxwell, n = 2), el sistema muestra

un comportamiento de resonancia en funcion de la frecuencia.

Originalidad de esta investigaciéon

La originalidad de esta investigacion consiste en una generalizacion critica y
significativa de los trabajos antes mencionados, que incluyen: (a) La formulacién
matematica desarrollada aqui que puede aplicarse a cualquier ecuacion constitutiva
viscoelastica lineal que incluya operadores lineales fraccionales; (b) El operador de
viscosidad elegido para caracterizar la reologia y la transferencia de momento de la
membrana en las fases liquidas viscoelasticas es la suma de las contribuciones de
un disolvente y polimero. Cuando las viscosidades del solvente son cero, el sistema
se reduce a un modelo anterior publicado recientemente (Abou-Dakka et al., 2012;
E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014); y (c) Los efectos del solvente y de los
mecanismos del polimero inducen un comportamiento de resonancia y anti-
resonancia (maximo y minimo), y el orden del modelo electro-reoldgico es tres,
mientras que cuando el orden de la ecuacién dindmica es par, el sistema muestra
un comportamiento monotono Este nuevo efecto par-impar reduce los posibles
modelos desde el principio. En general, la forma de la resonancia de la curva de
potencia, asi como el comportamiento mond6tono y no monétono dependen del
orden de la EDO que describe la curvatura promedio de la membrana como una
funcién del campo eléctrico aplicado y el nimero de Deborah, que puede ser
interpretado mas adecuadamente como un nimero reducido de Mach asociado con
la propagacion de la velocidad de la membrana en los medios viscoelasticos. A partir
de un analisis exhaustivo basado en un orden creciente en modelos viscoelasticos
clasicos, se encuentra que: (i) para numeros de Mach cero, la potencia muestra el

comportamiento de resonancia en los modelos viscoelasticos clasicos (modelos de
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Maxwell, Jeffrey y Burger), mientras que los no mondétonos el comportamiento se
muestra en el modelo de Jeffrey (3ODE); (ii) cuando la inercia se incluye Ma # 0, el
sistema muestra varios picos de resonancia, mientras que en Ma >> 1 el sistema no
muestra ningun pico de resonancia. Estos hallazgos genéricos reducen el rango de
condiciones reologicas y modelos reoldgicos relevantes, y nos permiten establecer
conexiones entre la salida del dispositivo y las propiedades del material.
Los tres problemas clave a tratar en este dispositivo de conversion de energia son:
0] La magnitud de la potencia P asociada con la curvatura media o caudal
volumétrico entregado al contacto de fluidos viscoelasticos de Jeffreys
del campo eléctrico oscilante E impuesto;
(i) La complejidad minima del modelo no newtoniano necesario para dar el
comportamiento no monoétono en el espectro de potencia; y
(i)  Las condiciones materiales necesarias para tener un pico de potencia
resonante maximo y minimo bien localizado (en el espectro de disipacion
de potencia) como se requiere fisiologicamente.
Como resumen parcial, tanto los efectos flexo-eléctricos de membrana directa como
inversa son propiedades de sensor-actuador cuando la curvatura de la membrana
y la polarizacién estan acopladas como en los cristales liquidos nematicos. La flexo-
electricidad de la membrana debido a sus capacidades inherentes sensor-actuador
es un area de interés actual en medicina, materia blanda y materiales biol6gicos
(Forest, Wang, & Zhou, 2013; Edtson Emilio Herrera-Valencia et al., 2017; K. H.
Iwasa, 1993; Sprott, 1997). Los objetivos especificos de este documento son: (1)
Derivar un modelo lineal dinAmico de tercer orden para una membrana flexo-
eléctrica unida a un tubo capilar que contiene fluidos viscoelasticos de Jeffrey y esta
sujeto a un campo eléctrico fluctuante de pequefia amplitud de frecuencia arbitraria.
(2) Calcular la respuesta de frecuencia del dispositivo electro-reolégico teniendo en
cuenta la naturaleza viscoelastica de los fluidos en contacto; (3) Usar los resultados
del modelado para caracterizar el espectro de potencia no monotonico asociado al
papel de la flexo-electricidad de membrana y la viscoelasticidad de fluidos de
contacto del dispositivo; y (4) Identificar las propiedades del material que conducen

a la conversion electromecanica relevante para el funcionamiento de OHC.
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Para evitar la repeticion de derivaciones largas, se remite al lector a (Abou-Dakka
et al.,, 2012; Rey et al., 2013; Rey, Servio, et al., 2014). Se describe la
viscoelasticidad con un modelo de fluido de Maxwell, despreciando la inercia
(nimero de Mach: Ma = 0) y formulamos el modelo en el dominio del tiempo. En (E.
E. Herrera-Valencia & Rey, 2014) se amplia el modelo anterior de Maxwell con los
mecanismos de inercia (numero Mach: Ma # 0) y usando el formalismo de Fourier
se encontré dos picos de potencia de resonancia de potencia. Estos dos primeros
trabajos no muestran un minimo en el espectro de potencia, como otros enfoques
matematicos. En esta investigacion, modelamos el sistema en el dominio de la
frecuencia, sin incluir la inercia, y desarrollamos un enfoque genérico que puede
usarse en el futuro con cualquier ecuacion constitutiva viscoeléstica lineal y
fraccional, segun lo exijan los resultados experimentales. El nuevo enfoque es
novedoso Y significativo porque ampliamos el espectro de potencia con un maximo
y un minimo bien localizados, es decir, un comportamiento no monétono que se

encuentra en los sistemas biologicos, como las células ciliadas externas.

Organizacion del presente trabajo

Este documento esta organizado como se muestra en la Figura 2. La Seccion
2 presenta las caracteristicas genéricas del modelo electro-reolégico gobernante
adimensional de la membrana sensible al campo eléctrico incorporada en los fluidos
viscoelasticos de Jeffrey. NUmeros sin dimensiones y modos caracteristicos. La
ecuacion gobernante se basa en la integracion de: (i) la ecuacion de la forma de la
membrana flexo-eléctrica aplicada a una membrana circular unida a la superficie
interna de un capilar circular; y (i) el flujo capilar de las fases viscoelasticas en
contacto. La Seccion 3 presenta el espectro caracteristico de la potencia de salida
y los numeros adimensionales asociados a los mecanismos flexo-eléctricos,
viscoelasticos y elasticos del sistema. La Seccion 4 presenta resultados numeéricos
representativos seleccionados del dispositivo (valores numeéricos de Mach
pequefios). La Seccion 5 trata de la discusion de predicciones numeéricas,
aplicaciones biologicas, mecanismos dominantes y condiciones de resonancia,

respectivamente. Los Apéndices muestran los desarrollos utilizado en todo este
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trabajo, nUmeros adimensionales derivaciones matematicas de la disipacion de

potencia para el modelo.

INTRODUCCION
MARCO TEORICO

MODELADO
Modelado electro-reoldgico viscoelastico
Ecuaciones basicas
Potencia disipada
Modelo de tercer orden

l

MODELADO ADIMENSIONAL

Modelo de tercer orden adimensional

SIMULACIONES NUMERICAS

Potencia sin inercia

ANALISIS DE RESULTADOS

CONCLUSIONES
TRABAJO FUTURO

Figura 2 Esquema de organizacion de este trabajo

Objetivos

1.1.1 Objetivo general

a) Desarrollar un modelo membrano dinamico lineal y otro no lineal que

b)

d)

describa la curvatura promedio en funcién del campo eléctrico aplicado,

propiedades elasticas de la membrana, eléctricas y viscoelasticas del medio.

Mediante un campo eléctrico de baja amplitud obtener expresiones

correspondientes para la curvatura en fase y fuera de fase con el campo

eléctrico.

Calcular la energia elastica de la membrana y potencia disipada como

funcién de las propiedades elasticas de la membrana, flexoeléctricas y

viscoelasticas del medio.

Obtener en qué condiciones materiales la membrana flexo-eléctrica se

comporta como un motor bioldgico (células ciliadas externas)
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1.1.2 Objetivos particulares

a) Obtener un modelo que describa la curvatura promedio utilizando la
ecuacion constitutiva de Jeffreys que describe las caracteristicas
viscoelasticas de las fases liquidas.

b) Estudios basicos y aplicados sobre la influencia de las propiedades
flexoeléctricas y viscoelasticas de las fases sobre la curvatura promedio de
la membrana.

c) Predecir mediante pruebas de campo eléctrico oscilatorio la region en donde
la membrana flexo-eléctrica se comporta como un sistema bioldgico (células

ciliadas externas).

1.1.3 Hipoétesis

a) La orientacion de la curvatura promedio de una membrana flexo-eléctrica
puede ser descrita por medio de un vector normal unitario a la superficie, Si
este vector se hace coincidir con el vector director que se utiliza para
describir la fase nematica de un cristal liquido, por ende, ésta se comportara
como un cristal liquido nematico.

b) Silas membranas flexoeléctricas cambian su curvatura por efecto del campo
eléctrico y las fases viscoelasticas de contacto, éstas se pueden analizar
como funcién de los procesos disipativos y la energia de almacenamiento

debido a los mecanismos de relajacion, cinéticos, térmicos y difusivos.

La potencia disipada por el contacto de las fases viscoelasticas y la energia elastica
almacenada por el sistema fisico son de fundamental importancia en la
electromotilidad de las células ciliadas externas y son funciones de las propiedades

eléctricas y viscoelasticas del medio.
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2.1 Cristales liquidos

Los cristales liquidos nematicos son materiales multifuncionales
viscoelasticos anisotrdpicos autoorganizados, los cuales son orientados debido a
campos externos como, por ejemplo: (i) campos eléctricos, (i) campos magnéticos,
(i) esfuerzos cortantes, (iv) potenciales quimicos y (vi) sistemas Opticos. El orden
orientacional se define por un vector director n y las distorsiones elasticas por el
tensor vn. Una propiedad sorprendente y caracteristica de los cristales liquidos
nematicos es conocida como flexo-electricidad (Petrov, 1999, 2002, 2006), la cual
describe el acoplamiento entre los mecanismos asociados a los gradientes elasticos
y la polarizacion eléctrica, como aquella producida por un campo eléctrico el cual
modifica la curvatura y esto a su vez crea un efecto de polarizacion. El vector natural
de polarizacién asociado a las deformaciones S=nv-n y el asociado con la
orientacion de la curvatura B=-nxVxn pueden polarizar los cristales liquidos
nematicos (Abou-Dakka et al., 2012; Rey, 2006, 2007, 2008):

P, =cS+c;B 2.1
donde P; es la polarizacién asociada a la flexo-electricidad, en donde los

coeficientes flexo-eléctricos {c,C;}, estan asociados a los mecanismos de flexién

y a la curvatura y son del orden de 10 pCm-. La ecuacién 2.1 describe un sensor
que cuantifica los mecanismos flexo-eléctricos (Petrov, 1999, 2002, 2006) donde la
deformacion crea una polarizacion. El efecto de los mecanismos flexo-eléctricos

describe una torca asociado a estos, e inducida por el campo eléctrico:
I =nx{(cs - ¢ )[EV-n—V(n-E)]+(c; + ¢, )n-VE| 2.2
donde I'; depende del campo eléctrico y del tensor gradiente del campo eléctrico.

La torca I'; estd dada por la suma de un tensor de esfuerzos flexo-eléctrico y un

tensor acoplado flexo-eléctrico:

I,=—¢T +V-C, 2.3
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la Ec. 2.2 indica como el campo eléctrico E crea un efecto mecanico. Las
aplicaciones actuales de los cristales liquidos flexo-eléctricos incluyen ahorro de
energia, transductores electromecéanicos y pantallas.

La electro-elasticidad de membranas biolégicas y sintéticas pueden ser
eficientemente descritas por los modelos de cristales liquidos, usando una
aproximacion conocida como nemato-membranologia. Por ejemplo, la elasticidad

de una membrana bicapa lipidica es bien descrita por la ecuacién de energia de

Helfrich E,tanto para el flexion y torsion
E, =2k H? +k K 2.4

donde H es la curvatura promedio y K la curvatura gaussiana, la cual surge de la

ecuacion de energia elastica de Frank, E;
K, 2
EF:7(V-n) -K,,V-(nV-n+nxVxn) 2.5

donde K, y K, son las constantes de deformacion y del punto silla
respectivamente.

La ciencia que estudia las membranas flexo-eléctricas desde el punto de vista de
los cristales liquidos es conocida como nhemato-membranologia. Esta se basa en la
premisa de que una membrana se comporta como un cristal liquido bajo la hipoétesis,

de que una membrana es afin a un cristal liquido cuando el vector unitario normal

k, el cual describe como cambia la orientacion de una superficie es k=n, y
considerando deformaciones tangenciales Vs, es posible obtener la energia

elastica de Frank
Kl 2
Bp =| S+ 4Ky [H +(-2K,,) K 2.6

la Ec. 2.6 coincide con la Ec. 2.4 mostrando la relacidbn que existe entre las

constantes de la energia de Helfrich y Frank
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a4k, =K, +8K,, 2.7

k. =-2K,, 2.8

El gradiente asociado a la superficie puede ser obtenido por la proyeccion tangencial
del gradiente total V(-)=15-V(-),ls=1-kk. Usando la misma aproximacién que se
uso anteriormente, la ecuacion 2.1 da la polarizacion en funcién de los cambios del

vector unitario k con relacién al espacio V-K:
P =¢ (Vs-k)k 2.9

en donde C; es el coeficiente flexo-eléctrico de la membrana, el cual puede ser

calculado a través de experimentos. La torca I' asociado a los efectos flexo-

eléctricos, puede ser descrita de la siguiente manera:

r=kx{¢[(V-k)E, -V (k-E)]} 2.10

donde la proyeccion tangencial del campo eléctrico es E,,=(I—kk)-E. Esta

ecuaciéon muestra que los efectos eléctricos se llevan a cabo bajo las siguientes

condiciones:
¢, >0, E,#0 6V, (k-E)=0 2.11

En conclusién parcial, los mecanismos asociados a la flexo-electricidad pueden
aplicarse a sensores de tipo biolégicos, debido a su acoplamiento entre la
polarizacion y la curvatura como en los cristales liquidos nematicos. Esta
investigacién es motivada por las propiedades flexo-eléctricas, es decir la facilidad
gue tiene un sistema para modificar su curvatura por efecto de un campo eléctrico
aplicado, como aquel encontrado en las células ciliadas externas localizadas en el

oido interno y son conocidos como motores biologicos que amplifican el sonido.

La flexo-electricidad en las membranas tienen un potencial uso debido a sus

capacidades como sensores biologicos (Rey, 2005, 2006, 2007; Rey & Herrera-
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Valencia, 2012; Rey, Herrera-Valencia, et al., 2014; Rey et al., 2013; Rey, Servio,
et al., 2014).

Durante muchos afios, mucho de las investigaciones en materiales flexo-eléctricos
se han centrado en el estudio y célculo de los coeficientes en diferentes sistemas
de cristales liquidos. Para membranas biolégicas tipo cristal liquido, el valor
numeérico de los coeficientes esta en el orden de 3 a 20 pCm-2, pero recientemente
(Jakli, 2010) han reportado coeficientes flexo-eléctricos hasta del orden de 35 nCm-
L en cristales liquidos tipo banana empleados en transductores mecanico eléctricos
(Abou-Dakka et al., 2012; Sachs et al., 2009).

Las células ciliadas externas exhiben un comportamiento complejo llamado
electromotilidad (Ahmadpoor & Sharma, 2015; Ashmore et al., 2010; Dong & Olson,
2013; Geisler & Sang, 1995; Kuni H lwasa & Sul, 2008; Karavitaki & Mountain, 2007;
Pollice & Brownell, 1993; Ren et al., 2016; Wang et al., 2016). Las células ciliadas
externas ubicadas en el oido interno, especificamente en el tinel de Corti amplifican
el sonido hasta un valor cercano de 50 db, la céclea provee a los mamiferos la
capacidad de oir en un amplio intervalo de frecuencias. La potencia disipada por las
células ciliadas es de mucho interés en los procesos de pérdida auditiva muchas
veces causados por el deterioro de estos motores bioldgicos, cuyo entendimiento
requiere de teoria de ecuaciones constitutivas viscoelasticas para el entendimiento
de la electromotilidad en las células ciliadas externas. Un hecho clave en la
amplificacion del sonido en las células ciliadas externas, son la energia disipada y
la energia almacenada por la membrana. El campo eléctrico E produce oscilaciones
en la membrana elastica a través de efectos mecano-eléctricos y flexo-eléctricos.
Por otro lado, las oscilaciones de la membrana inducen un flujo volumétrico de las
fases viscoelasticas. Los puntos importantes de la conversion de energia son: (i)
Cuanta energia es disipada por la membrana a las fases viscoelasticas, (ii) Cuanta
energia elastica es almacenada por la membrana y (iii) en sistemas biolégicos las
propiedades importantes son las curvas resonantes y su caracterizacion (frecuencia
de resonancia, maximo valor en las curvas resonantes, anchura de las curvas

resonantes).
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2.2 Modelos electro-reoldgicos basado en flexo-electricidad

Los modelos electro-reoldgicos buscan contribuir a la caracterizacion de
membranas flexo-eléctricas inmersas en fases liquidas, tomando en cuenta la
naturaleza viscoelastica de ellas. Estos modelos a pesar de su sencillez han
capturado parte de la fisica empleada en estos sistemas. Para poder modelar estos

se supone que la uUnica propiedad importante en la membrana es la flexo-

electricidad. La fuerza eléctrica aplicada a la membrana hace que esta se deforme
hacia arriba en un domo superior, después pase por una posicion de equilibrio y

después describa otro domo inferior como se muestra en la Figura 3

Figura 3 Esquema representativo de una membrana flexo-eléctrica. a) en un
capilar, b) oscilacion en torno a una posicion de equilibrio, ¢) domo esférico para h

pequeia

En la Figura 3 se observa una membrana colocada en medio de un capilaren z=L
la membrana es deformada y su curvatura es positiva, cero cuando es en la posicion
de equilibrio y negativa cuando esta en la direccion opuesta. En el caso mas simple,
es decir las dos fases son invicidas se obtiene un balance de fuerzas. Asi que se

tiene lo siguiente:
Ve = e 2.12
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2v,+(2k, +ke ) 3 <
o ) H(H= e 2.13
4L AL

es decir, hay un balance de la fuerza elastica y la fuerza eléctrica de la membrana.

Esta expresion describe la relacion entre la deformacion de la membranay el campo

eléctrico. Las constantes materiales estan asociadas a las propiedades interfaciales
en el sistema y los médulos de torsion y deformacion {kc,Rc}, 3 es un factor de
forma el cual, tiene unidades de inverso de area y resulta de la integracion del
campo eléctrico en el domo esférico. La curvatura H(t) tiene unidades de inverso
de longitud y E(t) es la fuerza motriz asociada al campo eléctrico y tiene unidades

de fuerza por unidad de carga. El siguiente modelo fue propuesto por A. D. Rey
(Rey, 2007, 2008, 2010; Rey, Herrera-Valencia, et al., 2014; Rey, Servio, et al.,
2014) y toma en cuenta la naturaleza viscosa de las fases liquidas. La ecuacién
bésica que incorpora esto se describe a continuacion

dH( , 20,7+ (2K te)3 (=SS By 2.14

+
(n:n,) dt 4L 4L

Disipacion

la incorporacién de la viscosidad en las fases liquidas induce un nuevo término que
describe la rapidez de la membrana en el sistema. Este tipo de ecuaciones son

tipicas en los procesos de relajacion. En forma simplificada se tiene lo siguiente:

dH(t) C.3
——~>+MH(t)=——E(t 2.15
5 () AL ®
la Ec. 2.15 es punto de partida de varios estudios sobre membranas flexo-eléctricas
inmersas en diferentes tipos de fases viscoelasticas. En la Ec. 2.15 se han definido

lo siguiente:
N=n,,
2+ (2K, e | 3
4L

M=
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(newtoniano), es constante. M es la constante elastica de la membrana la cual
depende de las propiedades interfaciales y geométricas de la membrana y del

capilar a través de L.

El siguiente paso, es modificar la naturaleza de la ecuacion base para incluir los
efectos viscoelasticos en las fases liquidas a través de los tiempos de relajacion, es
necesario hacer notar que estos modelos son deducidos para el régimen de
viscoelasticidad lineal de las fases liquidas (bajas deformaciones), de igual manera

gue en el modelo anterior la membrana es descrita para bajas deformaciones.

dH(t) C.3
n(6. ) —Z+MH(t)= ==
n(@) dt ® 4L

Tlt le
*n(o, )= +
)= g e

E(t)
2.16a,b

al multiplicar por los operadores diferenciales, llegamos a una ecuacién diferencial
de segundo orden, que describe la evolucion de la curvatura en funcion del campo

eléctrico aplicado:

d? d d? d
(b +b1 a'l'boJ H(t): [az W'l'al a +1j E(t)

2 dt?
+ +Ke)3
b, =GAM, +GA +A A, 2y, +(2k k)
4L
+ +ke)3
b, =G A +Gyh, +(7\‘t+ Xb) 2y, +(2k tke)3
4L
" N 2.17
4L
a,= a A,
4,=3, (kt+ kb)
_C3
° 4L
+ +ke)3
)\‘t:i; ka&; M= 2y, H(2k, Tk )\5;
G Gy AL
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la Ec. 2.17 muestra que la incorporacion de un fluido de mayor orden con efectos
elasticos incrementa el orden de la ecuacion diferencial que describe el sistema, la

cual incluye efectos inerciales asociados con la segunda derivada de la curvatura.

En este trabajo se extiende el modelo de segundo orden (Abou-Dakka et al., 2012;
E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014) incluyendo mecanismos de retardo al igual que

inerciales y disipativos modificando el operador viscosidad dados por la Ec. 2.16b

n3HO o= C E(t)
1+xﬁat+ 14,0, 2.18

¥n(0,) =
n(e)=n 1+2,0, n"1+xbab

desarrollando este operador obtenemos la Ec. 2.19

d? d? d d? d
b,—+b,—+b. —+b, |H(t)=| a, —+a. — +1 |E(t
(SmS Zdt? 't J ()(Zdﬁ 't j()

bs = ;\‘tx‘b (Gtx‘Jt + Gb"‘Jb)
b, =2, (G, +G, +M)+G A Ay +G A,
b, =G A, +Gyh, + M (A, +2,)
b0 =M 2.19
a,= ahA,
a,=a, (A +%,)

_GC3
ao—

41

2y,+(2k +ko)T

Mg My g M=

G, G,

nétese que cuando los tiempos de retardo del modelo son cero, se reduce al modelo
de segundo orden (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014).
Por otro lado, y debido a las aplicaciones cientificas y tecnolégicas actuales y
potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi como la ausencia de resultados
analiticos simples que permitan contrastar las predicciones numéricas y las
observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad de la

investigacién, contenida en el presente proyecto de maestria.
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La deduccion del modelo dimensional de tercer orden se presenta en el capitulo 3

para la curvatura promedio.

La Ec. 2.19 es el punto de partida para este trabajo la cual se analizara en los
capitulos subsecuentes. La aplicacion inmediata de estos modelos esta dirigida a
las células ciliadas externas (OHC por sus siglas en inglés), para los cuales se
deduciran expresiones para la energia elastica almacenada por la membrana flexo-
eléctrica, la energia disipada hacia las fases viscoelasticas siendo ésta ultima de

vital importancia para el proceso auditivo.

2.3 Fisiologia del oido
La generacion de sensaciones auditivas en el ser humano es un proceso

extraordinariamente complejo, el cual se desarrolla en tres etapas basicas:

e Captacion y procesamiento mecanico de las ondas sonoras.

e Conversion de la sefial acustica (mecanica) en impulsos nerviosos, y
transmision de dichos impulsos hasta los centros sensoriales del cerebro.

e Procesamiento neural de la informacion codificada en forma de impulsos

nerviosos.

La captacion, procesamiento y transduccion de los estimulos sonoros se llevan a
cabo en el oido propiamente dicho, mientras que la etapa de procesamiento neural,
en la cual se producen las diversas sensaciones auditivas, se encuentra ubicada en
el cerebro. Asi pues, se pueden distinguir dos regiones o partes del sistema auditivo:
la region periférica, en la cual los estimulos sonoros conservan su caracter original
de ondas mecénicas hasta el momento de su conversion en sefiales
electroquimicas, y la region central, en la cual se transforman dichas sefiales en

sensaciones.
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Region periférica del sistema auditivo

El oido o region periférica se divide usualmente en tres zonas, llamadas oido
externo, oido medio y oido interno, de acuerdo con su ubicacién en el craneo, como

puede verse en la Figura 4

Estribo

Pabelldn
auricular

Caczlea o

Yungue
caracol

Martilla

Conductos
semicirculares

Hueszo
ternporal
Mervio
Becetico
Conducta
Boaditiva
Esterno

Trompa de
Eustaquio

Timpano

Figura 4 Sistema auditivo

Los estimulos sonoros se propagan a través de estas zonas, sufriendo diversas
transformaciones hasta su conversion final en impulsos nerviosos. Tanto el
procesamiento mecdanico de las ondas sonoras como la conversion de éstas en
sefales electroquimicas son procesos no lineales, lo cual dificulta la caracterizacién

y modelado de los fenbmenos perceptuales.

2.3.1 Oido externo

Anatomia y funcionamiento

El oido externo esta formado por el pabelldn auricular u oreja, el cual dirige
las ondas sonoras hacia el conducto auditivo externo a través del orificio auditivo
como puede observarse en la Figura 4. El otro extremo del conducto auditivo se

encuentra cubierto por la membrana timpanica o timpano, la cual constituye la
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entrada al oido medio. La funcién del oido externo es la de recolectar las ondas
sonoras y encauzarlas hacia el oido medio. Asimismo, el conducto auditivo tiene
dos propdsitos adicionales: proteger las delicadas estructuras del oido medio contra
dafios y minimizar la distancia del oido interno al cerebro, reduciendo el tiempo de

propagacion de los impulsos nerviosos.
Respuesta en frecuencia y localizacion de las fuentes de sonido

El conducto auditivo es un "tubo” de alrededor de 2 cm de longitud, el cual influye
en la respuesta en frecuencia del sistema auditivo. Dada la velocidad de
propagacion del sonido en el aire (aprox. 334 m/s), dicha longitud corresponde a 1/4
de la longitud de onda de una sefial sonora de unos 4 kHz. Este es uno de los
motivos por los cuales el aparato auditivo presenta una mayor sensibilidad a las
frecuencias cercanas a los 4 kHz Adicionalmente, el pabellén auricular, junto con la
cabeza y los hombros, contribuye a modificar el espectro de la sefial sonora. Las
sefales sonoras que entran al conducto auditivo externo sufren efectos de difraccion
debidos a la forma del pabell6n auricular y la cabeza, y estos efectos varian segun
la direccion de incidencia y el contenido espectral de la sefial; asi, se altera el
espectro sonoro debido a la difraccién. Estas alteraciones, en forma de "picos" y
"valles" en el espectro, son usadas por el sistema auditivo para determinar la
procedencia del sonido en el llamado "plano medio" (plano imaginario perpendicular

a la recta que une ambos timpanos).

2.3.2 Oido medio

Anatomia

El oido medio esta constituido por una cavidad llena de aire, como se muestra
en la Figura 5, dentro de la cual se encuentran tres huesecillos, denominados
martillo, yunque y estribo, unidos entre si en forma articulada. Uno de los extremos
del martillo se encuentra adherido al timpano, mientras que la base del estribo esta
unida mediante un anillo flexible a las paredes de la ventana oval, orificio que

constituye la via de entrada del sonido al oido interno. Finalmente, la cavidad del
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oido medio se comunica con el exterior del cuerpo a través de la trompa de
Eustaquio, la cual es un conducto que llega hasta las vias respiratorias y que

permite igualar la presion del aire a ambos lados del timpano.

Oido medio

Huesecillos del oido
2 Martillo

Yunque
Estribo

Ligamentos | ;
estabilizadores

|l_Ventana
Conducto auditivo oval

externo

| Ventana
Timpano redonda

Caja timpénica Eustaquio

(oido medio)

Figura 5 Oido medio

Propagacion del sonido y acople de impedancias

Los sonidos, formados por oscilaciones de las moléculas del aire, son conducidos
a través del conducto auditivo hasta el timpano. Los cambios de presién en la pared
externa de la membrana timpanica, asociados a la sefial sonora, hacen que dicha
membrana vibre siguiendo las oscilaciones de dicha sefal. Las vibraciones del
timpano se transmiten a lo largo de la cadena de huesecillos, la cual opera como un
sistema de palancas, de forma tal que la base del estribo vibra en la ventana oval.
Este huesecillo se encuentra en contacto con uno de los fluidos contenidos en el
oido interno; por lo tanto, el timpano y la cadena de huesecillos actian como un

mecanismo para transformar las vibraciones del aire en vibraciones del fluido.
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2.3.3 Oido interno

Anatomia

El oido interno representa el final de la cadena de procesamiento mecanico
del sonido, y en él se llevan a cabo tres funciones primordiales: filtraje de la sefal

sonora, transduccion y generacion probabilistica de impulsos nerviosos

En el oido interno (véase Figura 6 ) se encuentra la coclea o caracol, la cual es un
conducto rigido en forma de espiral de unos 35 mm de longitud, lleno con dos fluidos
de distinta composicion. El interior del conducto esté dividido en sentido longitudinal
por la membrana basilar y la membrana de Reissner, las cuales forman tres
compartimientos o escalas. La escala vestibular y la escala timpanica contienen un
mismo fluido (perilinfa), puesto que se interconectan por una pequefia abertura
situada en el vértice del caracol, llamada helicotrema. Por el contrario, la escala
media se encuentra aislada de las otras dos escalas, y contiene un liquido de

distinta composicion a la perilinfa (endolinfa).

La base del estribo, a través de la ventana oval, esta en contacto con el fluido de la
escala vestibular, mientras que la escala timpanica desemboca en la cavidad del
oido medio a través de otra abertura (ventana redonda) sellada por una membrana
flexible (membrana timpéanica secundaria). Sobre la membrana basilar y en el
interior de la escala media se encuentra el érgano de Corti, el cual se extiende desde
el vértice hasta la base de la cOclea y contiene las células ciliares que actian como
transductores de sefiales sonoras a impulsos nerviosos. Sobre las células ciliares
se ubica la membrana tectorial, dentro de la cual se alojan las prolongaciones o
cilios de las células ciliares externas. Dependiendo de su ubicacién en el 6rgano de
Corti, se pueden distinguir dos tipos de células ciliares: internas y externas. Existen
alrededor de 3500 células ciliares internas y unas 20000 células externas. Ambos
tipos de células presentan conexiones o sinapsis con las fibras nerviosas aferentes
(que transportan impulsos hacia el cerebro) y eferentes (que transportan impulsos
provenientes del cerebro), las cuales conforman el nervio auditivo. Sin embargo, la

distribucion de las fibras es muy desigual: mas del 90% de las fibras aferentes
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inervan a las células ciliares internas, mientras que la mayoria de las 500 fibras

eferentes inervan a las células ciliares externas.

Anterior

Ampollas

f

f
/ I Vestibulo

Conductos
semicirculares

Lateral '.\

Caoclea

Posterior —

Ventana oval
(vestibular)

ventana redondeada
(coclear)

Figura 6 Oido interno

2.3.3.1 Células ciliadas externas
Las células ciliadas externas o CCE, estan colocadas en tres hileras en el

lado externo del tanel de Corti. Son células sensoriales con caracteristicas
realmente Unicas. Estan preparadas para realizar la transducciébn mecano-eléctrica,
como las CCI, pero no trasmiten ninguna caracteristica del estimulo sonoro al
cerebro. Al contrario, un mecanismo activo de transduccién inversa
(electromecénico) le permite reenviar la energia para aumentar la sensibilidad y la

selectividad frecuencia. La c6clea humana tiene entre 10.000 y 12.000 de la CCE.

El funcionamiento de las células ciliadas externas es muy complejo ya que estas
poseen una capacidad Unica de contraccidn-expansion la cual es la base de la
transduccion electro-mecanica (electromotilidad) descubierta por Brownell en el afio
1983, la cual se activa de la siguiente manera, el estimulo eléctrico viaja a través de
la escala vestibular en forma de vibraciones mecanicas, excitando la membrana
basilar, esta Ultima vibra a una frecuencia de resonancia la cual se acopla con la

frecuencia de las vibraciones mecéanicas produciendo el efecto de resonancia, la
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membrana basilar oscila hacia arriba y abajo permitiendo que estas vibraciones
muevan las células ciliadas externas, dandole cierto grado de inclinacién a los
estereocilios que se encuentran en su polo apical, dando lugar a la transduccion
mecano-eléctrica, abriendo los canales que permiten el paso de fluido rico en iones
potasio (endolinfa), este fluido a su vez modifica el potencial eléctrico de la célula
ciliada, lo cual resulta en una contraccion de la membrana plasmatica, al regresar a
su potencial de equilibrio la célula expande su membrana plasmética, estos cambios
de curvatura inducen un flujo volumétrico debido a una potencia de energia liberada,

la cual es una medida indirecta de la transduccién electro-mecanica.
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Capitulo 3 -Modelado
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3.1 Modelado electro-reolégico viscoelastico

El sistema que se modela en este trabajo es similar al presentado en los trabajos
previos (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008),
el cual se basa en una membrana flexo-eléctrica adherida en medio de un capilar
que esta inmersa en la parte superior por una fase viscoelastica respectivamente

tratando de representar fisicamente a las OHC. De esta manera se utiliza un capilar

de longitud z=2L de radio r=a. La parte superior de capilar [L.2L] se encuentra
llena con una fase liquida viscoelastica de constantes materiales {nt,Kt}, de la
misma manera la parte inferior del capilar [0L] se encuentra llena con otra fase

liquida viscoelastica con constantes materiales {T]b)ub} , las densidades de las fases

son {pt,pb}respectivamente. Los subindices t,b se refieren a la region superior (

Top) Y @ la region inferior (Bottom) respectivamente. En medio del capilar (z=L),

se encuentra adherida una membrana flexo-eléctrica circular, es decir una
membrana que interacciona con el sistema mediante la aplicacion de un campo
eléctrico produciéndose en ella una deformacion en forma de domo esférico y oscila
en torno a una posicién de equilibrio (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-
Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008)

Las siguientes suposiciones fisicas son necesarias para el modelado de este
problema:

i. Los efectos inerciales son despreciables, i.e. el sistema opera bajo nimero
de Reynolds pequefiio, Re << 1.

i. Los efectos gravitacionales son despreciables en comparacion con el
gradiente de presion inducido por el movimiento de la membrana debido al
campo eléctrico.

iii.  La presion en la parte superior e inferior es la misma, i.e. P (z =0) = Po; P (z
=2L)=Po.
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iv.  El flujo y la reologia del sistema pueden ser descritos mediante el modelo
viscoelastico de Jeffreys, i.e. las deformaciones en el fluido son bajas
(viscoelasticidad lineal).

v.  Simetria cilindrica, i.e. no existe dependencia de ningun atributo o variable
dinamica con la coordenada angular.

vi. Larapidez de evolucion de la curvatura promedio de la membrana induce un
flujo volumétrico.

vii.  El flujo volumétrico es generado por una diferencia de presiones en la parte

superior e inferior de la membrana flexo-eléctrica.

a0
e A
(ko hyop)|  © Fluidoenla
Entrada R——— region superior
Campo eléctrico oscilante I
M
N__ """ 4 @ Membrana
Salida ! \
B Re{EeM Y
Curvatura promedio | |
Ik hen) |
— | 0 Fluidoenla

M g . region inferior

';ﬁ =n/G, .

by =nky

i
Fases Viscoelasticas =1, = L
ntni

P
i=tb

Figura 7 Geometria esquematica del sistema

En la Figura 7 se presenta el sistema a modelar, un capilar de radio de radio r = a
y de longitud z = 2L con la membrana flexoelétrica inmersa. El campo eléctrico E
que se aplica en la fase inferior i.e. z = 0, distorsiona la membrana y la evolucion
de la membrana con con el tiempo, induce un flujo volumétrico por la transferencia

de momento a las fases viscoelasticas caracterizadas por el modelo constitutivo de
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Jeffreys. con propiedades materiales: Domo superior {nt,kt,nb,kb} y densidades
{pwpb} .

3.2 Ecuaciones basicas

Las ecuaciones que se emplean para resolver este problema se basan en la
conservacion de la materia y la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo. La ecuacién de continuidad en termino de operadores vectoriales, toma la
forma:

%+V-(pav)=0; o ={t,b} 3.1

en donde p es la densidad de las fases viscoelasticas, v es el vector velocidad, v
en el operador espacial nabla. Notese que el producto pv tiene unidades de flux

asociada a la cantidad de movimiento. El balance de fuerzas se puede escribir en
términos de una ecuacion de transporte.

%(pav)=V-T+pag; o ={t,b} 3.2

El tensor de esfuerzos totales dado por la Ec. (3.3) es la suma de una contribucion
debido a la presién termodinamica, | es el tensor unitario, ® es el producto diadico

entre tensores de orden uno y ¢ es el tensor de esfuerzos viscosos.

T=-pl+pv®vV+e;I= 3.3

o O B
o ~ O
= O O

Es importante resaltar que el tensor de esfuerzos es de naturaleza viscoelastica. La
ecuacioén reoldgica que caracteriza las fases viscoelasticas es el modelo de Oldroyd-

B de tres constantes materiales, i.e.

v \
6+A,6=2n, (D+7»Ja Dj;oc:{t,p} 3.4
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i
i

en donde las derivadas convectivas superiores de los tensores de esfuerzo y

A%
rapidez de deformacion {c, D} , se definen matematicamente de la siguiente manera:

Z=20+V-Vc—{VVT -6+6~VV}

3.5(a,b)
\Y a T
D:—D+V-VD—{VV -D+D-Vv}
ot

Los operadores convectivos superiores describen los cambios de los tensores
esfuerzo y rapidez de deformacién con respecto al tiempo y al espacio en la
direccion de la velocidad y los términos no lineales cuadraticos. El tiempo de retardo

en el modelo Oldroyd-B se define como:

}\’Joc: L 7\’(1
Ns, My,

Es decir, el tiempo de retardo %,, es un mdltiplo del de Maxwell 1y el factor
N, /(nsu +npu) es un factor menor a uno, y es un cociente que relaciona la

viscosidad del solvente entre la viscosidad total, en cada una de las fases liquidas

viscoelasticas. En el régimen de viscoelasticidad lineal (bajas deformaciones),

0 0
G+7\,aaﬁzzna[D'F}\.JaaDj;a:{t,b} (36)

La dinamica lineal de la membrana es descrita mediante un balance de fuerzas entre
las fuerzas eléctricas, la diferencia de presiones en la membrana flexo-eléctrica y la
fuerza restauradora asociada con la elasticidad de la membrana, la ecuacion
fundamental puede ser descrita de la siguiente manera (Abou-Dakka et al., 2012; E.
E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008) :

FE:FB +FEM
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(C,3) E(t):Ap(z=L,t)+(2y0+(2kc+120)S)H(t) = Ap(z=L.t) + 4MLH(t) 3.7

La Ec. 3.7 es un balance de fuerzas entre la fuerza eléctrica, la fuerza de bulto
debido a la disipacion y la fuerza elastica del sistema basada en la recuperacion de
la membrana y la elasticidad que presentan las fases viscoelasticas, el factor
geométrico indica el area deformada debido al campo eléctrico aplicado en la
direccién axial de la geometria mostrada en la Figura 7. Nétese que en la Ec. 3.7 se

redefiniod la elasticidad de la membrana como

4LM = 2y,+( 2k +ke ) 3 3.8
la fuerza eléctrica motriz en el sistema FE se puede escribir como:

2

FE:(CfS)E:Cf(aS jE 3.9

es directamente proporcional al campo eléctrico aplicado y a un coeficiente C; el

cual estd asociado a las propiedades eléctricas del sistema (Abou-Dakka et al.,
2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008). Para que la Ec. 3.7 pueda
ser utilizada para relacionar la deformacién de la membrana con el campo eléctrico

aplicado, es necesario conocer la diferencia de presiones en la membrana i.e.

AP(Z:L) , para esto se aplica un balance de fuerzas entre la parte superior e

inferior de la membrana.

Balance en la parte superior del capilar:

v, (I,
O R (- - TR

Balance en la parte inferior del capilar:

ov, (rt
pb(é=z,t)—pb(é=0,t)=pb(&=Z,t)—po=[(%§rjci—pb Za(tr )jz 3.11
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la diferencia de presién en z = L,

Ap(z=L.t) P (E=Lt)-p,(E=Lyt) :(1 0 j
L L

el esfuerzo total 6, es la suma de los esfuerzos en las dos fases viscoelasticas:

ov, (rt) ov, ()

— 601 6® = (n (t ¢ —n(t
6, =0, +0, (nt( )-H]b( )) or n( ) or 3.13

en donde el esfuerzo total, este dado por la siguiente expresion:

n(at):("t+ﬂb)(at)=ﬂt(at)+ﬂb(5t) 3.14

en donde el operador temporal 0, esta definido como la derivada parcial con
respecto al tiempo, i.e., 3, =a/9, . La forma del operador viscosidad definido en la

Ec. 3.14., depende de la naturaleza reolégica de las fases liquidas, la forma
matematica que se emplearda en esta tesis sera determinada por el modelo

viscoelastico lineal de Jeffreys.

Al sustituir las Ecs. (3.12-3.14), con la ecuacion de forma de la membrana, se tiene

lo siguiente:

16 Yo ., (¢, 3/ L)E() — AMH(1)
{(Fgrja‘irﬁ }Vz(r,t)— o) 3.15

Zp
n(at)

pr=——P 5 3.16

El parAmetro B es el inverso de una longitud caracteristica, la cual es una

combinacion de la densidad total, el operador temporal 0, relacionado con la inercia

del sistema y la fluidez inverso de la viscosidad. La Ec. 3.15 es lineal no homogénea,
la cual se resuelve separando la soluciéon en una homogénea y otra particular. La

Ec. 3.15 es una ecuacién paramétrica de Bessel la cual, puede ser descrita en
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términos de una combinacion lineal de funciones de Bessel, por lo que se tiene lo

siguiente:
v,, (rt)=CJ,(Br)+C,Y,(Br) 3.17
la solucién particular toma la forma:

c; 3/ L)E(t)—4MH(t)

v, (rt)= (

3.18

an(at)

la solucion general de la Ec. 3.15 toma la forma:
v, (rt)=v,, (rt)+v, (rt) 3.19

utilizando las expresiones para las soluciones homogénea y particular obtenemos

la Ec. 3.20

(c,3/L)E(t)—4MH(t)
2p0,

v, (rt)=CJ, (Br)+C,Y, (Br)- 3.20

Con el fin de calcular las constantes Cl1l, y C2 se proponen las siguientes
condiciones de frontera: (i) La velocidad axial en la pared del capilar es cero, es
decir, no hay deslizamiento, y (ii) la solucion debe de permanecer acotada en todo

el espacio, asi que, en particular, cuando la coordenada radial es cero, i.e.r=0 la

velocidad debe ser finita: ‘Vz(r = O,t)‘ <M, asi que la solucién general es:

Clz(CfS/L)E(t)—4MH(t) 301
2poJ, (Ba)

por lo que,
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el flujo volumétrico, se puede calcular a través de una doble integral, por lo que se

tiene lo siguiente:

v (m):_(cfS/ L)E(t) - 4MH(t) {1_ JO(Br)] 393
2p0, Jo(Ba)
el flujo volumétrico toma la forma:
o (¢, S/L)E®-AMH(®) (. I, (Br)
Q= n!VZ(r,t)rdrzn ) !1 3o (Ba) rdr 3.24

el flujo volumétrico es calculado usando las propiedades de las funciones de Bessel,

por lo que se tiene lo siguiente:

ma* - _ a’xpo, /8
=- IL)E(M)-4MH(t)); TI(3,)= t _
Jo (Ba

en la Ec. 3.25 se ha utilizado la siguiente propiedad de las funciones de Bessel, asi
que: X", (x) =d[J,,,(x)]/dx ; x=pr , y [1(3,) tiene unidades de viscosidad y

puede ser visualizado como una extension de una funcion viscosidad en el régimen
de viscoelasticidad lineal modificada por la inercia del sistema. A partir de la
definicion de flujo volumétrico inducido por la rapidez con la que la membrana
propaga su momento en las fases liquidas, se tiene la siguiente relacién (dirijase al

apéndice A para mas detalles):
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Q(t)=-ma*— 3.26

al sustituir la Ec. 3.26 en la Ec. 3.25, se tiene lo siguiente:

c,3/4L

( )ZWEU) 3.27

La Ec. 3.27 es una ecuacion diferencial no lineal que describe los cambios de la
curvatura promedio H(t) en funcién del campo eléctrico aplicado. Notese que la
relacion entre la variable de entrada (Campo eléctrico) y de salida (Curvatura
Promedio), se puede representar en términos de una funcion de transferencia
compleja. La Ec. 3.27 es la mas importante de este trabajo y es punto de partida
en el analisis presente. Nétese que la Ec. 3.27 contiene varios casos particulares

los cuales pueden ser resumidos en la Tabla 1 de este capitulo.

Si el operador H(@t) se desarrolla en serie de potencias por la definicion de las

funciones de Bessel se obtiene la siguiente expresion

a*zpo, /8 a’2po, /8
Hat = = .
() 1_2J1§B?B)/;3& —(Ba)z/8—(Ba)4/48—11([3a)6/3072+O((Ba)6) 528
ol pa

despreciando los términos pequefios en el parametro B <<1, el operador asociado

ala inerciay a la viscosidad se expresa como:

a’xpo, /8

[1(0,)= : 0
J,(Ba)

Dependiendo de la naturaleza reologica del sistema, el operador viscosidad total,

R

3.29

puede ser descrito por cualquiera de la Tabla 1. En particular, en este trabajo se

estudiara el modelo de Jeffreys el cual, se puede expresar como la suma de dos
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contribuciones, una asociada al solvente y la otra a la solucion viscoelastica del

sistema.

Tabla 1 Operador viscosidad para diferentes modelos reoldgicos

Aproximacio
Inercia Operador viscosidad n
Matematica
Fluido de Ecuacion
>po,v, =0 o,)=n,*tn,—>0 :
Euler Pey n(G)=n*ny algebraica
Ecuacion
Fluido de diferencial
=po,v, =0 0, )=n, + .
Newton Pe n(@)=n, +m, de  primer
orden
Ecuacion
Fluido de Nt My diferencial
2po,v, =0 0,)= +
Maxwell Pe n(@) 1+0,0, 1+X1,0, de segundo
orden
Ecuacion
Fluido de N Ny diferencial
¥po,v, =0 0,)=
Jeffreys Pe n(o,) 1+2,0, 1+X,0, de  tercer
orden
Ecuacion
' 1+A,0 1+A,0 i '
Fluido de Spov, =0 n(d,)=n, 1, w0 diferencial
Burgers 1+A,0, +B,0; 1+A,0,+B,0; de cuarto
orden
1 2
silsclzgcéastic M(o,)=—PoS g2 >P 5 Ecuacion
Ipoyv, # 0 J,(Ba)/pa n(é,) * diferencial
0 con 1-2—+— .
) . J (Ba) no lineal
inercia 0

3.3 Potencia disipada

En esta investigacion en particular, el punto clave es la potencia disipada por

la transferencia de momento de la membrana hacia las fases liquidas viscoelasticas,

inducida por la fuerza motriz asociada al campo eléctrico. La potencia disipada se

define como el promedio del producto entre el campo eléctrico y el flujo volumétrico,

asi que, si multiplicamos la ecuacién de forma de la membrana por el flujo

volumétrico, se tienen la siguiente expresion

(C,3)E(MQ = Ap(z = L,H)Q + 4MLH(t)Q

3.30
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integrando sobre un periodo de tiempo se tiene lo siguiente

Efuerzaimpulsora (O‘)) = Efluido ((D) + Emembrana ((D) 3.31

Las contribuciones energéticas se han definido de la siguiente manera, (i) la primera
es la potencia disipada debido a la fuerza motriz, (ii) la segunda es debida al cambio
de presion vy (iii) la tercera al flujo volumétrico multiplicado por la curvatura de la

membrana, que no es otra cosa que la fuerza de restauracion de la membrana.

2nl®
()
P(o)=c,3— | E(@M®)Q(t)dt 3.32
(w) =635, | EOQO
® 21/ ®
PFLumo(CO):z—n j Ap(z = L,H)Q(t)dt 3.33
0
» 2n/®
El\/lEl\ABRANA(OJ)=4|\/||-2—7t I H(t)Q(t)dt 3.34
0

La Ec. 34 puede ser integrada asumiendo que el flujo volumétrico es el negativo
de la evolucion de la membrana, asi que:

1 o 70 dH(t)
E vemerana ((x))z—ETta44|\/|L2—n J. H(t)Tdt (3.35)

0

Integrando obtenemos:
1 . O (2 2
Eyveusrana () = =5 72 4ML2—n{H (2n/w)-H*(0)}  (3.36)

La potencia desarrollada por el fluido puede ser calculada mediante la diferencia de
la fuerza motriz y la elastica del material. Las Ecs. (3.32- 3.34) fueron estudiadas en
profundidad por (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014) y
por esta razOn nuestro interés se centra en la potencia disipada debido al
movimiento de la membrana en las fases viscoelasticas en el sistema y las
propiedades materiales que nos permiten obtener las curvas resonantes que son de

interés bioldgico y su aplicacion a las células ciliadas externas del oido interno.
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3.4 Modelo de tercer orden: Ecuacidn constitutiva de Jeffreys sin inercia

El modelo de Jeffreys es uno de los modelos mas sencillos viscoelasticos
que acopla la contribucion del solvente polimero respectivamente. La primera de
ellas se modela con Newton y la segunda con Maxwell. Para el modelo Jeffreys el

operador 1(d,) (Ec. 3.14) toma la forma

_ N N, + (nt}\‘b Nk Ay H My, )at + (T]tknxb + Mo )atz
1+(h 41y )0, + A A,07

n(o,) 3.37
la Ec. 3.35 es el operador de Jeffreys para las dos fases viscoelasticas del sistema

considerado.

Aplicando este operador en la ecuacion en el balance de fuerzas de la membrana y
siguiendo los pasos dados en el apéndice B y C obtenemos

dHE) |,

b
:odt®

d?HE) . dH(b) _dE@) . dEQ)
b2 dtZ + bl dt + bOH(t)_aZ dt2 + a]_ dt + aoE(t) 3.38

donde los coeficientes estan dados por las siguientes expresiones

by = Mooy Mok =Aky (G Ay Gy, )
b, =My, ()"b T >\‘Jt) T Moy (Xt T be) +MAA,=
A (G, + Gy + M) + 4G Ay +A,GAy
bl:(nOt + nOb) + M(kt + Xb)z
MG, +4,G, +M(A, +1,) 3.39
2y, + 2k +ko)I

b, = =M
i

a,=h A2,
a,= (}\’t Ay ) a,
C,3
a, =
4L

La evolucion de la curvatura promedio con el tiempo responde a un balance entre
los mecanismos de retardo, inerciales, viscosos y elasticos de la membrana

asociados a los coeficientes de las derivadas de la curvatura promedio
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respectivamente. EI modelo membrano-dinamico dado por la expresion anterior,

contiene propiedades materiales las cuales son descritas a continuacion: (i)

propiedades viscoelasticas del material {n,.A,.A;.0. Ay} 5 (i) propiedades
interfaciales y elasticas de la membrana, (iii) geométricas del sistema {a,L;S} ; and

(iv) propiedades flexo-eléctricas {C;,E,} . Los médulos elésticos de las fases
liquidas viscoelasticas se definen como el cociente entre las viscosidades y los

tiempos viscoelasticos de Maxwell: G,=n,/A;; 1=t,b. La elasticidad de la membrana
M, se ve reflejada en los coeficientes {b,,b,,b,,b,} . Todos estos pardmetros

pueden ser estimados mediante experimentos reoldgicos en estado estacionario y
no estacionario (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014). El
modelo antes descrito, enfatiza un sistema electro-reoldgico con tres fases, dos
liquidas (viscoelasticas) y la otra solida asociada a la membrana. Un aspecto
importante, es que la Unica propiedad importante de la membrana es inherente al
cambio de su curvatura por efecto del campo eléctrico (fuerza motriz), cualquier
atributo diferente a esta, no es tomada en cuenta en el modelo (porosidad, espesor,
propiedades mecénicas como rigidez, tension, etc.) y queda fuera del enfoque y los
alcances de este proyecto de investigacién. Los casos en que las fases liquidas son
de naturaleza newtoniana o viscoelastica (Maxwell) fueron desarrollados mediante
una metodologia similar y fueron discutidos ampliamente (Abou-Dakka et al., 2012;
E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008; Rey, Servio, et al., 2014). En este
trabajo muestro interés se centrara en el modelo de tercer orden, obtenido con el

operador viscosidad temporal de Jeffreys.
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3.5 Modelo electro-reoldgico adimensional

3.5.1 Mecanismos inerciales: Ma, #0

Los mecanismos inerciales estan inmersos en el operador H(ai), en el que

se incluyen en el término del nimero de Ma, (un numero de Mach reducido

asociado a una relacién de velocidad con respecto al tiempo de relajacion y otra
velocidad con respecto a la inercia y los mecanismos elasticos de los fluidos)

mediante la expresion

= H a
R(0.)==== 0 .
(@) E 11(0,)0, +k(1-k) " 540

donde el operador esta dado por la siguiente expresion

Ma’o. /8

— = = 3.41
L, u(B)B

(o) =
3 (B)
A partir de la funciéon de transferencia se puede calcular la potencia disipada

mediante la parte real de la Ec. (3.40). En la Ec. (3.41) se han definido los siguientes

grupos adimensionales:

" Ry Ma, >1
a Vv
Mar _ Mave — ( /k) / s _ Mar :1 3.42
a
o NZIEH Ve v w1

El nimero adimensional Mar, se puede considerar como un numero de Mach
reducido. Notese que este, esta relacionado a los mecanismos inerciales y puede

ser considerado como una velocidad reducida. El segundo nimero es a; el cual se

define de la siguiente manera:
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L= ac,JE, /4L

3.43
"  Gt+Gb

Este numero relaciona los mecanismos flexo-eléctricos del material con

viscoelasticidad de bulto en el sistema. Es claro que si a; es mayor a uno, i.e.
a, >>1 la fuerzas flexo-eléctricas dominan sobre las fuerzas elasticas dominan. Por
otra parte, si a; <<1. Los mecanismos elasticos de bulto asociados a los fluidos

dominan sobre los flexo-eléctricos. El tercer nimero es un cociente de longitudes
caracteristicas, las cuales relacionan una longitud referente a la geometria del

sistema y la otra a los mecanismos inerciales a través del nimero de Mach, i.e.

3.44

A partir de estos resultados se obtendra la potencia disipada por efecto de la
transferencia de momento de la membrana flexo-eléctrica a las fases liquidas
viscoelasticas. Por dltimo, el nimero adimensional M el cual es un cociente de

mecanismos elasticos:

o (2v + 2k +ke)I)/4L
- G,+G, 1k

} 3.45

con el fin de analizar el caso en donde la elasticidad de la membrana es muy grande,

i.e. M >>1, se propone el siguiente cambio de variable:

M =

[V 3.46
: .

Cuando la elasticidad de la membrana es muy grande, i.e. M —«; la relacion

elastica k —1, por lo que computacionalmente el radio elastico esta acotado entre

un valor muy pequefio y uno, i.e. k (0,1).
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Potencia disipada

La potencia disipada es una consecuencia de la oscilacion de la membrana
flexo-eléctrica que induce la transferencia de momento en las fases liquidas

viscoelasticas en el sistema. La curvatura de la membrana flexo-eléctrica responde

a un campo eléctrico oscilatorio complejo, E(f,(}): Exp(o_)jf). La transformada de

Fourier del campo eléctrico es una funcién delta de Dirac, E((T)) = 5(5_5*), asi que

la curvatura de la membrana flexo-eléctrica se puede expresar como el producto de

la funcion de transferencia y la funcién delta de Dirac: ﬁ(go):R(a))S(cT)—;).

Finalmente tomando la anti-transformada de Fourier de la curvatura, se tiene lo

siguiente:
H(to)=Re[H(t o]l +jIm[H(t o)l =R (o)Exp(jot) 3.47

La curvatura es una funcion que depende del tiempo y de la frecuencia. Las
propiedades flexo-eléctricas y reoldgicas del material. La parte real de la ecuacion

anterior toma la forma:
Re[ﬁ(f, 5)} = Re[R ()] Cos (ot )+ IM[R (w)]Sin (wt) 3.48

Por razones fisicas, solo la parte real serd utilizada para los céalculos posteriores
de la potencia disipada. El flujo volumétrico es una consecuencia del negativo de
la rapidez de la oscilacién de la membrana flexo-eléctrica en el medio, por lo que

en forma adimensional se tiene lo siguiente:
— = 1 d —
Re[Q(t,m)] =—EaRe[H(t,m)} 3.49
por lo tanto, la parte real del flujo volumétrico este dado por:
Re[Q(t.0) | =5 oRelR (o)Isin(of) -~ o Im[R (@)1 Cos o) 3.50

la potencia promedio puede ser calculada de la siguiente manera:
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(P(0))= —%cf EOQOSZ—O;ZTIU) Re[E(E)]% Re[ H(t) [dt 3.51

sustituyendo la parte real del campo eléctrico multiplicada por la derivada temporal

de la parte real de la curvatura promedio, se tiene lo siguiente:

- = 1 — [
<P(®)>:E‘mlm[R(oa)]/2‘ 3.52
la potencia disipada adimensional, fue escalada con la potencia caracteristica:

Pc=cE, (na3 /EK)S. Los detalles de esta expresion se dan en el Apéndice A.

Modelo sin inercia: Mar << 1

Considerando el caso en el que los mecanismos inerciales son menores uno,
el producto del operador viscosidad, con el operador parcial temporal, se tiene lo

siguiente:

1(o;)=

Ma’d. /8  Ma%d./8 — .« - . -
e =n(0;)=n,(0; )+n,(0: 3.53
2Jl(B)/B —(B)2/8 (Z)=m (2 +me 2]

3 (B)

A numero de Mach muy pequenios, el operador viscosidad/inercia reduce a la

viscosidad total de las fases liquidas, i.e. ﬁ(éf) —>17|<8E). Por lo que la funcion de

transferencia adimensional toma la forma:

E(t) :171(8{)8{+k(1—k)_1 554

la funcién viscosidad para las dos fases es la suma de la viscosidad en el cilindro

inferior y en el cilindro superior respectivamente.
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n(8;)=n(2;)+ s (5;)
B N+, +(T_]t7_\.b +1, e+ 1, A +1_1b7_wb)8i +(ﬁt7_ut7_w +ﬁb7_ub7_u)8§ 3.55
- 1+8{+7_u7_»b8§

al sustituir la viscosidad total en el sistema en la funcion de transferencia y realizar
las operaciones correspondientes, se obtiene el modelo de tercer orden lineal de
coeficientes constantes y que es punto de partida en la presente investigacion.
Partiendo del apéndice B obtenemos el modelo electro-reologico adimensional dado
por la Ec. 3.36 sin incluir la inercia

3 2 _ - 2
(b’;d—_ oL S e JH(t) =a’;[%j[a;d— + 9y 1} 3.56

dt’ dt’ dt’

donde los coeficientes de la Ec. 3.56 estdn dados en el apéndice B. La Ec. 3.56

contiene 6 numeros adimensionales {k,a;,itib,zﬁ,zﬁ ,Zﬂ} los cuales estan
Al J

asociados con los diferentes mecanismos del sistema.

1) El producto de los tiempos de relajacion de las fases viscoelasticas, Ao,
se conoce como memoria del sistema y esta relacionada con la simetria
elastica del sistema, este producto esta definido en un rango 10 < xb <1/4
donde una memoria de 10 nos indica el caso donde uno de los fluidos es
débilmente elastico en comparacion con el otro fluido (baja simetria 6
asimetria), un valor de memoria de 1/4 significa que ambos fluidos tienen la
misma elasticidad (alta simetria).

2) Viscosidad volumétrica o viscosidad total del sistema, zﬁzﬁﬁﬁb, la cual

involucra la viscosidad de los fluidos y la membrana flexo-eléctrica, este
namero adimensional depende de la memoria del sistema por lo tanto la

viscosidad volumétrica se encuentra acotada i.e. Zﬁ Y- de acuerdo con

min® " nmax

esto la viscosidad volumétrica se encuentre entre s=Zﬁmm < Zﬁ <X =1.

nmax
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3) Viscosidad volumétrica de retardo, x =n,+n, , este mecanismo se
J

encuentra asociado con los tiempos de los tiempos de relajacion de Jeffreys
o tiempos de retardo donde a diferencia de los tiempos de relajacion
adimensionales de Maxwell, estos no se encuentran acotados.

4) Viscosidad volumétrica de retardo ponderada con los tiempos de relajacion

de Maxwell, Tih = Myt Aomy, -

5) La relacion elastica adimensional es la relacibn de la elasticidad
adimensional de la membrana y  elasticidad total le.

k:M/(M+6t+5b):M/(M+1), este numero adimensional se encuentra

acotado, 10* <k <1, el valor limite de 10 para la relacion elastica indica que
se tiene una membrana flexo-eléctrica suave por otro lado el valor limite de

1 significa que se trata de una membrana flexo-eléctrica rigida.

Estos numeros adimensionales son las que definen los coeficientes de la ecuacion
3.56 los cuales estan relacionados con los diferentes mecanismos de retardo,

inercia y viscosos.

* -~ o~ 1-k ~ ~

by (kAo 2, ) == A, 3.57
* ~ A~ 7_\41}_\1b 1 = k
* 1'k

b; (k.Z,) :“(7)% 3.59

El analisis cuidadoso de las ecuaciones anteriores nos conduce a que los
mecanismos Vviscosos son de mayor orden de magnitud seguidos de los

mecanismos inerciales de memoria y retardo.

n,

by (Ko, Z;, ) <kby (1K) Z; = Aiko = a3 < bj (k. Ao, )< b7 (K, E;)  3.60
N Y/

Retardo Memoria Inercia Viscosos
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El modelo presentado en este trabajo es una extensioén del modelo presentado por
(Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey, 2008), un caso
limite de este modelo se presenta cuando los tiempos de retardo de Jeffreys son
nulos i.e. Ax=A»=0, en este caso el modelo del presente trabajo se reduce al modelo
el cual es descrito por una ecuacion diferencial simétrica de segundo orden el cual

no incluye mecanismos de retardo.

3.6 Respuesta mecanica
Para obtener la respuesta mecéanica del dispositivo electro-reologico, se
necesita definir una funcién para el campo eléctrico y obtener la respuesta de la

curvatura promedio.
Re[E(E,o_))} = ReExp(j&) 3.61

La Ec. (3.36) se puede poner en la siguiente forma:

o . 0 d
H(t) _a*[l'kj azd?+a+l
=\ " %| 3.62
Et) K b’;j;+b’;§+b2;+1
tomando la transformada de Fourier de la Ec. (3.56) se tiene lo siguiente:
— — Y —
R(&):T(—?):a};[%) - __a;(w)} i(;w)ﬂ_ 3.63
E((D) k b3(|o)) +b2(ioa) -I-bl(iw) +1

La expresién real para la curvatura promedio ya fue calculado anteriormente, y se

puede expresar como:
ﬁ(i) - Re‘ﬁ‘ Cos((T)E) + Im‘E‘Sin (6%) = Ho (5)cOs (6%) + Hio (o_a)sm (6%) 3.64

en donde las partes real e imaginaria de la funcion de transferencia en ausencia
de mecanismos inerciales o Mar pequefos, se puede obtener tomando el limite de

la funcién de transferencia de:
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LimMa,—>0 Re|R| = ﬁio ((,_0, b:, b;, b;’ZXﬁJ , k)

L+ (b~ (1+ k)3 + (LK) %, )& +((kb; ~(1-K) =, Jb; b3 )"

(1-b;?) +w’ (b —bja?)
3.65
Limy,, o IM|R|=Ha (@;b,b,b3,%, k)
(b; —1)a+((1—kb;)b; +(1-K)=;. b} —b;)af +(kb; ~(1-K)3;; )b;af’
(1-b;@°) +w’ (b} ~b3a? )

3.66

podemos observar de las ecuaciones anteriores que la curvatura en fase con el
campo eléctrico depende de una funcion par de la frecuencia adimensional y se
espera gue tenga un maximo, contrario a la dependencia de la curvatura fuera de
fase con una funcion impar de la frecuencia. Las cantidades de interés para la
aplicacion de este modelo a las células ciliadas externas son, la potencia disipada

por la membrana hacia las fases viscoelasticas P(w,t) y la energia almacenada por

la membrana Ew (co) donde la suma de estas energias debe ser, por la primera

ley de la termodinamica, igual a la energia proporcionada por la aplicacion del
campo eléctrico (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014). La
potencia esta en funcién de la curvatura que se encuentra fuera de fase con el

campo eléctrico, es decir
(5(a)>=%‘o_alm[ﬁ(5)]/2‘ _ %(ﬁﬁoi 3.67

el médulo fuera de fase FIoi esta dado por la Ec. 3.66. Mediante un analisis de orden

. -, . L . =6
de magnitud de la funcion potencia se encuentra que el orden del término ® son
muy pequefos de modo que

0(10%) 0(10™0) 0(10%)

k(1-K)®* +Z,k(1-k)(1-A )" > k(1-k)Z, (A A, )’ 0° 3.67
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bajo este argumento la potencia queda definida de la forma por la Ec. 3.67, por el
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modelo de Jeffreys toma la sencilla relacion:

(b; -1)&" +((1— kb; )b +(1- k)= b - b;)c—o“

. . 3.68
(1-b@*) +a° (b} —b;a°)

5J((TJ) :%

en el caso de que b, =0 , se obtiene el modelo de Maxwell:

. (6):1(b; ~1)&° +((1-kb; )b, )&* 2 66
T2 (b)) + @t (b)) '

Aboud Dakka (Abou-Dakka et al., 2012) demostré que en el caso particular de
1-kb; =0, se obtiene la potencia disipada para el modelo de Maxwell:

(b} -1)@
(1-b;@*) +a? (b)

Un analisis paramétrico de los distintos nimeros adimensionales nos conduce a la

conclusién gue solo hay dos numeros adimensionales independientes, la memoria
del sistema ij y la relacion elastica k adicionalmente recordando las
restricciones sobre la viscosidad de Jeffreys y la viscosidad ponderada con respecto
a la viscosidad de bulto podemos representar los efectos de este sistema en un
espacio material de tres dimensiones. De acuerdo con las magnitudes de estos tres
nameros adimensionales se presentan seis posibles escenarios los cuales se

muestra en la Tabla 2.
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Tabla 2 Escenarios posibles en funcion de los parametros materiales

Escenarios WA 2, k
I € € €
I € € 1
1 € 1 €
v € 1 1
\Y Ya %) €
VI Ya %) 1
e=0(10"")

Los seis escenarios posibles dados por las distintas combinaciones de los
parametros materiales son representados en la Figura 8 en un espacio de tres
dimensiones con coordenadas materiales i.e. viscosidad de bulto, relacion elastica
y memoria del sistema.

A%
Memoria: Maxwell Jeffreys
ik T ¢ »A.' :
Efecto delsolvente
\1/4
\'% a VI
I Jeffreys o 1 1I
| LZElasticidad :
m /! . ' K
Maxwell IV
Viscosidad : BajaSimetria l_t )\,_b Alta Simetria
x | I |
n [ T 'l
My << 1 ;v_t;»_h:.l/4

Figura 8 Espacio material del sistema

En este espacio material 3D esta conformado por tres ejes principales. El primero
de ellos representa la viscosidad total de bulto, el segundo representa la razén
elastica entre la membrana y los fluidos, el ultimo es el producto de los tiempos de

relajacion de Maxwell, el cual describe la viscoelasticidad en el sistema. Los limites
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fisicos de este sistema estan acotados por seis modos: (i) la direccién asociada a la
viscosidad total de bulto es la minima, la direccion asociada a la razon elastica es
minima (se tiene una membrana muy suave) y la direccion que hace referencia a la
viscoelasticidad en el sistema es minima (una de las fases es muy viscosa y otra
muy elastica), (ii) la direccion asociada a la viscosidad total de bulto es la minima,
la direccién asociada a la razon elastica es la maxima (se tiene una membrana
rigida) y la direccion que hace referencia a la viscoelasticidad en el sistema es
minima (una de las fases es altamente viscosa y otra altamente elastica). Debido al
significado fisico de los valores acotados que pueden adoptar los tres ejes
principales el modo (iii) la viscosidad total de bulto es el maxima, se tiene una
membrana suave y una de las fases es altamente elastica y la otra es altamente
viscosa, en el modo (iv) la viscosidad total de bulto es la maxima, se tiene una
membrana rigida y una de las fases es altamente elastica y la otra es altamente
viscosa, en el modo (v) la viscosidad total de bulto es la mitad de la maxima, se
tiene una membrana suave y ambas fases tienen la misma elasticidad, en el modo
(vi) es anédlogo al modo anterior con una membrana rigida. Mas adelante se
observara que no todos los modos tienen importancia biolégica para este trabajo
(OHC).
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Capitulo 4 -Simulaciones numeéricas
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En este capitulo se presentan las simulaciones realizadas para observar
grOaficameOnte el comportamiento de la respuesta mecanica del sistema bajo las

variaciones de los distintos parametros materiales mostrados en el espacio material,

es decir H._,H

io?" oi?

I3,Em. Las ecuaciones béasicas que emplearemos en el andlisis de

las ecuaciones:

<5(o_))> :%‘o_alm[ﬁ(o_))]/Z‘ 4.1
Lim,,, , Re[R|=Hi (@;b],b;, b}, %, k) 4.2
Lim,,, o Im|R| = Hai (@;b], b, b3, %, k) 4.3

4.4

4.1 Resultados numeéricos

En esta seccion, caracterizamos la potencia disipada, los mecanismos
inerciales y viscoelasticos son evaluados mediante las Ecs. 4.1-4.4. En las Figura 9
se ilustran dos diferentes diagramas de potencia disipada para dos numeros de
Mach seleccionados. Los valores numéricos que se emplearon para las
simulaciones de las figuras Figura 9 se basan en el primer y tercer modo de nuestro

espacio material (Consulte la Tabla 2)

4.2 Mecanismos de inercia-viscoelasticos: Ma #0

La Figura 9 (a) muestra los diagramas de resonancia clasicos que han sido
estudiados con diferentes ecuaciones constitutivas en el régimen de
viscoelasticidad lineal (Flores, Alastruey, & Corvera Poiré, 2016), las cuales han sido
empleadas para describir sistemas micelares y fluidos biolégicos como la sangre

humana.
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Los mecanismos resonantes se ven claramente en los diferentes picos que se
ilustran en la Figura 9. Aqui el niUmero de Ma es menor a uno, i.e. cuando el Ma=0.1,
cuyo valor numérico implica que los mecanismos inerciales son menores que los
elasticos relacionados al bulto del fluido, en trabajos en trabajos previos se demostro
que para obtener los valores de potencia disipada, se necesitdé desarrollar las
funciones de Bessel hasta seis términos y estas solo mostraron dos picos
resonantes (E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014), mientras que cuando se
consideran todos los términos de las funciones de Bessel, el sistema despliega
varios picos resonantes como se muestran en las figuras 4a. Cuando el nimero de
Mach aumenta, i.e. Ma=1, los maximos en las curvas resonantes decrecen
considerablemente como se muestra en la Figura 9 (b). Como fue investigado en
sistemas micelares, sangre y células ciliadas externas (Haro & Whitaker, 2001; E.
E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Lo & Whitaker, 1998). El comportamiento de
resonancia es una consecuencia del cociente de las funciones de Bessel, una de
primer orden y otra de orden cero, la funcion viscosidad asociada a la reologia y la
transferencia de momento, las propiedades materiales a través de los numeros
adimensionales caracteristicos. Fisicamente, la membrana transfiere el momento a
las fases viscoelasticas liquidas asociadas a la disipacion viscosa. Los picos
resonantes aparecen en intervalos constantes, pero el maximo del pico se atenla
rapidamente a medida que la frecuencia aumenta. La Figura 9b muestra la potencia
disipada en funcién de la frecuencia adimensional al incrementar los procesos
inerciales a través de la velocidad de los mecanismos viscoelasticos. El efecto neto
del aumento en los procesos inerciales es desplazar las curvas de resonancias a
valores mas bajos de frecuencia adimensional, con una disminucién drastica del
valor de los picos de resonancia en la disipacion de potencia asociada a la
membrana flexo-eléctrica. El dltimo caso, corresponde a un numero de Mach
reducido Ma=10, cuando los mecanismos inerciales dominan sobre los
viscoelasticos respectivamente. En este caso, las curvas resonantes desaparecen.

Los resultados obtenidos en estas dos simulaciones son resaltados a continuacion:
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A) La inercia en el sistema juega un papel preponderante en los sistemas
resonantes, debido a que se observan varias curvas resonantes.

B) De acuerdo con las simulaciones, existe una curva dominante que se observa
en un intervalo de frecuencia de [0,50]. Para valores de frecuencia mayores
a 50, i.e. w>50 se observa decrementos en los maximos y las resonancias
se presentan en intervalos equidistantes.

C) La manera de cuantificar estas resonancias es a través del numero

adimensional reducido Ma

3.0E-2 1 —

e <P((o)>=§‘mlm[R(w)]/2‘

o [+

5 Ma, = T = 1x10*
52082 J(G +G,)(p.+p,)
()] - —
= _ -4
O, 66 Ao =1x10
O X-=0.9999
=z n
%J].OE-Z a* — k — 1)( 10-4
o

5.0E-3 H_ z, =1x10"

0.0E+0 J y A ~

0 100 150 200

FRECUENCIAADII\/IESNIONAL

(@)
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3.5E-4 .
<5(6)> = E‘alm[R (6)]/2‘

3.0E-4 P
< Ma, = 8l Ty =1x10°
3 25E-4 V(G +Gy)/ (. +p,)
% Ao =1x10"
5 2.0E-4 £ =0.9999
< n
_— * _ -4
O 15E-4 8, =k =1x10

_ _ -4

i %, =X =1x10
5 1.0E-4
o

5.0E-5

0.0E+0

0 2 4 6 8 10
FRECUENCIAADIMENSIONAL

(b)

Figura 9 Disipacion de potencia de la membrana frente a la frecuencia para
condiciones de inercia (a) baja inercia, (b) Ma=1

Los otros parametros empleados en la simulacion de la Figura 9 corresponden al
tercer modo y las viscosidades numéricas de Jeffrey son aproximadamente del
mismo orden de magnitud

4.3 Numero de Mach pequefio: Ma<<1

En esta seccidn, se muestra el espectro de potencia en el caso de un nimero
pequefio de Mach, es decir, cuando los mecanismos de inercia son mas pequefios
en comparacion con las fuerzas viscoelasticas. En este caso, el punto de partida de
los resultados numéricos proviene de las ecuaciones del capitulo 3 y del apéndice
C. En la Figura 10 el efecto de la disipacién de potencia vs frecuencia adimensional
en funcién del mecanismo de retardo a través de numeros adimensionales para
cuatro casos particulares correspondientes a los modos {l, Ill} de la Tabla 2 , se
muestra. Las predicciones de potencia, matematica y fisica, de las ecuaciones
constitutivas de Maxwell y Jeffreys se resumen en la Tabla 3.
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Tabla 3 Resumen de los modelos de Maxwell y Jeffreys para la potencia

NUMEROS CONDICIONES DESCRIPCION
MODELO  ADIMENSIONALES VISCOSIDADES MATERIALES MATEMATICA
AAb =€ 1. Baja simetria 1. Comportamiento
y constante
X-= (E—) =€ 2. Baja viscosidad de .
k=eg<<1 n M /min 2.Comportamiento
bulto . ;
MAXWELL monotonico creciente
Modo | a* _ Y - =Y =0 3. I\/!embr_ana suave 3 Meseta a altas
0 Any ny . Viscosidades de f :
-4 —4 Jeffreys nulas recuencias
e=10 =10 No hay resonancia
MAb =€ 1. Baja simetria
X = ():, ) =1l-¢ 2. Alta viscosidad de
k=eg<<1 K 1/ max bulto
MAXWELL . Yy = =0 3. Membrana suave Resonancia
Modo III a. =k A n 4. Viscosidades de
0 10_4 =10 Jeffreys nulas
E=
1. Baja simetria
X }_\, 104 2. Baja viscosidad de
thp = €= 27:(27) =g bulto
n 1/ min 3. Membrana suave Comportamiento no
‘]E;F?ETS k=g<<1 Y a2Y =¢ 4. Viscosidades de monotoénico
odo Any ny Jeffreys no nulas del Maximo y minimo
a; =k c=10" orden de €
- = ) 1. Baja simetria
Ao =€=10 Yy = ( ,) =1—¢ 2. Alta v;)suclfsldad de 1.Comportamiento
]’] T‘I 7z . .
k=g<<1 max 3. Membrana suave moznlc\)/}onlcto crei:tlente
JEFFREYS Z{ﬁJ =4, =& 4. Viscosidades de : fese aaalas
Modo IlI a* =k Jeffreys no nulas del recuencias
0 c=10" orden de & No hay resonancia

En todos los casos contenidos en la Tabla 3, a valores mas bajos de la frecuencia
adimensional, el valor de la disipacion de potencia es cercano a cero. Sin embargo,
para un valor critico de las frecuencias adimensionales, el sistema muestra un
comportamiento monétonamente creciente seguido de: (i) meseta y (ii) pico de
resonancia o (iii) comportamiento no monétonamente. EI comportamiento no
monotono de la disipacion de potencia (maximo y minimo) puede obtenerse
moviendo el sistema desde el punto JI a través de las siguientes condiciones
materiales: (i) gran asimetria entre las fases viscoelasticas (una de ellas es

débilmente elastica y la otra altamente elastica), (ii) viscosidad total minima, es decir

Xo= 10, (iii) pequefia elasticidad 1/M << 1, es decir, la elasticidad de la membrana

es pequefia en comparacion con la elasticidad total del sistema, (iv) los mecanismos
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flexo-eléctricos son del mismo orden que la relacién elastica, es decir a, =k . La

condicion matematica para alcanzar el maximo y minimo se da cuando los valores
maximos de los mecanismos de retardo son iguales al valor minimo de la viscosidad

total bulto. Fisicamente, las viscosidades Jeffreys deben satisfacer la siguiente
desigualdad {rtit,rbib}%ﬁmm <%, =% (Xt):b)ﬁzﬁmax ={rtXt,rbXb}. La viscosidad de

bulto debe ser mayor (cerca de la unidad). La mayor asimetria de las fases
viscoelasticas implica que el valor de los tiempos de Maxwell es igual a un parametro
pequeino £

Para tener el comportamiento monotonico de la disipacién de potencia, las
viscosidades tanto del solvente como del polimero de Jeffreys deben ser
esencialmente las mismas. La Unica posibilidad de cumplir con la igualdad

e+ (1-e)n,=%,; <. =rn+r,n, € cuando el producto entre el valor de la

Ay
relacion de viscosidad I, se vuelve muy pequefio. Fisicamente, la condicion anterior

implica que las viscosidades del solvente y del polimero juegan un papel importante
en el comportamiento dindmico del modelo de Jeffrey. Como primera conclusion
parcial, en el modelo de Maxwell (20DE) el comportamiento de resonancia se
alcanza en el tercer modo (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey,
2014), mientras que en el modelo de Jeffreys (3ODE), el comportamiento de
resonancia con maximo y minimo se alcanza dirigiéndose hacia el modo |. Para las
curvas mostradas en la Figura 10, la disipacion de potencia es despreciable a bajas
frecuencias hasta una frecuencia adimensional donde la disipacién de potencia
muestra un comportamiento monétonamente creciente hasta un maximo seguido
de un comportamiento decreciente seguido de una zona de meseta en frecuencias
intermedias. Para un segundo valor critico de la frecuencia adimensional, el sistema

experimenta un comportamiento monaotonamente creciente
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Figura 10 Disipacion de potencia para los modos | y Il para el modelo de Maxwell

y Jeffreys
Memoria : ;L_l ;\_—b Antisimetricos -modos
I: LS,LV,FM
I :Ls,Iv,FM
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Figura 11 Resonancias de potencia para los modelos de Maxwell y Jeffreys para
modo |y llI
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La Figura 12 b ilustra el efecto de la viscosidad en funcion de la frecuencia
adimensional en el modo I, en funcion de la relacion elastica k. Las condiciones
materiales que se establecen son las siguientes: (i) Contraste entre las fases
viscoelasticas a través del producto de los tiempos de relajacion de Maxwell, (i) la
viscosidad de bulto del sistema de fases liquidas viscoelasticas es la menor, (iii) las
viscosidades de bulto de Jeffreys y la viscosidad ponderada son practicamente del
mismo orden. El efecto que se observa en este sistema es la elasticidad de la
membrana. Se observa que la descripcion mateméatica es similar que la figura
anterior, sin embargo, cuando se aumenta la elasticidad del material flexo-eléctrico,
los maximos, minimos y la meseta a frecuencias altas, se desfasan a valores
mayores en la potencia disipada. Estas simulaciones implican que el
comportamiento resonante (méaximo) y anti-resonante (minimo), se obtienen por
efecto de los siguientes puntos:

a) Las viscosidades de Jeffreys son del mismo orden

b) La elasticidad de la membrana debe ser menor que la de bulto y su valor
numérico modifica los valores maximos y minimos en la potencia disipada
por la membrana en las fases viscoelasticas.

8.E-3 + Jeffrey a
T ok =k =a,=1x10"
TE3 L e
Li=fa:6,b:7,c:8,d:10
6.E-3 | GbiTe8d:I0
E_”h=Jxll)',

5.E-3 Tj={a:7,b:8,c:9,d:10}
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Figura 12 Potencia para distintos valores de Viscosidad de Jeffreys y relacion
elastica
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Figura 13 Curvas de potencia funcion de la frecuencia adimensional para los

curvas para el modelo de Maxwell

pardmetros materiales del modo Ill en el modelo Jeffreys, en el inserto las mismas
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De la Figura 12 inmediatamente se puede observar la no monotonia de la curva que

describe la energia disipada a las fases viscoelasticas P, cabe sefialar que bajo
este primer escenario el sistema se comporta como un sdlido a bajas frecuencias y

conforme se incrementa la frecuencia el sistema se comporta como un liquido.

Los modos pares del espacio material no se muestran graficamente debido a que el
paradmetro material que representa la relacion elastica del sistema, es decir, k tiene
un valor maximo el cual fisicamente indica que se trata de una membrana rigida,
matematicamente esto indica que la ecuacion se anula y no existe energia que sea
disipada hacia las fases viscoelasticas. El modo V tiene el mismo comportamiento

gue el modo lll en diferente escala de la respuesta del sistema.

La importancia de este trabajo radica en la aplicacién de este modelo a las células
ciliadas externas, bajo esta premisa es necesario encontrar los parametros
materiales bajo los cuales la mayor cantidad de energia se disipa hacia las fases

viscoelasticas.
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Figura 14 Curvas de potencia modificada, almacenamiento, médulo en fase y
fuera de fase en funcion de la frecuencia adimensional para los parametros
materiales del modo | en el modelo Jeffreys
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En la Figura 14 inmediatamente observamos un maximo en la energia disipada a
las fases viscoelasticas bajo las condiciones materiales del modo |, es decir,
tenemos una asimetria de las fases, la viscosidad de bulto minima del sistema y
una membrana suave, cabe mencionar que bajo estas condiciones materiales el

modelo de Maxwell no presenta el maximo en la potencia, indicando que la inclusion

de un solvente en el sistema, produce una viscosidad de retardo Eﬁ y una
J

viscosidad ponderada Zm gue modifica drasticamente la energia que se disipa

hacia las fases.

Bajo los parametros materiales del modo V en el cual tenemos ambas fases con la
elasticidad mas alta posible, esto fija la viscosidad total de bulto en el valor
intermedio y una membrana suave, obtenemos un comportamiento similar al

mostrado en Figura 14, donde el maximo que se obtienen es la potencia es del
5 . . .
orden de O(10”) , entorno a las consideraciones antes mencionadas el efecto del

solvente implica movernos del modo Il hacia el modo | con una membrana suave.

En la Figura 13 se muestra el efecto en la curva de potencia, de la variacion del
parametro material k para fases asimétricas y una viscosidad maxima. Notese que
las resonancias en las curvas de potencia son similares a las obtenidas con el
modelo de Maxwell (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014),
cabe recalcar que una membrana muy suave i.e. k=¢ disminuye el efecto de

disipacion hacia las fases viscoelasticas.

En la se muestra el comportamiento de las curvas de potencia para un sistema con
la méxima viscosidad, podemos observar que las curvas de potencia empiezan a

definirse mas modificando el ancho de la curva resonante.

69



Capitulo 5

conclusiones

POSGRADO EN INGENIERIA

-Analisis de

©

resultados vy

70



POSGRADO EN INGENIERIA —.—ii

La potencia disipada en términos de las funciones y coeficientes
adimensionales esta dada por la Ec. 3.67. Las condiciones materiales que conducen
a encontrar el maximo en la energia disipada (potencia) son de vital importancia
para la aplicacion biolégica de este modelo. La potencia definida en la Ec. 3.67 no
presenta un maximo, inherente a la propia funcion ya que el orden del polinomio del
numerador es mayor al orden del polinomio del denominador, de acuerdo al analisis

realizado en la seccion anterior respecto al orden de magnitud sobre los coeficientes

del polinomio en el numerador de la Ec. 3.67 el coeficiente del términow® es de orden

O(10™) , bajo este argumento la contribucién de (kb;-(l-k)zXﬁ )b;v_v6 es muy

pequefia, obteniéndose la Figura 14 donde en el modo | observamos un maximo en
la potencia similar al obtenido en el modelo de Maxwell. Los modos pares, es decir
II, IV y VI quedan descartados ya que matematicamente anulan la funcion,
fisicamente esto significa que la membrana es rigida y toda la energia que entra al

sistema es almacenada por la membrana flexo-eléctrica.

Como se muestra en la Figura 14 la curva de la potencia bajo las condiciones
materiales del modo | presenta un maximo. EI modelo presentado en este trabajo
se reduce al modelo propuesto por (Abou-Dakka et al., 2012) en el cual, las curvas
resonantes se encontraron en el modo lll, es decir, una asimetria en las fases
viscoelasticas, la maxima viscosidad de bulto y una membrana suave, en esta
investigacion de igual manera se encontrd que se necesitan las mismas condiciones
materiales, lo que se busca es saber cual es el efecto de incluir un solvente en las
fases viscoelasticas, bajo esta premisa, el efecto de la viscosidad de bulto es reducir
el ancho de la curva de potencia, esto se pude interpretar como una selectividad
frecuencial como se muestra en la Figura 13. El efecto de la asimetria de las fases
se muestra en la Figura 15, al incrementar la simetria de las fases se observa que
hay resonancia de la curva de potencia sin embargo se pierde la selectividad de la
frecuencia y el orden de magnitud disminuye mostrando un comportamiento similar
al modelo de Maxwell (Abou-Dakka et al., 2012), de esta manera sabemos que al

igual que en el modelo de Maxwell el maximo se obtiene cuando las fases
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viscoelasticas son asimétricas, es decir, A\, =10*, el efecto de la viscosidad de

bulto es de igual manera reducir el ancho de la curva de potencia incrementando la

selectividad frecuencial antes mencionada.
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Figura 15 Curvas de potencia bajo el efecto de variacién de la simetria para el modo |
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Figura 16 Curvas de potencia bajo el efecto de variacion de la simetria para el
modo Il

El efecto que tiene el modificar los mecanismos de retardo en el sistema se

muestran en la jError! No se encuentra el origen de la referencia., Los m
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ecanismos de retardo no pueden aumentar independientemente o disminuir debido
a que estan relacionados con la viscosidad de bulto, notese que si disminuye la
viscosidad de retardo y ponderada hasta el caso limite obtenemos las curvas
resonantes dadas por el modelo de Maxwell (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-
Valencia & Rey, 2014)
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Figura 17 Efecto de los mecanismos de retardo del sistema en la curva de
potencia para los parametros materiales del modo |l

Finalmente podemos concluir que existe una competencia entre la selectividad
frecuencial y la maxima disipacion de potencia, la aplicacion principal de este
modelo esta enfocada a la OHC (células ciliadas externas), estas se encuentran
colocadas en tres hileras en el lado externo del tinel de Corti, son células
sensoriales que no transmiten ninguna caracteristica sonora al cerebro, pero estas
células reenvian la energia para aumentar la sensibilidad y la selectividad

frecuencial.

Como se demostro (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014;
Rabbitt et al., 2009) una caracteristica bioldgica clave es la formay la ubicacion del

pulso de amplificacién de potencia. En el modelo flexo-eléctrico el comportamiento
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no mondétono de la potencia asociado con su maximo y minimo emerge bajo las
siguientes condiciones materiales: (i) asimetria de las fases, (ii) viscosidad de bulto
méaxima, (iii) pequefia relacion elastica y, (iv) el mecanismo de retardo es casi igual
y sus valores estan cerca del valor minimo de la viscosidad de bulto. Las
condiciones del material anterior implican que la relacion entre las viscosidades del

disolvente y del polimero en una de las fases viscoelasticas debe ser del orden del
valor principal de la viscosidad aparente, es decir, I = 0. Fisicamente, el sistema

disminuye el mecanismo de disipacién hasta que se alcanza su valor minimo y la
mecanica de retardo lo maximiza. Rabbits (Rabbitt et al., 2009) emplearon un
sistema electromecanico en el que el comportamiento no monétono depende de las
propiedades del material en el sistema y la longitud de las células ciliadas externas.
En nuestro modelo membrano-dinamico 30ODE, la geometria y las propiedades

flexoeléctricas estan contenidas en el nimero adimensional que es del orden de la

relacion elastica k, es decir a, =K.

5.1 Propiedades del material y condiciones de resonancia

Los parametros materiales de importancia son: (i) tiempos maximos de
relajacion, (ii) elasticidad aparente de las fases viscoelasticas, (iii) viscosidades del
polimero, (iv) energia elastica de la membranay (v) viscosidades del disolvente. Las
formas especificas de adaptar estos parametros son cambiando la concentraciéon y
la distribucién del peso molecular de las cadenas poliméricas disueltas. Para tener
el comportamiento no mono6tono (maximo y minimo) y la amplitud de potencia, una
de las fases liquidas debe ser débilmente elastica y la otra completamente
viscoelastica (asimetria de fase). Para cambiar la posicion de la meseta de potencia
localizada y el ancho de la meseta de potencia, se debe ajustar la viscosidad de
bulto siempre hacia su maximo (fases viscoelasticas). Para ampliar la meseta de
potencia, se deben modificar los tiempos de relajacion de Maxwell, la elasticidad de
la membrana y las fases viscoelasticas. Los resultados generales se ejemplifican

cualitativamente en la Figura 18.

74



©

POSGRADO EN INGENIERIA

> Mo — 0
5 v
E_ zX HE <<l
a J Cffl'ey :'IJ K v - Maxwell I Jeffreys
= = 7 @
[y L
: Maximo y minimo Efectodel Solvente
n Curvas Resonantes
g Selectividad Frecuencial
8 itib -0
= k—>1
X —>1
> Maxwell| "
a =k Curvasnoresonantes
0 =
Curvas Resonantes
k <<1 k=1

Relacion Elastica

Figura 18 Resumen

Andlisis subsecuentes a este y a trabajos previos pretenden incluir efectos de pared
elastica del capilar (Flores et al., 2016), efectos de transferencia de masa para incluir
la difusiébn como sucede en el sistema real de iones k* y Ca?* presentes en los
liquidos linfaticos que se encuentran en la coclea, modificaciones a la ecuacion de

movimiento para incluir el efecto del campo eléctrico en los fluidos electroliticos.

5.2 Conclusiones

En este trabajo de investigacion a nivel de maestria exploramos la dindmica
de membranas flexo-eléctricas inmersas en fases liquidas viscoelasticas. Mediante
un balance de fuerzas en el sistema, se obtiene una expresién que describe los
mecanismos eléctricos, elasticos de la membrana y la diferencia de presion en la
membrana por el contacto con los liquidos complejos. Para modelar este sistema,
la membrana flexo-eléctrica es colocada en medio de un capilar (z = L) de longitud
2L. El flujo y la reologia del sistema es caracterizado con el modelo constitutivo tipo

Oldroyd-B.  Suponiendo estado no estacionario, y que los liquidos son
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incompresibles, bajas deformaciones tanto en la membrana y en los liquidos, se
obtuvo una expresion que relaciona la entrada del sistema (campo eléctrico) y la
salida (curvatura promedio).

El modelo obtenido es no lineal y para entender la fisica del sistema, se propone un
conjunto de variables adimensionales (Ver apéndice B), las cuales permiten obtener
grupos adimensionales los cuales describen las bondades del mismo. Bajo este
contexto, son siete los grupos adimensionales que se obtuvieron con esta
metodologia. Tres de ellos {a;,Ma, k} asociados con las propiedades flexo-
eléctricas del material, el numero de Mach reducido asociado a los mecanismos
inerciales en el sistema. El tercer nUmero k relaciona la energia de almacenamiento
de la membrana (elasticidad de la membrana) con la elasticidad total del bulto en el
sistema. Suponiendo que los fluidos son caracterizados por los modelos
constitutivos de Jeffreys (Ver Tabla 1), el operador viscosidad IT relaciona los

mecanismos Vviscosos e inerciales en el sistema. Para el modelo de Jeffreys este

depende de 4 numeros adimensionales {thb,Zﬁ,Zﬁj,Zx—m}. El primero de estos

nameros es un producto entre tiempos de relajacion de Maxwell, el segundo es la
viscosidad de bulto de las fases viscoelasticas. El tercero y el cuarto nUmero son

consecuencia de los mecanismos de retardo a través del numero de Jeffreys. Las

viscosidades {Zﬁ ,Zﬁ } estan relacionados con los procesos de retardo en el
N J

material y su valor numérico. Un hecho importante de estos nimeros es que estan
relacionados con las propiedades del solvente (Newtoniano) y la de la solucion
polimérica (Maxwell). Ambas contribuciones nos permiten obtener el modelo de

Jeffreys de tres propiedades materiales.

Mecanismos inerciales
El efecto de los mecanismos inerciales puede ser cuantificado a través del

nuamero de Mach reducido Ma, . Cuando el Ma, es diferente de cero, i.e. Ma =0, la

respuesta de la curvatura promedio en funcion del campo eléctrico depende de la
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funcién de transferencia C.7 y de la ecuacion constitutiva que se haya seleccionado
de la Tabla 1.

El efecto de las curvas resonantes en la potencia disipada puede ser cuantificado a
través del numero de Mach reducido el cual, tiene como efecto el de mostrar mas
curvas resonantes como se muestra en la Figura 10. Es importante resaltar, que la
maxima curva resonante se obtiene en el primer maximo y las subsecuentes curvas,
el maximo va decreciendo como se observa en las Figura 10. Al aumentar el Mar =
1 se observé que las curvas resonantes se abaten considerablemente, por lo que al
aumentar los efectos inerciales se tiene un efecto negativo en el contexto de la
potencia disipada. Para Mar = 10, las curvas resonantes desaparecen y el sistema
no disipa méas debido al aumento de los mecanismos inerciales.

Mecanismos no-inerciales

A ndmeros de Mach reducidos bajos, i.e. Ma, << 1 los mecanismos

inerciales son despreciables, se obtiene una ecuacién diferencial de tercer orden de
coeficientes constantes. El modelo de tercer orden para el campo eléctrico (entrada)
y la curvatura o flujo volumétrico (salida) estd dado por un equilibrio de efectos
retardantes, inerciales, viscosos y elasticos, que se originan en la membrana flexo-
eléctrica y los fluidos viscoelasticos de Jeffreys (mecanismos solventes y
polimeros).

Debido a que los mecanismos de retardo son pequefios con respecto a los procesos
de relajacion de Maxwell, este nuevo modelo (30ODE) puede interpretarse como la
suma de un modelo de segundo orden (Maxwell) y una pequefia contribucién

(pequeia perturbacién), que se asocia a los mecanismos de retardo en el sistema.

Estos modelos de tercer orden han sido ampliamente utilizados en sistemas de
ecuaciones diferenciales (Sprott, 1997), sistemas cadticos y mecanica clasica.
Cuando los mecanismos de retraso son cero, es decir, el modelo de Maxwell se
recupera con mecanismos inerciales y viscosos.

Usando variables adimensionales, y teniendo en cuenta los mecanismos de inercia

en el sistema, la fisica se puede describir con siete niumeros adimensionales, los
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cuales estan asociados con los siguientes mecanismos: 1. Inercia (Ma, ), 2. Flexo-

eléctricos (a, ), 3. Elasticidad de la membrana (k), 4. Simetria de las fases

viscoelasticas >_\4t7_\,b, 5. Viscosidad de bulto (Zﬁ), 6. Viscosidad de retardo (Zﬁ - )

) A,
, 7.y finalmente viscosidad de retardo ponderada con el tiempo de Maxwell ZXHJ .

Con el fin de obtener las cotas superiores e inferiores de los numeros
adimensionales, se hizo un estudio paramétrico como el expuesto por Dakka et al.
(2012), Herrera-Valencia y Rey (2014). Este estudio, permitid obtener seis modos
(4 asimétricos y dos asimétricos) que son representados en un prisma en 3D (Figura
8), y cada uno de los vértices en este, esta asociado con una condicion fisica en el
sistema.

El objetivo de esta clasificacion fue realizar un estudio paramétrico exhaustivo para
identificar las condiciones que conducen a la aparicion de un maximo
(comportamiento de resonancia) o un minimo (comportamiento anti-resonante) en
el espectro de potencia (Tabla 3). EI maximo en la potencia ha sido asociado a la
amplificacion del sonido debido a la transferencia de momento de la membrana
flexo-eléctrica en las fases viscoelasticas debido a la fuerza motriz asociada al
campo eléctrico (Dakka et al. 20012, Herrera-Valencia y Rey 2014; Rey 2009). EL
comportamiento anti resonante (minimo) ha sido estudiado por otros autores
mediante aproximaciones electro-mecanicas (Rabbitt et al. 2009) y este, ha sido
asociado a la longitud de las células ciliadas externas en el sistema. En nuestra
aproximacion la no-monotonia obedece a un efecto de una tercera derivada
inducida por los mecanismos retardantes que relacionan las viscosidades del

solvente y del polimero en las fases liquidas respectivamente.

Para un sistema caracterizado con el modelo de Maxwell, las curvas resonantes
fueron obtenidas en el modo Ill. En este modo el sistema presenta un contraste en
las fases liquidas viscoelasticas, i.e. una de ellas es muy viscoelastica y la otra
débilmente elastica, i.e. su tiempo de Maxwell es muy pequefia, la membrana flexo-

eléctrica es elastica (k << 1) y los mecanismos flexo-eléctricos son del orden de los
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elasticos, i.e. a, =k (Abou-Dakka et al., 2012; E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014;

Rey, 2008). Por otra parte, en esta propuesta, se caracterizd el sistema con la
ecuacion constitutiva de Jeffreys, con el fin de obtener un modelo de tercer orden
en la curvatura promedio, obteniendo un comportamiento no-monotonico en la
potencia.

El maximo y minimo se encuentran en el modo | cuando el sistema presenta una:
(i) gran asimetria entre las fases viscoelasticas (una en fases es débilmente elastica
y la otra completamente viscoeldstica), (ii) viscosidad minima, (iii) elasticidad
pequefia y (iv) los mecanismos flexo-eléctricos son del orden de la elasticidad de la
membrana.

La condicion matematica para alcanzar el maximo y minimo se da cuando las

viscosidades asociadas al modelo de Jeffreys {zﬁ o } son del mismo orden que

el minimo valor de la viscosidad de bulto =, , i.e. =, =%, =(%;) .

La condicion matematica anterior implica que las viscosidades del disolvente y del
polimero juegan un papel importante en el comportamiento de resonancia y anti-
resonancia.

Fisicamente, esto significa que para obtener un comportamiento que no aumente
monotonamente, es necesario un contraste en las fases liquidas, siendo uno de
ellos débilmente elastico y el otro altamente viscoelastico. Por ejemplo, si una de
las fases viscoelasticas se caracteriza por el modelo de Burgers, Jeffreys o Maxwell,
la otra debe estar representada por una ecuacion de orden menor como el modelo
los modelos de Jeffreys, Maxwell o Newton respectivamente (Dakka et al. 2012,
Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018)

Es importante sefialar que los tiempos de Maxwell y Jeffrey no son independientes
y satisfacen una relacion lineal, en donde la variable dependiente es el tiempo de
Jeffreys y la independiente es el tiempo de relajacion de Maxwell. La pendiente de
esta relacion, esta dada por un cociente entre la viscosidad del solvente y la

viscosidad total del sistema.
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El valor del maximo y minimo en la potencia es controlado por la elasticidad de la
membrana a través del nimero adimensional k. Observe que, para tener el maximo
y el minimo en el sistema, ese numero flexo-eléctrico debe ser del mismo orden que
k. Cuando la asimetria de las fases viscoelasticas aumenta, el maximo y el ancho
de las curvas resonantes disminuyen y aumentan respectivamente.

El efecto de maximizar la potencia se debe principalmente a disminuir los efectos

elasticos y de almacenamiento de la membrana flexo-eléctrica.

El efecto del comportamiento de resonancia a través del nimero de Mach es
mostrar mas picos resonantes que pueden asociarse a procesos bioldgicos (Véase
el numero de Deborah en la referencia (E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014). La
inclusion de nuevos parametros reolégicos a través de modelos mas altos se puede
hacer cambiando el operador de viscosidad de Jeffrey dado en la Tabla 1. Los
meéritos de esta investigacion es extender la teoria anterior (Abou-Dakka et al., 2012;
E. E. Herrera-Valencia & Rey, 2014; Rey et al., 2013), para cualquier ecuacion
constitutiva viscoeléstica lineal o fraccional particular, a través del operador
diferencial de viscosidad generalizado que se proporciona en la Tabla 1.

En particular, se eligio la funcion de viscosidad Jeffreys para incluir los mecanismos
de solvente y polimero. Cuando la inercia se incluye en el sistema a través del
namero de Mach, se encuentran varios picos de resonancia, que desde un punto de
vista biolégico podrian ser relevantes. En el régimen sin inercia (Ma = 0), se
encontré una ecuacion diferencial de tercer orden (30DE). Este modelo electro-
reolégico condujo a un comportamiento no monoténico que esta directamente
relacionado con las nuevas viscosidades asociadas a los mecanismos de retardo,

gue estan unidas por las contribuciones de disolvente y polimero

Por ultimo, una evaluacion cualitativa de las predicciones del modelo actual basadas
en la potencia no-monotonica disipada de una membrana flexo-eléctrica inmersa en
fases liquidas Vviscoelasticas, posee la fisica necesaria para capturar

cualitativamente los fendmenos de conversion de potencia electromecanica.
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5.3 Trabajo futuro

Las extensiones de esta investigacion incluyen modelos viscoelasticos de
mayor orden (Burgers) y fraccionados, modelos no lineales debido a altas
frecuencias. La disipacion de calor y los sistemas compresibles (densidad en
funcién de la caida de presion) y otras enfermedades que pueden afectar el sistema
auditivo (hipercolesterolemia, hiperglucemia, problemas genéticos, etc.) se
encuentran fuera del alcance de la presente investigacion. Un posible camino para
continuar esta investigacion es probar nuevos modelos en el régimen de
viscoelasticidad no lineal. La no linealidad inducida por grandes deformaciones se
puede explorar con dos enfoques: (i) El primero de ellos seria por efecto de la
membrana flexo-eléctrica o (ii) puede ser inducida a través de las fases liquidas
viscoelasticas. Estos nuevos enfoques deben ser explorados a través de algoritmos
numeéricos analiticos y pueden ser un punto de partida para un nuevo
replanteamiento. La presente teoria, modelo y célculos contribuyen a la
comprension fundamental en evolucién de la actuacion de forma bioldgica a través
de acoplamientos electromecéanicos que implican los fluidos biolégicos y su
aplicacidon en nuevos materiales y que utilizan los fendmenos de transporte, reologia
de fluidos complejos, fendmenos superficiales y cristales liquidos como

herramientas para su caracterizacion biofisica.
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Apéndice A

En este apartado se presenta la deduccién de la ecuacidon que muestra la

relacion que existe entre la curvatura promedio Hy el flujo volumétrico Q inducido

por la oscilacion de la membrana flexo-eléctrica inmersa en las fases viscoelésticas.

Figura 19 Geometria de la membrana flexo-eléctrica

De la Figura 19 se observa que aplicando el teorema de Pitagoras obtenemos la

ecuacion

R®=a’ +(R-h)? Al

debido a que el interés se centra solo en la parte superior de la esfera, es decir, el

domo esférico, el radio de este Ultimo es de la forma

a’ =2Rh - h? A.2
por otra parte, la oscilacion de la membrana desplaza fluido en una cantidad igual
al volumen encerrado por el domo esférico, de acuerdo con la definicion general de

volumen
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donde A representa el area de seccion transversal y hla distancia, es importante
observar que el area de seccién transversal de la altura debido a que a distintas
alturas se obtienen distintos circulos de radio cada vez menor por lo tanto podemos

escribir

V= 'h[A(h')dh' = }nazdh' A4
0

0

sustituyendo la Ec. A.2 en la A.4 y resolviendo la integral obtenemos

h
V= j n(2Rh' - h?)dh' A5
0

V(h) = nRh? - glﬁ A6
utilizando la Ec. A.2, se obtiene la ecuacién anterior en funcién del radio del capilar
y no en términos del radio de la esfera, i.e.

V(h) = Zath+ Zp? A7

2 6
sabemos que la altura varia con el tiempo debido a que la oscilacion no es

instantanea por lo tanto h=h(t), el flujo volumétrico en el domo superior QS se

define como la variacion del volumen con respecto al tiempo, i.e.

dv(t)

t) = A.8
QM= —
partiendo de las Ec. A.7 y A.8 y utilizando la regla de la cadena obtenemos el flujo
volumétrico
dv(t) = , h)’ |dh
)= —===a"|1+|—| |— A.9
W dt 2 a) |dt

para introducir la relacion buscada entre la curvatura promedio H 'y el flujo

volumétrico, utilizamos la definicion de curvatura promedio para una esfera
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H= 1 A.10
R

la Ec. A.10 nos indica que la curvatura promedio varia en funcion radio de la esfera,
una esfera con R>>1 tiene una curvatura promedio muy pequena, lo cual concuerda
con nuestra intuiciébn de curvatura si pensamos en la linea recta como una esfera
de radio infinito la cual no se curva, por otro lado una esfera de R<<1tiene una gran

curvatura. Utilizando la Ec. A.2 en la Ec. A.10

1 2h 2h
H= — = =
R A1l

2+h2 2
2 a{“(h]]
a
o, (hY
a“| 1+ E H = 2h A.12

derivando la Ec. A.12 con respecto al tiempo y despejando la variacion de la altura

reordenando la Ec. A.11

con respecto al tiempo obtenemos

1
E_E 1_H(hj o A.13
a a
sustituyendo la Ec. A.13 enla Ec. A.9
2
ol
Qs(t)=ga2 {1 + (2] } 1 da A.14

HEEN

la Ec. A.14 es la ecuacion que relaciona el flujo volumétrico con la curvatura
promedio, podemos observar, aunque se ha utilizado la geometria que tiene la

curvatura promedio mas simple obtenemos una ecuacion diferencial no lineal, en
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i
i

este trabajo se utiliza una aproximacion haciendo que el cociente a/h sea muy

pequefio i.e.

hog A.15

a
fisicamente esta aproximacion nos dice que la deformacion de la membrana es muy
pequefiay los fluidos viscoelasticos se encuentran en el régimen de viscoelasticidad

lineal de tal modo que

n _,dH
t)= —a" — A.16
Q. (®) 2% 4

la Ec. A.16 solo es deducida para el movimiento en la parte superior, en el modelo

de este trabajo la membrana oscila formando un domo superior e inferior de tal

modo que el flujo volumétrico total es el doble de la Ec. A.16

Q) = 2Q(t) = ga“‘;—? A.17

finalmente, el flujo volumétrico debe ser una cantidad fisica real y positiva, por lo

tanto

n_,dH
t)=-—ga%——
Q(t) > o

A.18
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Apéndice B

(=%

En este apartado se muestran las variables para adimensionalizar las

ecuaciones gobernantes tanto para la curvatura promedio H como para el flujo

volumétrico Q.

Se definen las variables adimensionales para el campo eléctrico, curvatura

promedio, tiempo, frecuencia, propiedades viscoelasticas y parametro g

E:E;ﬁ:aH;E:L;U_J:wEx ;6: 3
Eo EXM M ma’ /X
Gi=Cu =t pa
53,
T, =X t4,:Z; =G, +Gb;Zﬁ = 1_]t+1_1b
6’[ +€b =1
7_\,t+7_\,b:1

Z(_}O_»t +Gb7_»b B.1

utilizando las ecuaciones B.1 en las ecuaciones D.5 y D.6 del apéndice D

obtenemos la ecuacion diferencial adimensional que relaciona la curvatura

promedio con el campo eléctrico

3 g/t 2/t
b;d Hg)+b;dlia) *dHa)

dt dt’ dt

a, (ﬁj[az dZE_Z(E) +a, dEEE) + E(f)]
k dt dt

+ b, H(t)—

1-k
( ” j(nOIKbXJt + nObMXJb)

. Mo 1-k
b, = tk + ( K j(nm;”‘ +n0b7‘db)

- 1-k \ /- -
b, =1+ (T)(not + nob)
b,=1
8.227_»17_\&)

b,

donde se definen las siguientes expresiones

B.2

B.3(a,b,c,d, e)
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M M
kz ————M— = —
M+(Gt+Gb) M+1
o _ C,3E,a

° 4Lz,

B.4(a, b)

De manera similar partiendo de la ecuacién que relaciona el flujo volumétrico con la
curvatura promedio obteniendo la ecuacién diferencial que relaciona el flujo
volumétrico en funcién del campo eléctrico y adimensionalizando las variables con
las ecuaciones B.1 obtenemos la ecuacion diferencial que describe la relacion

adimensional que existe entre el flujo volumétrico y el campo eléctrico

b: d°Q(t) + b, d°Q() + by dagf) + b, Q(t) =
3 dES 2 dEZ 1 dt 0 BS

(-ljaé(ﬁj(az dsﬁ_gf) +aId2E_2(E) . dESE))
2 k dt dt dt

los coeficientes de la Ec. B.5 estdn dados por las ecuaciones B.3 y B.4(a,b),

generalizando en una ecuacién de un solo parametro finalmente

L, {0, (0} = (%) a; (%) L {10} B.6

donde

o, (o:{ﬂ(t’:“ - O} (@) =E@

Q(t):a=1
— * d3 * d2 * d * -
L, =b,— +b,— +Db, —= + b, = Operador Salida B.7
dt dt dt

. d2+a d1+a da
L, = azdtm + ey + E:OperadorEntrada
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1-k) - - — - ——
—j(nmkbht + nObKtKJb)

k)= = - -
i + (Tj(nm)ﬂt + nOb}\“]b)

1+ (%)(‘ )

©

B.8
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Apéndice C

La ecuacion diferencial que describe la evolucion de la curvatura promedio

de la membrana es funcién del tiempo dada por

* 3 * 9 * —-_*]_-k * 9 — /= C.1
{b38E3+ bzaEZ +b)0; +1}H(t)—a07{azafz +o. +1}E(t) :

Para encontrar el espectro de potencia se utiliza una funcion arménica para el

campo eléctrico dado por
E(f) = cos((Sf) C.2

la respuesta como curvatura promedio adimensional ﬁ(f;v_v) debida al campo

eléctrico oscilante puede ser separada en dos modulos, en fase con el campo

eléctrico Hio (v_v) y fuera de fase con el campo eléctrico Hoi (w)

ﬁ(f;o_)):ﬁio(o_o)cos(c_of)+ﬁoi (m)sin(mt) C.3

El flujo volumétrico este dado por Q = —2’1dﬁ(f;5)/df .

a(f) = —EO)Hoi (m)cos((;f) + E(DHio (m)sin((_of) = aio cos(c_of)+ aoi sin (5;) C4

la relacién entre la curvatura promedio y el flujo volumétrico esta dada por

Qo (@) == 0o (©):Q4 (0) =S ol (0) c5

El espectro de disipacion de potencia esta dado por el integral promedio del flujo
volumétrico y el campo eléctrico y puede ser calculado de la siguiente a través de

la ecuacién C.6
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(P(o)) = Ple)ei= 2 T B(1a(0i= 10, (o) - 1 - Lo

0 0

55
(5))) C6

La funcién de transferencia para el campo eléctrico de entrada y la curvatura

promedio de salida esta dada por

_H(Y) L1k adhedh 4
R ™ Kk b b 100 11
E(t) 0%+ by0% +0,0; +

aplicando la transformada de Fourier a la funcion de transferencia

*_2 .
« 1k la,0 +io

R, (o_)) =Re[R, (5)] +ilm[R, (E))] = @

== 230? 22 [ = «—3),
E(m) 1-b,0 +(blu)-b3w )1

C.7

C.38

multiplicando por el complejo conjugado y separando la parte real e imaginaria

obtenemos

* 2 *—2 —2 * * 2
1k (1-a2(9 )(l—bzco )+c0 (b1 -b,o )
A —o\2 — —3\2
B k (1—b20)2) +(wa -b;ws)
Ro(o)=

+ia,—o

x 2 *—2 * *—3
*1-k—(1_b2® )—(l-azm )(blm -b,» )

k

—2\2 (= 32
(1—b203 ) +(b1w -b,® )

C9

realizando el algebra correspondiente encontramos la relacion entre el médulo de

curvatura en fase y fuera de fase y la funcién de transferencia (i) Re[R, ((9)] = Hio (0))

, (i) -Im[R, (5)] = Hoi (5)
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RﬂRJ&ﬁ:
y &H(bj —(1+K)b; +(1-K) 3, Jo’ +((kb; ~(1-k)z;,, b3 —b;)cT)“
sk (1—b;52)2+62(bj—b;52)2
C.10
Am[R, (o)1=

—5

*ﬁ(bi—1)(73+((1—kbz)b’;+(1—k)21ﬁjbz—b;)5s+<kb’;—(1—k)2m)b;m C.11
k

0 —2\2 —2 —2\?
(1—b;m ) +0 (b;—b;m )

a

La respuesta oscilatoria (curvatura promedio) debida a la aplicacién del campo

eléctrico esta dada

i) =R, O)esf)- (i o)

finalmente, el promedio de la potencia puede ser expresada en términos de la

funcion de transferencia por la ecuacién C.13

<E(o§)> - %(Re[Rl(c_))]) - %(c_olm[Ro (c_o)]/Z) C.13
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