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PREFPACIO

La teorfa moderna de las transiciones de fase (T.M.F.)
estd basada en soluciones a modelos simplificados no triviales -
de los cuales se extra informacidn relevante. A pesar de la sim
plicidad aparente de los modelos sus soluciones son, en muchos -
casos, dificiles de obtener. Se han encontrado sistemas fisicos
que poseen las caracteristigas,de los modelos teéricosjy la con-
cordancia entre las predicciones tefricas y los resultados expe-
rimentales tiene un alto grado de,precisién.

En el caso estdtico (de equilibrio) la base de la - -
T.M.F. es la Mecé&nica Estadistica a la Gibbs. La cantidad funda
mental es la funcibn de particibn, o suma sobre estados 2. La
evaluacién de Z es en general un problema extremadamente difi-
cil. Calcular 7z es andlogo a resolver la ecuacifn de movimien
to en me~%nica cldsica o mecdnica cudntica. De tal manera que -
al mismo nivel de generalidad, podemos considerar a Z como la
"ecuacibén de movimiento" de un sistema termodinémico.

Se han desarrollado métodos y algoritmos para evaluar
Z, en la mayoriaide los casos aproximadémente. El método o al-
goritmo que ilumina la interpretacifn fisica y que parece el més
prometedor, es el llamado "Grupo de Renormalizacién", del cual -
discutiremos brevemente en el primer capitulo.

La estructura no analitica de Z en las cercanfas del
punto critico,se'considera como una de las pruebas cruciales en

la validez de la M.E. a la Gibbs.



La época moderna en la teorfa de transiciones de fase
fue iniciada por Onsager, con su solucidén monumental exacta al
problema dos dimensional, en ausencia de un campo magnético ex-
terno aplicado, propuesto por Lenz v llamado de Ising. °

Mucho se ha aprendido del modelo de Ising dos dimen--
sional, vy el tener su solucidn exacta ha jugado un‘pagel muy im
pdrtante, no sblo en la T.M.F., sino tambidn recientemente en -
la teorfa cuintica del campo. Otros modelos mis complicados -
yv/o mds realistas han sido estudiados, sin embargo, para dimen-
siones > 2 ninguno ha sido resuelto satisfactoriamente.

Soluciones exactas, por tanto, son raras y de gran ~
utilidad en el campo de las transiciones de fase. Ellas permi-
téﬁ “pfdbar" los métodos y algoritmos para evaluar Z aproxima
damente. Esto es, si el método falla, por ejemnlo, en el mode-
lo de Ising bidimensional, egperaremos que falle en casos mis -
cémplicadds v generales.

A pesar de cque un gran esfuerzo se ha dedicado para -
ehcohtrar soluciones exactas en modelos tridimensionales, éstas
nc han sido fructiferas, La Gnica solucién exacta para 1=-2-3-
dimensicnes en presencia de un campo magnético, es la del "mode
lo esférico” de Berlin y ¥ ¢ que fue resuelto por ellos mismos
en 1952 7 . Tiene la desventaja de gue no se le ha encontrado has
ta la fecha, ningin sistema fisico asociado. En dos dimensio-
nes existe la solucibn de Onsager, mds la solucidn de Baxter al
modelo de 8~vé&rtices en ausencia de un <campo magnético . A -
pesar de que el modeloc de Baxter se supone ser una gencraliza-

cidén al modelo de Ising, su comportamiento no es "universal', c



en el lenguajgxdelrg;qpo‘de renormalizacidn, tiene asociado un
operador marginal. La-solucidn de Baxter ha sido de poca uti-
lidad en las transiciones de fase continuas,:peroAdergran uti=-
lidad para resolver el problema de la cadena unidimensional -

del,mo@elo,deyesgin-%wxfyyz,‘que‘q su vez se conecta con el mo
delo masivo de Thirring, la teoria cudntica de "sine-Gordon" y
el modelo gel‘sistema,eleCtrénico,unidimensiong;_conﬂdisper— -

sidén de retroceso, que ha sido de interés reciente *7%7%

- La situacibn es mejor en una dimensidn. La gran ma-
yoria de las. soluciones exactas conocidas hasta ;a‘fecha son -
unidimensionales. La solucidn de Ising en su Tesis Doctoral -
(1925) 7 incluye la presencia de un campo magnéticp,externo -
aplicado.. Fisher, McCoy, Joyce, Katsura, Stanley y Griffiths .
han resuelto exactamente el modelo  x-y 1y el de Heisenberg,
en ausencia de un campo magnético. El tener un_qampo’magnétif~
co aplicado, introduce muchas complicacignes al~usar.lasrtécn£’
cas de.solucidn usuales. La simetria rotacional que posee la
Hamiltoniana se rompe al introducir el~campq;ezterno. Existen‘
solamente dos modelos que han sido resueltos en la presencia -
de un campo magnéticoa,el modelo esféricé y el modelo de Ising
unidimensional. 7 | ’ _ A

La caracteristica cqmﬁn'dé to&os los sistemas unidi-
mensionales con interacciones de corto alcance eé de que no -
tienen una tragsiqién»de fase para toda temperatura T > 0. -
Sin embargq% cﬁando T 0 el sistema tiende a ordenarse y a
T::‘G tiene una “transiciénrde_fase?. Desde luego, la,tranSQ
cidn de fase eh este caso no posee todas las caracterisﬁicas -

usuales de una transicidén de fase, ¢or ejemplo, como en el mo-



delo de Ising bidimensional. A pesar de esto, se pueden defi-
Anir exponentes criticos y relaciones de escalamiento entre - -
ellos v son por tanto, de interé&s en la teoria de fenSmenos -
criticos. En este trabajo estaremos interesados en calcular -
las propiedades de sistemas unidimensionales cerca de la regidn
critica, esto es, cuando T = 0. -

Los modelos a considerarse, son los modelos ferromag-
néticos x-y vy de Heisenberg clésicos. Para el primero dare-
mos una solucién exacta para un campo magnético aplicado arbi~

trario ® . Para el segundo, una solucifn asintética para la -

energfa libre como funcién del campo magnético ® . Las solucio
nes ésténVreStringidas a la vecindad del punto critico. Estas
soluciones se obtienen al hacer uso de la representacibn de la
funcidn de particibn como una integral funcional del tipo - -.
Wienner-Feynman. Sowrre la base del teorema llamado de Kac, la
evaluacifn de 2 se reduce a la solucidén de un problema de -
. Sturm-Liouville (S~-L}. Esto desde luego, es v&dlido s6lo para
sistemas unidimensionales y bajo ciertas circunstancias. Para
el modelo x-y clésiéot el problema de S-L se reduce a la =~
ecuacibn de Mathieu con condiciones de frontera periédicés. La
ecuacibn de Mathieu ha sido estudiada extensivamente y su solu-
cién es exacta. Por ende, la solucibn al modelo x-y clésiqo
resulta ser exacto a si mismo.

Para el modelo de Heisenberg clésico, el problema de
S-L asociado, es la ecuacibn que resulta al considerar un ro-
tor en presencia de un campo eléctrico externo en mecénica‘cuég

tica. La solucidn exacta de esta ecuacién no es conocida en la



literatura.~,sin:emba;gq,ﬂgor apgumentosﬁfisgcg(secmggstra una -

conexién asintStica de esta ecuacifn, con la ecuwacidn de Mathieu
entoncgg,“se,@gcgghtﬁa la goiuciénhasinptética,al modelo. de Hy-.

senberg cldsico en:presencia de un campo magnético aplicado en -
la vecindad del punto critico.

La formulacibn funcional;dgl_pr@ble@a permite, cono-=
ciendg;lasaeigenfuncigﬁegudel<p:ob;ema>de §-L asociado, obtener
las funciones-de correlacifn espin-espin. y por ende, el comporta
miento asinptftico. critico de la longitud de coherencia.. Para -

el modelo x-y. esta informacifn es coa@gidqu por tanto, el re-

£

sultado se presenta aquf también ? .

Los sistemas unidimensionales no tienen solamente inte
rés tedrico, sino que pueden encontrarse.en 1a?gaturalega,_dewff
tal manera que se pueden comparar los resultados obtenidos,ﬁeégij
camente con los resultados experimentales.

- Los sistemas fisicos encontrados en la natu;a}ezg;almg
nudo tienen- impurezas que cambian el comportam;entq‘dghlagnperA
piedades fisicas asociadas. Una de l§8 impu:ezaanegcqntrada§ §h

menudo en sistemas unidimensionales, es la de aniso:ropfa iénica ’

Este caso nesulté poder tfatarse, haciendo_usok@é la representa-
cién funcional.. La ecuacién_diferencial:resultgntexes la';lamaf
da ecuacidn de Hiil con 3 términos o ecuacién‘de«da;Whittaker.
Desafortunadamente la informacidn conocida de esta ecuacidn no
es tan completa como para la ecuacifn de Mathieu, a pesar cc que
pertenece a.la misma clase v solamentehse,presenta una«sglucién.

numérica aproximada de este problema 7 ,



El programa de este trabajo es el siguiente: En el pri
mer capitulo se recapitularin las ideas centrales y esenciales de
la teoria moderna de transiciones de fase., Se incluyella defini-
cibn de los exponentes criticos, cuyo cllculoc es el fin principal
de la T.M.F. El concepto de pardmetro dekordeh in@;odudido por -
Landau'y central en la descripcién de la fase ordenada. La teo-
ria del campo promedio, el modelo deﬁIsing, eécalamiento y la hi-
pétésis‘de universalidad para las transiciones de fase. Se inclu
ye también una discusién breve de las ideas b&sicas del Grupo de
Renormalizacibén. Todos estos tbpicos se presentan desde el punto
de vista del autor'y pueden tenerx espéculaciones aventuradas, por
tanto, se previéne‘al lector de este hecho.

Bl segundo cépitulé'esté concentrado exclusivamente en
sistemas unidimensionalés. La definicibn "experimental" de un -
sistema unidimensional es dada en la Seccifn 1. El teorema de -
Mermin v Wagner se presenta brevemente, asi como la discusibn -
heuristica de Landau. El método de la matriz de transferencia -
discreta para conectar con la solucién general de Stanley para -
el modelo vectorial cldsico.con n componentes en ausencia de un
campo magnd&tico y la generalizacidn a la matriz de transferencia
continua o representacién funcional de la funcién de particidn.

A continuacidn se presentan las soluciones mencionadas
anteriormente. En el caso del modelo x-y se emplea la repie»
sentacién angular. Esto permite conectar la teoria de gine-Gordon
con la regién de bajas temperaturas del modelo x-y en presencia
de un campo magnético aplicado. En el caso del modelo de Heisen-
berg, se utilizd la versidn cartesiana del modelo. El teorema de

Kack se presenta heuristicamente.



. Sobre. la base del teorema de Kac se. calculan exactamen-~

te, ‘tanto la funcidn de particidn como -la funcidn de correla-
cién ‘de espin-espin para el modelo X-Y. " Asimismo, se trata el
1imite de baja§ feﬁpératuraé”de1Vﬁéaéié)titen'preéenCia'de un
céh§o ﬁagnéﬁiégjapiié%&oiéﬁﬁédo5 151aﬁiéétﬁbpié’éféduéidé\pdrdx
un»iénVen‘léggéd., Esﬁé ?aso es de in£é£§§;Qn.léspéﬁtréboracig‘
nes de los resultados tedricos con losjgb;enidqsqexperimentél—

mente en CsNiF3._

En la secéién II—lO se obﬁiéhenias ﬁropiéd%&es;térﬁéagr
némicas del modelo de ﬁeisenberg bajq las’mism§s eondiciénes
fisicas que las tomadas para el modelo X-Y clésico. Los resul
tados agui con de naturaleza asintética. Finalmente .se presen

tan las conclusiones obtenidas a partir de este trabajo.



CAPITULO I

I.1 EXPONENTES CRITICOS:

En esta seccidn definiremos los objetivos principa-
les de la T.M.F. En la mayoria de 108 sistemas fisicos que
presentan transiciones de fase, cuando la temperatura T del
sistema es cercana a su valor critico, "TC", una o varias de
las propiedades fisicas del material tienen un comportamiento
andmalo. En el caso de un ferromagneto el calor especifico C
y la susceptibilidad magnética «, tienden a crecer r&pidamen

+
te cuando T ~» Tg.

La regifn critica queda definida por el intervalo de
temperaturas en el que el comportamiento de C y X comien-
zan a diverger bruscamente. La "rapidez" y forma de estas di-
vergencias es caracteristica de cada "clase" de sistemas fisi-
cos. Por ejemplo, en “He cerca)de T, el calor espgcifico

diverge logaritmicamente. En contraste en las transiciones li-

)"e.l

guido gas C 7 (T-T . Entonces, el fin o propdsito prin-

C .
cipal de la teoria de transiciones de fase, es la de explicar
el por qué de las divergencias y predecir con precisién la for
ma particular de las divergencias mismas.

En un matefial ferromagnético !° cuando T >> Tc -
los espines electrdnicos del sistema apuntan en direcciones -
completamente al azar. Al bajar la temperatura, el movimiento

de la red empieza a ser més lento v la energia de interaccidn

de intercambio entre los espines electrdnicos, comienza a ser



relevanteé. En la mayorfa de los sistemas magnéticos "ideales",
la interaccidn de intercambio es de corto alcance y la interac-
¢ibn dipolar es despreciable. Cuando T - T; el sistema co- -
mienza a estar cor rlacionado. La medida del ordenamiento en -
el sistema estd relacionado con la magnitud de la longitud de -
coherencia £, Cuando T =~ TZ regiones enteras del sistema co
mienzan a fluctuar de 4 a V. Un gfan nimero de espines veci-
nos tienden a apuntar en la misma direccién. En otras palabras
cuando el sistema estd cerca de su punto critico, tiende a com-
portarse preferencialmente de manera colectiva. £ mide la dis-
tancia de separacifn promedio para la cual dos espines apuntan -
en la misma direccifn. La temperatura critica T, estd caracte
rizada por & - =, La forma espedifica en que § > » a T es

c

también tipica de cada sistema y se puede escribir como:

E = & : (1}
en donde ¢ es la temperatura reducida definida por:

£ = ——O (2)

y Vv es el primer exponente criticc que definimos; v es igual
con 1 para el modeleo de Ising bidimensional, 0.638 + 0.002 pa-
ra el tridimensional 0.67 para el =x-y .en 3-dimensiones y 0.7
para el de Heisembery tridimensional.

La aescripcion completa del comportamiento termodiné-

mico de un sistema requiere exclusivamente del conocimiento de -
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la energia libre o de algfin otro de los potenciales termoding-
micos. Experimentalmenteﬁae encuentra qgue la descripcibn de -
las propiedades termodin&micas de un sistema en la vecindad -
del punto critico se pueden expresar como potencias de €. En-
un sistema magnético, la energia libre F es en general funcidn
de ¢, del campo magnético aplicadq H vy de la integral de in-
tercambio J. El comportamiento del calor especifico cuando -

T - Tc se encuentra ser:

(¢) ¢ T > T

c~ { (3)

cuando H = 0. Los exponentes criticos o y o' caracterizan el
comportamiento del calor especifico cerca de T,- La regibén cri

-t -l
tica es usualmente de 10 < g < 10 . Andlogamente la suscep-

(L8

tibilidad magnética con H - 0 se comporta como:

(e)™Y T > T . ‘

a0~ { (4)

(e)” Y T < T

Con interpretacionas andlogas para Y Y Y'.
Por otro lado, la magnetizacidén tiende a cero cuando T ~ T; -

1
como 2

M~ |el® (5)
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8  define otro exponente critico.
Cuando H # 0 la ecuacién de estado - g{M,H,T) = 0 se
puede representar cerca de T, en términos ‘de una- funcibn de es

calamiento £ . tal que:.
Mo~ felPoEmety 0 (e)

con el exponente critico A. La funcién £ se puede inferir ex-
perimentalmente y en algunos casos se puede calcular tebSricamen-
te.

Las cantidades (3), (4), (5) y (6) caracterizan el -
comportamiento macroscdpico del sistema y pueden ser obtenidas -
como derivadas de la energfa libre F(H,€,J) con respecto de H
Y 'T; | |

El comportamiento microscédpico del sistema se obtiene
a partir‘ae las funcionés de correiacién‘espin—eépin. -Estas mi-
den lé probabilidad de dado el espin S (0) en el ‘origen, encon-
traf el espin § (xr) en el punto r. La informacifn estd conte

nida en la funcidn de correlacién de dos puntos.
g, (0, £) =<S(0) + § (r)> - <S(0)><S(x)>  (7)

Experimentélmente se puede medir la transformada de -
Fourier ¢ (7) que est8 relacionado con el espectro de dispersifn
3
de neutrones. ’

El comportamiento de (7) estd dado usualmente como:
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|r = z'| 2-d-n  cuando |r -r'| + < a T
gzéﬁ‘-}'_f_i) x

-Tr~r'[/£

e T >T (8)

C

en donde n es otro exponente critico dificilnde medir experi-
mentalmente. 1 toma valores entre 0.03 y 0.l1. EL decaimien
to exponencial de 9, para T > TC " denota la falta de orden de
largo alcance.

El conjunto de exponentes criticos:
I' = {aro"'rYIY’ r BlVrAtT'Mr&r-*-r ! (9)

caracterizan completamente la regién critica de un sistema mag-
nético. El fin principal de la T.M.F. es el de calcular y pre-
decir sus valores de acuerdo con los resultados experimentales.
Por medio de las relaciones de escalamiento el nfimero de expo-
nentes criticos de 9 se reducen a 2. En las secciones subse- -
cuentes de este capitulo, trataremés de presentar de manera au-

tocontenida los avances y entendimientos presentes en la T.M.F.



I.2 PARAMETRO DE ORDEN *1

Una de las ideas mds fructiferas en la caracterizacibn
de una transicién\de fase es el concepto‘éelb“Parémetro de Or- -
den". Introducido por Landau en su teoria fenomenol6gica de tran
siciones de fase, se ha chvértido eﬁ ﬁnarparte esehcial en la =«
T.M.F. | | N

El parimetro de orden vy, puedé ser un eécalar, un -
vector o un tensor. Tiene la propiedad de que para T > T, es
idénﬁicamente cero. Para T < TC | es una funcidn continua de
las variables £ermodinémicas y tiende a cero monoténicamente -
cuando T ~» T;*. Las simetrias de la fase ofdeﬂada est8n repre-
sentadas pér las simetrias de [

En un sistema ferromagnéticé el parémetro‘de érden es-
ts dado por la magnetizacidn esponténea. Es una cantidad enrgew
neral vectorial y se‘denota por Y -+ M, Para un‘superfluido -
U > <¢> en dondév ¢ es la funcidn de onaa en el es;ado chdens§<
do. En un superconductor ¥ - A .con A = <$+ @+> el “gép" de
energia entre el estado normal y el superconductor. <¢> 'y A A<
no son cantidades medibles directamente perc A se puede infe-
rir de las medidas de calor especifico. Existen muchas étras -
transiciones de fase para las cuales se puede definir ¢ con -
las propiedades mencionadas arriba. €in embargo, en algunos ca

sos la definicidn de ¥ no es Gnica, ni bien caracterizada.

*
Al pasar por la lfnea de transicibn de primera especie ¥ pre-

senta un salto discontinuo, qgue se hace méds peqguefio al aproxi-

marnos a TC por debajo.



TEORTA DEL CAMPO PROMEDIO (T.C.P.):

La TCP es un nombre genérico que denota una serie de
aproximaciones destinadas a diferentes problemas que, sin embar
go, son asintéticamente equivalentes. En la descripci6n de la
transicidn liquido-gas, la TCP es la teorfa de Van Der Waals. -
Para un sistema magnético es la TCP de Weiss. En la teorfa de
superconductividad es la teorila de Ginsburg—Landau.

La ideg central en la TCP es la de reducir el nGmero
de grados de libertad. De un nfimero muy grande de particulas -
interactuantes, la descripcibn se sustituye por la de un conjun
to de particulas no interactuantes en presencia de un "campo -
promedio" producido por todas las particulas restantes del sis-
tema. Es claro que el rango de las interacciones en esta apro-
ximacidén son de largo alcance.

A pesarAde ser una aproximacidn cruda da resultados -
muy satisfactorios. Sin émbargo, muy cerca de T, falla cuan-
titativamente. A pesar de esto, la TCP debe considerarse como
una muy buena aproximacidn en la descripcifn "gruesa" del siste
ma. También da resultados razonables para transiciones de fase
de primera especie.

La idea b&sica en la TCP es suponer la analiticidad -

de la energia libre en la vecindad de T, como funcibn del pa-

ré@metro de orden. Para valores pequenos de Y cerca de Tc -

Landau supone *! |

Fle,p) = o () + a,(e)y? + oc3(z~:)1p‘* t oee. (10)
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En donde {a.} son funciones analfticas de ¢. Los
términos con potencias impares no aparecen por razones de sime
trfa. Si los coeficientes CGor Gg > 0 la gréficayde F vs. ¥
es una pardbola cbncava hacia arriba modificada por el término
v 81 oy <<l la modificacién de la pardbola es pequéﬁaAy -
el sistema sera débilmente'anarménicoa

El estado de equiiibrio termodinfmico estd dado por
el valor minimo de F = F{y¢}. Cuando Gyy Gz 7 0 el minimo -
es Gnico vy se localiza en % = 0. Esta configuracidn caracte-
riza la regién T > T, para la cual existe solamente la fase
degordenada.

Cuando Gy >0 y iy < 0 la gréfica F vs. U tie

ne dos minimos y un maximo. La altura de la barrera entre los

. Esta regidn carac=-

dos minimos depende de la razén =-|a,/a,
teriza la posibilidad de dos posibles fases correspondientes a
los dos valores de Y para los cuales F tiene un minimo. -
Esta regibfn corresponde a T < Tc;

En el caso de un sistema magnético Y - M. ‘Para -~

T < Tc M =0 cuando H = 0. Entonces Gopr O3 > 0. Por de-

bajo de T, M# 0 (H =0) vy existen dos posibilidades para

la magnetizacién + o +{. En este caso oy > 0 v < 0.

“3
De tal manera que (10) representa cualitativamente la exis-

tencia de las dos regiones T>T, v T« T, para los cuales

P

=0 vy = # 0 respectivamente.

min *min

La teorfa del campo promedio predice los exponentes
criticos errdneamente. Los valores son B /2, y = 1. Mien

= 1
. 3 f ]
tras que los valores experimentales son 6€L0,31, 0.36! -

Ygil.zz, 1.36].
J



- 16 -

Como se ve del argumento presentado arriba, la
no distingﬁe la dimensionalidad del sistema ni él niimero
componentes del parimetro de orden que son los elementos
ciales en la descripcidn de una transicibn de fase en la

F.

TCP
de
esen

T.M.
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EL MODELO DE ISING *%:

Una teoria a partir de primeros principios, debe de

contener dos elementos:

i)

ii)

La dind8mica microscépica del sistema, o en té&rminos téc
nicos, la Hamiltoniana que describe las interacciones -
entre los componentes del sistema. El andlisis puede -~
llevarse a cabo a nivel clésiéo 0 a nivel cudntico. ME&s
adelante veremos que uno de los resultados mis importan-
tes de la T.M.F. continuas, es la irrelevancia de los as
pectos clésicos o cul@nticos de la dinfmica microscdpica
para describir el comportamiento asintdtico del sistema

en la vecindad de TC°

Siendo un sistema de "muchos cuerpos" un anllisis esta-
distico de las propiedades microscSpicas del sistema de-
be resultar en la prediccifn de las propiedades observa
das experimentalmente. En equilibrio termodindmico, la
mecdnica estadistica a la Gibbs proporciona el marco -
tebrico necesario para llevar a cabo este f£in. El pro-
blema tebrico se reduce a la evaluacidn de la enerqia -
libre a través del conocimiento de la funcidn de parti-
cidn 2z dada la Hamiltoniana H como funcidn de las -
variables estadisticas {a}! la funcibn de particién es

t8 definida como:

-

Z({x}) = t, B Ulolx)t, {xi} (1)
{oa(x)}

En donde 1x} es el conjunto de constantes de aco-



plamiento en la Hamiltoniana. En el caso de un sistema magnéti
co ideal {x} ={1, J, H,...} con T 1la temperatura, J la in
tegral de intercambio, y H el campo magnético externo. T de
nota de manera genérica, el promedio estadistico. Puede repre-
sentar la suma sobre todos los valores descritos de {u(E)}, in
tegracifén sobre los valores continuos de {o(x)}, o la traza en
el sentido de la teorfa de matrices. {r} denota los puntos en
la red cristalina o una funcién vectorial continua para modelos

_continuos. A partir de ahora usaremos cantidades reducidags adi-

mensionales definidas por:
X/T = Xr {(12)

con la constante de Boltzman X = 1.

Ambos problemas 1) y 1i) por separado, son en gene
ral muy dificiles de resolver. Cuando se atacan rigurcsamente -
aunados, el problema es en principio, y en prédctica, imposible
de tratarse. Al menos una generacidn de fisicos interesados en
este problemé, dedicaron sué esfuerzos en esta diréccién‘y llega
ron a la conclusifn de gque es mejor poponer modelos solubles pa-
ra aprender y entender las caracteristicas esenciales del proble
ma, a pesar de la aparente irracionalidad fisica de loz modelos
en si.

Los primeros intentos en esta direccidén recibieron mu

1

¢ . 3
chas criticas% sin embargo, mucho se ha aprendidc con esta filc

soffa vy la T.M.F. estd enteramente basada en ella.
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La era moderna de la T.M.F. se .inicié prédcticamente
con la solucibén de Onsager al modelo de Ising bidimensional.
Su solucidn se considera como uno de los cdlcu.us més intrin-
cados y monumentales llevados a ~abo en la Fisica.

El modelo sugerido por Lenz y llamado de Ising esta

definido por la Hamiltoniana:}

- Hp =) Jooj oyt E ooy (13)

En donde h es el campo magnetico reducido,

Los "espines" g5 pueden adquirir Gnicamente dos va
lores + 1. El modelo es altamente anisotrdpico., En la Sec-
cibn I.6, discutiremos una Hamiltoniana més general de la que
{13} es un caso particular. A pesar de parecer un sistema -
altamente idealizado, resolverlo es no-trivial y se encuentran
experimentzlmente sistemas fisicos que se pueden describir porxr
él.

La solucién de Onsager da para la energia libre el -

resultado (h=0).
Fleg) = Fo + ae + be*ine + ... | (14)

FO es una constante independiente de ¢ asi como -
a v b. EIL resultado (14) es de importancia ya que contradi
ce la hipbtesis bdsica de la T.C.P. Esto es, cerca de T, la

energfa libre no es una funcidn analitica de ¢. El calor es-

pecifico en lugar de tener una discontinuidad finita como pre=-

dice TCP tiene una divergencia logaritmica. Los resultados
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experimentales se encuentran mds cerca de los predichos por On-
sager gue por la TCP.t1 Entonces, a pesar de la simplicidad con-
ceptual del modelo de Ising, la informacidn que se extrae de 81
es de gran relevancia. El modelo de Ising bidimensional ha si-
so estudiado extensivamente.qq La rigqueza que este modelo encie-
rra, ha resultado ser de gran ayuda en el desarrollo de la TMF.
A tal punto gue si aparece una idea; concepto o técnica de - -
aproximacidn novedoso, si falla al aplicarse al modelo de Ising
se espera que falle en general,

Los valores de los exponentes criticos predicho para

el modelo de Ising son:

d=2, v=1, a =+ 0, g =0.125, vy =1.75, ¢ = 15.04 + 0.07,

0.25

=
]

d = 3, QzU.Ol3iO.Ol,B=0,312+0.002,Y31.25i0.0026xS.OiG.OS -
v = 0.638 + 0.002

-0.001

gque pueden compararse con los dados para la TCP de la seccibn -

anterior.
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I. 5 ESCALAMIENTO ("SCALING"):

La medida de los exponentes criticos es una labor
complicada que requiere de gran ingenio y cuidado. Usualmen
te, para una sustancia dada, s6lo se pueden medir uno o dos
de los exponentes criticos. La definicién unfivoca de la re-
gibn ¢ritica para dos exponentes criticos de una misma subs-
tancia en ocasiones no coinciden exactamente.

Un gran avance se logrd con la hipb6tesis de "esca

"

lamiento" e". La primera formulacidn concreta de esta idea

fue presentada por Widom '“.  Aproximadamente al mismo tiem-
po esta idea fue pfokaesta con argumentos distintos y ébmple—
la’

18 17

mentarios por !adanoff Patashinskii y Fisher .

"e" reduce el nmero de'exbonentesvcrﬁicbs (usual-
mente 9) a solamente 2 por medio de relaciones entre - -
ellos. De tal manera que al medir dos de los exponentes cri-
ticos, los dem&s quedan automi&ticamente determinados. “e" ha
sido comprobada experimentalmente.con un alto grado de preci-
si6n)® Anterior al advenimiento del Grdpo'de Renormalizacidn -
(G R) todas las demostraciones te6ricas estaban basadas en ar
gumentos;de plausibilidad fendmenolégicos o heuristicos. "e"
"es una de las piedras angulares de la T.M.F.

Pcr medio de argumentos puramente termodindmicos, se

pueden obtener algunas desigualdades entre los exponentes cri-

ticos. Por ejemplo, para un punto critico sim&trico, Roshbrook

i3
obtuvo:
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o' + 28 + y' 2 2 (15)

sobre la base de "e" (15) resulta ser estrictamente una -
igualdad. Existen varias igualdades predichas por "e" (ver
13,18 ). En esta seccibn, presentaremos a grandes razgos la
deduccidbn de la igualdad en base a la hipbtesis de homogenei-
dad para los potenciales termodinémicos propuesto por Widom.
La "demostracifén" de esta hipStesis,mé&s la correspondiente pa
ra las funciones de correlacifn fue presentada por Kadanoff,
basada en su construccién de "bloques de espiu", gue resulta
ser la idea bdsica en el Grupo de Renormalizacidn.
Dado el potencial termodin&mico ¢ como funcibn de
e y H, Widom propone que cerca de T, (e »0) ¢ se puede

escribir como:
¢ (Er H) = ¢'r(€) + (bs(E:H) (15')

en donde ¢, es la parte regular de ¢, funcidn exclusivamen-

te de la temperatura reducida €. O es la parte singular de

s
¢ de donde se extrae todo el comportamiento critico de ¢. -
Widom propone que ¢, es una funcibén homogénea generalizada -

que satisface cerca de Tc

botes W) = el ™ g, @/iel®) (16)

g es una funcibn continua diferenciable de su argumen



to. + representa T > TC o Tu< Tc‘ respectivamente. Deri-
vando (16) dos veces con respecto de T, vy tomando H = 0,

encontramos el calor especifico.

~ . Ta : S . , Y
C, ™ el 7 g, (0) P CHLT)

La magnetizacibn es proporcional a la primera deriva

da de ¢ -~con respecto de H. La parte singular da:

m_ o~ —]siz -o-b

5 gl (m/]e|®y o . (18)

De donde se demuestra:

B 4+ o + A

i

2 o {139)

La susceptibilidad « - es proporcional a la derivada
de m con respecto de H, de donde:
2"‘05"' 2h

k.~ -lel

. gt /el (20)

con lo cual -

i

2+ v =20 + q (21)
De (19) vy (21) resulta la igualdad en (15). Ar
gumentos mds complicados se emplean para demostras otras igual

dades entre exponentes criticos, pero ninguno a este nivel es
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riguroso. Dado que "e se ha confirmado experimentalmente2
una teorié de transiciones de fase, debe de predecir "e" y
sus correcciones. Esto Gltimo se ha logrado sobre la base =~
del grupo de Renormalizacidn propuesto por Wilson y extendido

y reinterpretado por Wegner.



I.6. HIPOTESIS DE UNIVERSALIDAD:

En ld teorfa deé gases reales las propiedades termodi-
ndmicas de por ejemplo Xar Ne’ Hé 'y ern ‘se pueden expresar
como funciones universales de dos pardmetros; la temperatura re
ducida T* = T/¢, en donde =« es la profundiad del pozo atrac
tivo en el potencial de interaccién interatémico, y el volumen
reducido v* = V/N r. ¢ con N el nﬁmero de particulas, T el
radio atbémico v V el volumen atémico total promedio. De tal
manera que diferentes gases pueden ser ordenados en clases dis-
tintas por las mismas funciones universales. Este resultado se
le conoce como la "ley de estados correspondientes". 8i los ga
ses pevcunecen a la misma clase, s6lo se necesitan conocer las
p-opiedades de uno de ellos para inferir la de los otros. Esta
idea de "universalidad" ha sido wutilizada en diferentes formas-
desde el siglo pasado.

En la T.M.F. se puede invocar un razonamiento andlogo.
En este caso la definicién y caracterizacién de las diferentes -
"clases" de "universalidad' resulta ser menos obvia. La hipbte-
"sis de universalidad "U" es otra de las piedras angulares en -
la T.M.F. y fue propuesta independiente y casi simult&neamente -
por Kadanoff '® vy - Griffiths 2° .

A continuacifn trataremos con mis detalle el significa
do de "U". En mecdnica estadistica, el ingrediente esencial pa
ra calcular 2 es la Hamiltoniana H asociada con el problema

fisico dado. H puede ser cl8sico o cudntico. En general H ge

puede expresar COmMO:
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B=- 1R e 0l . 0L (22)
Con ¢n los operadores estadisticos que caracterizan
el comportamiento microscédpico del sistema, pueden ser clidsicos
o cudnticos. n denota el nfimero de componentes de ¢n’ En el
caso cuéntico, el conjunto {@n} tienen propiedades de conmuta
cibn pien definidas y se especifican para cada caso. Por ejem-
plo, en el caso de un sistema con fermiones ¢n tiene dos compo

nentes @l ="y Y ¢2 = w+ con
Lw(§>. oY) } =168k - xb) C(23)
+

W+ es el operador de creacifn de un fermién en el pun
to X y w(%l) lo destruye en x!. En el caso clésico ¢ son
"c"  nlmeros. {xi} es el conjunto de constantes -ermodinimi-
cas de acoplamiento. x es el vector de posicibn con dimensién
d.

ﬂ\ es en general una funci6n continua de los operado
res y los campos y debe de ser deducida o propuesta sobre la ba-

se de argumentos fisicos. La mayoria de los c8lculos llevados a

cabo en la T.M.F. han estado basados en la funcién ch\ dada por

a\(\\(wn(xx)}, {x, ) =20 T e ) ¢ (xY) + 4, %r{ e o (R)+..,

X=X

(24)

con la distancia de separacidn

1% - %=1 (25)



o > » “ .
en €s un vector unitario en la direccién n. Para -

sistemas magnéticos Al es J vy AZ = H ., Sobre la base de
un gran nlmero de cdliculos, se ha encontrado“hue el comporta- -~
miento critico descrito por (24) depende exclusivamente de -
los pardmetros n y d. Esto es, la estructura interna de la
red cristalina ({(cGbica, romboidal, poligonal) es irrelevante.

Bl carécter clésico o cuéntico de loé’operadores no cambia el -
valor de los exponentes criticos. Estos resultados expresados
formalmente constituyen la hipbtesis de universalidad.

Valores distintos de n, para una misma dimensién d
definen sistemas y modelos fisicos diferentes. Para n = 1 (24)
corresponde al modelo de Ising del que ya se habld en la seccidn
I-4. El modelo de Ising no presenta transicidn de fase para una
dimensién, pero si en dos y tres dimensiones.

El n =2 es el modelo x-y o planar. Este tiene si
metria rotacional circular continua y no presenta orden de  largo
alcance para d = 1,2, n = 3 es conocido como el modelo de =
Heisenberg, que posee simetria rotacional esférica continua.

El modelo de Ising describe el comportamiento fisico de
aleaciones binarias, transicidn liquido~gas, sistemas magnéticos
anisotrdpicos y se ha encontrado recientemente de utilidad, asi
mismo, en Teorfa Cudntica de Campo TCCBé El modelo x=-y describe
el comportamiento de “He superfluido y sistemas magnéticos, tam
bién se han encontrado conexiones entre el sistema vectorial vy
teorias de norma en d = 4f} El limite cuando n - » coincide -

con el ilodelo egférico de Berlin~Kac.



La hamiltoniana dada en la ecuacifn (24) representa
un modelo en el cual la dindmica microscbpica del sistema ha si
do "promediada". Esto es, la interaccidn electrén-electrén, -
electron~fonén, la estructura de bandas y otras interacciones
presentes en un sistema magnético estédn "escondidas" en (24).
Los resultados obtenidos bajo esta suposicién han mostrado&%ue
el incluir estas interacciones expli£icitamente, es irrelevante
en la regidn critica. La T.M.F. postula que las divergencias
en las propiedades termodindmicas estd enteramente relacionada

a las fluctuaciones en el parémetro de oxden cerca de T, v re

presentadas por el hecho de que ¢ + « cuando ¢ -+ 0.
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1.7 GRUPQ DE RENORMALIZACION 21,

ZQuién no se ha preguntado alguna vez, al ver hervir -
agua por ejemplo, cudl serd el comportamiento microscbdpico de -
los atomos que la forman, tal cque la hacen evaporarse? Cambios
o transicilones de fase aparecen en tantas vy tan variadas formas
en la naturaleza, que por si mismos han pasado a formar un cam-
po independiente de investigacibn en la fisica.

Una de las caracteristicas esenciales de la fisica es
gque es una ciencia cuantitativa. La definicifn de escalas de -
medida es entonces de importancia primera. Tenemos escalas de
medida bien determinadas para distancias, tiempo y masa y como
unidad derivada la energia. La mayoria de los problemas trata-
dos en la fisica desde astrofisica, hasta fisica atémica, tienen
la caracteristica de que estdn definidos para un rango determina
do en las magnitudes de las escalas de medida. Esto es, por =~
ejemplo, en astrofisica es irrelévante considerar magnitudes de
importancia a nivel atfmico, en estado sflido variaciones a ni-
vel nuclear son despreciados y por cierto que los resultados -
son més que satisfactorios.

iCudl es el elemento comfin en la mayoria de estas teo-
rias? Una de las ideas mds importantes ha sido la idea del cam-
po promedio, tambi&n conocida como aproximacidén de Hartree, Har-
tree~Fock, Cuasi~Gaussiana o aproximacién de la fase estocédstica
por mencionar algunas. El elemento comln en todas estas aproxi-
maciones es el de reducir un problema de muchos cuerpos y un nid
mero grande o muy grande de grados de libertad esencialmente al
problema con un grado de libertad. Asi mismo, la aproximacibén =

se aplica a una escala dada. Lo mejor de esta aproximacién, es



que cuando_se puede aplicar los resultados son excelentes. De
bemos preveer al lector en el sentido de gque la aplicacién de
eStevprocedimiento, en muchos casos dista de ser trivial, aln
cuando la filosofia general sea fécii_de presentar.

¢Pero qué sucede cuando tenemos una transicidn de fa
se, un campo cudntico o turbulencia?. En este caso resﬁlta -
gue todas ias escalas en el problema son relevantes. El compor
tamiento del sistema visto a 10—8 cms. tiene influencia en el
comportamiento del sistema a 10_7 cns., el de 10“7 cms., en el
de lb-b cms. vy asf hasta ~ 1 cms. De tal manera que todas -
las escalas del sistema parecen estar "tejidas" en su comporta
miento. Resulta entonces que este problema posee un niimero in
finito de grados de libertad qgue no se pueden reducir por el -
método de la TCP. En el caso de las transiciones de fase, exis
te como distancia fundamental el espaciamiento de la red cris-
talina. En turbulencia se espera que exista una distancia fun-
damental asi mismo. Sin embargo, en TCC no existe una distan-
cia fundamental y la mayorfa de las divergencias que aparecen -
estén asociadas con este hecho. ’

En los {iltimos 5 afios ha surgido un esquema en la teo
ria de fenfmenos criticos, gue pretende resolver este tipo de -
problenas. El trabajo fundamental de Wilson con su "Grupo de -

1

Renormalizacidn basado en las ideas intuitivas de Kadanoff ha
venido a unificar y en cierto sentido culminar un perfcdo de -
més de 10 afios con lo que se conoce como la T.M.F. La idea cen

tral del G-R es la de tratar individualmente cada una de las es

calas relevantes por separado, y resolver el problema para cada

una hasta llegar al punto en donde el comportamiento del siste-



ma es independiente del camblo de escala. En términos técnicos
esto se logra al alcanzar un punto fijo (mds detalles serén da-
dos a continuacidn). El1 G-R es esencialmente un algoritmo pa
ra tratar problemas con”un’nﬁmero infinito de grados de liber-
tad. En la mayoria de los casos es un procedimiento‘aproximado
que requiere de gran ingenio. La ﬁltimavpalabra,de los alcan-
ces del G-R no se ha dicho, pero es evidente gue representa -
una contribucién importante a la Fisica en general. Las aplica
ciones del G~-R no se han restringido exclusivamente a la teo-
ria de fenbmenos criticos, trabajos en la direccibn de turbulen
cia y teorias de campo cudntico con invariancias de norma loca—
les v globales han sido desarrollados sobre la base del G-R -
asi como la solucidbén del problema de Kondo por Wilson mismo.

A continuacidn presentamos las ideas principales del
G-R. Antes de comenzar vemos que una teorfa de fendmenos criti

cos debe de predecir escalamiento y universalidad, asi como los

valores de los exponentes criticos. Asi mismo, debe de ser ca-

"

paz de encontrar las limitaciones y correcciones a ‘“e voa -

" H%

u". E1 G=R da respuesta a todos estas prequntas;

El primer paso en 21 programa del G~R eg el de, dado

un sistema fisico con un nfimerc N de grados de libertad "su-

"

mar" parcialmente sobre N'(< N) de los crados de libertad, -~

¢
tal que si la Hamiltoniana original es K por medio de la

R
v >

O :
operacidn © ﬁ." obtenemos:

~ ) { ‘
&K ?{N({}\l}) 2%'1\3__1\71 ({ At (26}

i
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Para mantener la "densidad" de las variables termodi-
nénmicas, debemos de reescalar las dimensiones en nuestro siste-
ma por X + x' = x69 en donde 6 es la magnitud del reescala
miento (> 1) y d es la dimensionalidad del sistema. Eh -
(26) escribimos explicitamente el hecho de que al sumar sobre
N' de los grados de libertad, las constantes de acoplamiento
cambian. Esta es una de las caracteristicas esenciales del gru
po de Renormalizacidn. Debemos de conservar la informacidén fi-
sica contenida en 3{_ e Esto se garantiza exigiendo que las -

funciones de particidn correspondientes, sean iguales, esto es:

N &Klﬁ ({Ai})J = Zy-n {3{§_N, {Ai}} (27)

Las energias libres correspondientes por medio de un-

andlisis dimensional, estdn relacionados como:

. Wy d 7 AW U
o W 0] = o me [ 041 (28)

La operacidn @{ 'se puede aplicar de nuevo, una vez

qué se ha obtenido 2 para obtener y asi se -

“N-N'-N"

continua el proceso hasta que se llega a un punto fijo para la

N-N""

Hamiltoniana resultante. El punto fijo queda determinado por -

la ecuacién:

6L ?( *(rf) o= R *inx) (29)



-
Esto es, cuando aplicar @{ a %3 no cambia ni las
caracteristicas ni las constantes de acoplamiento de ella. Es-.
te punto fue identificadc por Wilson como representativo del =
punto critico en una transicidén de fase. Sobre ia base de (2?}
(28) y {(29) se puede probar la validez de las hipStesis de es-—
calamiento "e", universalidad "U" v da valores para los ex-
ponentes criticos de acuerdo con los resultados experimentales
con una precisidn hasta ahora de 5%. El lector interesado se

le recomienda dirigirse al artficulo de Wilson y Kogout para més

detalles 2! .



CAPITULO I1I

IT.1 SISTEMAS MAGRETICOS UNIDIMENSIONALES:

A pesar de que la mayoria de las sustancias en la natu
raleza son tridimensionales se pueden encontrar materiales en -
los cuales el comportamiento de algunas de sus propiedades fisi-
cas es esencialmente uno o dos dimensional. En ahos recientes ~
la bisqueda y estudio de estas sustancias se ha intensificado °°
Por cierto que, en muchos casos, es mids facil encontrar sistemas
que se comportan como 1 6 2 dimensionales que tridimensionales *°.

La existencia de sistemas magnéticos con geometrias -
restringidas estéd relacionado esencialmente a la anisotropia de
la interacci6n de intercambio. Para un sistema de espines en .au

sencia de un campo magnético, la Hamiltoniana modelo se puede es

cribir como:

- ey e TL
—t&ﬁz z Fix-x") s¥ g% 4 £(y=-v") s¥ g¥' 4
<ij> 13 1 7]
Py Pt
+ £(z-z') s? s;? (1)

f(x), £{y) vy £(z) son las constantes de acoplamien-
to reducidas dadas por las integrales de intercambio en las direc

~ |£_ | el com

ciones (x,y,z) respectivamente. Si |f .

portamiento del sistema es tridimensional. Cuando = = = = =
- }fy{ > [£,| el acoplamiento en la direccibn 2 es débil
y por tanto dominante en el plano x-y. En este caso el sistema



se comporta como bidimensional., Claramente cuando - - -~ =~

| £ ~ €| <<|f_| el sistema es unidimensional en sus propie
y ! z e

dades magnéticas. Lste argumento es vdlido para una temperatu

"

ra dada ya que {f} son funciones de la temperatura. Esto es,
s5i el sistema tiene un acoplamiento d&bil en la direccién 7,
las superficies bidimensionales son, a primer orden, no inter-
actuantes. Al variar la temperatura la interaccién de inter-
cambio en la direccidn Z aumenta yVel sistema pasa de bidi-
mensional a tridimensional en su comportamiento. Este fendme-
no gse le conoce como de "cruzamiento" {cross over") y cerca de
Tc {(3~d} se pueden definir exponentes criticos y funciones de
escalamiento gue caracterizan este hecho. Aquil nos restringi-
remos a la regidn de temperaturas bajas en el que el carécter
unidimensional del sistema se encuentfa bien definido.

Sistemas magnéticos que satisfacen esta condicidn -
son Co C12 - 2N Cg Hg, TMMC y CsNiF3*. Esto filtimo compues-
to presenta interacciones ferromagnéticas a lo largo de las ca
denas unidimensionales e interaccibén antiferromagnética entre
cadenas. Usualmente [f_ 10% ~ £, = lfzﬁ para’ temperatu-
ras del orden de algunos grados Kelvin.

La mayoria de las cadenas unidimensionales encontra-
das hasta ahora, son de cardcter antiferromagnético. Esto es

debido a gue es m&s fdcil encontrar antiferromagnetismo en la

naturaleza gue, "ferromagnetismo".

* ) .

El primero corresponde a n=1, el segundo a n=3 antiferro
magnético y el Gltimo de interés en este trabajo n=2 ferro-

magnético.
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La situacibn desde el punto de vista experimental, es
la siguiente: a temperaturas muy altas, la ley de Curie-Weiss
para la susceptibilidad es v&lida (¥ ~ 1/T). En el caso de =
CsﬁiF3‘ esta regidn estd dada para _ > lOOQK.‘ Para bajas tem-
peraturas 2.8°K < 100°K el sistema se comporta con un alto gra
do de precisidn como unidimensional ®°* . Para temperaturas del
orden de T< 2.8°K el sistema preseﬁta una transicidén de fase -
de cardcter tridimensional. Esto se debe a que alrededor de es
tas temperaturas, las interacciones dentro de las cadenas se =--
vuelven del orden de las interacciones entre las cadenas, dando
como resultado correlaciones de largo alcance de tipo tridimen-
sional. La regién en donde el ordenamiento de corto alcance -
(sin transicidn de fase) es esencialmente de naturaleza unidi-
mensional es mayor para sistemas con simetrias continuas, que en

el caso de sistemas anisotrdpicos. Esto los hace iddneos desde

el punto de vista experimental.

IT1.2 TEOREMA DE MERMIN-WAGNER:

Quizi la caracteristica mis sobresaliente de los sis-
temas unidimensionales, desde el punto de vista de fendmenos cri
ticos, es su inhabilidad de presentar orden de largo alcance a
temperaturas finitas. Esto ocurre para sistemas con interaccio-
nes de corto alcance. Este resultado fue probado rigurosamente
por Mermin y Wagher 22 . Antes de presentar los elementos de la de
mostracidn, presentaremos brevemente el argumento dado por Lan-

dau '! ya que es més intuitivo fisicamente.



Imaginemos un sistema de espines unidimensional a tem
peratura T # 0 vy con interacciones de corto alcance. Suponga
mos gue el sistema se encuentra inicialmente ordenado, esto es,
todos los espines orientados andlogamente. La énergia libre F

del sistema estd dado por:

P=0y-TS (2)

El sistema tiene N espines. Invirtamos n de los
espines en direccibn exactamente contraria a la anterior. El -
cambio en la energia libre tendr& dos partes AU y TAS. Ya
que las interacciones son de corto alcance, AU no depende de
N. El cambio en la entropia S estd representado por AS =
=¢n N dado que podemos escoger n de N maneras diferentes.
Entonces, para T ¥ 0 podemos escoger N tan grande como que
ramos, de tal manera que AF < (; bajo estas condiciones el -
sistema es inestable y por tanto el sistema ordenado no puede
existir, Este argumento estd basado en la suposicibn de que -
las interacciones son de corxto alcance. Cuando se permiten in-
teracciones de largo alcance, AU puede depender de N y por -
tanto invertir AF > 0 para T # 0.

El teorema de !M=-W estd basado en la llamada desigual
dad de Bogoliubov (D-B) *! . La D-B fue usada primero por -
Hohemberg para probar la no existencia del condensado superflui-
do en "He para sistemas 1 y 2-dimensionales. La mayor parte
de las demostraciones y conjeturas acerca de la no existencia de
un parémetro de oxden en 1 y 2~dimensiones para sistemas con si-

metrias continuas estdn basados en la D-B, por lo gue la presen-



taremos aqui brevemente aplicada a los problemas de interés en -
este trabajo.

El promedio termodindmico de cualquier matriz A defi

nida en el espacio de Hilbert finito, H, estd dado por (3 > 0)

if

i

<A> = tr [A exp - 8?% j /tr e {3)

en donde la matriz Hamiltoniana estd definida en H vy satisface

AR . . .
- :5&\ . Para cualquier otra matriz CeH se satisface.

%‘»6<AA++A+A><1zc,r'§j\‘],c+j>,>_|< ‘{C, A1>12 (4)
en donde los paréntesis denotan los conmutadores en mecdnica cuén
tica o los paréntesis de Poisson en mecénica clésica. La demos-
tracidn de Bogoliuvov vy sus modificaciones estédn basadas sdlida~-
mente en el formalismo de la M.C. EIl limite clésico de (4) se
puede obtener tomando HA » O. Sih_embargo, el procedimiento no
es claro y es conveniente tener una derivacifn puramente clésica.

El equivalente clésico de (4) es:

{ 1 1
5 < |al? > <{C,§C*, s } = > > | < Ic, A

P-P-"P-P- Jpcp.

en donde A y C son variables dindmicas funciones de los momen

tos y coordenadas generalizadas X, = (qi, pi) y los paréntesis

de Poisson se escriben como °°

(A, c} _ 3A k2 3C_ (6)
K 2
%
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k2
en donde ¢ es. la matriz simpléctica. La validez de (5) -

presupone que las funciones A y C son peribdicas y por tan-

to, las correcciones superficiales se anulan idénticamente *°?
Definiendo:
iker
S(x) = Je (),
K
J(r) = te J (k) (7)
L3
y la Hamiltoniana ﬁ}? dada por
i I, 3 S
- N = . S(r) S(x'y + 7 h + S(n) (8)
r,r - - bt bt —
- S
con
Jsi |r-r'| <M
Jlg-x') = o
0 gi |r-r'| > M (9

y tomando A =5, (k) y C=35_ (k).

Haciendo uso de (5), (6), (7) y (8) para n > 2

se obtiene

r -1

3 3
1> a7 ot <Zk>d {kz (2 iz-x'|® J(z-r') 4 [hyim]
i

En donde la magnetizacidn se definié como:

m= } < Sz (r) > | (11)

4

(i)
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La desigualdad (10) implica gue ﬁfh) + 0 cuando
h >0 :para d=1,2 y n > 2. Este resultado es riguroso.
Expresado en el lenguage ue TCC Coleman demostrd que no exis:
ten Bosones de éél&stdh’baia;sistemaé'con4simétriaé continuas
en 1+1 “&imeﬁéiohéé.'"EStéfféSuitado anula la posibiiidéd'dev
tener una transicibn de fase con orden de largo alcance, Sin
embargo no niega la posibilidad de tener otro £ipo de transi-
ciones de fase en los que no se pueda definir un pardmetro de
orden, pero que alﬁﬁha de las variables termodindmicas se vuel
va‘"Critiéa“dpafa un Valor finito de la temperatura. Esto su-

cede en particular para el modelo x-y en dos dimensiones ° .

II.3 FEL MODELO VECTORIAL CLASICO:

La aparicibn de la magnetizacidn esponténea en mate-
riales:ferromagnéticos para<temperaturas T = Tc es de natura
leza colectiva de largo alcance. La interaccién de intercam-
bic es la %eépoﬁégblé'de:éliheamiénto preferencial de los espi
nes electrdnicos. Para un sistema magnético con particulas con
nlmero cudntico de espin "S8" vy operadores de espin T la Ha-

miltoniana m&s simple, no trivial, gue se puede construir pre-

servando la antisimetria de la funcibén de onda es:

>
+ 3

- oot "Z" e ay 22 .Z S S :
H o= 3 i,7 £{i-9) ti tj + lkl ti (12)

A

en donde los operadores de espin normalizados:"gﬁnsé'han defini

do igual con:
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mipf—l& o
LR

HY

(13)

La Hamiltoniana (12) se le conoce como la de Heinsen

berg cudntica. La funcifn de particibn asociada con (12) es:
. exp - H . (14)

En este caso el simbolo traza se evalla con respecto
al producto directo de los eigenvectores It§> definidos en ca

da punto i" de la red.
Cuando el valor del nlimero cuédntico de espin S =+
(usualmente para S > 1) se puede demostrar que '’

lim 2z (h,8,N) = (2m)7"

Z (h,N) - (15)
S+ & o

en donde Z(h,N) es la funcibn de particifn "clisica" definida

por:
> ) ‘ - 3 . '
Z2(h,N) = [fg dSi}-eXp ~{v{vlsij , o . {16)
N : -
con los vectores de "espin clésicos" ]SiI = 1, vy la Hamilto-

niana del modelo vectorial clésico definida como:

- T?f[gil =+ ) f-n s s w8 (17)
1.3 i i
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"o.on

El superindice n representa. el nlimero de componen

\;gggéel ye§;9x; g.,_Parg .n=1,2,3 Aelfmgdéio descrito por (17)
se.conoce como. el modelo de ﬂelsenberg CléSLCo. ‘Para valores ar
‘ blﬁ;gg%ps de  na£( o) es conoc1do como el modelo de Stanley. .
‘A pesar de la aparente 1rrealldad de':(l?), sobre ia‘
base de un gran querofde cdlculos, se ha encontrado que (12)
y (17) poseen asinﬁétiéamente. (T(N.TC);Zflasvmismas propieda-
~des criticas.  Esto es,nlfcarécter cuéntico 0 clésico de la Ha-
}mlltonlana no 1Lecta los Valores de’ los exponentes CrlthOS. Es
gtg se j i?3’,AH¢¢car desde el punto de v1sta fisico de la 51guien

termanera:

l elemento esen01al del comportamlento CrlthO de un
sisﬁema;es su pgturalgzafde largo alcance. Las fluctua01ones en
lalmggne§izaci§§ sén“dé‘ibhgitudes de onda largas;‘éél‘Qué élung
‘mero dgﬁegpipeg@gntgnidos en una regibn de orientacién aniloga -
es muy grande. Por esto lasqﬁodificaciéhés'de los resultados de
bidos a efectos cudnticos son esencialmente nulos. Desde luego
que, . (27)‘ imita el comportamlento de (12) para longltudes de
onda grandes pero el comportamiento a longitudes de onda pequéﬁos
debe ser cualitativamente diferente.

Experimentalmente{los modelos clésipos'son repfesentati
vos para Valoxes_@el espin mayor que 5/2. Sin embargo,ven casos
como el de CsNi?é (de espin 1qual COIll) élAmodelo X-y clé81
co-representa satlsfactcrlamente los resultados experlmentales -

afin lejos del punto critico.
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I1.4 MATRIZ DE TRANSFERENCIA:

Una de las té&cnicas mds Gtiles para evaluar la funcién
de particién Z es por medioc de la "Matriz de Transferencia® -
(M.T.). Propuesta por Kramers y Wannier, Montroll Yy Lasetree Y

23 en 1941, ha sido extendida y aplicada a un gran nfimero

Howe
de problemas. Lars Onsager la utiiizd para obtener su solucién
famosa al modelo 2-d de Ising. |

La técnica de la M.T. se aplica asistemas clisicos con
interacciones de corto alcance en al menos una direccién. Imagi
nemos gue nuestro sistema tridimensianal lo dividimos en superfi
cies bidimensionales con interacciones de corto alcanée entre -
sif. Claramente, dado>que la interacciﬁn entre superficies es de
corto alcance si eliminamos una de las superfiéies, el sistema

guedard dividido en dos partes no interactuantes entre si. La -

Hamiltoniana se puede escribir como:

/4“, . - 5
- }%‘= Yoeli,dil) + ] e' (i) (18)
i V 1
En donde i denota la superficie i-&sima. ¢ da la -
energia de interaccibén entre superficies vecinas y e' la ener
gia por superficie. La funcibn de particifn gueda dada poxr:
N

Z(N) = tr I
i=1

Qi A1) + €' () (19)

Definendo la matriz de transferencia T por:



e s
‘T es en general una matriz simétrica nxn.. Entonces
el producto sobre i en (6) coincide con la multiplicacién -

matricial de las &iferentes T'g queaéndo;A
Z(§) = tr ()N R Co(21)

VfDeSdebluegc para llegar a (21) de (19) hemos im-
P@esﬁbycohdicionéssdé;ffdntéra ?eriédicas. Esto es, la primera
y la ﬁltima superficie coincidenf‘ La traza en (21) es inde-
péndiénte dé ;a :epreséntaéidn de T y por tanto, podeméé supo
ner queM>T \ﬁiené su repfesentaciép d;agonal;de donde

o - \ -

Z(N) = ) () (22)
con :{ii} los eiéénvalores‘de T. La energia libre correspon-
diente se calcula en el lfmite cuando N + «© (el limite termo-
dinémicb)

lim
N+

; .

il

AT

w0 Z(N) | | (23)

En este limite de contribuci6n méxima proﬁehdré del -

eigenvalor mdximo de T, entonces:

in Amax (24)

o

~BF



Tomar el limite termodin&mico es necesario, ya que co
mo demostré Van Hove, esperamos encontrar comportamlento no ana
litico de F o sus derlvadas sélc en el limite en que la suma .
sobre estados puede volverse no acotada por arriba.

El resultado (24) es muy poderoso y de gan utilidad
va gue la dificil evaluacibn de F se reduce a la diagonaliza-
clén de T para encontrar su eigenvalor max1mo. En muchos ca-
sos esta diagonalizacidn no es posible cuando T no es simétri
ca, como ocurre cuando los sistemas de espin tienen un campo mag
nético aplicado.

La matriz de transferenéia gue se utiliza en este tra-
bajo se puede considerar como una versidn continqa de la presen-
tada en esta seccidn. La ventaja equue al representar la fun-
cién Z como una integral funcional, su evaluacidn (para una di
mensifn), se reduce a la solucifn de un problema de Sturm-Liou-
ville tal que se diagonaliza un operador diferencial en lugar de
una ecuacidn matricial o integral no simétrica.

Las funciones de correlacifn para funciones de espin

(S(n)* se pueden calcular asf mismo con la ayuda de la matriz
de transferencia T(i,j). En este caso se requiere conocer las
eigenfunciones y eigenvalores de T(i,j). Dado el conjunto com-
pleto de eigenfunciones wn‘ que satisfacen .

T(i,9) v, (81 (s4™) (25)

i ) = An wn

0 ® X, VsZa
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Se puede expresar T(i,j) en términos de sus eigen

valores y eigenfunciones como:
n

(i, = ) A m;’;‘(gf’)')ﬁ; (s(n}) . (26)

Sobre la base de (25) y (26) la funcién de corre

lacién < n® (Sén)) n (S(n)) >, en términos de los eigenvalo-
res vy eigenfunciones de T queda igual con !7
Poomi (] ey e g siMy g B aslM) «
Lo T ) Y P T J
m=0 o ,

(27)
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A diferencia en la determinacién de la energia libre,
para las funciones de correlacibén se requiere del conocimiento -~
dé.eigenvalores v eigenfunciones superiores.

En la Seccién II.9 utilizaremos una versifn andloga
a | 36 ) en el lenguaje de la matriz de transferencia conti-

nua.

II.5 CADENA CLASICA EN AUSENCIA DY UN CAMPO HMAGNETICO:

A pesar de gque la evaluacifn de la funcibn de parti--
cidn asociada con la Hamiltoniana dada en la écuacién (12) es
mas complicada gque la evaluacidn correspondiente con la ecua- -
cién (17}, no existe, hasta hoy una solucidn general para d>2.

La situacidn es diferente para el caso unidimensional si tomamos

La solucibn exacta al modelo de Ising (d =1 y n=
= 1) cl&sico fue obtenida por Thomson ** . Para el modelo cl&
sico con dos componentes llamado ﬁodelo x-y, Joyce obtuvo la
solucidn exacta de las pr cpiedades termodinfmicas y funciones de
correlacidn, haciendo uso de la matriz de transferencia aunada -
con la teoria de coeficientes 3-j. |

El modelo isotrépico de Heisenberg (d=1, n=3) fue -
resuelto exactamente por Fisher *®., tanto para el caso ferro-
magnético como para el antiferromagnético. Sus resultados telSri
cos han sido corroborados experimentalmente. Una solucidn al -
problema de lé evaluacidn de la funcidn de particibn fue dada -
37

previamente fuera del contexto del magnetismo por Nakamura

pero pasd inadvertido por mucho tiempo.



La solucidn general correspondiente a d=1 y n ar
bitraria fue dada por Stanley °° . Aquf tomaremos una versidn
siﬁplificada de su solucién para discutir las propiedades termo
din&micas del modelo clésico en auéencia de un campo aplicado.

La solucifn fue obtenida como en la mayoria de las so
luciones exactas en existencia, por medio de la matriz de' trans
ferencia (M~-T). |

La M-T asociada con la Hamiltoniana dada en la ecua

cidén (17) para h =0 es:

(n) _ :
Tij = @ J (28)

Dado que los espines estdn representados por vectores
podemos expander (28) en términos de los harmbénicos esféricos

como

| - 1
: 1 - =n
v = an L oent/n oy 72

iy Tt Tijan-14s (3

(x p ng (Si A) Y

e ,

(n) 5

m (85 ) | - - (29
En donde I = es la funcibn de Bessel modificada de -

primera clase. Los valores de ¢ ~corren de 0,1,2,3,... , Es

claro de (29} que los eigenvalores de Tij~ estdn dados por -

los coeficientes de los -Yv'Yv's‘ De donde la funcibn de parti

cidn en términcs de los eigenvalores
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{(n) H’n i - 5 :
AQ = (21) ] Il {9 ' (30)
=n-1+2
2
resulta:
z2 =) o (Aén))N V (31)
g ’ T .

con N el nfimero de espines en el sistema y los coeficientes -

oy dependen de las condiciones de frontera. En el limite termo

din&mico (N»®)  la contribucifn m&xima a la energia libre pro-

vienen de los eigenvalores con #=0. Por tanto, la energia li-

bre queda:

Nof b2
o
;_.\

i
i
o
ol

-BF = -log [(211) y I <j)J | (32)

La ecuacibn (32) da la solucibn exacta al problena
unidimensional cl&sico para cualqﬁier tenmperatura v con campo -
magnético aplicado cero. ' Lo primero gue observamos es que al
incluir un campo magnético externo, la simetria rotacional con-
tenida en, (28) due nos ha permitido expander Tij en térmi-
nos de la armdnica esférica se rompe, y por tanto, el Ginico re-
curso para obtener una solucidn a?roximada del problema es tra-
tar de hacer uso de la teoria de perturbaciones. En este traba
jo presentamos una versibn continua de la matriz da transferen-

cia gque nos permite resolver exactamente los problemas correspon

dientes a n = 2,3 en la vecindad de la regién crftica.
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e Para probar la valldez de nuestra solu016n, neceslta-
mos recu@erar los resaltados predlchos por (32) en el limlte
cuan@o‘ h~0 y T~ 0. Por lo tanto, discutiremos las predlg
ciones de la ecuacién_ (32) en el limite cuando T,f 0 con el
fip‘dekcompérarlés_cén l§s résultadés posteriores cuandov - x"
h > 0. | .

o Todas las propiedadés termédinéﬁiéas se obtieneﬁ cilex‘;~
(32) porAmedio‘@e deriyadas con respecto dé 'j. Una observa-
ciénfdeareleﬁancia para la hipStesis de universalidad, es la va
riaciéh,continua explicita de las propiedades termodinémicas -
con n. |

La funci6n de correlacifén de dos puntos se calcula di
rectamente haciendo uso de (17) vy (31)
de donde resulta:
SO

—~nl

2

smna

I
cg(m) | Z(n) l{

(o) " ") a

La funcién de correlacién es quizés la cantidadvmés -
fécilAde medir experimentalﬁente.por medio de dispérsidn de neu
trones. | o | |

La‘suscgptibilidad ée‘obtiene haciendo‘uso’del teoré—
ma de fluctuacién-disipaéién. EnAel éaso en‘qué“ﬁ;z y n=3,.
a bajas temperaturas~\(33) .resulta:

Z(n)

<5 g(n)

(0) - (x)> 2 exp (- —— 71 x) (34)
T>0 a . Lo Lo

0

h

para n=2, a=8 y para n=3 , a=4 % | La comparacidn con los re



sultados experiﬁéntaiéé prédichosApdr 634) seréﬁydigcutidos
poétefiormenté. | N |

“ Stanley obtuvo resultados gréxlcos de las funciones
termodlnémlcas Vi de correla01on, como £un016n de g; g-i}b y ni
para los casos ferroﬁégnético y antifeffbmagnéticb; vA@ui dis~
cutiremos sdlo el caso ferromaqnetlco {ya que es ¢l que presen
ta comportamlento critlco)v | |

Haciendo uso de las expénsibhes'de las‘fuﬁéiohes dé;

Bessel para j>>1 se obtiene quela'suscéptibilidad méghéticén‘

se comporta como:
L N S | 35)

para n > 2, y como

,~ 2]

T > 0 (36)

-
JE

il

para n

De (35—36) se ve‘inmediataméﬂtelqué’la susCeptibi;
lidad diverge cuando T » 0, dando y = 2, para n > 2. Para
n ;'inla eniropig divergé 1dgaritmicamente cdmo'

(n>1)

s ~T 9n T o C(37)

por tanto el calor especifico resulta:



.~ cte, - T =20 . {38)

de donde a = 0.

| Los resultados; (37)‘ y (38) cqntraéiden la tercera
leyﬂde‘larﬁermodiném;ca. Esta es una caﬁacteﬁistica de’ia mayo.
ria de los modelos clésiéﬁs unidimensibnales. La razén es &é -
gue -se han &éjado de lado las fluctuaciones cudnticas gue s&n -
relevantes cuando T > 0 vy gue cancelan la divergencia en la -
energia. A pesar dé esto, el modelo esté bien definido fisica-
mente y la comparacibn con los resultados experimentales dispo-

nibles es excelente.

II.6. MODELO VECTORIAL CLASICO A BAJAS TEMPERATURAS:

. Como se menciond en la seccién anterior, el modelo -

._).
. - - . » » n
vectorial cldsico estd representado por vectores unitarios S( )

de dimensidn "n" asociados con cada punto de la red cristalina
en "d" dimensiones. Al bajar la temperatura, el sistema magné

tico tiende a ordenarse. Las fluctuaciones en las orientaciones

de los espines son muy pequefas. Para vecinos cercanos, la dife
rencia angular en sus orientaciones es también muy pequefia. El

primer t8rminc en la Hamiltoniana cldsica (17) mide el coseno

de la diferencia angular entre vecinos cercanos, "Yr r+l“' - En
* 4

términos de Yo opa1 Y tomando el campo magnético a lo largo de
—-,— ——

la direccidn "Z", (17) se puede representar como: .

I - ‘
-0 =9 }y cos Y_ ., . +h ) cos vy (39)
g <r,r+l> ryr+l r 2
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Al bajar la temperatura, la diferencia angular - -
0. Esto nos permite tomar la contribucibn principal -

de (39) en este limite, de donde queda:

2
L= =-3/2 ¥ {y J + h ) cos y (40)
<r,x+i> £'£+.]_'. T r

"El té&rmino constante se ha absorbido en ije ya que
no modifica el valor de las propiedades termodindmicas del sis-
téma;

' El segundo término no se puede aproximar ya que el va

lor de Yy pe1 ©S pequenc pero Y, puede adquirir cualquier -
_...’__

valor. Esta representacibn de “{  es conveniente para la dis

cusién del modelo x~-y. La ecuacién (40) es vdlida para toda’

n

n

vy "d". En esta seccifn trataremos en particular el mode-

lo x-y. En este caso, Y, es el &dngulo polar. La descripcidn

del sistema est8 completamente determinada exclusivamente en tér
minos de Y, va que los espines tienen magnitudes restringidas

y constantes.

La funcién de particibén correspondiente 'se lee:

N -3/2 { - )2 + h cosy
i 1 -3 Yot ™Y oy { ot
7 = i(n dy { I e r’orHl ' 3 (41)
T r’
Ya que la variacidn angular de los espines a bajas tem
peraturas es "suave” Y, se convierte en una funcidn continua -

de r. De tal manera gue el tomar el limite de bajas temperatu-—

ras en (39) es'equivalente a tomar su limite continuo.



Midiendo las distancias renormalizadas por la constan

te de la red, el término cuadr&tico en (41) SéugﬁédeVaproxi-wh

mar por el gradiente cuadrado de y(r). Bajo estas condiciones |

el producto de diferenciales en (41) se vuelve infinito. = -
Usualmente este lfimite se denota como:

2

o
N Tt j(Y VY e ) o . ] o 0
T Ll I ATES D KCEI

lim i d Y, ©
Noew r=1 - =

en donde la "medida" ¢( )} es del tipo de Wienner—Féyn&an y:se‘
ha definido de tal manera, que es independiente de la tempéraﬁg
ra. La "integral" en el miembro derecho est& bien definida en
el sentido de Lebesgue en cualquier nfimero de dimensiones. Las
integrales ﬁgncionales(ﬁueron,introducidas en las mateméticas -
por Wienner en 1921 en sus estudios de movimiento Browniano. El
logrd mostrar que (41) define rigurosamente una integral en -
el espacio de funciones de clase 'Lz., Posterior e independien4
temente Feynman infrodujo las integrales funcionales en la fif
sica, en elwqontextg de la\Mecénica Cuénticaky gon_aplicaciones
a la electrodinémicaVcuénti&a. Por medio de manipllaciones for
males, encontrd las "reglas dg Eeynman“ para la teqriakdewper—
turbaciones,qge‘sonlde fundamental importancia en Vafias ramaé
de la fisica actualmente.

A pesar de que la formulacidn de Feynman-fue motivéda
por razones puramente fisicas, la "medida" de la integral fun-
cional de Feynman difiere por un factor i ; /=1 en la parte -
guassiana de la "medida". Esto hace que no se pueda definir -

las onperaciones formales en ella sin recurrir a inconsisten- -~



- 55 -

cias., Sin embargo, si se continfia el "tiempo"analiticamente de
t *Vitc se obtiene una representacidn Euclideana de la .integral
de Feynman, que entonces se encuentra, desde el punto de vista
algebraico, perfectamente bien definida. De aqui se puede co-
necﬁar formalmente la formulacién Euclideana de ia mecdnica - -
béuéntica con la meclnica estadistica clésica.

Haciendo uso dev (41) v de (42), la funcién de par
ticién para el modelo x-y en su repreéentacién continda = -
(T - 0) resulta:

[ hfcosY{E) dr
7z = (24)1/? ] @pf{_].;)} e (43)

Incluyendo la parte cuadratica de la mcdida podemos

definir la densidad "Lagrangiana Euclideana" "L® como:
L{r) = -3/2 (vr y(x)* + h cos y(x) (44)

Este resultado es interesante va que L define asf
mismo la teoria de campo de "sine-Gordon" que ha sido de gran -
interés en los dltimos dos afos (en 1+1 dimensiones) ° .

Incluyendo el tiempo en (43) para una dimensién e:z-

pacial, la ecuacibn de movimiento asociado es:
;?‘ - 2 — :rl i
wa Qtw 2 3 sin ¥ {45)

La ecuacibn no-lineal (45) puede resolverse exacta-

mente y ha sido estudiada extensivamente en los dos Gltimos - -



aflos. Las soluciones de (45) son conocidas. Por ejemplo:

M[H

¢+(x,£§ ¥ 4:ﬁah;1iexp Li‘/2”§?($fVT)/‘ -Q ) i (46):
en dondé :V es la Ve1001dad de la sclucifn oﬁaulétorlé aé (45)
(|lv; < 1). ‘La soluc1on (4b) tlene la propledad llamada de_"Sd
liton". Un sollton se deflne comoe una solu016n estable a una -
ecuacidn dlferenc1al no llneal tal que al hacer collslonar dos
de esac'solu01ones no se destruyen.

’En nuestro problema, los solitones formaﬁ las 1iémadas
"paredes de Bloch". Sin embargo, al tomar el limite termodinémi
co dentraydé la solucidn exacta, no aparecen explicitamente.

Sin embargo, por medio de un tratamlento semlfenomeno-
16gico, se puede mostrar que si se toman las ex01tac1ones repre—
sentadas por las ondas de espin, més 1as paredes de Bloch 1ndepen
dlentemente la funcién de part1c1§n resultante coincide con la -
obtenida eXéc£aménte.

‘ Volviendo al modelé X-y Vemos que a bajas temperatu-
ras, el ﬁodeio se reduce a la teoria del campo escalar libre sin
masa cuando el caﬁpo magnetlvo apllcado es nulo. En una dlmeﬁ-
sidn el problema (h=0) se resuelve tr1v1almente; En dos dlmen
siones el 51stema presenta leGIgEﬂClaS 1nfrarr03as dlflClleS de
controlar y se debe de recurrir a los métodos de la teorla de're
normallza016n para darles sentido. En este trabajo estamos inte
resados en el caso h # 0.7 La evaluacibén de la integral funcio-
nal para dimensiones d > 2 en general involucra aproximaciones

por medio del m&todo de Laplace, que son dificiles de contxolar.



La situacibén es diferente en una dimensién. Si la integral es
del tipo de Wienner-Feynman, la evaluacidn de 7Z se reduce a
resolver un problema del tipo de Sturm-Liouville asociédo con
L(x). Este resultado se le conoce como el Teorema de Kac 28y
lo discutiremos en la siguiente’seccién. Este método cuando
se puede aplicar es muy poderoso. Sin embargo, su aplicacidbn
ha sido muy poco explotada. Una de las razones es de que la -
solucibn a la ecuacidn diferencial asociada es muy dificil y -
requiere, en la mayoria de los casos, de soluciones numéricas.
En este trabajo las soluciones gue se dan para el modelo x-y
son exactas y asint6ticas para el modelo de Heisenberg, ha-

ciendo uso del teorema de Kac.

IT.7 EL TEOREMA DE KAC:

Motivado por los articulos de Feynman, Kac demostrd
que la evaluacidn de una integral funcional es equivalente a -
la solucidn de un problema de Sturm-Liouville, cuando la medi-
da en la integral funcional es del tipc de Wienner-Feynman. En
lugar de proceder a analizar la dempstracibn dada por Kac (co-
nectada directamente con la teorfa matemdtica de procesos esto
cdsticos), presentaremos una deducdién heuristica relacionada
con la matriz de transferencia y adecuada para la evaluacibn -
de la energia libre en el limite termodindmico. El lector in-
teresado puede dirigirse a (26) para una demostracibn més ri
gurosa.

La matriz de densidad est& definida por:



U an 7
( 1 -
gu, u', A) = J 5{Y(£)J e UV\ [Y(r)’A) (47)
ut
En donde las condiciones de frontera
y(0) = p Y(A) =-u' (48)

La defincidn ~ (47) es andloga a la definicidn del pro

pagador en meclr.i¢i culdntica dada por Feynman. En el caso de la

m.c g mide-la amplitud de probabilidad de que dada una parti
cula localizada inicialmente en el punto u después de un "tiem
po" - A se encuentre en u'. Aqui, desde luego, lé m.c. no -
juega ningln papel, sinrembargo, en ocasiones es Gtil visualizar
(47) como un propagador,

La funcidn de particibn se obtiene al tomar la traza

de g

4 o= du gf{u, u, A) (49)
A
Haciendo uso de la teoria general de expansiones de -
funciones de dos variables en té&rminos de eigenfunciones, tene-

mos que (47) se puede expander como:

o~

glu, 1 M) = T w0 v, ) e T (50)

nl

=’

En donde el conjunto {wn} es completo y satisface

SRR (PN IR CTRD R N ST R VD B (51)

nl
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Las funciones {An} se pueden obtener como soluciones

al problema de S-L asociado con L(x) caracterizado por -

(52}
: A
en donde A son los eigenvalores asociados con w. De la teo
ria general de ecuaciones diferenciales de segundo orden, sabe-

mos gue los eigenvalores crecen monotSnicamente como:
< .ee £ ‘ (53)
sustituyendo (50) en (49) vy usando (51) resulta:
€0
Z = X e ‘ {54)

En el limite termodin@mico A » «, vya que los An
crecen como (53) la contribucién dominante en (54) proven-

dr8 bisicamente de:

o o ot | ©(55)
A=

En nuestro caso necesitamos considerar el término mul

tiplicativo en (42) -de donde la energia libre queda dada por

BF () = = 5 &n 23 + A_(y) (56)
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Esto es, la energia libre estd dada es encialmente por
el eigenvalor més bajo del opgrador 3. Haciendo uso de nuestra
anaiogia m.c. podemos‘intefpretér él resultado de la siguiente
manera; ya que.la energia libre est& relacionada con los niveles
de energia obtenidos por mediovdé la fHamiltonianaﬁ‘ &, al to-
mgfleyblim;te ?ermodinémico la contribucién de los estadés exéitg
. dos de }as“?garticulas";tiénden a‘ééﬁtfibuii\meﬁos. Larmay5:ia
ivde las fparticulas" tienden a encontrérse ehkelvestado‘base de -
A_gnefgi§w¢agac#¢rigado ggéj_ko‘ y por tanto F‘a Ay cuando ‘A+w.
Desde:luegq\las’"particulas" descritas-aqui no son fisicas y s6-
( lohnosiayudanraVvisua;izar el resultado. |

Como vemos, el‘resultado (56) es de naturaleza simi-
lar al obtenido via ia matrié de transferencia discreta.‘ Se pue
- de emplear un argumento en términos de la M.T. discreta tal que
al tomar el limiteicontinuo da el mismo resultado “’ . Existen
c_argpmentps‘distintos.para deducir (56¢) aqui hemos presentado
el queénos parece mds directo e intuitivo desde el punto de vis-—

ta fisico.

I1r.8 PROPIEDADES TERMODINAMICAS EXACTAS DEL MODELO X-yA A BAJAS

8r29
TEMPERATURAS

Una vez que la funcién de particién para el modelo x-y
ha sido expresédé como una funcional intégral dél tipo W-F y -
sobre la base del teorema dé‘Kac} su evolucidn es directa. Dada la
densidad Lagrangiana (44), la ecuaci6n diferencial a resolver =

ese



f g2
tdez

+ ZYCOSQ + An} Yo o= 0 (57)

La ecuacidn (57) es la bien conocida ecuacidn de -
Mathieu. Apafece cuando la ecuacidn de ondas sé'eXPresa en fég
monos de coordenadas elipticas. A ?eéar de su apafiendia ino-
1fensiva, sus soluciones no se pueden expréSar én t8rminos de ﬁig
guna de las funciones espediales de uso com@in en la fisica. Sin
embargo, se ha estudiado exhaustivamente y sus sélucionéé perib-
dicas asi como An = An(y) se conocen para todo Valor de .
De tal manera que la solucidn de (57) es completa y exacta y -
por ende, la soiucién al modelo x-y en presencia ae un campo -
magnético es asi miémo exacta.

Tomando condiciones de frontera périédicas paraAlas so
luciones de (57) existen cuatro tipos diferentes de solucio-
hes. Dos con periodo 7w y dos con 27m. Dos son pares‘y dos son

impares.

cezn(y,e) p?riodo 27 |
| } pares ' -+ (58)

ce2n+l(y,6) perfodo 7

- se, . {(y,0) periodo 27
} impares {59)

se2n+l(y,8) periodo 7

Los eigenvalores An son
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a soluciones periodocas @ares
A= | : - L (60)

b soluciones peribdicas impares

.Cuando y es real, para valores de vy fijos, exis-
ten eigenvalores‘.an 0 bﬁ que son reales y distintos. Si y#0

los eigenvalores satisfacen

a, < by <a <by<a

5 el o (6 1)

Se puede demostrar 2°

que para valores dados del (y,ln)
s6lo, puede existir una y s6lo una solucién L ’pe;iodica‘(con pe-
rifodo m o 2m ) (y # 0). Hemos mencionado estas propiedades -
~por que son de relevancia en la fisica del problema. Si la céndg
cidn (61) no se‘cumplie;a o) si‘existigra_degeneraciéq'en‘las -
eigenfunciones de (57) para un valor dado de Y _existirié co~
rrelacidn de largo alcance para lés funciones de correlacién co-
rrespondientes.

En este problema la energia libre estd relacionada con
el eigenvalor a, que corresponde a la solucidn periédiéa - -
ce, {~v28). Los valores de a, . como funcién de Yy se pueden -
encontrar en tablas hasta el orden y!° para YE{O,lSJ y para
valores de v >> 1.

‘Aqui s6lo tomaremos los primeros té&rminos en las series

el resultado.es: -



BF = =4n 23 - 1/ (y* = 1.75 y* + .... ) para y<<1l (62)

1/2 ~1/2

Y + Y +...) para y>>1

N

y BF = -4n 2j - 1/ (y =

La regidn de valores intermediocs de v ha sido calcula
da numéricamente y se puede encontrar en tablas %% . Una vez ob-
tenida la energia libre, todas las éropiedades termodindmicas del
sistema resultan de tomar las derivadas apropiadas con respecto a
los campos termodinf@micos R y h.

Comenzaremos con la magnetizacidn m. Derivando (62) y

(63) con respecto de h resulta:

=1
i

2y = 7y¥ + ... y << 1 (64)

1 - 174 /2% -, y > 1 | (65)

=
it

Lo primero que corroboramos es gue cuando h + 0 o -~
v » 0 1la magnetizacibn m + 0, de acuerdo con el teorema de -
Metvin y Wagner. Para valores pequenos de Y, m grece lineal-
mente ¢con h. Cuando v+« , m*l como era de esperarse; La -
magnetizacidn tiende a adquirir el valor de saturacidn 1 ya que
fisicamente al aplicar un campo magnético muy grande, cada uno -
de los espines del sistema responde individualmente y la intérag
cibn de intercambio es despreciable.

Como se ve en la gradfica (1), los valores de m vs h
al variar n cambian continuamente de acuerdo con la hipbtesis

de universalidad.



N

La magnetizacion como funcion de Ypara los modelo flg—1
unidimensionales de lsing (n 1), X=y (n=2) y de
Heisenberg (n=3).
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La susceptibilidad magnética resulta estar dada como

238 - 21 v3/h + ... para y << 1 (66)

<
il

jad
>
!

1/8 Ll/h yl/ZJ + ... para vy >> 1 (67)

En el lfmite h -~ 0 x> éjs ~ B?. Este resultado esté
de acuerdo con los resultados de Joyce y Stanley en el limite -
T+ 0 y h-> 0. Para la entropia y el calor especifico cuando
h =0 se reducen a (38) y (37). Para campo magnético apli-
cado no nulo (para Yy << 1) tenemos que el calor especifico se es-

cribe como:
C = constante + % (6Y% = 73.5 vy + ...) {68} .

de (68) vemos que para valores pequenos de Yy el calor espe-
cifico oscila como funcién de Y. Esto se debe al acoplamiento
de las fluctuaciones de espin con las fluctuaciones en la densi

dad de energia inducidas por el campo externo aplicado.

II.9 FUNCIONES DE CORRELACION:

El método de la integracibn funcional puede ser exten
dido para evaluar las funciones de correlacibn de espin-espin ~
en términos de las eigenfunciones y eigenvalores asociadas al -
operador g. De manera general podemos escribir la densidad La-

grangiana asociada con (nj COmO:
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L=oa¢, atd gbj + V(cbi) (69)

en donde Aij es en general una matriz y ¢i representa las -
variables estadisticas definidas en el capitulo I.6. Desde -
luego, el requerimiento de tener la forma cuadrética como pri-
mer término en el miembro derecho de (69) es requisito, has-
ta la fecha, para definir algebraicamente las funciones de co-
rrelacién asociadas con (65) de manera formal. Para generar
las funciones de correlacidn usualmente se introduce una = =
"fuente externa" en la Lagrangiana dada en (69). Este método
fue propuesto por Schwinger en la teoria cuéntica del campo y

en la actualidad es de uso comfin. Entonces, la ecuacibn (69)

se modifica por:

Ly = ag; 419 4y + Vo) + 3 gy (70)

En donde J' es la fuente externa acoplada a L.

La funcibén de particidn en este caso resulta estar dado como:

Z(J) -t b (71)
[ = r{¢i} e

Para calcular las funciones de correlacidn asociadas
con (69} es conveniénte tomar el logaritmo de (71). Tal gue

las funciones de correlacibn de m puntos guedan definidos por

=<4, (1),..(})i {m) >C-Zn.c. (72)

ST, (1)Y8J., (2)...80. {(m) i
i i i =0 1 m




en donde el subindice ¢ denota la parte conexa y la suma es
sobre las contribuciones no conexa. Las ecuaciones anteriores
son validas en cualquier dimensién y sblo requieren que L se
escriba como se expresa (69). La evaluacién en general de -
(72)“para d> 2 es intrincada v dificil. Sin embargo, en el
casét d’= 1 podemos utilizar la‘fo;mulacién céntinua de ia‘ma-
triz de transferencia y obtener resultados anflogos a los dados
en (27).‘ En‘hﬁééfro caso no tenemos que "apagar" la fuente -
externa,vya que‘coincide precisamente con el campo magnético -
aplicado. |

F'La cantidad medible por medio dg dispersién de neutro
nes es la funci6n de correlacifn de dos puntos. En términos de
las eigenfunéibnes yieigénvalores del operador &( ’deriﬁando -
la ecuacidn (43) funcionalmente con respecto de h resulta:

-{(A_=)_)x
by >l2e TO° (73)

g9, = T < | s,

m

He~18

0

en el limite termodindmico una aproximacidn muy buena da:

: L ) '-(kl—Ao)X _
9,, (X/Y) = f<pq|coso|p > e (74)
Comparahdo1don la ecuacibn (I.8) la funcidn de corre
lacién gueda definida por:
=1 N . . . (75)
£ = )Ll )\() ‘ ’

En el caso del modelo w-y a bajas temperaturas nos
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queda:
1 _ 1 L. _ 3. 2,1 .5 _ . V |
£ = 55 3 (z.y 7Y gy 1.7708 v* + ... +)
para vy << 1 . (76)
La funcibn de correlacidn - (70) estd dada como:
(x) £ (7 = 17.76y - 4y? + 2.24y° + 1.28vy%) e ¥/5(77
9,y (X) = | 76y - 4y »24y7 + 1.28v7) e (77)
Los primero gue corroboramos es gue en el limite vy—>0
(h»0) coincide con el resultado. obtenido por Wegner “! y con

siderado en la seccibn II-8,

Nuevamente encontramos que para v # 0 pero peguena -
la longitud de coherencia y la funcibén de correlacidén de espin
espin oscilan suavemente como funcidn de vy. Esta prediccibn -
tebrica no ha sido explorada expeiimentalmente. Para el siste-
ma antiferromagnético de Heisenberg (TMMC) se ha encontrado -
experimentalmente un comportamientoc oscilatorio del calor espe
cifico como funcién de vy %% . El material en el que se’pue-

den llevar a cabo los experimentos para corroborar estos resul-

tados es CsNif,,
-~

I1.1C¢ MODELC X~y A BAJAS TEMPERATURAS CON CAMPO MAGNETICO

Y ANISO.ROPIA IONICA:

En muchos casos de interés en sistemas unidimensiona-

les, en particular para CsNiF,, no se encuentran puros en la
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naturaleza. El campo cristalino crea un potencial extra en la
Hamiitoniana (IT.44). El potencial méds comfn encontrado es de
bido al acoplamiento relativista de espin-Orbita. Este acopla
miento es débil y usualmente de interés ya que se observa su -
influencia experimentalmente,

En el caso del modelo x-y <clésico, que es represen
tativo de CsNiF3, la Hamiltoniana’més general que incluye la
anisotropia ibnica y que es invariante ante inversiones tempo-

rales eg °°

- = j cos y +h ) cos y_ + D )(cosy )? (78)
<£,§fl> r.rtl r 3 ; £

" En donde experimentalmente se encuentra que D > 0.
Sin embargo, desde el punto de vista tebrico, analizaremos el
caso D < 0 'ya que a bajas temperaturas presenta correlaciones

"fantasma" de largo alcance.

El limite de bajas temperaturas da:

T

2 N2
[ YE;E*%J“+ h E cosy,_ + D g (cosy ) (79)

<r,£+_]:>

- w——

Nuevamente la funcidn de particidn se puede escribir
como una integral funcional de tipo (II.43). En una dimensidn,

sobre la base del teorema de Kac, el problema de Sturm-Liouville

asociado resulta:

( g2 4
La%? + 2vcos® + dcos28 + xn]wn = 0 : (80)



en donde la variable reducida d ha sido definida como:

Las ecuaciones (57) y {80)  son .casos particulares
de la ecuacidén de Hill que aparece en mecédnica celeste, al resol
ver el problema de la 6rbita lunar; &sta es del tipo *2

3+ t

1
+ X+ ) B, cosif
2 i
de i=1 ’

v, =0 | (82)

La ecuacibn de Mathieu .corresponde a t =1 y (80)
a t = 2. La ecuacidn (80) se le conoce como la ecuacidn de
Hill con tres términos, o como la ecuacifn de Whittaker.

De la teoria general de ecuaciones diferenciales con’
potenciales periddicos, se pueden obtenér:un‘gran nlmero de pro
piedades cualitativas de soluciones peribédicas y no periédicas
de (82), distribucidn demeiqenvaloresf soluciones estables ¢ -
inestables y degeneracidn en las curvas caracteristicas, por =
ejemplo. Sin embargo, cuantitativamente (analitiéamente) solu-
ciones para t . > 3 son desconocidas, tanto como sabemos,‘y en
el caso t =2 las soluciones son parcialmente conocidas. La-
razbn esencial de este problema es de que las ecuaciones de re-
currencia que se obtienen para los coeficientes, al expander =~
las soluciones en series trigonométricas, es mayor que 5.

En el caso de la ecuacibn de Hill con tres té&rminos,
los eigenvalores m8s bajos fueron calculados numéricamente por

Klotter y G. Kotowski *° . El andlisis de la carta caracterfis-
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fig-Z

Energia libre como funcién de ¥ . La linea punteada es sin
anisotropia ionica y la continua con ella (d=2).
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tica para d > 0 y d < 0 fue llevado a cabo por Magnus y -
iérbidger‘“* .

Sobre la base de esta inforﬁacién, podemos obﬁenér:la
solucidn a la funcidn de particidn asociada con (79) para va-
lores de y y d moderados.

Lo primero gue observamos es que para vy = 0 la solu

cibn resulta estar dada andlogamente a (62) vy (63) con los

coeficientes numéricos diferentes. La energia libre resulta -~

ser
BF _, = =4n2j - 1/ {0.06d<=0.01d"+ 0.0002d°%~ ... ) (83)
BF _y = 0in23 - 1/j (%—d - vz at’? 4 0.0z d"l/z + ...) (84)

La energia libre es la misma para d > 0 qgue para -
d <« 0 cuando d << 1. Cuando d >> i la solucidn estd defini
da desde el punto de vista fisico,vsélo cuando d > 0, que co-
rresponde al caso encontrado experimentalmente. El resultado -
es similar al encontrado en las secciones 1I.8-~9 vy por tanto,
el andlisis es andlogo intercambiando v <> d,

El caso v # 0, d # 0 es mis interesante desde el -
punto de vista tanto tefrico como experimental. Para d > O -
una solucidn perturbativa fue presentada por Ince “® . Sin em
barqé} existen dudas sobre el método que empled "' . Aqui toma
remos la solucifn numérica de Klotter et al (Fig. 2). La magne
tizacidn, susceptibilidad y calor espééifico se obtienen de’de—

rivar numnéricamente la Fig. 2.
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fig-3

Los dos exigen valores mas bajos de la ecuacion 80 como
. 7 - L » . *
funcion de f para anisotropia ionica negativa (d 2).



El caso d < 0 es particularmente interesante, ya que
los eigenvalores corréSpondientes a (80)}~son degenerados *37*"
Esto implicaria inmediatamente corfelaciénvde largo alcance.

El mecanismo matemdtico para generar una transicién
de fase por medio de la degeneracidn de los eigenvalores de la -
matriz de transferencia ha sido empleado extensivamente *'° Sin
embargo, si se aplica la teoria de pérturbaciones en la tempera-
tura y el métodc variacional para las eigenfunciones de la matriz
de transferencia discreta, se puede ver gue no existe degenera-
cidn y por tanto, no hay correlacidn de largo alcance "4 de -

acuerde con el tecorema de Mermin y Wagner.

I1.11 PROPIEDADES TERMODINAMICAS ASINTOTICAS DEL MODELO DE HEISEN~

BERG (d=1) A BAJAS TEMPERATURAS CON CAMPO MAGNETICO APLI-

capo 872%,

El modelo clisico de Heisenberg estd descrito por vecto
reg de espin unitarios tridimensionales. En esta seccidn en lu-
gar de utilizar la descripcidn angular de (39) utilizaremos la

descripcidn cartesiana. La funcidn de particidn en este caso es

]

o
pomt

N N N N
7 = [ﬁ Jd S(g)} T, (8 (£'-1/2), § (' + 1/2) (85)

]

en donde la matriz de transferencia T}fﬂ est8d dada por:

T =

- - S
e2j8(£'*1/2)'8{£'+1/2) + h<S{x)
i

(86)
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Cerca del estado base (T » 0) el sistema tiende a

ordenarse magn&ticamente. Por tanto podemos aproximar:

1-S(r-1/2) - S(z + 1/2) - gdgq_/cz;;}z (87)

>
Con S funcibn continua de r. Bajo estas circuns-

tancias el producto:

N >
11 dS(E) (88)
L
se convierte en:
2 r
(2j)2 J S[S(E)J (89)
entonces (85) .resulta:
« 3 ﬁw
_.A > B >
2oty = 2n? [s[E@] e s (o] (50)

La funcional Hamiltoniana se obtiene de integrar la -

densidad Lagrangiana:

1 ;i 2 >

' ( Y2
L) = - 33 | d48@/d] +h- s () (91)

N
En una dimensibn el operador w correspondiente a (91)

depende de dos variables, el dngulo azimutal ¢ vy el &ngulo po-
Fal

lar ©. Las eigenfunciones ascciadas con ® son wnm(@,¢). To

mando la direccidn del campo magnético aplicado a lo largo del -
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eje polar podemos separar la ecuacibn diferencial asociada con w
por medic de la sustitucidn wnm(8,¢} = @n (6}¢m(¢).
La ecuacibn para @m es*
Rl 2 —
o1 (9) +m? ¢ (9) = 0 (92)
Imponiendo condiciones de frontera periddicas:
2 _
me = 1,2,3,...
Para © 1la ecuacifn correspondiente es:
1 d _. .d ‘ m* 1
— ——ts st — o o
5ino as sinb a6 2v cosf o J@nm Xnm Gnm (93)

La ecuacidn (93) no tiene una solucibn exacta cono-
cida. La teorlia de perturbaciones se puede aplicar para 7y<<1.
Por medio de las propiedades de lbs'polinomios de Legendre, el
primer‘orden da cero y el segundo orden es proporcional a Y*.
El siguiente orden seria de cuarto orden en la teoria de pertur
baciones para obtener el orden vy*. Claramente la complicacién
de calcular el segundo y el cuarto orden es grande y es preferi

i
ble tratar otro método. Independientemente ?°

McGurn y Scala-
pino calcularon numéricamente los elementos de matriz de (93)
por medio de una representacibn matricial de % tomando como -
base los armbénicos esféricos y diagonalizando la matriz numéri-
camente. Los autores dicen encontrar convergencia razonable -

usando matrices de 25 x 25 *° . Ellos calcularon las funciones

de correlacién con y sin anisotropfa ibénica, asf comc la funcidn
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de coherencia, todos estos cé&lculos se llevan a cabo numérica-
mente.

Nuestra intencibn aqui es la de obtener un resultado
analftico. Sobre la base de lahipdtesis de universalidad y la
solucibn general dada por Stanley (h=0) esperamos que la ener
gia libre como funcién de n sea continua. Esto nos lleva a
buscar una conexifn entre la ecuacién de Mathieu y la ecuacidbn
(93). De tal manera, que la estrategia serd la de construir -
la solucién para n=3 Dbasado en la solucibn para n=2.

Desde el punto de vista fisico, esperamos que cuando
el campo magnético h » @ a simetria del parimetro de orden -
serd irrelevante y la energia libre tenderd asintéticamente al
mismo valor para toda n, Para todo valor de h esperamos,
asi misma,'que las propiedades geométricas (concavidad, conti-
nuidad, comportamiento oscilatorio, etc.) de Fn=2 sean cuali
tativamente anflogas para Fn=3’ Para demostrar gue éste es =
el caso requerimos de expresar (57) vy {93) en formas alge-
braicas an&logas. Esto se logra por medio del cambio de varia

bles x = cos8 en ambas ecuaciones y la sustitucién

6 = (1x)2y
n,m n,m

en la ecuacidn (93). Entonces las dos ecuaciones se pueden

escribir como:

{ ,
‘(1~x2)}~—~ = ax 3§ + (kﬁ + Zyx)} Yp = 0 (94)
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en donde ¢ = 1 vy Y = Y para el modelo x-y y a =4 vy

n

Yo = Uy q para el modelo de Heisenberg. En (94) hemos to-
14
mado el eigenvalor més bajo de (93) (m* = 1). Los eigenva-
lores esté@n dados por:
¥
A, = An . pa;a n = 2 (95)
. i
v o An = An - 2 para n = 3 ~ {96)

Ambas ecuaciones tienen en general soluciones dife~
rentes, bi&sicamente debido a los valores distintos de. oa. Sin
embargo, al tomar los limites y »>»1 y ¥y << 1 ambas ecua-
ciones en ambos limites se reducen asintdticamente a:

dzyn

—_— + (A% + 2YX) Yn = 0 , . (97)

dx

La ecuacifn (97) es bien conocida tanto en ffsica
como en matemfticas. Aparece en m.c. cuando se estudia el -
método W.K.B. en la vecindad de los puntos de retorno. La -
ecuacién (97) es conocida como la ecuacifn de Airy. Sélucig
1.5 analfticas y numéricas esté&n disponibles para algunas de -
sus soluciones y eigenvalores en el intervélo -0 < x < ®», 5u
poniendo continuaciénianalitica de las soluciones cuando -~ -
y ~ 0, Yy » « podemos construir las soluciones en el interva-
lo =1 <=2 <1, que eg la regibn de inter&s de este problema.
En lugar de eso, es mds conveniente para nuestro propdsito, -
usar la conexidn explicita con la ecuacidn de Mathieu. Esta -

conexifn es nueva y ha resultado como consecuencia del argumen
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Serfa interesante encontrar todas las liﬁitacioneé Yy
extensiones de la conexifn entre la ecuacibn de Airy en el:in~
tervalo =1 < x < 1 vy la ecuaci6n de Mathieu, en particular -
las eigenfunciones correspondientes con el £in de calcular ana
liticamente las funciones de correlacidn para modélo de Heisen
berg. Aquil nos interesaremos sb6lo én evaluar la energlia libre
y por tanto en el eigenvalor minimo de (93) para n = 3. ’

En el limite vy » = el eigenvalor An(y) es también
grande. Entonces el factor de ~2 que aparece en {(96) es ~
irrelevante. En este caso el valor dé F -3 ©omo funcidn de vy
es asintSticamente el mismo que Fn=2' como esperébamoé. Para
diferenciar los valores de la energia libre cuando y»« para -
diferentes valores de n necesitarfamos hacer un desarrollo -
perturbativo alrededor del punto de convergencia de todas las -
soluciones para encontrar las correcciones de primer orden a es
te resultado.

En el limite vy << 1, kn(y} << 1 también y el ﬁac—_
tor -2 en (96) es relevante. La ecuacidn de Mathieu corres
pondiente resulta tener "eigenvalor" localizado en la primera -
zona de inestabilidad de la carta de estabilidad para la ecua-~

cibn de Mathieu *°8

. La solucif6n correspondiente resulta la ser par
te pseudoperibdica acotada de larfuncién me. , /5 (6,-v) El -

valor correspondiente para la energia libre es:

BF _5 = - % en2j - 1/£(1/9vy% + 0.037y* + ...)

Para vy << 1 ' {98)
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De donde la magnetizacibn resulta:
m= 0,22y + 0.148y%® + ... para y<< 1 (99)

En este caso vemos que la magnetizacibn no oscila como
funcién de vy, Cuando Yy » 0 nuevamente m + (¢ y por tanto no
existe orden de largo alcance para T > 0 en el sistema.

La susceptibilidad magn&tica queda dada por:
X = 0.228 + 0.44 v%/h + ... para y<< 1 (100)

Nuevamente vemos que ¥ ~ 0.22j8 cuando y - 0 de -~

36 38

acuerdo con los resultadces obtenidos por Fisher y Stanley
Nuevamente la entropfa y el calor especifico se reducen a los da-
dos en (36) vy (37) cuando h = 0, El calor especifico se es-

cribe como:

C = constante' + % (.66 v% + 1.55 Y“ + oiee. )

para vy << 1 (101)

En este caso el calor especifico es una funcidn crecien
te de vy. La situacibn es diferente para un sistema antiferromag

nético en donde el calor especifico oscila como funcién de h.



CONCLUSIONES

En este trabajo hemos tratado sistemas de espin uni-
dimensionales en presencia de campos magnéticos externos. Nos
hemos restringido a la regidn critica para sistemas ferromagné
ticos. Es en esta regibn en donde la matriz de transferencia
continua via su representacidn funcional puede evaluarse al =~
diagonalizar un operador diferencial de segundo ofden. Dos mo
delos clisicos han sido tratados, el modelo x-y vy el de - =~
Heisenberg. El primero ha sido resuelto exactamente tanto en
sus.. propiedades macroscfpicas como microscbpicas. De donde la
solucién, desde el punto de vista de la Mecénica Estadistica, -
es completa. Asi mismo el modelo x-y en presencia de aniso-
tropfia idnica (de interé&s en CsNiF;) y campo magnético apli-.
cado ha sido tratado. En este caso la solucidn ha sido numéri
ca y aln no es conclusiva,

Para el modelo de Heisehberg se obtiene una solucidn
asintdtica (y << 1, vy >> 1l). Esta se construye a partir de
la solucidn para el modelo x-y vy sobre la base de razonamien
tos fisicos. La evaluacidn de las funciones de correlacién no
fue llevado a cabo por la falta de conocimiento de las eigen-
funcicnes y eigenvalores superiores de la matriz de transfereg
cia.‘

Desde el punto de vista tefrico, ias soluciones fue-
ron corroboradas con las soluciones exactas conocidas en ausen
cia de un campo magnético. Este limite (T - 0, h = 0) ha -

sido comprobado en sus predicciones experimentalmente *°
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A partir de 1974 se ha incrementado el interé&s tanto
tebrico como experimental en sistemas de espin unidimensiona-
les en presencia de campos magn&ticos externos sobre todo la -
parte dinfmica *° . De este filtimc artfculo se puede ver el -
poder del método funcional sobre métodos més tradicionales.

Se pueden consi&erarvdos objetivos de este trabajo:
Desde el punto de vista tebrico, para él modelo =x-y represen
ta, junto con la solucibn de Ising (1925) y la de Berlin-Kac -
(1952}, los Gnicos modelos resueltos exactamente en presencia
de un campo magn&tico. La potencialidad para evaluar funcio-
nes de particibn y funciones de correlacifn para sistemas alta
mente no lineales por medio de la representacidn continua de -
la matriz de transferencia es eyidente,

Desde el punto de vista experimental en el limite -~
vy = 0 las soluciones coinciden con los resultados experimenta
les. En el caso v # 0 se reguiere llevar a cabo experimen-
tos con CsNiF3 Yy un sistema ferfomagnético de Heisenberg ( )
Los experimentos ser@n tanto calorimétricos como de dispersidn
de neutrones, en la regibén en donde la unidimensionalidad de -
los sistemas estd bien definida (para CsNiF, la regidn es de
2,38°K a 70°K).

El sis =ma vectorial.clésico no solo ha sido estudia

#7 ge ha convertido de -~

do en la T.M.F. Rscientemente *°
gran utilidad en teorias cudnticas del campo con invariancias
de norma locales y globales. El sistema x-y se vif en la -
Seccidn II. gue corresponde formalmente en su representa-

cifn euclideana a la teorfa cufntica del campo no-lineal llama

da de sine-Gordon (6§ G). B8in embargo, el autor ha encontrado
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gque la TCC de 5S-G es isombrfica al nivel de sus propagadores
al modelo bidimensional cldsico =x-y en ausencia de un campo -

magnético °©

. Esta conexidn sugiere que la transicidén superflui
da en "He es debida al desligaﬁiento de estados ligados de v6r
tices a bajas temperaturas,

Otra utilidad teérica de las soluciones ekactas es pa-

ra corroborar aproximaciones y algoritmos desarrollados para cal

cular propiedades termodinémicas y estadisticas.
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