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DISPERSION DE ELECTRONES 

POR DISLOCACIONES CARGADAS 

IOWICOS 



m. efecto de las dls1ocac1ones sobre la movilidad de los 

electrones- en l'Os cristaleS" 16n.icos, ha recibido poca atenci6n 

hasta' 18 :techa, debida; pr1hcimtJ,mente a- que hasta muy rec:ten­

temente se mm reali~ c~lcu¡oS" 66 balll'fas de euerda en hJl. 

lJogenuro:s alJeal:tnms, que dan a conocer sIL potencial de defor­

maci6npl'oaucido po:!! la: disloeac1mt ll(fJ cual permitida cono-

cer el. efec.to~ de ~s.iia sobre el: moVimiento; de Los electrones. 

El efecto· ~ de.: ti}1lol mecánico deb1illac a las: campos de egi'Ue,¡: 

zas- atreded:or de las- dislocaciones. S:tl:t embargo, puede 9X:tS-

;;11' otro~; efeetoJ ad'emb' de-l mecánico, que será de ilnpEll'tancia 

¡¡ara el movimiento; electr6n:tco:: yr¡ qUe es de t190: electrosth-

tieo y se debe a que l.!as dislocaciones estmt~ cargadas, según. 

suponen clel'tO'S' invastigadOl'esl ,2. Esta suposici6n, estft be s.i 

da en la simil1tnd con las stlper:ficiellJ como fttente y sumidero 

de vacancias, que ocasiona s:e earguen~,3~ S:t la dislocaci6n 

estlr cargada, el efect<> sobre la mo:vil1d'atl!' pttede ser' spreci§. 

b'le, pues- el elctr6n con su carga eléctrica ±nteraedOIlar~ -

con el campo; eleetrostático- de lla dislocaei6n. Este efactn. e­

lectrostático se podrl;a conocer, sabiendo la forma ana-l:l.tic8 

Q determinando nmn~r1cament9' el pot'encia13,4. Ambas formas- de 

conocimientO' del po.teneid, han redultada restringidas hasta hoy .. 

LaB liechas expuestb. abren'l&; p-osib1lidad de a-tribulr al,.! 

fecte de las dislocaciones la: dlscreplU1cia entre los vll1'lores 

tooricos esperados '9' los; valores prácticos obtenidos?,.6. Por 

lo tanto, es el prop6si to aS) ~ste tl'abajP; inverllga:i:' re posi­

ole' 1hfluencia ql1e pueden t~,. ~ el m.ovim1entl'lJl de lGS' ele.s¡ 

i .. 



trones , las: dislocaciones eargad~s en cristales i6nicos. 

Para: llevar' El cabO tal ptrop6s:tto:, se hactif necesario eong, 

eer. .. el potencial electrost~t:tco en l.a disloeac16n y pa-ra ha-
.., .? t, 

cerIo se han llevado a cabb cAlculas por diversos autoreft .. ,~, '~ 

SiD.'emba:cger los resultados reportados resultan inconsistentes, 

en particular en lo que resp-ecta a 1.a carga mhxima qUE!' puede 

soporte una dislocaei6n,: pues dan por resultado ca~gas mayores 

ti la máxima posible .. Aquj; se CJetalla un procedimiento que sub­

sana teles dificultades, basadc)" en resultados reportados por 

e .. Ru~z Mejfay F. Erodar y L .. Ccrta A.1~ 

As1, en el., capftulo) 1 se desarrolla y resuelve la ecuación 

para el poteneial, stlpEmiendo un cristal' del ti'p(!l' del NaCl, con 

cierta: densidad de va:cancias: e :tmpu¡reZfita catí10nieas diva lentes. 

Bajo. equilibrio térmico'.) mnimizandG' la energb libre de Ifelm­

holtz, es posible encontraD la dandaaa de carga,. y planteando 

. la ecuaci6n de Poisson, de!term1har el petencial a tUla carga l' 

temperatura dadas,. y baja: r'g:linen ae sat'll:raei6n por :tmp'll1'ezas 

en el cora:z6n~. o· n6.cleo de la dislocaei6n .. 

Eh el cap1 tulo-' Ir se discuten, los procesos de decaimiento 

de la corl'1ente electr6n:tca, debidos a los efectos pa:r col1s1,2 

nas de los electrones con defectos en la red cristalina, l' se 

encuentra una expres16n que determina el tiemp('¡, Ubre meo1e -

para dispersi6n de electrones de eonducci6n 1'0'1' dislocaciones .. 

Este tiempl'l! de relajamiento; nos dari el cril'terit) del efecto que 

tienen tales clislocaeiones en el movimiento electr6n:1eo, compa­

r~ndolo con un efecto que es relevante, y es el debido s la ai¿ 

persi6n de electro:nBs eon las vibraciones de la rea" Este efecto 

se. hace de mayar impc)1·tanc1a confol'lle la: temperatura es mayor. 



:&l el Capitulo III se aplica la aproximaci6n de Born, p.!t 

ra encontrar la amplitud de '1spersibn, ya que en la expre -

si6n para el tiempo libre medio, se requiere la probabilidad 

de dispersión, eomo fUne16n del éngulo en el cual se disper­

san los electrones. 

Finalmente en el capitulo, IV se aplican en un cristal de 

NsCl, los resultados obtenidos en los capitulas anteriores y 

'" se realizan los calculos del tiempo libre medio para disper-

sibn por dislocaciones de los electrones de conducción, y se 

hace la comparación con el tiempo libre medio para dispersión 

por vibraciones de la red. 
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POTENCIAL ELECTROSTA!ICO DE UNA DISLOCACION CARGADA 



1.1 .... DISLOCACIQlIiES •. - CUando un cristal es deforreJl 

do elásticamente bajo 1. influencl8 da una tens16n aplicad9, 

regresa a su estado original después de remover la tensi6n. 

Sin embargo, si las tensiones aplicadas son suficientemente 

intensas, permanece cierta cantidad de deformaci6n después-
\ 

de removerlas; de ésta manera el cristal se ha deformado plá~ 

ticamente. La deformaci6n plltstica en muchos cristales ocu­

rre por deslizamiento, en el cuál una parte del cristal se 

desliza como una unidad respecto a una parte adyacente'. La sl! 

perfiais- sobre la cual tiene lugar el deslizamiento es a menl! 

do un plano, y se eonoce eomo plano de deslizamiento. La di­

recci6n del movimiento en el deslizamiento se oonoce como dl 

reo016n de deslizamiento. El desplazamiento tiene lugar a lo 

largo de los planos cristalográficos con un conjunto de lndl 

ces de Millar pequefios, tales como los planos (111) en los -

cristales fee y los planos (1IO), (112), y (123) en los cr1~ 

tales boc. Los bajos valores observados del esfuerzo critico 

para desl1zamiento pueden explicarse en términos del movi -

miento a través de la red de un tipo particular de imperfec-

016n lineal conocida como dislocación. La idea de que el de~ 

lizamiento se propaga por el mov1m1ento de las dislocaciones 

fué publicada en 193~ independientemente por TaYlor~ orowan~ 
/(J 6 ' y Polany1; el eonc4pto de dleloaae! n ~üe introducida en, la 

Fisiea un poco antes por Prandt y Dehligert
' 

Hay dos tipos básicos de dislocaciones, dislocacio­

nes t1po-borae y dislocaciones tipo-hil1ce. Una dls1ocaci6n 

tipo borOs se muestra en la figural o Este tipo de dislo _ 



caci6n puede considerarse que resulta del deslizamiento par ... 

cial interno, en el pbno; ABCD 8" lo largo de la d1recci6n BC. 

deslizamiento 
F1g. 1 

En la 1lustraci6n la magnitud del deslizamiento es una distan­

oia interat6mica de corrimiento. El cristal resultante puede 

verse como un cristal oonteniendo un semipleno'extra (ABEF -

en el diagrama), y esti elaDamente en un estado de esfue.rzo ... 

meo~n1co en la regi6n de la dislocac16n de borde AB, tal que 

el material est' en tensión arriba de la dislocación y compr! 

mido por abajo. 

Una dislocaci6n tipo hélice es dibujada esquemática -:. 

mente en la figura 3. En éstaclislocaci6n el deslizamiento ha 

tenido lugar paralelo a la linea de la dislocaci6n, la cual es 

normal & la superficie externa del cristal, en lugar de perpen­

dioular a la linea de la 0181008016n, como en el caso de las -

dislocaciones de borde. De hecho las dislooaciones de borde y 

di!!tlocae1~n 

tipo; h'l:t'ee .. 

,\'eetor,de 

.'''--,,:.,-,--~_... . , 

Figura ~ 



de hélice ptteden' reconocerse eomodiferentes aspeotos del -

mismol fenómeno <fe deslizamiento 1!l.terno, come se ilustra en 

la t"igura 1, la cual es una 'Vista del cristal mostrado: en .,;. .... 

la f'ig\U"& 1 con la reguón de desplazamiento interno difere,B 

te. AqUi la misma linoa' de la dislocae16n (siempre denotada 

por el simbolo JL ) es normal al vector de deslizamiento -

en la cara frontal del cristal, como en la dislocaci6n de -

boriJa y p&Tslela al vector de deslizamiento por' un lado, co-

Hf411ce 

:regi~ 
deslizada --~-----

Fig. 3 

mo en la dislocaci6n de héllce. Es qUizh más exacto dee!!" 

qUe la d1s10cac16ntiene orien:taci6n de borde en el frente y 

la orientaci6n de hética por un lado. 

Las disloeadionea se forman en las etapas iniciales del 

crecimiento del cristal y son responsables de mttchas de las 

propiedades observadas en los oristales. Como un hecho establ~ 

cldo; las características observadas en el crecimiento crist,! 

lino, ya sea desde la fase da vapor, desde ~1' f'u.n.demte,.: .. ~~. 

o desaa una soluc16n supersaturads; están gobernadas por las 

dislocaciones en los cristales en creoimiento, más que pOI' 

la "341 cualquier otra propiedad de la m1sma red cristalina.' , 



I.2.-DISLOCACIONl!S (WiGADAS m CRISTALl!S IONICOS.- Gen.§ 

relmente se admite que las: vacancias' pueden ser formadas e11 

1811 dislocaoiones tanto como en las superficies de un cristal. 

FUé Frenkel quien primero sefta16 que en un cristal i6nieo pu­

l'1J); en el cual predomina el desorden de Schottky y que seU en 

equilibrio térmico, posee una superficie cargada y ~~a regi6n 

de carga espacial de signo opuesto adyacente a la superficie, 

como una consecuencia._ del hecho de que les energ1as libres de 

formaci6n de las vacancias ani6nicas y cati6nicas difieren. De 

una manera similar esperaríamos que les dislocaciones en un -

cristal i6nico est€ln eargades • .2·~ 

cualitativamente la nube de carga resulta de la siguiente 

manera: Consideremos una dislocac:i6n con característica tipo 

borlife .. SUpongamos que la enerda F+requerida para formar UlUll e 

vacancia de 16n positivo dUiere de le energ!a r requerida Pfl, 

re tormar una vacancia de 1~n negativo. Especificamente supon­

dremos' que p+ < F-, entóncee para un cristal puro en equili 

brio a- altas temperatura::r, eSp81"ar!a:r;tos que la concentl'ac16n .... 

fraccional C .... de vllcanc1as cati6nicas exceder~ la concentración 

fraccional C~ «e vacancias ani6n1cas. Sin embargo 'sto daría co­

mo resultado una gran energía coulombiana, ya que la dislocación 

estar1a positivamente cargada, mientras los alrededores tendrían 

una carga espacial negativa.- El. resultado final es un compromiso 

en el cual la dis-locaoi6n está cargada y un exceso de vacancias 

dec16~¡~o§itivo existen cerea de la dislocae16n spantallándols t 

pero lejos de 'sta ha, :iguales ooncentraciones de ionell'positi .. 

vos y negativ01t 

Restringiremos nuestra discus16n ti cristales del tipo J.!" ..... x'" 

con la estructura del Ram para &.1 cual el desorden intr!nseeo 

1.4 



ee del tipO) de Sehottky. Consideremos un cristal ell!ctricamen 

tS' neutro' "1/ de extens16n 1ntinita .. Supondremos que la distri­

buci6n de defectos cargados sobre la dls1ocaci6n puede ser ~­

pTOpladamente suavizada, de tal manera que el potencial ~ r~ 

sultanta de ~sta distr1buc16n satisfacer' la ecuaei6n de Pol-

"~, .("/$) asan para un medio con una constante dieléctrica .. ' 

Supondremos una densidad Na de dislocaciones de borde es­

táticas, regularmente espaciadas y paralelas entre si, dentro 

del cristal. ~mbién supondremos que el radio del coraz6n de 

la dls10caci6n es 8; ent6nces las condiciones en la frontera 

sobre el potencial ~ en un sistema de coordenadas cilindri­

cas, con el eje s a 10 largo de la linea de la dislocaci6n y 

con r perpendicular'.- ésta linea, son: 

f=O en:.r=a: (I2-1) 

"'1' ... ;;¡.¡:; = O en r ~ R (12-2) 

la condici6n (I2-2) expresa el hecho, de Que la dislocaci6n y 

la región que la rodea hacia afuera en un raaio R forma un si§ 

tema eléctricamente neutro. La condici6n (I2-1) se discutirl! -

posteriormente. 

Suponemos adem'ssque siempre estamos en un estado de equi­

librio térmieo. O sea que todos los defectos tienen movilidades 

suficientemente altas, para que el estado predicho en una mlnl­

mizaoián de la energ!a libre pueda obtenerse. A bajas tempera­

turas tal supoalc16n es de dudosa validez. 

otra suposic16n ser' que ¡e presi6n es nula, de tal manera> 

que el estado de equilibrio térmico será determinado por una mi 



n1mizaci6n de la energ1a libre de Helmholtz, o sea 

F :; C) - r"S (I2 - 3) 

donde U es la energ1a interna del cristal, T es la temper8t~ 

re absoluta y S la entrop1a. 

I.3.-DISTRIBUCION DE LA CARGA ESPACIAL PARA UN CRISTAL -

PURO.- Para el caso de un cristal puro, la neutralidad eléc­

trica del sistema significa que tenemos n6meros iguales de c! 

tiones y aniones. Ya que estamos considerando el caso de de -

Borden de SChottky, hay que considerar los tipos de defectos 

ya mencionados: vacancias an16nicas y vacancias cat16nicas. 

El modelo ignora los pares de vacancias amarradas .. Sean n+ (1') 

y n_(r) las densidades de vacancias cati6nicas y ani6nicas re,i,¿ 

pectivamente, funciones de r, d6nde r está medido desde un eje 

en un sistema de coordenadas c11indricas de acuerdo con le si­

metría de la dislocaci6n. 

La energía libre por unidad\ lineal,. de 18 :región del cristal ~ 

desordenado que estamos eonsid&rando es: 
Po 

r = f:ü &( .... >F ~ ..,J-rlF+ ;f{'frJit.,-J] - roS 
(13-1) 

dónde S es la entropía conf1gurae1onal. La densidad de carga t'{~) 

est~ deter.minada por 

(I3-2) 

y el potenc1&1 electrostático ~(~)será determinado por la eau~ 
ci6n de Po1asen. 

V ;t~(-r) =- - ~:-f(-r) CI3-3) 

1.6 



Las cantidades F+Y F-, que son las energiss de formac16n de 

las vacancias eat16n1cas y an16n1cas, incluyen el cambio de­

ls energ1a vlbraeional del cristal por la presencia del dafes 

tao Adem6s, finalmente supondremos que las cantidades F+ y F"" 

son lndepemdientes de l'. 

Haremos una variaci6n de F con respecto.! B las oantidades 

independientes n ... (1') y n_ (r). As!: 

R. 
~ F -:: jal-r r.;r ;n(.,.)F++.rhl..(~}F: f..r {f("") r5(~)f -7..rS (I3-4) 

Por lo tanto tenemos que evaluar la integral de la variaciÓn 

de la energia eleatrost~tlca y la v81'18016n de la entropia con 

figuracional. 

Si denotamos por 1 a la integral de la variaoión de la $­

nerg1a electrost6tica. 

(13-5) 

La variaci6n de ('{,¿se sigue inmedla:eamente de la 1'e1a0160 f(.,.) = 
ef'>1.J..,..) "''''''1+-(~)J t osi, considerando 18 segunda parte de (13-40: 

r ::.!.. t;..::}". ¿;) (-r) ...r.¡f (..¡-) y usando la ecuación de Poisson 
I :z. J; r 

- G V.:? 'fIe.,.)= "'fÑf~l utilizando integra.ci6n por partes se tiene 

/¡p vi1"'d-r ~ - ;;;'jV2.9Í r#do('" :: - "1"~ / p5 .rtv'Z~.,.d-r:: 

= /.¡5 d ¡:>Tá"-r (13-6) 
Al realizar por dos veces las integraciones por partes, los 

términos, que se anulan, lo hacen debido 8 el hecho de que los 

campos desaparecen~auna distancia R. Aa! tenemos - .~. 

ro; j.r ff:, </rd..¡- + ifr ./"~ (-r) - "¡;"'.,.7fo) J-r.f 4 ... (13-7) 

.. ver Aptmdice 



a6nde fo e. la carga en la d1s10cac16n. 

QUeremos enfaid.zar que el potencial (l(.,.) es la diferencia de P2 

tenelal entre el punto ~y el centro de la dislocac16n. 

En seguida, eonsiderearemos la variaci6n de la entropia -

cOnfiguracional por unidad de 6res. Supondremos un volumen cri~ 

talino pequeña; ¿\ Vi que aún contiene gran número de defectos 

en una regi6n a6nde la concentrac16n de defectos es escencial­

mente constante. Supongamos que ésta reg16n contiene n~+ilvi 

vacanoias cati6nicas i ni _AVi vacancias aniónicas y N ..a Vi si 

tiaEani6nicos y cati6nicos. Bru número de maneras que éstos com 

ponentes pueden ser arreglados sobre los sitios dispon1 -

bles es 

W,: = (LA/A~]/ ).':I..[ l~'·LJV.]![4'I_'~V¡].' [iAl-41./)-¿'Y;.].' X 

x[ (IV-/n_i) ¿y;.]/ I-I (I3-8) 

usando la aproximaci6n de atirling y variando, lnw
i 

con raspes 

to, a n1~ y>ni _, encontramos 

..[r.í ... W'":.):; A V.¡J""..., .. ..I4'1~+.; + ,r..,ih N-NI iJ (I3-~D 
& .. + ...,+-r - """'_ 

para el cristal completo la entrop1a 2onfiguraoional S está d~ 

terminacta por 

S :: khr -1.7w;:.:; * L kwr,. (13-10) 
" . • obteniendo finalmente 

¡-SiL -:.. k.fr'!t-r [<441+(...-).,4 N .... -: ... (-r.) 
4. +-

,."., + (-r) 

+ J"-n ... l-r) k ~ - ""- {.,.~ 1 (I3 ... 11) 
.. """'_(.,-1 J 

1.8 



Gemo establecimos anteriormente, ~T1 debe contener mUchos d~ 

fectos en una regi6n dónde la concentración de defectos es e~ 

eeneialmentacGnstante. Al pasar de (I.3-l0) a (1.3-11) , d6~ 

de todas las cantidades son fUnciones de r, éstas condiciones 

se expresan como 

¡dn/drII Á r ( « n 

d6nde n es cu~lquier densidad de detectos, ! es el área en -

cuestión, y la integración se pensará como una suma sobre las 

toÓ r"-s SUcesivas que satisfacen las condiciones antel'il;;¡res, 

las cuales deben cumpl:trse para que (13-11) sea válida. 

As1,. utilizando (13-11) y usando el l.'esultado (13-7) para 

<I3-J.2) 

dónde N es la densidad de sitios an1ónicos o cati6n1cos en el 

cristal. Ya que no existen restricciones sobre las oantidades 

variadas, las condiciones para un m!n1mo de la energía libre ~~:ó 

son que los sumandos de (13-12) deben anularse, o sea qUe el pr1,. 

mer sumando y los coefieientes de r n y.(' n oeben anularse. 1:3 + _ 

!hora,- ya qUe ~~ representa una variaci6n arbitraria, es elaro 

que el primer sumando se anula únicamente si el potencial en el 

corazón de la dislocación es cero, lo cual es la condici6n ( 

(12-1) .. Las condiciones para que .[ n y.rn se anulan resul-+ ... 
tan 

rrJ+ ('":I") ::: Al elC¡O { - (F 7'-- e ~(.,..)) /~ 7 ¡ 
"""7_ (..,..) :; N t!)fP I - (¡:--+ e'; f-r)) /'Á:T} (13-13) 

en d6nde se supone que n+fWi;Y n..lli son mueho men03.'-es que uno .. 



Por lo tanto las expresiones en(13-13) son las distribuciones 

de las vaoancias, y la distribuci6n de carga la obtenemos de 

f (-1"):. e ( n _ (1') - n+ (r», dónde e es le carga del electron. 

I.~.- ECUACION PABA EL POTENCIAL.- Ya que conocemos la 

distribución de carga ft-r) podemos plantear la ecuaei6n p81'S 

el potencial 

\7::J#"(or) =- - -f;e L.-n_ (..,.) - 4'1-1 (.,.)] (1,+-1) 

Ya que <j(R} es el potencial para el cual PEr}:4t1o podl'emos 

hallar haciendo n_ (R); n + (R), obtenlendose 

e<}(R):: .!z (F+-F-) (14-2) 

como sabemos R es la distancia media entre dislocaciones. 

Utilizando, el laplaciano en coordenadas cilíndricas y uti--

1izando las cantidades: 

. 
I (14-3) 

dónde k 2 = .'íl~~ew. e JL'~ fret¡Ít'RJ- F "J/¡kT](I4_4) 

la ecuaci6n de Poisson (ILt-l) resulta 

con las condiciones a la frontera (Il-l) y (Il-2) que repeti­

mos aquí 

en 

en r:::R 

En lo que se ha discutido se ha tratado a la nube de car­

ga como un continuo en el cual el potencial del coraz6n ear-
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gado, de la dislocaci6n se tome como el deb1do a una linea con 

tinua de carga sobre el eje de'la dislocaci6n. Ya que la carga 

sobre el corazón de la dislocacibn es de naturaleza discreta, 

deberla tomarse en cuenta ésta naturaleza, sin embargo en el 

caso de las eargas localizadas sobre el coraz6n existe la dif! 

cultad de que se repelen entre sl, de tal manera que todas las 

dlstl'ibucionelil de carga son igualmente probables. Se han dis­

tinguido dos casos limites: le aproximac16n de "energía mÍnima tl 

en la cual los defectos cargados están igualmente espaciados y 

su entrold:atls nula, y la Iprox1mac16n de Itestadfstica de Fermi" 

en la cual be supone que se ocupan todos los sitios con igual 

probabilidad 1 su energla de interacci6n se mantiene en su va­

lor m1nimo. Después se desarrollaron aproximaciones entre éstos 

extremos. Como se formularon originalmente, todas éstas teorías 

requieren que la energ1a total pueda ser calculada analítica­

mente en la configuraci6n de energia m1nima y 'sto haoe neoes~ 

rio usar modelos sencillos de la nube de carga con d1stribuc1~ 

nes de defectos cargados apropiadamente suavizadas para que el 

potencial jf resultante satistaga la ecuac16n de Poissan, tal 

como se ha hecho aqu!. 

1.'.-DlSTRIBUCIOB DE LA CARGA ESPACIAL PARA UN CRISTAL CON 

IMPURllZIft .. -SUpondremos que hay en el cristal una concentracibn 

promedio e de impurezas cat16n1cas atvalantes, abnda ~ se de!! 

ne como la 1'8z6n de iones de impuremr 8 cationes normales. Hay 

considerable ev1aencia de que cuandb, por ejemplO, "tan lfaC1 

derretido se le Ifl.den impurezas tal" como' el GaCl2, el ca en­

tre al cristal como iones c,¡f-+ en slt10a aati6n1oos, nosotros 

consideraremos que éste ea el caso. La neutralidad total del 



cristaL ent6nces significará aqul que cada cati6n divalante 

que entra al crJ.stal trae consigo <los aniones~ 

Hay ahora, adem&s de los dos tipos de def9ct::lS discutiaos 

antes, los catibIl9S divalent0S que representan dsfoctos di'" -

impureza, que pued~n presentarse en forma aislada con una ca~ 

ga efectiva + e, y tEn.bi~n como defectos que consisten en 1m 

purezas amarradas con vacancias catión:f.cas vecinas cercanas. 

Estos defeotos al igual que las vacancias amarradas son compl~ 

jos neutros y no contribuir~n a la densidad d~ cargs$ Sin em­

bargo en ~sta secci5n consideraremos los dos tipag de aparea­

mientos para mayor geueralidQd. 

La energ1a libre por unidad! lineal de la regibn alrede­

dor de la dialoceaián del oristal desordenado que estamos con 

siderando, dentro de W1S oantidad aditiva dependiente finiea -

menta da la temperatura es: 

F:::: J :eI-r 0.,.{~} F+ +'1-t{.,.-1F:rY1f/(·";fF1'--rF--I3'! 
o -t (I5-1) 

.¡---H¡6.t-rJ}F -l?,J+ ~ f'r..,.-)tf(·d] -TS 

dónde ~ es la dS!lsidad de pares de vacanclas amarradas, nib 
la densidad da comp18jos impureza-vacancia cati6n1ca, B la e-

nerg!a de amarre entre vacancias y B la del complejo !¡¡¡:pur,2 

za-vacanc.ia catit;nica, Ahora la de:::lsidad de carga es: 

(15-2) 

d6nde nir es la densidad de impurezas desasocIadas. 

Haremos ahora una variacl6n de F pormitiendo qua n -f.. ) n _ \ 

~, ~f ., Iltb varlun.7;Procediendo sn la misma forma que la ses 

ción I.4 y sabiendo que el námero de ma~eras qUe los defectos 

@onstituyentes contenidos en un volumen A Vi pueden ser 

I.12 



podremos obtener la var.laci6:n de la entl'Opia configuracional 

y obtener usando el mismo proceso mencionado en el caso de 

cristales puros, que las condiciones para- qUe la energ1a li­

bre sea m1n1ma, son; 15 

(IS---f) 

en las expresiones anteriores, Z:n .'1: Znn son el n6mero de veci­

nos ceroanos: d1f'erentes e iguales respeotivamente, para un :t6n 

dado. Adem'. de las condiciones anteriores, prevaleee la condj. 

c16n de potencia\!. nulo en el coraz6nde la tlislooaci6n. 

In multip'licador de Lagrange c<. se introduce para tomar en 

I.13 



el heeho· de que el: n6mero· tatlal de impurezas en el sistema 

debe permanecet' conatante, Ii) sea: 

BUponem.os que ~6/;Y; ~+/A/; ""'- //1/, '"13/Y '1 ~ • .¡. /A/ 
son mucho menores que uno.. Usando la suposici6n de que t;odas 

l&s concentraciones son pequeñas, (1, .. 4) puede simplical'se PJ, 

re cada una de las expresiones que ah! aparecen, como: 

/Fl.¡../IV = e¡(p [- (F~-e1j/~TI 

"""_/1fI :;; eJép {- {F-+e?)/~TJ 

"""l:f/A/;- exfo ¡ - (e~ -rK)/~-r J C!5-6) 

-nr6 / IV:, Z.,~ eJE/-, J - (.z:- '1'-_ B..,. + el J/¿r J 
-B}/4T 1 

AeS: la densidad de carga resulta 

f= eN LeYP {- (e?.,&tIIJ/¿rJ -f- 4!}(P f - {F+eJ6'J/Íl7"] 

(I~~-7\) 

- e~p 1- ("F ~ e~)/:;(T) 

otra veZ' tenemoB que !! (I?) BS el potencial para f:: O, As! 

O = ex/=» {- (e<pC¡f?) ,c.otJ/,¡LrJ r ey¡.. {- Cp-.,. epéldYh] 

- eJ{p f - (F"I'--eq/é.R')/~T J (I,-al 

Pe", lo tanto,~_ut;1l1zando otra vez. las cantidades (11;-3) y 

(I~,), obtenemos una V~l& de una ecuac16n del tipo (I4-5). 

Unicamente hay que toma~ en cuent.el hecho importante de­

que aholm 9éJll) se refiere al' cristial que' contiene cationes 

c11valent'es, '3 se pllete obtener_ de la e1lJres16n (I,-...s) • 

... 



I.6.-POft:RCD'!IEIf a MSLOClOIaN.- Bo es posible- resolver 

lIt ecnae16n pan el potencm -anattti:ament'e,. sin em.bl!lrg(l. se 

)t1e4e realizait '1m iIl~ «le soluc:t6n. aÍh! t10. p1.mt mur si tu.! 

e16r.t no descrita por- 1_ acucien" anteriores .. ! coneent1"ac:1,2, 

ne. pt."Omett1G; mode!'StDrmente baja. de !mpIU"eZBS (cerca dEl' 3r 1.0-6 

8' tempeJ:atura: smb1en:te), ocune:, que en el coraz6n de la d1812 

cac16n hay satu.rae16n, entbeu en 1. 1fecindaQ (fe' (,ste coraz6n 

e:r:tstil"i \1I:l.a :r:eg1b. saturada; an el cnal el término ele imptuoe­

as domina la 4ensielai ellEr C81'ga. Olando mate 1ll'l1f si tnac16n 

4e -saturllCi6n; l't supnsle16n, D.1f/l'f« 1, .,. no vala mira, '1 pa­

ra Mitener umr soll1c1&n:, alJ problema a.bem(Uf _puar con las e.c 
~s1o:ues genereIes ,... lu densidades de élefectos, que se ol! 

tnvieron, al:. llrln:lmi al:" la en_fe 1111n," •• .ahora ncsotrcs supon­

dremos que todU :tu eoncentru1ones de t'ie:f:ectos S01l pequdtrlJ, 

ucepiJo¡ laS' de 1mp ..... 11})J.'8S. lD:l't6l1eeS' tenemos: / b 

/l'Iy.j (AI- 41r,1fJ :: ex~ {- (F+ - e~)#Tl 

/71_/{AI;~.~)t~ [- {F-+.e'Í >/¡lTS 
~'f / (¡V-41¡f) = ey~ {- (e, + o(+)/;tr J 
4· ¡fIj{AI-"r'f):¿: z~..,,~")tp [- (pt. B~ +01. +)/;lTj 

(16-1) 

Q78/(ir-?li~) ; I-;M/ ey'p{- (F++-F-=-8)~r 

d6nae d.,+ ea- ahora: el muliU'pUeadO~ allJ Lacrance al_clonad\) 

con la eonservrre1'6D de la' eetic1d 4e impura..... Lft 4ensicJld 

de e_a f estar' cta«o pr,' 

1';:; e (.-n _ + -H,-.¡ - "'11.¡..) (1'-2) 

'1 el pdeno1a1 811 el punto de equ1Ubrlólo<) áGtel'll1Dedl'J; pft' 

f :: o,sert -/ (R.J := ie (F r ~ 0("") (1' ... 3) 

%.1; .. 



.!d, euanóo la ooncentrae16n de detectos etrt' escene:brlmente 

gobernadat par el CIIOntddo. de impurezmr, 6lrtas tienden 2t CO!! 

cent~ en h ~. del 001' •• de la dislocac:Uia y se­

torma Wla :regt6nl ~da a au: alrededDr, que ser' descrita 

en la eeuae16n (llF POisson _1_0, El nnhz una" conatmte; ea 

eontranr1bse 918 la solJue16n asoc1ac!. con el poteneiaI en 61-

1a reg16n satvsÜ&; e8/3 

Z = - 'j!'i(R) +¿l..,,~ -~(~La) (16...4) , :liT fL e/cT 
en h'ta- ecuac16n a '1 R ae pueden conocet" pllU'a 1m cnstal dad." 

'1 s:t SUlJO!lílUloa conocido , (~)lla cantidad tue queda por tlete.l 
• • 

mdilar es la coJUrlam.te b. Eistrc huc16a: sat1sf'acer6 la coruUe16n 

rt 1. fi'onter8' _ él" GOremn 4e la- c!1s1ocni6n. 

FUera 4_ la reg:th jatured.~ el 'tipr. ie S01uci6n unda- de­

pende de lit col1s14eraci6n de tener & p'ande O" pequdB, ~ara ... 

tener idea de que orden de magnitud puede ser 2, podemos ver 

de (16...4) que toma el valer negat1vo _ej(A)/ir en r :::::: ti, 

despu6s, utilizando valores para el NeCl y con el valor de b 

obtenido como se detalla en seguida, se comprueba qUe z va 

tomando 'Yalores mayores a .... t!!/fR)/,Aro sea se hace mh pe .. 

qqefto en valor absoluto, conforme va creciendo la distancia r. 

As1, para valore ¡randas de -a, supondremos que as válida la 

aproximac1&u senhz ..::::! e"",z/2., la' cuel coloeada en la ecua­

ci6n de POiasen, da eomo resultado una solna1án de la tor.ma 3 

l. r:1' 111Az, JI!? ~] 
.?..:t. :: .2 ~ .s sen n,¡; 17 ."r1H..,.s. = (16.-5') 

en dónde s -= K:r '1 las eou.stante B 7' .0 las aeHaos Eletel"Jlinar, 

la constante It lIie,erine .&{Ju~r~u~ (Ilt-It).. ' 

S1 -21 es pequ~8 y ds cercaru'LIIl cero, ent6nees supondremos 

que existe una regi6n pan la' ~l'V81. la aproX1mac16n scmhz=rz 
_ 1.16 _ *Vease Ec. (16-14) 



Con la cual obtenemes la ectlac16n dé Polasan 

Vag .~. ktl.~ 
(16...6) 

La soluc16n en ésta región exterior es 

dánde Ka es la tunc16n Bessel mod1t1eada de orden cero y A es 

una constante que se debe deter,minar. Esta fUnción satistacerilas 
condic. 

a la frontera exter.nas. En la d1sous16n anterior se ha supues-, 

to desde luego qUe la tune16n s asociada al potenoial es mo~ 

tona creciente 7 va del. va~or _ ~ a cero. 

S! los puntol frontera entre las regiones'2:1 7 2:2 Y las r~ 

¡iones 2:2 7 2:3 se pueden halla~, los subsecuentes pasos para 

resolver la ecuee1$n de Pelssoa consisten en aplicar las si­

gUientes condiciones en la frontera 

.. 
) 

(16 .. 8) 

dánde 1'12 t 1'23 son las eurpeapañ6ientes puntos frontera. 

El punto 1'12 lo podemos determinar observando que en &1 

ocurre que n.,.rIN ;- 1; por lo tanto utilizando la teroera e,¡ 

pres16n de (Jt..~), tenfJremo/S, /6(oon" -;;.... 0<...""" ) 

e"ff-Zt(..r;~)If"Pf-tF+ +t)(+) folr l = i (16 .. 10) 

oon lo cual Obtenemos 

Y f (..r;..,) = -, (F+ + 1It+-) pir (16 ... 11) 

y de la ftp!'GS:1~ll (IO-3); obte.n.emos finalmente 

1-:-- = F, (-r;~) :: -- ~ .. 
.. -



ealculanao> #Í:. + con la 1ll.1Jegnl a.l tipo (15-:1> de acuerao 

eon la condleih de 18 eonsensd.én Gel nfmlero da impurezas, se 

obtiene O(+(-IA:a)::2Á1{k~Y,.n +(Ft.:t1J+)+.,I~ [r1~(1¡~}~/J.~ 
..¡..t)'I:I.-l]J; 'R(-t¡¡e)= C- ~[-r;!L+:t~;;;;¡ (I6-13) 

con lo cual utilizamos (16-12) y podemos hallar 1'12 de la ecua­

ción que resulta para 'ste valor, 8i • la vez conocemos el va. 

lor de 'ti en la tunc16n PI (1'). Ademb hallamos f(R)d.e (16-3). 

La constante b la podemos determinar observando que la car­

ga por unidad de longitUd sePi dada por 

(r6-14) 

real1zando la derivada podemos despejar b, con el resultado 

¡ -:::: _ :lel :zwe~a~ 
D - (FÁ, ~Ár (I6 .. 15') 

1 por lo tanto suponiendo un valer para q que no rebase la mi­

xima carga posible en el corazón de la dislocac16n (1 x lO-2~), 
cm 

baje r6gimen de saturaciÓn, tendremos el valor de la constante b. 

El siguiente paso es calcular By .0 de las condiciones en 

la frontera, siempre 7 cuando z2 sea rigurosamente v~11da en la 

frontera con la regi&n satttrada, AS!, estas condicionas establ~ 

cen las relaciones. 

(16-16) 

(16-l7) 

:&1 ~stas ecuaciones, ,.8 qUe cothx: es siempre u;yor en. valor 
1.18 ... 



que l/senhx , para qua exista una solucibn simultanea para 

n y So aeba ser b siempre mayor 8 C(Sl)' pero ~sto solo o­

curre para valores de b que corresponden. a q~s mucho mayores 

8 la m~x1m8 carga posible en la dislocaei6n.o De la fin1ea otra 

manera en que lo anterior puede cumplirse es suponiendo una 

soluci6n distinta a SI 1 z2 en la región en la cual dejan oe 

tener estricta validez, é.ta regi6n. se denominar. sem:tsat~J.l'ad8. 

DespU~S de realizar numerosas tentativas con varias f'llUci,2 

nes, encontramos para la reg16n samisaturada una funci6n 

de la forma 7 
f I ..,-\ 

St.%c ":i 4 k ii. +,62,. 

z • 2 

las constantes b¡' 1 D2' pueden determinarse de las condicio­

nes en la frontera 

~ /..r. ) - "'Y' /.¡; J · d'E1i = ~~ / i '~/.2 -.z;;.2t~(Z. l' -;;¡:;- "-r:. r l.r::/: 
~:.. la , Ifl.. 

y para determinar H y So utilizamos condiciones en la frontera 

similares a las anteriores, ahora entre z~ 1 :il'i2" El. criter:1o­

para determinar el ptmto tl'Ollltera J1~2t es; seleccionarlo de tal 

manera,qua ocurra que al tamafto de la reg16n samisaturada sea 

m1nimo en bue a qtle siempre se Ctml.ple ah!- ¿ > e (S;) -. Una .. 
I 

vez que H y So est6n deter.m1aadas A y r
23 

se derivan para con-

diciones en la frontera expresadas en (I6-9). 

Sin embgrgo observamos qUe existe una regi6n en qUe no va­

len de manera estricta las tnncionasz2 1 lIS
3

' pues el resulta­

do de ~ se debe a la apl'Ox1m8c1Cm 8,anhz 2' Z qUe vale para va­

lores en que 1 z I :s. 0.5 '1 él resultado de ~ se debe a la am 

proXimaci6n seDhz ~ .-z/2 qae vale para valores grandes de -s. 



Ea particular para -3 = l.~ tal aproximacibn es aún correota. 

por lo tanto tenemos que hallar una funci&n apropiada para la 

reg16n en que no valen z2 "1 z38 LLevando a cabo varias prtte -

bas se enouentra que tal r'1l.1c16n es deJo tipo '1 

-~31 ~./JSa+ C,S -.l-B (16-20) 

El punto frontera entre 212 ., 83 t se obtu'VO de la relac16n -

-z2(r23 f) = l.;, quedando por determinar las constantes D, B, 

e, "1 1'33 t que es el punto frontera entre z3 '1 z3 t, Las oo~ldici2 

nas en la frontera en 1'23'.1 1'33' nos determinan las ecuacio-

nas 2'2 tK~;) o::; %3' ( k-r;:J~) 

q2z(k~;) ... :: d'~/(r~V 
ds a'S 

;2'./ (kr;~) _ '%31k .¡;; J 
dirj'{kr.,J/d.s - dY~{~.I\Yd;' 

( 16-21) 

(16-22) 

(16.23) 

Para oonocer las constantes inaeterminadas procedemos e$cog1e~ 

do un valor de 1'33: mayor que 1'23' "1 resolvemos las tres eoua­

oiones simult.neas, obteb1endo valores de 1'33' hasta qua z3 t ( 

(1"33 t) ~ ...o.;, a, partir ae 'ste punto vale la f'lli'lo!6n z3'" 

Para f'1nal1zar encontramos 11., la oonstante indeterminada de ~ 

por la cond1c16n. en la frontera z3 t (r33 ') = Z3(1"33'> • 

.. .. 
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II .. l .. -CONDUCTIVIDAD ELECTRONICA.* Existen varios mMoélos 

obtener electrones de conducción en un cr13tal 16n100; a~ mé-
17 

todo usual es la fotoconductividad, la cual es el incremento 

en la conductividad eléctrica de un cristal aislador causada 

por radiacibn incidente en el cristal. El efecto directo de 

lél ilnm!nac16n eS incrementrlr el número de ~ortac1ores de -

carga mÓvil3s en el cristal. 31 la i3n,rg1a d01 fct6n inciden-

te es mayor que el intervalo de las bano8S de valencia y con­

ducci6n, Eg, entonces' cada fot6n absorbiao en el cristal Dro­

dueiré un par libre electr6n-aguje:bo. t.s1 el fotón absorbido 

eleva a la banda de eonducci6n un electrón que est<'lb:=t origi.­

nalmente en la banda de valencia. 

Sea cual fuere el método con qUe fueron creados el par e­

lectrón-agujero, ~stos terminan por recombinarse, pero pue­

den tener distintas historias antes de la recombinaci6n al in-

teraccionar con fotones, impurezas, (l:tslocaciones u otros de­

fectos. El efecto de cualquier interacci6n de dispersi6n pnr­

ticulnr puede evaluarsS' calculando el tiempo libre medio a­

sociado con éste proceso. Uha vez que el tiempo libre medio 

se conoce, la movilidad de los elr:ctrones o agujeron puede ex­

presarse como 14(/= jei;/-?':Y1¡ '" 
Si en un cristal tónico donde existen pares electr6n-agu­

jero, aplicamos tUl campo eléétrieo, se producirá una corriente 

eléctrica en la dirección del campo, la cual puede ser distin­

tasegúo distintas causas. El tieMpO libre medio de los electro­

nes puede afeotarse ( y asl la corriente eléctrica) debido a -

la interacción con fotones, con impurezas o eon defectos. Sinem­

bargo, aqul, nos interesará únicamente el efecto que puedan ta ... 

ner las dislocaciones cargadas sobre el tiempo libre medio y -

por lo tanto, sor're la corriente eléctrica. 

- II,l -



Consideremos que en el cristal i6nico existe un arree;lo 

de dislocaciones paralelas" las cuale~afectarán a la movi­

lidad da los electrones de la siguiente manera: La movili­

dad electr6nica normal e las dislocaciones será reducida -

debido a que loa cilindros de carga espacial deflectan a -

los electrones y dispersan el momento electr6nico normal a 

las dislocaciones, esto reduce el tiempo libre medio. 

ta dispersión por dislocaciones est' caracterizada por una 

trayectoria media libre que depende de la dirección. Si 0-

curr& que las dislocaciones est'n bastante~ep8rtadas de -

tal manera que el tiempo libre medio no se afecte, la movi­

lidad macroscópica o corriente e16ctrlca puede reducirse de­

bidos que los el~ctrones no pueden ser acarreados paralelos 

a el campo eléctrico aplicado, en lugar de hacerlo as1, si­

guen trayectorias curva~ q~e voltean entre los cilindros de 

carga espacial. Si la movilidad e10ctr6nica es paralela a 

las dislocaciones, éstas tendrán poco efecto sobre los elec­

trones. 

tt,2 .... l!lL TI»fPO'LIBRE MEDIO.- En esta secci6n se 

considera el proceso de decaimiento realizando una formula­

ci6n general de ~ste proceso, en particular obtendremos el 

tiempo libre medio en relac16n con la probalidad de disper­

si6n. El procedimiento es demostrar que cualquier disturbio 

de la dlstribuci6u de electron~~ a partir del valor de equi­

librio tiende a decaer debido a la dispersión de electrones 

en cualquier tipo de interacci6n condefectos, impurezas, etc. 

El tratamiento simplificado que se dar5 sobre el _ 

proceso de d1spers16n ,se basa en dos suposiciones: ,t 



(1) La probabilidad de que un eleetr6n ( o agujero ) haga unt!!1 

transici6n en un intervalo pequeño de tiempo dt es dt~(v), 

d6nde r.r (v) es el par6metro, de la probabilidad y se verá que 

es el tiempo lib~e medio. 

(2) La probabilldad de una trans1ci6n a CUalquier estado final 

particular es independiente del estado inicial y es directamente 

proporcional a la- probabilidad de que el estado final estuviera 

ocupado en la distribuci6n da equilibrio térmico. 

En ésta 61tima suposic16n hay que considerar que en rea11.' 

dad el electr6n púede ganar o perder una peqUeña tracc16n de su ,. 
enargia en una colis16n determinada; sin embargo éste cambio de 

energ!a es muy pequeño, ~s aún, habrá ~fectos de balance, y lo~ 

electrones que caen a bajas energ!a$ser6n reemplazados por o ...: 

tras electrones excitados a' sItas energ1as. Por ~sto, se intrQ 

ducen errores despreciables haciendo la aproximaci6n acostumbr!l, 

da de la teor1a de la conductividad de que la energia se consel: 

va' en las transiciones. La suposlci6n deja de considerar la di~ 

tribuci6n de direcciones despu~s de la colisi6n, pero derivare­

mos una fórmula qUe tiene en cuenta tales correlaciones. 

La figura ~ representa el ca~ en el que estamos interesa -

dos. Representa en el espaCio de momentos a dos superficies de 

enerda d.\U:~ separadas por una peqUeiia diferencia de ener -

gb .r&. • Un (iilemento de volumen en la capa entre las dos -

superficies puede describirse por la correspondiente ~rea su -

perficial . ~J1l t la cual ~1ene las dimensiones de (momento)~ 

Un electr6n en un,estado Pfpued~ 'realizar transiciones a -

otros estados de casi exactamente 'la misma energfa. Como un -
. t*en la banas de cona. 
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resultado de estas transiciones, los electrones (mas exacta­

mente los estados ocupados por los electrones) resultan uni­

formemente distribUidos aula capa; tal que la probabilidad 

de que cualquier estado determinado sea ocupado por un elec­

tr6n, resulta la misma para todos los estados y adquiere el 

valor r dado por la función de distribución de Fermi-Dirs<:. 

El número de estados en el raIl¡5o .f's:~.n.L se obtiene 

como sigue: El volumen en el espacio de momentos del ele­

mento es d~ veces la anchura de la capa,~~ evidente­

mente, 

(11.2-J.) 

la 61tima igualdad se sigue deSde 1& r6rmula de la veloci-

dad de grupo. De aqu! el volumen del elemento es; .,r Jt.,['.12; = 
=- .r~.;rQ¡ liT;. La densidad de estados en el espacio-P 

es 2v/h3 donde V es el volumen del cristal. Asi el número de 

estados .s-S," en el elemento es; 

"Si: ::: (iv j'J,t}r€..fn ; /lTf =2f!~éiO." (Ir .. 2-2) 

donde r: :: V ¡{,;¡;3 es la densidad de estados de cada es­

pin por unidad de energia 'por unidad de a~ea snrerfi~ial. 
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p~ el caso en el cual la banaa de conduoc16n est' casi 

vacia-, tal flUe el principie" 6& &:Z:C"luB16n de Pwl:!.' pua«e ip,2 

:rarae, laS' transic10un pueden denr1'b1:rse en t6rm1nos del P.l 

rimetl'O. fJe ,robaln.l1dd 1113" Este: perimetro .. usa para e8p.l 

e1tic~la ppebab111d8d total 48 transiei6n desde '1m estado i 

a teclos los &&tedos ~ estando en 1.:II1a reg16n d..íti de' la c:apa 

de ene:rg1a. 14 ~st'ás transiciones' puede habe:t" perdidas o gank' 

n8no1es d* en&rg!a. RP'énaonea.:JllleUtUu antes- desprec:tamos 

éstos cambios de en .. gi. '1 sUponemos" que todos los estados 8 

los eual~ el esteto Pi puede realizar transieiones est6n en 

la capa'¡-~ tal CJUe podaos hablar de trensic16n pO!' mldad 

de irea ae la' capa. pi l!a p:robab1U4ad ele que 1m eleetr6n 
", 

haga u.t::IB' tre.a1e16n desde un estado cerca del' JI 1 a· '1m .riaoo 

GIl un rango) ....r..ai cel*Ca cn~ Pj en el t1~ d"t eS' 

m n6Jaero total de transiciones (le 'sta tipo se obtiene stm 

pIemente mul'tipl1emUlo' 'sta probab1l1fJad por el n6mero de e­

lectrones en el 8'lemente ..r 12;, '1' 'sta nfunero es a1mplemen-

te dSi ".ce. la ~b1114a4 ti de que btos estados est6n .2. 

aupados .. Por lo tanto: la l"azbn total de transio16n desde.Jé, ..r./(. , 
a ..rE' .J'"'n.¡ es 

( .j" e.s'fl,' -").J'é'.J'Q¡) :: f'~ ,('s,-W~i .¡-.a.:i (II2.Ji.) 

:; 'f,::J ~ w., ,r.a , . .r..n. i ¡e (112-;) 

De mane1'a' s:lm118J' las transicione .. déllb j Ir 1 esta:r6n dete,t 

minadaS"' por 

(.J'" ¿--r.n¡ -")./'é'./'n.¡) ~'¡;lf¡ 'W¡.·.rC..r.il".¡-.a¡ Utt...&.) 

EstaS' expresiones SOD eonlid~e8 con el p~cfptG «el 

bal:anetr detalladO .. el cOl ..tabl.ee .. (De: caas pNoeso '1 IU 1n 
",.rso aounen con .1i'tUlrl' traGuaneo ba30 .. eoD.c'Jle1eD.es de .qui ... 

11., 



mr:ta,. Palla equ1111b:rio ttmnieo ti ::: f' j :' f( € ), que es 

fttnci6n ded1,tribuc16n de Fermi-Dirae para la energ1a ~ 

de la capa. 

La- probablliC!ad total de transic16n de,~e el estado Pi es 

simplemente la suma de toaa~ las probabiliasdes de transici6n 

a: toclBS las areas .j'..a i " La' escribiremos como W1' d6nde 

-w;. :: J.nCC) W;j .J'..Q ¡ ~ I /~ U1.2-7) 

Esta probabilidad es escenc1almente el reciproco del tiempo ae 
relajamiento o tIemp~l1bre medio entre colisiones, ya que la 

pl'Obab111dad de colisi6n es at/ tt'" que es evidentemente igual 

a "':tat. 

En seguida cons1dH'ereJnOS' lla 1&7 de deca1miento para cual ... 

quier corriente producid. por un disturbio de la d1stribuci6n 

de equ111br1o~ Trataremos primero el caso de pr1hcipal interés, 

en el aual las superficies de energ!e se consideran esferas y 

todas las direcciones de movimiento son equivalentes. Palea el 

caso esférico, es evIdente de la simetr1a, ~e para la condi­

ci6n de equilibrio: no hq eoniente neta. En seguida suponar~ 

DOS que estamos tratando con un. situsa16n perturbs~a. Oonsi­

nereIDaS t. corriente aebi4a a el grupo de electrones ~~.en -
11 

un elemento de 'Voltllllell../'l: .,r..n... " Estos producirán lltl8 densi­

dad de corriente 

J'I -::; (- ~~·/V) "f/'<VI.,: (112 .. 8) 

En el tiempo dt, una, tracei6n W;Il'Il¡ Ji: será éi1spersa<1a en 

una nueva tlirecci6n con velocidad v j' tal que el cambio Ide co­

rrient. sed 

oIJ'.r:: Jo{ k(f;'" e'(~. -~Jk }r~·W;·JO¡(II2;'9) 
siendO ..c¿ (e) la superficie de energia. Para los casos de par .. 

ticular inter6.s, la. tNn8ic1on~s son (le. tal naturaleza que "Ü 
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es una tunc1h \f( e ) 4e e, el 'ngulo entre las velocidades 

1n1c1al '1 :final .. 138jo estas condiciones, podemos escoger un 

sistema de coordenadas esférieal' oon e:: o paralelo a v~: 

En términos o"e 'sta s1stema de eool"Clenadas, podemcs escribir 
- h v.. :: 1.f:.:JI,; (II2 ... 10) a .. 1'(. 

iT. = (¡ e<r.J 8 .,. 1"p.,(J coS ct .;. ¡ ~ (J &#'IfV) 11;. (II2-11) 
:1 

d -t2i :: (m.., V;.) 't.r.." 6d8 dI( (112-12) 

"" ,.. ti". d6nde 1,3,K, son vectores un1tarios muturunente ortogonales. 

Con la 87uda 'e: 6diUJ expresiones encontramos 
'Il~ i1-

d.rr::- do( "¡--." (- e/v)~·f J(C .... 8~/)W{8)~1l; ~~" (I12-13) 
.,)ct ,.. ,.. 

ya- que l_s componentes a 10 largo de :1 y j se integran a cero. 

Esta expres:16n puede reescr1birse como 

d'J'T::: - Jt.¡r 1('-~8l)W((J;)J..Q l' = 
::. - Ji ./'.:r w: <, - CfT) ti> :: - J-I,j7 /.... (112-14 ) 

~ :; I W(sJ ",In" ~ I/cre 

< 1- ~o S 6> ::::: (.f/W".,.)}ft,- cIib fij) 'IN' (6)r;I.Q (112-16) 

aqui < 1 - cose> es el valor promedio de 1 - cose para todas 

las col1siones. 

Pan relacionar éstas ecuaciones a la relajaci6n de la co­

rriente, consideraremos la corriente debida a una distr!buc16n 

arbitraria f i sobre la oapa ae energla, y suponiendo que t1<~1. 

cada elemento ce '~a .,r..Q., prodúcirá ent6ncem una corriente 
"" , 

..¡-Ii "1 en el tiempO! dt los electl10nes en. 6atoa elementos 

sutrir6n ~sic1ones tales que 

(IIZ-17) 
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El cambia) en la eOl'l':1ente total 1 =: ~ ~' 1i ent6nees 
I ' 

cambiará por 

dT= :i-d.r-.T¡ == - (2:~.17 )dt: /rr: = - z-:;:t- (II2-18) 

o sea 

(II2-19) 

Esto muesta que la corriente total decae de acuerdo a una 

simple ecuacibn de re1ajacibn para la cual la solución es 

----r:- 1"'-:' e""é / rr' ( II2-20 ) 

Asi ~ es el tiempo de relajacibn o el tiempo libre medio 

par~ la corriente y es la misma cantidad definida como pa~ 

r~ de probabilidad. 

Si tomamos en cuenta el principio de exclusi6n de 

Paul!, una gran fraccibn de los estados en la capa de Elllelflo­

gis esttln ocupados, entbnces algunas transiciones de electI:2 

nes estar~n prohibidas ya que los estados finales ya estarán 

ocupados. ESta situaciOn pueoe tomarse en cuenta de manera -

muy sencilla, y el sorprendente resultado que se obtiene es 

que el pToceso de relajacibn no se afecta por tener unn pr2 

porción apreciable de estados ocupados. El seguida eondder,! 

remos ttna manera sencilla de ver ~sto. 

Veamos una vez m&s la transición desde ~~~-'2: a 

.fE.J"'f2 j .. Ya que ttna fraeci6n fj de los estados en..J~..f"J2i 
est~n ocupados, el número de posibles transiciones es redu­

cida por un factor (1 - r j) 'f obtenemos 

. (.f'é.f'4' 7.f8..rfl¡) ::; fj{t- fi}.:lf! yt-d'é..r~~SJ2j (II2-2l) 

La l'az6n de trsnsici6n aesdBTfed..a,~ a .rc~..i2..i 
dada por ttna expresi6n similar con (1 - )f j • As! la razón 
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As1 la razón neta depende bnicamente de f i - fj Y no de f i y 

fj individualmente. Por ~sto, la razbn de decai~lento de un d1~ 

turvio no se afecta por el grado en que los estados est~n ocuPA 

dos, '1 en consecmencia el tiempo libre medie queda inalterado. 

Finalmente, utilizando los resultados anteriores, considera­

remos concretamente la dispersibn por dislocaciones, suponiendo 

a un eleotr6n que se mueve con velocidad ~ incidiendo sobre una 

dislocación con una componente vl normal a ~lla. 

Como antes, tratamos a la disloeacibn y su carga espacial 02 

mo un cilindro en el cual se defleeten los electrones que inci­

den perpendiculares a él, (o de manera equivalente la componen­

te normal de la velocidad). Los electrones de conducción chocan 

con la dislocaci6n 1 son dispersados, y ocurre que VI' la comp2 

nente normal de la velocidad cambia en la colisi~n, mientras que 

la componente paralela per.maneee igual. 

un electrón chocará con cualquier dislocaci6n dentro de una 

distancia R (distancia media entre dislocaciones) de su trayec­

toria. La probabilidad de colisión por unidad de tiempo es as{ 

2Rvl veces el nftmero Na da dislooaciones por om2 • As! la razón 

de colisión por electrbn es 

:'C ;:.: .:24 R v¡ (II2-23) 

SuponiendO que elselectrbn al dispersarse pasa del estado 

con momento E~ al estaao con momento lj con una probsbilidad 

W13' la transiei6n S9 realiza. de tal manera que ~stos momen-



tos' siempre estin lobre el mismo ciroulo e alrededor del eje 

de la 4islocaci6n (18 ". le componente del momento paralelo 

flqla dls1oeae16n no cambia en la col1816n). Cwmdo 11 " Ej 

est~n lobre el mismo eir.znlo e, entbnoes Wij para d1spersibn 

por dislocaciones es igual a una tuncibn del §ngulo e entre 

las proyeociones 4. ~ ~'fj en el plano normal a la 4i8100a­

eibn y se aprecia en la figura esquemática de abajo. 

"" 

por lo tanto el tiempo libre medio pare la dispers16n pOl~ d1A 

locac16n de UD e1eetrlm ser' ,., 
I _ 

- -
T 

en dónde utilbamo$ 181 expresiones: (m-l'lf) 1 (II2 ... 16) .. Final 

mente hemos encontrado una expres16n para el tiempo libre me­

dio, en el cual apreciamos 1., necesidad de hallar una expre­

slbn adecuada para la probabl11aal de dlspersi6n; tarea a que 

nos 8'fOnremos en el siguiente oapitulo, en dónde encontrare­

mos en base a la Mecs111ea Cuantica, la amplitUd de llispel's16n , 
k(&), 7& tQe el moaulo al cualrado ae 6sta cantidad nos detez 

minar6 la prGlmbiliaac3 de que la pa:rt1cula incidente (el 816,,9 

tr6n) eme1'3a en tma cl&Ña e11reccUm. en la col1si6n con la -

dillocac16n. 
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Para encontrar la relaci6n de l/~ 

mos las siguientes consideraciones; Ya que w(e) es la proba­

b1Hdad por unidaa de momento, si u(r,9-) es la :f'unci6n de on­

da del alactrOn dispersado, ~sta sal'" 
W{ó)= lúCr,6J/

Z 

p 
7 como la 1ntegraci~ en (II2-2~) se realiza en al espacio ae 

momentos; dC = Pd~. 
En funclbn as la amplitua de p~obab11idad, a una distan­

cia de 2R entre dos centros dispersores, la probabilidad en 

una región subtendida por el ángulo de es: 

I A(bJ/-¿ 

Por 10 tanto, sustituyendo \"(9-) 7 dC en II2-2~ se tiene:' Ate) 

~e es la expresión que nos ser~ de utilidad. 

Ir. U * 
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dir sobre la disl'oca-c16n se dispersad de" acuerdo- s el poten­

cial ~ alrededor de l~ dislocaci6n, , su energla electroA 

tática -e ,¡p crece seg6n se acerca e 'sta. Consideremos 

un electr6n que se muev.E! tIm. linea recta hacia la d1s1oceci6n; 

cuando entra a la regi6n de carga espacial experimenta un csm 

po, oponiendose a su movimiento: '1 penetrará al e1lindro de ca,!: 

ga espacialL hasta una distancia a6nde -e § es igual a su 

energ1a einética 1n1e1al """ kT. B:t suponemos que el poten -

del se eleva ele 'Il.J1a manera abrupta en una cantidad kT/e en .Y 

na distancia mU7 pequefia comparada- con el rad10 del c11indro 

de carga espacial, ent6nces el electr6n que choca eon el cil~ 

dro: en una ooli816n de trente penetrari una distanoia dO!lpre -

aiable en eomparaci6n con el radio cllindr1co, los electrones 

que inciden abl1:cnamente penetrar'n distancias S'ím 1M!! cortas. 

Por lo tanto en \m. _delo sencillo" podemos reconocer ti los El­

lectrones e:fec'tuando colisiones elásticas con cilindros r1g1-

do.s. 

As!, si suponemos co11816n elástica el incidir el eleet:r6n 

sobre la dislocsei6n, se disperslIr& de acuerdo a la intel'scei6n 

a travf,s del potencial ~ J el cual podemos reconocel~ como 

el debido e un cilindro r1gidO en un modelo sencillo, o E,l po­

tencial más eprop~ad~ abten1a~;en el capitulo 1, utilizando la 

ecuac16n de Po1sson. 

La energ!a potencial del electr6n en el campo' de la d1910-

eac16n puede deJlC))tsrse 1'01' 11(1'), d6nde r es la distancia desde 

el eje de la ais10oac16Di en un plano pe:rp:end1cular ti ~ste .. Si 

suponemos U(r).:; O cuando 'P:;- ce debemos tomar e la ene,!: 

In.!' 



da del electron pésitiva, E > 0, '1a que estamos interesa ... 

dos en el caso en el cual el eleetr6n de energ1a E se mueve 

desde 3Daj~~BJ (distancie media entre dislocaciones) ha­

cia la d1s1ocaci6n. 

La ecuBci6n de S~ediIlger para la fUnc16n de onda -'i' (x,y,z) del slect1'6n puede escribirse como 

(IIn ... l) 

la cual podemos reescribir en la forma 

\72. ¡P + Á:tI. ~ ;;;; 1/fr)!JI 
(IIIl-2) 

d6nde "''\''1U(-.J-) == V{~) ; ~~-
en virtud de la simetria cUindrios del problema utilizamos 

un sistema de coordenadas eUinarios, (z, r, 9 ) con z para­

lela al eje de la dislocac16~. Ya que el potencial es funci6n 

de r-6nicamente, podemos separar las variables de tal manera 

que 

expresamos (II11-2) como 

t7p Z f + ~: tp:::: V(:.r) '1' 
~?t' +.1.2.1'11 =- O 
d:r~ JI T 

(IIIl-3) 

(IIIl-6) 

Por lo tanto nos inter.sarl resolVer (1I1l-5), la cual nos -

determina el pl."Oblema en un pla:Jl.lJ) 1a que fmicamente la com­

ponente del momento del electrbn perpendicular a la d1s1oca-
" 

oibn, 1nteraecionari 'con 'l1a, mientras que le' componente -
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paralela a la misma se deslizar' a lo largo del eje sin 1nt~ 

raccionar, manteniendose por lo tanto invariable. Eh el caso 

en que tengamos a var10s electrones incidiendo sobre la dis­

locaci6n, vemos que la corriente paralela a la dls1ocaciOn es 

despreciable, ya que como no existe direcci6n privilegiada a 

lo large del e3e de la dlsloeae16n, hebra en promedio un num~ 

ro igual de electrones moviendose en direcciones opuestas; 

por lo tanto nos interesará únicamente el caso de la corrie~ 

te eléctrica perpendicular a la dislocaci6n. 

Las diversas soluciones de la scuaciOn (IIIl-,) que eorre~ 

ponden ~ una energía B son altamente degeneradas y muy difere~ 

tes en forma. Sin embargo, únicamente son soluciones acepta­

bles aquellas que eo~esponden al problema f1sico particular. 

e sea, a grandes distancias de la 01s100ac16n la solucibn de­

be tomar la forma de una onda plana representando el haz de ~ 

lectrones incidentes y una onda divergente representando el 

haz de electrones dispersados. 

La función de onda fV{..JI¡ 8) puede escribirse en la for-

ma: 
(IIIl-7) 

dónde ~ represent. a les electrones incidentes y u a los 

dispersados. La fUncl6n u que representa el estado de los el~ 

trones dispersadOs, debe tomar la forma de una onda cilíndrica 

divergente a grandes distancias del eje de la d191008ci6n, o 

e l *.,-
sea U (i¡ fJ) :. A (8) T"F. (Iln-S) 

dbnce k(&) es la.smplltad de la onda dispersada. 

Por lo tanto tenemos que resolver la ecnacilm de Schr'6din­

gel' con la condlel6n en la frontera de que la runc16n de onda 

debe tener la forma (1111-7). 
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III..2.- SOWCIOW DE I..& ECU.teIOlf DE SCRRODIN'GER .... Para hallar 

,&(e) utll:lzamos. la ap:ro:dmac16n de Bo:m, puesto que 10Sl eleo­

trones tienen enerciag "tA:lliiisj t¡u.eji: ocurre que ItR ~>.' 1, Y se eJ!,'" 

pera váUdo el criterio de validez /U(~ e) f~<"< 1 (:11 )" 

Por lo tonto planteamos la ecuac16n de Schr6dinger para la d1s­

pers16n en una d181008c16n cargada. 

(III2-1) 

obtenida de (1111-;). La soluci6n debe satisfacer la forma -

(l1!;l ... 7), por lo tanto debemos hallar la funclbn perturbada por 
. ~ 

la dispers16n, tIC,,¡-, (J) 111 Para tal efecto escribiremos la 

ecuaoi6n (1112-1) en la forma 

(III2-2) 

la cual debemos resolver sujeta a 18$00nd1016n a la frontera 

(Iln-'{). ObtewSremos ahora 'Im8 ecuei6n integral para t;?It-r, S} , 

la cual incorpol'a:tal eondlc16n a la frontera, introduciendo la 

flmei6n de Green <}(r,r', e, EP) def1n1da como la solución de 

una onda puramente saliente de la ecuac1bn 1nhomogenea 

(Vp a + ~ p Z ) G ( /~ ~!:/) =- _ r(f"!:'."f 1) (III2-3) 
C9?Z... G{¡f:.:"!:}:;; G&',.,.:é.b'} 

Aqu1 ..r ( /"!: ~! 1) ., es la f'Unc16n delta ae Dirac e:n dos di-

mensiones. La f'unci6n de Green es por lo tanto la fUne,16n de 

onda en el punto (1', e) generada por un punto fUante (1", el). 

Observamos que cualquier tllD.e16n ti' qUe satisface la 

ecuac16n integral : G (¡~ ~ :f O;: G (-r; .: e. €J' ) 

</,,::; c;: + f G (~.,.: ", lI~ V(",')f/'(-(t/)J'('(III2..!t) 

es una soluc:l6n de la ecuaci6b de Schr5d1ngel" (In2-2) y que 



&sta soluci6n satisface automaticamente las condiciones en 

la frontera (IIIl-7), QUe la expres16n (1111-7) sa satisface 

se debe s que G contiene únicamente ondas salientes en (1", &) 

generadas por un punto fuente (1"',6'); mientras que la inte­

gral a la aereeh& de la ecuac16n (1112.4) es simplemente una 

superposición de tales ondas salientes, y por lo tanto toma 

la forma requerida para r sUficientemente grande. Por lo tea 

to tendremos para 1.lH¡ 1)) la expres1bn. 

U(-1,6);' jG (i;-r; ~ 8 1
) V('1"')f//{-r;'éJ'jJr (III2-,) 

De tal manera que el s1guiénte paso as construir la pro­

pia G. 

Las condiciones en la frontera que debe cumplir G son ne­

cesarias para encontrarla. Sabemos que clebe ser finita y en­

particular se debe comportar como una ande plana tal como ~ , 

a muy grandes distancias del origen. Pero afm ml3s importante 

es investigar el comportamiento de G para el punto de observ~ 

ci6n cerea del punto tuente, abnde It'- yl = I es pequefía. 

De la naturaleza de la ecuacibn (III2-3> VGIl10S que, cuando 

(III2..6) 

es pequefia, o ses que ocurra que / 1: ': ':::. ...,- 'i:" -te /1" é« f 

la fl:mcibn G es Justamente una función de Ji. 1lh otras palabras 

la tuente es completamente simétrica, tal que G no puede depe,a 

del' de la d1reoc1bn ~e R, 6n1camente de su magnitud. Notamos 

también que G tend1'6 U1:Ia singUlaridad en R:::' O. Por lo tanto 

debe existir '4na. g(H) i tal t:tue 

G (l"f' ~ -; /);¡-::;? :J e R), -8::! I - ! (III2 .. 7) 

Para encontnr el riomportamtente de g para ti pequeft.a, 1ntegrl. 
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DlGS amlos lailos de (III2-3) sobre tlnt pequef10 circulo de radio 

~ respecto a r' (la tntegraci6n es en el espacio del obse~ 

vador). Esto nos da 

f.f '0"26 (.;: .¡) da- -t- ~z 116 t< .,--)dú.=-l (III2-8) 

la integral en el lado derecho as igual a - 1 por las propied~ 

des de la funei6n delta y porque el circulo sobre el cual se 

integra incluye el punto r ::- r t • 

Hacemos ahora a ~ bastante peqUefio, tal que (II12-8) v~ 

le y sustituimos g por G en las restantes integrales. Més aun, 

presumimos que el laplaciana de una singularj.daa es m~s nsinG 

lar~ que la singularidad en si Ddsma, tal que, en el límite, 

la primera integral predomina. Por lo tanto obtenemos 

€ ->tJ (III2 ... 9) 

dOnde las coordenadas para integración sobre el área circular 

son 1) y 11, Y da.. -::. .2 'TI" ReiR.. 

Para evaluar la integral pasamos al espacio tridimensional, 

calcnl§ndola para un cilindro con caras paralelas a nuestra s~ 

perficie y con una longitud 2L. Asl, planteando la integral y 

utilizando el teorema de la divergencia, se tiene: 

f V Z;7(R).:l'fTR4R d~ ::: 1-V:J. ~ r /2c1&dr J 
u- .s de ti led-t; 

/'-
dOnde ~ esti en la direec16n radial. Asl, obtenemos 

:JL 1. \7L3 C¡:¿ J.zit Rdt< ~ ::z¿ ~ V.1-~ LRc:t&J 
s a 

." .. /; V 2 !J{R}dCL. ==-J; IV$t'R}! ~d6 
Ya que g dependa 6nicamante de R, la coordeneda radial del 

....... 
peqUefio circulo, 1 g(R) es en todas partes paralelo a ~ * Te. 

niendo finalmente 

(III2-10) 
--->~ 

Debido a que la magn1 tud de g es la misma en todos los pu,s 

III.6 ... 



el 11mite, a d:1 / dI<.. , veces ..;2 rr lE , que 

es el valor de la circun:f."91'encia. 4si, llegamos a la fónnu.la 

~ :z7íR -1 
~ -> E -> O 

(II12-11) 

o lo que es lo mismo 
q'9 
d.R.. 

1 

obtencindo finalmente 

:1 -;> - ..z~ ~ R /<. -;> D (III2-12) 

C; ( -r • I :¡:.) -:/ - ¿-.é'-e¿u~ 
As! podemos decir que la funcibn da Gl'een es una Soll1cibn ragy. 

lar y continua de la ecuaciÓn homog'nea V'p 2. G T .k: G ::::;' O; 

excepto en el punto r ~ r f , dbnde tiene una singularidad co-

mo se especifica en al ecuac16n (1112-12). Esta singularidad es 

una consecuencia de la preseno1a del punto fuente unitario, -

siendo la ecuacibn (III2-3) inhomogenea ft..'licamente en ~ste pu.t\ 

to .. Las soluciones que necesitamos deben comportarse como una­

onda plana, tal como ~ t a muy grandes distancias del origen 

como ya se apunt6, y tener la singularidad del tipo (1112-12). 

Las funciones que c'Dnplen tales requerimientos son las funcio­

nes de Hankel.t3 ; en particular 

G(-i~-j) :J (1<);; ~-!-0(í)a~}-/-:l~~4tiR 
R C) 

G '" t f-I. ""tk~) -::::>:L if¿j~k; e z't~R+ :;) 

R ~,-::> co 

nos proporciona la oorl1ecta fUne16n de Green para ondas salien­

tes. 



11143 LA AMPLlruD DE DlSPERSION.- Habiendo obtenido pare 

G(r, r', 9, el} la expresión 

(;(.;;.,.:(1,9'):: f.'7T~(i) (~I!./-!I) (III3-l) 

estamos listos para celcular A(9), y para tal efecto neces1t~ 

mos considerar !mlcamente el caso de r grande, o sea "l'" ')t"! 

Entonces desarrollando asintoticamente B!l) , se t1.ne\~Z) 

. -¡: I ir] 
("1 > , _ -, 1: :¿: :_ e iL.~ /-r .. 1: I - ~ H. f;(: /f ... !1J - v.;r~/!'...!! (II13-2) 

~ 

Entonces llevando 8 cabo la aproximac16n de Born, aproxj~amos 
t!.l ,,~ ,'A: ~ • ..,... 
T a primer orden, o sea "r'-: (! .. - la cual susti 

tu1mas en (III2-,) junto con la expresión (II13-1) para G, ob-
20 

ten1andose y;r R 'i ¡..,.'_.,./.¡. "] • .J ' .. 

t,{ (r. O):: ~!! e . _. - <! f,-} e - -~ 'el.,. I ¡ ~ 1 f f 
'- -.." ,,¡cf"."!If 

I {.i." t;, z. _ Tí íI V ~ I-! .... ! I .. (III3-3) 

,.. 
d6nde n es la dil"eccifm inicial de propagac16n de la Q.oda oel 

o 
electrón. Ya que estamos considerando r grandes podemos desa-

rrollar e1klrt -!//(/l"'_r/)1/2, con el resultado 

i"/~/_:!':¡:'1 - • ,·íff.,... -i~~"'\ 
e , ... _ :: <! .,¡;¡:.-_ te -1- of.:;,} (III3-4) 
VI..,. f _ .,..:; 1 -r 

dónde hemos desartollado I!'-!I en serie de Taylor da acuerdo a 

!II. 8 



p 

F:1g. 6 

(IlI3-8) 

Ya que u(r, e) y: Me) est'n relacionadas por la eJq;rras16n 

e 2 ¡{r 
¿¡ (-r¡ &) -= A (é) --- . ..,. '» R (III3-9) 

"r::;..~ I 

tendremos que la ampUtud de dispers16n estará determina(la por 

la magnitUd 2J'J 



EstUdiemos finalmente los limites de aplicabilidad de la ap1'2 

nmaclbn de Borne Esta aprorlmaci6n la 1'8.11880013 al sustituir 

tp ::: ~(*"; ~ , por otro lado eJ:&:;gen •• &l ~:~ +l.(..! 

según quedo establecido en (1111-7). Evloentemente ésta sust! 

tucibn de la funci6n de onda en la integral (1112-,), única -

mente es posible si en la regibn dispersada, dónde V (.r) es 

grande, vale la s1g~1ente desigualdad I ~ /» I L( I 

l 
O de manera equivalente, :ra que I f/{, ('f',hi 1=1 . 

" .. . 

(III3-11) 

/ f G (-t¡ .,.: Q, (l)'I("-') C/1, (-r; e'J,¡:/r 1'< «.L (III3 .. 12) 

c~lculado en r d6nde Ver) es mayor, 

Teniendo asi el criterio de la validez de tal aproximac16n. 

III.:i.O 
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IV.l.-POTENCIAL EN LA DISLOCACIOW PARA EL NaCl.-Para p~ 

ceder a calcular el tiempo de relajaci6n , necesitamos el P2 

teo.c1al en la aislooac16n ae manera explicita, e sea con to­

das lss constantes involucradas determinadas 9Xp11citamente. 

Esto lo llevaremos a cabo para el NaCl, que es el cristal t! 

pico del tipo qua hemos venido discut1endo. 

Como sabemos el potencial astá relaoionado con Z 911 la 

torma ~ 

~ (+-)::. " tp{-rl_ e;(R) ;; -::;&(~J - _(Ri] (IVl-l) 
Ar AT llZT 

'1 oono01da z conocemos el potencial. As!., •• cm lo t!1eout1do 
• 

en (1.6) la torma Be S¡ esti da~a por (16-4) 

Z (..,-J= - e'¡oo +- h4:!::. + 'Y!'N~z{--r.z_il!-) 
f JE,. él. eAy 

Pll ésta ecuaci6IÍc a se puede conocer de- las constantes de la 

red ( -, y tiene elJ "fIrlor g )( le- a &Mt... ,la distancia 

media entre aislocaciones R la temamos del orden de lO-6cm, 

el nfunero (le iones p-asi tivos pIn". unidad de voIumen Ji es 1-

** gual a 2 .. 2J x l o32/cm3 '3 fE:: 5.62. Las dem6s constantes 

son un1vel'sales y la temperatura: T". es la ambiente de 300oK. 

La constante b eatá establecida en. (I6-!6) ~, suponi'endo\ la 

carga mbd"ma de 1 x 10 ... 2 esu/cm, encontramos el valor: b= 

921.t686. Pea' lo: tanto tentu'"emos para ;: la expresi6n: 

~ (~) ~i1 .. 191 + '7:2/./.8""&; +-f-1E..2(1--~-d..4f) (M-2) 

Inmedlatamcte despu6s .s necesa'r1CJ. eveJltta1r 1'12' el punto troa 

ten- antro z¡ '1 ~ ~" at1:U:zm:ulOl, la re:lacl6n~ (16: ... 12) '3 la- -

(76-13), ent6nces lB ecltaci6n,pa::ra 1'12 se establece en la ... 

forma 

.300016n (1 .. 6) 
IV.ll,· ~.C.b .. dialéctica estáti~a 

(IVl-3) 



:rara el lisCl la. cent1dedes necenria. en (,lta ecuae16n serán 

zl'Jn = 12; NmneN de vecinos cercanos de un 16n dado. 

F+:: 0.80 aY - 3.1kT. (6) ; energ1a libre de .fomac16n de las 

vacancias cati6nieas. 

La constante 13+ ti'ene un espectro reducido de valores pera los 

cuales (m-3) tiene sol'l.lc:t6n, por le tanto se escog16: 

B..,;: O.~li98~ ; enerc1. ae amane' libre ael comple3o lmpureza­

-vacancia. 

e es del crr4en de 10..6; rtrz6n de :tones: de impureza Ir cationes 

nomales. 

Por lo tanto 8i utilizamos 108 valores anteriores en (IVl-3) 

se atiene lTS~a 1'12 el vlt10r a. 8.o!te l. Eh seguida conocido -

1'12 obtenemos para - (3C+M el valor de -0.199 eY con el cual 

podemos a la vez conocer ej!¡.»/lr!! COIl el valor de 1l'¡..Ol,. 

Ad, pOdemos plantear las ecuaciones simult6neas (I6..¡), 

I.h dfm«e' obtenemlta bl ' '1 b2', con el resultado 

b
l 

t == 30 .. 491 '1 b2 1.: 0..0276. 
Par 10 tanto:r la aigu1811te expresi6n para el PQt.encial.., seg{m 

U6-I8) es: 

?;.,'(..¡-) = 30,,"l'flk r + O_,,;f'76 (m-4) 

Para encontrar el punto i'l.-onte:J1a. lt22 ' entre 32 '1 ~ 1 , buscamos 

el tamafItr m1n1mo de la reg16n semi saturada, 8llcont1'ando Ell va­

lar: 1'221 ;:; 8 .. 5'04 i, con lo· eUlrl obtenemos las ecuaciones 81-

multáne.~para B'1 So. 

--y , /:1- 1) Z /. n • .tJI2¡ / • :::; di!.l- t I \ 
.;z::.2..~"'.z.z. :;; a\~zl '4-rI-A"a dr 1~ 

clmllo como r&sultadol H ¡¡; 8.07191 T "0:: 0.05'9]995'6, '1 sabiendo 

, que la constante K e.t' det~da por (Ilt-lt), podemos de'ter­

minar' su valor que I!t& enenentl'8 igual 8' '7.4833 x 10' cm-¡ .. ' 

%V .. 2 



POl'! lo ttmto~s8b1encIlO que I':::.K1" tenclremolJ para ~ la expr .... 

816n \ S ~¡'F-I~/(k ,.lifR +.:1. e",g<f¡)j 
'2z(s) = 2&- '.(Jrrll tln ... 6) 

lb seguida- utilizamos la relaci6n - z2 (r 23 t) :: 1 .. 5', para ha­

llar' el punto trontera 1'23' entre ,Z'2 '7 z,3 1, encontrando que 

tiene el vaalor lIe 2& A. 

F:l.nalmente, usant'lo las eeuscten .. (16-21), (16:-22) y (16-2~) 

y' con el método autooons1stente ctsscr1to en la secc16n (I .. 6" 

tendremos: 1"33' :::; 2S.389S' 1, D:' 818.22;9', B ::: -312 .. 28 '1 c= 

:: 3a.2191"', eÓn 10 cual ~: será 

- '%31 
(5)::8/9,22$1 S.2.-.312-.2'5 +3d-z71/-?' (In ... 7) 

'1 uUliztm.dO:·la contUc16n en la frontera ~'(1'33'):' .1':;(1'33 1) 

encont:rm.noa la eonstante .l .e .3' con el renUrio: !:: 0.2685'6024 

asi, 1:
3 

es 

%¡¡ (s):; ..-tL.2&fS60 2?K;{s) (m-S) 

l!h seguida: se detallan, lID S' valores encontrsdos en una tebl., 

junto con lbs valores halladOS' para otra carga q arbitraria con 

magnitud ce 6 x 10-3 esu/cm., "5 se graficsn las f'unci.ones Z. 

q 6 x 10-3 es~~ IV-l 1 x 10-2 esu/c:m 

B .351 eV 0.349 aV 

- o(~ 0.157 0.199 eV 

et/Jh.T. ll .. '~ 1L4.01.5 

b 92Ll.6S 931.68 

K 1.J+85~ 10; cm-l 7 • .tf833 :lI: 105 el'l11 

1.237273 

O.lt6l3Q¡ 

U.o~ 

:..zB .. 5lt9'3 

, 8.07791 

,0.0)'91"56 

Bla.~5'9 

-312.28 



e 1.2631. 30.27914 

A 0.926-362 0.25.856024 

1'12 8.08 A 8.048 A 

1'22' 2.4 A 8.504 A 

r ' 23 66. 8 A 20 A 

r
33 

, 106,.88 A 25.3898 A 

bl ' 6.751 30.491 

b I 
2 

0.08983 0.0276, 

.. 



fe~rl --3 1- ~ 6'Y/o estl/?n-? 

t ,.. 
,: 
~ 

• 1.71 

3 .. 31 

:J.·18 

I·S1 

~ 
I 
I 

, 
~¡<: \ ("')·1-/'3.~" 

3 

:2'3 (T') +- J"S... :::: 
".. <Ef$26 

:: ~/'K#2 k'Z.,..2 -3JZ.3K .. +- -rL/.:2 • 
¿ ,%:'~l .... J +-1 3. "1 ::: 

;:::z kK-r 54-n/¡L"·"9zI(4. K-r +:2-V3I.t)I+7tg ~ 
b. 5'''1 ~ 

~ 2Z1 L...,-) t 13#1 :;; 3tJ."'1../ln a +14 . 

~/(.,.)+13 .. 'l---'í:¿/k -r +4-sr~t.,..2_a.Z.J ' 
.;')( lO 

D r I I '1 l I I I ,.~ ~ > 
f.o;t, " 2.5 35 45 55 60 'rO gO 'le IO~ lit ¡;rO /30 t4-0 
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IV.2 .... CALCULO IfU'MERICO DEL T1Ef1PO LIBRE UEDIO,.. Los e­

lectrones en el cristal est&n sujetos a la Estadistica ae -
Ferad.-Dirac 

f= (IV2-1) 

1a que tienen esp1n .emientero y son ferm1ones, sin embargo 

", la temperatura ambitll1te ( ! =3000 K) los electrones en la 

banda de conducc1bn de un cristal 16n1oo, cUIn:!,len la su;:¡o-

8ic16n 

'~r (:rn-2) 

dónde E es la anerg1a 1 ~ el potencial qu1mico.Aala fun­

ción de Distribución de Ferm1-Etrac se raQuee a 

:F ~ e{/{-rJ/AT 

Sin embargo la fUne16n de distribución aproximada es simple­

mente la fUnei6n de Distribución de M3r~~ll-Boltzman. S1 la 

condición (IV2-2) vale, entbnces, la d1stribuc16n de Fenn1-

DiraQ y la distr1bucibn de M8~ell-Boltzman son pr§ctlcam~lt~ 

las mismas para los electrones en el cristal 160100, y serán 

validas las eonside~aciones relacionadas con un gas clásico • 

.As1, pez lo eJtpues:to-, anteriormente supondremos que los' 

electrones' en el cristal, tienen tm.s energbt medie: del orden 

--
1 su velocidad estanl relaciensd~ con la velocidad promedig 

en 1. d1stribuc16n maxwel]t~ 

Tenemos que fm, la ecuaci6a para lit amplitu6 (fe probllbllid8d, 

t. constante a(k' que mutti~I1~ •• la tntegral en (1113-10) 

IV .. 7 .. 



(m...6) 

(IV2-7) 

la constante mULt1»l1cativa para 18 integral 0&1 inverso del 
. .,,, 

tiempQJ ge rela3em1ento (II2:-2lf.) es' 
• fA / 2 

A ~ /.3 / .. 1/< __ ~'" trr'hl_ e C .:2 V __ f 
,1~ V- ~l~' j ~ ~ k .. t~jJ:V2 .. 8} 

sab1endb que k :: (3aE)l/alh~ (3mtT~l/21h y con la ayu.da de 
.' , 

(IV2...lr) y (IV2-5'), t(Na" jstará dada por la expresi6n siguiente: 
-1 Al 2. 

-t'(K.,J :: 5" . .'"11 ~I/tl~ e (IV2-91 

Una vez; Q.t1e se tienen toan la's expresiones necesarias p.!. 

ra la obtenci6:n del tiempe¡· de relajamientla, se puede prcce -

lier a: l'OOIVB!" laa 1ntegnles :tnvolucradas. 

Pl'imeramenta l'lIl1 que realizar la 1ntegrae16n 
.R, 

.{ </(..¡-)...-J,; {2~ • .,.-.e., f] eI.¡-

para' as1 obten~A(&). Para resolverla es necesario llevar a 

cabo la intiegr:eei6n en forma llamftrin, con lo cual pollemos -

obtenel! / A (8) I.:z. .. tina 'Ves: obtenida la amplitud de pro­

babil:Uiad, el :tnveno del t1em.pOl ae rela3amlento ser! dater-. 

minado JOl" la intelral 
%,'i'r 

;: (' ~' .. - ~ 8)/ A ~ 1!J)1~.'éI 

JI> _, t 

Astt •• disefia,UB pl'Ogl'. para: fIItI'IlPUtadoroa, fm el cnal 

~e utiliza: el método ae Ga.slf, y, 89 lle'Ya a ea~ la opel'aci6n 



I 

-'" 
total- ,/ .J?, 

.;= ~-(¡v¿Jj!I-ú>e)/I!·M<J.,(J-J~UH~ )Jr/<;¡g 
en dónde se ul111:tz6 el potencial .t! í..,.) ::; I(.,.} ... 9-{I<}, que es 

igualmente válida> para le dislocación, y es él adecuado pl'll'a 

las condiciones en la frontera Gel electr6n, que requieren que 

su energb pntencial sea nula en el infinito y mfl:rlm.a en la -

disloeaci6n, (ahora ~est' medido en relación al potencial en~)* 

11 J.S:L cUento se realiz6 para las dos cargas en la dislocaei6n 

que cons:tdel'amos: antes,. asociando para cada una el potencial 

correspondiente, Tvariand~ la densidad de dislocaciones en­

do!". va~es: densidades relativamente normales del crden de -

106/f.'l'i '1 densidáoes .muy altas para cristales l!ltl'I dañados de! 

\l.a!den de 1012/cm2• Para realizar- el c61culi!!' se toma en cuenta 

que la densidad de dislocaciones '1 la distancia media entre 6 ... 

lIas estlm l'elacionades por la expres:l6n 
Al _ 1 ( 

EI{.1 - y¡- r:.;,;, IV2 .. 12) 

Los resultados encontradc:ut para q :. 6 x 10;"3 esulcm son los 

siguientes-: 

If -2 
d cm 

1 x 106 

1 ::lE 1012 

¡Ir seg-l 

1.7 x 106 

1.7 JI: 1012 

-z: sag 

5.8 x 10-7 

,.8 x 10 .. 13 

Pant la car.ga mayor de 0.01 esu/cm., se encuentran valores de 

l/'r casi 1dént1cGB a 10:8 anteriormente dados, por lo cuál 

se conelD76 que no hay vsriae16n sensible del tiempo de re1a3a~ 

miento: con la ellrga,~,."'t~~~88~map!!esqae60zu,He3 _ 

esU/cm •• 
:41 El potencial para eualqu1e:r- punto J:' ~ n, respecto a '" e.." 00 

es cero, y pera r :;: s es ... 9!'él(j. 
~ IV. 9' ;. 



zv ... ,.- COMPAUen»r 00lr m:. fm" :D1I liEUJ!MDNTO DEBIDO 

A LAS VIBRACIONES :bE RBD.- ¡¡la temp~rat\U'8 amb:ilente, los e­

lectrones 6e conaucc!6nen el eristal :t6nico, serio sfectados 

fUertemente por procesos dispersivos al chGlcaÍ'V"': ... ¡ en su mov,! 

miento con def'ect'cts: en; .. l cristal, el efecto más notable que 

se conoce como un hecho establecido es el debido a la tI:1spel: 

sión pu vibraciones de la red .. POr- lo tanto resulta oonve ... 

mente eomparar el tiempo de relajae16n.pare dispersión, con 

dislocaciones cargadas, con el tiempo: de relajación para o1s­

perai6n con las vibraciones de la roo. 
Ya que existen dos: tip •• de 'Vibraciones de red; las vibr,i 

o:tones dS' modo 6P.1;1:co "1 las vibraciones de modo acuatico, va­

mos a dar las e%prenones tomadas de la literatura, que dete.!: 
. ~ 

minan los tiempos de' relajamiento de cada una de ellas. 

De 8cuér4o a la. teor1a Cle aispersión· por vibraciones del 

modo ópt1'eg;, el tiempOJ de rela~am1ento- está determinada pcn' -

la expresi'n d~ en seguida, para €!ste tipo de Vibl'8ciones(:lS) 

(IV5-1) 

d6nae e es una constante independiente de la temperatura .. 

una d1$cUsi6n comp~et. de la aispers16~ar vibraciones s­

cfrsticas en un cristal 16nico no se ha efectuado. Sin embargo 

para nncristal cbbico del tip~ del BaCl es razonable adoptar 

la teoda' UIma! del potenc1alde def~2!'Ill&ci6n C2f'J, 'DE! acuel: 

do a. la cual el tiempo., Ubre medio es de la forma 

r -?'" ~llz' 
.~ = .. f7f'fi C¡¡: J~T)~ (IV"'2) 

tLVZ ~o/z~.a. J (1<Tj-:l/ '. 
e 6?1r,. en constante el&stica (y E¡ po'tene1al de dai' .. 

para las "ibracione$. del medO acfistico .. . "., . 

IV • 10 -



Para evaltuar "r'", en el NaCl, 'OOmamos el valor aproximad() de­

e como24 e :::: 0.63: x 10 ... 7 T la temperatura de Debye éJ l> ::; 

2$:t°K, con lilS cuaba eneont';ramos 
g ...,7 CZ:.::: 9. ~ X /0.... ~ /v s;~ 

Para evaluar.' 7' a tomamos el v8l'or de la constante elástica 

para el WaaDi e
11 

% o.487'x 1011 dtnas/cm2 y el valor apro~ 

m.ado; del potencial de deformaci6n, 1i1 =:: 2 eV, obtenido de 

los datos para el lCBr 2" '18 que no se encontr6 el correspon­

diente para el NaCl, el resultado es 

rol' lo tanto, entre los dos proeesos.el que domina es el de 

la dispersi6n por vibraciones del modo ac6stico. 

Aho~ compararemos éste efecto relevante con el efecto de­

bido a las dislocaciones cargadas. Observemos que para densi­

dades de dislocaciones del ordan de l012/cm2, d6nde se aprecia 

el efecto mayor, el tiempo de relajamiento debido a ~llas es 

del oil"den de 5.8 x 10-13 seg .. , por lo; tanto tendremos que -

~ a/c;¡:" = O.S .. As:!:, vemos que el tiempO! de relajamiente p,ª, 

re vibraciones de red es del mismo orden que el debido !I las 

dislocaciones y la movilidad por el efe oto de las dislocacio­

nes, es tamb1~ parecida, dando por resultado que ser~n simi­

lares los efectos. !'bbajas temperaturas el efecto, de las dis­

locaciones, en cristales con altas densidades, se espera .~ 

nante. A densidades relativamente normales del orden de lo6/em2 

el efecto serA marcadamente menor'y el pl'()ceso dominante es el 

de' la dispers16n por vibraciones de la rea. 

El efecto completo) lo englobaremos en la probab1lidad total 

... IV.1I 
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y podremos apreciar una vez mis que los efectos a Temperatura 

ambiente, ser~n similares para la dispersibn por vibraciones 

éle red '1 dispersibnpor dislocaciones en densidades altes de 

ellas, ya que la probabilidad de dispersi6n para ambas es tel 

mismo orden. 

Para investigar la validez del c'lculo del tiempo éle relJ! 

3amientGtl con el mlJtoeo ae BGl"ll, se llev6 a cabo la operaci6n 

indicada en (1113.12), realizada en el punto r = a, que es 

a6nde ~{<j es mayor. Ast, se llev6, a cabo la siguiente opa­

rael6n con la ayuda de la computadora: 

I f/(a, e] /2 = I ~?! ff "r~/;·;,¡} J. (ir)¡J;., J.fri1 ~) 
con. el resultado: I tIra; 0)/ Z :::. ¿' .. :2 V S '7 ~< 1. 
Por lo tanto, se cumple la condicibn,para la validez del m~t~ 

do de Born, la cuil es sufi'd.,ente aWlque no necesaria. 

*Iae las dislocaciones 



Iv.4 CONCLUSIONES 

IV.4.- En el presente no se conoce el potencial en la aiA 

10c9016o, ya sea en forma ana11tiea o numárica3,4, sin la su­

posicibn de conocer lacargl1l en la dislocacibn a una tempera .. 

tu~a determinada. La !imitacibn de suponer una cierta carga 

lBS importante,. pues si bien es posible concebir que ftsicamen;i; 

te ~sta carga- pueéle existir, no hay ninguna evidencia qlle nos 

asegure que existe en forma estable y a la temperatura supue~ 

tia. Sin embargo, repetimos, es fbicamente concebible su ex!.§. 

tenoia, y bajo el r~gimen de saturae:tbn de impure:!res en la -

dislocac16n, hemos encontrado el p~tenc1al a la t~~peratura 

ambiente, supon1end~ cargas de 0.01 y 0.006 ssu/cm. Una obse~ 

vaci6n pertinente en relacibn con los potenciales para éstas 

cargas es la del hechel de que prtctieamante no varian entre si, 

los cual nos :tndica que para las cargas sUpu.estas, SU valor no 

es critico para la forma ael potencial existente. En ~ste pl~ 

te conviene mencionar que el problema de medlr la carga, es 

un problema abierto pa~s la investigaci6n experimental. 

En lo que respecta al movimiento de los electrones, se en­

contrb que el efecto ae las dislocaciones sobre ~stet es del 

misao owden que el debido a las vibraciones de la red del mo­

do acftstico, para cristales muy dañados, (densidad de dislocaciQ 

nas de l012/cm2). Sin embargo la exaotitud del efecto no es -

concluyente, pues est§ en la naturaleza de los cilculos, el -

ser aproximados, ya que para ~¿ no se conoce exactamente el 

valor del potencial ae def'ormaei6n para el NaCl que aparece en 

la e:x:presibn (m ... 2), pues no es sino hasta muy recientemente 

que se han venido realizando cilculos confiables de bandas de 

energ1a en halogenuros alcal1nos.Kawamura26 hizo un cálculo 



con mé dos considerados hoy dia como burdos y report6 Wl 

vale de ~ :: ,.6 eV, con el cual obtend riamo s un cr a. o;;:; 

::: 1.7 x 10-13 sag ... Por lo que toca a la determinaci6n de 

c¡- , por la naturaleza del cUcUlo, en un rango de :L'1tegra­

cibn amplio, la computadora hizo las operaciones usando in­

tervalos que· no se consideran adecuadamente pequeños, para 

dar un resultado muy preciso. Sin embargo nos interesaba, 

los ordenes de magnitUd de l~s efectos, y el resultado que 

si es concluyente es que ~stos ordenes son cercanos entre 

s1 'ToscUen alrededor de 10-13seg. para el tiempo de rela­

jamiento. s~ún los resultados encontra~ds, a densidades hA 

jaa de dislocaciones (1 x l06¡cm2 ) el efecto predominante 

es el de la dispersi6n por vibraciones de la red, y 185 diA 

locaciones prácticamente no influir~n sobre el movimiento de 

los electrones .. No es'ppae1ble comparar eon. medidas experimea 

tales, los resultados apuntados, pues no se ha medido la cOB 

ductlvidad electr6n1ca en cristales deformados de HeCl, y -
:ti 

con impurezas catiánicas divalentes. Este tambi'n es un probl~ 

me abierto á la investigaci6n experimental. 

Para terminar conviene mencioner que segttn la teorfa del 

potencial, la d1stancia media entre dislocaciones es del or­

den de ¡c-l = 10-6 cm., pues a esa distanc1a el potencid as 

prlH'rt.icamente constante y determina el punto de fuerza cero 

en el oual el efecto de las dislocacicnes contiguas es nulo~ 

Este criterio lo toman en efecto ~rkovich y 390C.3 1 ~liewer 

1 Koehler 15. Sin embargo ~ste valol'd~ R ::; :r('"l 
'" Aclelltis, es necesario> separar el efecto debido al pote!! 
cial de deformaoiÓn de la dislocación, 1 ~8te no se conoee~ 

~,IV.l~r ;.; 
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1:0 debe 8"1 argumento Mt~§t100 de que z3 ~ O en es. ptm.t., 

pero no lo es s.str1ctamen~e .. De hecha 33 :::: O, ocurre para 

r ;;;- ~ , pl!l' lo cual el potencial es de largo alcance y 

el valo~adecuado para la distancia media entre dislocaciones 

es el determinado por el criterio geométrico establecido en 

tav2 .. l2) :t es el que prevaleci6 en los calculos realizados 

squi. 

1,'; 

... 



IJ'END!CE 

EYalUSet6n, de la 1ntegr~l f V'z pS.r tf r c:I r , 

R 

;: / .JI d[r ~J Integrando por partes, 

se tiene: 
-(> 

ASi<t., obtenemos: 

otra V~ por partes: 
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