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INYRODUCCION

}

Se ha demoatradoi gue si fe tiene un sistema de muchars
particulas en interaccidn, se pueden encontrar funciones de den-
sidad periddica gue describen estados de energia mds baja que -
los descritos por las soluciones triviales de Hartree-Fock, En

2) condiciones generales bajo las cua

particular, se han estudiado
les una funcidn de prueba gque describe N fermiones cénstreﬁg’
dos a moverse en el interior de cada una de N esferas de dig
metro d , satisface esta posibilidad.

En el presente trabajo, se toma como funcidén de prueba
un determinante (permanente) de Slater que se constfuye con fun
ciones de particula simple, esféricamente simétricas en su argu-
mento, periddicamente localizadas, sin traslape y escritas en
términos de un pardmetro d , que corresponde al difmetro de la
esfera en el espacio de configuracidén en cuyo interior la funcidn
no se anula. Haciendo usoc de esta funéién de prueba de densidad
periddica, se sigue un procedimiento variacional para el cdleculo
de la energia del estado base de un sistema culntico de muchas
particulas ordenadas periddicamente en el espacic cuando la in-.
teraccién entre pares tiene la caracter{stica de ser fuertemente

repulsiva a corto alcance v débilmente atractiva a largo alcance.

Para sistemas constitufdos por atomos de Héay Hé*considerados



en a;reglos configuracionales diferentes, y teniendo en cuenta
interacciones “realistas”, se han obtenido resultados para la
energia de estos sistemas a distintas densidades, ajustando
los valores del pardmetro d , de tal forma que la energia
calculada sea minima.

Los valores encontrados para la energia‘coinciden
aproximadamente con los obtenidos en otros trabajos tedricos,

y si se cqmparan con los gque se obtienen si se usan‘ondasApla—
nas, se ve que,bajo:ciertas condiciones, la energia de los es-
fados descritos con la funcidén periédica es mds baja vy, adends,
estos estados son termodindmicamente estables.

En el primer cépitulo de este trabajo se presentan
algunos aspectos generales de los principios variaéionales uti-
1izadosf en teoria de muchos cuerpos, como métodos aproximados
de solucidn.

En el siguiente capitulo se'seﬁalan algunas propieda—‘
des‘de las soluciones en relacién con los métodos de aproxima-
cidn y la posibilidad de su utilizacidn en el tratamiento de
loé llamados cristales cuénticos, se mencionan propiedades cua-
litativas del comportamiento fisico de,estgs sistemas, y los
trabajos previos que,siguiendo procedimientos variacionales, se
han desarrcllado, especialmente, para el cdlculo de la energia

de los cristales de Helio.



En el tercer capitulo se considera un médelo vafia—
cional simple, se introduce la funcidn de prueba de densidad
periddica y se muestra gue las orbitales son solucidn de
Hartree-Fock cuando se toma un potencial repulsivo de corto
alcance vy altura finita.

En el cuarto capitulo se determinan expresiones ge-
nerales para los valores esperados de la energfa, tanto para
las funciones de densidad periddica como para las ondas planas,
Y se indic% una forma de realizar la suma sobre estados.

En el dltime capitulo se evaldan las expresiones de

3 LS

la energia de cristales de He y He gue resultan de con-
siderar potenciales de interaccidn realista, y se obtienen re-
sultados para distintos valores de la densidad y del parémetro
d, ¥ en diferentes configuraciones., Se escogen aquellos re-
sulé;dos para los cuales la energia total es més baja. También
se calculan resultados péra la energia con ondas planas. Por
otra parte se sefialan algunas propiedades cualitativas sobre
la localizacidn de las particulas y la presién del sistema.

En el apéndice se presentan unas reglas generalés pa-
ra la determinacién del nimero de elementos de cualguier clase,
para diferentes configuraciones cristalinas.

Finalmente en la conclusidn se discute los resultados

obtenidos.
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CAPITULO I

ALGUNAS CONSIDERACIONES TEORICAS SOBRE APROXIMACIONES

VARTIACIONALES EN EL PROBLEMA DE MUCHOS CUERPOS

Para el andlisis de un sistema de muchas particulas,
partimos de la ecuacidn usual de Schréddinger, cuyo Hamiltoniano,
depende estrechamente del sistema en estudic. Uno de los as=
pectos principales que la teoria considera es el de la interac-
cidn entre particulas., AGn cuando resulta dificil tomar en
cuenta cada una de las causas fisicas que de alguna forma in-
fluyen en el comportamiento de ellas, la intencidn de cualquier
modelo tedrico es que cada término del Hamiltoniano considerado,
incluya los rasgos centrales y esenciales gue permitan reprodu-
éir, por lo menos, algunas de las propiedades cualitétivas del
sistema cuya descripcién‘se intenta realizar.

Cuando se supone interéccién debida a fuerzas entre
dos particulas, el Hamiltoniano para un sistema de N de ellas,

no relativistas y sin spin, tiene la forma general

N N
- 2 ¥
H= Y (52197 2 vling), (-1
i< 4 :'4}'
Agui el término O‘(f{Ji} es, precisamente, el gue corres-—

ponde a la energia potencial de interaccién entre cualquier par

de particulas separadas por una distancia [# .| , la formwa de
"4

esta funcidn se deriva vya sea de consideraciones tedricas



6 directamente del exper imento.

Se sabe que,’cuando el Hamiltoniano no depende expli-~ -
citamente del tiempo, v para valores definidos de lafenerqia B,
es pbsible introducif el concepto de estado estacionario, redu-

ciendose el problema a la solucidn de la ecuacidn de autovalores

(H-E,) (6, =0 (1.2)

La funcibn q& con el valor mis bajo de la energia corresponde
a la funcidn del estado base.

En general, la solucidn de la ecuacién de Schrédinger
presenta dificultades matemfticas, debido a gue en casi todos
los casos de interés fisico, no se puede separar en ecuaciones
dependientes ée una sola variable.

En teoria de muchos cuerpos se han desarrollado mé-
todos de aproximacidn cuya finalidad es simplificar el céleculo
de las cantidades fisicas gque convengan, procﬁrando reflejar,
tan fielmente cdmo sea posible, las principales propiedades del
sistema real. Esto significa que la aproximacidn debe sér tal,
gque la naturaleza del problema no se.altexe mucho.

| Para salvar las dificultades matemdticas inherentes
en la construccién de una teoria de muchés particulas que inte-
ractdan, se sugiere empezar escogiendo una apfoximacién cero

{inicial), que sea compatible con el concepto de estado de



particula simplef Antes de presentar un.resﬁmen de los aspectos
generales de las aproximaciones variacionales, a las que nos |
referimos en el presente trabajo, es necesario sefialar gue en
la base de su desarrollo  se encuentran: la aproximacibén de

3)
particula simple vy el principio variacional de Rayleigh Ritz .

1) Aproximacién de particula simple.

La necesidad de gue la aproximacidn cero sea matemi-
ticamente mis sencilla, exige que su forma funcional sea tal
que sé eliminen las dificultades bésicas de aquellds problemas
en los qﬁe,debido a la interaccidn considerada, la ecuacidn de
Schr¥dinger no puede resolverse exactamente por ser esencial-
mente inseparable.

En general, para poder escindir la ecuacidn de
Schrédinger en un sistema de N ecﬁaciones, cada una de las
cuales depende de las coordenadas de una sdla particula, es ne-
cesario caﬁbiar el operador Hamiltoniano en su forma funcional

por otro fisicamente equivalente, esto significa que si se tiene

H-). ulr)- ¥ o (11,1 (1.3)

s
t=1 tey

* Aproximacién de particula simple en el problema de muchos
cuerpos.



_donde [j (f}) es un operador de particula simple que in-
Vcluye\el operador de energia cinética y el‘de energia poten~
éial producido por un campo externo que;actua«sobre‘la parti-
cula ‘i r Y 194 (7’1}9 es la energia potencial debida a la
interacciénAentre las particulas J' 2 i, se éscoge'un Hamil~-

toniano modelo ,
N '
'Ho,': ZHS(/"@) s ‘ (I.4)
t=d

donde fis es un operador de particula simple. La solucibn de

3

la ecuacidn

HS (sz - ed’soq » (L£.5)

da las funciones de onda y energias de las particulas individua

les, en términos de las cuales se puede escribir los autovalores

4)

[o]

goTled . e

vy su correspondiente autovalor es

X | |
E,7 ) €, | (1.7)
a1

Bisicamente se puede sefialar que el problema de construir una

v autofunciones de f4 . Una autofuncidn caracteristica es

aproximacidn cerc compatible con la aproximacidn de particula
simple, es encontrar el Hamiltoniano aproximado }4ovque sus-
tituya al Hamiltoniano exacto H , de tal forma gue los auto-

. \ ’ . 3
valores f:u calculados con fﬂo, sean una buena aproximacidn



a los exactos £: -

”n

2) Principio variacional de Rayleigh-Ritz.

Establece conclusiones generales, que resultan del
uso de un método variacional, para aproximar los autovalores
mas bajos del operador Hamiltoniano f{ . En particular pue~
de interesar el cdlculo de la energia E; del.estado base.

En primer lugar, se puede mostrar gue si se introdu-
ce una funcién de prueba arbitraria'%}, pero gue satisfaga la

£ .
simetria permutacional de las soluciones de la ecuacidn de

Schr8dinger, v tal gue cumpla la condicidén de normalizacidn

SAIAIEES

entonces, el valor esperado del Hamiltoniano, calculado utilizando
1P , constituye una cota rigurosa superior para el valor
P
de la energia exacta (pero desconocida) del estado base, redu-

ciendese el cdlculo de é?o al uso de la desigualdad

6:, < EP = <%}H/gjp> (1.9)

En segundo lugar, si la funcidn de prueba depende de
uno o mas parametros desconocidos, la mejor aproximacidn a la
energia del estado base se obtiene cuando se minimiza la inte-

*’H r . . .z
gral Q&/ gyf , bajo variaciones de la funcidn de
4
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prueba, manteniendo la condicidén de normalizacidén (I.8), Consi-

ggientemente, o | , .
<%o/ H)%> < &, (1.10)

3) M&todo de Hértree, aproximacidn del campo autoconsistente.

La primera proposicidn de esta aproximacidn la hizo
D.R; Hartree en 19285) con la finalidad de simplificar el tra-
tamiento del problema de un étomc con NV electrones. La idea
bésica consiste en suponer que cada uno de los electrones del
atomo se desplaza dentro de un campo promedio producide por los
otros electrones y el nucleo, de suerte que la ecuacidn de
éutovalores paré un solo electrdn en el campo de‘potenciai auto-~
consistente Fﬁ (ﬂ:) se escribe

(el - e )y’ = (B W B )€ )= 0. wan

of

H
De acuerdo con {(I.4) el Hamiltoniano modelo ffo . resulta ser
N g N 2 2
H -5k )
HY =2 H, (el = 3 (£ Ve + B(r)), (1.12)
£-4 {4 .
v su correspondiente ecuacidn de autovalores toma la forma

(H: E/v) ij'—'fi( Va t P(” ) ]q/ 0.(x.13
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De este modo, se tiene una aproximacién de problema
del &tomo, gque es bompatible con la aproximacién de partiicﬁuié
simple. La solucidn sugerida por Hartree para (I.13}, es del
tipo (I.6),

H ﬁ' “(r) | (1.14)
,Lil/v' et ‘70«;( Lo ‘

. H i . .
Para que las funciones (l) formen un conjunto de funciones

ortonormales, es necesario gque las ondas Cﬁ sean ortonormales.
-4

=0

i .
El potencial ("Z/‘ sugerido por Hartree es de la

forma

Ple) = ‘;“773 o Viled o, (1.15)

7
donde Vt { ?’},/‘ es el potencial promedio gue actua sobre

el electrdn ¢ , producido por todos los otros electrones.
. ¥ e
Hartree deduje Vi (?f/ con la relacidn

zZ

V.(r) = Z“ Lf?:{ nl C— dy, (1.16)

I# - Kl

El hecho de gue en la ecuacién (I.16}, gue determina

. . H
Vz’ (}'L) , esté presente la funcidn (ﬁ (?‘d-) que 5 solu-
&

cidn de la ecuacidn {I.1l1l), en la gue ya estd presente V&' (’?)7

implica que se tenga gue utilizar un método iterativo.
El método del campo autoconsistente ha sido posterior=
mente establecido sobre bases tedricas mas fuertes por Slatere),

guien mostrd que si se tiene una funcidén de onda aproximada,
n

. . T, ‘ l {
gue contiene parametros arbitrarios, por ejem. f’ka = \-F’ H’i')
vr f o
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1z mejor aproximacidén a la ecuacién de Schrédinger, se obtiene
si se aplica el principio variacional, variando separadamente

cada funcidn LP y manteniendo constantes las otras. De tal
v

v

forma gue la energia
E,= (g9 (?‘N}/H/%(n)~.-(,g () >  @an
. N ‘ 4
sea una extremal. Aqui FJ es el operador Hamiltoniano exacto.
Las fV ecuaciones asi obtenidas resultan ser las gque corres-
ponden al movimiento de los ﬁJ electrones, cada cual en un

campo electrostitico separado.

4) Ecuaciones de Hartree-Fock
La solucidn FP construida como producto de funcio-
nes de particula simple, satigface apfoximadamente la ecuacidn
de Schrddinger, .pero no es antisemétrica, lo gque determina que
el principioc de exclusién no se satisfaga. Para salvar esta
dificultad, J.C;Slater7} propuso construir una solucidn antisi-
métrica bajo el intercambio dg dos coordenadas cualesdquiera
tal que giga siendo una sciucién aproximada, conectada con el
mismo valor de la energia, por ejemplo QZ (fﬁ} o QZ-(n)‘”
. T .
. ql(%).“ qz(ﬁJ. La combinacidn propuesta por Slatergcomo
4 v

conveniente, es un determinante:

LP (r} Lpot.( v, ... LPM (ru)
U = (‘;]T)‘/Z - B (1.18)
Sl )9 el

Ay
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La aplicacidn del principid‘variécional para minimizar
la energia del estadc hase, bajo variaciones de las funciones
q}(ﬁ)que forman parte de una funcidn del tipo (I.18), fue su=

i
&) )

8 oz '
gerido por Slater . Posteriormente,Fock , utilizando una fun-

cibén de Slater come funcibn de prueba, y el principioc varizacio-
nal, obtuvo el Hamiltoniano ffo en la aproximacidn de particula
simple. Supongamos gue el estado que nes interesa es el estado
base. La funcidn de prueba de este estado, escrito como deter-

minante de Slater, toma la forma

b gt (r.)] :
Y, = e S i

Con esta funcidn de prueba y el Hamiltoniano H
de la forma (I.l), se puede calcular la energia E?p P que‘

viene dada por la relacidn

ey = <UIHIYY - LRl T ) -
CETC (R0 ) o] @ (k)Y (1)) -
BECALES Y,

ggtl

N
f . .
MR A R IR D
=1 .
Por el principio variacional, la mejor aproximagidn

a la energia del estado base, se obtiene minimizando la inte-

gral < q)l H/ . con respectoc a variacioneg de las fun-
¥ ¥

cicones de particula simple, con 1la condicidn de gue se preserve



- donde
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(1.8), esto significa gue si

£y HW> 0,

entonces

s,(@ I H - mpm 0.

CWLGIY,) = G =t

pero como

AL PAR T ARG N DRSS

entonces

6-1
TOAERSAAE ZWIWZMZ)'ﬂ»
Z<sw 18- Z<5w ol 40 -

oy

)

ZA <§§9! >~O v | (T.21)

-puesto gue las <ré %i.[ son arbitrarias, la anterior ecua- .
£

cidén se puede reducir a
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‘ #
si multiplicamos por ‘[ dr.%7 fn)
12 ﬁ . .

QT QI YD s
: 41 ¢ 4 ‘ i
B IRQUATIREHRTRCR
}:’i J } ’

esta relacidn es equivalente a la que se obtiene para los ele=-

mentos de matriz de un operador de particula simple, en la re-

presentacidn {(P /i = 1,2,---,PJ} , llamemos a este operador
Q/'

1

)H{S 5 entonces

< LP | K LP DA (1.24)

La matriz se diagonaliza si se toma una base {¢) /i:i,z,.“,hf}
LN

como combinacidén lineal de {{P j i:I,Z,,..,PI} de modo que
«;

<¢/}.;l )—és) ¢«> = &, 5“5 (I.25)

En términos de las nuevas funciones la relacidn (I.21)

queda

-ff‘vfcp(rw{f: ¢ () ole)) ¢ 1619y ] ¢ (r) -

Jj i 2,
{ngb (!‘ U’“"lgb }(]5(}—64{%{(.:):0. (1.26)

Esta ecuacidn es conocida como ecuacidn de Hartree-

Fock.
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Si se toma en cuenta tod.as las confribuciones a la
energia, que provienen de los autovalores“dé }.osv d?e'réd:oi:éé ‘
de particula simple ‘}‘65 (/l'i) . sé obtiene

N ) N . , )
Z(Q)]—()s(r”(}z>: Z .. (T.27)
=4 v ¢ =i

que coresponde a la energia calculada para un Hamiltoriiano de~-
EE;i.:iido por la relacidn
. d : '
Hy=2 3. (r), (1)

=i

™

de modo que

donde .
6&\7: Z E'x;

(1.30)

¢«(ru) e gﬁ;d (r) (1.31)

.y Ha viene definido por

CILRE R IR CIEAAERE

TGl le gy-L<sdloigay, &
vy e Iy e | |

J 3
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Entonces la energia 5;F gue por el principio varia-

cional es una cota rigurosa superior a la energia del estado

base Era , sera

QIR 4 (RINIG) ¢
%;"': L)

g {1.33)

Entonces la energia £, se puede escribir asi

ézur = éi * g ]; {(I.34)

£l
2 HF

De esta forma con el procedimiento de Hartree-Fock, es posible
determinar una aproximacidn cero, cuyo Hamiltoniano }40 es un

operador de particula simple, que se puede escribir asi

_ ZN (7: . V:} (1.35)

donde N
- 2
T. =3V (1-36)
v bé viene definido por la relacidn
N , . , o
L(glvig) - 23 (Eelelee-0er

de este modo el Hamiltoniano H definido por la relacidn {I.1),

se puede escribir en términos de F{O, de la siguiente manera
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H = H, +H, (1.38)

con

Hj : Z L)“L} ~‘- Z Vz | (1.39)
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CAPITULO II

SOLUCIONES VARIACIONALES

1) Soluciones de Hartree-Fock.
Para que una funcidn sea solucidn exacta de Hartree-

Fock, se requiere que los elementos de matriz

GIFETR) - LB AI0I08 %)
T & <¢p[¢q>10 , (11.1)

esten todos sobre la diagonal principal. Esto significa que la

anterior ecuacidén, debe reducirse a la forma general
= & '
A, ém y 50% (11-2)

2) Sclucidn trivial.
Se puede mostrar directamente que la funcidn de prue-~

ba

G =4t Bl

(11.3)

donde Tk
N _ 4 ¢t
¢i (5 ) - i’lvz

son ondas planas normalizadas dentro de un volumen f} » €5 50—

f

lucién de H-F., cuando g7 es la interaccidén potencial

de dos cuerpos, invariante bajo traslaciones. En efecto
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/:e
> ‘“ é«m o (I1.5)

e
<¢ e 0ey - e

éﬁg{g{w}«v(kd»kl)]
\)

R

dende

(k) = j@ U’(r) dr: LT
E"u <¢,¢1‘ q>{,> = 6@( gd/s ' (11.8)

8i introducimos estos términos en la ecuacidn (iI.l;
se reducen a la condicién (11.2) .

cuande KR € "i; N k;_— el momento de Fermi, la fun-
cidén (j? describe el estado base de H-F , cuya energia
es una cota rigurosa superior a la energia exacta del estado

base del sistema.

3) Soluciones Andmalas.

Puesto gue el valor esperado del hamiltoniano, calcu-
lado con una funcién de prueba que es solucidn de H-F |, es
una cota rigurosa superior a la energia exacta, resulta en prin
cipio legftimo esperar que‘se puedan encontrar soluciénes de
Hartree-PFock que permitan calcular energias mas bajas qué lés

obtenidas con las soluciones triviales, tal gue

’ ‘hom v l V
EHF < EHF (11.9)



o
HF

aguf .é:

planas.

, corresponde a la solucidn trivial de ondas

En efecto, se ha mostrado que es posible construir,
en la aproximacidén de particula simple, funciones de prueba
gue describen estados de un sistema de particulas con interac~
cidn, que son mds estables gue los descritos por el determi-
nante de Slater construido con ondas planas. Los primeros
trabajes en este sentido.se deben a AW. Overhauserg), guien
tratd un sistema unidimensional de Fermiones en interaccidn,
habiendo encontrado una solucidén que da: 1) energiés mids bajas
que las calculadas con las soluciones triviales de Hartree-Fock,
vy 2) densidades de particula que son espacialmente periddicas,
cuéndo las interacciones son atractivas.

En general no es dificil encontrar funciones de prue-
ba que son determinantes de Slater gue dan lugar a densidades
de particula periddicas. Entre estas interesan aguellas que
tienen la simetria del problema y que describen estados cuva

energia satisface la desigualdad
S S
con lo que se lograria describir sistemas de particulas con

interaccidn atractiva, con la posibilidad de que se pueden en-
contrar energias de KK+ , tales que

el sl AL R o
< F < &
Eie & o S Y ur (11.10)
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' S s s £ .
de acuerdo con el principic variacional, — y por

consiguiente tl;tf . siguen siendo cotas superiores a la
energfia exacta del estado base del sistema.

Como la generalidad de sistemas y en particular el
©que nog ocupard despues en este trabajo,.ademés se caracterizan
por la presencia de un potencial repulsivo de alcance finito,
se han desarrollado posteriormenﬁa extensiones de la idea de
Overhaﬁseg, con la intencidn de enconérar estados maé estables
cuando se consideran interacciones un~poéo,mas realistas,

10) encontraron estas soluciones cuando el

Henley y Reijgrok
alcance de lés fuerzas es pequefio comparado con la distancia
entre particulas, o cuando la transformada de Fourier varia muy
lentamente.

Sin embargo, las interacciones fuertes nos interesan
aqui por las implicaciones fisicas a gque dan lugar, un modelo
simple se tiene cuando se consideran esferas duras para repre-

i

sentar lasrepulsiones fuertes.

4} Interaccidn de esfera dura.
El tratamiento cudntico de sistemas para 1os que se

suponen como interacciones equivalentes s las de esfera dura, no

11)

es nuevo y en muchos casos se han obtenido expresiones y con—

LI

clusiones Utiles para la descripcidn de sistemas reales, en

particular nos interesa en el probléma de los cristales
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.cudnticos en los gue la interaccidn es predominantemente repul-
siva, en especial en los critales de Helio que tienen un com-
portamiento esencialmente de esferas duras, con fuerzas atrac-
tivas débiles.

Por otra parte Alder y col%z) mediante experimentos
simulados realizados con computadoras, han logrado reproducir
estados de cristalizacidén de un sistema finito de particulas
clasicas a densidades menores a las de empaquetamiente, con la
{inica condicidn de gue la interaccidn entre particulas sea de
esfera dura. BEstos resultados se han obtenide también a partir de
consideraciones teéricaslB}'l4}e

De este modo, tanto la posibilidad de gue se puedan
encontrar funciones de prueba (no triviales), de densidad pe-
riédica, con las que se describen estados de energia mas bajos
que los que describen las ondas planas, como el hecho de que
la estructura pericdica se debe en parte al car3cter fuertemen
te repulsivo de las particulas, sugieren gue, en principio; se
pueden describir sistémas de particulas cuanticas periddicamente
localizadas cuyas interacciones son fuertementerepulsivas a
corto alcance y debilmente atractivas a largo alcance. Este
aspecto es caracteristico en el niicleo, v en la mayoria de sus-

tancias clésicas y cudnticas.
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5) Cristales Cuanticos.

Para la descripcidn de algunos aspectos céntralgs,
del comportamiento figico de un conjunto de particulas que..
forman un cristal cudntico, se requiere: a) %acer uso de fun-
ciones de onda tales que la diagonal de la matriz densidad
sea periédiéa, vy b} gue se consideren interacciones repulsivas
fuertes. De tgl forma gue los estados asi descritos, sean mAs
estables qpé los del fluido.

La primera exigencia estd en relacidn a la necesi-
dad de que el movimiento de estas particulas se describa en
'la vecindad de sus puntos de red, y la segunda se debe al prin
cipioc de exclusidn que comienza a operar cuandé los Atomos en
sus largas excursiones se acercan tanto uno al otro, que sus
capas electronicas llegan a traslaparse.

Para esto, en los distintos tratamientos tebricos de.
estos'sistemas, las diversas formas analiticas propuestas para
la funcién de prueba, dan lugar a que la densidad de particulas
sea peri6édica. Por otro parte, los términos de inte:accién
que se han utilizado, toman en cuenta, repulsiones fuertes de
corto alcance e interacciones atractivas de largo alcance. Es-
tas Gltimas se deben fundamentalmente al momento dipolar indu-
cido en la interaccién entre &tomos. La forma funcional de este
término es del tipo

Vv (HJ) X =T (TI1.11)



26

El potencial de interaccidn puede en‘principio dedu-
cirse de la teoria pero existen muchas expresionss semiempiricas
comunmente usadas. El ejemplo mds conocido es el potencial de
Lennard-Jones

o (r )= A L (11.12)
ﬁg na

donde v usualmente se toma igual a & por las fuerzas de
van der Waals y » se toma igual a 2 , la eleccidn de este
valor, no se realiza sobre bases fisicas fundamentales, mas
‘bien por conveniencia matemdtica. Teniendo en cuenta estas
caracteristicas fisicas, se han obtenido resultados satisfac-
torios, especialmente para cristales de &tomos pesados. Para
cristaleé de atomos ligeros ha sido necesario introducir co-
rrecciones ya sea al término de interaccidn o a la funcidn de
prucba. La inﬁensién agui es considerar un modelo variacional
simple gue tome en cuenta los aspectos fisicos anotados para
estudiar, fundamentalmente, los cristales de Helio gue por su
comportamiento,son los més representativos y conspicuos de los

cristales culnticos.

6) Cristales de Helio.

Log cristales de los isotopos de ¢ se caracteri-
zan esencialmente porgue su energia cinética del punto cero
es comparable a su energia potencial v porque la desviacidn

promedia -de su posicidn de equilibrio no es peguefia compaw
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rada con la distancia al wvecino mis préximo, aproximadamente
30-40% de ésta, parece que la causa de este comportamiento
radica en la pequefiez de su masa v en la debilidad de las in-

5).

.teracciones atractivasl Estas propiedades de los cristales

"de Helio hacen gue la teoria clésica de la dinfmica de redesle),

no pueda usarse para tratar estos sistemas. Eegido especialmen~-
te a sus‘movimientos relativamente grandes en el punto cero se

ha designado a estos sistemas con el noﬁbre de criséaleé cﬁénm

ticosl7>.

En los Qltimos 15 aﬁoé,el estudio teéfico v ékperimeg
tal de los cristales de Helio ha recibido considerablé atencién,
se han desarroliado tratémienfos gue hacen uso de aprokimacio—
nes variacionales para el cidlculo de la‘energia del estado base
de este sistema.

En muchos de los casos se han introducido fuﬁciones
de prueba escritas como productos de funciones de onda de §ar~
ticuia simple, localizadas alrededor de puntos de red, sin
traslape, y dependiéntes ae algun parametro variacional,'por
ejemplof las funciones tipo Wannier, Heitler~London,e£c.» Sin
embargo, como la integralrde intercambio calculada con estas
funciones es cero y en conéecuencia se elimina. la considera-
cidén de los efectos de correlacidén de corto alcance, se han
aﬁadido a estas funciones, otras que dependen‘de las cQOraeQ
nadas de dos o }as particulas; por ejemplo, las funciones tipo

Jastrow. En otros casos las correcciones se introducen en el
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potencial de interaccidn, estas correcciones se las han hecho
especialmente con el propdsito de ajustar a los resultados ex-~
perimentales.

Bernardes y Primakoffls), fueron los primexos en in-

troducir los efectos de correlacidn, en el anflisis de las pro
piedades de los cristales de Helio. Modificaron el potencial
de Lennard-Jones para distancias interatdmicas pequefias, de tal
forma gue se elimine la singularidad en el origen. Estos ajug
tes hacen gque las funciones que usan traslapen, dando lugar a
sobreestimaciones en el cdlculo ée la energia de intercambiolg)
Entre los trabajos sobre cristales cuénticos en gue
se realiza un cdlculo variacional utilizando funciones de prue-
ba que son producto de funciones de una sola particula, se des-

20,21) v el de Nosanow y Shwwzz)‘ en

tacan los de Bernardes
ambos casos los resultados obtenidos para los cristales de los
gases nobles mas pesados que el Helio, son muy préximos a los
experimentales, pero para el c¢aso del Helio la expansidn que
resulta en el cllculo de la energia la tienen gue truncar.
N~-3, encuentran los valores + 34 y + 14 C“{ﬁmd para el F{g
vy el @4& respectivamente, mientras que Bernardes 21) ‘ dice
obtener para densidades un poco mds bajas a la experimental,
valores negativos de la energia, sin embargo, como también se-—

N

fialan Nosanow y Shaw, si sus cdlculos estarian bien hechos,

»
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deberia obtener resultados mucho mas altos que los aﬁtes
citados, e incluso que los gue se obtienen en.el presente
trabajo, en el que se usa como funcidn de prueba, funciones
del tipo que considera Bernardes.

En varios trabajos posteriores, Nosanow y colabora -

23,24, ) . . & .
s 2 25},se dedican a estudiar las propiedades del eg

dore
tado base de los cristales cuf@nticos de los isdtopos de He-
lio, por medio de célculos variacionales con funcicnes de
onda tipo Jastrow |

go- TT g (e -R)TTTT £l

PR ;ugahlq, (IT.13)

utilizando la técnica de expansién de clmulos de la energia
del estado base, lo que desgraciadamente obliga a truncar el
cadlculo en forma tal gue se pierde el mérito variacional pro
pio del mismo.
26,27)

por otra parte, Werthamer y ortos . han tratado
la dindmica de las redes cristalinas del Helio bece, en la
aproximacidn de Hartree dependiente del tiempo, obteniendo

resultados para la energia mediante c8lculos casi-variaciona

les,utilizan también funciones de prueba con correlacién.
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CAPITULO IXX

UN MODELC VARIACIONAL SIMPLE

Siguiendo la linea del célculo variacional y en
conexién con lo sefialado en los capitulos precedentes, hare-
mos uso agqui de un modelorsimplé, y por tanto parcial, que
nos permita, en términos de la energia, hacer consideraciones
relativas a la configuracidn mas estable de los cristales
culinticos de Helio.

Se sabe gque péra sistemas que no interactuan, las
ondas planas son soluciones del estado base y ademds solucio-
nes de H.F., pero cuandc se tienen interacciones, existe la
posibilidad de recurrir a funciones variacionales que descri-
ben estados de energia mds baja gue las ondas planas. En este
sentido, nos interesa: a) definir la funcién de prusba variacic
nal, b) considerar como Hamiltoniano del problema, uno qu§ in-
cluya los términos de interaccidn "exactos", ¢} calcular los

valores esperados de la energia, compararlos con los gue se

obtienen con ondas planas v con los resultados experimentales.
1) Funcién de Prueba.
b

Un modelo simple, se puede conseguir si se construye

una funcidén de onda para el estado base del sistema, gue es un

determinante (permanente) de Slater, de funciones de particula
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simple, periddicamente localizadas, sin traslape, esféricamente
simétricas, que describen a fermionesA(bosoﬁes) ordenados segin
arreglos configuracionales y restringidos a moverse en el inte-
rior de una esfera de difmetro d .

La funcidn de particula independiente que se considera, €S
la que corresponde al est%ﬁo base de una particula moviérdose
en un poso de potencial, de paredes infinitas v esféficaménte
simétrico

o r ¢ 3/
(1I1.1)

Ul(r) =

r > d/2

Sus autofunciones resultan de la condicidén de conti-

nuidad impuesta a la solucidn

J (h d/g) =0 : (III.2)
g2 \ :
La autofuncidén del estado base, resulta cuando é = %§i;
entdnces
c il
<y
99 (r) = A Sen T ‘ (TII.3)
° 2m - ‘
d

La distancia V¥V , medida desde el centro de la esfera, se la
puede expresar en términbs de las coordenadas de los puntos de
red f?

coordenada gue determina la posicidn de la particula 7 ‘corres-

« ¢ ©n due se situan los centros de las esferas, vy la

pondiente, se tiene entonces T = olE - fax‘j, introducimos

esto’en la funcidn (III.3) vy asociamos una de estas a cada par-
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*
k3
kS

- 0 . [ - +
t{icula del sistema, normalizamos esta funcidén con la condicidn

de gue se anule fuera de la esfera y tenemos

AR AR () ?"”""R“@{%w-m),

ety
o /

=4

g (x) =3 (1 +osgm ) (111.4)

Estas funciones, evidentemente no se traslapan y estan
localizadas en los /V puntos de Red. Tomamos ésta como fun-
cidén de particula independiente, y construimos con ella, la

funcidén de prueba
AT \ #det | ,,H({:@'\)}
L‘tj ('rla ""r;\r} = <’N_‘)¥12 ¢ k?}_ fq; ¢ {1IT.5)

gque suponemos describe al sistema de particulas, ordenadas en
una estructura de configuracidn, cuyos puntos de red estan se-

parados por la distancia

Rié‘: lRi“ Ré} P d

. {(I11.6)

Para comodidad en el céAlculo, conviene fijar un valor

definido para RR , en particular se escogera Ri =0

2) Densidad de particula y densidad del sistema.

La matriz de densidad para funciones como (III.53), se

obtienen con la relacidnZ28)



34

- * v ) )
K{hﬁ;} = Z: @ @;)W(';) (I1T.7)
) oy o
O(l
v la densidad deuparticﬁla esta definida por

{r}) = [(Kﬁ) (111.8)

A i '
gy = n £ 2 GIRl gy gy gy

3 (111.9)
: (?)“"L“R;f o

que evidentemente es peribdica, con méximos en los puntos de
red y nula fuera de las esferas.

Para la densidad del sistema, utilizaremos la rela-

P N _ K
Ie) “(a+ot}3 | ' {(IIT.10)

aqui (a4—d) es la distancia mAs prdxima entre dos puntos de
red de la configuracidén dada y, K es la razdén entre el pof—
cenﬁaje devolumen ocupado por esferas imaginarias de didme-
tro <i+d}. v ?l porcentaje de volumen ocupado en una red

simple cibica (Tabla I).



3} Potencial puramente repulsivo de altura finita.
Cuando el potencial es del tipo

U(ﬁ'é): J, 9(%"7}5) ,

, I.11
Q(x}zé(i;sawt) ;U 0, >0 (11.11)

agui YEJ se mide desde la posicién de la particula j que
produce la barrera, la funcidén (III.4) es solucidn de Hartree-

Fock. La demostracidn es inmediata puesto que

CoIETIR) = [PmET)pren

m d? AG (rrr.12)

Y si se impone la condicifn de gue la distancia entre los centros
de las esferas mds préximas cumple la restriccidn .

a »a, ,
lo que significa gue las particulas solo se mueven en la regidn
espacial en gue el potencial producido por sus vecinas es nulo,

entonces, para el valor esperado del potencial (III.l1l), s€ tiene

<9 Y | U’{f’ggfi N Q’A‘KPA\?N > =0, (1I1.13)

E
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ademds, puesto que las funciones no traslapan y estdn normali-

zadas, es obvio que

€, <(~f)@“&> = e, 6 | (I11.14)

ol ol 73

con lo que se satisface la relacidn (II.2).

Se ha demostrado??) gue la energia calculada con esta
funcidn deAprueba y haciendo uso de una interaccién repulsiva
del tipo (III.11), con altura lo suficientemente grande, es
menor que la que se obtiene con ondas planas en un rango ampiio

.de densidades del sistema, estableciendose asi la posibiliéad |
de que a densidades menores a las de empaquetamiento sea po-
sible encoﬁtrar sistemas con estructura periddica. ‘El anflisis
se reduce a'investigar las condicioneS’béjo las cuales

par horvn
ELr < &, . , (II1.15)

En el siguientelcapitulo se calculan valores de la

energia para potenciales realistas.
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CAPITULO IV

VALOR ESPERADO DE LA ENERGIA

1) Introduccidn.
. P : 3 11 4
Tenemos un sistema de N &tomos de Mo v Hé
distribuidos periddicamente en el espacio, c¢uyo Hamiltoniano

es de la forma
bl / Ll z ' \
H = Z ‘S ) Voo Z V(6 (1v.1)

El término de interaccidn 4 (f;é} , tiene formas
analiticas complejas, deducidas fenomenoldgicamente de la inte-
raccidén de &tomos de Helio,

pPara determinar el valor esperado de la energia del
estado base de este Hamiltoniano, cuya solucidn exacta de lé
ecuacidn de Schrédinger se desconoce, recurrimos a una aproxi-
macién variacional, que como se sefialé antes, provee una cota
superior al valor exacto de la energia.

Como funcidn de prueba para el cdlculo variacional
, de los sistemas cristalinoé de atomos de Helio, utilizaremos el
determinante (permanente} definido por (III.5), gque &s una solu-
¢ibén variacional legitima de densidad periddica, escrita en tér-
minos de funciones de una sola particula, periddicamente locali-
zadas, que no traslapan, vy gue describen cada una el movimiento

de una sola particula confinada al interior de una esfera de
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didmetro d .

Aéemés consideraremos due eétas particulas se encuen
tran sujetas a 1a accién de potenciales de interaccidn prove-
nientes de las fueréas de pares de parficulas, que incluyen
términos atractivos y repulsivos. De las diversas formas pro-
puestas para la interaccién entre dos atomos de Helio separa-

dos por una distancia fg . Congideraremos:’

a) El potencial de Yntema y SchneiderQO) *
s -§r [5.8 73 :
o) =€ (b’é KRR I (1v.2)

Y ]
gque se obtiene ajustando a los valores experimentales del se-

‘gundo coeficiente del desarrollo del virial, y

b) El potencial de De Boer y Michelé3l) *
i i
. x A >
Jg'ﬁé-) - € ( =i = , (1v.3)

ajustado también con los valores medidos para los coeficientes
del virial.

ambos potenciales {fig. 2), son muy similares en la
rggién atractiva, pero en la parte repulsiva el potencial de
yntema~-Schneider crece menos répidamente. Debido a esta dife-
rencia los valores‘de la energia calculados con este potencial
son considerablemente méds bajos.

En las secciones siguientes se establecen las relacig

nes gue resultan para la energia de los sistemas de Hel v He4,

~* El valor de los paradmetros en el Apendice 2.
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los resultados numéricos se obﬁieﬁen, en el Capitulo siguiente,
gsiguiendec un procedimiento‘variacional vy se comparan con los
resultados experimentales.

Interesa comparar también, los resultados asi obteni-
dos para la energia, con los que se encuentran haciendo uso de
una funcidn de prueba W{i@», gue es un determinante (permanente)

de ondas planas que describen a particulas simples.

2) valor esperado de la energia con funciones periddicas.
Como funcién de onda de particula simple, se ha defi-
nido la funcidn (vedse seccidén IIL.3)

| L@L(F}) = 551:\ Lf;a(ri) _ (IV.4)

i3

N (4T 6@%?(5%U);?;‘“qu} d_lyr-R
QPR(VL) (‘gé/ (Zag)lrb _VR } @ (g ¥ o ), (I?‘S)

que estd normalizada v es esféricamente simétrica con respecto
a los puntos de red,vFQd’(é;?szd, Wd:CZ{}. 2l determinante (per-
manente) de estas funciones se denotard por WQJ@W .

El valor esperado de la energia calcul;da con esta

funcidén de prueba, serd
£, =<H) = Q\gj HJKP b
par por Wl Wf’ (1V.6)

Si gse define

s

e
=

<]
fu

™
3

T = (IV.7)
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v=Y (f’%} . | (IV.8)

t(é

La energfia por particula

€. = N"(HY

por (Iv.9)
se puede escribir como la suma
-4 _3
€ = N'LT) + Ny |
kel Ll ‘ < , >FM o : (Iv.10)

A continuacién se obtienen expresiones para los dos términos de
esta suma.
a) El valor esperado de la energia cinética por particula viene
a ser ' : A, | ‘ '
. I . ”p\z ZN: vZ\ .
NT <T>W = N <1P'w1 Zm = N 3 qj[w> © o (Iv.1ll)
orééuivalentemente, sl se expresa en segunda cuantiéaciént),

se’tiene
. . ' 2 ‘ v ‘
N =N (RIEEVIRY e v
R . .

(£ 0,.-)
Ro( .
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se pasa asi, de la suma sobre particulas, a la suma sobre los
puntos de red en que se situan los centros de las esferas,
localizados por an . Por construccién del modelo, el
- . o i
nGmerc de ocupacidén Vg toma los valores o ., tanto
3
. . [ 3 Ha
para el sistema de atomos de He como para el de ¢ . El
uso de esta representacidn provee mds comodidad y claridad en
el cdlculo de la energia de sistemas de particulas localizadas,

especialmente en el de la energia potencial. Para encontrar

‘la energia cinética de (IV.1l2), se reguiere evaluar la integral

<R V R > J Lro;f(n')(%ivz) LPR&(’?\? dr . (v

Si se tiene en cuenta gue la parte radial del operador Lapla-

ciano en coordenadas esféricas es de la forma

2 ’ 2
VAR 2 (" %wf,) (1v.14)

r 2 3¢

se obtiene facilmente gque

2 h
b - 2nn
<R ia— iR«> T v d¢ 2 (IV.15)
y por tanto
- — 42 TmER
N7 <T'>W = N n:xd‘z' Z “RK - {IvV.16)}
RN
) PRI
N‘(T}W —— | (1V.17)
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. ) 3
esta expresidn es vélida para el sistema de atomos de He
‘ ] : . ,
y para el de &atomos de He . en ambos casos se sustituye
por su ,:masa correspondiente. Asi la energia cinética queda
expresada en términos del parémetro d N
Por otra parte, el valor esperado de la energia
potencial por particula, se obtiene a partir de
-1 VRS T V
N{o) =N CQ | ) vl ) (1v.18)
. L-{é }
gue similarmente, se puede escribir en la representacidn de

" nimerc de ocupacidn, en la. forma

; -4 '
N e RZR (RR,|U(n:)|R,R,7RR,) T2
ot '8 '
Nn_= nR,(nRea (Farmigv‘lzﬁ)

= i - i soney
n, ﬂR“C Rq SRO‘R@)* z °rR, R«( R, ) (o )
La anterior relacidn se reduce considerablemente si se recuerda
que. a) en cada esfera se tiene una sola particula, lo gue signi-
fica que SR Rﬂt Q , v b) las funciones de particula

« ;
simple no se tra’slapan v en consecuencia el término de inter-

cambio

<RdR{3|U(lﬁaj‘lRﬂRd> =0 (IV.20)



44

Y la expresidn {IV.1l9), queda reducida a

-4
NI <i§>}m: g- Z /\/RNRA @(ﬂe)!RdRQ e s (zv.21)
. R«t,R{s . .
la misma otra vez,para ambos sistemas de &tomos. Puésto que
todos los elementos de matriz que corresponden a puntos de
red diferentes cuyas distancias'relativas son las mismas, son
iguales, entonces, se puede fijar un valor definido para el
vector de localizacidn de uno de estos puntos de red, en parti-
cuiar se fijara de . Que localiza el centro de la esfera en
que se mueve la particula de coordenada ﬁ_ y como la elec~
cién de esta particula es indistinguiﬁle, la ecuaciédn (1v.21)

¢laramente se reduce a la siguiente relacidn.
-4 1 :
N <\“y>rw Tz %Z<RRA g‘{ﬁe}lRRQ "R, (1v.22)
8

Es necesario evaluar los elementos de matriz

<RR/350(*'§2)}RR6> “” L.Q:('?) LPRﬁ(rz) o (re) (‘Da(m {Pgﬁ(i’z) dr, dr, (1v.23)

Para resolver esta integral, se utiliza el método desarrollado

33)

poxr Bernardes para el cldlculo de los elementos-de matriz de

la energia potencial entre funciones de onda gue no traslapan

vy son esféricamente simétricas en su argumento. Resulta asi gue

o e ‘ (2wm ) \{Zlm') RS EZ( “mz)}
; , dip) A (d/z m
<RR5‘|J{Y;2}I’RR§> -4 Z L x {de) i~ {Rﬁl (1v.24)

ng m=0m's o

{(2ma)l (2m'a )]
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con
Re = IR _R:&\‘ | | (IV.25)
R TON Ll
WY TUe) 5 ors Tie (Fv-27)

y

7\<zm)(d/2) - jnem LP:}\(MLPRX(Q} dr, .. (v.2s)

En el capltulo siguiente se trata sobre la evaluac1on
de estos élementos de matrlz para los potenc1ales (IV 2)‘y {(Iv.3).

Al conjunto de puntos de red que estdn a la misma dis~
tancia Qv del punto definido, se le llama una clase g (R }
ios elementos de esta clase ¢ (p) tienen la propieda& de
transformarse uno en otro bajo transformaciones de simetrfia ro-
tacional gue dejan invariantes a los éristales respectivos.‘ Ha~
ciendo uso de esta propiedad la suma sobre el conjunto‘de puntés
de red de la éc. {IV. 22), se puede escindir de la siguiente‘

manera

Z — Z ) o:i,z}... _ {1}7.310))

G(R,) Culpr

se necesita ademés definir

ﬁ = : (Iv.31)
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con lo que la suma

Z {(Rm“ —> Z TF(R’ | Z | ‘(IV.32)

ZR,) <, (e
se transforma en suma sobre todos los elementos de una clase y
después suma sobre todas las clases.
Se define

Z HR u Z = Z (iV.é:@)
vy

ey 2R,

i
)

C 5 es el nimero de elementos de la clase @ (QQ} . Sobre
la determinacibén de estos nimeros para las distintas clases y
tipos de red vease el Apéndice 1.

Finalmente para la éne:gia potencial por particula

se tiene la expresién“aprimada {pero suficientemente exacta)

vid (2m} @] -
NGy =4Y T = Z (&/2) =7 (dye)_felomoim HQ ) 4
F""' -2 e R\: vy Sl \2fm+ih (2 gl w/,{(IV-34)
con v43 Vﬁfy M por determinarse a posteriori en base a

criterios de convergenciae.

3) Valor esperado de la energia con ondas planas.
En este caso las funciones de particula simple estan

definidas por
tRn
¢ (Yé) = _i_% ¢ J (1v.35)

A la funcidn de prueba del estado base construido como determi-
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nante {(permanente) de estas funciones, se le denotard por l%j;
hom

Siendo las ondas planas soluciones triviales a la ecuacifn

1

de Hartree-Fock, el valor esperado de la energia

E.

me<H%m:<QJH“%J, | (1.36)

es el més bajo calculado con la funcidn "pp , La densidad de
WOV "

particula para esta funcidn estd dada por

?{"i) = X(’} ‘E) = Z: | QS(’E”E | (1v.37)
’ Rk |

y es igual a la densidad del sistema.

s 4' '
Para los atomos de Ha. la densidad es

P{") = Z:kz, %,A{"J]a“x % = Zﬂg , (1v.38)
R, < Rp t

RO

|

3

A
v como los &tomos de He son bosones, el estado més bajo

descrito por estas funciones es aguel en el cual todas las

particulés tienen R = O. , entonces
_i{!
Gy -0 |
y ' o ’ (1v.39)
? = N ;
Q)

en ambos casos la densidad es espacialmente homogenea. Se obtie-
ne a continuacién la energia por particula para el sistema de ato
- [
mos de He

e =NT{Y lHi\R by » (1v.40)

hom { lgm
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y otra vez se puede escribir

€Wﬂ - N'!<T>‘mm o Nwl <U’7hom

{(xv.41)
a) La energia cinética por particula es
i % WOy (VARRY
Kt 8, 20 L TR
N <T>,m N Whom Zon e N L Wom (IV.42)
v en la representacidn de nlmero de ocupacidn
NI T ! V n
) =N Z BIZVIg)n, oas
2
= Nv&_ﬁ Z h; \’]h“
2m k. b
- . i 4
Claramente para los atomos de H 4
- IV.45
N A<T> = 0. { )
how
b} Por otra parte la energia potencial por particula
o = yviad
N N Y ’EOI{Q/EH) ) (1v.46)
¢
-4
N (02 IV (S B Lot g p s
L ke :
n. = e N, fermiones
0 = = i ; {(1vV.47}
+ 'nb.(ﬂ‘qa 6\:3,&2) f2 Sk‘hzﬂ\e. \Yl‘%*j} bosones
i 4
para el He k: = Ka =0, y la ecuaciin {IV.47) se
reduce a
N O wéN“iJﬁ“’r? dr
N K‘J;W T2 Th RO ) {(IVv.48)
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o mis simplemente, si N >> 1 Ty oen el Umiu Termo

dimdmico

N oy, F : G
‘/V(f},) = j@ig'r o) de 5 (1v.49)

veremos en el siguiente capitulo resultados nlmericos y compa-

raremos los valores obi;em.dos para €., Y E,M .
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CAPITULO V

CALCULO VARIACIONAL DE LA ENERGIA

En el capitulo anterior se han deducido expresiones
generales para los valores esperados de la energia, evaluadas
tanto con las funciones periddicas como con las ondas planas.
Para obtener los valores numé@ricos de la energia € e de

. : . . ;3 .
sistemas cristalinos de atomos de He y sistemas de atomos
& ke . 1] >
de He a distintas densidades y en diferentes estructuras
cristalinas, se sigue un procedimiento variacional gue permite
encontrar valores dptimos del parfmetro d para los gue la

energia es mds baja.

1) Energia cinéticé, {funcidén periddica).
La expresién
2
*h
-4 2T
N <T>Ww ST (v.1)

encontrada para la energia cinética, depende del inverso del
cuadrado del pardmetro d , esto significa que no se puede
localizar completamente a la particula sin riesgo de que la ener-
gfa cinética tome valores muy grandes. En la Tabla 2 se tienen
resultados de &sta energia para los dos isdtopos del Helio y
para distintos valores del pardmetro d . Es claroc que por la

. ) 3 -~ . - 3’ i 3
diferencia de masa, la energia cinética para el He es mayor que
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para el P%a , la eleccién de unc de los resultados de la

energia cinética se hace de tal forma que la suma con la
~energia potencial correspondiente al mismo valor del parame-
tro, sea el minimo. La eleccidén varia segin las densidades

(fig. 2).

z) Eﬁérgia potencial, (funcidn periddica).

Utilizando como potenciales de interaccidn; el po-
tencial de'Yntema-Schneider vy el de ﬁe Boer-Michels, lés ex~
presiones que resﬁltan para la energia potencial son las si-
guientes: |

a} Potencial de Yntema~80hneider.

Lawﬂ (2m 2lom ¢
,. N"(u) ZCQ Z Z: { (d/z) A (d;‘e)}w[( (gv)gv-w

= Ry o b (2ma )l (2 e )Y y-5

w4 ameomt) -
con \Jfaiv )]F{) ug{ «XRu[SZ( 1(2(?n*anq-ngj}+

y-5
(V.3)

- (4-4—2(":1‘\#—7"\‘))[ o{ (6 " 2(%&(}“})
4l R5¢2(rmwm‘) , —R?-\—Z(rm;fm} s

. et ket o i
: : LY ) (a«nu)i 1 "
)\(Zm}w/Z (2) 2m+i {i Z {2‘”)2&« (26’!’[ 2k- i)‘ (ﬁv 4)

b) Potencial de De Boer-Mlchels

N {3)’”‘) [(Murmﬂ .
N X<u*> z Z Z A GR) A (dje) W (R,),(v.5)

Vom0 e (?mm;l) (Zrm«;-i) B-M

con

ooty [0 2 (a8 @ NIE] (g
B-m™M »i T LlG,Rii+2(w+m} Rs;?m‘;“»:‘"';

W
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fara la evaluacidn de las series (V.2) v (V.3) se
tuvo gue recurrir al uso de computadora, las sumas sobre m vy

.1

oS resultan suficientemente convergentes cuando M =M 25

b4
(Tabla 3), para mayor exactitud se han realizado las sumas has-
ta M= M= T . Para efectuarrla suma Sobre vecinos,
sé gigue el procedimiento indicado en el capitulo anterior; su-~
ma sobre los elementos de una clase y después, suma sobre las
clases. El nlmerc de elementos <., de la clase 5’(F%v)y
se puede determinar a partir de un andlisis simple del valor
que toman las coordenadas (Apendice 1) del vector 3%,9 gue de-
fine la clase {(Tabla 4), las reglas gue resultan son distintas
para las diferentes estructuras. La suma scbre las clases es
lentamente convergente, hay necesidad de tomar un nimerc granée
de ellas; convergencias a la cuarta cifra decimal se obtienen
tomando A= 42 en la estructura bcc y A= 34 para fec
g hep esto significa tomar en cuenta 1466, 1288 vy 1230 parti-
culas respectivamente. La variacién de la densidad se hace to-
mando distintos valores para la distancia R ; entre primercs
vecinos (Tabla5). )
‘ /

La variacidén del parametro d se realiza manteniendo
fija la densidad. 8Se calculan asi, variocs valores de la‘enér~
gfa potencial para una misma densidad, teniendo cuidado de que

se preserve la desigualdad (III.6). Después se cambia la

densidad y se calculan otra vez los resultados. Este procedi~
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miento variacional se ha realizado para las dos series consi-
derando estructuras de configuracién becc ,-gcc vy hee.

Los resultados gue se obtienen Darﬁmséagggggfial de De Boer y
Michels se presentan en las Tablas 6,7 y 8 respectivamente vy

o

e

g:z;:zgiuﬂgggézggsiiklos dejaremos de considerar. Por otra parte
R -

los valores gue resultan para la serie correspondiente al po-

tencial de Yntema-Schneider (Tablas 9,10,11) no sélo son més
bajos, sino que incluso, para algunos valores del parémetro d,
son negativos (figs. 4,5), y presentan un minimo. Sin embargo
1a’energia m&s baja no corresponde precisamente a estos minimos
de la energia pot@ncia;. Para determinar los valores mas bajos
de la energia, es heéésa£i0 sumar la energia cinética v la
energia potencial correspondieﬁté al mis@o valor del paréﬁetro
{Tabla 12), se grafican estos resultados (Fig. 6,7.8) y los va-
lores mis bajos de la energia . corresponden a los puntos minimos
de estas curvas. De esta forma se encuentran finalmente los
valores de la energia para distintas densidades (Tabla 13). ée
puede observar que el diémetfo Sptimo* Ae la esfera, en cuyo
ingerior suponemos se mueve la particula, va creciendo al bajar;
: S 4
1a densidad y ademds es mayor para el Hoe - que para ¢l Lle
En la Tabla 14 se resUmen los valores de la energia correspon-

. . 34}
diente a las densidades experimentales y los valores encontrados

* Didmetro para el cual la energia es mds baja.
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para la. energia en las estructuras g ce he ? , son
menores gue los correspondientes a la estructura lbcc {fig.9§
clésicamente, esto se explica por la presencia de mayor canti-
dad de vecinos en las clases mas proximas. Siendo la energia
en fcc ligeramente menor que en hewp {(aproximadamente
0.2 u%@i)en(lo que sigue, solo nos referiremos a las estructuras
-pc& b IbCC °

Antes de referirnos a los resultados obtenidos para
el sistema homogeneo, se discuten a continuacidn algunos resul-
tados fisicos conectados con las propiedades cuaiitativas del

problema

3} Localizacidn de las particulés v estabilidad termodindmica.
Para la densidad experimental el valor més bajo de la
energia corresponde a d=2.9 A , esto significa que la
particula llega a desplazarse hasta posiciones que se hallan a
1.5 A alejadas de su punto de red. Sin embargo la posicidén en
gue se encuentra la particula con mds probabilidad, esta dadé

por
i _ i o (V-?)
<.T4>1Mr = < g}&;,r i 'R >

+

vy resulta ser

(e, -4

—~
[N
j;)o

it

(v.8}
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[@)]

y si ademds, se calcula su desplazamiento medio definido por |
. ) Ve ‘ IR T
I AP R : E (v.9)

A= (L 1 : LQ{;J rItPRj( Co(v.9)

1 : - T
se tiene N mt o4V g7 A (V.10

= 2 )

2’“

que es aproximadamente un 20% de la‘disigncia entre vecipos.

Se ve que el modelo describe sistemas de 4tomos realizando des-
plazamientos menores que los experimentales. Esta localizacidn
de las particulas aetermina gue lgvenergia cinética tome yalopes
altos. Por otra parte, por los resultados cbtenidos para la
energia potencidl, resulta claro gue no es necesario introdgf N
cir la condicidn de que las esferas no se traslapen, puesto

gque los valores Optimos de la energia se obtienen cuando

d <« R, o (v.11)

y si se baja la densidad, la relacidn ﬁ_ tiende a 1 . La
. R ,

variacién de la densidad implica variacién del didmetro Sptimo

y se ve que la variacidn de la energia cinética es més répiéa‘
gque la de la energia potencial, de esto resulta que -al bajar ;g
densidad, la energia disminuye, miéntra s qgue la diferencia de
sus valores en las distintas configuraciones se hace menor.

Pero la variacidén de la energia con la dénsidad es tan

lenta que, aparentemente, ni aldn a densidades bajas se consigue

describir estados ligados. Consiguientemente la presidn de-



definida por
\ P T T o (v.12)

toma valores muy bajos. En particular para la densidad experi-

4 A
mental del He resulta
P=002dn - (v.13)

no obstante esto se puede ver que el sistema es termodinémica-

35)

mente estable puesto gque

Y. 79 . (v.14)
En la seccién que sigue se calcularadn valores de la
- ® " 4-

energia para el sistema de atomos de F%a , con ondas planas
v compararemos los resultados con los encontradeos utilizando
las funciones de densidad periddica.
4) Energia potencial, (ondas planas).

Para el sistema de atomos de He4 se obtuvo la expre-

gidn (IV.49), gue para el potencial Y-S, toma la forma

-
0 TR L g : j]
- N = el J X Loy dr
N <U'/‘ 4T / XQ/ + * TEJT (V.15)

la integral en la expresidn anterior diverge, esto porgue el po
tencial ¥-8 presenta un maximo cuando ¢'%i>?&y diverge negativa
mente en el origen. Esto no tiene sentido fisico, v no se presen

ta en el resto de los potenciales que, por el contrario, divergen
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positivamente. A fin de poder salvar esta dificultad, trasladare
mos el limite inferior de la integtacién a un punto G, ,Supo-
niendo que para valores mds pequefios que (,, la funcidn es mono
tdnicamente creciente, y en consecuencia, qué la integral evalua
da desde el origen tiene un valor/més grande que el gque se obtiene
cuando se integran desde @ . La eleccidén de este limite se puede
realizar‘segﬁn ciertos criterios, éada uno de los cuales conduce
a la determinacidén de valores distintos.
a)Brﬁeckneg v Gamme1363 roponen gue un limité inferior adecuado
vy que satisface algunas exigencias impuestas sobre los ﬁépminos de
su desarrollo perturbativo, seria Qori.Aﬁ, para este valor la ener
gia potencial a la densidad experimental, resulta |

Ny o= 1290 cal / puok . (v.16)

ALDAA,

1o que significa que la energia total por particula para este va
lor del limite inferior, viéne a ser

&= 1290 =M uat C (vV.17)

y como para esta densidad

P, (v.18)
Cpr = 1B 6 ot !
entonces
€ £ & : (V. 19)
b} Kalos y Leveéque,372 estudian la pesibilidad de considerar un

modelo de van der Waals (barrera repulsiva mds una cola atracti-

va), tal que los resultados obtenidos con este potencial sean e-
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gquivalentes a los gue se calculan si se usa el potencial de Lep
naié y Jones y funciones tipo Jastrow y ercuentran, gue la barre
ra repulsiva se debe localizar a la distancia G,* 2.£1A¢ para
este valor del limite inferior y a la densidad experimental, la
energia por particula toma el valox
N oy - et g, (v.20)
Legas
que es menor gue la energia calculada con las funciones periddi
cas, y como la energia es funcidn lineal de la densidad, es claro
= LAY
ap (v.21)
y el sistema es inestable.
¢) Finalmente se puede considerar para el limite inferior de la
integral, el valor Gaziﬁgxque correapqnde a dos veces el radio
atémico del Helio, en este caso se obtiene
€, = 197 b/ (v.22)

que también satisface la desigualdad

Cur & E.

De esta forma se puede concluir gue existe un rango
de valores que se pueden escoger para (,108 que dan lugar a gue
el valor calculadce de la energia, con ondas planas, satisfaga la
Gltinma relacidn. En rigor, el valor esperado de esta energia debe

-

ria ser infinito, lo que obviamente cumple con la desigualdad.
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CONCLUSIONES

Tomando en cuenta potenciales deducides fenomenold-—
gicamente para la interaccién de pares de pafticulas de un sis-
tema real v siguiendo un procedimiento variacional para el cil
culo del wvalor esperado de la energia, se ha mostrado gque las
funciones de prueba legitimas de densidad periddica, utiliza-
das en este trabajo, describen estados de energia m&s baja que

las soluciones triviales de Hartree-Fock.

N

El modelo variacional empleado para =1 estudic de log

3 4

cristales cudnticos de He” y He™, considera .a las particulas
confinadas en regiones espaciales, periédicamente ordenadas, cuyo
volumen es aproximadamente un décimo del total. En consecuencia,
la enérgia cinética toma valores muy grandes y los resultados de
la energia que con este modelo se predice, son relativamente gran

3 fec vy 18 cal/mol para el ae? feoo)

des {39 cal/mol para el He
comparados con los experimentales. La energia cinética de éstos
cristales se podria reducir expandiendo el espacic de movimien
to de las parficulasq Sin embargo, en este modelo. no se puede ha-
cer esto con solo aumentar el difmetro de las esferas(conside;g
do como parametro variacioﬁal} puesto que, para cada valor de la

densidad, existe un valor del diametro para el cual la energia

total por particula es minima. Resulta asi que la presencia de
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las fuerzaé repulsivas hacen que los estados mis estables corres
pondan a los de particula confinada.

No obstante la ineficacia del modelo para reproducir
los resultados experimentales, debe sefialarse querée tiene un
solo parémetro. Bs claroc que la exactitud en la obtencidn de
resultados préoximos a los experimentales, puede aumentar si se
incluyen més pardmetros en la funcién de prueba.

Por otra parte, no se pierde el sentido fisico"de;,cog
portamiento cualitativo del sistema que se quiere describir. Se
ve qué, atn cuando los valores que)resultan para el desplazamien
to promedio de las particulaé (~0.7 A} no son mayores gue los
experimentales (% 1.33\), no se puede, en este mbdelb, bajar la
energia cinética aumentando el desplazamiento hasta el valor ex-
perimental, sin riesgo de que la energia total aumente su valor
vy por lo tanto se guiebre la estaﬁilidad termodinémiqa del siste
ma que se describe. Surge en relacidn a esto la idea de que una
posible extensidn para el estudio de este problema, sevtendria gi
se construye una funcidn variacional gue siendo lentamentg‘degrg_
ciente, vaya a cero despuds més répi@amente que la fungién que
agqui se usa, de tal forma que el agsplazamieﬁto promedio de la par
ticula, sea, si no préximo al valor experimental, por lo wenos ma

yor que el gue se calcula en el presente trabajo, reduciéndose asi
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la energia cinética v con ella la energia total del sistema.

38)est§ en relacién a

Otra posibilidad que se estd estudiando
1s consideracién del traslape de las funciones de densidad pe

riédica.
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APENDICE 1

£l ndmero de elementos ¢, , cuyas coordenadas carte—
sianas son (X,v,2), gque pertenecen a la clase ¢ ﬂiLse determinan

de acuerdo a las siguientes reglas:

{x,v,2) ‘g, bee feco
(3,0,6) a: p¥e i* a: s*p a: 8 p 6
{(a,a,0) as: pei a: s p a: pe i 1z
{a,a,a) a: p e i a: pei g&: 8 p 8
{a,a,b) a: pei a:p=b:p a:peld 24
b: pei a: 1 =#b: 1 bs sp
{a,b,c) a: pei los 3p, no puede
b: pei o haber 48
c: p e i jos 3 i, 2 po
{a,b,0) ar pe i a: p a: p b p 24
b: pei b: p a; 1L % b: i
* p: par
i: impar

s: solamente
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APENDTICE 2

En el potencial de ¥Yntema-Schneider

o) e[t T, L 2]

L .‘-'6 + 1

se tienen los siguientes valores de los parémetros:

ol = -1.24
A = -1.89
¥ = 1200
§ = 4.82

€ =14 404 (cal/mol).

En el potencial de De Boer-Michels

v(r) - e'[r <y —&}

iz 4+ 6
se tiene
é;:fa‘ = -1.59
e s oaar
¢ =

14 404 {cal/mol).
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Relacién de figuras:

fig.

fig.

£ig.

fig.

fig.

fig.

fig.

fige

Ilustracidn esquemdtica de la tegidn de localizacién
de las particulas y densidad de particula.
Potenciales de Yntema-Schneider v de De Boer-Michels
Energia Cinética por particuia, éalculada con la fun
cidn de densidad periddica, para sistemas de Stomos
de He3 v de Heé,

Energia Potencial por particula calculada con la fun
c¢ibén de densidad éeriédica para &tomog de Helio en
la configuracidn bee. Potencial Y-S

Energia Poténcial por particula calculada con la fun
cidn de densidad peridédica para Atomos de Helio en
la configuracidén fcc. Potencial Y-S.

Energia total por particula para &tomos de He? en la
configuracidn fco, calculada con la funcidn periddica
y el potencial Y-S, para distintos valores de la den
sidad v el parfmetro d .

Energia total por particula para dtomos de ne?

en la
configuracién fce, calculada con la funcidn periddica
y el potencial Y-S5, para distintos valores de la den
sidad y el pardmetro d . -

4

Energia total por particula para itomos de He® en la

configuracidn bee, calculada con la funcién periddica
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.y el potencial Y-S, para distintos vaibrésbae‘ié’aéﬁ;\
sidad y el parémetro d .
fig. 9 Energia total por particula, que corresponde al valor

éptimo del pardmetro d , para distintas configuracig

nes y densidades.
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En todog los casos, las distancias se expresan en

24

Angstroms, las densidades en {par‘tim/m%xl@ . ¥ los wvalo-

res esperados de la energia en cal/mol.

TABLA 1
Configuracién sc fee hep bee
K 1 21/2 2172 3(3) %4
r2 224y 2422 1(x2+y2+22) %(x2+y2+22} f%(xz*yz-ksz)

La distancia mds proxima entre dos esferas es

(a %«:ﬁ)
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TABLA 2
d N LT e (He) N T, (HE)
1.0 ' 630.15 472.61
1.2 ‘ 437.60 328.20
1.4 ' 321.50 241.13
1.6 246.15  1s4.61
1.8 - | . 194.49 _ 145.87
2.0 - 157.54 118.15
S 2.2 © 130,20 ‘ 197.65
2.4 ‘ 109.40 82.02
2.6 ‘ ~ 9%zl ‘ 69.91
2.8 80.38 , 60.28
3.6  70.02 | 52.51
3.2 ' 61.54 ’ 46.15
3.4 ) 54.51 40.89
3.6 | | 48.62 56.47
3.8 43.64 ' 32.73
4.0 39.38 29.54

4.2 35.72 26.79

ENERGIA CINETICA POR PARTICULA,calculada con la funcidn
de densidad peribdica, para distintos valores del paré-
metro , tanto para dtomos de He3 {segunda columna),
como para atomos de He™ (tercera columna) . ‘



TABLA 3

BNy o 1 2 3 4 5 6 _
0 |-18.59x10° ~5.16x10° 1.26x10° 2.39x15 = 14.8x10°  6.x107C ¢ 100
1 2.94x16° 9.62x15°  8.97x1G° a.8x18°  2.x15%° < 15%°
2 o 15.4@«159 12.4x1077 s.xlo"m( <10” 10
3 4.x10710  sx10”t 10710
4 - o <1070

Contribuciones a la suma sobre m y m' para distintos valores de estos in

4 dices, estos valores corresponden a Ry=3.72

a8
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TAEBLA 4
bee fec heo
v ‘R”‘?/Q‘ Cy Rv/@, Co Qv/ﬁtv EC'V
1 1.00 8 1.00 12 1.08 12
2 1.15 6 1.41 6 1.41 6
3 1.63 12 1.73 24 "1.63 2
4 1.91 24 2.00 12 1.73 18
5 2.00 8 2.23 24 1.91 12
& 2.30 6 2.44 8 2.00 6
7 2.51 24 2.64 48 2.23 12
8 2.58 24 2.82 6 2.38 12
9 2.82 24 3.00 36 2.44 6
10 3.00 32 3.16 24 2.51 6
11 3.26 12 3.31 24 2.58 12
12 3.41 48 3.46 24 2.64 24
13 3.46 30 3.60 72 2.70 I
14 3.65 24 3.87 48 2.88 12
15 3.78 24 4.00 12 3.00 12
15 3.82 24 4.12 ag 3.10 24
17 . 4.00 8 4.24 30 3.16 12
18 4.12 48 4.35 72 3.21 12
19 4.16 24 4.47 24 3.26 2
20 4.32 48 4.58 a8 3.31 i2
21 4.43 72 4.69 24 3.36 6
22 4.61 6 4.79 48 3.41 24
23 4.72 24 4.89 8 3.46 6
24 4.76 48 5.00 84 3.51 12
25 4.89 36 5.09 24 3.60 24
26 5.00 56 5.19 96 3.69 12
27 5.03 24 5.29 48 3.78 6
28 5.16 24 5.38 24 3.82 24
29 5.25 .72 5.56 96 3.87 12
30 5.29 a8 5.65 3 3.91 12
31 5.41 24 5.74 9% 3.85 24
32 5.50 48 5.83 48 4.00 3
33 5.65 24 5.91 48 4.04 12
34 5.74 72 6.00 36 4.12 24
35 5,77 30 ‘
36 5.88 72
37 5.97 72
38 5.00 32

Distancia a las clases y nlimero de elementos en ca-

da clase.
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TABLA 5
R 3.0 3.42| 3.8 4.18 | 4.56 | 4.94
bee .04624 | .02367 | .01778 | 01370 |.01077 | .0086
fec .05034 | .03535. .02577 | .01936 |.01491 | .01173
hee .05034 | .03535 | .02577 | .01936 |.01491 |.01173

RELACIONES - entre Ri‘ v la densidad del sistema en las

diferentes configuraciones.
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TABLA 6
d R, 3.6 4.18  4.56 KV 4.94 5.32
0.8 | 19058.  4908.6  2033.2  162.46 307.1°
1.0 | 20702.  6323.5  2152.0 - 800.21  320.2
1.2 22970.  6883.1  2309.6  849.67  337.2
1.4 <z§§§ggz> 7629.9  2515.6  913.30  358.8
1.6 | - 30392.  8627.3  2783.7  994.54  385.9
1.8 36465. © 9972.3  3134.0  1098.2  420.0
2.0 11816. 3596.2  123l.2  462.7
2.2 4215.5  1403.51 516.7
2.4 1629.8  585.6
2.6 674.5

ENERGIA POTENCIAL POR PARTICULA. Calculada con la fun-
¢idn peridédica y el potencial B-M, para la configuracidn
bee .« la suma se realizd hasta A =42 y M - M7,
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TABLA 7
d 2 . 3.42 3.8 4.18 4.56  4.94 5.32
0.8 71894. 19606. 608l. 2093. 785.0  316.2
1.0 79577.  21267. : 6500.  2213. 823.3  329.5
1.2 90466.  23551.  7065.  2372. 873.2  346.7
1.4 | 105948. 26674. 7816. 2580. 937.4  368.5
1.6  128347. 30975. 88l5.  2849. 1019.2  395.8
1.8 161750. 1123.2  430.1
2.0 1256.1  472.9
2.2 1427.4  526.8
2.4 595.2

ENERGIA POTENCIAL POR PARTICULA.

peridédica y el potencial

la suma se realizd hasta

Calculada con la funcidn

B-M para la configuracidn fcc

N=34, M- M =7,
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TABLA 8
d R, 3.8 4.18 4.56 4.94 5.32’
0.8 19607 . 6081 2093 785.1. 316.3
1.0 21268 6500 2213 823.3 329.5
1.2 23552 7065 2372 873.3 346.7
1.4 26675 7816 2580 937.5 368.5
1.6 | 30976 8815 2849 1019. 395.9
1.8 10156 3199 1123.  430.1
2.0 ‘ 3660  1256. 473.0 R
2.2 1427. 526.9
2.4 595.3

ENERGIA POTENCIAL POR PARTICULA. Calculada con la fun-
cién periddica y el potencial B-M , para la estruc-

tura hee , la suma se realizd hasta N 42

‘YJ%:V/L{I"?‘.V
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TABLA 9
SR 3.0 3.42 3.8 4.18 4.56 3.94
0.8 ~135.62  ~83.33  ~46.53 -26.34 -15,49 -9.48
1.0 ~130.67 ~83.67 47,10 =26.68 -15.66 -9.58
1.2 «122.73  -83.81  =47.77 -27.09 ~15.88 -9.69
1.4 ~110.18 -83.50 -48.51 ~-27.59 -16.15 -9.83
1.6 -90.5  -82.35 ~49.27 -28.15 -16.47 -10.
1.8 ~59.84 ~79.72 -49.96 =28.79 -16.83 -10.19
2.0 ~12.31  =74.59  =50.42 -29.49 -17.25 -~10.42
2.2 61.02 ~65.36 -50.41 -30.20 -17.72 -10.68
2.4 173.4  -49.46  -49.50 ~30.88  ~18.23 -10.97
2.6 -22.88  -46.97 -31.42 ~-18.79 -11.30
2.8 20.61  -41.66 ~31.62 ~19.36 -11.66
3.0 90.39  -31.69 ~31.17 -19.90 -12.06
3.2 -13.98 -29.51  -20.32 -12.48
3.4 16.23 -25.69  -20.46 -12.91
3.6 -18.16  =20.06 =13.30
3.8 ~4.36  ~18.61 -13.57
4.0 ~19.75 =15.29 =13.59
-13.08
~11.59

ENERGIA POTENCIAL POR PARTICULA.
periddica y el potencial
. p - la suma se realizd hasta

Calculada con la funcidn
Y-S5 , para la esLrUCLura Mesp

A AT

A 34y
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TABLA 10
d,,Q~" 3,04 3.42 3.8 4,18  4.56 494
0.8 -136.62 -83.64 -46.70 26.43 -15.54 -9.51
1.0 -131.29  -83.97 -47.26 =-26.77 =15.72 -9.61
1.2 ~123.35 -84.11 =-47.93 -27.18 <15.94 -9.72
1.4 _110.80  -83.80 -48.67 -27.68 -16.21 -9.86
1.6 |- -90.12 -82.65 -49.43 -28.25 -16.52 ~10.03
1.8 -60.46  -80.02  ~50.12 -28.89 -16.89 -10.23
2.0 -12.93  -74.90 -50.58 -20.58 -17.30 -10.45
2.2 6.03  -65.67 -50.57 -30.30 ~17.77 =-10.71
2.4 -49.77  ~49.66 =30.97 <18.29 -11.00
2.6 _23.18 -47.13 -31.51 -18.84 -11.33
2.8 20.31  -41.83 -31.71 =19.41 -11.70
3.0 -31.85 -31.26 -19.95 -12.10
3.2 ~14.14 -29.60 -20.37 =-12.52
3.4 -25.78  -20.52 -12.94
3.6 -18.25 ~20.11 -13.33
3.8 -4.53 -18.67 ~-13.58
4.0 -15.35 -13.62
4.2 -13.12

ENERGIA POTENCIAIL POR PARTICULA, calculada con la funcién‘
periddica y el potencial
la suma se realizd hasta

y-5 , para la estructura fcc

A= B4 A = N

Y

/
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TABLA 11
j 4 & 3.42 3.8 4.18 4.56 4.94
§1,4 Qf§§%§s?2 —46.é§\§ -26.61 -15.60 - 9.50
RS L
1.6 -82.35 -49.35 -27.14 -15.20 - 9.66
1.8 -79.72 -47.94 -27.74 -16.25 - 9.84
2.0 -74.59 -48.27 -28.38 -16.64  -10.07
2.2 | -65.36 -48,10 ~29.02 -17.08  *=10.31
2.4 ~49.46 -46.98 -29.61 -17.56  ~10.59
2.6 -22.88 -44.21 -30.03 ~18.08  -10.90
2.8 - 20.61 ~38.60 ~30.09 -18.59  ~11.25
3.0 -28.26 -29.44 -19.05  -11.62
3.2 ~10.19 ~27.50 -19.37  -12.00
3.4 20.27 -23.33 -19.38 -12.38
3.6 -15.32 -18.78  -12.71
3.8 - 0.95 -17.05  -12.89
4.0 23.72 -13.33  =12.77
4.2 - 6.16  -12.06
4.4 -10.26

ENERGIA POTENCIAL POR PARTICULA. Calculada con la funcidn

periddica y el potencial Y-8 para la configuracidn bec,la

suma se realizd hasta

=42,



TABLA 12

E
He (,ca> *42 (?c@>
X,

d 3.42 3.8 4.18 4,56 3.4 3.8 - 4.18 4.56
1.6 101.96 135.18 156.36 168.09 163.50 196.72 217.90 229.63
1.8 65.85 95.75 116.98 128.98 114.47 144.35 165.60 167.60
2.0 43.25 67,57 88.57 100.85 82,64 106.96 127.96 140.24
262 31.98 47.08 67 .35 792.88 64.53 79.73 99,90 112.43
2.4 32.25 32.36 51.05 63.73 59.63 59.74 . 78.43 . 91.11
2.6 46,73 22.78 38.40 51.07 70.03 46,08 61.70 74.37
2.8 80,59 18.45 28.57 40.87 1060.69 38.55 48.67 ) 60,97
3.0 20.60 21.25 32.56 38.17 38.76 50.07
3.2 32.01 16.55 25.78 47.40 31.94 ’ 41.17
3.4 15.11 20.37 28.73 33.99
3.6 18.22 16.36 30.37 : 28.51
3.8 28.30 14.06 39,11 : 24 .97
4.0 14.19

ENERGIA TOTAL POR PARTICULA,
el ‘gistema de atomos de He

calculada con la funcidn P
(He3) en la configuracidn

24.03

eriddica y el potencial Y-S,para
foa. V -

68
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Cont. TABLA 12

He (bee

R,

3.42 3.8 4.18 4.56 4.94
1.4 | 157.63 194,25 ££4.52  225.53 231.63
1.6 | 102.26 137.26 157.47 168.71 174.95
1.8 66.15 97.93 118.13 129.62 136.03
2.0 43.56 69.88 89.77 101.51 108.08
2.2 | 32.29 49.55 68.63 80.57 87.34
2.4 32.56 35.04 52.41 64.46 71.43
2.6 47.03 250%0 39.88 51.83 59.01
2.8 21.68 30.19 41.69 49.03
3.0 | 24.25 23.07 33.46 40.8%
3.2 18.65 26.78 34.15
3.4 . 17.56 21.51 28.51
3.6 21.15 17.69 23.76
3.8 15.68 19.84
4.0 16.21 16.77
4.2 _ 14.73

ENERGIA TOTAL POR PARTICULA, c¢alculada con la funcidn periddi-
ca y el potencial Y-S, para el sistema de &tomos de He? en la
configuracidn bec.




TABLE 13

4 d € P d 1 € pur ¢ d € px-
fe3 (fec) 0.0353 2.35 59.0 0.0257 | 2.94 E 37.4 0.0149 4.00 24.0
ne? (bec) 0.0236 2.20 32.5 0.0178 2.84 i 21.5 0.0i07 3.86 15.6
He4 (fceo) - 0.0353 2.26 30.1 0.0257 2.88 17.3 0.0149’ - 3.88 14.3

Energfa Total por Partfcula, para distintas densidades v el correspondiente did-

metro Sptimo.

TABLA 14
34) 22) Potencial Y-8,
Experimental Nusg%ﬁ funcidn de densidad periddica
ey i R B
R €, . R, & R, A & pu
He’ (bec)  3.76  ~4.5 3.8 34.5 3.76  2.90 41.8
He3 (foe) 3.8 31.8 3.76 2,92 39.0
He? (bee) 3.76  2.81 22.0
ge® (feo) 3.76  ~11.8 3.8 13.4 3.76  2.86 18.0
Energia Total pot.Rartiewde a la densidad experimental 'y los valo~

cdfsl)

res Sptimos §;l parémetio, d .

16
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