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CAPITULD I

INTRODUCCION

Es un hecho bien conocido que en la naturaleza
existen dnicamente 300 especies nucleares estables, y que
durante la dltima mitad de este siglo se han identificado
y estudiado unas 1300 especies adicionales. A partir de
ellas se ha obtenido un conocimiento razonablemente am-
plio de la estructura nuclear y se han ideado diversos
modelos con los que 8s posible describir, entre otras cg
sas, las energfas de amarre de los nicleos en su estado
bass (6 equivalentemente, sus masas).

Por otro lado, recientemente se ha desarrollado
la tecnologfa necesaria para producir reacciones entre
iones pesados como uranio contra uranic. Cuando se consi
ga elevar las energias de bombardeo a 2 GeV por nucleén,
se estima que puedsn llegar a aparecer hasta 6000 nuevas
espacies, con 1las que se pondrdn a prueba los cenocimien
tos actuales.

Las férmulas de masas nucleares juegan un papel
muy importante en este sentido tanto bajo el punto de
vista de la teorf{a como de las aplicaciones. Bajo el
primero permiten establecer la validez y las limitacio-

nes de los modelos. Ayudan a mejorar la visifn teérica
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de la materia nuclear, la estructura de capas y los ni-
cleos deformadoss Bajo el punto de vista prdctico pre-
dicen propiedades de los nicleos, que son de especial
interés para la quimica nuclear y sus aplicaciones. Ade
més, permiten evaluar masas de nicleos gue no han sido
medidas, & que es imposible medir. También son dtiles pa
ra resolver problemas experimentales, tales como saber
sl una nueva masa medida corresponde al estado base del
nicleo-en cuestidn, 6 a un estado excitado.

Debido a que adn no se cuenta con una teoria nu-
clear completa, sino mds bien con un conjunto de modelos
complementarios, es diffcil que una misma férmula sea
simultdneamente "la me jor" ante los dos aspectos antes
mencionados (Cohen 1975), lo cual representa un reto que
imprime interés al tema.

Este trabaje representa una revisién y continuacidn
del trabjo realizado antes por Bauer y Canuto (1967) y
conserva su antigua motivacidén. En el se muestran algunos
resultados parciales que tienden a enlazar, bajo un punto
de vista fenomenoldégico al modelo de la gota de liquido
con el modelo de capas, y a este dltimo con el modelo 6p
tico. La investigacién se enfoca hacia la elaboracién de
una férmula de masas nucleares que pueda extrapolarse con
confianza y un minimo de esfuerzo a ndicleos lejanos de la
linea de estabilidad.

A pesar de que el cardcter de los itres modelos
mencionados es distinto, encontrar su conexifén no sélo es

deseable bajo el punto de vista estético, sino que como



-1.3-

ahora se verd, es necesario bajo el punto de vista précti
co.

Como es bien sabido, 2l analizar algunas propieda
des globales de los nicleos, tales como la energia de
amarre por nucleén y la densidad, es factible establecer
una analogfa entre el nidcleo y una gota de liguido.

Esta analogfa fud empleada por von Weizsicker (1935) y
Bethe y Bacher (1936) para desarrollar una famosa férmula

de masas, que para la energfa de amarre £A tiene la for

ma
] S 2 (1.1)
EA—_- a'A-a’A ‘4;”.((”-22 —_é_z.—e—- +A *
A 5 7w A

en donde &,, a5,&%4, V 7. son pardmetros ajustables, y4
es un término de apareamiento que toma en cuenta el efeg
to que, en la estabilidad, produce el hecho de que # § Z
sean pares & impares. Esta férmula se inspira, asf{ pues,
en un modelo macroscépico, en que el primer término re-
presenta la energia de voldmen, el segundo una correccidn
debida a efectos de superficie, y el cuarto toma en cuen-
ta la repulsién de Coulomb. E1 tercer término toma en cuen
ta que los neutrones y los protones pertenecen a gases
de Fermi distintos, y proporciona la linea de estabili-
dad correcta,

El éxito de la férmula (1.1) es notable, pues con
sigue ajustar las masas nucleares con un error ds un 1%,
y adn en este error proporciona informacifn importante.

En la figura (1.1) (tomada de Bohr y Mottelson 1969),
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se muestra la energfa de amarre por nucledn en funcibn
del ndmero de masa A , La linea continua es la predic=-
cién de 1la férmula (1.1) con a,=15.56 MeV, &, =17,23 fleV,
Goyn 46457 MeV y v, =1.24 fm., para los isdbaros més es-
tables, Los puntos son los valores experimentales. Como
puede verse, la pequefia diferencia entre ambas curvas
muestra una energia de amarre adicional para nidcleos que
tienen ciertos ndmeros "mdgicos" de neutrones y protones
(20,28,50,82 y 126), revelando asi una estructura de ca-
pas, como la conocida en el caso de los &tomos.

En la figura (1.2) (tomada de Klimmel et al 1966),

dicha estructura resalta con mayor claridad. En la absisa
se muestra la diferencia que existe entre las energias de
amarre ajustadas por la férmula (l.1) y las experimentales.
En la ordenada, se da el ndimero de neutrones de cada ni- .:
cleo. Los coeficientes ajustados son en este caso
a, =16.09 MeV,a =19.04 MeV, %syy =23.89 MeV y + =1.16 fm.
lLa desviacién estandard es 2.78 MeV. Puede verss clara-
mente que la diferencia entre los valores teéricos y ex-
perimentales es sistemdtica, y que aquellos ndcleos cuyo
nimero de neutronss corresponde a los ndmeros "mdgicos"
antes sefialados muestran mayor energfa de amarre que la
que se esperarfa de la férmula (1.1). -

Si bien ia difersncia mostrada en las figuras (1.1)
y (1.2) es pequefia, es importante para evaluar con pre=-
cisién propiedades de los decaimientos alfa y beta, y ba
rreras de fisidn, as{ como para determinar si existen nd

cleos superpesados estables (Kbhler 1971a,1971b, Fiset y
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Figura l.1l. Energia de amarre por nucledn, en funcién del
nimero de masa para los isdébaros mds estables (tomada de
Bohr y Mottelson (1969)).
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Kimmel et al 1966),
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Nix 1972, Nix 1972).

De acuerdo con el modelo de capas, que se sugiere
tan claramente de la figura 1,2, se puede considerar al
nicleo como un conjunto de nucleones que pueden tratarse,
en primera aproximacidn, como particulas independientes
que se encuentran en un potencial promedio. Dicho poten-
cial W se produce en forma colectiva por el resto de los

nucleones. As{ pues, a cada nucledn ligado corresponde

una eigenfuncifn de onda ¥, y una eigenenergia & deter-

minados por la ecuacifn de Schrédinger

(pFrewW)E, =£ ¥, (1.2)

Mayer y Jensen (1955) encontraron que escogiendo
para W un potencial de oscilador arménico, y tomando en
cuenta la interaccién spin-érbita, es posible agrupar a
los niveles de energfa de tal modo que se reproducen los
nimeros mdgicos antes mencionados (ver figura 1,3). Toe-
mando en cuenta "interacciones residuales" que no se in-
cluyen en el potencial de partfeula independiente, este
modelo ha permitido comprender numerosas propiedades de
la estructura nuclear, incluyendo la sistem§tica de las
masas nucleares (Liran y Zeldes 1976). )

En relacidn con lo anterior cabe mencionar que
el modelo fptico, usado en reacciones nucleares, parte
de la misma idea que el modelo de capas, pero con la di-
ferencia de que en €1, la energia & se fija arbitraria-
mente y la funcidén de onda debe cumplir-las condiciones

a la frontera propias del problema de dispersifn.
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Figura 1.3, Esquema de niveles de energia para el modelo
nuclear de capas. Se observa como se reproducen los nie-
meros "migicos" 20,28,50,82 y 126 (Tomada de Mayer y
Jensen (1955)).
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Ahora bien, en férmulas de masas que se usan fre-
cuentemente, como la de Myers y Swiatecki (1969, 1974),
intervienen el modelo de la gota de liquido y el de ca-
pas en forma complementaria. Se supone gue la energia de
amarre estd dada en principio por una suma de términos e;hﬁ)
que dependen de cada nivel de partfcula independiente,

Pero la energfa de amarre se puede escribir

EA = jeﬂe)-le +( %_'_e;- Ie/:e)de) ’ (1.3)

en donde‘faﬂ es una distribucifn alisada de los niveles
de’ energ{a. Puesto que el primer término es liso, asf cg
mo la férmula (1l.1), se le substituye por esta. Los efec
tos de capas quedan supuestamente aislados en la fluctua
cifén dada por el segundo término, para el cual se da una
férmula semiemp{rica, 6 bien se hacen cdlculos numéricos
detallados., Este procedimiento estd justificado bajo el
punto de vista teérico por el trabajo de Balian y Bloch
(1970, 1971, 1972) y el método de Strutinsky (Brack et al
1972). Sin embargo, en ningdn caso se obtiene la férmula
de masas enteramente a partir del modelo de capas. Esta
dltima posibilidad es la que se estudia en este trabajo.
El respaldo formal estd dado por la teoria de mu-
chos cuerpos. En ella se parte de las interacciones nucledn-
nucleén, y mediante cdlculeos autoconsistentes se obtiene
un potencial promedio que permite tratar a los nucleones
como particulas independientes influidas por este. Es pre

cisamente la misma idea que existe atrds del modelo de
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capas y el modelo éptico, para los cuales existe eviden-
cia experimental independiente.

A partir del potencial autoconsistente se obtienen
los niveles de energia de particula independiente, con
los que a su vez se calcula la energia de amarre del nd~-
cleo. Este dltimo paso es el que impone a los resultados
de la teoria de muchos cuerpcs como la guia formal de es
te trabajo.

Si bien mediante cdlculos autoconsistentes es po-
sible obtener las energias de amarre, €stos son comple jos
y no proporcionan una fdérmula analitica*. Puesto que aqui
se dessa encontrar una expresidén de tipo general para las
masas nucleares, se substituye al potencial autoconsistepn
te por uno fenomenolégico, y a partir de este se cbtiene
una expresién analftica para los niveles de energfa.Final
mente, esta se emplea para construir la expresidn de la
energf{a de amarre,

Sumando adecuadamente las expresiones obtenidas,
se encuentra una férmula para las energias de amarre,
que consiste en un desarrollo en serie de potencias de
A'“ « Los coeficientes son funciones de los parémetros
del modelo de particula independiente, y para los nicleos

cuya Gltima capa no estf llena, dependen de un pardmetro

*

‘Tondeur (1978) ha desarrollado un sistema mediante el
cual ss pueden calcular autoconsistentemente energfas de
amarre de una forma precisa y mis simple, psro no propor

ciona una férmula analitica.
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de llenamiento,que se define por el ndmero de particulas
en ésta, y de la deformacidn del potencial autoconsisten
te.

Debido a que el cdlculo de la férmula completa re
quiere de un esfuerzo considerable, .para poner a prusba
las ideas en gque se basa este trabajo, se ha empezado por
construir una férmula de masas que no toma en cuenta el
pardmetro de llenamiento y la deformacién. Esto es razo-
nable, pues la parte ignorada corresponde a una fraccidn
minima de la energf{a total, como se puede ver de la figu
ra l.1, en donde se aprecia la discrepancia debida a efec
tos de deformacién y de capas. Si el camino gque se sigue
es correcto, habrdn de obtenerse resultados semejantes a
los de la férmula de Bethe-Weizsicker-Bacher al comparar
con valores experimentales.

Con objeto de que el potencial fenomenoldgico ten
ga un caracter suficientemente general, como para que pug
da emplearse sobre toda la tab{a nuclear y permita hacer
extrapolaciones, debe depender de pardmetros que cumplan
con las mismas propiedades. En este sentido se cuenta con
los pardmetros del modelo 6ptico fenomenoldégico, el cual
ha sido estudiado ampliamente.,

Consecuentemente ha sido necesario establecer 1la
conexidén que existe entre el modelo de capas fenomenolé-
gico y el modelo éptico fenomenolfgico. Esto se consigue
mostrando que ambos surgen de una misma ecuacifn de
Schridinger con un potencial no local. La no localidad,

por su parte, queda justificada también por la teoria de
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muchos cuerpose.

En cuanto al potencial esférico fenocmenolégico que
substituye al autoconsistente, se han estudiado dos posi~
bilidades distintas, teniendo en cuenta que deben permi-
tir soluciones analf{ticas para los niveles de energia.

Por un lado, se ha empleado un potencial de oscilador ar
ménico modificado, como el que Nilséon et al (1969) han
propuesto para cdlculos de estructura nuclear. Por otro
lado se ha tomado un conjunto de pozos cuadrados infipi-
tos, con cuyos niveles, calculados a partir de un desarrg
1llo analitico, se ha pretendido representar a los de un
poze cuadrado finito. La razén para hacer esto dltimo, es
que un pozo coadrado representa mejor al potencial nuclear
que un oscilador arménico. En ambos casos se ha procurado
que las expresiones obtenidas sean tan realistas, como la
restriccién de que sean analfticas lo permita.

En trabajos posteriores se incluirdn los efectos
de deformacidn también en el contexto del modelo de capas,
posiblemente siguiendo el mismo procedimiento empleado
antes por Bauer y Canuto (1967), 6 bien el de Zeldes (Liran
y Zeldes 1976).

En el capitulo II se exponen algunos de los aspec
tos mds relevantes de la teoria de muchos cuerpos, que
constituyen la base formal de este trabajo. En el capitu
lo I1I se muestra la congruencia que existe entre el mo-
delo de capas fenomenolfgico y el modelo éptico. A partir

de esto, se describe la forma como se obtienen expresiones
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analf{ticas para los niveles de partficula independiente,
en base a la informacién obtenida del modelo 6ptico feng
menolégico. En el capitulo IV se construyen dos fdérmulas

para la energfa de amarre del ndcleo, de las que se selec

ciona una de ellas para ajustar a los valores experimen-

tales de las masas. Los resultados de dicho ajuste se

muestran y discuten en el capitulo V. Finalmente, en el

capftulo VI se resumen las conclusiones obtenidas y se

sefialan las perspectivas de este programa de investiga-

cién.



CAPITULOD II

ENERGIA DE AMARRE TOTAL Y CALCULOS AUTOCONSISTENTES

En la teoria de muchos cuerpos se han ideado métp
dos que entre sus objetivos cuentan con el de calcular
la energia de amarre ds los ndcleos en su estado base.

En ellos se construys un potencial autoconsistente de
particula independiente que se relaciona con el modelo

de capas y aproxime al potencial exacto del hamilteoniano.
El interés que tienen tales cdlculos para este trabajo
proviene de que, en principio, permiten tender un puente
entre 1los niveles de energia del modelo de capas y la
energia de amarrs total que se desea obtener.

Puesto que dichos métodos constituyen la base
formal de lo que se hard en los siguientes capftulos, se
les describird esquemiticamente, de modo que se tenga
presente el terreno sobre el que se pisa, Este, por ciserto,
no es completamente firme como se verd. El propdsito que
se tiene es hacer un andlisis critico que destaque los
resultados relevantes para los siguientes capftulos. Sin
embargo, no se pretende de ningin modo hacer un tratamien
to detallado, el que se puede encontrar em textos como

el de Brown (1971), el de de Shalit y Feshbach (1974) y
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artfculos da investigaciédn, a los que se hard referencia
oportunamente,
Se empezard por describir el método de Hartree-

Fock (HF), que si bien no es adecuado para emplear en
cdlculos de fiaica nuclear, es un buen punto de partida
que permite comprender los conceptos mds importantes del
problema. Posteriormente se mostrard la forma como el
método de Brueckner-Hartree-Fock (BHF) mejora el poten-
cial autoconsistente y resuelve en parte los problemas
que hacen inaplicable el método de HF a la fisica nu-
clear. En ese momento se ve hasta que punto los resulta-
dos de BHF son consistentes con los obtenidos en reaccig
nes de expulsién (knock-uut), y como de sus secciones
eficaces se obtienes cierta informacién respecto a los ni
veles de particula independiente. Esto llevard a la ne=
cesidad de incluir la llamada energfa de reacomodo, que
finalmente desaparecerd al mejorar el potencial autocon-
sistente de acuerdo con el método de Brueckner-Hartree-

Fock-Renormalizado (BHFR).

2,1 E1 método de Hartree-Fock.

En el método de Hartree-Fock se encuentran las
ideas fundamentales que llevan al concepto de poten-
cial autoconsistente. Aquif se presenta una exposicién
simplificada de dste en la cual se destacan los resulta
dos mds relevantes.

Considérese el hamiltoniano del sistema
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dado por

zZ V.. (2.1)

en el que se ignoran interacciones entre tres y mds cuer

pos. En segunda cuantizacidn gste toma la forma
H=35 (hiTik)a o’
*,k‘ ! 1) b‘ k:. +

"z Ch k IV &% at
* ky bk, * 2ky) ke U, by O, (2.2)

en donde af y &; son operadores de creacidn y aniquila-

cién que cumplen las reglas de conmutacidén propias de un

sistema de fermiones:

{a‘-"‘ n.j*l: o:{ql'qsl . - (2.3)
{4‘-" ai}:lsl."' » (2.4)

en donde, de acuerdo con la notacidn usual

{4, B1=4B+3BA, (2.5)

Pero una forma alternativa de escribir el hamiltg

niano (2.1) es

H=Z LT . 5 -5 Y.
%“+U‘)+(—":é}v‘i %-U.), (2.6)
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en donde U; es un potencial de partfcula independiente

para el que se obtiene un conjunto de funcicnes de onda

{qg} e« Si VU; se escoge de tal modo que el segundo térmi
no sea pequefic, se tendrd esencialmente un Hamiltoniano
que consiste en la suma de los Hamiltonianos de particu-

la independiente. Se sigue que la forma de construir tal

potencial es minimizando el valor de expectacién de M
para la funcidén de onda & dél sistema. Esta se deberd

construir a partir del conjunto {?;} generado por U; ,

lo que origina la autoconsistencia, como a continuacién

VEIemosSe

Del método de separacién de variables, se sugie=-
re que en el espacio de configuracién, la fanciéni.de on-
da § para un sistema de fermiones cuyos primeros

estados estdn ocupados, tiene la forma de un determinan-

te de Slater

A5 B N 27T
=] - (2.7)
Gl . . T

En segunda cuantizacidn, siguiendo las reglas (2.3) y
(2.4), la funcidén de onda se puede escribir como

6=Q+

+
§=a)...a 105,

(2.8)

Asi pues, al pedir que
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S(é,H§)=D) (2.9)

se puede tomar para una variacidén de ¢ a primer orden

-

s$=7aj_ a, & (2.10)

en donde s¢A K m>A 7 es un ndmero infinitesimal.

Fara (2.8) se obtiene de aguf que
7(4,_* a;, ,48)=7(8, a‘.*auw)u (2.11)

Substituyendo 4 de (2.2) esta condici6n gueda

ka (k,Ilei)(élai‘aﬁa; 4,“@') ’

Uit )

+k2; ' (k k,IVI/e,k,,)(é;a:aM akj“lc’:“kfk,§)= 0

15253 Ty

2 (2.12)

que simplificando apropiadamente se reduce a
A . a . . e
(mlrl:)+J§[()»~lV'J‘)'<°~)’V'J‘)]=”, (2.13)
en donde debe racordarse que >4 e (A .

Asi{ pues, si se define el operador de particula

independiente
- A . i N7
/f,,.s’z.__{(o..lru)zz:‘_‘[qmvu~)-(wlvlp)]a,:a;‘ (2.14)

sin restricciones sobre 722 e { , se ve que, debido a la
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condicién (2.13), los elementos de matriz entre estados
ocupados y desocupados se anulan. Por lo tanto, #,; se
puede diagonalizar independientemente en el espacio de

estados ocupados dando lugar a
(..‘nru)vfz[(mavub) (mjiviji)=gs  (215)

i

en donde ahoramg¢A e ¢ A « En el espacio de cofigura=-

cién se puede escribir como

I,( ‘,,) j._v )f(:) fof(?')l(ﬁ‘))’(? #’)r( PNALIY PR

- z ”,( 0,),/ (#; V(-??')rl-r)f’(;’)o(r 2= . (2.16)

IS'

Se puede ver que esta es la ecuacién de Schriddinger con

potencial no local

- " v ¢, (#){[ZIY 3 Ve "’f ,;:9/;:;] ¢ (P -

4 '- ) - o,
_iz.;jﬁ(y') V(v,v)y)-(#) (":(‘r’)'/hl= é; K (¢)) (2.17)

multiplicada a la izquierda por f‘-'w")e integrada sobre ¥ .
Para mayor claridad, conviene observar que (2.17) tiene ~

la forma

szu) + JU(-r-r)¢( (#) A3'= £, ¢.0?) (2.18)

Zm

en donde el potencial no local % 7')estd definido por
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uez 77 [Z [ffo0 VL 2y e doe ] se-2)

.z 0 EIVE T
i= (2.19)

Este dltimo es autoconsistente, pues como puede verse estd
definido por el conjunto {ﬁ} de funciones de onda, que ss

el mismo que genera.

Por otra parte, es posible conocer la energia del
estado base del sistema simplemente calculando el valor

de expectacién de ¢ para el hamiltoniano (2.2),

A A :
€ = (81H1$) :%(a:nz; 4z‘%”[(.iilvtji)-(ijlvl)'i)]=

A A
2 T, +22 V., (2.20)
i =t

Pero comparando con (2.15) se observa que €, puede ex~-

presarse en términos de las energias de partfcula indepen
diente,
A . .y .o A A
€,* EI E'.Z"'. [("ilVl;s)-laJIVlal.)]: ;Zle‘.--z_'glu; . (2.21)

De lo expuesto hasta aqui se han obtenido dos resul
tados significativos para el propdsito de este trabajo:

a) Las energias de particula independiente en un
sistema de fermiones se obtienen resolviendo una ecuacién
de Schrddinger con un potencial no local, como puede ver-
se de la ec. (2.18). Debe aclararse, sin embargs, gue

las interacciones nuclefn-nucleén pueden ser no lo-
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cales por s{ mismas, vy por lo tanto la no localidad tam-
bién se sigue de este hecho,

b) Se ha obtenido una cota superior de €, para
la energfa del estado base del nidcleo que se relaciona con
la suma de las energfas de partfcula independiente (ec.
(2.21)).

Una vez que se ha llegado a este punto, adn gueda

un problema por resolver. Recordando la ec.(2.6)

=— 'r. . t 5 -+ _— (206
H ;Z(.“’.)f(;% . %U‘)' )

se observa que si bien se ha encontrado la energfa debida
al término de particula independiente en el hamiltoniano,
falta estimar la contribucidén del segundo término cono~
cido como "interaccidn residual®.

En principio se puesde plantear el problema en tér
minos de la teorfa de perturbaciones:

Sea

(2.22)
el operador de particula independiente y
=_' V., - -U
2{3. G - &Y (2.22a)

una perturbacién de éste. Si

H & =¢€9 (2.23)
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HE =(4,+V)¥,=£¢,, (2.24)

y se pide que ¥, -§. cuando Y-= 0, desea encontrarse

AE=£E-¢, . (2.25)

Los desarrollos en series de lWigner-Brillouin y
de Rayleigh~Schriidinger representan dos formas de resol-
ver el problema (de Shalit y Feshbach 1974). ’

Para encontrar lé primera se emplea la identidad

EP,=§,"‘ _//, Ve, - S.f(" m V)] o (2.26)

s

en donde <L, es un operador de proyeccién tal que
=f-8,<&IF) (2427)

y se obtiene que

=§(.%_‘;;§';2<<§,ZVE_%)I§> (2.28)

siempre que {4,/% )= 1. Aunque la ec.(2.28) no es una
solucién explfcita ya que contiene a & en el denomina-
dor, es posible cortar la serie para una potencia finita
y extraer & , La convergencia de esta serie es muy

lenta y la situacién empeora al aumentar el ndmero de par-
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ticulas, por lo gque resulta imprdcticae.

La serie de Rayleigh- Schrddinger se obtiene cam-
biando V¥ por 2V en la ec.(2.24), tomando 0< 1< 1 .
Suponiendo que £ vy ¢ pueden expresarse como series

de potencias de A

Lo ~”
€=Z e, 1 (2.29)
y ?.:LZID v, 2“]‘5, , (2.30)

en donde Q“ son operadores gue quedan por determinarsee.
Substituyendo en la ecuacién (U,'I'ZV).‘E,: E_,P, e igualando

términos del mismo orden,

e, =<E 14 1)

e,= <3 |lvIg>

1

e,= <8, V;‘%’,,— vid)>

e,:(ilVe.—f-’z-(v'<§.'V'§.>)e’—_an/’—V/@'.> (2.31)
También esta serie tiene problemas de convergencia en el
sentido de que G“' /e“ no necesariamente es menor que 1,
Aunque algunos términos superiores compensen a términos
de menor orden, el efecto neto puede ser de convergencia,
pero esta no es satisfactoria.

Independientemente de lo anterior, la aplicacidn

de este método en ffsica nuclear tiene obstdculos adi-
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cionales que se refieren a la naturaleza de las fuerzas
nucleares. En efecto, pues los resultados de la disper-
sidén nucleén-nuclebn su~ieren que el potencial que las
describe tiene un carozo duro. Debido a la singularidad,
los elementos de matriz de estos potenciales con respecto

a funciones no correlacionadas

PLi ~ G 1))
son infinitos. Como consecuencia, ni el método ce Hartree=-
Fock ni la teoria de perturbaciones son aplicables.

5in embargo, esta situacidn puede salvarse, ya que

es posible idear potenciales de carozo 8suave_ qgue, aunque
mds complejos que los de carozo duroc, también ajusten
apropiadamente los resultades de dispersién nucledn-nu-
cleén. Entre ellos se cuenta con el de Shao, Bassichis
y Lomon (1972), basado en la teorfa de intercambio de
un bosén, y el de Riihimaki (mencionado en de Shalit y

Feshbach(1974)), que es una mezcla de potenciales lo=-

cales y no locales. De este modo se pueden realizar cél=-
culos de Hartree-Fock, y haciendo correccciones signi=

,
ficativas de orden superior, cbtener resultados razona=-
blemente buenos en comparacidn con los vzlores experi=-

mentales para la energia de azmarre de varios ndcleos.

2.2 El desarrollo de grificas eslabonadas y el

método de Brueckner-Hartree-Fock.

En la seccidn anterior se ha mencionado que para

poder hacer cdlculos de Hartree-Fock en fisica nuclear es
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necesario renunciar a potenciales fenomenoldgicos simples,
debido a gue estos presentan un carczo durc. fFara hacer
el método aplicable es necesario idear potenciales con
carozec suave que son considerablemente mds complicedes.
Cuando se realizan estos cdlculos, se encuentra gue es
necesario agregar correcciones de orden superior impor-
tantes.
Brueckner (1954,1955) propuso un métodoc con cl
cual se pueden realizar cdlculos con potenciales singu-
lares, y que al mismo tiempo incorpora efectos de la interl
accién residual, dada por el segundo término de la ec.
(2.6)« A continuacidén se explican brevemente las bases de
dicho método, empezando por el desarrollo de grdficas es-
labonadas, que es una alternativa a los métodos pertur-
bativos de lligner-5rillouin y Rayleigh-Schrédinger.
Recordande la notacién de la seccidn anterior se

propone
Ve = ex)o((sH.)ezr(‘/‘”) (2.32)

Si gL_son eigenestados del hamiltoniano completo # 'y
©, es el estado base del hamiltoniano 4, , se encuentra

que

KEIVPNED=Z K&, lezp (FIIBIKY, leap (NS> =

= Z ezr[/ﬂe.-fo.)] K;,,@r‘) (2.33)

en donde Eq es eigenvalor de # para el eigenestado.‘f .
=~
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Cuando A><0, en la suma (2.33) predomina el término pa

ra el cual m=z=po , y si se tana <& 1%, se obtiene que

BE=E, -, == Min L LLEIVPIE>. (2.34]
prw B

Ahora bien, de (2.32) se demuestra que Ul,&) puede

escribirse

Vig)=1- LAY(/‘,)U(/S,),{/, s (2.35)

en donde

Vip) = By ot (2.36)

La ecuacidn (2.35) se resuelve iterativamente dando lu-

gar a la serie
od

LI p
N [TTiveeavi ) el dez.a)

xzo !
° >

en donde 7[ Jes un operador de orden que indica que
/’m>/’.._,>...>/3'. Si se usa esta seris para evaluar (2.34), se

tendrd, por ejemplo, para términos de segundo orden

$ELIVIBIVENE>= T L8 IVBIBIXE V(A1 8S . (2.38)

Se puede tomar la interaccidn Y en segunda

cuantizacifn y escribirla de la forma

Vehk dw ik k)24l a) o a,. (2.39)
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Por convencién llamaremos &= i,) para estados ocupados y
k= m,»2 [ara estados desocupados de QL . Entonces,
para un elemento de matriz {& |¥(A)E)se dard lugar a ele-
mentos del tipo(e"lwl ij)é(ijlwlji)si = =p ,0 bien del
tipo <mulwl€j),<imlw!ij),6(-m£lwl£j) si m#0 . Ftara des-
cribir todas las posibilidades con mayor cowmodidad, se

acostumbra representar estos elementos de matriz median-

te gréficas. Asi pues,

[ .
Kijtwi i}> —=  ©O----r o’ (2.40)
i
<£5lw)5i> — @ (2.41)
‘
~ ”
lmmlwliys> —= ‘U--"—\/ (2.42)
. »
Gnlwligs) — ‘O----- (2.43)
0t
Cmilwli) —> A (2.44)

Como se puede ver, las grificas a la derecha se pueden
interpretar de la siguiente forma:
1.) La interaccién w corresponde a una linea

finita punteada.
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2.) Los agujeros se indican por lineas continuas
que entran a las extremos de la linea punteada.

3.) Las partfculas se indican por lineas continuas
gue salen de los extremos de la linea punteada.

Ahora bi=zn, cuando se combinan varios de estos elg
mentos de matriz, se da lugar a grdficas eslabonadas, co-

ma por ejemplo {ijiWia)lmadmnlw (pILi}> "
A

Pe ,Q—‘— (2.45)
[ m L] M
) >
ﬁ- _ = -

6 desligadas, como por ejemplo <£‘j,l WBD Py tw(pd i >:
P

e 70 —=—---0j’ (2.46)

A ¢ O -— - O

Goldstone (1957) demostrd que para evaluar

A LB NvPUB>= M L&, Ix

<z (__,_3_”[ ”[ PT[V(/,), YA Ap, . A 1B

Py (2447)

basta con tomar los diagramas ligados, lo que se indica

por £ > , y se obtiene

VAR RIZII BT

on ~ s
(g[ L e ’ [T vedip. da18) | (2.9)

”n. ‘%
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an donde ya no es necesario tomar el logaritmo.
Substituyendo la expresién conpleta para V(s)de

(2.36) se obtiene

L <E1U(p)]E, 7=
=mi; z-u"r.(,s‘ .. jh.(/s, x

%< E,'Ve;r[- T, (H,-e,)Vez,,[- I“_‘(”,-e")]x

PR 4 eﬂr[-xg_(”p-eo]Yl é;z_ >
(2.49)

en donds i.ﬁéq'/an‘ Tras intefrar apropiadamente en el

1imite cuando ,6- oo , que es el que interesa, se llega

a
= ~ \
Lo <E1UANBY =~ ALEN Y Z (V18 (2.503
Substituyendo este dltimo resultado en (2.34) se
tiene

sE=CEIYE (18, (2.51)

que es una expresién exacta, y se llama "desarrollo de
gréficas eslabonadas" para 4 €& ,

Entre mejor sea el potencial de partfcula inde-
pendiente V. en la ec.(2.6), menor serd el valor de 4£,
As{ pues, se demuestra que si V. se escoge en forma au-
to consistente como el potencial de Hartree-Fock que apas

rece en la ec.(2.15)
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A
V;= 2 [(jmivijiy =(mjivi;)], (2.52)

st
en el desarrocllo de grédficas eslabonadas se cancelan }os

términos de la forma

— = = A T AT
“® -0/ 2
—_— -\ ¢ _———— 7
3
con los de la forma

AN AY TTTTA™ .
[ m j “"% » H » " "t-_x )
-— » (2.54)

—

en donde --X representa dispersiones de particula in-
dependiente en el potemcial V. .

Esto sugiere buscar potenciales tales que produzcan
mds cancelaciones en el desarrollo de grdficas eslabonadas,
reduciendo asi 4& . El método de Brueckner-Hartree=

Fock y el de Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizado se pug
den interpretar como renormalizaciones al potencial ten-

dientes a conseguir‘este objetivo.
Se pasa ahora a exponer que es la matriz de reac-

cidn, 1la cual permite llevar a la préctica esta idea.
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ta teoria de Brueckner parte de la observacién de
que en (2.51) existe un conjunto de grdficas que se pue- ,
de agrupar en forma casi directa. Dicho conjunto es el de
las grdficas llamadas de"escalera" que corresponden a las

correlaciones de dos cuerpos y tienen la forma
m "~

y sus correspondientes elementos de matriz antisimétri-

cos, como por ejemplo

) - -

Para entender esto claramente, se define

KR b IV ) Ry RIS RIW IR I > Kbk D W] Ry k) (2.57)

y se escribe la suma 4&,,, de estas gréficas:

Y 2
Q€= t L iyl et 2 1K 1y Immd] b,
2¢, 4 {ym €.+€.~€ -€
“ J " l+ 3 A T Y
2 (z;lvl-».',,.'> / {ndm' 1V mn ) x
MR DR € tE € -€
’ '] . ] ‘o * "t
x ! Cmmiviejde oo (2.58)

€ _1€.-€ €,



—2-19-

Se ruede ver claramente gue si se define una ma-

trfz & cuyos elementos estdn dados por

KhaiGlij)=<ktivieyy +

CmnlGli; ) (2.59)

+ L
a

5“1”“3 6+c -€,-€,

para R y A cualesquiera, entonces a&,  podrd escribig

se simplemente como

2Rl (2.6C)

A&, =L
ese z"

-

En la literatura se conoce a & como la matrfz de reacc{én
de Brueckner, 6 simplemente como la matriz de reaccién.
Como operador toma la forma

L G,

PR (2.61)

G=Vv + "

en donds ®; proyecta fuera del mar de Fermi los estados

ocupados en di .
Ahora bien, si para una funciédn de onda no corre-

}'(

lacionada de dos particulas ¢(i)~g) 'se tiene que

Hewjy = €008, (2.52)

y se define

2) = v Gl = plij) +; GW‘A) (2.63)
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aplicando el operador (€, - #,) sobre (2.61) y reacomodan~

do términos se obtiene
(H,+0,V)r"a'j) =€ 4} (2.64)

que no es mis que la ecuacifn de Bethe-Goldstone. Asi
pues, el problema de sumar la serie infinita (2.55)
para 4&,, se transforma en el de resolver la ec.(2.61).

Una vez que se encuenire la solucifn )Qﬂpse podrd calcular
aby. =+ ff pijrigl y(:,,‘,):é%(f(iplvl PEP>. (2.65)
J

De aqui{ que la suma infinita de las gréficas de
escalera (2.55) se acostumbre escribie como una sola grf

fica con una linea ondulada en lugar de punteada

O = 0—--.--0 + O.-O4— O:.jOh..(z'ss)

y esto s® interpreta como el elsmento de matriz <LJIGIQ}.
la primera ventaja que se sigue de la adopcidn de
la matriz G es gyue a pesar de que se consideren interagc
ciones nucleén-nucleén con carozo duro, sus elementos de
matr{z pueden ser finitos. En efecto, pues el efecto de
un potencial de carozo duro es dispersar un par de nu-
cleones a estados de momento alto. Lo gue se consigue al
substituir @ por v es sumar todas estas dispersio-
nes para un par dado proporcionando upa interaccién efec

tiva que las toma en cuenta. La substitucién de la que se
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habla, no es estricta, por supuesto, fues si se tomaran

grdficas de escalera para G, como por ejemplo

T T .67

mzo O‘ O-’0+.‘-, (2 )

se estarfan repitiendo interacciones ya consideradas en
O e

En lo gue se refiere al cdlculo del potencial de

partficula independisnte aparece una ventaja adicional,

pues si se escoge

A
U= 2 €ijigeuwie)y, (2.68)

":.I
en donde wag;+¢; es la suma de las dos energfas de par-
t{cula independiente, se cancelan para 4& términos de

la forma
(2.69)

1S SR > S
gue ahora quedan incorporados al potencial.
Estas ventajas, por otra rarte, deben pagarss con
la complicacifn que traen a la autoconsistencia, pues
ahora toma la siguiente forma: Se empieza por escoger un
conjunto completo de funciones de onda de particula ine
dependiente, y coﬁ ellas se calculan los elementos de ma

trfz de & . Con ellos se construye un potencial segdn
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la ece.(2.68), y se encuentran las funcicnes de onda para
este nuevo potencial. Con estas se reinicia el frroceso
hasta conseguir la convergencia.

£l procedimiento se puede mejorar adn si se pide
que exista autoconsistencia en la energfa inicial w con
gue se calculan los elementos de & (Bethe et al 1963).

Si la energia total estd dada por

4 A
E=7 tiiT)i)+ 2 ) UﬂG%+anq) (2.70)
izt 2 “‘izg ¢ ’
en donde
A
E=(iITL)+ Z (ijlGletedliy) (2.71)
Js : ’

se cancelan diagramaa de 1la forma

En res@men, el método de Brueckner-Hartree-Fock
permite realizar cdlculos autoconsistentes en fisica nu=-
clear, tomando en cuenta las correlaciones de corto al-

cance entre dos particulas., Sin embargo, deben hacerse
un par de advertencias que conviene tener en mente en

el futuro. En primer lugar, no se ha demostrado que
el desarrollo de grdficas eslabonadas efectivamente con-
verja. En segundo lugar, también existen problemas de con

vergencia debidos a la componente tensorial de las fuerzas
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nucleares, los cuales no se han resuelto.

El interés que se tiene en la exposicidn anterior
proviene de la relacidn entre la energfa total (2.70) y
las energfas de particula independiente (2.71). For lo
tanto conviene estudiar su validez; propésito de la siguien

te seccibn,

2.3 Reacciones de expulsién (knock-cut) yla

energfa de amarre total,

En los cdlculos autocensistentes descritos ante~
riocrmente, se parte de una forma u otra de un potencial
entre dos nucleones, el cual debe ajustarse a resultados
experimentales, Como un producto final se espera encon-
trar la energfa de amarre total del ndcleo, la cual tame
tién se puede comparar con valores experimentales. Se pué
de considerar que la teoria es buena en la medida en que
ambos extremos sean aonsistentes con las cohbservaciones.
Pero ademds, como un producto intermedio ha aparecido un
potencial autoconsistente, y con é1, niveles de ensrgia
de partfcula inderendiente. Aunque la estructura de carpas,
gue se asocia con estos, se ha reconocido ampliamente des
de el trabajo de Mayer y Jensen (1955), es necesario revi
sar hasta que limites se puede llevar su validez, conscien
tes de que para el propésite de este trabajo basta consi-
derar al nidcleo en su estado base,

As{ pues, an esta seccidn se propone estudiar hag
ta gue punto es vdlido el concepto de energfa de partfi-

cula independiente para nucleones ligados profundamente,
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y ver muy especificamente si es posible encontrer la ener

gfa de amarre tofal mecdiante una relacién del tipo (2.7C)

A A
E=2(T+30) = Z le-20). (2.73)
] %4

Las herramientas experimentales que se fueden em-
plear para estudiar estos problemas, son las llamadas reac-
ciones cuasieldsticas de expulsién (knock-out). Estas se
han realizado con protones a energias del orden de 4C0
fleV (James et al 1969a,1969b) y mds recientemente con elec
trones a energias gue varfan entre los 500 y los 25C0 feV
(Bernheim et al 1974, Hirametsu et al 1973, Nakamura et
al 1974, KBlberg et al 1974, Antoufiev et al 1972).

Jacob y Maris han publicado excelentes articulos de re-
visién sobre el tema (Jacob y Maris 1966,1973). Se trata
en cada casc de reacciones directas del tiro (p,2p) 6
(e,e’p) en que se expulsa a un nucleén del nicleo gue se
desea estudiar dejdandole en un estado de un agujero. De
este modo es posible obtener informacidén sobre el estado
en que se encontraba el nucledn expulsado.

Diererink y de Forest (1975) han publicado un ar-
ticulo de revisidn sumamente claroc y conciso sobre las
reacciones cuasieldsticas y su relacién con la teoria
de muchos cuerpos, en &% cual se basa la exposicién que
sigue.

for comodidad, se supondrd en adelante que el prg
yectil incidente es un electr6n. En la figura 2.1 se
muestra el diagrama asociado a esta reaccidén. De este

(ignorando srin e isospin), se puede obtener en forma in-
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Figura 2.1. Diagrama de una reacciém de expulsifn.
Suponiendo que el proyectil es un electrén, ;:es el mo-
mento del electrén incidente, 5; el del electrén salien
te, 3 el momento transferido K‘Ez ,F el momento del
nucledén expulsado y ;.el rmomento de retroceso del ndcleo
residual, Las lineas punteadas indican que en el estado

final pueden haber interacciones que den lugar a un

"momento distorsionado".
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tuitiva la seccidn eficaz de la reaccidn, a saber
_i:EE_________.-
de, deg d2, d o,

" . , (2.74)
s K%l Te'- M;.‘.I J‘S[é',-é"-é"-(fA_, -EA)].

AquI E 4 €&, ¥ ﬁP son las energias asociacas a los mo
mentos X, s ;1 y F del diagrama, 6" la energia de
amarre del nidcleo blanco y é}r son las energias de los
posibles estados finales del ndcleo residual, i:, es la
amplitud de dispersidén entre electrén y'protén fuera de
la capa de energfa. Las Ay son los elementos de matriz
entre el estado inicial y el final del ndcleo que contig

nen la informacidn sobre la estructura nuclear. Fara ex-

-

traerla, se definen las coordenadas relzstivas ﬁ"—'i- R‘-,

-

respecto al centro de masa Ka- del ndcleo residual, y

se toma
f

A
N ER I RN VRS AR AN Y (5)) ezplif. R

N -
xlexpti 150 45, .. 30

e et sti)y e,

en donde

l/z ’

7! - v > = - 2.76
AL IS MNP IE TR (2.76)
es la llamada integral de traslzpe. Con objeto de simpli
ficar el problema, se supone gue la funcidn de onda del

protén expulsado se fuede rerresentar mediante una onda
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plana

3
Ko (5= (27 Texp gty (2.77)

I 3 I Y

en donde p “l"‘;’A e En estas condiciones se puede escri
bir
M. (3 ")-(zﬁ)'%]a/?'e Li#-5-3'18.(39: 8..¢3-5).(2.78)
Fip.§l= A CFPLr i d B, (402 G (pg) L Lo
C sea que el elemento de matr{z de interés es la transfor
mada de Fourier de la integral de traslape. En estos tér

minos, se reescribe la seccién eficdz como

de . de

- Pk, &),
J% o(é’o O(ﬂz‘(ﬂr dr e_r

(2.79)

en donde ;(’—(El es la seccidn de dispersién electrdn-pro-
P e
tén fuera de la cara de energia, y toda la informacién

sobre la estructura nuclear estd en
- =1 F o907 F
mke): L1 & (0] s[E-(6 - £,)], (2.80)

que s8lo depende del momento F=F"€. transferido al ndcieo
residual, y de la energfa £=£,-é"_-£r—ER « Esta funcidn,

conocida como la funcién espectral es equivalente a

Pk, &) :(.,;,4;5(5-5.-”*&;)4:/;&>, (2.80a)

como puede comprobarse.
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Si fuera estrictamente vdlido un modelo de parti-
cula independiente, suponiendo que las funciones de onda

estuvieran dadas por Kd’), la funcién espectral tomaria

la forma

A
Pk er=r/ ?‘.(E)lzs(g_;..)) (2.81)
=/
representando asi una suma de niveles discretos. In la
prictica se puede probar la consistencia del modelo de
partficula- independiente calculando la distribucién de
carga a partir de la parte radial de la funcién de onda.
En este caso se calcula para el protdn expylsado una fun
cidn de onda realista basada en el potencial del modelo
6rtico. Asi, ha sido fposible ajustar.con éxito distribu-
ciones de carga obtenidas de experimentos de dispersifn
eldstica de electrones (Elton y Swift 1967).

Por otro lado , sin embarge, la funcidn espectral
estd lejos de ser una suma de niveles discretos como apa-
rece en la ec.(2.81). Como ejemplo, en la figura 2.2 se
muestra el espectro de la energfa faltante para la reac-
cién 12C(e,e'p) gque en el modelo de partfcula independien
te se describe por la configuraci6n (Ish)q(lrsh)'
(Bernheim et al 1974),

Por un lado, la distribucién de momentos en fun-
cidn de la energia de retroceso del ndcleo residual se
puede describir bien mediante el modelo de particula in-

decendiente, como se muestra en la figura 2.3 (Bernhein

et al 1974). For el otro, el modelo de partfcula indepep
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}; ol 2¢ le,e°p) |

3 F[ Tq =497 MeV

“5 10- 0<k <60 MeVic -

]

b 8} [ J

g =——— without radiotive corrections

% 6 —ith % m = v :

H

w 4 .

8 s

o 2- J
00 20 I R UL adaa

missing energy (MaV)

Figura 2.2, Espsctro de energfa faltante para la reaccidn
12£:(B,E'p) (tomada de Bernheim st al 1974).

L] L L L LJ T

f ¢ jo0p)
To 2497 MeV

15<Eg 21.5 MV

20

Recoil momentum {MaVic)

Figura 2.3. Distribucién de momentos de retrocesoc para la
reaccién 12El(e,e’p). Se muestran dos regiones distintas
de la energia de remocidn £, , que corresponden a las ca-
pas /s y tp o« La linea sdélida corresponde a cdlculos de

onda distorsionada y la punteada a cdlculos de onda plana,
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te no puede describir la anchura de los picos, la gue se
debe a que las interacciones residuales impiden que el
ndcleo quede en un estado puro de un agujero. Tomando es
to en cuenta conviene generalizar ia funcidn esresctral.
Una forma de hacerlo es escribiéndola en términos de un

conjunto completo de orbitales ortogonales:

ol
-

=
Plh £) Z.E

’ olz H]

Tep (B4 () g (R), (2.82)

en donde

(A% 7;,» ‘51.41 S‘.“. =<}‘;Ia:$(£-#f§)4ﬁl};’).
p W (2.83)
De este modo es posible aproximarse al modelo de partfe-
cula independiente en la medida en que se consiga diago-
nalizar 7.’,(6(£) o As{ pues
- o I )
Plh,€) = 2 Tul£) 11 (1) (2.84)
viene a ser semejante a la ec.(2.81), pero ahora la suma
es infinita, y Tu(€ no es necesariamente una § de Dirac.
En la figura 2.4 se muestran algunas funciones
extraidas del experimento (James et al 196%9a). Inmediata
mente se observan dos aspectos importantes. En primer 1uy
gar, los pices se ensanchan gradualmente a medida gue
los niveles gue se estudian son mds profundos. De acueg
do con esto, la validéz del modelo de particula indepen-~

diente se va perdiendo. €En la figura 2.5 (Jacob y Maris



=2.29=-

1973) se muestra una recopilacién de las funciones

para varios nidcleos. Fuede verse que la anchura aumenia

con el ndmero de particulas, hasta que el nidximo no pue-

de idenéificarse mds. En segundo lugar, volviendo a la

figura 2.4, se observa una pequefia ocupacidn en niveles

que se esperarfa que estuvieran vacios para el estado ba

se , de acuerdo con el modelo de partfcula independiente,

Esto se presenta en el caso del nivel 25 para el 2851,
Ahora bien, se puede pensar en las funciones

como distribuciones normalizadas a la probabilidad de

ocupacidn para cada nivel

o= JolE B E) Y lafaul 13D, (2.85)

Entonces se define la energia de remocién de un nucleén

en el estado o« como el primer momento de la distribu-

cidn
e“s;’: [de(-) T (£)= - 7&(“31[«3, #la %>, (2.86)

que es un valor experimental que se ocurre comparar con
las energfas de particula independiente. Fara establacer
esta equivalencia, sin embargo, hay que proceder con cui
dado como se verd mis adelante. Es importante observar
que las energias de remocidén asi definidas son cantidades
hibridas en el sentido de que si bien se obtienen de re-

sultados experimentales, para extraerlas es necesario
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recurrir a un modelo de particula inderendiente cono se
ve en la ec.(2.82) (Friedman 1975).
De las definiciones (2.85) y (2.86) se siguen dos

resultados interesantes. De.la primera se observa que
[dk [de PR E)5 g = A, (2.87)

de modo que el métode que se emplea para extraer 7(‘;59
de la seccién eficdz podria ponerse a prueba con esta
relacifn. Sin embargo, en la prdctica es dificil calcu-
lar (2.87) debido a que es necesario conocer la seccién
efic4dz con mucha precisidn. De la ec.(2.86), por otro la
do, es posible demostrar que si el hamiltoniano #=7#V

s6lo tiene interacciones de dos cuerpos, entonces
Se, =L NITINHI+2LHQIVILH) , (2.88)
de modo que la energfia total del sistema estard dada por
E,= LRITIHS* 5 Ze, (2.89)

Esta dltima regla de suma es de la forma de la chtenida
por la teorfia de Hartree-Fock y de Brueckner-Hartree-
Fock, como se ve en la ec.(2.73). Keltun {1974} ha demas
trado que efectivamente las energfas de remocién

corresponden a energias de niveles de partfcula indepen-
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diepte del cdlculo de 3rueckner-Hartree-Fock. Cuando en
el cdlculo de las energias de remocidn se desea incluir
una correccidn debida a interacciones residuales, deben
considerarse es2ncialmente las mismas gréficas que en
el caso de Brueckner-Hartree-Fock. Asi pues, si en
Brueckner~Hartree-Fock se considera la grifica ©O~~0Q,

al calcular las energias de remocién debe considerarse
equivalentemente I-v~/q>. Conviene enfatizar que para
obtener (2.89) se ha supuesto que s6lo existen interaccig'
nes de dos cuerpo8, y que si se consideraran interaccio-
nes de tres y mds cuerpos, se llegarfa a un resultado
distinto,

Una forma alternativa de escribir 18 ec,.(2.89), en

términos de la funcién espectral es

o _, , 2
Eazt | 4K [ A (L. 5) Pk &) (2.90)
2om
NN ‘a
en donde £= £"£‘-'£f=£4:- Ea + & . Conviene sefialar

que en 18 préctica es preferible tomar Eg"-e"‘r'é‘ﬂf‘é R
=
en cuyo caso
ob - X%
£A=i/.([f JE(-“;‘-—— - £) . (2.91)
2.6 <, A-1 2om
(Dieperink y de Forest 1974),
Varios autores han calculado la energia de amarre
por protén & /Z empleando en la ec.(2.90) las funciones

espectrales obtenidas de reacciones {p,2p) y (e,e'P),y

haciendo las correcciones de energia de Coulomb apropiadas.
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El primero fud Koltun (1972) quidn empled rrsultados de
reacciones (p,2p) y obtuvo un acuerdo razonable con los
valores experimentales. Cuantitativamente esto significa

que obtuvo una energfa de amarre 1.7 mayor para 125,

5% mayor para anCa, 15,27 menor para 12C

para 2Dan. Fosteriormente, un grupo en Saclay (Bernheim

Sn, y 18% menor

et al 1974) empled sus resultados - de la reaccidn lzc(e,e'p),
con la cual se obtienen funciones espectrales mis limpias,

y encontré que la regla de suma (2.90) séloc puede dar ra=-
2zén del 6C% de la energia de amarre.

Este dltimo resultado es muy importante para el
propfsito de este trabajo, pues dice que las energfas de
remocibén definidas segin (2.86) no pueden emplearse en
una relacifn del tipo (2.73), tal como lo indica la
teoria de Brueckner-Hartree-~fock, para obtener la ener-
gfa de amarre total.

Fueden haber varias causas que provoquen la falla
cbservada. Una que puede parecer interesante es que sea
necesario considerar fuerzas de tres cuerpos en el hamil
toniano, en cuyo caso la ec.(2.90) perderia su validez.
Sim embargo, esta no es mds gue una especulacién, y no
se han hecho cdlculos en esta direccidn, pricipalmente
por que se prefiere agotar antes otras posibilidades mis
simples.

Otra posibilidad, que parece bastante razonable,
es que al extraer la funcién espectral de entre el fondo
no se haya distinguido la ocupacién, detil pero importan

te, de algunos niveles sobre el nivel de Fermi. En la si
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guiente s2ccidn se explora esta posibilidad. For otra
parte, es imposible ignorar el hecha de gque la anchura

de las funciones espectrales para los niveles mds profun
dos es tan grande, que extraer alguna informacidén de ellos
es muy diffcil. En este caso deben distinguirse dos posi
bilidades: For un lado, que el modelo de partfcula inde-
pendiente simplemente pierda su validez para los niveles
profundos. Por el otro, que aunque censerve su validez,
haya efectos de dispersién miltiple gue enmascaren los
niveles de partficula independiente. Si es asi, no debe
esperarse que sea pasible probar la validei de la ec.(2.73)
por este método.

Reconociendo las limitaciones antes seffaladas en
el modelo de partfcula independiente, se puede definir
una energia de reacomodo,que viene a ser una medida de
éstas. Se empieza por definir la energia de separacién,

que para protones es

£ = £(4,2)-£(A-1,2-0) (2.92a)

y para neutrones

£, = £(A2)-F(A-1,z2), (2.92b)

Si la energfa de remocién del nivel de Fermi es €,
(1a cual coincide con la energia de particula independien
te), se define la energf{a de reacomode é; como

£=zE -6, (2.93)

v
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La razdn por la cual esta cantidad sirve para eva
luar las limitacicnes de un ncdelc de fartfcula indejen~
diente es gue desapsrece cuando em el hamiltonianc (2.6}
las interacciones residuales tienden a cero {(Friedman 167%;.

Si se calculan las energfas de amarre y el nivel
de Fermi a partir de la teorf{a de Brueckner-Hartree-

Fock, se encuentra que la energf{a de reacomocdo f; tiene
un valor considerable que puede variar desde 6 fleV, ccmb

16 32

en G, hasta 13 MfeV, como en el S (Becker 1979a, 1979b),

2.4 El método de Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizadc,

Bajo el punto de vista ds lz teoris de muchos cueg
pos , existe todavia la posibilidad de que, al incluir
en el potencial de particula independiente mis términos
del desarrollo de grdficas eslabonadas, desaparezcan los
problemas sefialados en la seccién anterior. Brandow (197C)
ha propuesto que se consideren ciertas interacciones que
tomen en cuenta la autcenergia, y que pueden incluirse
en el potencial de particula independiente. Esto equivale
a realizar una renormalizacidn del potencial, cuyo efec-
to neto es vaciar rarcialmente los niveles ocupados; es
decir, que la probabilidad de ocupacidn S« rTesulta
ahora ser menor que l.

El formalismo de Brandow es bastante complejo, lo
que hace diffcil llevarlo a la prdctica. Sin embargo, se
ha desarrollado una versidn simplificada conocida como
método de Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizado (Becker

1970a, 197Cb, Becker y fatterson 1971, Davies y fFic. Carthy
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1971, Becker, Davies y Fattersen 1974).
En este se consigue cancelar dentro del desarrcllo

de grédficas eslabonadas diagramas del tipo

(2.94)

incluyendo simplemente las probabilidades de ocupacidn

en la definicién del rotencial autoconsistente. As{. pues,
si se toma w=€,‘+€ﬁ, en donde £, vy e/, son las energias
de partfcula imdependiente de los estados o« y /3

demuestra que las probabilidades de ocugacién estdn dadas

por

G (w
ﬂ.‘[",s’:,""/” > ""‘/"/’ﬂ] (2.95)

vy el potencial autoconsistente para la partfcula en sl

estado o toma la forma

("/316(0)’“/3>//; (2.96)

1>P4)

Las energfas de particula independiente serdn ahora

A
E =TI+ T LBl Gl fp (2.97)

p

Pero un cambio de suma imgortancia con respecto a los
formalismos descritos anteriormente es que ahora la ener

gia de amarre total estard dada por
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A
EA =£ [<°‘lTlo()+(l--;—_/.g)U.(] ) (2.98)

-~

Si se define un factor de vaciamiente o =i-p se podrd

escribir alternativamente

M

A
E,» gl[«‘”“)*f‘]*é od U, . (2.99)

»i-
»
.S
[

Las energfias de particula independiente calcula-
das por este método corresponden a las energias de remo=
cién definidas en la seccién anterior (Koltun 1974).

La renormalizacién complica méds adn el problema,
pues ademds de la doble autoconsistencia que se pedia
antes (para el potencial y para la energfia «w ), ahora
debe incluirse una autoconsistencia en las probabilidades
de ocupacién.

Puede observarse que si /« =1 para todos los es-
tados &« bajo el nivel de Fermi, se recuperan las ecua=-
ciones de Brueckner=Hartree-~Focke.

La primera ventaja que se obtiene es gue la ener-
gia de reacomodo definida en la ec.(2.93), se cancela en
este formalismo. Esto se ha demostrado tanto numéricamen
te (Becker 1970a, 197ﬁb), como analfticamente (Becker y
Patterson 1971). En este dltimo caso se ha supuesto que
el cambio en la pargb radial de las funciones de onda de

los estados de partfcula independiente, cuando se pasa de

un nGcleo con A nucleones a uno con A*1 nucleones es
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despreciatbtis. Este resultado indica gque mediante ia re-
nortalizacidén se ha tonado en cuenta apropiadamente una
buena parte de las interacciones residuales.

Se han realizado cilculos detallados con este mé-

160’ 40 48

todo para Ca, Ca, y 208py, (Davies y fic. Carthy

164 incluyendo una correccién de cen-

1971) y para e y
tro de masa(decker, Davies y Fatterson 1974). En términos
generales sus resultados se pueden resumir en los siguisn
tes puntos:

1.) Las probabilidades de ocupacidén de los estados
que estdn bajo el nivel de Fermi son del orden de 0.85
( 4 =0.15) en forma prdcticamente independiente del es-
tado de gque se trate.

2.) Los niveles de particula independiente estdn
menos ligados que en el caso de 2rueckner-Hartrees-Fock.,

3.) No ha sido posible ajustar simulténeamente las
energias de amarre de los ndcleos y sus radios. 3i se
ajustan las primeras, se obtienen radios demasiado peque
fios, y si se ajustan los segundos, no se obtiene suficien
te energia de amarre.

De este (ltimo punto se ve que el farmalismo de
Brueckner-Hartree-Fock-Renormalizado tampoco es completa
mente satisfactorio. Sin embargo, por el hecho de que al
menos en teoria permite una identificacién directa entre
las energfas de remocidn y 1los niveles de particula

independiente, y adem&s la energia de reacomodo se cancg
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la, se le adoptard para el resto de este trabajo, conscien
tes del riesgo que se corre, Concretarente, lo gue se
adoptard es la relacidn entre los niveles de partfcula
independiente dados por la ec.(2.97) y la energiz de ama
rre total dada por la ec.(2.99).

Para finalizar este capritulo debe agregarse algo
que, si bien no estf en linea con este trabajo convie=-
ne tener presente.

Existe un métode alternativo en la teorfa de muchos
cuerpos conocido como Hartree-Fock dependiente de la den-
sidad, que es otra generalizacifén del método de Brueckner-
Hartree=Fock, y que ha dado resultados excelentes para
ndcleos finitos (Vautherin y 3rink 1972, Campi y Sprung
1972). En este formalismo no ss toman en cuenta los efec
tos de muchos cuerpos de ordenes superiores bajo un pun=-
to de vista fundamental, sino que se simulan tomando a
las interacciones residuales como dependientes de la den
sidad. Las energias de partfcula independiente que se
obtienen también pueden identificarse con las energias
de remocién, y la energfa total aparece de la siguiente

forma

M

EA = -1.: [<°(ITII(>“ ‘4] + 4 E” (2‘1CU)

»

en donde a&,, es una correccién debida a la dependencia
de la densidad de la interaccifn residual., Con este métg
do ha sido posible ajustar simultdneamente las energfas

de amarre y las distribuciones de carga.



Existe un trabajo del que se espera obtener una
férwula de masas nucleares sijuiendo esta linea (Tondeur
1978), aungue los cdlculos de dicha féraula de masas son
en gran parte numéricos, y no se ha dJado una expresién

analitica del tipo de la que se busca en este trabajo.



CAPITULD 111

NIVELES DE ENERGIAR DE PARTICULA INDEPENDIENTE

En el capitulo anterior quedé establecido el con-
cepto de potencial autoconsistente y se mostr6 que, a
partir de los niveles de energfa de partfcula independien
te que genera, es posible obtener la energia de amarre to
tal del ndcleo. Una forma como puede obtenerse informacibn
sobre este potencial es mediante reacciones nucleares, en
las que se le puede identificar con la parte real del po-
tencial 6ptico. Esta dltima afirmacidn ha sido aclarada
por Dover y Van Giai (1972), por ejemplo, quienes demos~
traron la equivalencia entre ambos potenciales basdndose
en cdlculos autoconsistentes de Vautherin y Brink (1970,
1972). E1 problema también ha sido estudiade bajo el pun
to de vista formal por Vinh Mau (1970) y por Lejeune y
Mahaux (1976).

As{ pues, en este capitulo se propone imitar el
potencial autoconsistente mediante un potencial fenomeng
légico cuyas propiedades puedan determinarse por los pard
metros del potencial 6ptico. Existen dos razones para pro
ceder de este modo. Por un lado, se desea contar con un
potencial suficientemente general como para que sea posi
ble aplicarlo sobre una gran extansién de la tabla nuclear,

y el potencial éptico ciertamente cumple con esta pro-
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piedad., Por otro lado, substituyendo al potencial auto-

consistente por un potencial fenomenolégico se facilitard
la tarea de obtener expresiones analiticas para los nive-
les de energia. Esto tiene una importancis fundamental

en este trabajo, puesto que sélo de este modo podré exhi-
birse la energfa de amarre total mediante una férmula

del tipo de la de Bethe-Waizsfcker-Bacher.,

Para implementar esta idea en la obtencién de los
niveles de energfa, se empezard por encontrar la conexién
qus existo entre la parte real del potencial éptico y el
potencial del modelo de particula independisnte. Dicha
conexién podrd obtenerse partiendoc de la ecuacién de
Schrddinger con un potencial no lecal, y splicando la
aproximacién de masa efectiva de acuerdo con el trabajo
de Frahn y Lemmer (1957a, 1957b)(seccién 3.1).

Posteriormente se pasard a obtener expresiones
analiticas para los niveles de energ{a empleando dos po-
tenciales distintos:

a2) Un potencial de oscilador arménico al que se
le agrega un término que rompe la degeneracifin en el RO-
mento angular, Este término es el mismo que ha sido ewm~-
pleado por Nilsson et al (1969).

b) Un conjunto de pozos cuadrados infinitos de
radio variable, con los que se pretende simular a un

pozo finito con bordes redondeados.
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3.1 Conexifn entre el modelo de capas y el

modelo Sptico fenomenoldgico,

Se supondrd que los estados de particula indepen-
diente @¢¥» deben satisfacer una ecuacién de Schrbdinger

con un potencial no local, gue en el espacio de confi-
guracidén toma la forma
‘k* L5 PR P U - -

'ZZV §(V’f]K,l*,*)étv‘)o(vsé'di(?). (3.1a)
La no localidad aparece en forma natural en la teoria de
muchas cuerpos, como se vid en la ece.(2.18) del capitu-
lo anterior, de la antisimetrizacién de la funcién de
onda. Conviene agregar que la no localidad del potencial
puede surgir también del cardcter de intercambio y la
dependencia de la velocidad de las interacciones nuclea=-
res(Negele(1970) y iManweiler(1975)).

Si se desea incluir un potencial de Coulomb Vg""),

esto podrd hacerse en forma independiente y se tendrd

- 2’-‘—:—')— VED 3 j K (7,3 87 ol3"= £ §03y, (3-1b)
La razén es que la fuerza de Coulomb no es una interaccién
de intercambia en el mismo sentido que la interaccidn
nucledn-nucleén en un nicleo complejo, por lo que da
lugar preddminantemente a un potencial local.

Fara determinar la forma general que debe tener el
kernel K,,(;, ¥') se hacen las siguientes suposiciones
acerca de dste:

a) Es hermiteano, § equivalentemente, si es real,
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simétrico en su uependencia en ¥ y ¥ .
b) La no Jocalidad no es muy grande, ya que sa-
bemos que los potenciales locales dan resultados gque se

aproximan a los experimentales.

c) En materia nuclear infinita, el kernel debe
ser invariante ante translaciones.

As{ pues, puede proponerse que

~

K (‘?,’?'}: Wx (“7;‘/"')[-;‘37.;:) (3.2)

en donde K(7-%’) es tal que

feHr=Enz0 (3.3)

Li b2z $B, (3.4)

& o
en donde § es la funcién delta de Dirac.
Ahora se toma la transformada de Fourier de fo @),

k3
go k)= [rame™ oz, (3.5a)

y se desarrolla en serie de Taylor alrededor de un va-

lor K* .

g th)= 3 (K%) + 9 N KD e (3.5b)

Empleando este desarrollo hasta primer orden para eli-

minar la integral en la ec.(3.1) se obtiene
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) "[v*' P2V, v‘]fc:n
g, A K) MK MK

[{ .09 K4 RN, ) ¢ Wor- £] B2 o,

(3.6)
en donde
MZ, kY s ——2 : (3.7)
I+ 22 gD,
Si se escoge
2
bl )
(s)= e
<« ,()Ta_") > (3.8)
entonces -i&‘
- 7
G (x)= e . (3.9)
Frahn(1975) ha demostrado que s8i se escoge
2 2 - _
K=K l‘f)-% [E V”("')] ) ) (3.11)

se obtiene la aproximacién de Ferey y Buck(1962).
En este trabajo es preferible tomar el caso mds simple
T,
en que X 292 y corresponde a la aproximacién de masa efec

tiva propuesta por Frahn y Lemmer (1957a, 1957b}. Como

resultado se obtiene

.‘_[F" 2;.;%;*;;5;?‘]?(#“\{,mf’w):é'i't#),

ry L7 (3.13a)

en donde ¥¢¥) es la funcidn de onda aproximada y
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ME) = as (3.14)
1 - &7\ (?)
24% N
puede interpretarse como una masa efectiva que depende
del potenciel W,#y del pardmetro de no localidad 4 ,
Si se incluye un potencial de Coulomb como la

ec.(3.1b), en lugar de la ec.(3.13a) se tendr4

.L a‘_[_ 2‘._‘_ P ._‘__ vl I (s - 1D s LT (3013b)
gI’o at e P ]Y‘?”[Wc )W = Ed),
Ahora bien, en adelante se considerardn dnice-

mente potencisles eaféricos, y se tomard

<
-~
N
-
"

/ =W, e (3.15a)

Wetr= W h e (3.158)

en donde F (0):1: £y W) W,°> 0. Se espera que el factor

de forma nuclear f,(» permanezca précticamente constante

hasta el borde del radio nuclear, y ah{ decaiga répida-

mente a cero., E1 factor de forma de Coulomb se toma ge-

neralmente como el de una distribucidn uniforme de carga,

de modo que también es aproximadamente constante hasta

la superficie del nicleo, y mds alld de ella decee con una
)

dependencia de ¥ .

Se puede reescribir

W, z- W e W [1- £ ], (3.16)
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de modo gque entonces la masa efectiva se separa comeo

M= am, {l+/5 -pl-¢ (r)]} (3.17)

en donde se define

£ alm Woo,
A= zt‘ (3.18)

Al substituir la ec.(3.17) en la ec.(3.13a) se

obtiene

[ L(H/!)V +tWn+Wen) + W(-r v)] P2 = EV:#)
(3.19)

en donde

W’(v,v)= gi[( 1= £, T4 29 (1= Fam) 0+ P 1= f,,m)] (3.20)
»p

que, como se ver§ m3s adelante, es escencialmente un

término de superficie.

Ahora se prodede a analizar la ec.(3.19) para
el caso de estados desligados, 6 de dispersidn, y el de
estados ligados. En el primero el propésitc es encon=-
trar las funciones de onda que satisfagan la ec.(3.19)
cuando la energfa & ha sido fijada, digamos, por el
operador de un acelerador de partficulas, cumpliendo con
las condiciones a la frontera propias del caso. En el

segundo, por otra parte, lo que interesa es obtener las
eigenfunciones y los eigenvalores del operador en la
ec.(3.19),
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3.la)Estados _de dispersidn.

De la ec.(3.15) se puede cespejar la energfa ci-

nética y obtener

A2 VigE): E-Walm)- Vo= Wer V) Fos)
2w, I+ p . (3.21)

Substituyendo esta expresién en la misma ecuacién para
el término -g,svafﬁ) se consigue
(]

k 2 2
-2 Vi Wi 69 Wel)] #1023« £ S0,

Aty (3.22)

en donde aparece ahora un potencial que depende de la ve-

locidad y la energia

Wi €92 Wl + Wir D¢ Ale- Wen) (3.23)
I+ 8

Si se aplicara este andlisis a un sistema infinito,
lo que equivaldrfa a tomar f:,cv)i.l! foen , 8e obtendria

W'tv,0)20, y no quedarfa mis que

Wee)= - T*EF[W:- AE+pWS] (3.24)

En el modelo Sptico fenomenolégico, la profundidad del
potencial se obtiene precisamente de este modo (Ferey 1963)

y el potencial para ndcleos finitos se toma como

Vey, £)2 WE)F (0=~ T*I/s_[ [ pE+pN G0, (3:25)
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La ecuacién que se resuslve entonces, no es la

(3.22), sino

[- 2t vt + Y €)+ W] Pz £, (3.26)

R,

Cabe preguntarss que tan importante es la diferencia

entre ambos potenciales

S§Wiv, £,9)= Wir,e,9)- Vir,)s

= -;-:;-[W();V)-}/SE(I-E,(-/))*/ﬁM(fd(v)-f‘(v))]' (3.27)

Para empezar puede observarse que en la regién
interior, en donde Ftr)a_(, se tiens {Wappara los neutro-
nes, ySW.A W,S(£tv>£en) para protones. En este dltimo
caso la d:l.forenc:la puede ahbsorberse en W s conside-
rando que su dependencia de ” e3 suave.

En la regién exterior ( ¥ wmayor que el radio R

del niicleo), por otra parte, f,(»=2y se tiens
§W= -!-"—-[EJ- V W(y)] >R, (3.28)
Pero ocurre: que precisamente en ssta regién se cumple que
[‘},..:, v W] @iz £Eir> , >R, (3.29)

por lo que $¥#:=p .

Por 1o tanto, S$¥(+£,7)es un potencial de supsr=
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ficie cuya contribucién a los corrimientos de fase se
espera que sea despreciable.
Comparando el potencial (3.25) con la parte real

del potencial 6pticeo fenomenolégice

'Y,r(vlg).-.-[V,',-as *d‘%%]f;(v) (3.30)
en donde V,'. s o4y ol son pardwetros ajustables, se
observa que para los potenciales W,.»1y W,(» definidos en

las ecs.(3.15a) y (3.15b) se tiene

W ntepr,, (3.31a)

._'%—»ad > /S = ,5“ » (3.31b)
a

«W, = «, %‘7’ . (3.31c)

De la definicién (3.18) para ,»4 se encuentra en-

tonces que el pardmetre de no localidad A se puede

obtener a partir de los valores experimentales V,, y £ 3
a = 2% . (3.31d)
m,

Se deja para mds adelante la discusién sobre los valo-

res de estos pardmetros.
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3.1b) Estados lidados.

En la regidén interna del pctencial nuclear I-I,',lv)za)

por lo que W’(v,v) serd un término peguefio en compara-
cidén con el resto del potencial. Por lo tanto, podrd tra
tarse comao una perturbacifn a los estados gue se cbtienen

de la ecuacidn
_._‘_ti 2 - () - ¢0)
[ IS Viw, e mm] F, =¢6,9,, (3.32)

en donde se define una masa efectiva

m 4 e = /f‘?=o) (3.33)
+p

a partir de las ecuaciones (3.13) y (3.18).

La ecuacidén (3.33) sélo difiere de la ecuacién de
Schrodinger ordinaria en que la masa 2%, del nucleén
se reemplaza por una masa efectiva »* nenor (ya que‘6>0).
£l resultado de esto es que aumenta la energia cinética
en comparacién con la del caso local, y con ella la se-
paracidn entre los niveles de energfa. Como consecuencia,
si se desea que el potencial de la ec.(3.32) contenga la
misma cantidad de niveles que un potencial en el caso
local, deberd ser mds profundo.

Para ilustrar esto, se puede dividir la ec.{3.32)

por (i1+A) de modo que se escriba como una ecuaciébn
de Schrddinger ordinaria

{z 2 ? - (0) - (0)
[_Hv e W] 8- g, 8 (3.34)
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en donde aparece un potencial "local"®

Vo= - Yoo £ (3.352)
1+4 ’
un potencial de Coulomb modificado
<
W't = LA ferd, (3.35b)
¢ 1+p
y una energia
) >
= Eg. = é‘a‘. (3.35(:)
Y s e fome®
Comparando (3.35a) con (3.3la) se obseruva que
(3.36)

Vir) = V,r 6(7))

de modo que la profundidad de V.(») no es mis que la
del potencial éptico fenomenolégico, la cual se obtiene
experimentalmentes

Asf pues, los niveles de energia ::» correspon-
dientes a la funcién de onda no perturbada se pueden ob=-

tener resolviendo la ecuacién (3.34) y usando la relacién

)
& = X2, (3.37)

La informacién sobre la masa efectiva " tam=

bién se puede obtener del potencial 6ptico fenomenold-
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gico a través del pardmetro o« , como se puede ver de

la ec.(3.33):

g 2 li* - 14/, (3.38)

En la tabla 3.1 se muestran los resultados oh~
tenidos para un ejemplo concreto, empleando las ideas
expuestas en esta subseccifin, En 81 sa comparan los
eigenvalores exactos @, de la ec.(3.19), y los corres=-
pondiebtes valores a;;oximados G:’)de la ec.(3.32).
Fara hacetlo se tomé un potencial éptico fenomenoldgice
cuyos pardmetros san parecidos a los deducidos en la li-
teratura para 90Ni (Manweiler 1975 y Negele (1970)). Se
trata de un potencial Woods-Saxon

\i(v): -V"W_m/b

1+ e
con pardmetro de profundidad MW =55.5 MeV, de alcance
R =1.3A™ fn, y de difusivided b =0.65 fm. El paré-
metro o es 0.32, que de acuerdo con la ec.(3.38) co-
rresponde a una masa efectiva ' =0.68m y /3 =0.47,
Con estos valores, se calculan numéricamente €, y J’t
y empleando la ec.(3.37), los eigenvalores aproximados 5:%
Como puede verse, las mayores diferencias entre &, y 5:”
se dan para estados menos ligados, y de mayor momento an

gular. En estos casos los eigenvalores aproximados

resultan menos ligados por 2 & 3 MeV,
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Tabla 3.1. Eigenvalores exactos E, ¥ aproximados 5:’)

para un potencial de Woods~Saxon, en MeV. Se muestran
también los eigenvalores auxiliares E,.“). Los pardmetros
del potencial son los siguientes: profundidad V.’ =55.5 MeV,
alcance R =1.3 All; fm. vy difusividad b =.65fm. Se ha

tomado & =,32, que corresponde a X =1,47,

-
o) 1}
NIVEL E £ m £ e,
[ » - 7
M

1s 42,98 63,19 63,48
23 20.04 29.47 30,73
3s D.76 1l.12 2,83
1p 32,82 48,24 49,07
2p 8.90 13.08 15,21
id 21.70 31,90 33.69
2d - - 2.56
1f l0.08 14.82 18,15
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3.2 Niveles de energfa de un potencial de

oscilador armdnico (Bauer y Herrera 1978).

Una forma de obtener una expresidn analftica pa-
ra los niveles de energia es proponiendo un potencial de
oscilador arménico, Para aplicarlo al problema nuclear 8s
necesario modificarlo agregando un términc que rompa la
degeneracidn en el momento angular y otro que tome en
consideracién la interaccién spin-drbita. As{ pues, se to

mard la parte esférica del potencial usado por Hilsson

et al (1969):

Wery =« W't Lomaty D (L% <t®y )= 28 27 (3.39)
2 *ﬂ. b +4*

El t8rmino

z 2 - - d
- B (4= <y ) == DLLbr1y- gl ] (3.40)

en donde D es un pardmetroy < 2; denota promedio sobre
la capa 2t , rompe la degeneracién en el momento an=
gular dejando fijo el centro de gravedad del multiple-

te. En 1o subsecuente se llamard a la ec.(3.30) el térmi

no de Nilsson,

Se ha incluido también un término de spin-érbita

N

c.c‘-s‘_-._c[j(ju)-,((,(“j-g], (3.41)

"

en donde ¢ es un nuevo pardmetro.
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Obviamente en este caso no es vdlido suponer que
£(z1 en el interior del ndcleo, y por lo tanto no es
aplicable la relacién simple (3.37) para obtener los

eigenvalores a partir de la ec.(3.34). Esto, sin embargo,
no representa ningln obstdculo, pues para el oscilador
arménico es posible resolver analf{ticamente la ecuacidn
original (3.13a), como ha sido demostrado por Frahn y
Lemmer (1957a,b). Tomando esta solucién para los niveles
de energia y tratando perturbativamente los dos dltimos

términos de la ec.(3.39) se tiene

.--W +(«+3)( ) 4w

"-‘a

2
- ‘8‘;7’) ("' f)[m(~+z)+1(1+/)+;]-

- P{[l- 28 ('"") (l- -—)(«-&—)}[ju«*l)- _"(""")*2']';']'

2w

_6[/-2;: (#) (,-__J(,., )][J()-H) -Lltr0)-2],
(3.42)

La dependencia dé¢ = del 4° y del 5° término
puede despreciarse como puede verse de una estimacidn
simplee.

Una vez obtenida la expresién (3.42) se pasa a
determinar la dependencia de A de los parametros in’,

D yc .

3.2a) Dependencia de A de la frecuencia angular.

La frecuencia amplificada

w (.:‘”_;)‘/’l (3.43)
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debe ajustarse de modo gque se obtenga el radio nuclear
correcto. Fara hacerlo, se sigue el procedimiento de
floszkowski (1957). Se ignora el efecto de los términos
de Nilsson y de spin-6érbita, considerando que actdan
sb6lo como una correccifn a los niveles de oscilador ar-
ménico.

Puesto que los valores de expectacidn de la ener-
gia cinética y la energf{a potencial para un oscilador ar=-
ménico son iguales, la suma de los promedios de las

energfas de A particulas es

1.4
L E = Nm* ", (3.44)

P
. s .
Tomando para el radio nuclear R=v;A » €l radio cuadra-

do medio para una distribucién esférica de carga estd

dado por

2/,
(v = %-»:‘A ?, (3.45)

Por otro lado, considerando dos estados posibles para el
spin, la degeneracifn del oscilador arménico para el nd-

mero cudntico principal 2t , se puede escribir

ix

Me
€, = 2 (mridnra)ms 3YEa (3.46)
LT

T M

o

Al efectuar la suma se considera sdélo el primer término

£ Tl (3.47)
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En forma semejante se encuentra que el nimeroc total de

partficulas va como

N =~ -n,f (3.48)

»

W[~

y de aqui se puede depejar 7t para substituirlo en la

8c.(3.47)s Igualando el resultado con la ec.(3.44) se

encuentra que

PR G R (%) = (3.49)

Para el caso general puede escribirse

£ =3Vt [ 2)3f
S (3) (5 4R (Z), (3.50)

en donde < =1 para protones y ¢ =-1 para neutrones.

32b) Dependencia ge A _ del factor P

Se puede demostrar que para un pozo cuadrado in=-
finito la dependencia de ,( de los niveles de energia
va en primera aproximacién como (K%/2mRY) L(LH) (ver 1a
siguiente seccidn). Por lo tanto es razonable afirmar que

el coeficiente D en el término de Nilsson va como

2
D=y LRe) ., (3.51)

met  BRE A3

en donde 7 es un pardmetro ajustahble. Este no debe en-
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tenderse como un pardmetro libre, pues ss espera que sea
consistente con los valores obtenidos por Nilsson et al{196%9).

3.2c) Dependencia 98 A del factor €

El término de interaccidén spin-6rbita se puede to-

mar con la forma de la ensrgia de Thomas-Frenkel
== AL ke )LBM“)Zis“z_zc Vs (3.52)
¥
en donde A es un pardmetro fenomenoldgico sin di-

mensiones. Por lo tanto, para un potencial de oscilador

arménico se encuentra gue

C = Alhe) ] Ge) s 1
~r 2om, c* [ (-m:c’) r‘l A ¢ ) -y (3.53)

WP

-2/
que va escencialmente como A . Esta dependencia debe

compararse con la que se obtiene de los redultados ex~
-

perimentales: A con # =0.53 £ 0.09 (Cohen et al 1962).

En la seccidén 3, 4se muestran algunos resultados numéricose.

3. 3Niveles de Energia pama un potencial de

pozo cuadradg.

Es bien sabido gue para los niveles de energia

de un pozo cuadrado infinito no existe una expresidn ana
litica exacta. Sin embargo, en esta seccidn se mostrard
que si es posible encontrar una expresién analitica aproxi
mada que se puede llevar a la prdctica con buenos resul-

tadose.

Primero se dard la solucidn para un potencial lo-
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cal, y después se la modificard, de acuerdo con el pro-
cedimiento sefialado en la subseccién 3.1 b, para tomar

en consideracidn el efecto de la no localidad.

Considérse un potencial de poze cuadrado infini-

to

- V,P si ¥t €R
V= (3.54)
oo gi IVI>R,

La ecuacibén de Schrédinger a resolver serd simplemente

2

_ P
VZ+ki¥=0 (3.55)

en donde
2. 2w, 3.56
k-—f”;‘_—(,__-,,.;;,‘), (3.56)

con las condiciones a la frontera
Yo)= o, (3.57a)
F(R) = 0, (3.57b)

Las soluciones para las funciones de onda radiales,
como es bien sabido, son las funciones de Bessel esféri-
cas que se cancelan tanto en el orfgen como en =R .
Fuesto que su argumento es R- , se tiene la condicién

_ "
ky R[22 (8, + V) "R= o, (3.58)
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en donde w,,es el cero correspondiente a la funcién de
Bessel en cuestidn.
Para representar a w,, Se puede usar el siguiente

desarrollo asintético (Gradshteyn y Rizhik 1965)

Woo = Lins2dF - L L(LF2) _
2 2 Z(ne2d7

L Ledl2v sy —24]
14 [,i("‘*i)ﬂlj (3.59)

En esta expresién el nidmero cudntico principal
corresponde al del oscilador armdnico, y se relaciona

con el ndmero de nodos 7% por

”ﬁ,?(nm—[)‘f‘j. (3060)

En la tabla (3.2) se compara el valor exacto de
varios ceros de las funciones de Bessel esféricas con los
valores aproximados obtenidos de los primeros dos tér-
minos de la expresidén (3. 59). Se observa gue el error
porcentual es razonablemente pequefio, incluso cuando se
toman dnicamente dos términos.

As{ pues, los niveles de energia se pueden escri-

bir como

2
£ =-V,,, +2*;1 {(»_cig) 7r‘-,(u+/>} R (3.61)

despreciando términos de orden superior. Puesto que esto

supone una nueva aproximacién, en la tabla 3.3 se compa~
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Tabla 3.2. Comparacidn entre algunos ceros exactos de las
funciones esféricas de Bessel y los proporcionados por
los dos primercs términos de la ec.(3.59).

CERO CERO ERROR
A » = EXACTO APROXIMADD  PORCENTUAL
0 1 o 3.1416 3.1416 0.00
0 2 2 642832 642832 0.00
0 3 4 9,4248 9.4248 0.00
0 4 6 12.5664 12.5664 0.00
1 1 1 4.4934 4.5002 -0.15
1 2 3 7.7253 7.7267 -0.18
1 3 5 10,9041 10,9046 -0.0046
1 4 7  14.0662 14.0664 -0.0014
2 1 2 5,7635 5.8057 -0.73
2 2 4 9.0950 9.1065 -0.13
2 3 6 12,3229 12.3276 -0.038
2 4 8  15.5146 15,5170 -0.016
103 6.9879 7.0900 -1.46
3 2 5  10.4171 10,4499 -0.31
3 3 7 13,6980 13,7128 -0.11
4 1 4 8.1826 8.3637 -2.21
4 2 6 11,7049 11.7706 -0.56
1 5 9.3558 9.6314 -2.95
5 2 7 12,9665 13.0761 ~0.85
6 1 6  10.5128 10.8952 -3.64

? 1 7 11.6570 12.1566 -4.285
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Tabla 3.3. Comparacidn entre algunos niveles de energia
exactos para un pozo cuadrado infinito, y los proporcio-

nados por la ec.(3.61)( Vep =0). Los resultados se dan en
unidades de #Hzm %) .

VALOR VALOR ERROR
V¢ n EXACTO APROXIMADO  PORCENTUAL
0 0 9.8696 9.8696 0.00
o 2 39.4784 39.4784 0.00
0 4  B88.8264 B88.8264 0.00
0 6 157.9137 157.9137 0.00
1 1 20.1906 20.2066 -0.079
1 3  59.6803 59,6850 -0.0080
1 5 118.8994 118.9027 -0.0027
1 7  197.8580 197.8595 -0.0008
2 2 33.2179 33.4784 -0.78
2 4 82,7190 82.8264 -0.13
2 6 151.8539 151.9137 . -0.039
2 8 240.7028 240.7401 -0.016
3 3 48.8307 49.6850 -1.75
3 108.5160 108.9027 -0.36
7  187.6352 187.8595 -0.12
4 66,9549 6848264 -2.80
137.0047 137.9137 -0.66
5 5  B87.5310 90.9027 -3.85
168.1301 169.8595 -1.03
6 6 110.5190 115.9137 -4.8812

7 7 135,.8856 143,8595 -5.87
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ra para varios casos el valos de h%: con el del término
entre llaves en la ec.(3.61). E1 error cometido sigue
siendo pegueﬁo y por lo tanto se puede afirmar que la
expresidn (3.61) constituye una buena base de donde par-
tir,

Aln deben hacerse por lo menos dos correccicnes
importantes a la expresién para £,

En primer lugar, debe considerarse que no es po-
sible representar al potencial nuclear mediante un pozo
infinito. Es mds adecuado un pozo finito en el cual el
espaciamiento entre los niveles decrece con la energia,
precisamente al contrario de como ocurre con un pozo in-
finito. M4s adn, un potencial que reproduzca bien los re
sultados de dispersidén debe tener cierta difusividad, tal
como ocurre con un Woods~Saxone.

Para corregir este defecto, se observa que las
soluciones a la ecuacidn de Schrédinger con un poten-
cial de pezo cuadrado finito siguen siendo funciones de

Bessel esféricas, exeepto que en vez de anularse er R

se acoplan a una funcién de Neumann.

Por lo tanto, los niveles de energia de un pozo finito
corresponden a los que se obtienen de funciones de onda
que se anulan en radios R’ mayores que el radio 'ﬁ

del potencial. Entonces, es posible emplear la expresidén
(3.61) si se aumenta el radioc R en proporcién a la
energfa. Fara incluir esta correccidén en la forma més

simple posible se propone

"
'R=(-»;+4*,,-»:)A’, (3.62)
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de modo que, en primera aproximacidn

-—'—,—_z(/-zd_”:m) Lo (3.63)
R Yo ,;ZA"/’

Se propondrd ademds que

”
4% AT (3.64)
'Y., 7

en donde < es un pardmetro ajustable y pun entero
menor 6 igual que -1. Aungque en este momento se trata

de una proposicidn completamente arbitraria, se verd
justificada en el siguiente capftulo al construir la fér
mula de masas. Los valores del pardmetro < y del en-
tero 2 se pueden conocer al ajustar la expresién re-
sultante a valores experimentales, lo cual se hard en

la siguiente secciédn,

Otra modificacidn importante que debe hacerse a
la expresidén (3.61) consiste en incluir un término que
tome en consideracidén la interaccién spin-drbita. Asi
pues, se propone, al igual que en la seccién anterior

v”=-%cii:-c[mﬂ)-xam-; i (3.65)

pero ahara el coeficiente C se define como

2
cs 24, (3.66)
M’

en donde /A es un pardmetro sin dimensiones que se pue~

de ajustar a los rompimientos de spin-6rbita experimenta
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les AE, .

La forma completa para los niveles de energia

estd dada por

Pl 2
bgjz-Vop s 22 _1-2<4 "){(”—;i)ﬁ‘-.(aﬂ)-

! 2w 72

[ (3.67)
- ALjcj+ -2t 3-31} -

Ahora bien, la ec.{3.67) correspende a los
eigenvalores de una ecuacién de Schrdinger con un po-
tencial local, como en (3.34). Para obtener los eigen-

valores de interés es necesario multiplicar Aiﬁ porchhﬁ

3.4 Resultados numéricos.
En esta seccifin se comparan los resultados nu-

méricos de las expresiones obtenidas en las dos seccio-
nes anteriores con valores experimentales y cdlculos de
Hartree~Focke.

Se empieza por hacer algunas observaciones acer-~
ca de cémo deben tomarse la profundidad del potencial y
la masa efectiva. Con ellas en ments se pasa a calcular
los niveles de energfa para el potencial de oscilador
arménico y del pozo cuadrado respectivamente.

El problema que se tiene al comparar con otros
resultados es encontrar un espectro que muestre sufi-
ciente informacién. Los espectros experimentales ayu-
dan poco en la préctica debido a que, en los ndcleos pe-
sados, sflo se conocen con preeisién los niveles menos
ligados, y los ndcleos ligeros no tienen una cantidad

¢
de niveles suficientemente grande. Por otro lado, exis-

ten cdlculos de Hartree-Fock en los que, usando interac-
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ciones de Skyrme, se han reproducide satisfactoriamente
los espectros experimentales junto con otros resulsados
de estructura nuclear. For lo tanto, las comparaciones
que se hacen en esta seccidn son contra espectros udados

zanb, obtenidos con una ine

por Ko et al (1974) para
teraccién Skyrme III. Los pardmetros empleados en esta
comparacién se usan para calcular los niveles de energia

de nicleos mds ligeros,

3.4 a) De la profundidad del potencial vy la masa efectivae

La profundidad Yep del potencial dptico feno-

menolbgico (3.30) se acostumbra escribir como

Vo, 2V, v+ 2z #-2Z 7 ' (3.68)

en donde V, y V, son pardmetros ajustables y el valor
de T &es 1 para protones y -1 para neutrones. En la 1i
teratura se encuentra que VY, varfa entre 48 MeV y 60 MeV,
y el para’metrb de asimetria V, varfia entre 24 MeV y

38 MeV. E1 pardmetro o del misma potencial (3.30), por

su parte, varfa entre D.22 y 0.55 (Bechetti y Greenlees
1969, Hornyak 1975). Del valor sefialado para o se
obtiene que el valor de (8 estd entre .28 y 1.22, lo
que a su vez corresponde a una masa efectiva m* =78 om,

y m* .45 2, respectivamente., E1 pardmetro de no lo~-

calidad a4 , estimado segin (3.31d) varfia entre .6 y

«9 fm., ignorando el segundo términc de V,,. en la ec.(3.68).
La parametrizacidn (3.68) para V")‘ produce un

efecto importante sobre la masa efectiva. De la defini-
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cidn (3.33), la expresidn (3.18) para A , y la equiva-

lencia (3.31a) entre KT y W , se tiene

%:—;—=(1- ":';; Vﬂp) . (3.69)

Fuesto gue KP es mayor para protones que para neutrones,

/" serd también mayor para protones que para neutrones:

kY »

(;:';ar > (:“_’L‘),‘ . (3.70)

En vista de esto conviene definir un pardmetre promedio

Ii

('”") :’1'-’} s (3.71)

que se identifique, mediante la ec.(3.38), con el valor
lnico de « que se obtiene experimentalmente. En el
apéndice I se demuestra que(saﬂpyéfai‘se pueden expre-

m Y,

sar en términos de —, V el cociente Y. como
4

) ;3[ ,,p "" 1)] (3.72)

(3)-3-bz-g. e
en donde
I= #£< .
A (3.74)

En el caso de los protones debe incluirse el po-
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tencial de Coulomb en la ecuacidn de Schriidinger (3.34).
En los c4lculos de potencial éptico se acostumbra propo-

ner el potencial producido por una distribucién esférica
de carga de radioc R

2 2
Wtn) = (3.75)
Zetr si v2R |

Y

Sin embargo, tal potencial impide resolver la ecuacién
de Schrbdinger anal{ticamente, por lo que para el pro=-

pésito de este trabajo es preferible tomar s8lo el pro-

medio de (3.75) en el interior del ndcleo

N7 2
W, (v) = _:__ _‘;_e s (3.76)

y asf{, a los eigenvalores obtenidos del potencial nuclear
h&(?) simplemente se les agregaré una constante, Fara com
pensar el error cometido al substituir el potencial

exacto por el promedio es conveniente dar una ligera liber

tad a W., por 1o que se le multiplica por un pardmetro

ajustable &, que no debs diferir mucho de 1. As{ pues,

se tomard

Ls¥ Won=¥, £ Ze2, (3.77a)

R

o

En la parametrizacién del modelo éptico fenomeno~

4
légico se acostumbra tomar el radio nuclear como R;nAe
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en donde Y, es un pardmetro que toma valores entre l.10 y
1.30 fm. por lo gensral (Barret y Jackson 1977). Aungue
quizd una expresién del tipo R-v;£&0¢, en donde se inclu-
ye un pardmetrg adicional ¢ serifa mds corrscto, sagin se
sabe de los experimentos de dispersién de elsctrones (ver
figura 3.1), en este trabajo se optard por la forma mis
simple. Por lo tanto se tieme

V=¥ 4 el 2 | (3.77b)
s v, As

Para tener una ides del valor de ée%/s¥), se puede tomar
% =1.25 fm. y se encuentra 1,38 MeV., En el apéndice V

se muestran algunos valores de los pardmetros del poten

cial éptico fenomenolégico. Para una discusién amplia

de estos, ver Hodgsen (1971).

3.4 b) Resultados numéricos para los niveles de

oscilador arménico.

La expresién que se desea ajustar es
i = Vo () e (ne B -
S
L (2T [,- "_u:)][-nlm-rs)h(l.lﬂ)i*.!]-
g W.” W, *
- Dlalser)e tmlne3)]-
- y ¢ 3 - -3
C[‘()") l(.l*") TJ’ (3.78)
en donde, segin se ha visto, intervienen la profundidad
del potancial V, , el potencial.de asimetrfia V¥, , 1la ms
sa efectiva »m™*, v los siguientes parémetross el del po-
tencial de Coulomb ¥, ,el del radioc nuclear % , el del
término deé Nilsson % y el de spin-6rbits A + Se tiene

as{ pues, un total de siete parémetros.
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Con objeto de ajustar Y debe obserwvarse que
la dependensia de J{(4£#!) de la expresidn (3.78) va

escencialmente como
4/3 2 2 _3/3
(ﬁc) 1 13 (he) 1 (_—,_n_ _ ,) ]
{7 20m,c* +[6 (—2-) e VA \m” g, A (3.79)

si se ignoran las diferenciasque existen para protones

y neutrones en la masa efectiva y la profundidad del po-
tencial. Si se compara la ecuacién (3.79) con 1l1la depen-
dencia de A del término de Nilsson, la cual se muestza

en la figura 3.2, se encuentra gue ambos resultados son

consistentes., En la figura, el producto ‘hw&/‘ es sim-
plemente el coeficiente de j‘t en el hamiltoniano de

Nilsson tal como se ha dado en Nilsson et al (1969). Las
lineas A y € describen los casos de protones y neutro-
nes respectivamente, mientras que la linea B se obtie-

ne de promediar las dos anteriores. De este modo, el pa-
rémetro 7 se puede determinar para valores especi{ficos
de Vo , % y ™A substituyéndolos en la ece.(3.79) e
igualando el coeficiente entre paréntesis con 1la pendien-
te de la linea B (7.4 fMev).

El pardmetro de spin-drbita A se puede ajustar

empleando el rompimiento experimental 4 &, entre niveles
con J3AL+3 y j=AL-4 , Ignorando la diferencia entre prg

tones y neutrones sefialada en (3.53), se encuentra que
2

9, -
JHENE = (3.80)

De aquf{ que convenga ajustar ambos lados de 1a ec.(3.80)

a una linea recta por el método de minimos cuadrados, pa
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ra obtener la pendiente 22(25%5;;

A& . 22 w [C'A™] . (3.81)

Las dos soluciones de tal ajuste se muestran en la fi-

gura 3.3. Puesto que existe una dispersién considerable
en el ajuste es conveniente tomar sl promedio (B8.15 fm:4).

Como las lineas no pasan por el origen, se produce una
subestimacidn de un 17% que debe compensarse para poder
reproducir los resultados experimentales.

Tomando estos ajustes en consideracidén, se puede
demostrar que la férmula (3.78) proporciona esquemas de
niveles comparables con los obtenidos de los cdlculos de
Hartree-Fock con interaccién de Skyrme III, y valores
experimentales. En las figuras 3.4 y 3.5 se comparan es-

*
quemas de niveles de neutrones y protones tomando

Vo =55 mev, Vi =30 MeV, »l? =l.4y % =1.3 fm, Los
valores consistentes de R A son 0,51 y 16.6 res=-

pectivamente. En las figuras 3.6 y 3.7 se muestran los

* Para el cdlculo del esquema de niveles de los protones
se tomé en consideracién un efecto del potencial de
Coulomb sobre la masa efectiva, el cual no es necesa=-
rio y se ha ignorado en esta exposicién (Bauer y Herrera

1978),
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resultados obtenidos cuando se usa este mismo conjunto de
pardémetros para calcular los esguemas de niveles de otros
nicleos.

De los ressultados se concluye que la férmula (3.78)
reproduce las tendencias principales de los espectros de
particula independiente en ndclecs pesados, al menos por
lo que respecta a la estructura de capas.

Para cdlculos sobre ndcleos ligercs,como QDCa, no

puede emplearse sl mismo comjunto de pardmetros que para
nicleos pesados, pues los niveles resultan demasiado prg

fundos.

Estos ajustes estdn seriamente limitados por el

hecho de gque un oscilador armdnico proporciona niveles
igualmente espaciados {(que en este caso determinan las
capas), lo que no se observa en cdlculos realistas.

3.4_c) Resultados numéricos para los niveles de

un_ pozo cuadrado.

La expresidn que se desea ajustar en este caso
es
*
() s 2,

m*

[ ’l’"’ "Az’

»/;
U-ZfA ;)x

{ "“‘z Y- Altt))- A[)(Jw) .,l(./fl)-l] 1‘“

(3.79)

que centiene la profundidad del potencial V; , €1 po-
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tencial de asimetria V¥, , la masa efectiva mt s v los
siguientes pardmetros: los del radio 7, y < , el de
spin-8rbita A y el del potencial de Coulomb. Por razones
que se aclaran en el siguiente capitule , se ha fijado
p$-1 . Aqui debe determinarse cual es su valor mis
apropiado. Incluyendo a )2 se tiene un total de oche

pardmetros, uno mds que em la expresién obtenida median-

te el oscilador arménico.
Para ajustar el pardmetro de spin-drbita, se toma

la dependencia mds simple de R (< =0.), y se encuen~

tra que
~ 2/,
8E5 . 35 Ao p
244+1 2w, %" ol z (3.80)
en donde
8L, e’n.l.l-z' - ‘-—-4.141'. - (3.81)

Se puede definir la constante

2
Kz Z° A
20, 72 PUC I (3.82)

que se puede ajustar a valores experimentales de A&, ,

En la figura 3.8 se muestra el resultado de este
ajuste siguiendo el método de minimos cuadrades, con lo
que se obtiene K= §.8¢¢ MeV, Asi pues, el pardmetro

estard dado por

z 2
A= Rwm,e” % K.
(‘*c)l ‘”‘_I"‘“* (3.83)

Puesto que el pardmetro A se determina separa=-
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2
daments dados los valores de Y% vy o~/*, lo mds relevan-

te es conocer los pardmetros que ajusten los centroides

€upz DD Cnetay + Llneey (3.84)
24+

a los centroides de los esquemas con los cuales se de-
sea comparars.

Como en el caso anterior,se encontraron cone-
juntos de pardmetros gue reprodujeran apropiadamente

208Pb, y después se em=

cdlculos de Hartree-Fock para
plearon los mismos conjuntos para calcular esquemas de

niveles de ptros ndcleos. En la tabla 3.4y 3.5 se

muestran los resultados cbtenidos para los esquemas de ni
veles de 208Pb en tres casos distintos. En todos ellos
se ha tomado ™/s=1.3, V, =50.0 MeV, % =1.3 fn.,
Yi =30.0 MeV y ¥, =1.612. En el primero se tiene
< =0., en el segundo )? =-2 y < =,3, y en el tercerco
P =3y < =.6. En ambas tablas se cbserva que los va=-
lores calculados concuerdan razonablemente bien con los
cdlculos de Hartree-Fock, siendo mejores los resultados
del segundo caso.

En las tablas 3.6 a 3.10se observa gue el mismo
ctonjunto de pardmetrod reproduce las tendencias princi-
pales de los esquemas de otros nicleos, aunque no se con=

serva la calidad del ajuste.
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origen. Se obtiene una pendients K =8.866 MeV,
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Tabla 3.4. Niveles de energia de neutrones en 208y, (mev).
gn la columna EXP se muestran los valores experimentales.
La columna SKY III contiene cdlculos de Hartree-Fock con
interacci6n de Skyrme I1I. Las dltimas tres columnas mues-
tran valores obtenidos con la férmula (3.79).

NIVEL  EXP SKY p =0 P ==2 p ==3
I11 < =0 <G =3 < =6

1s -50.0 -50.3 -50.3 =50.3
ip. -45.3 ~45,8 -45,9 -45.8
1d -39.1 =40,0 -40,5 -40.1
28 =36.0 ~37.3 =37.9 =375
if ~32.3 -32.9 -34.0 -33.3
2p -27.5 -28.5 =-29,.8 ~29.0
1g -23.9 ~-24,5 -26.6 -25.2
2d -18.7 -18.4 -20.9 -19.2
3s -17.0 -15.8 -18.4 -16.7
lh -15.3 -14.9 -18.3 -16.0
2f -B.80 - 9.9 - 7.0 -11.1 - 8.4
3p -7.90 - 746 - 2.6 - 7.1, - 4.1
1li - 644 - 3.9 - 9.1 - 5.7

4s ~1.91 14.4 Te3 1.2



-3.35=-

Tabla 3.5. Niveles de energfa de protones en 208Pb (mev).
En la columna EXFP se muestran los valores experimentales.
La columna SKY III contiene cdlculos de Hartree-Fock con
. interaccién de Skyrme III. Las tres dltimas columnas mues
tran valores obtenidos con la férmula (3.79).

NIVEL EXP SKY p =0 p==2 p==3

IIX « =0 < =e3 < =.6
1s =41.5 =41.8 ~-41.8 =-41.8
1p =-36.5 ~36.9 -37.1 -37.0
1d -30.6 =30.7 =-31.2 -30.8
2s -2745 -27.8 ~-28.5 ~-28,.0
if =23.5 -23.0 -24.2 -23.4
2p -18.4 -18.3 -19.7 -18.8
ig -15.6 -14,0 -16.2 -14.7
2d -9.10 - 9,7 - T3 -10.1 - 8.3
3s -7495 - 7.5 - 4,6 - 744 - 5.5
1h -6,80 - 7.2 - 3.6 - 7.2 - 4,8

2f "2.00 4.9 5-2 3.4



Tabla 3.6, Niveles de energia de protones en

NIVEL

1s
1p
1d
2s
1f
2p

EXP

-59.0
=43.8
-30.0
~28.4
«17.6
~13.2

-3.36-

F 0
< =0

=45.3
=38.3
=-29.4
-25.3
-18.4
=-11.7

-45.3
-38.7
~30.5
-26.6
-20.9
-14.7

1205, (mev).

-45.3
=-38.5
-29.8
-25.8
=-19.4
-12.9

Tabla 3.7.Nivelss de energia de protones en 58Ni {mev).

NIVEL

1s
1p
1d
2d

Tabla 3.8. Niveles de energfa de protones en

NIVEL

1s
1p
1d
28

EXP

=57.3
-37.6
-20,2
~12.6

EXP

«49,.1
-32.9
-12.3
~12.1

,.:0~
< =0
=40.7
-29,6

=-15.4
- 9.0

=0
< =0

-39.0
=24.9
- 6.9

1.3

~40.7
-30.5
~18.3
-12.4

p==2
T=e3

-39.0
=26.4
-11.5
- 4,2

=40.7
-30.1
-16,.9
-10.8

40¢, (mev).

p==3
T=e6

=39.0
-25.8
- 9.5
- 1.9
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Tabla 3.9. Niveles de energfa de protones en 325 (mev).

NIVEL

1s
lp
1d
2s

EXP

-51.2
~28.8
- 9.8
-12.1

Tabla 3.10. Niveles

NIVEL

1s
1p

EXP

=-44.0
-1700

p=0

< =0

~38.6
-22.2
- 1.3

8.2

de energia

0
0

,:
<

]

=33.4
- 705

r==2 /v=-3
T =3 T =.6
~38.6 -38.6
=24,2 -23.5
= 7.6 = 5.2

7.9 3.5

de protones en 18g (mev),

r==2 ,v=-3

¢='3 ¢=06
=33.4 =33.4
-12.2 -11.3



CAPITULO IV

CALCULO DE LA FGRMULA DE MASAS NUCLEARES

£n el capitulo II se mostrd que de acuerdo cocn la
teor{a de muchos cuerpos es posible encontrar la energfa
de amarre total del ndcleo a partir de fbs niveles de ensr
gia de particula independiente. Asimismo se dié
el formalismo para hacerlo. En el tercer capitulo, por
otra parte, se encontraron dos expresiones analfticas dig
tintag para los niveles de particula indepeﬁdiante bai »
Una de ellas proviene de un potencial de oscilador armb-
nico modificado, mientras que la otra se obtuvo a partir
decun conjunto de potenciales de pozo cuadrade infinito.

El propbsito que se persigue ahora es construir
férmulas de masas ndclearas empleando cada una de las exe
presiones para los niveles deAparticula indeppndiente.
Fara hacerlo se empleard el resultado obtenido por el
método de Bruecknsr-Hartree-Fock-Renormalizado (BHFR),

de acuerdo con el cual la energia total del nidcleo estd

dada por
5 «
£ = 4 Z [KKITIR)+ €] +fé,‘(‘ Y, (2.99)

Segin se ha mencionado anteriormente, d& se puede tomar

como un pardmetro independiente del nivel A . As{ pues,
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serd mds adecuada la expresidn

A . A
é;=,-i£[<“”“)*‘h]‘z,§,“u (4.1)

Se empezard por describir con detalle el procedie-

miento para obtener las energfas totales &

a ® Se ex-

plicard como se efectdan las sumas sobre los nimeros cuén
ticos »n y £ , y como se llega al resultado final que
consiste en un desarrollo en términos de potencias de

Ay&. Los primeros términos de la férmula obtenida po<
drén compararse con los de la férmula de Bethe-Weizsdcker=-
Bacher.

Una vez expuesto el procedimiento general, se cal
culardan las férmulas de masas, Por comodidad, en ade-
lante se llamard férmula I a la que se obtenga a partir
de los niveles de oscilador arménico y la férmula II a la
que se obtenga a partir de los niveles de pozo cuadrado.

En las férmulas que se calculan en este capitulo
no se incluye el llenamiento de capas. La razém para pro
ceder de este modo es que la parte que se ignora requiere
de una inversidn gensiderable de tiempo, y corresponde a
una parte minima de la energfa total (1¥). Si se ha segui
do el camino correcto, la desviacidén estandard que se ob-
tenga al comparar con los valores experimentales de las
masas: debe ser semejante a la que produce la férmula

de Bethe-lWeizsécker~Bacher (2.7 MsV).
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4.1 Cdlculp de la epergfa total 54 s

Se supondrd que los neutrones y los protones se
pueden tratar como dos gases de Fermi independientes, y
1a energie total &£ A (por convencién el :iegativo de la
snergfa de amarre £A, ) se toma como la suma de las sner

glas de ambos

4‘4 *fz . (4.2)

En la exposicién que sigus se considerard en par-

ticular la energia £

, » entendiendoss que los resulta-

dos; para la energfa 2; son eateramente andlogos.

Puesto que los niveles de energfa ¢, estén

<
dados en términos de los niimeros cuénticos fn s ALy )« s
wientras que la-sumatoria de la ec.(4.l) ss sobre el

indice 4 que identifice.a cada particula, debe sapezar-

se por establecer la conexidn entre ambos. Esto pueds
conseguirse con ayuda dedl espectro de oscilador arménico
mostrado en la figura 4.1. En slla se muestra que, rom-
piendo la degeneracién en A s ¥y tomando en cuenta el
rompiniento producido por la intereccién spin-6rbita, es
posible obtener un espectrp de niveles gue reproduzca los
nimeros mdgicos del niicleo. Esencialmente, cada nivel de
oscilador arménico corresponde a una capa del nicleo, y
para obtener los nimeros mégicos debe incluirse, a per-
tir de la cuarta capa ( 7 23), el nivel que en la caps
supsrior tiens el mayor momento angular. As{ pues, en la
cuarta capa ( ” =3) debe incluirse el nivel {jg&, en

la quinta ( = =4) el lA,,,z, y en la sexta ( = =5) el Vg
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Aprovechando este hecho es posible encontrar una relacién
entre el ndmero A de neutrones en un nicleo, la dltima
capa que llenan 7.,y el factor de ocupacién « en la si

guiente capa, definido por

Lz N= Nue (4.2)
M‘ﬂl-”’l;

en donde #,_y #,

g gy SOD ndmeros mdgicos que limitan a di

cha capa. A continuacién se desarrollan en detalle las
ideas expuestas en este pirrafo, lo que servird como un
antecedente para calcular é‘, .

El némero total de particulas V4 puede escribirse
como la suma de las parffculas A#¢=) gque contiene cada
capas Asi pues, si 7. es el nive]: de oscilador arménico

que corresponde a %a (Gltima capa llena,

N= if Mn) + & Nlno+7) . (4.3)
n=o

Para encontrar Acx) se cuentan las particulas cop
tenidas en los niveles que forman la capa., Cada nivel,
caracterizado por los ndmeros cudnticos 2t , £y j ’
tiene una degeneracién <2 ,+/ , De aqui que cada par
{m, /() , para el cual ) puede tomar los valores I‘f
v /+é s contiene

ya

—

2. (2j+10=3202t+0) (4.4)
d':»l‘i
particulas.
Los niveles que contiene cada capa son, seglin se

ve de la figura 4.1 los mismos que se degeneran en cada
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Figura 4.1. Secuencia de niveles de particula independien

te. Rompiendo la degeneracién en el momento angular de

los niveles de oscilader arménico, y tomando en cuenta

la interaccidn spin-6rbita, es posible reproducir los nd

meros mdgicos del ndcleo (tomada de Mayer y Jensen 1955).
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nivel de oscilador arménico, V¥ para reproducir los ndme-
ros migicos, debe incluirse, 2 partir de la capa corres=
pondiente a 7% =3, el nivel con nimeros cudnticos »-»»+/,
Linv n+t o jss+ioned, E1 nimero de particulas en cada ni

vel de oscilador armdnico es

2 5 (2441) = (i) (m42)

) (4.5)
en donde
t‘:;:. - si m» es par
3
2 =
Lin) (4.6)
E: » si ~»t es impar

Tomando en consideracdén la anterior, A(x) queda

N} = (n+1)(x+2) R n £2 (4.7a)
Hin) = (s 1) (m+2)32(n42) | =3 (4.7b)
Nin) S n+i1)ln+2)+2 “24 (4.7¢)
De aqui que , volviendo a la ece.(4.3)
e
N=Z (net)l+2)+ -c[(-,,,+.z)(n,-f3)]
MnED (4.8)

si #sz20 (=7gz%/),
'
Nz Z (nr1) (o023t 2t (ot Yt #3)+ 2,4 3)]  (4.8D)
si Ro0<c S50 (me=2),)

)
M= ZF(-)H ICT T )+£(~,+2)4dzx,+z)(’g,+3)+ (4.8c)

D

si WV2so (m.%3), + 2y +3)=Y(np02)]
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Al efectuar la suma, y definiendo 7353/V sS8
obtiene respectivamente para cada una de estas férmulas

los siguientes polinomios

2% nF 4 (64 300)n " #(Ur150) o+ (64 180)

(4093)
si W20 (wg41),
P32 A H (L v 3R) S+ (Ur200) e + (184 3622) (4.9b)
si 20K ¥ Z50(nez2), y
7%= K+ (6+3)nE + (174 150) et (1842 Y) (4.9¢)

si #2850 (»-23).
Para mayor comodidad pueden resumirse estos tres

polinomios en uno solo

7’: 9:,3 + (4 f.?-()‘»t,z * [CU 488 )+alss- 13g+;)‘r,)]q,+

+ [ +12%)r R (18-22%, +78%)]

(4.20)-

en donde

¥=0=Y7, si WNg20(%.%4) (4.11a)
¥,=0 y %=1 si 20<NMs$50(%:=2) (4.11b)

Y=1= si 250 (%23), (4.11c)
La energfa total é'” puede obtenerse en _. forma

andloga. En este caso debe considerarse la suma (4.1)

que es de la forma



(2y+2) emj +

*Y' 2(’”; *4) e,“+,’ E Ry
' 2
' 2‘_‘:'*5
+d[%u"u)§=!—£ (23*') e-nﬁ-n‘,('j* 52(11,-!'3)1
(4.12)
® eﬂ;#z,«;fé) ”F*.{-X‘ 2 ("1;"2) eﬂ’*I,’(F-O I"n,m_s’.]
»
en donde e"‘S es una expresién que depende de la energia
cinética y del potencial. Las sumas sobre ; pueden efec-

tuarse inmediatamente. En efecto, pues para los niveles

de energfia dados en gl capitulo anterior se tendrd
a, . - - z
Cpusj = €y - KCLjU+I-Litr1)- 3], (4.13)

en donde & es una constante que se obtiene al calcular
e,“a- , V¥ se puede demostrar que
L4+

Z , (zjen)e, .= 2L+))e,, . (4.14)
)=.l~s J

Asi pues puede efectuarse la suma sobre £,

obteniendo como resultado un polinomioc de orden R en P

k>

X

(4.15a)

en donde ¢ esgs una constante y

&) k k-t
Fz et iy, % t..ta, (4.15b)
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Para traducir la expresidn (4.15a) a una que apa~
rezca en términos del nimero deé particulas #, 6 equiva-
lentémente ?3=3A’, se hace uso del polinomio (4.10).
si k€2 , se divide el polinomio (4.15b) entre 7*,dado

por el polinomio (4.10). Como resultado se obtiene un
&-3) (2}}
polinomio 7; de orden k-3 vy un residuo 73 de orden 2

6 menor. De aqui que se pueda escribir

Y (k-3 (z)
P 73(;; Y+ P (4.16)

Si k-3> 3 se procede andlogamente hasta guedar sélo con
polinomios de orden menor & igual a 2 . Estos pueden tra-
ducirse a expresiones en términos de 7 nmediante una
rafz aproximada del polinomio (4.10).

En el apéndice II se demuestra que (4.10) tiene

una sola rafz real dada por

mryrR R g Ry e Ry, (4.17)
en donde 1
B,z -(2sat) (4.182)
o= (-4 +2%) +['a.] , , (4.18b)
R, = ¢;_'. , (4.18c)
Rys-LiR, (4.18d)
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posotl-14 60 - 68 )+ (3- 47,44 ) - 247, (4.19a)

r’a=°<('°41ﬁ+231)‘°‘z- (4.19b)
Ahora bien, una vez realizado el desarrollo hasta
aqui descrito, es posible escribir é;, como un polinomio
en términos de 7= (SN)V’, y andlogamente & como un poli
nomio en términos de X:(!Z)’f Para obtener la energia

total £,=£,+£; , cada potencia de 7 y Y se desarrolla

en una serie de Z=(»-2)/A como sigue
R LTV L A SR, SN

7’= (30) =(§-z-) (1+1) f—.\-(-’_*‘.) (lf}.l#.ﬂ(:‘f”)z‘) (4.208)
j 3 )/ -

r‘:(JZ) LR (3A) {i- I)! (31A ’) _LI i)_(JL_)I) (4.20b)

De este modo los dod polinomios podrdn sumarse tomando

términos de la forma

Z I .\.2(3 A) [] *(L) .L.u) ] (4.21)
¥ la energfa total tomard la forma
- by, i
£, = %[B;. A ’+B,-,A"’I‘] (4.22)
en donde 3;)‘ son coeficientes que dependen de los pari-

metros del modelo de capas, presentados en el capitulo

anterior. La ec.(4.22) tiene escencialmente la forma de
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N=8
4+
L hd
Ft. N=20
\ -, 1
33-_ N=28 A=12A
T [\
= |
2,01,
c |
q |
1k
g_ Y T TP PTEE RUT R S ST P USRI I BUUSI NN FE NI PN P FUR RN PR T |
10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 N0 120 130 140 150
N
Z:8
3
[
E 5
o2l
4 [
1
0. .l.n.-Li.;4l.L.|l

60 70 80 90 100

Figura 4.2, Energia de apareamiento empirica para neutrg

nes y protones (tomada de Zeldes et al 1967).
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la férmula de Bethe-Weizsdcker-Bacher si ,j=3,2,... ,
sunque incluye términos adicionales. En este caso el tér
mino que va come A puede identificarss con el de voldémen,
el qus va como A%con el de superficie, y el que va como
al? con el de: asimetrfia. Los coeficientes th’ sin em=-
bargo, no som independientes,

La energia de Coulomb no se calculardé a partir de
los niveles. de. energfa obtenidos en el capi{tulo anterior.
Ea mds apropiado agragar la energf{a de Coulomb que se ob=-
tiene en base al modelo de Thomas-Fermi (Myers y Swiatecky
1969)

2 -2 -
Ee=ae 2o li-omsez L16114%). (4.23)

También se agregard 1a energfa de apareamiento
con los valores empiricos mostrados en la férmula 4.2

(Zeldes et al 1967)

° para los nicleos par-par
£ . A para los nicleos con A imper- Z par
o=
a, para los niicleos con AN par- Z impar

4,+4, para los nicleos impar-impar (4.24a)
b= ap= 124 MeV, (4:260)
que es consistente con el modelo supsrfluido del ndcleo
(Bauer y Canuto 1963),
Ahora se pasa a construir explicitamente las férmy
las de masas.Aunque la descripcién que se ha dado en

esta seccién es bastante general, en lo sucesivo se
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tratard Gnicamente con nicleos de capas cerradas para

jos cuales £=20 .

4.2 Bilculo de la fdrmula 1,

pPara construir esta férmula se parte de la expre-

sién

5““, = - W," + ('nd'%)‘h w,.., }%"[1[11‘-1) f‘nl’n+3)+%]

= DLls - gulur 3] - [+ 0-Lttr0)- 3],

(4.25)
en donde
W= L;;();+=IV.) , (4.26a)
\
)
Y,
Py E>"4(t¢)’_:_ (/- z'I) "y (4.26b)
6\Z/) one* R\TA ) w*?
X [s5/3\5 (he* ‘( 1=z I\ - ) .26
2" [?(I) ,c2 w: A 8(’9*: Yﬂ(_' (4.26¢)
T
/
D= 2(::3, A ~(4.26d)
4, 2 * /3
= [S/3\5 (1) o (/-zl’ A =
¢ [‘ (z} ) 7] 22 A= (4.268)
con
ey o 2% Yor(m._ ]
i o..*[ I+ v, I(= ') > (4.27a)
1 para. protones (4.27b)
z = *

-1 para neutrones,
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Z= 1-‘2 . (4.271:)

Se propone smpleal la ec.(4.25) para llevar a

cabo la suma (4.1) que puede escribirse como

[C-D7 +0+4) 57 .

-

i M

Ep= £ (4.28)

La energfa cinética T 2<AITIi) se puede calcular a partir
del teorema del virisl que, tomando en cuenta la no lo-

calidad (Lemmer 1960) estd dada por
* Tz %
= (L L 3 *
TL' 22 <’.‘m,w > >=z__..(—n.+i.)iw . (4.29)

n
",

Rsi pues, cada término &s; de la sumatoria tiene la

forma

C-.ui =-—2L W,,”(l+o()+é[(l{-fﬁ{)-}-d(l-%%)](ﬁ_‘.f) tF

- %z( 14 [L(L# 1)+ mlor3)+1] = Bl )L Lllt1)-dnlne3)]

e ) (j+ 1) - -2 .
. _Z(m()[u ) -Llte1)-2] (6.30)

Por comodidad en la escritura conviene definir

e, ==+ W' (1) (4.31a)

¢, = zi[(lfz':_:‘_‘:)d‘ﬂ((l-i%:)] R (4.31b)
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C.;:‘%}“*’()' (4.31c)
c,,:-‘_:.anl), (4.31d)
c,:*{—"*"l)- (4.31e)
£, en

Como en la seccién anterior, se separard

una suma sobre neutrones é:, y otra sobre protones fz o

A continuacién se calcula £, , entendiéndose que los

resultados para 5,_ son enteramente andlogos,
Empleando los resultados (4.12) v (4.14) se tendrd

para la expresién (4.30) (con o=0)
e
- 5 5 ’ 3 _’, o !
5’ = ’é’ “Zb") {C’ + cl (‘h'fz)f CJ[Z(‘H* 3)+1] + cq[ i“‘,‘f;)]}x
N X2(2L4+ 1)+
~ 2
+ 2 Z {c,*c,,}z(uu)lau);.)g 2n+4 )i,w,-,u,.,.{ (4.32)

»no Llw

Efectuando la suma sobre £ »
el 4
f, s *2;’ { c, +g. Cy+ } C_‘}(‘H-I)(ﬂ-lz) +“2‘_.Ca»n (i Xne2)+
b/
¥ 1%.» % % alxs Yot )7+ 3) + 3, 202 e«,#,t;w,«,—*f + (4.33)
Las sumas sabre 2¢ se pusden efectuar directamente
y se obtiene £, como un polinomio en términcs de », s
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£, [e+ 53 S+ ;%]//1'- C.g[#’(;q-l-_g .;3+(Tn+zx)n,f+(§+4z;) n,.,qa;]+

S 4 .
433 63[; e +2 "F*(7*4):)”;+(l”m)’!:+{—‘:_i*,4):)’l’*27);]+

3 2
+¢,,['u,+ Sng+2nm, (Y 4 C‘-[Z'w:"i b=, *‘7])’, . (4.34)

Traduciendo cada polinomio a polinomios en térmi-
nos de ¥ , como se indicd en la seccién anterior, se tig

ne
“ 3
:,'-["F +6ot + (11487, ) S+ (44298) n + ,]=
t 4 3 2 -
z = - 2%+ Ly By SY + 2y

ThA s S AaTe AR 7] (4435)
N
: [—n, +10wn, + (zs+200, )wj +(50+/20)) -n;' +(2%p.220)) u,*/éox,]:

= é[ 7""4. (-42+ /DX,)7’+ gY,7%+ 7!_7], (4.36)
3 2 3 2
e+ 3w +2-n,:7 -3 -3y 10, (4.37)

2o} ¥ bt =2yt 2y 22 (4:30)
3 L)

Antes de proceder a sumar la energia de los neu=-
trones con la de los protones conviene hacer notar la

diferencia que existe en cada caso para los coeficientes

€ . Esta se puede exhibir claramente escribiendo

¢, =7, + 7;1‘3-.- ¢ (4.39)
Cam =%/;<7;-Z,I) (4.40a)
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sz=%/,(7;+7—“1)
2 2
c3,=-;7;,73(7}’721+77;1)t
X (7T Vi
°32=-A'l/s(l5+ ‘1*7;“);
7, -
Cow = " QU3 2T %z

(4.40b)

(4.41a)

(4.41b)

(4.42)

(4.43a)

(4.43b)

en donde las 7; s son funciones no lineales de los pard-

metros del modelo de capas:

T= e Gl em)edl 2]

(he?® 1 ] m -\
SHE S EC Ry

o

=_;_ :) [‘1(‘-;;1 :::i](_-l)(hl--()

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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7,27, R (4.50)
v
= ﬂi,a‘_f.]m.n , (4.51)
Mt 72
_ 2 P (te)t ) -~
7= 3 (5) e ]S eres (4.52)
To=x g2t Yo | (4.53)
4 7(_”1 ) v,

En total son 6 parédmetros del modelo Sptico, més
el pardmetro o » los que definen estas 10 funciones.
Una vez que se toma la suma de la energia de los

neutrones con la de los protones, se obtiene la energia

total

3

12 ‘\ _k

bz ;Zz Z, T AT (4.54)
en donde ¢;x son coeficientes numéricos que se muestran
en el apéndice III.

La ventaja de escribir é; de la forma (4.54) es
que, por ser lineal en las 7:}, es posible hacer un
ajuste por minimos cuadrados tomindolas como pardmetros.
Para escribirla en una forma semejante a la de la férmula

de Bethe-Weizs8cker-Bacher basta definir los coeficientes

o5
Bih'—' ;Zc’-)-h 72 . ) (4 5)
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De este movo, el coeficiente del término de voldmen (~A )

comparable con el de la férmula de SWB seria

B, =7 +3 32"7' 27 3"’7'
5= Nt 3(3) T 2?2) ‘-

La férmula (4.54) no tiene un término que pueda

compararse con el de superficie (~ A:"). De los coefi-

cientes del apéndice III se observa gque By, =2=Bep

4,3 Cdiculo de la férmula II.

Se parte de la expresién

5“3:3‘;«_:[-(;',;-:)"1)4-

+2-nv,‘ %(/-20‘4 ﬂ){(ﬁ;z)“z_{Uf/)-A[J(r/)- (4.56)
~ LlLH) - ]ﬂ
en donde a[“"‘(ﬁ ‘)7‘ I} y p es un entero menox 6

igual que -l.
En este caso conviene reescribir la ec.(4.1)

para la energfa to%al como
£, = %[mrmu—’f““)%] - (4.57)

De la ec.(4.56) se tiene
(L) TInd)= ?—"—‘X

2—1—,’77(/- 20 A% {( “*2) 7t ,(/.IH)]
” (4.58)

(4-59)
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{(v +Y1)- - —-—--“ 2end?) Al n-Ra0-3]) . (4459

m 7 AM

As{ pues, cada término e"j de la suma (4.57) estd

dedo por

4 %U-zq-A”%.)'

2w, A

e .= z,[._zf_m.z)w,urzu

‘N‘s o v

‘[(1;_; T plar1)- 2( ’*'I)A[j‘i“)’ﬂ"*”'é]}] » (4.60)

y por lo tanto la energia de los neutrones para ndcleos

con capas cerradas pueds escribirse como

£”=. -(;+,() (y,.,vz)/n

. ' 2aurdf(2r2V0t gee)
+“ mé.w { 2) 4 }+

(pr-2V3 ni2\’z 2
e " w2020 (222Y 52 L)
+ -—:i"! R e, ( A );(7-;» Alx) {( e ) }4

"“o
Y}(‘n +2){ nre RALR AT [':.

(1#e)(Y, +2 yz)]}
(4.61)

Esta Gltima expresién se puede tratar separadamep

te en tres términos:
¢2) 3
YA (4.62)

en donde
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é‘:"=—-i‘-(l+0()?lg (yp*'ty,I), (4.53)
Al e
x[(J;L )n (47 10- 24("‘0)« # (7% th- sl »
+(17% 5- ‘/AQL'Q)]}, (4.64)

) v 3 “ ’ + 2 * 2 7;
é i : ¥ 2om, %t eaed” ){_?:’ 5,,, «z(zzu)[ 14_): L AL ﬂ)]+

L a 2
] Ir% -t AL, 3 (2952 24 g ALHel)
+¥I(§.- )a;,»(_z_ﬁ azé_(_z_)w,.+(?ﬁ 24 9.43 tr

‘_(39,, -,zy-/oé_lﬁ_'i))« +(9li 8- WL.__)H

(4.65)

Efectuando las sumas sobre ot y A como se ha

indicado anteriormente,
€2)
E = m i'_v_ L ARALSIN L LI [(ﬂi"’d Z]wf
N T A (3‘7;) ek Jkd ) )iie

[1‘_/7 +Y 7% 10 ZAL“_'L)]n +[(_£é!p'4 /:.)d'(" /‘-‘L:‘—()J";'
[ (97* 8- 4.4.(#/))]}

(4.66)
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3 (p-2)/
= M, i A g 7t ¢ 2 &

é’ *2¢n ){(37-7‘-2)“: ‘./7,'20”-3/7’” e
SRS S A—

[( 24172 J),ZY 3_’, * 13- ‘/AJ...J'*‘/)]" +
[(.us 7t 2),2;,(%273 /2- A‘.f.i%t‘i))]"'g *

120

(4.67)
4_27,(27_»"_ ¥_ ,2/1,(20()])

que expresadas en términos de 7 toman las formas

2
""’_.: ;"%va,vfﬁv}{(fb 7%, 7 ”279 l(;qﬂi.}’_)-)’,]*z’.p
+[—-” +3’(.’.ﬁ +2~ ZA(L)]? +

+[(-f£ ”)4-3’( J‘r/,,_ 134.2.4.(4»())74-)’,[-2’7 ""43-' (6.68)

£ g A E D g )
et or et et o ,w)],
*I('E:'TF +__)+x( uit 2 ,m___)h,»x(;: L %:M‘fg(_))]

(4.69)

y

Antes de continuar conviene hacer una observacién
c3) ¢ é/3
sobre la potencia p en £, . Fuesto que y‘~ A ", 1la

depependencia en A del primer término en (4.69) va como

(prtdly

A « Si %0 , en la energia total aparecen términos
¥/,

del orden de A : y mayores, pero por la estructura que
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tiene la férmula de BWB no se espera que exista ningin
término de orden mayor que /qia « Por lo tante convie-
ne fijar la restriccidén p<€-2, que se establecid en
forma arbitraria en el capf{tulo anterior.

El siguiente paso consiste en sumar las con-

tribuciones de protones y neutrones, con lo que se obtig

ne
4 (4 <
£A = £, A
2 ! Hl) oL m Y N 2
,{.IE'Y,( ) 2 '[(f' 4)?-3](:+J)I]A) (4.70)
c) ) )
é; = 5; +&, =
il
= »

(}:75{3* é(‘ ]Iz}
el -t g}
ri 3 ) e
N A 2(_3_)&/’[_'_17‘4.5’,(_'i12- ZAL%’-—‘())]a
x{l-f-[-?'—‘:;’-( %] ]4+

2 ‘/ _
P O o

“~ w
.~|~

"{“[.%—é'(b"l)ﬁjzl" * (4.71;
+?;l~%._{i_x‘xl(%{ﬂ‘ 12, foAUn/))A ¥
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@3 (3 3}
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o B2 - (_7’_" -’-){f«r i[/~ 2= s 4P
== z-»‘”z 27 /2 por g ) -—
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e it 2!‘(%) (T: ){J«t—/a[_-('m ;) ] ‘]A(’"'w’_

Zau,’f,:'ln
2 “ 2 os2),
ek m (3 LF _‘b’){( 4 _gfm r*s
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quuag_

‘N

40 AL+ a() I' 23
T (4472)

La energfia total se puede escribir en la siguien-

te forma concisa y prictica para progamars:

4 3 4 3
.3 3 p R =35 3 [ 2 T
£A-2£7 jzﬁif-:.gza"‘.)k 31 %%1%&! b‘)kz" ; (4.73)
en donde
- (8.74)
7, =- 'z"fiv'“‘“’():
L= 7;)',[(5_/)!._-2_"], (4.75)
—: mF yp M'
7;: .iz (2!-’)11 , (4076)
R 2 \¥ 1Y,
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7, s .
v 73(;:;_—1)%, (4.77)
o

y los coeficientes numéricos “ﬁk y L‘jh se muestran
en el apéndice IV,

Alternativamente, la ecuacidén (4.73) puede escri-

birse A
£, * ‘: aZT* E’ez cin e A" (4.78)
si se definen los coeficientes
R S ‘Lu;-p)k (4.79)

y se toma cq*:o si j-f"’Z .
La forma final de la energia del ndcleo estard
dada por la ec.(4.78), a la que habrd que agregar la ener

gfa de Coulomb dada por la ec.(4.23) y la de apareamisn=-
to dada por la ec. (4.24).
1 2 ifs .k
Lis 22 2 eu, AL +£446,, (4.80)
A =zt ":-z R=92 (]
Esta férmula tiene dos ventajas sobre la que se
obtuvo en la seccidén anterior. En primer lugar, contie-
Y

ne todas las potencias relevantes de A 3. En segundo,
en ella aparecen dnicamente cuatro funciones 7} de los
pardmetros del modelo 6ptico, en vez de diez que aparecen
en la férmula anterior. Por este hecho serd m&s estable

ante variaciones de los pardmetros.
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La férmula que se ha construido es estrictamente
vdlida sflo para ndcleos con capas cerradas. Ademis,
cuando se sumaron las energias é} y &, , no se hizo
una distincién entre un pardmetro ¥ que sirviera pa-
ra contar el nimerc de neutrones y protones separadamen-
te. Debido a esto, la ec.(4.80) es vdlida para #,Z < 50
si‘/'=0 y para #,Z250 si Y, =1, pero no para casos inter
medios en que #>50 ( 2> 50) y 2« 50( # < 50).

A pesar de todo, si el principio sobre el que se
ha construfdo la férmula es vdlido, deben esperarse ra-
sultados semejantes a los obtenidos en la férmula de
BUB. Antes de proceder a calcular refinamientos ulte-
riores es necesario investigar si se verifica esta su-
posicién, El ajuste numéricoc a los valores experimenta-

les se llevard a cabo en el siguiente capftulo,



CAPITULO V

AJUSTE NURMERICO DE LA FORMULA DE MASAS

En el capfitulo anterior se obtuvieron dos expre-
siones para la energfa de amarre total de los niicleos.
Ambas iienen la forma de desarrollos en términos de po=-
tencias de A"s, lo que permite relacionarlas hasta cier-
to punto con férmulas del tipo de la de Bethe-Ueizs@cker-
Bacher(BEB) y de Myers y Swiatecki(@S). En esta compara-
cién debe tomarse en cuenta, sin embargo, que las férmu-
las aqui obtenidas contienen un nimero de términos mayor.

La férmula I, que se obtiene a partir des los ni-
veles de energfa de un oscilador arménico modificado, ca=
rece de un término que vaya como Aﬂh ¥y que pueda comparag
se con el término de superficie de la férmuls de BUB, Ca-
be mencionar que en trabajos anteriores de Bauer y Canuto
(1967) y Bauer (1976), en los que se partié de sstos mis.
nos niveles de snergia, sf se obtuvo dicho término. Esto
sa debe 2 que sn sllos se construyé§ la férmula de masas
eapleando un procedimiento en el cual se promediaban los
niveles, a diferencia de este trabajo, en el que se les
ha sumado directamente.

La férmula II, que surge de un conjunto de pozos
cuadrados infinitos, por otro lado, ;s completa en el sen

tido de que contiene todas las potencias relsvantes delxb.

Debido a esto, y a que es mds estable respecto a cambios
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en los pardmetros de partfcula independiante, parece ser
mds adecuada para ajustarla a los valores experimentales
de las masas nucleares. En este capftulo se describe la
forma como se realiza dicho ajuste, y se muestran los re
sultados obtenidos., Se empieza por describir el procedim
alento que se ha seguido, y se explica qué se espera
obtener. A continuacibn se discuten algunos resultados.
Finalmente se hacs una comparacién con férmulas del tie-

po de las de BWB!y MS.

5.1 Procedimisnto,

Se desea ajustar la expresién

13
2 L L
3:

Y

2 k=62 €k ‘Aﬂ’I E * E (5.1)
descrita en la seccién 4.3, que §e 8l negativo de la
energia de amarre £A , Por ser lineal en las Punciones

T: de los parédmetros de particula independiente, es
posible ajustar por minimos cuadrados. las energfas ex-
perimentales tratando a dichas funciones como pardmetros
ajustables.

Ahora bien, de las expresiones (4.74) a (4.77)

para las 7;'s se encusntra que

[s

+ A

<=
L

(5.2)

SR
]
~5

+ (5.3)

ERE
[
wi
<Ia
~
o<
~
+*
[N

o
o
'8
~

(5.4)

il
£
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V,(1+el)= — 2L (5.5)

>
wfon”

de modo que una vez obtenido el ajuste para las A s
se consigue toda esta informacidén sobre los pardmetros
de particula independisnte.

Sin embargo el ajuste no es dnico, debido a que
para llevarlo a cabo se debe proporcionar cierta infor=-
sacibn .

En primer lugar, debe escogerse el valor del entg
To p ,lcon lo quse se determina la dependencia de A en
la energia é::)dada en la ec.(4.72). También debe fijar-
88 el pardmetro < , que aparece en los coeficientes
C;jh » ¥ que se relaciona con la misma energfa. Por otra
parte, también es necesario proporcionar el valor del
coeficiente a, de 1a energia de Coulomb (4.23).

Finalmente debe darse un valor tentativeo al coe-
ficients A(#d)/2 que aparece en algunos de los coeficien~
tes Ciye + Se recuerda al respecto que el pardmetro
estd de%inido por

. 2 2
A= 2K ",ﬁ"i > ., (3.83)

o 4

en donde K es una conatante que se ajusta a los rompimien
tos de spin-érbita experimentales. Debido a que A (1+d)/2
aparece en los coeficientes Ciik es necesario dar un

valor tentativo a *;/3§ con la esperanza de que no difie-

ra significativamente del que se obtenga eventualmente
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de la ec.(5.4). Se puede escoger o =.15, valor que es
consistents con célculos de Brueckner-Hartree-Fock-Renog
malizado (Daviss y Mc. Carthy 1971). En todo caso, la
contribucidén de esta parte tiene uné importancia peque=
fia en la energfa total (ver seccidn 4.3), y los ajustas
gue se realicen serdn poco sensibles a cambios razonables
de %/ (entre 1,10 y 1.30 fm., por ejemplo).

Como resultado del ajuste, empleando las ecs.(5.2)
a (5.5) se espera obtener valores fisicamente razonables
pard los pardmetros de particula independiente.

En la prdctica se ha seguido el siguiente procedi
miento:

1.) Para todo ajuste realizado se ha escogido
K(+d) =8,0 MeV y como valor tentativo de 13/25 s 1,30 fame

* 2.) En base a los resultados obtenidos en el cap{-
tulo III, se hacen ajustes tomando =2y p=-3.

3.) En cada caso se realiza una exploracién minu-
ciosa variando < a intervalos de 0.5 unidades, tomando
como referencia los resultados obtenidos en el capitulo
111,

4.) Simulténeamente se varfa el coeficiente 4,

a intervalos de 0.01 MeV tomando cowmo referencia los va-
lores mostrados en la tabla 5.1, reportados para férmulas
' parecidas,

S.) De los valores obtenidos del ajuste para las
funciones T; se calculan V,/V,, m/w’, v,'y VY,(i+sl?
usando las ecuaciones (5.2) a (5.5).

6.) La bondad del ajuste se mide de la siguiente
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forma: Se calculan las diferencias a&€A:gA, - £Aexp
entre la energf{a de amarre tedrica y la energie de amarre
experimental. Se toma su promedio aEA, y a partir de es=-

te, la desviacién estandard

[(iEA - sc4;)? , (5.6)
M-=-T

en donde M es el ndmero de datos ajustados (1,122) y

S =

™Mz

"
-~

¢

P el nimero de pardmetros empleados (7 en total: w /m’,
Vo o Vis Yy o 5 2,y d ).

En los ajustes realizados se han tomado dnicamep
te nicleos con W, Z 2 50, para los que 8s vdlida la

1.

ec.(5.1) con Y,

Debido a que la férmula 5.1 tiene en su desarrollo
de potesncias de A'hmés términos que las de BUB y de NS,
también es interesante conocer los ajustes resultantes de
tomar la férmula truncada, au;que no existe ninguna jus-
tificacién formal para hacerlo. Por esta razfn el proce-
dimiento sefialado en los puntos 1 ;'6 no sélo se siguié
para la férmula completa, sino que se repitié tomando
dnicamente j > -1,0,1,2.

Debido a que en la férmula(5.1) no se han inclufido
el pardmetro de llemamiento de la dltima capa y efectos
de deformacidn, en principio habrfa que ajustarla dGnica
mente a niicleos con capas cerradas. Sin embargo, coma se
pueds ver en la figura l.1, la discrepancia que resulta
de aplicar a niicleos deformades una férmula para nicleos

esféricos, corresponde a una parte minima de la energia

total (1%). Por lo tanto, si no se restringe el ajuste a



-5.6‘

nicleos esféricos, se pusde comparar la desviacida estap
dard que resulte con la de la férmula de BWB (2.7 a 2.8
meV), La desventaja que tiene este procedimiento, es que
los ndcleos esféricos, pera los que la férmula debe ajus
tarse mejor, dificilmente tendrdn el menor valor de 4£A4;,
Su ventaja es que permite comparar los resultados con

una referencia independiesnte.

Para tener un buen ajuste, sin embargo, no es su-
ficiente gqus la desviacidén estandard sea ssmejants a la
de la férmula de BWB, sino que ademds , el conjunto de
valores V,/V, y wiwty v, ¥ V,(i+ol) debe ser fisicamente ra-
zonable. Esto se entiende en el sentido de que deben ser
comparables con los parémetros del modelo Sptico fenomeng
16gico, y en 8l caso de o , con los resultedos del mé-
todo de Brueckner-Hartree-Fock=Renormalizado., Por como-
didad, en adelante se llamarf{ a los resultados de las
ecs.(5.2) a (5.5) pardmetros resultantes (PR).

En la literatura ss encuentra que Y, varfa entre
48 y 60 MeV, el pardmetro de asimetria V, varfa entre 24
y 38 MeV, el cocients de masa librae entres masa efectiva
win® entre 1,280 y 2,22, y 7, entre 1.10 y 1.30 fm.(ver
capftulo I1II y apéndice V). De los célculos de Davies y
fc. Carthy (1971), se sabe que o = 0.1S5. De acuerdo
con esto Y,/Y, debe encontrarse aproximadamente entre .4

Yy 8 y Y, (i+d)entre 55 y €9 MeV,

S.2 Resultados.

e a—

Al efectuar el ajuste, siempre se obtienen valores
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de § que estdn alrededor del de la férmula de BWB. Sin
embargo, en muchos casos el conjunto de PR tiene valores
absurdos. Por ejemple, pueden aparscer los cuatre con sig
no negative. Esto descarta un buen ndmero de ajustes efec
tuados. As{, una de las primeras conclusiones a las que

se llsga o3 que la inclusién del pardmetro < es impres-
cindible para consaeguir un buen ajuste. En otros casos,
los PR toman valores cercanos a los razonables, y snton-
ces se dificulta més jerarquizar los distintos resultados.
A continuacién se estudia esto en detalle.

V; En las figurass 5.1 a 5.12 se muestran en una forma
sistemdtica algunos resultados que se han obtenideo. En
las figuras 5.1 a 5.8 se muestran los FR obtenidos para
ajustes con la férmula completa, dadcs valores especi{fi-
cos de @ y ay e Las primeras ‘cuatro muestran los resul-
tados para p =-2, y las siguientes para ) ==3, Las
figuras 5.9 a 5.12 son andlogas a las anteriores, pero
en ellas aparecen 1os resultados de ajustes sobre la fér
mula truncada a tres potencias de AVb( i =1,2,3}, de-
da p =-2. Las desviaciones estdndard varfan entre 2.62
y 3,09 MeV para el caso 1 de las figuras 5.1 a 5.4, en-
tro 2,56 y 2.98 MeV para el caso 2 de las figuras 5.5 a
5.8 y entre 2,56 y 3.40 MeV para el caso 3 de las figuras
5.9 a 5,12,

En los tres casos mostrados los PR tienen valores
cercanos a los f{sicamente razonables. Sin smbargo, no
siempre caen los cuatro simultédneamente en los interva-

los antes sefialados.
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En el caso 1, por ejemplo, el valor de 7, es dema
siado alto en general, y cuando baja de 1.3 fm., se ob=-
serva que también m/w*baja més de lo deseable. En el cg
s0 2, el problema principal consiste en que cuando % tie
ne valores razonables, el cociente V,/Y,baja demasiado.

El heche de que %44 suba hasta «79 MeV, que es grande en
comparacién con los valores de la tabla 5.1, no debe preg
cupar, pues corresponde a un pardmetro del radio 7, =1.09 fm.
Este valor todavia es consistente con los resultados cbte-
nidos en experimentos de dispersifén de electrones.

Finalmente, en el caso 3, ss observa que pars
< =.45, los cuatro PR tiensn valores razonables cuando
Q4 varfa entre .62 y .67 MeV.

Para poder determinar cudl es el mejor ajuste entre
los mostrados, es necesario ver con que conjunto de PR

88 posible reproducir mejor los niveles de particula in=-

dependiente.

5.3 Comparacién con otras férmulas,

La férmula 5.1 pusde agruparse de modo que la
snergia de amarre tome la forma
[ - . 7/
2/5 73 . /3 3
EAza A-a A ¢a A e Ata AT -0 A -
2 2, Y, - -4/
N-Z 3 3 14 3 3
'( n )[AV:A'“:;A "'"csA 'ae;A +4“A "&;A ]-
(5.7)
-£4 '[,,)

en donde, por ejemplo,
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1.00 —
- V=35
1.50 —
V45
T . 7=.55
V=65
.00
] 1 T T L L] T T T T

a, (MeV)

Figura 5.1, Variacién de Y. en funcibn de a, cuando
o
P =-2y se ajusta la férmula completa.
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1.30

1.20
V=35
110
T=.45
1.00 |
.74
. a, (MeV)

Figura 5.2, Variacidn de en funcidn de &, cuande

¢

LA

Y =-2 vy se ajusta la férmula completa.
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o

(Fm)

2.00

100

a, (MeV)

Figura 5,3, Variacién de 7, en funcién de 44 cuando

P =-2 y se ajusta la férmula completa.
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y,(1+d)

(MeV)

g0 v= 55
70

60 V= 45
50

¥= 35

40

30 T T 1 § T T ¥ T 1 T T T

.64 66 68 70 72 T4
a, (MeV)

Figura 5.4. Variacién de W(i#s) en funcién de @y cuando

P ==2 y se ajusta la férmula completa.
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50 T=4.25
Va2 445

V=165
VL85
V=205
V=226
00—, | p—  — T  m— —>
.70 M2 .14 .76 .78
aq (MeV)

%
Figura 5.5, Variacién de Y. en funcidn de a, cuande

P =-3 y se ajusta la férmula completa.
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»
mlm
.80 \ V=225
.10 J
1,60 i )

- V= 2,08
1.50 J

4 v=1¢85
{140 i V=165

d . _y-qu
1.30 —N—r T T T  pa— 7 ) n"ii: 1.28

70 72 74 76 T8
0.4 (MQV)
Figura 5.6, Variacién de ™ en funcién de 4, cuando

)
P =-3 y se ajusta la férmula completa,
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%
(Fm) ‘
1,50 -

1.00 —tN— T T T T T T T T T

Qg4 (MCV)

Figura 5.7. Variacién de ¥ en funcién de a, cuando

)0 =-3 y se ajusta la férmula completa.
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V.(l"’d)
MeV)
‘ [
70 . ¥=2.25
i ¥=2.06
A 1.85
60 -
-.F24.65
- :°'V'l 1.45
50 4 "
/ ‘r=1.25
40 i '
30 —N—r T L B E— | T T T T
.70 T2 T4 .76 .78
a, (MeV)

L]
Figura 5,8, Variacidn de V,(#of)en funcién de a, cuando

P =-3 y se ajusta la fdrmula completa.
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Ve o
4,00
.50 -
T=_ 35
- T= 65 V= A5
-00 T 1 ) T T T T T T T

.54 5% .62 .66 .70 .74

a, (MeV)

Figura 5. 9. Variacién de Y. en funcidén de &4 cuando
[}
P =-2 y se ajustan las tres rotencias mayores Gnicamente.
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- Y= 5§ T2 .45
mim
m l
- ¥+ 35
L.50 ]
1.00 T T L
70 .71

a, (MeV)

Figura 5.10., Variacifn de ﬁa en funcidn de 4, cuando
-

P ==3 se ajustan las itres potencias mayopes dnicamente.
J
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r
° V=56
f(Fm)
, |
1.30 - 7= 35
72.49§
1.20 <
.10 ..
1.00 T T T ¥ T ¢ 7 1 v L

54 .58 .62 .66 .70 T4

a, (MeV)

Figura S5.11. Variacién de % en funcién de &4 cuando

P =-3 y se ajustan las tres potencias mayores Gnicamente.
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Figura 5.12. Variacién de Y(#d)en funcién de a4 cuando

p =-3 y se ajustan las tres mayores potencias dnicamente.
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am g g - (2 A (5.8)
4=- [1-)3/:-%/:(%_')]1”7'1"“ (5.9)
g BNl )R

*%(%)%({3" me[i-@-0%] sao

La expresién (5.7) es hasta cierte punto pareci-
da a la de BWB, pero contiene mds términos que dsta.
Myers y Swiatecky, partiendo del modelo de Thomas-Fermi,
han inclufdo términos adicionales tales como el a, Ayb
pero no han conseguido determinar bien el signo de o, ,
por lo que han optado por descartarlo. En la tabla 5.1
se musatran algunos valores de los coeficientes 24, , 4.,
%, y *¢ que han aparecido en la literatura desde 1936
hastﬁ 1976.

Para comparar, en las tablas 5.2 a 5.5 se muestran
los valores de los coeficientes en la expresidén (5.8)
para algunos de los ajustes obtenidos en este trabajo.

En la tabla 5.2, en la cual ss ha tomado la fér-
mula completa y p =-2, se cbserva que e 2,407 MeV, el
que es demasiado bajo en comparacifn con los valeres que
aparecen en la tabla 5,1. En la tabla 5.3, por etro lado,
8e ha tomado p =-3, y se encuentra 4; =42.61 MeV, asta
vez demasiado alto., Sin embargo, las desviaciones estdns

dard son semejantes (2.62 y 2.59 MeV respectivamente),
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Tabla 5.1. Coeficientes de algunas férmulas de masas Py-
blicadas desde 1936 hasta 1976. Los valores se dan

en MeV,

13.86
14.00
15.58
15,28
16.09
15.96.
15.26.

13,20
13.03
17.23
15.76
18.04
20.69
17.07

vs

19.5
19,3
23,3
22.76
23,89
36.8
33.17

REFERENCIAS

Bethe y Bacher (1936).
Fermi (1949).

Green v Engler (1953).
Mozér (1959)%

Ktimmel et al (1966).
myers (1976)**,

Seeger y Howard (1976)*%,

*Se incluyen efectos de deformacidén y de capas.
**Se incluyen: efectos producidos por detalles de la
distribucién de materia, tales como difusividad y
"piel®™ neutronica.
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Tabla 5.2, Coeficientes de la ffrmula de masas.

Tomande P ==2, < =.65y &,=.,69 MeV, y ajustando
la férmula completa, se obtienen los siguientes paréme-
tros resultantes: V,/V, =.4190

v, =1.352 fm,
m/w =1.0610
V,(1+d) =60.32 feV.,

Si. of=.15, V,=52.45 MeV y V¥, =21,98MeV,

Los coeficientes de la férmula de masas en fMleV son
los siguientes:s

a,=13.39 a,;=23.43
a, =2,407 2 =19.46
a, =3.271 a.,=3.286
a, 2257.4 2,:=9.767
4, =317.4 Qpp=4,047
a,; ==439,.1 4=14.27

4&4 =-,0065 MeV $:=2,790 MeV
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Tabla 5.3. Coeficientes de la férmula de masas.

Tomando p ==3, < =2.05y 4¢ =,76 MeV, y ajustando
la férmula completa, se obtienen los siguientes parédmetros
resultantess v, !Y, =.3030

7 =1.3015 fm.
e [m™ =1.644
Yo C1+el) 259,20 MeV.

Si oA =.15, V,=51.48 MeV y V, =15.60 MaV.

Los coeficientes de la férmula de masas en MeV son
los siguientes:

a,=17.54 4,,=28.53

Qg =42461 aco=1.612

ag 213,71 Oy ==1664.2

a, =339,0 A, =66.96

G o ==459,4 Gpp==27438
a,=-2,822. ay==370.9
&€A=-.00028 MeV $ =2.588 MeV

Tabla 5.4, Coeficientes de la férmula de masas.

Tomande p=-2, < =.45y a, =.65MeV, y ajustando
Gnicamente las tres potencias. mayores, se obtienen los
siguientes pardmetros resultantes: V,/V, =.5077

7, =1.232 fm,
wm /am® =1.830
Yo {+d) =58,61 MeV.

Si o =.15, V,=50.97 MeV y V¥ =25.88 MeV.

Los coeficientes de la férmula de masas en MeV son
los siguientes:

a, =14.95 a,, =32.67
ag =19.76 ag; =79.13
&, =14.95 g =64815

-4 €A =,0050 mev S =2.620 MeV
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Tabla 5.5+ Coeficientes de la férmula de masas.

Tomando P =2, < =e45 y &4 =.69 MeV, y ajustando
dnicamente las dos potencias mayores, se obtienen los
siguientes pardmetros resultantes: V, /Y, =.4041

v, =1,285 fm.
me/m® =1.784
Y, (I+d) =55,84 MeV,
si o =.15, V, =48.56 MeV y V, =19.62 MeV.

Los coeficientes de la fdérmula de masas en MeV son
los siguientes:

a‘V =15.16 av; =30049
a; =17-71 a-;; =58.11

AEA =-,0020 MeV $ =2.566 MeV
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10 que indica que ambos ajustes son buenos,

Cuando se trunca la férmula (5.8), por otro lade,
gse asemaja mds a las de BUB y MS, y los coeficiasntes se
acercan mis a los de la tabla 5.1, como se pueds observar
en las tablas 5.4 y 5.5. La desviacién estandard § , por
su parte, sigue siendo aproximadamente la misma.

En otras palabras, la férmula 5.8 sélo se puede
comparar con las férmulas de BUB y MS si se toma la misma
cantidad de términos, para lo cual no existe una justifi-
cacién formal. De otro modo, el ajuste a 1los valores ex-
perimentales pueds tener una bondad semsjante, pero los
coeficientes 4 difieren considerablsmente.

Este resultado tiene implicaciones serias. En pri
mer lugar, demuestra gue mediante un desarrollo en serie
de potencias de Avsea posible parametrizar adecuadamente
los valores de las masas nucleares, sin que los coefi-
cientes de dicho desarrollo sean comparables con los de
las férmulas: de BWB § MS, Esto es importante, pues muchos
cdlculos en teor{a de muchos cuerpos estédn enfocados a
obtener: los valores de e;tos cosficientes. Por otra par-
te, se espera que la relacifn entre los coeficientes mog
trados en las tablas anteriores jusgue un papel muy impor
tante en la determinacién de barreras de fisidn. Debido
a esto, para poder determinar si los términos edicionalea
de la férmula (5.8) representan un refinamiento signifi-
cative, y en la direccién correcta, serd necesario in-
clufr barreras de fisién en ajustes futuros., Para hacer

esto dltimo, serd necesario tomar en cuenta los efectos
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producidos por el llenamiento (2# 0 )y la deformacién.



CAPITULO VI

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Para finalizar se hard un residmen y evaluacién
del trabajo aqu{ presentado, y se ssfialardn algunas pers

pectivas que han quedado abiertas.

6.1 Resdmen y conclusionss,

En 61 capitulo II se presenté la base teérica que
.relaciona al modelo de peartficula independiente con la
energia total del nicleo. Entre distiptas posibilidades
se escogisron los resultados del método de Brueckner-
Hartree~Fock- Renormalizado como gufa para construir la
férmula de masaes. Aunque en la prictica este método ha
tenido problemas para conseguir buenos resultados nubné-
ricos, la razén de esta eleccién es qus se relaciona ade
cuadamente con los procesos de expulsién (knock-out),
mediante los cuales se obtiene evidencia experimental
de los niveles de particula independiente.

Puesto que existe cierta svidencia de que el poten
cial autoconsistente de la teoria des muchos cuerpos se
puede relacionar con la parte real del potencial fenomeng
légico del modelo 6ptico, se emplearon los pardmetros de
este Gltimo para obtensr los niveles ds partfcula inde-

pendiente. Para hacerlo, se establecié, a la luz de la
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aproximacifn de masa efectiva, la relacifn que existe
entre el potencial del modele dptico y el de estados li-
gados.

Una vez hecho esto, se obtuvieron dos expresiones
analiticas para los niveles de energia de partfcula inde
pendiente. La primera de ellas, a partir de un potencial
de osciledor arménico modificado, y la segunda a partir
de un cénjunto de pozos cuadrados infinitos. Se encontré
que con sllas es posible calcular niveles de energia que
concuerdan razonablementse bien con valores experimentales
y con célculos de Hartree-Fock.

Siguiendo los resultados de BHFR, se emplearon las
expresionss de los niveles de energf{a para construir dos
féraulas distintas de la energ{a total del ndicleo. La pri
mera, originada en los niveles del oscilador aradnico mo-
dificado carece de un término que vaya como Ayg. La se=-
gunda contiene todas las potencias.relevantes de AV’ »

y es mis sstable ante cambios de los pardmetros del modg
lo 6ptico, por lo que se le prefirié para llevar a cabo
el ajuste a los valores experimentalss de las masas,

De lo anterior, y de los ajustes mostiados en el
capf{tulo V se llega’h las siguientes conclusiones:

1,) Se ha mostrado que a partir de los niveles
de particula indspendientes, es posible conetruir una 6¢
mula para la energia de amarre, que proporciona valores
correctos. Dicha férmula se escribe como un desarrollo
en términos de potencias de A”,. Al proporcionarse una

férmula analftica, se ha conseguido un atsjo respecto a
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los cdlculos de la teorfa de muchos cuerpose

2.) Si no se incluyen sfectos de llenamiento de
la dltima capa y deformacién, la desviacibn estandard
de la férmula obtenida es del orden de la que se obtiens
para la férmula de Bathe-WeizsBcker-Bacher (2.7 a 2.8 meV).

3.) Los pardmetros Y, /Yo, ml® , % y Yo(Hdque se
obtisnen del ajuste, son cercanos a, si bien no exacta-
mente, los valorss fisicamente razonables.

4.) Los cosficientes de la férmula de Bethe-
lleiszicker-Bacher Unicamente son comparablas con los de
la férmula obtenida en este trabajo si esta Jltima es
truncada, Truncar la férmula, sin embargo, no ss justi-
fica formalments.

5.) Cuando se trunca la férmula, adn se tienen
valores fisicamente razonables para V,/V,, m/w*, 2 yV,(i+el)
(o quizd mejores), y la desviacifn estandard no es muy
distinta de la obtenida para los ajustes con la férmula
completa. En otras palabras, es posible parametrizar ade
cuadamente los valores de las masas nucleares mediante
desarrollos en series de potencias de A'h, cuyos coefi-
cientes no sean comparables con los de la férmula de
Bethe-Wleizsdcker-Bacher. Esto pone en duda que los coefi
cientes de ésta Jltima deban considerarsa comoc metas en
cdlculos de teoria de muchos cuerpos .

Por otra parte, gqueda por estudiarse si los térmi
nos adicionales que se han calculado en este trabajo son
significativos, para lo cual habrd que incorporar las ba

rreras de Tisién en ajustes posteriores.
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6.) Bajo un punto de vista fenomenolégico, sa ha
conseguido enlazar el modelo dptico con el modelo de ca=-
pas y se ha visto, que en un sentido restringido (ver
el punto anterior), este (ltimo se puade enlazar con el

modelo de gota de liquido.

6.2 Perspectivas.

l.) Entre los ajustes obtenidos queda por deter=
minarse el mejor, lo que se hard estudiando come cada
conjunto de V,/y, , "/m*, v, yVelid) zreproduce los valores
de los niveles de partfcula independiente. Un buen conjun
to de pardmetros serd aqusl que ajuste bien 2 las masas
y a los niveles simultdnsaments,

2.) Una vez realizada la exploracifin mostrada en
el capftulo anterior, ss estd en con&iciones de hacer
célculos para nicleos con /V,.Z <50 y de incluir sl efec
to de llenemiento ( £ #0 ),

3.) Simulténeamentes habrd que agregar correcciones
debidas a efectos de deformacibén, 1o que se haré en el
contexto del modelo de capas siguiendo 81 procedimiento
de Zeldes (Liran y Zeldes 1976), o bien el que anterior-
mente. siguieron Bauer y Canuto (1%67).

4.) Una vez cubiertes los tres puntos antsriores,
habrd que incorporar en el ajuste valores de las barreras
de fisién, para determinar as{ los términos adicionales
que se presentan sn la férmula aqui calculada represen-
tan un refinamiento significativo,.

Si se desean aplicar a los nicleos lejanos de la
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linea de estabilidad los conocimientos actuales de es-
tructura nuclear, serd deseable enfocar a estos {iltimos
en un ssquema unificado. Creemos que la congruencia en-
tre distintos modelos que se presenta en este trabajo, y
la simplicidad de sus resultados, pusden brindar una
gufa y una herramienta muy (tiles para emprender esta

exploracién.




APENDICE I
CONSIDERACICONES SOBRE LA MASA EFECTIVA

Debido a que la profundidad del potencial éptico
no es la misma para protones que para neutrones, y a
gque la masa efectiva depende de dicha profundidad, se
tiene una masa efectiva distinta en cada caso. El propé-
sito de este apéndice es obtener las expresiones adecua-
das en funcién de los pardmetros del potencial dptico.

Se acostumbra parametrizar el potencial dptico de

la forma

Vop =V + T IV, (3.68)

en donde t =1 para protones y ¢ =-1 para neutrones, e

- ”_ Z .
I = " (1.1)

Ahora bien, si de acuerdo con la ec.(3.14) se to-

ma
* (o) = Mo
m =M T e o ’ (1.2)
24 "
en donde
”
W, )= - W, (1.3)

de acuerdo con la ec.(3.15a). Entonces, segia la ec.(3.3la)

se tiene que

W = ﬁn;(v.mzv,). (1.4)

Si se propone para }(’ la forma
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WaW, +e IV, R (1.5)
entonces
et 4 p(WyreIW), (1.6)
en donde
2
/4 s ﬁz—‘;';- * (107)

Asi pues, la masa éfectiva promedio podrd escri-

birse como

- | . |-
z=L[(Z) (@)]e e
en donde los suybindices p y » se refieren a protones y a

neutrones respectivamente. Asimismo se tendrd
Wz ! [(:‘_) (r.) :
' 21 .MUP w/, (1.9)

Sumando las expresiones (1.5) que resultan para

protones y neutrones, y dividiendo entre 2, se obtiene

W, = i_{(._:.:) (v +IV,)+(.E'£)(V.‘IK)}=
P

— (TW,)ZY).
= 2, 4. }zv) (1.10)

Despe jando M de (1.8) y substituyendo el resultado en

(I.10) se encuentra

w,:g,n+(3-t)£v;ﬁ,(zn), (1.11)
[
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que, multiplicando por W, , puede reescribirse de la

forma

WS- =hw, - (2 - )awav) = o, (1.12)

Para' resolver esta Ultima ecuacién se tiene

s (1.13)
= b
wo ?[/4‘(/\‘ %) ]l
en donde
b 2V, (1.14)
y
c:(jf‘-z)uw,)(zr,). (1.15)

Desarrollando la ra{z en serie de potencias y queddndose

con términos a primer orden se encuentra

v m e u(:)(vr)w ]

For otro lado, restando la expresién (I.5) del ca

(I.16)

s0 de neutrones de la misma para el caso de protones, se

obtiene

IW, s IWY, 4 m 1Yy (1.17)

rd ’

3

de donde puede despejarse

Iw= = . (1.18)

El factor m puede evaluarse de la ec.(1.8), que
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despe jando da

, M ’ o

s L fm ) L (=_, (1.19)

me(3-) o= (-0
In

en donde se ha aproximado W, por el primer término de

la BC.(Iols)o

Asi pues, se obtiene que

IVK:(w_v_\’)zzv,. (1.20)
m

Con la ec.(I.8) y las ecs.(I.19-20) se puede calcy
lar la masa efectiva de neutrones y protones en términos
de la masa efectiva a través del cociente promedio 2% ,
y los parémetros del potencial ptico Y, y Y, « El resul

tado es

e - 35"{1”(3"')”&}' (1.22)

”m M




AFENDICE 1I
RAIZ REAL DEL POLINOMIO {(4.10)

Se propone encontrar la rafz real del polinomio

.n:+(“3.<)-n:+[u+4n (16800 4%, )] -

+[6 + 120 ca (18- 020, +187,)-1]= 0. (11.1)

Para conseguirlo se sigue la regla bisn conocida para rge
solver polinomios de tercer .orden (Abramowitz y Stegun

1964). De acuerdo con e'sta, dados el polinomio

3 a
Mp + By Mg 4 At A, =0 (I1.2)

¥, en términos de sus coeficientes, las cantidades

3

Y=_;_(&,a.z-34,)-3’_7 a, (11.3)
y
2
f: -.;—“'-7,4" , (11.4)
se tiene que si
3 2
, + 7 >D‘ (1105)

entonces existe una rafz real y dos complejas conjugadas.

ta rafz real estd dada por

n,2(5,45,) - :}&_ , (11.6)
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en donde

Y.
ve 15
S,:[Y*{’;*f- ‘Yz)x] —-"'—(21')“’.,._1_ 3
3(1.,) /3

,
3 2,21 A
s,:\vr-(3"¢~>%) xz -
&[ " ] (27)’/;
Tomando las aproximaciones anteriores se tiene

/3 a 3
n.oxl(2r) - B2 . 2 L ﬁ__r .
g 3 (2e)s 3 %)

Ahora bien, en el casoc de la ec.(II.l),

o
u

3(2+)

A, =(U+6Y,)+A(15-4),+68)
a, = (6+2Y)+ &(1g-12% +18Y%, )~ 7"

de donde se obtiene que

27 = p, 47

si se define
3
PER (BT 60 ) + & (3-8 16%) -2

De este modo se obtiene

(2*)'ls= (r,-oq’)u‘r'l ( ! +_$)'l’,1,- 7(14-}[;;}.) .

(11.7a)

(I1I.7b)

({I.B)

(11.9a)
(11.9b)

(11.9¢c)

(11.10)

(11.11)

(11.12)
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Por otreo lado se encuentra que

g (__é_bgy')*w,&, (11.13)

en donde

poz (2% 425)- ot (11.14)

Como v va esencial@ents como 7‘ » que es posji
tivo y mucho mayor gue 13 » la condicién (II.5) estd
asegurada.

Substituyendo los resultados (II.12) y (1I.13) en

la expresién (II.8), hasta el tercer término, se obtiene

"p*?‘k""‘;&""‘;}i*%' (11.15)
en donde
R,z -(2+4), (I1.16a)
R, = (..;;-z)',)-f,., (I1.16b)
R“: "%- , (II.ISC)
y
R, = ‘gl(.;.- zb’,)- ,v,] : (11.16d)



AFENDICE III

COEFICIENTES DE LA FORMULA (4.54)

€2 =1

o 3(3)" s £(3)*
€30 = _;’_

w23 w25
vane- 2(3)", o 2(3)
st £ (3)"

- £ (3)

a2 ()

-2 (3)° o3
OREERI w5
eore =~ 24(2)% o= (3)"
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e, ,o=-3 s';"”')
Y

C3z = %(%)’

Cps = J(‘i’,)‘é( 2 +3 V.)

cw:."'%g %)%X.

c’-lo = -4 X,

/s
¢ =4’D(_3_) b4
20 "Fla

%

= ¢/3\°%Y
c»a,g_?(z) »

= &Y,
Co-12



APENDICE IV
COEFICIENTES DE LA FCRMULA (4.73)

a.,zo =_t_

Ga3q = 1.

a5, s(z)”’(zﬁ- 2]
3o 2 o0 /0

",
%320 2-(}-)3”2
/4 \2
Qo= 3L T, 2) ¥,
29 3

= - 28 7A 40 A (14,
%320 x:( 7‘.)7 %g‘_s )

f302 = -?2_(%)%[#”‘*& -ffd-z—l £¥‘£J))I

K 2 [ 2 '()
= - 3 A +X - .‘£’ _2 2A04 )]
" _&(2_) [ 120 fo '( 2z t37 2
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Bl 2 2
=- 4 = 7 - ;
“por® g(% [4,‘7+K(T+z 2 Aled)

&y, =~ 33(_23.)"’[(77;_: - ’_L‘)+ r,(- £ 7% g4 Al_::‘_))z

(
(575 2) 5 regte 7442

o e 1(3) [ A0 370 9 04
2
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APENDICE V
PARAMETROS DEL POTENCIAL OPTICO FENOMENOLOGICO

A continuacién se muestran dos tablas en que se
reportan los valores de los pardmetros dasl potdncial
6ptice fenomenoldgico.

La tabla V.1 ha sido tomada de Hornyek (1975)
pag. 274. En ella V,, y V, corresponden a.los pardmetros

\Z y Y, de este trbajo, ¥ a 7%;- de 1a ec.(3.25), R,

e %

s V & es la difusividad.

La tabla V.2 se tomf de Bechetti y Gresnlees (1969).
En este caso la columna \Q corresponde a la parte real

del potencial &Sptico y la correspondencia con los pard-
metros empleados aqui es evidente, En la segunda colum-

na Y, y &, se refieren al radio y la difusividad del
mismo potencial. Las siguientes tres columnas muestran

los pardmetros de la parte imaginaria, y la que les si-

gue, los del potencial spin-érbitas.

TRBLA V.1

TABLE 4-6
PARAMETERS FOR THE REAL PART OF THE OPTical PoTeNTIAL

Voo V. Ro L]
(MeV) b4 (MeY)  (fm) (fm) Reference

533 0.55¢ 27 125 0.65 Perey (1963)
41.7 0.33 262 125 0.65 Rosen et al. (1965), Green et al. (1968)*
499 o 264 116 0.75 Fricke ef al. (1967), Batty et ol. (1968)
48.6 0.30 30 - - Azziz (1970)

© oV, is separately quoted as 0.4Z/A4'/.
® Protons only.
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ters found in the analysis of the proton dats of lddlﬁ tential f
ey Mo e i o B G v s et P ™

\Z 1, 8 N
Commentss * 27 o™ VAR o &' Vionfro 800 oA
Best fit 54.~0.32E-+0.4y 1.17,0.75 0.22E~2.7 11.8—0.258 1.32,0.51 6.2,1.01,0.75 2 7 6
+24.§ . +12.§ +0.7¢ . .
Grid on {See Fig. 3 for parameters.) 4 9 10
or constant $4.~0.328-+0.4y 1.17,0.75 0.22E-2.7 11.8—0.25E 1.32,0.56 6.2,1.01,0.75 16 8 6
. 24k i +12.¢
A, Wy B u:'_—zg.:znw.h 1.17,0.78 0.15E 1t :f‘“' 25E 1.32,0.184%  6.2,1.04,0.75 13 7 8
Ly 54,—0.32E4-0. 1.17,0.75 0.22E-2.7 11.8—0,25E 1.32,0.1441%  6.2,1.01,0.75 12 7 8
“ +2.¢ hid +12.¢ ) P
Wye 54.—0.32E+0, 1.17,0.75 0.22E—2.7 11.8—-0,25E 1.32,0.56 6.2,1.01,0.75 TR
ret g 04 ' Tl 2.8 g e :
WarxAn u:’_-zg.gzxw.h 1.17,0.78 0.22E-2.7  0.7741—0.28E  1.27,0.5140.7 6.2,1.01,0.75 20 9 10
fmra=1.17 54:'-_-22.2284-0.47 1.17,0.75 - 0.22E-2.7 11.8—0.15B+12.¢ 1.32,0.514+0.7%¢ §.9,1.17,0.60 16 9 6
V®E s:'_—zg.‘sm-;-o.y 1.17,0.75 0.228-2.7 11.8~0.25E+12.¢ 1.32,0.514+0.% 9.0-0.1E,1.04,0.75 13 7 6
 Vaem ”:,ZE“.Zﬁ*’f‘m 1.15,0.76 0.22E~-2.7 11.8—0.25E4+12.§ 1.32,0.514+0.7¢ 6.2,1.01,0.75 17 8 7
Dest rpeet. 12 $8.8-0.32E-0.4y+24.¢ 1.12,0.78 0.22E~2.7  11.8—0.25E+12.§ 1.32,0.514+0.7%¢ 6.2,0.98,0.75 5 7 8
Bostrp=1.22 50.0—0.328+0.4v+24.8  1.22,0.72 0.228-2.7 11.8—0.252-+12.¢ 1£.32,0.504+0.7 6.2,1.06.0.68 15 7 8
Viem=0, rnecf 58.5—0.324-0.4y 1.1140.335, 0.76 0.22E—2.7 11.8—0.25E+12.§ 1.32,0.51+0.7 6.2,1.01,0.75 13 8 38
Ven=0, aacc§ 56.=-0.24B+-0.4y 1.15,0.664+1.8  0.22E-2.7 11.8—0.25E4+12.§ 1.32,0.5140.7¢ 6.2,1.01,0.75 “ 3 3
Vom0 $7.3—0.32B+28.¢ 1.17,0.78 0.228-2.7 11.8—0.25B+12.¢ 1.32,0.514-0.7¢ 6,32,1.01,0.7S “ 8 6
Vo=0.3 $4.9-0.32B4+0.3y+325.¢ 1.17,0.75 0.22E—2.7 11.8—0.25B4+12.¢ 1.32,0.5140.7¢ 6.2,1.01,0.75 12 7 6
Voo=0.84% $5.2—-0.32B40.27y+24¢ 1.17,0.75 0.228 10.2—0.258 1.32,0.5140.7¢  6.2,1.01,0.7S 12 7 o
(] +0.27v-+24¢ s _?'?’ o 212 +0.7¢ h ,
=123, 4’072 54.-0.32840.27+24¢  1.17,0.7S 0.228-2.7 11.8—0.258+12¢ 1.32,0.51+0.% 6.2,1.01,0.78 13 7 6
Veum=94¢ 56.~0.32E+0.4y 1.17,0.78 0.228-2.7 11.8-0.25B412¢ 1.32,0.5140.7¢ 6.2,1.01,0.7S “ 8 7
Nosos Scarch terminated parametors converging very slowly, 0., 000,008 30 0 12

A Using data of Fig, 1 which Includen 40 ¢ (#), 28 P(9),
&= (N =2) /A, B o liign and Wy, Wap always 20,

P Variable Coulomb encrgy term ndded Lo il encrgy-dependent
energy B replaced by an effective energy BV ooZ /AW with Vog a search parameter,
¢ Beparate geometry used for vol-mc Imnginary potential with W(r) = -l'r s or, ar)

andd 8 e fata In Lhe 46 data poin, 7 @ Z/AWN, Ws

mnuthl.l.o..hdmm

plag (4 /de) 1100 1y, 1))

l! Voluwe lml symmetry term replaced by surfoce form: VR gm(?) = =Vygntteg(d/dr)
{r 7. ag) ).

Attenpt to 8t ¢ () and og data only without wang & spin-otbit poteatial (Ve =0),
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