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CAPITULG T

El modelo de capas del nlcleo ha representade desde
su creaciénw) una base fundamental en que se sustentan los ¢dl-
culos de estructura nuclear, incluyendo éstos la determinacidn
de los espectros caracteristicos, momentos y prohabilidades de
transicidn multipolares, etc., que definen el comportamiento y
peculiaridades de los nficleos.

Este modelo ha permitido sistematizar una gran can-
tidad de informacidn que los fisicos nucleares han recopilado
a lo largo de muchos afios, a partir de procesos fundamentales
como es la interaccidn entre nucleones, e incorporando princi-
pios basicos como el de exclusidn de Pauli.

Sin embargo, para las regiones nucleares lejanas a
capas cerradas, como es el caso de las "tierras raras" y los
actinidos, el modelo es incapaz de hacer predicciones debido a
la cantidad astrondmica de niveles de 'particula independiente’
que intervienen en la dinfmica nuclear.

Un conjunto de modelos élternativas, denominados "mo-
delos colectivos”,z’s} ha permitido sistematizar la informacidn
dentro de estas regiones partiendo de ideas radicalmente distin-
tas a las del modelo de capas, como es el caso en el modelo de
la gota de 1liquido, en que una gota cufintica de material nuclear
es capaz de sufrir vibraciones, rotaciones y otros efectoes de

naturaleza colectiva.
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Es claro que resulta insatisfactorio el contar con dos
modelos distintos y aparentemente inconexos para la descripcibn
de los nlicleos, por lo que en los Gltimos tiempos el esfuerzo
de algunos fisicos se ha centrado en tender un puente entre ellos.

En 1958, Bohr, Mottelson y Piness) hicieron notar que
la estructura nuclear exhibe similitud con la estructura elec-
trfnica en metales. En ambos casos se trata con sistemas de
fermiones que pueden ser caracterizados en primera aproximacidn
en términos de movimientos de particula independiente. Por ejem-
plo, la densidad de niveles estadistica, a energias de excita-
cibén moderados, se espera prdxima a la de un gas de Fermi. 8in
embargo, en ambos sistemas existen importantes correlaciones en
el movimiento de las particulas, debido a la accidn de las fuer-
zas entre &stas y, en el caso metdlico, a la interaccidn con
las vibraciones del cristal. La aparicidn de una brecha {gap )

de energla entre el estado base y los primeros estados excita-
!Y;f‘_,

T

dOSxpara c1ertas regiones nucleares y para el sistema electrd-

nico, indica una desviacidén importante del movimiento de parti-
cula indepeﬁdiente.

Las fuerzas residﬁales entre las particulas,que a
primer orden dan origen a un efecto de apareamiento debido a
que la interaccidn es especialmente fuerte para un par de par-
ticulas en orbitas degeneradas, implica un corrimiento hacia
arriba, relativo al estado base, de los estados que involucran
el rompimiento de un par. Sin embargo este efecto por si solo
no es suficiente para explicar las brechas de energia en un es-

gquema de particula independiente como el mencionado,ya gue la
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excitacidn de dos particulas que permanecen apareadas daria lu-

gar a un espaciamiento muy por debajo del observado en niicleos
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Esto implica una correlacibn significativa en los mo-
vimientos nuclednicos, es decir, ademfs de la fuerza de aparea-
miento, es necesario considerar el acoplamiento entre un nimerc
grande de estados de particula independiente.

Bohr, Mottelson y Pines hacen notar gque en un metal
superconductor se presenta un fendmeno similar de correlaciones
en el movimiento electrdnico. Medidas de las propiedades tér-
micas y electromagnéticas de los superconductores indican que
el espectro de excitacidn electrdnico a bajas energias difiere
significativamente del de un gas de Fermi en que existe una bre-
cha de energia entre el estado base del metal y los estuados ex-

citados.
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Bardéen, Cooper y Schrieffer6 realizaron un estudio
detallado de las correlaciones resultantes de la parte de la
interaccidn que actla entre pares de particulas con momentos
iguales y opuestos. Estas correlaciones dan lugar’a que los
fermiones se comporten como bosones vy en ellc reside fundamen-
talmente la explicacibn del fenfmeno de superconductividad,

La idea de considerar la dindmica nuclear en términos
de bosones tiene entonces antecedentes en otros campos de la
fisica y en 1958 se sugiere ya su posible relevancia en la ex-
plicacidn de fendmenos nucleares.

En el "modelo de bosones con interaccidn', propuesto

4)

originalmente por Arima y lachello ™, los nucleones pierden su
naturaleza fermidnica debido esencialmente a las fuerzas de
apareamiento, ascociindose por parejas que se comportan como
bosones capaces de ocupar dos niveles de energia, uno con mo-
mento angular cero y otro con momento angular dos, lo que da
lugar a que los bosones ocupando estos niveles se denominen
"s'" oy "d" respectivamente. En los nficleos par-par todosalos
nucleones pueden estar asociados de esta manera y las distin-
tas distribuciones de bosones dentro de estos niveles, asi co-
mo las posibles interacciones entre éstos dan origen a los es-
‘pectros, probabilidades de transicifn y demés caracteristicas
de los nlcleos.

El modelo de bosones con interaccidn (MBI} fue pro-
puesto originalmente de manera més restringida y a partir de

7 ' '
consideraciones fenomenoldgicas ’. Sin embargo, debido a su

creciente éxito se ha investigado su relacidn con el modelo de
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capas on forma mis detallada v osc ha logrado ecstablecer cone-

3

ciones con tcorias microscénicas de los movimientos colectivos

Un aspecto fundamental en cl modelo es la pejpbilidad
de explotar un conjunto de simetrias dindmicas asoviadas con va-
sos especiales del Hamiltoniano geneval.

La existencia de simetrias es una propicdad muy impor-
tante en cualquier sistema fisico. Dada una simetria del pro-
blema, es posible explotar la estructura de grupo asociada con
€sta para encontrar scluciones elegantes v concisas.

£l uso de simetrias en fisica nuclear ticne un origen
en los trabajos de Wignerg) relativos al grupo SU{4) on la tco-
ria de los supermultipletes, que encontrdé importantes aplica-
ciones en la descripcidn de nlcleos ligerocs, aprovechando lng
propiedades de la interaccion efectiva entre nucleones.

Posteriormente Elliot10)

explotd las propiedades de
simetria y degeneraciones del potencial de oscilador armfnico
para la descripcidn de nlicleos en la capa 5-D, hacicendo uso
del grupo SU(3).

Sin ecmbargo, ambas descripciones son validas Gnicamen-
te en las regiones nucleares mencionadas, esencialmente debido
a que la simetria spin-isospin y la degeneracidn tipica del
oscilador armbénico se ven rotas para nGcleos mds pesados,

Parcceria entonces que o aparicién de simetrias estd
restringida a gistemas nuclearces de pocas particulas v ogue 1a
cran complejidad de los sistemas con mavor nGmevro de nucloones

destruve las corrveluciones simples gue dan lugar o éstas.



La idea fundamental detrds de el modelo de bosones
con interaccifn es gque a pesar de que la gran cantidad de gra-
dos de libertad y la complejidad de las interacciones en los
nticleos pesados harian imposible este tipo de descripcidn, es
factible que exista un comportamiento coherente, resultante de
la combinacidn de muchos de estos grados de libertad, responsa-
ble de la estructura y caracteristicas de los espectros a bajas
energias.

Be hecho este comportamiento colectivo es el que mo-
tivd la descripcidn de Bohr y Mottelson en términos de modelos
mids fenomenoldgicos, como se discutid anteriormente.

El método consiste entonces en reemplazar el problema
original de‘muchos cuerpos por un sistema mds simple, aungue
aproximado, que permita estudiar estas correlaciones a través
de sus simetrias. Como veremos, este camino ha tenido un gran
éxito en el estudio de nucleos par-par con A 2100.

A pesar de representar una simplificacién al problema
de muchos cuerpos, el MBI en su forma m#s general presenta un
problema matemdtico considerable, por lo que su aplicacifn sis-
temftica no se ha realizado hasta ahora, de modo que pueda ser
analizada su validez en las distintas regiones nucleares.

El propbsito de este trabajo es presentar, por un la-
do, la solucidén completa del problema mediante la teoria de gru-
pos ‘HJ, ¥y por otro lado, mostrar las aplicacicnes de esta téc-
nica en el andlisis de algunas regiones de la tabla nuclear.

En el capitulo II se‘pfesenta el modelo restringido de

AY¥ I que involucra solo a bosones "d'" y su solucién completa en



base a la teoria de grupos. En el capitulo III se analiza el
Hamiltoniano mis general posible dentro del modelo de bosones
g yv”d“ y se da la solucidn matemidtica general del problema.
En el capitulo IV se analizan los tres 1limites en los movimien-
tos colectivos presentes dentro del modelo y se muestran algu-
nas aplicacioneé en regiones nucleares especificas. En el ca-
pitulo V se aplica el aparato matemitico desarrollado en los
capitulos anteriores en una regidn de la tabla nuclear en que
se presenta una transicidn muy clara en los espectros de ener-
gia, desde los tipicos de vibradores anarmdnicos hasta los ro-

tacionalesiZ}.

Para ello se implementa un programa general de
ajuste automitico de parimetros dentro del modelo., Finalmente
en el capitulo VI se resumen las conclusiones del trabajo y se

indican las perspectivas futuras de investigacibn en este campo.



CAPITULO 11

EL MODELO DE BOSONES 'dY

2.1 - E1l modelo colectivo de niicieo hizo su aparicidn hace
mis de 25 afos, con los trabajos clidsicos de Bohr vy Mottelson&’g)h
En estos trabajos, los autores discutieron las vibraciones cua-
drupolares de una gota de 1liquido desde el punto de vista de la
mecidnica cudntica. Desde entonces, los modelos colectivos han
jugado un papel muy importante en la interpretacidn de gran can-
tidad de fendémenos nucleares, por ejemplo las vibraciones y ro-
taciones, las resconancias gigantes y la fisidén nuclear.

Esta serie de investigaciones establecieron la base
conceptual para el trabajo en esta adrea de la fisica.

La naturaleza cuadrupolar del modelo se motiva funda-
mentalmente en tres hechos experimentales
t. Los grandes momentos cuadrupolares obServados en nicleos

lejanos a capas cerradas.

2, Las grandes probahilidades de transicidén, sohbre todo de na-

turaleza cuadrupolar, entre estados colectivos.

(]

. La aparicidn de cspectros a hajas enevpgfas comwo los que se
muestran en la tigura 1, que sugiecren que los estados de vi-
hracién y rotacidn pucden construirse c¢on quanta de momento

angular 2 B,
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Fig. 1. Espectros tipicamente vibracional a) y rotacional b).

A lo largo de los Gltimos 25 afios se ha logrado sis-
tematizay una gran cantidad de informacidén en base al modelo
de vibraciones superficiales cuadrupolares. En este modelo ca-
da nGcleo es caracterizado por su superficie de energia poten-
cial V(B,y) donde B y v son las coordenadas colectivas que des-
criben la deformacidon intrinseca del sistema, como se verd més
adelante.

Sin embargo, este modelo, a pesar de sus éxitos,
presenta algunos inconvenientes, los mis importantes de los
cuales son:

1. La relacidn entre las coordenadas colectivas y las coordena-
das nuclednicas no es clara, y hasta ahora no ha sido posi-
ble establecer una relacidn cuantitativa entre ellas.

2. E1 ajuste de espectros y probabilidades de transicién en
niicleos vecinos como es el caso de isétopos de nlicleos pe-
sados, 1leva a la construccidén de superficies de¢ cnergia
potencial muy distintas, y la relacidn entre los parimetros
que los definen no es la de una lenta transicién como sc¢ es-
peraria de sistemas muy parecidos y que difieren en un nu-

mero pequefio de particulas.
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A pesar de dar una descripcibn intuitiva muy clara de
los fendmenos colectivos, esta descripcidn parece por tanto in-
satisfactorla desde el punto de vista de 1) y 2).

El modelo de bosones con interacciﬁn {MBI) fue intro-
ducido originalmente en forma fenomenoldgica proponiendo 1a
descripcidn de los nflicleos colectivos ‘en términos de un gas de
bosones cuadrupolares interactuantes.

Posteriormente, como se verd en el capitulo siguien-
té, el modelo se generalizé mediante la introduccidn de los bo-

9)y mas tarde se establecid su conexién con el mode-

8)

sones ''s"

lo de capas.
-En este capitulo presentamos el MBI de bosones "d"

tal como fué introducido originalmente y analizaremos los eigen-

‘funciones y elementos de matriz (B.M.) que son esenciales en la

discusidn del MBI completo.

2.2 E1 Hamiltoniano del MBI para bosones ”a"

El nicleo, en regiones lejanas a capas cerradas 0 de
deformacién apreciable, puede ser descrito a muy buena aproxi-
macifn como un gas de bosones. Este resultado emerge de los
estudios iniciados en 1974 por Iachello y Arima. )

En estos articulos, los autores parten de tres supo-
siciones bisicas
a) los niveles colectives vibracionales se construyen a partir

de varios bosones cuadrupolares (1lamados bosones-d);
b} los bosones interactudn entre si, y

c) la interaccidn V entre bosones no cambia el nlmeroc de bosones.



e
et

La suposicibn ¢} se sugiere de cilculos microscdpicos

. ' - 13 ’ . )

realizados por Iachello v Feshbach ) y es el origen de la si-
metria exacta del Hamiltoniano que pasamos ahora a discutir.

El Hamiltoniano mAs general para bosones "d'" con in-

teracciones de uno y dos cuerpos en lenguaje de segunda cuanti-

.
zacién es: 7/

H = éz_j’}zmg?“ + 5 Z §<aam‘,aamg}v‘,g§aam3,mmi‘}
A : w;.'ma.,a’
T §7 7
=4

s, s
s Zwmg’m + WQ%Z % Caza,aa, | % Vi f&&,f&&, L
o DN .

cane) [ DT alg-g3" 00 (2.1)
donde 12 2wm7> son funciones de oscilador arménico con dos quanta,
.JZ estd restringido al &alarugn 2 v en la Gltima parte de (2.1}
hemos reacoplado bra y ket a una L total, suponiendo que N3

es invariante ante rotaciones,

“m
Los operadores ’ﬁ%sy § de creacibn y aniguilacidn

de bosones d satisfacen las reglas de conmutacidn para bosones

[§7 M) = (2.2)

y hemos usado la notacidn

3

fw{x}ﬁM = Z {azmwm LMY o €,

pava acoplamiento de momento angular.



l.os clementos de matriz 22, 22, L|viz}o2z,22L >
L =0,2,4, junto con € constituyen los cuatro parimetros den-
tro del modelo. |

Como vercmos mis adelante, ¢l Hamiltonianc {2.1) pue-
de expresarse en términos de los operadores de Casimir de la
cadena de grupos

U(AS)DO(AS):) O(AS) , (2.3)
N4 A ' '

que constituye la simetria exacta presente en el modelo. Para
demostrar esta aseveracidn resulta necesario hacer una revisidn
del problema matemdtico presente en esta cadena de grupos, pro-
blema analizado en dos articulos reéientes por Chacén, Moshinsky
y Sharp vy Chacén y Moshinsky. 34)

En estos arﬁiculos los autores, motivados por un pro-
blema diferente conectado con el modelo colectivo devBehr %
Mottelson,aj) resuelven en forma completa el problema matemi-
tico asociado al oscilador arménico en 5 dimensiones cuya
estructura de simetrias es la misma que esta dada por la cadena
(2.3). '

A continuacidn haremos una breve descripcidn de los
resultados obtenides en la ref. (44), ya que son de suma impor-

tancia dentro de ecste trabajo.

2.3 I'1 Oscilador Arménico en Cinco Dimensioncs.

Como sc mencioné en la scccidn 2.1, Bohr y Mottelson

5 23)

discuten en una serie de publicacione el problema de las

vibraciones cuadrupolarcs de una gota de liquido desde el punto
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de vista de ta mecfnica cufintica. En sus anfilisis cstos autores
utilizaron 1o que se llama un esquema de acoplamiento fucrte pa-
ra la construccidn de los estados requeridos. Lstas eigenfun-
ciones pueden entonces ser caracterizadas por el nlmero de quan-
ta ¥, "seniority" A, momento angular Ly proyeccidn M. Los
estados para momento angular L = 0 , 3 para VY ,/\ arbitrarios,
asi como los estados hasta L = 6 para V¥ ,/\ pequefios fueron
encontrados en los afios subsecuenteg mediante la solucidn de
ecuaciones diferenciales acopladas.

La solucidn general sin embargo, para L,¥ ,N arbi-
trarios, fue dada mis de 20 afics despué€s por los autcres mencio-

14) que utilizaron argumentos de

nados en la seccidn anterior
teoria de grupos.

Si el movimiento de una gota de liquido se restringe
al de naturaleza cuadrupolar, la superficie nuclear es descrita

por la ecuacidn

A X " > 2
R(®,¢) = Ro (1 + 2 XamYam (6,4 - .;T—f—é_l;{”"k ) . 2.0

TR
Las coordenadas <{awm definen por tanto la forma
del nficieo, el radio promedio se toma como 15131/3«6m y el 41-
timo término c¢s una correccidn que gavantiza la coservacidn de
volumen 15}.

Para garantizar que &(@ﬁ?} es real las C><;¢h

deben satisfacer la condicidn

¥
Kgmm = (*)n\9<a~m (2.5)



1Y

y se transforman como los armbnicos esféricos );Jﬂ bajo ro-

taciones, de modo que la expresidn

. 2 ‘ EY

* ! * 4 )

Z O<3~'m y&‘h\ ({‘9:?) - o<&/u >/.§./u. (® ; ‘:f) ) (2.86)
T Sz

es una escalar bajo rotaciones del sistema de coordenadas.

Las propiedades (2.5} y (2.6) son suficientes para
la construccién del Hamiltoniano mds general dependiente de
las coordenadas “Cam .

Para conectar las coordenadas X{awm con las coorde-
nadas de los nucleones,se puede igualar el momento cuadrupolar
en el espacio de coordenadas colectivas con el correspondiente

momento en el sistema microscépico. E1l momento cuadrupolar en

términos de {am esta dado hasta orden _C&fa por 5)
. _R©.9)
- A _ 5[‘ . _ fo o K X ES
Q:ﬂn = Sf"‘ Yatm 4T ~fo Ro Kam \I*T’F[ . ]m] ) (2.7
por lo que a primer orden se establece la conexibn
A
0 L
dam - f@ Ros Cod ’T;: ya)“ (@b’ ?‘:) » ( )
£ - .

La Gltima ecuacién muestra que las coordenadas o{am
son invariantes ante paridad, de modo que los estados descritos
por las vibraciones cuadrupolares son de paridad positiva.

Ahora podemos introducir los momentos candnicos con-

jugados a través de las reglas de conmutacidn usuales



[c<%”i "ﬂin»] =< g;r (2,9a}
[ Kam, Xam: ] = [ Mo, Mo} = © ) (2.9b)

Introduciendo ahora las coordenadas (Qa» correspondien-
tes a las coordenadas generalizadas en el sistema de referencia
fijo en el cuerpo a lo largo de los ejes principales, se tiene

i5)

la relacidn

A
&

Sam = 2. D5 (WY aAm

P (2.10)
donde , &= 12,3 son los dngulos de Euler que especifi-
can la orientacidn de los ejes principales con respecto al sis-
tema de laboratorio, y ya que el tensor de inercia es diagonal
en este sistema

v

Qg = CL,&E—J!__—E{SSm? d,=0-4 =0 Ct@:lﬂCcsT . (2.113

4

A segundo orden, el Lagrangianc clidsico para el movi-

miento estari dado por

[ = +Ba Z—h&”‘ X - 'iECiZmdwd'm ) (2.12)

donde los pardmetros Ba y Ca2 estdn relacionados con la densi-
dad, tensidn superficial y carga de la gota de }fquidoniS)

Usando unidades donde

h = By = Ca= 1 ; (2.13)
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el Hamiltoniano del problema puede escribirse como

I
= L 2 (Mo T 4 e x®™) (2.14)
m
donde clasicamente Mam = Xam y el paso a la cuidntica se
logra mediante (2.9),
: a0
i.e., Mam = g Socm . (2.15)

En el sistema fijo en el cuerpo el Hamiltoniano cuin-

tico (2.14) toma la forma 15)
i1 92 412 N -
Ho= ERY Bpﬁ op +}1/3"‘/\ <P (2.16a)
donde 3
N2 2 s, o bara
AN Sinir o7 ”a’a— +/5‘Z Tn R, (2.16b)
LA
I, = L//gg Sin( ¥~ amk/3 ) . (2.16¢)

Las cantidades_Ih,h = 1,2,3 son los momentos de iner-
cia alrededor de los ejes principales del cuerpo y'z;,k= 1,2,3,
las componentes del momento angular en este mismo sistema.

En las unidades (2.13) es conveniente introducir los

operadores de creacidn y aniquilacidén de fonomes mediante las

relaciones
fY]M:J_‘%(c&maZTrm) ,

E”‘: (Tl (2.17)
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que satisfacen las reglas de conmutacion {(2.2)

v

£.§ ”“‘ }Zm‘] = élm' !
{2.18)

[§m. $ucd) = [N 0] = 0 \

In términos de cstos operadores (2.14), toma la
forma

Ho:;nm%m 1’-—3{— .

(2.19)

Debido a la invariancia de el Hamiltoniano (2.19} y
las relaciones de conmutacidn (2.18) bajo transformaciones uni-
tarias en cinco dimensiones UE UJ}R), los eigenestados de (2.19)
pueden ser clasificados conforme a las representaciones irredu-
cibles del grupo U({5). Solamente las representaciones total-
mente simétricas son distintas de cero, ya que los operadores
qu, §vh satisfacen las reglas de conmutacidn para bosones (2.18).
Las representaciones totalmente simétricas pueden ser representa-
das por el diqarwqu@ Young [)/} , que consiste en un ron-
gldén con Y cajas.

Notamos ademis que el Hamiitonianc {2.19) es invarian-
te bajo las tranformaciones ortogonales en 5 dimensiones de 0(5);

las representaciones irreducibles simétricas de 0(5) se denotan

&) k1 vsenio-

por (A,C),donde /\ es el "seniority" del estado.
rity" es igual al nGmero total de operadores de creacidn de un
estado, que no ostan acaplados por pares a momento angular ¢ero,

Por lo tanto, los estados reducidos con respecto a U{5) vy 0(5)

estan clasificados con fovma completa por }[1/] ; (/\’Q)j>a
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N

Ya que el momento angular L conmuta con el Hamilto-
niano (2.19) que es entonces una escalar en 0(3},‘sus eigenes-
tados pueden ser clasificados por los eigenvalores L(L + 1) y
Mde L%y L.
De aqui qué los eigenestados reducidos de acuerdo a

la cadena (2.3) pueden etiquetarse como

| VoA, S, L, ™M > , (2.20)

donde s, como veremos mis adelante, es un indice que discrimina
representaciones equivalentes de 0(3) dentro de las representa-
ciones de 0(5).

Haremos ahora un breve resumen de la construccidn de
1Y)

estas eigenfunciones.

Volviendo a las ecuaciones (2.16}

- '_ﬁ}__ ‘f;} A i B3 ‘
H=-3 34 gﬂ@? +3?/\ , L ) (2.16a)
3 .
/\:{ t ~f ~
Al - S Sewd = Z L't (2.16b)
Te = 483 S (- 27R/3) (2.16¢)

A2 s 60)

identificamos a A  como el operador de Casimir de O(5) cuyo
eigenvalor es A(A+3)
De (2.19) es claro que el eigenvalor de H estd dado

en términos de el nfimero ) de quanta:

Y+ 5/ = an+y N+ s5/a (2.21)



donde ¥y o= %T(}¥~f\) , vy los eigenvalores asociados con el

momento anguiar total

3 3

o= zi ;:;k = ;i Ll (2.22)

k=i Rzt
y L_3 son L,(L~+1) y M respectivamente.

Los estados pueden ser denotados por

( A Z#’;\};L L x Lok ]
[vapuLm>= im0 (D (wa+e D ")),

“ (2.23a)
donde se ha indicado por M el nfimero cudntico faltante para
caracterizar completamente los estados.

Substituyendo {2.23} en (2.16a) se encuentra de inme-

diato la dependencia en !3 COMOo 1#)
A / a(n!l \Vk A AFHa S
F (g = lr(mms,{a), I L_ﬂ(ﬁ") exp(-pYa) (2.23b}

Ar3/a N
donde L—n (g% ) es un polinomic de ILaguerre y la funcibn

P . g

estd normalizada para el elemento de volumen /3 41/3
- s s ?}?,
Para analizar la dependencia en ¥ y « podemos
Lo ) .

usar el hecho de que las flﬁK (V) constituyen un conjunto
completo de funciones de los dngulos de Enler, De hecho, debido
a consideracicnes de simetria asociadas a la ssleccidn de ejes

L 135 ; U )
prlﬂClpaleSR el desarrvello (2.23) se hace en términcs de la com-
binacién

K = 0,2... L para L par

{D!—* “LDL%
VY mk 0 MR ) K=20,2..., L - 1 para L non
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L Lox . el)
y no en términos de las [L“K mismas.

De este wodo, la Gnica parte no conocida de la expre-
sidn (2.23) es la correspondiente a su dependencia en ¥

Si aplicamos el operador
N7 IvAapLmS> = A(A*3) [yAMLMy (2.24)

se llega a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas,
PR . N 18
que solo es soluble analiticamente en casos particulares J.
Claramente se puede restringir la discusidn a los es-

tados ,!/\/ML)E | v= f\,/\,/{A,L}N\zL:) ya que p=an+ A

solo involucra la introduccidn de el polinomio de Laguerre
At 32

L, (pY)

El método seguido en las refs. (44 ) consiste en
construir polinomios de operadores de creacibn y aniquilacidn
que cumplen con las prdpiedades dadas por las relaciones (2.27).
En un principio se restringe el andlisis a polinomios P, con
momento angular definido y proyeccidn M = L . Los polinomios
con ML puéden construirse ey la forma usual mediante el ope-
rador L, .

Usando los operadores (2.17) el operador de nlmero
tendrad la forma

4 m
SmMq = Z%% = H- /2

-2 ‘ (2.25)

17

v las componentes del momento angular. serin dadas poer
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L
M om'

FeY S‘ o . P
Ly = 2 Je<aimglam> T, € qc o1, (2.26)
Se buscan los polinomios F)()7m) que satisfacen

%d P=yP s 14 P=o , t&spi L P , {(2.27a)

AP = A(n+e3) P . (2.27b)
La primera ecuacidn nos dice que [ debe ser un eigen-
polinomio del operador de nlmero (operador de Casimir de U(5}).
También significa, de acuerde a (2.25) que P es un polinomio
homogeneo de grado V¥  en los operadores de creacidn. Este
Gltimo punto es claro si notamos que las reglas de conmutacidn

{2.18) permiten interpretar a frn Como

m 9
§ = 5. -

De acuerdo a (2.27}, F) debe tener también un momento
angular definido y maxima proyeccién M = L. Finalmente, la
cuarta condicidén (2.27b) nos dice que P debe ser un eigenpo-
linomio del operador de "seniority", ;al con eigenvalores

A(A+3)

En la ref. (14 ), la notacidn (¥ ,A) es 1llamada "dia-
grama permisible elemental” { d P*& } vy es una abreviacion para
¢l acoplamicnto de yp fonones }?m @ un momento angular Loy

M= L. Por ejemplo,

. 2
(2,0) =2 O M Nom , (R,3) 22 <38 20
. ™ot

kS

etc.



24

Se encuentra que las condiciones (2.27a) son satis-

fechas por los polinomios en los C\Pe’s

L-Viam, +3M av-t)fa-3u-an  u n,
Bpsim ) = 1y (2,3) (3.0 (a,0)  (2.28)
(L pa.R)
) Ly am+ 34 gu-L-3)/a-3p-anm M o )
Pt )= (3371 @) (3,0) (2,0) , (2.28b)

(Lnon)

donde los exponentes estén restringidos por el hecho de ser no-

negativos.
Para cumplir la condicidn (2.27b), es necesario intro-

a0)

ducir un método originado por Vilenkin y desarrclliado por

1)

>

Lohe e introducir los '"bosones sin traza®

+ -1 '
Qw E 777)1 - (QJO)(S‘N+5) §1—n m;—a’-g)_,,,a,, (2.29)

como veremos a continuacidn.

Como se menciond, los estados correspondientes a la
representacidn irreducible (RT) (A0} de O(5) son eigenestados
A A

de A con eigenvalor A {(A+3). La expresidn de /\ en

términos de ')}h , gm es 1)
~ )
2 ; Z £ w m " :]
A= 5205 087778
momt
que con un rearreglo de factores puede escribirse en la forma
LS

/\&‘: 7;4(734+3§ ~ (;Umnm)(;gm %”') (2.30)

P
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~

e
be {2.30) vemos que los cigenestados de AT con clgen-
valor A (A +3) tienen la forma PU?,,)?O) donde P(“}?m) es un
polinomio homogeneo de grado A en 7?% y que cumple con

ser "armbnico", i.e., .
Z %mgm PU’?Q = O .
™
Esta ecuacidn es automdticamente satisfecha por los
polinomios p/\/* Lo (C'\?m)f o . donde P/\;J-L.O ( CL;)
denota a los mismos polinomios {2.28) si se substituye ?’}m
por Cf,.,, .
Esto se sigue de las identidades

b I w §
{&?\g&é—S) ’)?,,m = ”?'m (a_noi‘l" :!')
(2.313

A i - . A -4
(2ha+5) §m = Ewm(aNd+3)

vélidas cuando se aplica los operadores a polinomios honmnogenos

en los ’-y.]»m . De (2.31) es facil demostrar entonces que
+ + - V
[ A, a,]=o0 (2.32)
¢ a
+  E -2 -4 a2 kedd 3
2 4™ = (4Ad-1) (a,0) 2 €, & . (239
m - A M2,

De (2.28) y (2.33) es claro que los estados ayLm (Qm
se anulan a menos que 7L, T O,
Por otro lado, los estados p (C,L+ Vo>
) ’ B Ao ™
son combinaciones lineales de términos como '}?m"qm )’}m(\ 1oy,

i.e.,siguen siendo homogeneos de grado /A en Y)'m y ademis

. . . 1)
siguen siendo caracterizados por el momento angular L },
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El punto clave en el andlisis es que, aplicandoc ahora

el operador (2.33} a los estados

{z\/uL)E B\/uw(al\) jo> (2.34)

se sigue de (2.32) que
A & m

(4nd - 1)(3,0) ;%,,@ | ApL)
U T

:%qu:m P/\(u.LD

= R%Lo(aia)(%ﬁﬁi)'i@,o)“‘;%m € Joy =0

y ya que el factor (qﬁd"_;’)-i (2,0)‘1 ne es nule, concluimos

() 10 (2.35)

que los Fi\’“,bo (CL*;,‘)IO\; satisfacen la condicidén de ser armd-
nicos, i.e. corresponden a la RI (A,0) de 0(5) y[/\]de U(s).

Los estados (2.34) son cntonces cigenestados de H,
/\l, T__; y L3 con eigenvalores A+%/a, AN(A+3), L(L+1)
y L y son entonces los polinomios (2.2Z7)con Y= L , $i identi-
ficamos al indice extra/u, necesario para sﬁ caracterizacidn
completa, como el nimero de tripletes de bosones CL; acopla-
dos a L. = 0

El nombre de "bosones sin traza" proviene entonces de
+

.t ™
la relacidn (2.35), ya que la accidn de la traza Z O O
"

sobre los estados | A M b ) da un resultado nulo.
De (2.28) concluimos que
. L=/t 3pm (AA-L-38) /2~ 3m 5. m
IApL)=[na)  [=2a] [3.3] [3c] [°?
[ L non
donde gL = (2.36)

) L par



as

T
( y [:V,/\:] son los d.p.e's. en los @ ) , ©s una realiza-
cion de los estades buscadss. Como los exponentes debe ser

no-negativos se cumplen las desigualdades

, )y o
L{AA-L-34) Z 3w 2 A=l mz o, (

Lo
Lt
-~

. . P iy . .
a partir de los cuales es ficil mostrar ) que el ndmero de

estados diferentes para una /A dada cs 5&@? éj(ﬂ+0(ﬂ*2}{3ﬂ*3})

. . . ol
que es exactamente la dimensionalidad de 1a RI{A ,0) e ULSJé ).

Las relaciones (2.37) indican que para valores fijos de A , L

los valores de A que las satisfacen tomaran todos los valores

enteros posibles entre un minimo Me v uno miximo /51 2z Me.

Be este modo en lugar de el indice A4 sc puede usar un indice
s definido por

§=T M- pMe + 4,
. M (2.38)

con s = 1.2‘..4(A - L), éi(ﬁ ,L) =/a;-/io+‘i, donde d (ﬂ,f~)

es el ntmero de RI L de O(3) contenidos en la RI{A, Q) de 0{5).
Los estados (2.30) estdn dados cn lo gue podria 1la-

marse un esquemna de operadores de creacidn o ”particula”’sin

traza. Otros esquemas son estudiados también por ios autores

de las refs. (14 ), que corresponden a operadores de aniquila-

citn y a cstados mixtos de "particula-apujero’. Hsto Oliimos

resultan ser los mis (tiles para coencontrar una realizacidn de

los cstados {2.23a) cn términos de los C<wh/5 , 1o que permite

(7).

En el apéndice A hacemos un resumen de los resultados

. . . . AV S
entonces la determinacidn de las [unciones 4}’
K

mis importantes dentro del andlisis, ¢ indicamos el método se-
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guido en la evaluacidn de elementos de matriz relevantes dentro
del modelo colectivo.

Los estados (2.33) constituyen un conjunto completo
de éigenestados caracterizados por las representaciones irredu-
cibles de la cadena de grupos (2.3). Los estados son sin embar-
go no-ortonormales en el indice /;L (6 s).

Estos resultados son importantes dentro del IBM pues
COmo veremo§ en el siguiente capitulo, elementos de matriz en
esta base aparecen en la diagonalizacién del Hamiltoniano de
bosones s-d.

'En la siguicnte seccibn se analizan los eigenvalores

del Hamiltoniano (2.1) para bosones d, haciendo uso de los re-

sultados obtenidos en esta seccidn.

2.4 Las soluciones del Hamiltoniano de Bosones d.

A continuacidn mostraremos que las funciones !V/\&[_ﬁq}k
son eigenfunciones del Hamiltoniano (2.1) y encontraremos los
eigenvalores correspondientes.

E1 Hamiltoniano (2.1)
Hzena + 5CLIpM° [e617]°
e G LT 6080 ) = G [Opx (780" ]

donde ‘ vy, (2.39)
C. = <22,23,L]Valaa,aa, Ly (aLen)™



a3

A N AT
puede scr expresado en términos de Ta4d , {~ b /\ , ecs.
{2.25), (2.26} y (2.30), como se muestra a continuaciodn.

Reescribimos (2.39)como

A

o A ; A el
H= € N4 +5CRo+£CaAs + £Cu A, (2.40)

A = (DY xLex €117 Lioa v

De (2.30) se tiene que

4

A A A 5
sA, = =N + Nd (MNd + 3) ) .
(2.41)

. oA g IN
Solo resta reescribir Lw en términos de. /\l“ , para lo cual
23)
utilizamos la técnica de reacoplamiento del momento angular.
A partir de {2.26)

Ly = Z\i’? <a1mg}:¢w‘>7}wgm . 9s Lo,-1 ,

ot

encontramos

N
GZ() Z(&im§lam><zgm s; 2 >(’7’?m ’;‘E %m
3 mow’ |
5 +??m§ §... ) , (2.41a)
donde hemos utilizado las relaciones (2.18).

Utilizando ahora las relaciones

é-;,"‘“i g&i;‘o‘ Z(l&m’m ir/&«><;‘g&/’c'&éfﬂ> N

[7zx'qj E;f:aaxm‘“’ Qﬁy‘ﬁmjnm~

¥ las correspondientes expresiones para f g § j encon-

tramos, después de un poco de algebra, la expresion
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U*= s02 Wearkz an) [Onen) e Lex 61 ¢ ¢

(2.42b)

Introduciendo los valores
explicitos de W para las distintas XUS obtenemos finalmente

donde W es un coeficiente de Racah.

& A A A Pl
"= &na-¢eAeo ~3Ax + 4 Ay
que junto con (2.41) y 1a relacibn
A A A A N
Nd (Na - 1) = Ae + As + Ay

que obtenemos directamente de (2.25), constituye un sistema de

tres ecuaciones con tres incdgnitas cuya solucidn nos permite
cescribir (2.4) como

H=eha +x 04040+ 5 (Ad(haes) - AY)

+3’(L(L+l)"{aﬂ&() , (2.43)
con « = 7 (FCareCy), |

if

f?’ o ! (CQ"K*‘Q\}”)a
10
P — .
¥ o= 7o (G CA).
De la ecuacidn {2.43) resulta claro que el Hamiltonia-

v
7

no del MBI para bosones d cs diagonal en la base [y A LMy

sus eigenvalores estén dados por
E{v,A,L) = €y + X y(w-11ja + 3(V-nJ(ViAr3)

(2.44)
+ X(L(LH)*QV} .
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tn el capitulo IV se¢ analizarid el tipo de espectros
predichos por la ecuacidn {2.44) asi como la accibn de opera-
dores multipolares en la base, para la discusién de las proba-
bilidades de transicidén dentro de este modelo. Se mostrari
ademds que a pesar de su simplicidad, ¢l modelo de bosones d
parece describir correctamente las bandas de estado base y ex-
citados en un conjunto grande de nicleos vibracionales.

Como punto final de este capitulo quisiéramos enfa-
tizar que el modelo de bosones d, en la forma en que fué ori-
ginaimente concebido, no contemplaba la posibilidad de una co-
nexidn directa con el modelo de capas, pero la suposicién c)
de la seccifbn 2.2, i.e, la conservacidn del nGmero total de bo-
sones, no sole da origen a la simetria exacta dada por la cade-
na (2.3}, sino que represenfa ya una desviacidn importante con
respecto a los modelos colectivos tradicionales en que no esti
limitddo el nGmero de quanta., La posibilidad de identificar
estos bosones con pares de nucleones estd ya presente.

Como veremos en el capitulo IV, el Hamiltoniano de
bosones s-d se reduce al H de bosones d, con la excepcidn de
factores de corte {cutoff factors) introducidos por el boson s,
en el limite vibracional de este modelo. Veremos ahi bajo que
condiciones se presenta este caso, asi como los otros limites

contenidos dentro del modelo s-d.
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CAPITUYO TTI

EL MODLLO DE BOSONES CON INTLRACCION o

3.1 La dificultad principal presentc en la descripcidn del mo-
vimiento colective nuclear es que las frecuencias caracteristi-
cas asociadas con vibraciones y rotaciones son de Ordencs de mag-
nitud comparables, dando lugar a que una distincidén clara en-
tre éstas no sea posible.

Para remediar este problema, diversos modelos han si-
do desarrollados, en que la interaccidn rotacidn-vibracidn es
incorporada ya sea g través de suposiciones que simplifican el
anélisisig} o mediante la introduccidén de conceptos como el de
"superficie de energia potencial”aﬁ), que han resultado muy
fitiles en la interpretacidn de los datos experimentales.

Sin embarge, como se menciond en la introduccidn, es
dificil interpretar estos modelos desde el punto de vista mi-
crosclpico y parvece imposible incorporar dentro de ellos con-
ceptos fundamentales como el de la estructura de capas del ni-
cleo.

El modelo de bosones con interaccidn parcce represen-
tar una forma alternativa de describir estos fendmenos que no
présenta estas dificultades o que, por 1o menos, tiene una na-
turaleza menos fenomenoldgica, 1.e.,mis susceptible a ser 1i-
gada eventualmente a los modelos wicroscodpicos del niicleo.

La naturaleza de los espectros observados en nficleos

pesados par-par parece estar determinada por:
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a} Las capas cerradas 50, 82, 1206, ¥y
b) EI nimero de particulasifuera de estas capas cerradas.

Por ejemplo, los espectros en la regibn de las tierras
raras {(Sm, Nd, Gd, Dy), presentan desde aquéllos tipicos de la
excitacibén de pocas particulas para la capa de neutrones 82, a
aquéllos tipicos de vibradores anarmbnicos péra nGmero de ncu-
trones 86, hasta los tipicos de rotores axialmente simétricos
en N = 92,

La descripcidn de éstos fendmenos en el M.B.I. es
bastante mds simple que en los modelos geométricos mencionados
anteriormente .y sin embargo parece ser muy detallada. Aqui los
niicleos par-par se visualizan como sistemas de N bosones inter-
actuantes, sin spin intrinseco pero capaces de ocupar dos esta-
dos: Un nivel con L = 0 (beoson s} y un nivel L = 2 (boson d).
Estos bosones se identifican con estados de dos fermiones, aco-
plados a J = 0 y J = 2 respectivamente%q)

Cada nficleo es por tanto tratado como un sistema de
N bosones, donde N = Ny + Ny es la suma de el nilmerc de pares
de protones fuera de capas {6 de valencia, NgJ y el nlmero de
neutrones de valencia Ny .

Las representaciones bosbnicas del movimiento colec-
tivo no son nuevas, como se indicd en el capitule I. Se han
realizado desarrollos bosdnicos de las funciones de onda nuclea-
res, por ejemplo en trabajos recientes de E;¢rease§5), Kashimoto
4 Marshalek&}} entre otros. El enfoque del MBI es diferente, va
que no intenta derivar el Hamiltoniano bosbnico a partir de la

base fermidnica sino seguir el proceso inverso. Una vez demos-

)
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trada la efectividad del modelo cabe entonces preguntarse cual
es su conexibn con el modelo de capas. Este Gltimo punto ha si-
do objeto de varias investigaciones recientes y empieza aresta-
blecerse dicha conexibn. &)

Por otro ladeo, como veremos mas adelante, el Hamilto-
niano s-d se reduce al derivado recientemente por Janssen, Jolos
y DBnau, usando el alpebra de Lie de operadores asociados con
pares de cuasi-particulas, lo que va es en si una conexidn im-
portante con la teoria microscdpica de los movimientos colecti-
vos nucleares. En estos trabajos SU(6) surge como una simetria
aproximada de el Hamiltoniano microscépico cuando se considera el
subespacio de estados cuadrupolareszg). Sin embargo, el método
matemdtico utilizado por estos autores para. resolver el Hamilto-
niano es muy complicado y de carfcter aproximado.

En la siguiente seccidn consideraremos el Hamiltoniano
del MBI e indicaremos la existencia de tres simetr{as exactas
contenidas en su estructura. En las secciones posteriores de

este capitulo mostraremos el método de solucibn para el caso ge-

neral.

3.2 E1 Hamiltoniano del MBI.

La motivacién principal para introducir un Hamiltonia-
no con bosones s y d se puede resumir en dos puntos:
a) Es muy conocida la naturaleza cuadrupolar de las excitaciones

colectivas, como se menciond en el capitulo 11I.



i) Dado el nlOmero restringide de particulas en cada capa del
nlGcleo, debe existir un'limite o corte para las bandas vi-

bracionales y rotacionales que pueden construirse.

El MBI satisface ambas propiedades y veremos a conti-
nuacion cual es su estructura.
En la figura 1 mostramos los niveles que los bosones

. OC s 1 e e mento an ar e los caracte-
ueden ocupar, la energia 1 mo t ul ue 1 caract

riza.
€4 T % % d L=a
Fig i. E
€s e s L=0

Si €z €4-€5 =0 y en ausencia de interaccidn,
los cinco componentes del boseon d y la componente fnica del bo-
son 5 generan un espacio vectorial lineal que se puede usar como
una base para la representacidn del grupo U(6). Las represen-
taciones irreducibles son caracterizadas por las propiedades de
simetria de las funciones que las portan. Para bosones fGnica-
mente las RI totalmente simétricas son diferentes de cero ¥ en
este caso las funciones pueden ser clasificadas de acuerdo.a ia
particifn [ N] de U{6). En ausencia de interaccifn y con
€= €4 ~ €¢z O , todos los estados son degenerados,

Un valor finito de & y las posibles intcracciones
rompen esta degeneracidn y dan lugar a un espectro definido. Es-
te espectro e¢s caracterizado por el valor de € , de los ele-

mentos de matriz de dos cuerpos



a, = <& LIVeld'Ly, t=o.2,y ,

b = C<dsal Viaaldsay

¢ = <s5o|Valstoy, o (3.)
d = <d*ol Vviils*od,

o - <dsalvialdta>

y por el nlimero N de bosones,
Para deéscribir la estructura del Hamiltoniano s-d es
necesario introducir ademids de los operadores (2.2) para boso-

nes d, los correspondientes operadores para bosones s ?} s §

que satisfacen las relaciones de conmutacién
CLsoql=t
[§€,8]1 = [n,7]=0o .

Es conveniente ademids introducir una sola notacidn

{(3.2)

para los boéones s v d. Definimos entonces las relaciones

. 2 m'
‘[Y)[—m‘ glm\'} = gj gm , 2=

L2 Lot

[ntw,nt‘m'] = [S" “: g ”] = 0, {3.3a)
7?&%: E‘??m , 'Eglm
e 0o
Moo =71 £ = & . (3.b)

A lo largo de este trabajo utilizaremos indistinta-

donde

11
ey
3

mente las dos notaciones.



Es clavo que el llamiltoniano mis general para boso-
nes s-d se puede escribir en forma andloga a la ecuacidn (2.1)

- ¢ ;nmg‘m R Z Z %(AQ.M“&Q?&MJ ,;)m.mf ;u.'lm>

&im, 4w
Lama L

. Biwl ¢ 1w,
}Z-Ei%'u 7}54;13?\; g g o R

__eZ’y? g .é:_ Z %{aﬁi,ah,l_]v,llafflwi,L)

eﬂz.k,ﬁa

* (&L“)ih [[’ﬂz,x*’]ﬁz]Lx [g.q,‘ X gn;TI % ; (3.4)

donde IQ‘Q‘W\> es un estado de oscilador armdnico de dos

bl

quanta, de modo quecf = 0,2. R
En (3;4} hemos restado en ambos lados el término Al€$
que es constante para N fijo, de modo que el operador &g ﬁ §
no aparece en la ecuacifn y en lugar de €4 aparece €= €4-Ex.
Los elementos de matriz de dos cuerpos < ak, 28, {
I Vil a&f,aﬁl,t_> pueden ser identificados con los parame-
tros (3.1}.
Para resolver en forma general el problema de eigen-
valores del Hamiltoniano (3.4) se requiere de una ampliacibn
del andlisis realizado en el capitulo antcrior y de la intro-
duccitn de tres cadenas de subgrupos de U(0), que corresponde-
rén a tres limites de simetria exacta admitidos por (3.4). Los
resultados del apéndice A pueden de inmediato ser aplicados en
la evaluacidon de elementos de matriz relevantes, COomo se mos-

trari en la sigulente seccidn.
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3.3 Teoria de Grupos del Modelo de Bosones con Interaccidn.

En esta seccibén daremos la solucién general al proble-
ma de eigenvalores asociado con el Hamiltoniano‘del M.B.I. ec.
{3.4), utilizando la teoria de los grupes;ii)

Dejaremos para la siguiente seccidén la interpreta-
cibn fisica del modelo, y para el capitulo V 1la aplicacidn de
esta técnica a algunas regiones nucleares.

El grupo U(6) en el que estamos interesados debe con-
tener al grupo O(3} entre sus subgrupos, de modo que los eigen-
estados correspondientes sean de momento angular definido.

Especificamente estaremos interesados en las cadenas

U(6)aU(5)D0(5)D0(3) , . (3.5a)
U(6)D0(6)D0(5)D0(3) ' (3.5b)
y U{63D SU(3)D 0(3) . (3.5¢)

Procedemos ahora a derivar los generadores y operado-
res de Casimir de los diferentes grupos en términos de 1os ope-
radores de creacidn y aniquilacidn asociados a estados d y s,
ecs. (3.3). .
19

Los generadores del grupo U{6)

.‘Qi’m' - -Q"’h*
me - )?zmg , 4,2 =o0,2 , (3.6)

son 36 y satisfacen las relaciones de conmutacidn

m it _1"‘ e o ] )
Lol ey = eSS - e S L e,



Es claro que los generadores del subgrupo U(5) de U(0) seran

entonces

AMm

Com = M %m ) (3.8)

donde hemos usado la notacidn (3.3b).
. L1
Como es bien Sabldo%ﬁ], los generadores del grupo

0(6) vendran dados por la parte antisimétrica de (3.6), i.e.,

- (3.9
/\.Q,M,Rfm’ - ?()zm g‘t‘m‘ e ’)7‘21!"‘; g‘ﬁ"‘" ; L )

gque son quince, diez de los cuales
Nam,am = Tm g""‘ = o g’“ ' (3.10)

son también los generadores de 0(5).
Los generadores de 0(3), como se discute en las re-
ferencias ( #¢) y ( /¥ ) estdn dados por

Lo = \JT;,"Z <aimz{&m">7’]mngm

(3.113

= J—}E Z Laamm iLe > (ﬁmgm'-ngm) .

™ om!

La segunda expresidn en (3.11) muestra quc 0(3) no
es solo un subgrupo de U{5) sino tawbidn de 0(5).

Solo resta la determinacidn de los gencradores del
grupo SU(3), correspondiente a la cadena (3.5¢). El procedi-
miento para determinarlos a partir de los generadores de U(6)
se ha discutido extensamente en conexidn con los cilculos cen

1o, .
el modelio de capas en la GumZS—ld,om) e estos trabajos resul-

ta que ademis de las i-z dadas por 1o ccuacidn (3.11), estos
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incluyen un tensor de orden 2 definido por

Qo = -ngv—% Z 2 <al'm' [+ Y.m (0,9) [2.2"m" >77£,m. §zl‘fnu

a'm ‘Q"m"

:\l_—;—'[n"ﬂi+\!4T("T§m*7)m§),m=—am2, (3.12)
donde de nuevo los kets §afm)> denotan estados de oscilador
arménicoaq) de 2 quanta y con momento angular-( y ™M respec-
tivamente. En la Gltima parte de (3.12) hemos introducido en
forma éxplicita el elemento de matriz de T )ﬁ,n (o, f)
con respecto a los estados /XX m> | (Es importante hacer
notar que el operador (3.12) no es idéntico al introducido por
Elliot, @m:\jj}qug]i—-\rﬁs:(ﬁgm-rr]hg) . La diferencia
en signo proviene de la manera en que se escogen las fases en
las funciones radiales de oscilador arménico.lq%) Una vez de-
terminados lqé generadores de todos los grupos relevantes, te-
memds la posibilidad de encontrar la expresidm explicita de los

operadores de Casimir.

El1 hecho de que los operadores bosénicos satisfacen
las reglas de conmutacidn (3.3a) nos indica que Unicamente las
representaciones totalmente simétricas son diferentes de cero,
por lo que bastarid introducir los operadores de Casimir de pri-

mer orden de los grupos U(6) y U(5)
A Rm ‘ ‘
N :Znnmg L=0,2 (3.13a)
Lm
A m
nd = %W’“ § ) (3.13b),

i.e., los correspondientes operadores de nGmero total de boso-

nes y nGmero de bosones d, que conmutan respectivamente con
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los genevadores {3.6) y (3.8).

.1 opecrador de Césimir del grupo 0(5) sc discutid cn
el capitulo anterior, y su expresidn en términos de los opera-
dores ??w,J %”ﬂ estd dado por la ecuacidn (2.30)

am’, a
- 'é_“ Z /\\Jtm,ann‘ /I\\ "

mmd
= M4 n - wy ™ 3.14
fﬂa(n4+3‘) (gﬁwﬂ )uj;§m§ ), e
Y por analogia podemos entonces escribir el operador de Casi-

mir del grupo 0(6) como

. l‘m: Bom
= ?i'ilzi. f\em,fvﬁf/\

L 2w

= DG = R AL, §7 57, ¢

La ecuacibn (3.15) puede expresarse alternativamente

COomo
’\a AR A 3

Pra = A\ + K ) (3.16)

= Ba (G0N aes) 75 - (250
(3.17)
(25,577

que serd de gran utilidad al discutir los estados en la cadena
U(6)D0(6)30(5)D0(3).
Ls c¢laro que el operador de Casimir de 0(3) es
A

I = 2o L L,
[y

(3.18)

dado por la ecuacitn (2.42), que junto con el operador



AY

A o m N "
Qa = Z ) Q‘m Q-'m J
™ia ~

2 (3.19)

nos permite escribir el operador de Casimir de segundo orden

de SU{(3), en la forma

A

~ . a 2 a
C =+L + Q (3.20)

como puede verse en la referencia ( /9 }.

Ya que z;a' es diagonal en la base U(6)DU(5)230(5)10(3),
bastari encontrar los elementos de matriz de éia‘ en esta base
si se desea obtener los eigenestados de (3 ) que son caracte-~
rizados por las representaciones irrcducibles de SU(3).

Habiendo determinado los operadores de Casimir rele-

vantes al problema discutimos a continuacién las bases asocia-

das a las cadenas de grupos (3.5).

La Cadena U(6)2U(5)20(5)20(3)20(2).

En la seccibn {2.3) discutimos los estados caracteri-
zados por las representaciones irreducibles de U(5)D0(5)20(3),
que denotamos por los kets | VYA s L MmD> . Para incluir esta
cadena como subgrupo de U{6) bastan las consideraciones siguien-
tes: Escribimos el operador de Casimir (3.6) del grupo U(6)
como

A A ....-’.
A

(3.21)
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Los cigenestados del operuador de nfimero 'ﬁ g , i.e.,
Ng Im> = nins (3.22)

son los eigenestados de un oscilador armdnico uni-dimensional.

Por lo tanto si definimos los estados

IMYAsSLM> = S ivAsLm> (5.23)

&stos son cigenestados de U(5)20(5)90(3) y del operador (3.21})

A

N ImvAsimy =N [nvAsLlmy (3.24)

donde N = n+y .

De este modo (3.23) representan un conjunto completo,
aunque no ortonormal de estados caracterizados por las repre-
sentaciones irreducibles de la cadena {(3.5a).

Ahora procedemos a la determinacidn de los estados
caracterizados por las R.I. de 1a cadena (3.5b) en términos de

los kets (2.23).

La Cadena U(6)30(600(5)30(3)00(2)

Esta cadena difiere de (3.5a) en que en lugar de
U{5) aparece el grupo 0{6)}. Los estados (3.23) son caracteri-
zados por jas R.1. de todos los demés grupos cn {3.5b), de mo-
do que calculando los elementos de matriz del operador de Ca-
simir (3.15) de 0(6) podemos, mediante su diagonalizacidn, ob-

tener combinaciones de estos estados caracterizados por las



R.I. de 0(6).

Es conveniente en este punto introducir coordenadas en
el espacio de configuracidn de U(6), de manera aniloga a su in-
troduccidn en el capitulo anterior para el caso de U(5}.

Es claro que ademds de las coordenadas X om J

™= a,ago,-i,-a3 asociadas a los estados d, (ver ecs.(2.9)},
{2.17)) se requiere una coordenada extra asociada con los esta-

dos s, que designamos por &£

Es conveniente introducir ademas

Kam, AL=0,2 , Kam = Km Koo = X ,  (3.25)

3

para denotar ambas coordenadas con un mismo simbolo.

Los momentos asociados con estas coordenadas

Tham = — S =002, (3.26)

satisfacen con éstos las relaciones de conmutacibn
. g' m'
2 - * -
[ X, T } T ¢ S,e. S.m | (3.27)

y se relacionan con los opecradores (3.3) mediante las relacio-

nes i i
Nem = 7= (Kam = (T, )
[ = (e )

Continuamos ahora con la determinacidén de los eigen-

(3.28)

)
I3

s3stados asociados con la cadena (3.5b), para lo cual notamos

que de (3.15)



£ = N(N+H) (27’ )(Z% £ 5

(M.

A
vy del andlisis anilogo para /A en el capituleo [1, si los esta-

dos q/ satisfacen

Ny =,y (%%m Sm“’ gl) Vo= e, (3.29a)

2
entonces son- automiticamente eigenestados de ;f con eigenvalor

JD()D«H{) , i.e.,
/\a
Cf \{y! :f(fw q)\{v’ , P entero no-negativo

(3.29b).

Usando shora las ecuaciones (3.16) y (2.24)

/\a~ /\a
X /?f?)/'/\sLN\>:f/\(/’\HHK]rnu/\sm‘m (3.30)

A
y de (3.17) y (3.28) K toma la forma

K = (& 0+ Giars) 73 <ﬁ°"‘-ﬁ*§7s"34“5)§
- (p +@3 )57”"7“ , (3.31)
donde
f§“: 2;C<m<X’" , fgéi': C Z;C(”\Trh

(3.32a}

ha= 5 (peT) - %,

_ /\\)‘) (3.32b)
g

2 - m ,_L,.é %9

=) M= = AT

T % ™m ((&‘/ épF$3
S

De las ecs. (3.17), (3.31) es claro que K es5 un

operador invariante de O(5) y por tanto no afectari la parte

angular



¥y

A

XSLM ("5”,12)=Z @:SL(?) ,D,::(w:) ) (3.33)
"3

que aparece en el estado {2.23a),
Por otro lado, son bien conocidas las relaciones

29)

7—7~177>:(m-f)//" s>, gfm:(w)’/"‘m;w, (3.34)

para el oscilador armdnico uni-dimensional.
Utilizando por filtimo propiedades de los polinomios
30 A .
de Laguerre ), encontramos las siguientes relaciones para las

F;A(pﬁ dadas por (2.23)

D \ES ‘ ‘ ;- ]
({6 ‘*”16'5}'5) F}(‘%\: (/\+ai) F; ([5) &[$([\+4 3’19")] E—l (ﬁ\) ’(3.3533
(= pi) Fy(p) = (nvage s E )

A’g[“(}+r}(i\+j+ 5/1}}77& 5:: (;‘3) ‘ (3.3$b)

Mediante ‘las relaciones (3.30), (3.35) es facil en-
.l .

, A 2 |
contrar el efecto de éi? sobre los estados (3.23)

N2 ' NA ’  :
LN, v, AsLmy = Z Ay LK Astm>
' v

(3.36)

donde hemos cambiado ligeramente la notacidn de (3.23).al es-"~

cribir N, en lugar de 7, ya que N= mn+y . Los coefi-
NA

cientes ;\Lfy' tienen la regla de seleccidn yi=yra, Vv

y estan dados por
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A A

A, = v(aNsi-ay) + 5 (w-p) ¢ A{A+3), (3.37a)
N A - . \’//_1

A s = [ (N N=y= ) (V-Ara) (Ve Ae 5 ) ] 77 (3.570)

AV = [ (N-we)(W-r+2) (V-A) (Y + /\+3)]’/‘2‘ (3.37¢)

Yy

La matriz ortogonal que diagonaliza a la matriz
H /¥i€.}[ , o= VvV, yisL N , da directamente los pa-

réntesis  de transformacidn entre las cadenas (3.5a) y (3.5b).

Como veremos mis adelante, las relaciones {3.37) son
de gran utilidad en la diagonalizacidn del Hamiltoniano (3.4).
5in embargo resulta imposible encontrar en forma analitica los
paréntesis de transformacién mencionados siguiendo esté proce-
dimiento, por lo que procedemos ahora por un camino diferente.
Esto involucra la determinacidn explicita de los estados carac-
terizados por la cadena de grupos (3.5b), lo que nos permitiri
estudiar en detalle el comportamiento de este limite en el ca-
pitule IV.

Para determinar estos estados, es conveniente defi-

nir, en lugar de las coordenadas

o . 3
C>< ; ﬂ: T: Q/Qi; ('92, 2*93 H {3.58)
utilizadas hasta shora, el nuevo conjunto
4

b, Sa T, doola, 2, , (3.39)

donde

= btosd

X

[3: bgsng R

(3.40)
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En términos de los variables (3.39) encontramos que
el operador N , ec. (3.21), que estd asociado con un oscilador

armdnico en seis dimensiones,toma la forma

mientras que el operador de Casimir de 0(6), puede escribirse,

usando (3.16), (3.317 vy (3.40)
2 Az oY | o /\2\ okl
L= N piz “9;@/3 )
) - -
+ (/3;;& *.5)6(5%5 + f§3r3 (4X 9- )
_" —‘;‘Co‘rga fl;/A\”

282
Es claro a partir de (3.41) y (3.42), que un eigen-

(3.42)

A Aa A2 g ~
estado de los operadores N s ;f s /\ , L y L~3 puede

ser escrito en la forma

‘ 2P I « A
INPASLMS = BNP,\ f;(b)j,\(g) XsLM (7,8,
‘ (3.43)
N :
donde )<5L~\(W'$“) estd dado por (3. 33), Ekf/\ es un coe-
ficiente de normalizacidén mientras que éi (g) satisface 1la

gcuacibn

_d4° e d . P\ INEY N
(;F?f‘l - ‘{COTSK+/;L'2;3) 3_}\(5) »f’(fw)j/\{cr),

(3.44)

Y la funcién 7? (E)) por su parte es determinada por la
I

ecuacidn



HF

I AL | g ; d
[:( bgdbb % *&"ﬁ,_f_ii) + B )~ 3"%‘§}‘<{2);:N€:( b}, 3.45)

donde J = ('N-f)/l , entero.

La ecuacidn (3.44) es resuelta por la funcidn

S}f(c‘;) = (smd)" QM&'( esd) | (3.46)

30)

donde C s un polinomio de Gegenbauer ~*, mientras que la

ecuacibn (3.45) es satisfecha por

%:(M N g;&(if‘) Cfo(“b&/;L) , (3.47)

30)
donde L. es un polinomio de Laguerre.

El coeficiente BNP”\ que aparece en (3.43) se
discute en el 3péndicé B, donde desarrcllamos los estados
{3.43) en términes de los estados {3.23). Es claro que 1os
parvéntesis de transformacién no dependen de los indices sLM
ya que ambas cadenas contienen a los grupos 0(5130(3)20(2),

de modo que podemos denotarlos, ecuacién (B.2%), por

(A~ ?'.Vm-}\)/; P_A
<NPATNPAY = ) d L pen! (pray!

AV C(napyfa e )

rar3) (N-0) ((N-p)/2)
(P-A) (PrA+a) ((v+n)/a+1)!(( Ye /2 ) !

CN=p)/at L)s (CA-£)/2)s ((A-pr)/a)s
s si ((N-p-v+mI) (P15

{3.48)



e

donde (GYs es un simbolo de Pcchhamcrﬁo} (Ws= alar), . (a+s~i),

La Cadcna U(6)ISU(3IN0{3)30(2}

Como se indicdé al principio de esta seccidn, para ob-/
tener los estados caracterizados por las R.I. de la cadena (3.5c)
se requiere la diagonalizacién de la matriz del operador (ﬁ_l
definido por las ecuaciones (3.12), (3.19). Para ello se re-
quiere por tanto la evaluacidn de dichos elementos de matriz.

De f3.t2) encontramos

A

Q

I

JF [axall
5§ TN TR I

f LTF[Og T 8+ 8T 00
+ L LO3+ T [ME ST 10f.

i

Haciendo reacoplamientos de momento angular y com-
parando con las ecuaciones (3.13), (3.17), podemos reescribir

(3.49) en la forma

Q- & Z W (aaaz;aL) WL'“)//Q{D?“?T*[% <§]°]

<
<
L20,,y

3 A y " A " A A 4 n 2
+ End + L [ana(N-nd+1)+ 2 (Nd+5)(N-na) -~ K~ ]

E}

- %Qg%[[ﬁxn]axg _]: % + ﬁ[ﬁx[%x ET}:E’(s.SOa)

donde\A/ es un coeficiente de Racah. Calculando los valores
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explicitos de MWy usando (3.14), (3.15) y (2.42b), (3.50) to-

ma la forma

N a2 N2 ~ R AR
A oy a2 - 17
Q = 5 A\ ogf + L 5 ot
A r4s
-2 7 g A - 435
A+ SN (and+5) 3 (3.50D)

ZZ?‘-' [EW&U?QXE]Og T f’)?x[gx‘ %T]Oe (3.51)

Ya que conocemos la accidn de todos los operadores

en (3.50b) sobre la base [N VYA S LMD con la excepcidn

74
de el operador E , ec. {3.51), es claro que el problema que-
darid resuelto una vez que se conozcan los elementos de matriz
asociados a éste, .

El operador F  consiste de dos términos, conjugados

hermiteancs uno del otro, por lo que es sufiente encontrar los
elementos de matriz del primero, i.c¢., [j[??x}?}x g ]o 57 )
a partir del cual los correspondientes al seguq@o se deducen
facilmente. La accidn del operador bosénico é en el estado
(3.23) esta dado en 1a ec. (3.34); solo resta por tanto de-
terminar la accidn de {;[,}7)”7]"‘» X g]e en los estados de
U(5D0(5), ec. (2.23).

De las definiciones (3.28) y de las propiedades de

los coeficientes de Clebsch-Gordan de 0(3) es ficil mostrar que

gdﬁ]:[dxd]xxs<}°: [EVXVJXxW]Q+ S{EVanx g}c
P3[R LE T [LEn 67577

3.52}).
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Tomando elementos de matriz con respecto a los esta-

dos {2.23) con ¥ y bV+1 qguanta deducimos entonces

<veL NS LMDy ) g 10 | YASLMY

- Y . o 3 s
= 5\I§5_<V~H,/\,S,LM“3C053'F‘F/\ SLM>, (3.53)

31)

donde hemos usado la relacidn

~ 2 o _ L -2 3
[Eo(xo{] x X ] mﬁﬁ&og- Jﬁif}‘ 3 Cos 37,
: ‘ (3.54)
Los elementos de matriz del lado derecho de (3.53)
son casos particulares de los calculados en el apéndice A de
este trabajo y que ya han sido programados. Estos elementos

de matriz pueden descomponerse en la parte correspondiente a
149 ]

3 -
{3 , para la cual se conoce una fdérmula cerrada , ¥y la par-
As i ‘
te en (os 3% con respecto a las funciones ¢}K (’y) . Es-

tos Gltimos son proporcionales al elemento 33F reducido
(310, As'L , As L ) que se define en dicho apéndice.
Mostraremos en seguida que el Hamiltoniano {3.4) pue-
de escribirse en términos de los operadores de Casimir de las
tres ciddenas {3.5), Whaciendo uso de los resultados encontrados
hasta ahora.
Un breve examen de la ecuacidn (3.4) muestra gue a-
parte del operador de un cuerpo < Ei 77”‘\§~m , Se tienen
- :
solamente siete interacciones hermiteanas independientes que

procedemos a escribir



/S\L. = | L'?gxy?ﬂi.& [‘g"i £ ]O S L=o, 4, (3.55a)
B = [Vyxéj"a?g , (5.55b)
-2 - 2

C = VB : (3.55c)

= [nx;ﬂcgl + "r)'g“[éng (3.55d)

y
A 2% R - R o - ) 1210 -
£ Lopo g1 S+ [ xexg1 L Gesse)
El ©itimo operador es el mismo que se discutid en
-3
conexidn con el operador CQQ& . Utilizando entonces la ecua-

cidén (3.50b) junto con las relaciones derivadas anteriormente
para los operadores de Casimir de los otros grupos relevantes,

encontramos, luego de un poco de algebra

fg\e = -é“?;‘s\‘:!. {'7’/}\44—3) “JS" /fig\ , (3.56a)
Ax =5 t-L e alhtvana(a-2) ] G5oson)
Ay = “-:‘,{“%%,{_l“ls-flw“ %;}\A(ﬁd—a)g ) (3.56c)
é = "\f?(&f*}%\d)ﬁc& . (3.50d)
Co= (NN ) (N= A1), (3.506e)

N ~ A “ )
~ L+ RNAL-ANL + SN - 4§ (3.500)



”~ 3 Ao 2 A 4 | 2 ! N
F = —= % Q - 7;‘/\ + j;LXf e L+ f%-77d

A A A (3.56g)
+ A Na - EN (anda+5) 3 )

De las discusiones anteriores es claro que podemos,
con la ayuda de las relaciones (3.56), escribir los elementos
de matriz de el Hamiltoniano mds general {3.4), en la base de
los estados /N VAs LMD caracterizados por la cadena.de

grupos U{6)2U(5)10(5)D0(3).

3.4 E1 MBl y ¢l Modelo de Capas del Nocleo.

El creciente éxito del MBI ha dado lugar a una serie
de preguntas interesanfes, alguhas de las cuales conciernen a
su relacitn con el modelo colectivo de Bohr y Mottelsonaﬁ).
Mientras que este Gltimo tiende a enfatizar la geometria en la
descripcidn de las caracteristicas nucleares, el MBI en cambio
resalta el papel de las simetrias dindmicas que pueden resultar
de una combinacidn apropiada de interacciones.

32)

Un par de articulos recientes se avocan a investi-
gar las conexiones entre estos modelos, analizandose en el pri-
mero de ellos la posibilidad de introducir el concepto de "de-
formacién nuclear” en el MBI (6 mds bien en un espacio "hibri-
do'" relacionado con éste), mientras que en el segundo se mues-
tra la posibilidad de comparar los Hamiltonianos correspondien-
tes a uno y otro modelo y expresarlos en un espacio de Hilbgrt

comin. Aunque existen alin serias dificultades para establecer

una conexidén clara entre los modelos (en particular el papel del
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bosdn ), ésta cmpicza a vislumbrarse.

In esta seccidn h%rem@s una breve revisidn de los es-
fuerzos encaminados en la otra direccibn, i1.e., en el estable-
cimiento de una conexidn entre el MBI y el modelo de capas nu-
clear. Para ello seguiremos de cerca el articulo de Otsuka,
Arima y Iachello s).

El procedimiento seguido por los autores mencionados
consiste en primero truncar el espacio de Hilbert en el modelo
de capas y posteriormente realizar un mapeo entre este espacio
y el espacio de besones, Aunque el procedimiento requiere ge-
neralmente la consideracidn de varias bBrbitas j., se ilustra
el método mediante el estudio de una sola de estas Orbitas. La
generalizacién a un nGmeroc de 6rbitas no-degeneradas es més com-

plejo pero no contiene ideas diferentes.

El Formalismo de Cuasi-Spin

Consideremos inicialmente los estados fermiénicos en
una configuracidn ’ﬂaQé dada, que pueden ser caracterizados

por el operador de creacidn

.j-.
Antgme (3.57)
donde ?n::~$,....‘ é es la proyeccidn del momento angular
total de cada particula vy Z =t Qﬂz es el spin iso-

tépico.

.. 33 . .
Podemos definir ) el operador de creacidn bosénico
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.COmo
NI DS iz 42l d i |
ym;m; IMILT £ 0t vy Lnimt
ITMtT o Bt 4miz, $mita
(3.58)
donde :T,N\ (t, z) son el momento angular total (isospin)

. 2 + . .
y su proyeccldn. Ya que los A’ anticonmutan, se tiene de las

22)

propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan , que

Im,te - ) Tm,t e R

+
y por tanto el operador b se anula a menos que J +t sea

impar. Para nucleones del mismo tipo, £ =1 y I puede tomar
solamente valores pares. Para pares neutr(’)n—protén J es par
o non dependiendo de que €= 1 & t=0

Para nuclones idénticos, vemos entonces que los momen-
tos angulares mlAs bajos pueden ser J=0 vy J=2a . ¥ gue
podemos cancelar en (3.58) la suma sobre las proyecciones del
isospin ya que <-fi- i; + t-‘il Lt+1>=1 . Scholten et.al.,

siguiendo de cerca el andlisis realizado por Janssen, Jolos y

2% . P . )
DBnau ), omiten los indices M , X y T e introducen los ope-

radores
L )
3 i HH 1~(p ¥
AN\ = I3 ECL X ] (3,004
A L aw 5 L
AL, H[OL x ]M , (3.60b)

U"‘ [ a fay aw ]”‘ (3.60¢)

Ay L]
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~ (1) -m (3 (N o
donde (L L (_é. A o y Clw‘ ¢s el operador de aniqui-

lacibtn para fermiones. Los operadores (3.60) representan en-
tonces los correspondientes operadores de creacidn, aniquila-
34)

¢idn y multipolares para bosones

El operador de nfimero de fermiones estd dado por

N t 4 3.61
NF*%QW‘} a® (3.61)

y la degeneracidn de la capa es ..{) = 3, +§1—- . Los tres

operadores

r““"' * (oY

y =S A (3.62a)
N (o)

\1,{1 A (o , (3.62b)

Seo -;,T(r:jgwﬂ) } (3.62¢)

satisfacen las mismas relaciones de conmutacidn qgue un vector
' ”~

de momento angular (algebra SU{Z@). E1l vector SS se denomina

it

S-

H

cuasi-spin y puede utilizarse para la construccidn de estados
con ‘N particulas y Vseniority” -y , a partir de los estados

con W particulas y '"seniority” ar,

+(n-v)
(N1-L(new)) ! x4 .
l g'ﬂ, U; I M > = e %MW,A_A}W__, + 1 J,.Vl \;__' L M\)
(2= ()
{3.03)
donde los estados ! }fr,‘v/ LM > satisfacen a su vez la

relacién
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(3.64)

z

y se denominan estados de "semiority' miximo.
Al R oA )
Ya que O = 5¢S5- +Sc(%elly S conmuta con S+

,\l ¥ %
S T v LMy = SISy LMD (L (S e ) 47 sy
n .
]
de modo que la longitud de S es S = E:(JQ:~U0, (3.65)

En este espacio, cualquier interaccidén de dos cuerpos puede

expresarse como

\"/ } Z G, [A““mx Am]o

) {(3.66)

donde

Gy = (—}T\iw+f<41m\\f/ifa“m> )
(3.67)

Estados Colectivos

; .. . v
Dado un estado de "seniority" miximo [ v ™M
y , , \

pueden generarse estados con W+ 3 particulas operando con

)
A,

S R P
W%M’ Lm)= N 2 A } A7 0 T Mem Dy TR Mmoo [ LD

(3.68)
donde ﬁ( es un factor de normalizacidn. Los estados (3.68) in-
volucran en general componentes con "seniority"” UV, v-& ¥ Y+,

ya que (n-v) siempre es par. ( /\:;’ e¢s una componente de um
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tensor de Racah({irreducible}del grupo de isospin). Podemos

sin embargo eliminar las componentes con los valores Ly

-2 de "seniority" usando los siguientes resultados

(ngu‘dl+g*g_>iinfvg LM

2 X

= ((S5.(S, -3)-2) “!‘}W, v, LMYy

= {;&Ln-u)(ﬂwm)w(wa\nnx(nwa\nﬂ-cﬁ)-%j ‘,4‘”9‘,& Lmy = 0,
{3.69a)

g

(450~ 6+5,5.) f‘;{ﬂ? T3, LM

EE RS

= (53‘550(50-5}“(& 5; S U=, LMY

s ) ‘ BRSNS
?[i Qv e - = (Ve ) (v +a-n-re) - 24 14 voa im 3. (gb)}

1!

donde hemos usado las relaciones (3.62c) y (3.65).

Definiendo ahora el operador

Pz = (45-6+S.5)

‘fSu~G

(350*&ﬂ~8+gh)3

296-2 (3.70)
es claro que anulard los componentes de bajo "seniority"” y no
afectara a los de "seniority” méximo debido a (3.64). El ope-

rador

[)+' - F}/%f€&3

m o
(3.71)

genera entonces estados de miximo "seniority'" cuando opera so-

bre estados de maximo ''seniority",
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Podemos generar ahora la familia de estados

v, G VR roor bty gkl * ok
FNONENTVES ST DS N R R T
(3.72)
donde « denota el conjunto de momentos angulares intermedios
LL,L;,..,I L_%V_L . E1 subespacio generado por los estados
(3.32) se denomina subespacio D. Usando (3.63) se pueden cons-

truir los estados adicionales

éj(n—u')

D"iv)/xww :J,(n-tﬁ_wﬂ_’ g* }f(D'ES LM Y .

(4 =) (v ,

Ln-v)

147 (S

(3.73)
E1l subespacio generado por los estados (3.73) se de-
nomina subespacio 5-D, que como veremos a continuacidn puede

ponerse en correspondencia uno a uno con los estados del MBI.

Mapeo del Subespacic S-D a un Espacio Bosénico.

En la seccidn anterior se analizé el espacio bosdnico

Y/
generado por los operadores de creacidn y aniquilacién y
I

Rm
; A _
, A= ¢, 2, que satisfacen las reglas de conmu-
tacidn {3.3).

Mediante la accidn de los operadores }?n1 y ?f sobre
el vacio de bosones IO‘> , se puede construir un espacio bosé-
nico que se denota como espacio s-d4 . La construccidén de los
estados puede hacerse en dos etapas como en el espacio S-D. Pri-

mero pueden generarse los estados con (n4zpy)bosones d
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- . PO

L.k . :
. ST ) : |
» A s

.y = 2 ‘ { i . . )
- e S (3.74)

Estos estados pueden clasificarse usando la cadena
U(5)20(5)20(3), y fueron discutidos en el capitulo II. A par-
tir de los estados (3.74) utilizamos los operadores §7 para

generar estados con N = s + hd bosones
[d xLm > | (3.75)

Se puede mostrar ahora que la accidn del conmutador

~ h T
| {) 1 sobre los estados (3.72) da un resultado nulo
L woy A

[ DL D’;fj [ fv xim> = C (3.76)

de modo que los estados (3.72) son simétricos ante el inter-
cambio de¢ dos ‘)t; , como ex el caso para los estados (3.74)
ante el intercambioc de dos ?7Wm .

Esto sugierve que es posible realizar un mapeo de 1los
eétados {(3.72) sobre los {3.74) vy similarmente los estados (3.73)
sobre los (3.75). Es claro que podemos copiar el método del

capitulo II para la construccidn de los estados (3.72), median-

+
te la identificacidn ﬂ? L [) .
Una vez que hemos construido estos estados, que pode-

mos denotar por

T T ; L
70D A Lms e
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Construimos los estados {3.73) en el espacioc S-D como

(n-v)

!E"”“ D=L (mewi)!
1; D )/\/ALM> JH §(Q)L), S* ‘j (D )/\}ALM\>

(3.78)

Los estados (3.78) estan e¢n corrcspondencia uno a uno

con los estados bosOnicos

lSmdm/\ﬁLm>‘—“d n}dm Nulm>, (3.79)
que estan clasificados mediante la cadena U{6)2U(5)20(5)00(3).

Se ha establecido entonces un mapeo de ios estados fer-
midnicos {3.78) a los estados bosdnicos (3.?9), donde Nd = éfxr‘
y el nGmero total de bosones fv = Ys + M4 es igual al nii-
mero de pares de fermiones pd = «ﬁ'ﬂ . La conservacién del
‘nGmero total de bosones es por tanto consecuencia de la conser-
vacitn del nlmero de particulas en el nficleo.

Es importante notar que los operadores fS no conmutan
con los operadores [)+ {aunque si con los /\*{2) }, de modo
que la accidn de S.y debe realizarse una vez que se han cons-
truido los estados de midximo ''seniority'.

Los cstados Ijh({)),lfz a, 2t S pucden scr obtenidos
también mediante la accidn de el operador Lfnél) de un cuer-
po, ec. (3.60c), sobre el estado /4fq, o O+‘> . Es cla-
ro que este estado corresponderi a un estado de dos-cuasiparti-

culas.



61

Comparacidén entre el Cédlculo Exacto v el del Bspacio 5-D.

Habiendo truncado el espacio del modelo de capas cs
importante investigar que tan buena aproximacidn representa con
respecto a la solucidn "exacta" del problema original en el mo-
8)

delo de capas. Este chequeo se ha realizado numéricamente

roponiendo el Hamiltoniano de "pairing” mas cuadrupolo
F g i

H=-GS,S. - K(u™ u?) (3.80)

en la capa J_: LlE/fg_ , considerando hasta ocho particulas.
El resultado del anfdlisis se muestra abajo. En la ta-
bla se ha calculado el traslape entre las [unciones de onda en

el subespacio S-D con las de la diagonalizacidn exacta.

0; 99.9% 2," 99.14 4 3.89
< + 2 + o
O} 896.7% 22 92.0% 42 91.1%
2 + ¢ + o
02 7.1% 23 5.5% 43 5.0%
o El(warbitrarias) = O
e s v :L{. - — 3\"}"
S — -
-—-——-—-v——-————qf R 2 3
T

11. -3 B —— -t

|

|
— __of -y _ e 0 F

exacto 5-D
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De la tahla sc cogcluy@ que a pesar de la enorme 1ve-
duccidn del espacio (por efemplo de dimensién 165 a dimensibn
5 para‘J = 2), el traslape es bastante grande, especialmente
para los estados mis bajos. Es claro ademds que aparecen es-
tados "intrusos', como el 41+ que solo tiene un 3.8% de trasla-
pe con el subespacio S5-D. Esto puede entenderse notando que es-
te estado tiene como componente bidsica un estado con 'seniority"
V= , 1o que en el eéquema de bosones tendria que estar re-
‘presentado por el “"boson g" con L = 4. Estos estados “intrusos',
no pueden por tanto ser reproducidos en el subespacio S-D.

Es importante notar que si los estados "intrusos' no
estan acoplados (o lo estdn debilmente} a los estados del es-
pacio truncado, pueden ser lignorados (o tratados con tcoria de
perturbaciones). Por el contrario en caso de acoplarse fuerte-
mente a &stos, la aproximacidn deja de ser vadlida. Este aco-
plamiento depende de que la interaccién nucledn-nucledn rompa
0o no el "seniority'". Talmi3s) ha enfatizado el hecho de que
ia interaccidn entre particulas idénticas no parece romper el
"seniority", y por tanto se espera que los estados en el sub-
espacio $-D estén separados del resto. La interaccién entre
particulas diferentes, por otro lade, conticnc un término que
si lo rompe. En‘la filtima parte de esta seccidn discutiremos

cual ¢s el tratamlento adecuado en este caso.



El Spin F
En el caso de quevse tengan protones y ncutrones acti-
vos {fuera de capas cerradas), es posible introducir dos tipos
de hosones, bosones de protones y bosones de neutrones, denota-
dos por Sy dm y S, , d. respectivamente.
.Un operador de un cuerpo en este cspacio pude descom-

ponerse en la suma de las contribuciones de protones y neutrones

-~ (Eal LE2) (Caj
Lo = Cx“{ t @V (3.81)

y el correspondiente Hamiltoniano contendrd por tanto un térmi-

no de interaccién entre bosones T7 vy bosones MY

H= Hy + H, + Hiry . (3.82)

En este caso se puede hablar del subespacio $-D como

aquel que contiene estados de la forma

43

e Ny Lo s - h&gj
LL (S ‘:< D;} J"[l 5.,) x{ Uj) JJM fo™> (3.83)

Las razones por las cuales la reostriccidn al subespa-
cio §-D, (3.83), puede ser una bucna aproximacidn,cstin rclacio-
nadas con las caracteristicas del Hamiltoniano {cquivalente a

(3.82) en el subespacio S-D)

J

o
:
h
]
i
Lot
PN
=
+
Lo
e
-
e
e
e
=
-
.
)
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Cuando se consideran por separado,}(n y J[;: tienen
eigenestados nucleares con buen “seniority'", mientras que la
interaccifn entre neutrones y protones J%Wy esti dominada

8)

por el término cuadrupolar

(2 2)
Hpy = -hTT_T . “};“‘ ' (3.85)

que rompe el "seniority'. Sin embargo, esta interaccidn tiene
elementos de matriz grandes entre los estados del subespacio

. 5-D y pequefios para los elementos de matriz que llevan fuera de
é1.

El operador (3.85) es por tanto responsable de la mez-
cla de estados de "seniority"” dentro del subespacio S-D, lo que
a su vez da lugar a efectoé colectivos particulares en nilcleos
con protones y neutrones fuera de capas cerradas.

Para establecer la conexibn entre ei modelo TI-» (ec.
3.82) y el MBI, es conveniente tratar formalmente estos boso-
nes de manera andloga al tratamiento de isospin para los nucleo-
nes. Para’ello se introduce un vector de spin cuyas proyeccio-
nes sobre un eje dado distinguen entre ellos. Se llama spin F
a este vector, y se utiliza la convencidn de asignar Fz = *"/Q
para Bosones T vy FE = - 1/2. para bosones VYV

Los generadores del grupo SU(2) asociados al spin F

pueden escribirse explicitamente como
( 71n ‘\ ‘ﬁ ¥
( 77v ) %, ﬂﬁ § (3.86)
Fa = 5 T E) 7o 6= (
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y claramente Eé es siempre un buen nGmero cuﬁnﬁjco§
Si el Hamiltoniané {3.82) es tal que en cuulquier cs-

tado permitido del sistema las interacciones entre hosones

-1, 7T-Y y p-y son iguales, H conmuta con los genceradores

{3.86) y serd por tanto un escalar con respecto al spin F. En

este caso, y mds en genergl en caso de que H no mezcle cstados

con valores diferentes de F, los eigencstados de H pueden ser

caracterizados por sus propiedades de simetria en el espacio F.

La funcidn de onda total \J puede ser ecscrita entonces como

una suma de productos de funciones <#R en el espacio s-d vy

funciones ~£].R en el espacio del spin F. Los d{qgramus de Young

que caracterizan la simetria de las funciones del spin -I tienen

un namero miximo de dos>reng10ness y va que las funciones de

onda totales \P = Ei(?h f)k , l(que portan las representacio-

nes de U{6}xSU{2)) deben ser totalmente simétricas, esto impli-

ca que #@i ¥ J)_h tienen el mismo tipo de simetria. Las re-

presentaciones de U({6) tienen entonces un niimero mdximo de dos

renglones, con longitudes 7, y Wi  determinadas por el

i

nfimero total de bosomes A\ y el valor del spin T

N+ My = N Ni- M =

a J {3.87a)

i.e.,

no= N+ F L o= TN F (3.870)

~

Los estados con funciones totalmente simétricas en el
espacio s-d corresponden a los diagramas con =N y Ha=0C

y por tanto tienen F = N/2.
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Sc espera que eostos cstados tengan la cnergla mds baja,
pero existen cn general otros estados en que las funciones
tienen simetria mixta, que deben ser caracterizados por un va-
lor de F menor. Debe enfatizarse que H no necesita ser un es-
calar con respecto al spin F, puede contener por ejemplo fun-

N "
ciones de Pd y F:g . En este caso la interaccidn rompe la
degeneracién para las funciones de onda con diferente valor de
F s, pero no mezcla las diferentes representaciones. Estos tér-
minos pueden tomar en cuenta la diferencia entre las interaccio-
nes entre neutrones y protones que estidn en diferentes capas.

Se puede decir entonces que el MBI es un esquema apro-
piado para la descripcidn de estados colectivos a bajas energias,
si el Hamiltoniano del sistema combinado (de protones y neutro-
nes de valencia) no mezcla estados con diferentes valores del
spin F.

36)

El cdlculo numérico verifica que los estados total-

mente simétricos son en verdad los mds bajos en energia, pero

36)

un anilisis cuidadcs§” muestra que el sistema combinado puede
ser aproximado razonablemente por funciones con buen spin F
solo en el caso en que protones y neutrones ocupen ambos la pri-
mera o la segunda mitad de sus respectivas capas.

En este trabajo no analizarcmos mids las conexiones del
MBI con el modelo de capas, sino gue nos restringiremos en ade-
lante a estudiar las aplicaciones del modelo a las distintas
regiones nuclearcs.

En el siguiente capitulo analizaremos detalladamente

la estructura del Hamiltoniano s-d en los diferentes limites
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{3.5), los cspectros caracteristicos y reglas de transicidn

entre las distintas bandas. Sehalarcmos asi mismo la existen-

cia de regiones nucleares donde estos limites se manifiestan

en forma muy aproximada,



CAPITULO IV

LOS LIMITES EXACTOS DEL MODELO DE BOSONES CON INTERACCION:

4,1 - En los capitulos anteriores hemos discutido ampliamen
te el modelc de bosones con interaccibn desde el punto de vista
de la teorla de grupos y se ha mostrado gue el Hamiltoniano mis
general dentro del modelo puede ser expresado en términos de

los operadores de Casimir asocociados a las cadenas de grupos (3.5).

En principio, las relaciones (3.56), gue muestran la
relacifn entre las posibles interacciones dentro del modelo con
los operadores mencionados, pueden considerarse como la solucidn
formal del problema mediante la aplicacidén de una técnica matemi
tics apropiada, va gue conocemes la accidn de cada uno de 8stos
sobre la base (3.3a).

En principio no existe ninguna razbn para gue los nf-
cleos deban exhibir alguna de las simetrias dindmicas exactas deg
critas por las cadenas (3.5), v si este fuera el caso la solucidn
general descrita en el/capitulo anterior no tendria un significa~—
do mds alls que el de representar una técnica poderosa para resol
ver el problema. Resulta sin embargo gue los tres tipos de sime-

33-49) en forma aproximada, por

tria se observan experimentalmente
lo gue cada una de las cadenas (3.5) parece corresponder a una di
namica nuclear definida. Cada una de las simetrfas exactas descri
tas en el capitulo anterior tiene entonces relevancia fisica y es
necesario estudiar detenidamente los espectros v probabilidades

de transicibn gue las caracterizan., Fsto permitiri a su vez estu-

diar las regiones nucleares intermedias e interpretarlas como re
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giones de transicifn entre &stog limites exactos, como veremos

en el siguiente capitulo.

Simetrfas Dinamicas

Ya que U(6) es la estructura de grupc del Hamiltonia
no (3.4), esto implica que el espacio de Hilbert asociadec a &g-
te es considerado como el espacio de representacién para todas
las funciones de onda de cardcter colectivo a bajas energias,
de modo éue_d@be ser posible describir dentro de este espacio
la gran variedad de espectros observados. Puede suceder gue pa-
ra un cierto valor del nfimero total de bosones N los coeficien
tes en el Hamiltoniano nuclear sean tales que una simetrfa di-
nmica hace su aparicifn. El concepto de simetria dindmica ha
sido de gran utilidad en diversos campos de la fisica. Es bien
conocido el papel del grupo 0(4) en la din&nmica del &tomo de
hidrégeno y su relacifn con las degeneraciones presentes en su

espectro qi}_ Del mismo modo el grupo dinamico S5U{3}) juega un

papel fundamental en el campo de las particulas elementales VA).
En lenguaije de teoria de grupos, una simetrfa dindmica surge en
el caso de que las interacciones sean tales gue ¢l Hamiltoniano
del sistema puede ser escrito en té€rminos de log invariantes de
un grupo G, de mode gue las representaciones de G pueden dejar
de ser degeneradas pero no son mezcladas peor el Hamiltoniano
43)
Como se indic® anteriormente, existen en la estructura

del Hamiltoniano (3.4) tres simetrias dinZmicas, que pueden ser

caracterizadas por el subgrupo G de U(6) que las define:
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ayG= U(5) blG= SU(3) y ¢)G= 0(6).

Procedenmos ahora a discutir cada una de estas simetrias,
pero artes mostraremos en éué forma el Hamiltoniano s-d y los co
rrespendientes operadcres de transicidn se reducen al Hamiltonia
no y operadores de transicidn derivades por Janssen et.al. a par
tir de consideraciones microscdpicas que involucran pares de fer
miones ag).

El Hamiltoniano (3.4) describe estados cuadrupolares
colectivos, de modo que el operador de tyansicifn de mayor rele
vancia asociado con ellos serd el operador cuwadrupolar eléctrico,

definido en términos de los elementos de matriz reducidos

<C(Héclld> Y <d“é|\5> por la relacifn 38)

(El} ? [ %)h )k} + ;‘l; [7])( g ]: } (4.1)

que es el operador mds general de los generadores de U(6) (tensor
de Racah de orden 2), de modo que el operador (4.1) estd carac

terizado por los dos nlmeros

TLE <Al s> 4.2)

!

9% = <dnpaQnd> .

Si consideramos ahora los estados base!(S cJ)/VV/\ i_/w>

notamas gue podemos tomar en forma explfcita la accidn de los

A A N — -
operadores asociados con el boscn S, (e, MNs = N -2y, V , %‘
ecs. (3.22), (3.34), de modo que (3.4} puede escribirse alterna

tivamente en la forma
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T A (N-na)ng 4+ C&c\hy—ﬂd){wm)mmzlxIgvi/\SL<N\>

o \_ A‘V f;’h} - A n ".f/}l ) .
+ “*(LL}/“]] xg]o(/\«~>\d) FA-1 vV AsLmD

A I ;/'3“ _ ) Cwa o -
o ; VT Ty P “ > {4.3a)
T UN-Nnd +0 ) L7« L%x%] ] NN 2Ly

¢

i

’ol\é L7/‘.x?'HO{(K%;M}{/QI*?{JH)) B S A VI

o

n A A A ;’/’3: . Cx -
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donde

(R

Cl_ = <Q—I‘—L L,.. i\/fl)d L >{3\Lfi§ - . L:(“’;{;L}‘ ,

Lo EJ%(dSli\/;m'ul%‘;‘\,\,

Ve = L d%oVal sty
{4.36)

a3 Cdsalvalds ay
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i,,_
/

J
53
¢

<
o
S
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Notese que la conservacién del nlmero total de boso-
nes estid garantizada por la estructura de la ecuacidn (4.3).
En forma similar, (4.1) sc transforma en la cxpre-
sibn ‘
T th\sL:v‘\y:?j;k} ﬁh(ﬁ—ﬁa)ws/\aq,w\um>
A A 'fa } (4.4)
+ (N-na+) " Ey /\1+s,y/\sr_m>§ t 9a [77x§]: INVAS Lm>.
Estas expresiones son idénticas a las derivadas en la

referencia{ag).

4.2 E1 limite Vibracional GE U{(5)

Si consideramos el caso en que la diferencia de ener-
gia € entre los 8osones s vy d es mucho mayor que los términos
de interaccién CL_{?L;t&L es claro que el Hamiltoniano se-
rd4 invariante ante transformaciones separadas entre las cinco
componentes del estado L = 2. Los estados serin caracterizados
por tanto, por el niimero de bosones ocupando el nivel L = Z, W4,
y una simetria (aproximada) emerge de la descomposicién

U(6) D U(s) x UlL).

El 1imite vibracional, en el sentido convencional de

la palabra es descrito en la representacidn bosénica por el Ha-

miltoniano de Bohr, ecs. (2.19), y por el operador de transicién

Th(él) = qux (nh* Ea), (4.5)

donde el nfimero de bosones Md puede tomar cualquier valor 0, 1,
2, s . Estos operadores son casos particulares de (4.3) y

(4.4) si nos olvidamos de los factores introducidos por los bo-
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sones s (factores de corte).

En el caso del MBI, un valer grande de ¢ justifica des
preciar los términos en el Hamiltoniano que involucran una inter-
accifn entre bosones s y d, i.e., U, V. ¥ f; en la expresidn (4.3s)
Por otro lado el término(iogs(ﬁ>q) representa una interaccidn en
tre bosones s que no puede jugar papel alguno en la determinacibn
de los espectros, como puede verse del siguiente argumento: reesg

A

cribimos el operador como o (&-ﬂ4)(p$_ym~_”

4 A A A AR
= f«{e{f’\fl—f\f)“k Uo (L-2N ) hd + U My

vy consideremos el lado derecho de esta expresidén. El primer tér
mino es constante para cada nGcleo de modo gue s8lo contribuye
para la energia de amarre del nficleo. El segundo término puede
incorporarse directamente en el té&rmino & ﬁd (renormalizacidn
de la € ) v es poco importante para valores pequefios de N. Por
iltimo, es facil demostrar a partir de las relaciones {3.56a -
3.56c¢) gque la interaccidn W%d es una combinacidn lineal de los
AL. y ﬁd de modo que no es independiente, por lo que el Hamil

toniano apropiado para este limite puede escribirse como

i - . A (4.7)
H= end + 4> ¢ AL,
[
Md e, N,

N
con AL., L = 0, 2, 4 definidos por la ecuacidn (3.55a), que es

idéntico al Hamiltoniano poara bosones J , ecs. (2.40).

En este limite se utiliza el operador de transicidn

A

.TR{EAQ = 9y ('?/’.q + §h) + 3; (;jx %]Q , (4.8)
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que puede ser generalizado como veremos més adelante.

Queremos enfatizar agquf que el término thth de (4.6)'
juega un importante papel eﬁ la transicién a ndcleos rotacionales
y de simetria O(6) va que, como veremos en el siguiente capitulo,
a medida que el valor de N se incrementa ¢ disminuye y las inter
acclones iia,g%y‘t& en (4.3a) son cada vez m&s importantes, dando
lugar al rompimiento de la simetrfa U (5)xU (L) . Vemos por
tanto que dentro del modelo los limites vibracionales se presen
tan para valores pequenos de N, lo que coincide con lo observa-
do experimentalmente.

El problema de eigenvalores asociado con el Hamiltonia

no {4.7) fue discutido en el Capitulo II, donde encontramos éstos

en forma cerrada, ecs. {(2.44)

E(na, A, L)=€nd + g;:m {(ma-n +{3(7|d-—/\)(nd+gu 3) (2.44)

+ 7Lt -bnd),
donde

u(t: A (8(:,14—(0(.&;} y
4

{?}: ;"6" (C_c - X 4 "17)'

XWi}t (Cw-“ﬁl)~

La expresibn (2.44), genera espectros con regularida-
des apreciables. Ilustramos &stos con un ejemple tomado de Ari-
ma y Iachello 53).

Es claro que la ecs. (2.44) describe el espectro de
un vibrador anarménico debido a que la interacci6én bosdn-bosdn
rompe la degeneracidn de los tripletes. Se pueden distingmr ade

mis diversas "bandas", si estos se definen como un conjunto de

niveles conectados por valores grandes de la transicién B2
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{£ste es el caso como se verd més adelante). Arima y Iachello lla

man a las bandas mds importantes Y. X, - «' -' , 4y
y las definen como sigue, en la motacitn |y o . -« -
banda Y [ S VA S (RS- I R S

banda X |V oy, L L=zav-2a.m>,

banda 2 } v, ¥V, L, L:Q}—%,N\>;

(4.9)
banda X' |V, v, L, L=21-4,m>,
banda 2! Lwv, V., L, L=ay-5 M>,

banda i

¥
x
~
i
e
pm
-
14
M
%
i
ol
2
v

banda 2\ lv, v, L L=2y-t, m>.

Algunas de las bandas tipicas se muestran en la Fig.1l .

£l cdlculo de las probabilidades de transicién EZ,
ecs. {4.8), reguiere de los métodos desarrollados en el apéndi-~
ce A, para lo cual es necesario expresar (4.8) en términos de
los operadores '%nﬁ'ﬂlh definidos por las relaciones {(2.17},
{3.28},

Ami‘&l} . . t 0 . (“{ \ \
Te "= E4 e s Ldr Ly v Lmenl, 3
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El ciiculo de elementos de matriz del operador TT,, se

puede realizar en forma directa, utilizando un truco debido a

Hess Qq). Para ello notamos que si
L N g m (4.11a)
H»Q I ( %‘n ?T'yy\ Trm + z D<mo< ) )
™

entonces de (3.26)
T = ¢ ( Ho Ko = K Ho ). (4.11b)

Conviene en este punto introducir los estados ortonor

males lyAaeLmm> definidos por la relacidn
(A, L) y
~if2 ‘
lvatims = 2 Lecin,0] " Ot lvasLmy, (4.12)
. S
donde la matriz ortogonal l]c%bt(A,L ]i‘ es la matriz que dia

gonaliza los productos escalares

N\ss' = <uASLMIVAS LMD, (4.13)

l.e.,

éM& - H €t (AL H . (4.14)

De las relaciones (2.37) vemos que la dimensifn méxi

ma de ]i AAss'“ estd dada por la foérmula

D(Mss(n0) = L e rt],

donde [~«J indica la parte entera de la expresifn, de modo

(4.15)

que la ortonormalizacibn es trivial para los valores de | en

gque estamos interesados.
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Utilizando los eigenestados ortonormales (4.12) vy

las relaciones {4.11), obtenenos

Ty At UM Tl v A€ LM

9 (4.16a)
= -V A T D M K [ VAT LM S,
y
- Yt i 4 2
SV AL UM LTl vatim>
(¥'-v¥/a 2
= () Sy Nt UM [Xx ] [vAtLM>, (4.16b)

donde la filtima expresifn se obtiene escribiendo [TTAYT]i;

en forma explicita y utilizando (4.11b) dos veces. Vemos por

tanto gque los elementos de matriz del operador de transicibn

(4.10) pueden calcularse en forma general, utilizando los re~
sultados del apéndice A.

En esta seccidn estamos interesados en obtener valores
analiticos de elementos de matriz del operador cuadrupolar eléc-
trico entre y dentro de las distintas bandas, definidas por las
relaciones (4.9). Para ello aprovechamos la simplicidad de las
funciones de onda gue las describen. Para ilustrar el método
tomamos el caso de las bandas?{ Y >< , €l cadlculo para las otras
bandag es muy similar.

En el lenguage del apéndice A, la banda >/ puede de-

notarse por
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. 5 -'/1/%{
vy Lo vy = A Xy e , (4.17)

donde Ay debe determinarse de modo gque (4.17}) esté normalizado.
Para calcular transiciones en esta banda es necesario evaluar el

elemento de matriz

YL}@,p z <yryilavay 1 Keg | VeI Yri L avea area>

* e v _RR .
- S /'\n-n /‘\i 0<ay+ 0<:+ e A dv (4.18)

que puede obtenerse a partir de la integral de normalizacidn

A

’ A *y v -p
Kyriavavivytavavd>= ALl Vo Lz e’ dv, (4.19)
v ,

Para calcular (4.19) hacemos la substitucifn (ver

apéndice A)
. {.@ \
X3 = \?'_,5 /5 SinX Sind @ ) (A.13a}
dV = 9m X S8 CosFdpdudSdody (ai)

con lo gue se convierte en una integral trivial, encontrindose

/2

A, = 72 //u'-")//'l ] (4.20)

La relacibn (4.18) puede expresarse ahora como
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PRV BN

V] ‘:' '\*.ff S H‘,‘ - ord ; (4.21)
) { B /

de modo que la correspondiente probabilidad de transicidn re-

¥)

ducida}

.'_: . — cll_ «{-i_ . '”é.élv) R ( ) .
B(L;z; LL «ol_§j‘- ESE%IZ‘ £< L&}} ‘ ” | >J , 4.22)
resulta ser en este caso
' ! * (4.23}
E%y (Em;tly+1-¢&y) - ;~< 31) ())+I) , .

)

donde se ha usado el teorema de Wignerchkaf%'en la evaluacidn
del elemento de matriz reducido asociado a (4.18).

para el cilculo de la transicidn de la banda X a la
vbanda >f requerimos, ademds de (4.17}, las funciones de onda a-

sociadas a la banda X

V-2 . N )"/,1:/'7»)'
[vylLav-aav-2a>= By Xy ¥2a35¢ (4.24a)

0 . . .
donde gn;se determina de manera analoga a /\y , mediante la nor-~

malizacién de las funciones de onda {4.24a). Encontramos

~5/y L Y/a- i
E%L = Ifm,_uwgggw_ﬁﬁ,p ) (4.24b)
: ((y-m,‘(%;/ﬂﬂ“{ :

de modo gue el elemento de matriz buscado puede escribirse como

(xY)

= WJuel vat 23 av iyl vy Lay 11
brice

¥ i ()r' ’_;’(‘ Vel % S
= Ay Buo | XaxoxXa 23 e AN (4.25)

A%
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Para evaluar (4.25), se requiere usar la expresifn
explicita de § 11§

. i —_ Y
%&,&% = ada XaXe - J3 X

junto con las relaciones (A.13 - A./y )} de las o(m en términos
de las nuevas variables. Substituyendo en (4.25) y haciendo uso

de (4.20) y (4.24Db), se encuentra

/2
(XY )iy (‘Q)}/(WH)) ) (4..26)
de modo que la correspondiente probabilidad de transicibn re-
ducida estd dada por
i * (4.27)
Bxy (Ea; 2y —av) = S_"(a'l)(;")j“)/(*ﬂf'l) , )

donde de nuevo se usd el teorema de Wigner-Eckart y el valcr

explicito del coeficiente de Clebsch-Gordan.

S . /2
<ayaavolayay>> = (av(‘“’“}/({:wm(wfz))) .

En la Fig. 2 escribimos los elementos de matriz re-
ducidos asociados a las transiciones entre las bandas‘yn,){ ¥
7 a través de la relacidén (4.22).
Las bandas definidas por las relaciones (4.9) apare-
cen entonces conectadas por transiciones con valores grandes
de B(E2). Para cada banda, con excepcién de la banda )f , una

fraccidn cada vez mayor del decaimiento va a la banda >f ,mien-
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tras que el spin decrece.
Los elementos de matriz asociados con las otras bandas

pueden también ser calculados en forma analitica.

LAS REGIONES VIBRACIONALES

~ Consideremos ahora las regiones en donde el limite des-
crito por la cadena U (6)DU(5)D O(5)DC(R)parece ser adecuado.
Estas aparecen senaladas en la Fig. 3. Una condicién necesaria
mas no suficiente es que las transiciones con A& Y =2 sean pe-

quenas y que un patrdn vibracionalde dos fonones esté presente

.
con un triplete 0+, 2+, 4,con energias cercanas al doble de la

energia del primer 2%, Las regiones senaladas en la figura 3 se
caracterizan por tener tanto neutrones como protones fuera de
capas cerradas.Las condiciones mis favorables parecen surgir
cuando N (6 2) eé 4-6 particulas después de una capa y 2 (8 N)
es de 8-10 particulas despu&s de la capa cerrada.

En las figuras 4 y 5 se muestra ia comparacibén entre

8)

. . . 3 102 o .
niveles experimentales y tebricos para los nficleos R, , Cd

y'uF{ , donde se ilustran algunas dificultades como es la apa-
ricidn de niveles provenientes de otras excitaciones. {modos oc-
tupolares, eétados de dos cuasiparticulas,etc.) Mas tarde se ve-
rd que en el caso del Pt su descripcibn es mis adecuada en té&r-
minos de la simetria 0(6).

Por Gltimo en la tabla 1 se muestra una coleccidn de
"branching ratios",B(E2), para los is6topos del Xendn. Aunque

el patrdn general se aproxima a las predicciones del limite vib-

racional, es necesario considerar el rompimiento de la simetria
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Tabla

i.

nXe, e, UXe, WXe,
2y =0~
W(X}O“) 0.17 057—0.64 101 1.48-1.99 1.86—3.89 8}
$ Th
3 2t ,
ERg (x10-%) 1.03 1.41-1.54 — 1.99 299 0
Ly
2
Q.50 0.24--025 - 046072 0.16 3:.0‘400
4, = 2t
if;‘“i‘T(*m") — Al-142 — 128 - 0
7 T4y
e
— 095105 — 0.94 050 ﬁ=0.909
— 338 — 4.97 3.90 0
5
—— .46 o 1.26 0.98 T - 0454
1)
— 0.64 - — 1 < 0450

21
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exacta para explicar las transiciones "prohikidas"™ QN =2,

que crecen a medida que nos alejamcs de capas cerradas. Un
anfdlisis en esta direccién:se planea, utilizando el Hamilto-
niano mds general del modelo,ec. (3.4) v el operador mas ge-
neral de transiciones cuadrupolares.

Como Gltimo punto en esta seccibn sefialamos gue pro-

piedades tales como transiciones multipolares, transferencia
de pares de nucleones, etc., pueden ser analizadas de manera

directa.

4.3 BEL LIMITE ROTACIONAL G ES8U(3)

Como se menciond anteriormente, esta simetria dind-
mica puede hacer su aparicidn cuando los valores de € son pe=
quenos, de modo gue las interacciones entre los bosones s y d
adéuieren mayor importancia. En la seccifn anterior se vid que
esto es factible cuando el nimeroc total de bosones N es sufi-
cientemente grande como para que el término =R &‘Qd ; que apa-
rece en la expresibn alternativa del Hamiltoniano s-d en tér-
minos de los operadores en las tres cadenas de grupos{ver ecs.
3.56), préacticamente anule el valor efectivo de é . Como vere-—
mos en el siguiente capitulc, de hecho la transici®n de nfcleos
vibracionales a rotacicnales se manifiesta precisamente cuando

el nfimero total de bosones aumenta, como en el caso de los isb-

4}

-

. 1
topos del Samario
Las condiciones microscdpicas bajo las cuales esta si-

metria aproximada se manifiesta son objeto de diversas investi-
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s . , E]
Jaciones recientes. 5)

En esta seccidn aprovechamos los extensos andlisis rea-

N 3 - 18,14
lizados en conexidn con la capa S-D del nfcleo )

para describir
brevemente el tipo de espectros y probabilidades de transicifn

predichos dentro de este limite, asi como su comparacién con el
experimento.

Pel andlisis realizado en el capitulo III es claro que
una combinacidn definida de interacciones de dos cuerpos ( cuyo
valor explicito puede obtenerse al invertir las relaciones (3.56}}
conduce al Hamiltoniano

A ;’:} 2

Hadaij 3‘ Q';‘Q}:-K M

y (4.28)
L} ( }

A
donde C{ estd dado por las expresiones (3.49) v {3.50}.
El operador de Casimir de segundo orden del grupo SU(3)

estd dado por la relacidn {3.20}

N ~ /\Q
v
o +
C T L Q : (3.20)
cuyos eligenvalores tienen la forma 14)
C(f ) = 3“(,(1+ P K+ 36 ew))
LA W 3 Pt e A / (4.29)

donde {Kﬁ,;\) caracterizan la representacidn de sU(3) a la ma-

0

nera de Elliot. )
Los eigenestados asociadog al Hamiltonianc {4.28) pue-

den por tanto clasificarse de acuerdo a la reduccidn
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(e D suiz)y D O Do@
N (AL ) L M

con los nmeros cudnticos indicados. Es necesario incluir ﬁh
indicerextra, que denotamos por X , que distingue distintas
representaciones irreducibles L de 0(3) contenidas en la RI

([,/w) de SU{3). La manera de escoger esta X no es Gnica,
sino que depende de la manera en gque se construyen los esta-

dos

[N CAu) xLm > .
' (4.30)
En la literatura existen diversos m&todos de construir
los estados (4.30), entre los gque destacan el de Bargmann-Mo-

4, '
shinsky 177, E1liot 7°) "8)

.y Vergados.
En la base de Elliot se utiliza el fndice K ( en lu~-
gar de la X ), gue estd relacionado con la proyeccifn de L a
lo largo de los ejes principales fijos en el éuerpo. La base de
Vergados esti relacionada a la de Elliot de manera cercana, ya
que consiste en introducir cémbinaciones lineales de los esta-
dos de Elliot en las distintas K's, tales que los estados resul-
tantes satisfagan la condicidn de ortonormalidad. 48)

De las relaciones ({3.20) y (4.29) es claro que el Hamil-~

toniano (4.28) es diagonal en esta base, con eigenvalores

FCINT(Ku) xLm)

it

£ (4L (e - 2CRp) )

- 3 ' -
= ket Ceem ), (4.31a)
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- - . - -
donde K = %~K' v o U in W) 5 ol s(arn) {4.31b)
Enumeramos a continuacidn los resultados concernien-—
tes a la descomposici6n U(6) 7 SU(3) > 0(3), restringiéndonos

. . . - 70,48
en lo sucesivo a las discusiones de Elliot y Vergados. et

Para

una revisidn muy completa de la relacidn entre las diferentes ba-~

ses para la descomposicidn SU(3) D 0(3), remitimos al lector a

un articulo reciente por Moshinsky,Patera,Sharp y Winternitz. ¥9)
Primero estamos interesados en la descomposicidn de

la representacitn [?@] de U(6) en representaciones (X'hu } de

SU(3). ’Ojﬁsta viene dada por

{©, N) I fJQ”I'

[N] = (AN, 0)® (AN-4,2)® ., . @% (2, N=1) AN mon

(C,A-3) N-3 par
(a,N4) nN-3 mnen

@ (an-6,0)® (RN-16,)® .. .. ® %
@ (an-12, 0)D (AN-16, )@ . . ..

(4.32)
mientras gue la correspondiente reduccidn de SU(3) en repre-
re
sentaciones de 0(3) queda definida por las relaciones )
L= K, K+l, K+2, ... (Krmax(£ W) , (4.33)

donde

O

= 2re = min (K n(£n)-2, .. L&
K=enterc = min(Ka), min(L . 3)
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con la excepcidn del caso K=0, para el cual
[= max (L), max (,(jw}";l, .. Ld o (4.35)

Si Ki yKases.. Kpy son nfimeros cudnticos de
Elliot ocurriendo en una representacibn (f,f&) dada, tales
Cque  Ki< Kad Kz ... L K¥w, la base de Vergados serd etique-
tada por los nlmeros cufnticos X,, Xa,..,. Xn con X; < Xa..LXn,

definidos por las relaciones
[0 Lm> = 1R Kiem >,

[ A Xa LmS = xa, [ Kiem>o + Xaa 160 KaLMS>,,
M ’ M

-
#

> xe, | O (4.36)
;_; K;.(}' l((,/‘*) KQPLM>0 ;

-

i

| (60) X2 Lm>

donde los estados }{fw‘)KLM}D estan relacionados con los es~
© tados de Elliot |(fu)KLms @ través de la convencién de fa-

se

,X:r&

‘ (.f‘/,u\) KLM>g = ¢ IQX,_,MKLM} )

y donde los coeficientes X{3y se obtienen de exigir

o

L hpxiem | Sy Lmy = 5:} . (4.37)
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La secuencia de nlmeros %, Xo, . ., *»n ,ser& enton-
ces la misma que K., Ka, s Kvw , pero por definicidén los
valores de I contenidos en.cada x: difieren de los gue se a=-
spgian con K. . Cuando L ocurre solamente una vez eh una re-
presentacibn dada, entonces pertenece a la X més pequena;
si ocurre dos veces pertenece a las dos X<y més peguefias, etc.,
con la excepcidbn del caso en que X =0 ,donde L estd restrin-
gido a valores con la misma paridad que A

La estructura de los espectros en la base de Vergados

aq)Notamos la

se ilustra en la figura 6, para el caso de N=8.
degeneracifn presente en las primeras dos bandas laterales, gque
en el modelo geométrico se identifican con bandas de vibracién

{3 y Y . por otro lado,en este limite las‘vibracienes;? v r
no son armdnicas, como en el caso geométrico,i.e., la banda“&/B”
{en nuestro caso ( (aN-8 , Y ), K=0} , no empieza a una ener-
gfa igual al doble de la energia de la banda B lan-9 ,2),
K=8). Esto solo sucede en €l limite donde N —p o0 . La diferen-
cia fundamental sin embargo, reside en el nimero finito de es~
tados predicho en el modelo, a diferencia del nlmero infinito
en el médelo geométrico.

Indicaremos ahora brevemente la forma en que se cal-

culan los elementos de matriz del operador de transiciones cua-
drupoclares, ec. {(4.1), en ciertos casos particulares.

El operador {4.l) puede reescribirse en la forma

(3) -~ () ARRES
Tm = 79\ m X Q“m 3 (4-38)
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N

donde G, estd cdado por la ec. (3.12)

EN - . _
~ - mi

(x'm - \j.?‘i‘: L 3{“‘ %J‘m 'f J j;"_ (77%7)3 * }i3ﬁ % ) ; (3.12)

A
mientras que el operador ﬁgwqesté dado por

@"m = E?}xglf; , (4.39;

de modo que
?&:\ % fC}Za (4.40a)
o= 95 -Jz E‘\;‘l h (4.40b)

H e
5i ahora consideramos el caso ‘11 :Jjﬁ ?& , l.€.
—,— {2} ANES tay 7
oL =0, . :‘}acgm , de modo que Wjﬂ es proporcional a un ge-
nerador de SU(3}, se puede realizar un cdlculo analiticgmqg de
los elementos de matriz en la base de Vergados.
Aqui no estamos interesados en mostrar la forma explfi-
cita de estos resultados, ya gue resulta bastante complicada ,
A
¢
més alin en el caso de incluir el operador Q..{ec. (4.39}).que de-

39) En lugar de ello

be tratarse por teoria de perturbaciones.
indicaremos el método de evaluacifn de lcs elementos de matriz

de (4.1) en la base fundamental U(6)D U(S)D0{(5)D0(3), va que
a partir de ellos pueden construirse de inmediato los EB. de M.

correspondientes a cualguiera de los limites dinimicos del Ha-

miltoniano (3.4). Esto resulta evidente cuando recordamos gue
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son conocidos los paréntesis de transformacién entre las di-
ferentes cadenas.

Para lograr esteiobjetivc basta aplicar el operador
{(4.1) a los estados];ﬁy;\3ij> y escribir explicitamente el
resultado de la accibn de los operadores i} y % sobre éllos,
ecs. {3.34). Si después repetimos el andlisis realizado en la
seccidn anterior, reescribiendo V%ﬂy Eyn en términos de las va-

riabies Xwm y Twm y utilizamos el nmétodo de Hess ¥

para la e-
valuaci6n de los elementos de matriz de [lw , se encuentra di-

réctamente la relacidn

(Ea) . )
SAVAE LM [ Te TNYyAT LM

q {(nv-2) ;/&, . s
?& ( oY ) (Yoyr VSNV AEL MR [N VAE LM

+ ( (N-p'41)
2

7ES D)
) (y=y'+1) <NYVANELM] KelWyntLm g

U (V) /a ‘ , a (4.4
Ia(t+© ) KNYINE UM [axx ] [N VAELMS .

+

Como se puede ver en el apéndice 4, los E. de M. gue
aparecen en (4.41) ya han sido programados.

Para concluir esta seccidn indicaremos las regiones
de la tabla nuclear en que se manifiestan las simetrlas asocia-

das con el limite rotacional del modelo.

Las Regiones Rotacionales

En la figura 7 se muestran las posibles regiones ro-
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tacionales en la tabla nuclear. Una condicidn necesaria es gue
las energias en la banda del estado base se comporten come L (L+1)
s pero para una simetria SU(3) exacta las bandas "{3" y "¥y" de-
ben ademds ser degeneradas, Bsta Gltima condicidn es dificil de
verificar va que estas bandas se encuentran por lo general en
una regidn de energia gue corresponde a estados dé dos cuasipar-
ticulas, por lo que no es f4cil distinguir estos estados de los
de naturaleza cclectiva.

Existen sin embargo algunos nlclecs en Que parecen cum-
plirse muy cercanamente estas condiciohes,como puede verse en las
figuras 8,9 y 10. 39)

Una prueba mis estricta de esta simetria es la de sa~
tisfacer las reglas asociadas con los valores B(E2) en este 1li-
mite. BEsto no ha sido realizado hasta el momentco en forma sis-
temdtica, pero su implementaciéh se‘planea para el futuro uti-

lizando las té&cnicas discutidas arriba.

4.4 EL LIMITE DE "PAIRING" G=z=0(6}

Las simetrias discutidas hasta ahora han contado con
una imagen geométrica asociada a ellas,i.e., U(5) con los nG-
cleos vibracionales anarménicos y 8U(3) con les nGelecs rota-
cionales axialmente simétricos y con bandas “f&“ y "¥ " dege-
neradas.

Hemos visto tambi€n que a medida que el nlmero total
de bosones se incrementa la £ decrece haciendo que, por un la-

do, la importancia relativa de las interacciones entre bosones



s y d aumente, mientras que por otro lado una interaccién co-
mo la cuadrupolar adguiere una importancia mayor.

Como se discutid én la seccidn anterior, los niGcleos
rotacionales hacen su aparicifn en regiones de la tabla nuclear
en que va sea el ntmero de protones o de neutrones se encuentra
cerca de la mitad de la distancia entre capas cerradas, lo gque
indica que la & efectiva debe tendexr a cero en esa regidn.

Que es lo gue sucede en regiones en que los neutrones o los
protones ocupan la segunda mitad de la capa? En el modelco de ca-
pas estas regiones son tomadas en cuenta a través del formalig-

. . 50,31%) - "
mo de particulas y aguieros ;donde el ntmero de "huecos” en
la capa juega un papel equivalente al de las partfculas fuera
de capas £n el caso normal.

En el MBI se procede de manera anfiloga, el nGmero to-
tal de bosones se identifica entonces con el nlmero de pares de
particulas o agujeros a paftir de la capa cerrada mas prdxima.

Como veremos en esta seccibn el limite O(6) parece o-
currir en forma aproximada en los casos en que los protones y
neutrones ocupan distintos lados a partir de la mitad de sus res-
pectivas capasfﬁqa)

Como se discutid en el capitulo anterior, este caso co-
rresponde a configuraciones en gque no se conserva el spin F, de
modo gue es necesario considerarlo come una simetria aproximada
vy estudiar hasta que punto tiene validez.

Procedemos ahora a discutir los espectros caracteris-
ticos, asi como algunas de las propiedades asociadas con este li-

mite.,
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En el capitule III se introdujo el operador de Casi-

mir de segundo orden del grupo 0({(6), ec. (3.15)
Na T e i o =
X = NN +H—(Zw_‘7}m3?"'+ )/)(%_%,_% f < ). (3.15)

El Gltimo operador en (3.15) es proporcional al llamado "ope-

(apareamiento) del grupo 0(6)

rador de pairing”
A . .
I N G Y 1 s Lm .
P«ﬁq(ZﬂmV]m)(ZiMS )X:o,.z . (4.42)
RKm £on .
que cuenta el nOGmero total de bosones acoplados por pares a
1=0.
Es conveniente utilizar (4.42) en lugar de (3.15)

en la definicién del limite G=Z0(6). Asi, el Hamiltoniano aso-

ciado a 81 estd dado por la expresidn

A Q n A
+ Rs L

b‘f)@ +|Q1/\

(4.43)

Ho(«,\ =

N N ry
donde /\ Yy [_ estdn dados por las relacicnes (3.14) y (2.42b)
respectivamente.
Claramente, utilizando las ecuaciones (2.24),(3.29b)

y (4.42), el problema de eigenvalores se resuelve diréctamente,

encontrindose
HO(M [NpreLm> = ? TRy (N=pY(N+p+4)

}'hl/ﬂ(/\+3)1—h3L(L+Q}[/UFAtl.N\> ,

(4.44)
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donde las ]Nj’A'tl_hﬂ> denotan a lcs estados discutidos en el

capitulo anterior con la excepcidn de que se considera que ya

han sido ortmnormalizados,>de modo que hemos escrito el indice
t en lugar de s.

De la discusidn de estos estados y en particular de

las ecuaciones (3.45)-(3.47), vemos gque el indiceﬂf’ puede to-

mar los wvalores

f£=N, N-2, N-y4 ... 001 (4.453a)

mientras que A satisface

(4.45Db)

N=P,p-1,p-2,...0 s

Los estados asociados al Hamiltoniano (4.43) estén
por tanto clasificados de acuerdo a la reduccién

U6) D 0(6) D 0(5) > 0(3) D 0(2)
N £ AN M

con los nlimeros cudnticos indicados. El rango de variacibn de
los dem8s indices ya fu& discutido en conexidn con la cadena
U{(5}D 0(5)D 0(3)D 0{2).

El espectro de (4.44) se ilustra en la figura 11,pa-
ra valores positivos de ki, b; vy h3 .Consiste en secuencias re-
petidas de lous estados 0*; 2+; 4+; 2+;..¢.. correépondientes a
los diversos valores de jﬂ =N, N-2, N-4,.:000 « Dentro de cada
banda se, observan distintos niveles, correspondientes a los va-

iores de /\ ,t y L. El efecto de ky positivo es el de colocar a

la representacién'Jj =J2mu =N con energia minima, mientras gue ba



9Y

positivo implica el orden Cfvvlf,qf -«+.., en cada banda., Por Gl-
timo, el valor positivo de‘hg implica en este ejemplo gue el es-
tado 33; queda por debajo del 4, . Hacemos notar que si R3 es
cerg, los espaciamientos de energia entre estados con el mismo
valor de £ siguen el patrén A (A+3) , que es idéntico al del
1)

modelo de Wilets y Jeaé& para nfcleos con inestabilidad ¥ ,de
modo que este modélo representa el anélogo geométrico mas cerca-
no a este limite.

El c&lculo de elementos de matriz del operador cua-
drupolar eléctrico, ec.{4.1), se simplifica mediante el uso de
los paréntesis de transformaci®n entre las cadenas U(6)D 0(6) vy
U(6)D U(5) que se discuten en el apéndice R. Si en particular nos
restringimos al operador

. £a) ~ - -
T& = ?; fﬁng +77§R) , (4.44)

3 .
5 ), es posible encontrar va-

e)

. ;g o s s
lores analiticos para la transicidn entre bandas , utilizando

que es un generador del grupo O(6)

los resultados de la seccién 4.2 . ELl caso general puede anali-
zarse a su vez numéricamente mediante la diagonalizacién de (4.43)

en la base lNLH\tLJw) y el uso de la ecuacidn (4.41).

Las Regiones del Limite O(6)

En la figura 12 se muestran las regiones en la tabla nuclear don-

de se han encontrado nficleos que parecen seguir la sistemitica
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asociada a este limite. Lix} c¢stos nlclcos ¢l nlimero de neutro-
nes ocupa las rcgiones finéles de las capas 50-8Z2 y 82-126.

bDos ejemplos de espectros con simetria 0(0) se¢ mues-
tran en las figuras 13 y 14. Este tipo de espectros se observan
también en isdtopos de ><e , Ce v (35 ., con nGmero de necutro-
nes en el rango 74-78 y 114-120.

De nuevo queremos enfatizar que hasta el momento no
han sido realizados cdlculos detallades en esta regidn utili-
zdndose el Hamiltoniano completo del modelo, asi como el ope-
rador (4.1) de transiciones cuadrupolares., Sin embargo, es
claro que los tres limites discutidos en este capitulo se ma-
nifiestan de manera aproximada y que es importante realizar cél-
culos mis detallados en todas estas regiones, con el objeto de
estudiar el grado de aplicabilidad del modelo.

En el siguiente capitulo se muestra un estudio enca-
minado en esa direccidn, donde se utiliza el Hamiltoniano com-
pleto del modelo para estudiar la transicidn entre los limites

vibracional y rotacional en los isétopos del Samario y Gadolinio.



APLICACIONES DEL MODELD DE BOSONES CON

INTERACCION A REGIONES DE TRANSICION.

En el capitulo anterior se analizaron las propiedades
de los tres limites exactos contenidos en el Hamiltoniano del
MBI. Se mostrd ahi que existen regiones nucleares especificas
que parecen satisfacer de manera aproximada las condicioneé-im~
puestas por las diferentes simetrias dindmicas. Sin embargo,
solamente algunos nficleos se aproximan lo suficiente a las pre-
dicciones en estos limites como para considerar que efectiva-
mente son ejemplos de ellos.

La gran diversidad de espectros y otras propiedades
nucleares en las regiones de transicidn, hace ﬁecesario un gni-
lisis que involucre al Hamiltonianc completo del modelo, ec.
{(3.4), de modo que pueda analizarse la aplicabilidad y rango de
validez de la aproximacidn implicita en Este.

El cdlculo de perturbaciones alrededor de los limites
discutidos en el capitulo IV permite emn principio extender el
andlisis a nlcleos vecinos, con espectros que presentan desvia-
ciones pequefias a las de simetria exacta. Sin embargo este ca-
mino presenta el inconveniente de no permitir la descripcién
de la gran mayoria de los nficleos en las regiones de transicidn,
aunado esto a la forma arbitraria en que se debe seleccionar el

operador de perturbaciénsg).
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En este capitulo hacemos uso de los resultados obte-
nidos en el capitulo III péra desarrollar un programa de ajuste
automidtico de parametros que extiende grandemente las posibi-
‘lidades de aplicacidn del modelo. Posteriormente aplicamos
este programa a la regidn transicional de los is6topos de S

y ©d

5.2 E1 Método de Ajuste Automdtico.

En el modelo de capas del nlGcleo es posible realizar
cdlculos de niveles de energia una vez que un conjunto de Orbi-
tas de particula independiente ha sido seleccionado y las posi-
bles restricciones en la distribucién de nucleones activos en
estas Orbitas han sido impuestas. Para este tratamientoc es ne-
cesario contar con los valores de las energias de particula
independiente y elementos de matriz de dos cuerpos, que en mu-
chos casos no es posible conocer de antemano. E1 problema se
resuelve entonces mediante el procedimiento de considerar estos
niveles y elementos de matriz como parimetros que pueden determi-
nérse a través del ajuste de los datos experimentales.

Este método puéde aplicarse igualmente en el caso del
MBI si consideramos como parimnetros ajustables del modelo a las
interacciones de dos bosones, ec. (4.36), junto con las energlas
€s y €d asociadas con los bosones s y d. Sin embargo, ya
gque los ‘limites de simetria exacta discutidos en el capitulo an-
teriof estan asociados a ciertos operadores que son combinaciones

lineales de las interacciones entre bosones, es de mis utilidad
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reescribir el Hamiltoniane (3.4) con términos de de dichos ope-
radores utilizando las ecuﬁciones (3.56), y determinar los paré-
metros que apareccen cn la cxpresién siguiendo el mismo método.

En c¢sc caso los parémetros o determinar resultan ser
combinaciones lineales de aquellos relacionados con la interac-
cidn entre bosones, con la ventaja de que los resultados que se
obtienen por este procedimiento se corrclacionan con los limi-
tes discutidos en el capitulo anterior, i.,e., si se trata de
una regidén de transicidn entre nlcleos vibracionales y rotacio-
nales, etc.

Describiremos a continuacidn el método de ajuste en
generalss) y posteriormentc reescribiremos el Hamiltoniano del
modelo de la manera indicada, para mostrar la manera en que se

aplica al procedimiento en nuestro caso.

Construccidn de las Ecuaciones Lineales

Partimos de la ecuacidn de eigenvalores para el Hamil-

toniano
HY = E V¥ (5.1

donde cada eigenvector @ﬂ, , correspondiente al eigenvalor E,

puede desarrollarse en términos de los estados de cierta buso,<$9

\EP = \:Llp 47'1_ t Lk.‘tp ‘\i} L PR + V\‘np 4’7\ ’ (5.2}
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La ccuacidn (5.1) puede entonces reescribirse cn la

forma matricial

: Ha Hoo., i 5\ ;‘F;t,t»\\ LTI
" H
PoM . o up R P
; ! } - o (5.3)
- L SR
¥
! {
;o i i T i
i ok, £
Mo o/ \\(h!?. eng t

Para ello, por supuesto, es necesario conocer los
. H * N
elementos de matriz F%Rg = Hze de H en la base de los
,I
4}'
5i denotamos ahora a la matriz de los eigenvectores

CL:P per la matriz ortogonal A, podemos reescribir (5.3) como

o ')1.
o« -~

Ayt Hyiae, = Eagpp , 59
=4

< HAY, s Y

n
g1

-

¥y ya que [{;) es una combinacidén lineal de matrices (cn nuestro

caso de los operadores asociados con los distintos grupos]

Nx
[ - T -
HC} - 2‘ ('J} Xy 5 (5.5)
Tzl
P
donde L,;} representa las matrices mencionadas, X, fos

pardmetros que queremos ajustar y /N, el nGmero total dec &s-

tos. Substituvendo {5.5) on (5.4}

B 7 A

AN { ~ o P .
A{,,) L&}*>> {\ 2_ L,_} X‘r ) L{"P = %m - , \J.{))
¥4

y un rearreglo de (5.6} conduce a un conjunto de ccuaciones 1i-

nelaes simultineas en los pardmetros X, , dade por
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Nx S |
Z b'\“ Xy - EP P: i‘/‘)"/“‘ 7 7, [5'7)
Yzl

donde 1 -

G v
by -~ ZQ‘:}P Z Wip C—i; (5.8)

Si ahora el Hamiltoniano se evalia con un conjunto de
parametros qﬁe constituyen la "mejor suposicidn'l puede ser dia-
gonalizado y sus correspondientes E;: y Cké} determinados.
La ecuacidn (5.8) determinari entonces el conjunto inicial de
coeficientes t;j) para usarse en (5.?). Substituyendo los
parémétros originales conduce desde luégo a los mismos eigen-
valores EP ob;enidos en la diagonalizacién. No se puede espe-
rar que los eigenvalores E'é reproduzcan el espectro experi-
mental, de modo que substituimos ahora el lado derecho de (5.7)

: . e}
por las correspondientes energias experimentales E y con-

exp
sideramos a los X+ como pardmetros desconocidos. Encontra-
mos el sistema de ecuaciones lineales
N
i (P} B EH” ‘
. by x» = exp cen P42, .. M, (5.9)
=

) ,
donde los coeficientes by estan dados por la ecuacidn (5.8).

Se ha supuesto hasta este momento que cada eigenvalor
pucde ser identificado con una energia cxperimental. De hecho
en general solo algunos de los eigenvalores mis bajos de una
matriz dada pueden ser comparados con las energias determinadas
experimeﬁtalmente, de modo que de las n ecuaciones (5.9) solo
un conjunto limitado puede utilizarse para la determinacién de
los pardmetros X 4 .

En el caso de que consideremos un conjunte de nlcleos
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vecinos, el nlmero total de parametros Nx es el mismo, pero
el nlimero de ecuaciones qué deben satisfacerse aumenta aprecia-
blemente. Para tomar en cuenta estas consideraciones substitui-
remos el indice p (que etiqueta los estados de la matriz) por

el indice q que etiqueta al conjunto completo de ecuaciones

W - g
Z by xr T Eex? con g=4a, .. Ng. (5.10)

Finalmente, si solo estamos interesados en ajustar
las energias de excitacidn a partir del estado base, i.e., si
noe estamos interesados en las energias de amarre nucleares,
{5.10) se puede modificar restando la ecuacidn correspondiente

al estado base, q_: Go obteniéndose

m (4 (P (3o 11
Z( P ez Eolp - B (.11

El lado derecho de (5.11) denota entonces la energia de excita-
cidn experimental del nivel g

Debe enfatizarse que para encontrar una solucidn de
{(5.11) que tenga senfido a través de un procedimiento de mini-

mos cuadrados, la condicidn h@g > N x debe satisfacerse.

El Ajuste por Minimos Cuadrados.

Dado el sistema de ecuaciones (5.10) (o equivalente-
mente el sistema (5.113, deseamos determinar 1os paridmetros

X+ de modo gque las sumas del ladoyizquierdo se aproximen a
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las cncergias experimentales lo mds posible. lin el wétodo de

minimos cuadrados se minimiza la {uncidn

iy Mx
~— / v) {9 L
NN * k) '
!““‘g_k;_b:x:"tew) (5.12)
~4_”:i ERT
como funcidén de leos parimetros X 55) , Dpor tanto
dF N w SANNEY
S - F > . (5.13)
d X é? ( . b x. Lex? lﬁ ’
: F i, L. Nx,

o escrito de otro modo

Nx 4 Ng

N
. . - )
AT S, 10
<, o < exp .

P

45
1]
-

Tz oL, 2. Nx,

La ecuacifn (5.14) representa un sistema de A x ecua-
ciones lineales no-homogeneas para los /N, parédmetros X.,
, que puede resolverse para encontrar un nue-

Xa, X3 o .. X

vo conjunto de pardmetros X, .

El Proceso de Iteracidn.

Utilizando el nuevo conjunté {supuestamente mejorado)
de parémetros A se calculan nucvamente los elementos de
matriz del Hamiltoniano, que tras diagonalizarse conducen a un
nuevo conjunto de eigenvectores CLR# . Con ellos un nuevo
conjunto de ecuaciones (5.10) es construido con los nuevos coe-
ficientes biiy , que conducen por su parte i NUevos pari-

{(2)

metros X, , a través del proceso de minimos cuadrados. Bl

procedimiento debe repetirsc hasta obtener convergencia, i.e.,
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hasta encontrar que ¥, X,

El numero de iteraciones requerido depende desde lue-
go de el conjunto original de pardmetros N . scleccionudos
asi como de la diferencia ((“3 - Ny} entre el nfimere de ni-
veles v parimetvos.

Una medida de la precisibén lograda en el ajuste es

la desviacidn RMS definida por la rolacidn

Ng . -
) ' e _ () . .
RMS = ( > (B~ enp ) /U\Ic;- N«)

i
e /
L

)"
)
o) (!
donde E(M y E<u¢ denotan la energia calculada y experi-
mental del nivel i ,Vrespectivamente‘

En ocasiones no se obtiene convergencia, debido ge-
neralmente a que algunos de los paramectros no son bicn deter-
minados por los datos experimentales. Estos pardmetros pueden
identificarse como aquellos que tienen grandes variaciones du-
rante el proceso iterativo. FEn este respecto, existe un métodogb)
1lamado DCM (& metodo de la matriz diagonal de correlacidn), que
permite conocer cuales combinacioncs particulares de los pari-
metros son los de mayor importancia en la determinacidn de los

cspectros.

. .\ . f IS S
Introduciendo la notacidn E%?L = b: e L0 Ny
¥ 4 = 4 ... Nﬁ ) , X el vector columna de compopncntes No oo,
- ; N .
S el vector columna con componentes &jf\% ., La ocouacidn
=y s

{5.14) puede escribirse como

T ) —
B BX =218 tmp (5.10)
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y denotando a la matriz cuadrada 13‘ B= [,
Nx N ‘T )
; F.x: = gi Boe Eif ) (5.17)
donde

5?
5.18
F;ri Egrg Egg¢ . (‘ .
g=1
Si denotamos por u® (k= L,2...Ny) a los eigenvec-

tores de F y gk a los correspondientes eigenvalores, se sa-

tisfacen entonces las relaciones

(k‘) H (1) .
Z U eVl = {h duz ’ (5.19)
YL
Z Y  (5.20)
2 I I

El lado izquierdo de (5.17) puede reescribirse con

la ayuda de (5.20) como

Z Foe xo = z F;: E;ﬁ“@“ Xg, (5.21)
e { i

(k) ‘
y multiplicando la ecuacién (5.17) por 2{ Uy y usando
*r

{5.19) encontramos

D e A Z

TL}R ,
(k) (‘N (5.22)
Z 2 Bf1 exp } .

(4}
FRRD D S L

%



donde

e = Z wt ok (5.24)
5

Las jh_ represéntan combinaciones particulares de

los paradmetros ajustables. Los conjuntos §x«{ vy 3} jh%

son equivalentes para la determinacién del Hamiltoniano. Puede
mostrarse ademis que el parimetro j&x , correspondiente al
maximo eigenvalor ‘ég1 es el mejor determinado por el conjunto
original de ecuaciones lineales {5.17). Esto resulta de la ma-
triz de correlacidén de 1la distribucién de probabilidad de los
parémetrossa). Del mismo modo, el eigenvalor siguiente en mag-
nitud, -6 Ra , estari asociado con el segundo paridmetro me-
jor determinado :jkl , ¥ asi sucesivamente. De este modo se
pueden encontrar las combinaciones mds importantes de los paré-

‘metros originales para la determinacidn del espectro.

5.3 Programa de Ajuste en el MBI.

Para aplicar el método discutido en la seccidn ante-
rior reescribimos el Hamiltoniano (3.4) utilizando las relacio-

nes (3.56} como

. ~ i A ¢ AR [BEN A
H=€ ns + €and + R N4+ ke Na N

2

PRy N w R L e ks AT+ R P v ke QL (525



} : ,%w—fr‘?? agn‘,;;,}“’_m“.‘ ;

En (5.25) se ha preferido utilizar . en lugar del
n A :

operador de Casimir Jt de 0(6), aprovechando las expresiones
(3.15) y (4.42) que los relacionan. |

Ya que cstarcmos interesados cn el ajuste de energias
de excitacién podemos simplificar la expresidn (5.25), escri-
biendo €5 7:\)5 = &5 (/\Al - V?d) y eliminando todos los términos

N

que son solamente funcidén de N (ya que solo contribuyen a la

energia de amarre del nlcleo para N fijo),

] A A X A N N
H - &€ d + ka Nd + hkyna N+ Ry L

~ A N 2
’f'ha'/\ ‘*k"-Pc, +l{3(:>2

(5.26)
donde € = &d- €,

Si utilizamos la base ] Nv /At LM asociada
a la cadena U(6)2U(5)20(5)20(3)20(2), cn la diagonalizacidn de

5, 4 .

H, es claro que solamente "Q y & son no-diagonales y pode-
mos utilizar las ecuaciones (3.37), (3.51) y (3.53) en la eva-
luacién de dichos elementos de matriz.

Usando las relaciones (3.15) y (3.50b) llegamos a la

N

relacidn l‘i
Ja b

= Nvadsta LI HIN VA 6 L >
:[G Yy o+ IQI\V,.L"' Ra v N +kyLlLt) + Ry Ay (Av+ 3)
\ i \ ] 1 5 D
t Izc,(( TN+~ EA A - ) (an - 0a) - TN
? AN +3) - Ly(ans-0) -2 IN-v) Tl (L)

—~ 14 y 2L, 2 ' ' : g ¢ ¢
oV - 1yt —3" N (l)w‘\"ﬁy\)) Sy, (S‘/\L/\'(}tlt,



1614
+ T SR R TR I VNS SNV LNS SV

~

N 4 1 w : N L - LI B
LY I E N R PR I I SRR A RV R ST

. { . ! N
% - ; N(5.27
X (O N ( VAR AL e T i.\ Ao Aver T oA n-0 A A, )),)( J

donde ¢, vy t ¢ denotan indices que dependen de (o AL, )
v ( Va, Aa, t;) respectivamente. Ln la Gltima parte de
(5.27) €y €+ toman todos los valores posibles permitidos
por las relaciones {2.37) y 2.38). (Ver también la reclacién
(4.123).

La ecuacidn (5.27) describe los elementos de matriz
de H en el caso UFR > j), . Esto es suficiente ya que la
matriz de I es simétrica.

Es claro que el método de la seccién anterior debe

VL
aplicarse porvr separado a cada momento angular L en }%fxfa
y, en el caso de ajuste simulténeo de varios nuclecs, la matriz
B en {5.10) se construye de acuerdo al sipulente diagrama

( E% = ( b?@\ )

e
¢
¢

b}} sz b]S L b]Nx >
P2 b2 bys . . Dy 3 nicleo N,
[, = LO ‘
by iz L. i )
i y RN
bki bkg T kas 1 nicleo Ng
by P12 LEREN
\ nGcleo N.
bm? b ¢ 1

m2 . thx)
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-
bn1 an s s 3 bn Ny
b b nlcleo N
pl P2 s 4 prl !
L=1l,5 *
b b b
q1 qZ & 0 @ 'qN'x
> ntcleo Ni
\brT er vea brwx
. : o (5,28}
o ‘ N *
bt1 be2 ., btu.
> nticleo N
b b L
ul uzZz e u Ny
- . ’
L = Ls‘ﬁ - .
by bya by vy
, niicleo N.
\qu1 bng2 PN, i

E1l diagrama (5.28) muestra la manera de construir la
matriz B cuando ajustamos simultineamente IQ1 niveles‘experi-
mentales con s diferentes momentos angulares, pertenecientes a
i nlcleos. V

Los programas correspondientes se encuentra en el

apéndice D.
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5.4 La Transicidn dc Fase en los Isbétopos del Sm y Gd.

Como una aplicacién de las técnicas matemdticas y
programas de cdmputo discutidas en este trabajo, mostraremos
en esta seccidén los resultados obtenidos recientemente para los
isétopos del stxl) y Gd  haciendo uso del Iamiltoniano (5.26).
En el caso del S , Scholten, lachelloc y Arima han
. . . . 54) o
discutido en un articulo reciente la transicidn en los espec-
tros experimentales partiendo de un Hamiltoniano truncado,

AR LY

H = End - £k Q- e L (5.29)

propuesto por razones de simplicidad. Posteriormente conside-
ran explicitamente la dependencia de los pardmetros en el niGme-

To total de bosones N y desarrollan alrededor de un punto dado

NO , i.e.,
€(N) = E(N¢)+E—§ (N-Ne) + o.. (5.30)
bN Nz Ao
e igualmente para K y K'. El siguiente paso que siguen estos

autores es escribir N como N = Ng + N, , donde Ng{g(Ny) indica el
ntimero de bosones formados por pares de protones (neutrones), Yy
utilizando la relacién (5.30) reescriben el Hamiltoniano (5.29)

en la forma

AR A

H= (€. -6N)M-xQ -k L , o



10

donde
E. = €(Ne) - &Ny (5.32a)
G = ~ o€ (5.32b)

~ R
o N Az No

A pesar de que el ajuste logrado en 36 niveles de pa-
. o L T 15
ridad positiva para los isétopos par-par desde el S al 5;w
es bastante bueno {(con un RMS 2= 250 KeV) es claro que (5.31) es
un Hamilteniano un tanto ad-hoc¢ ya que
a} No esta justificado considerar solamente a los operadores
A 2 a ~ R , .
Mg > @& ¥y L en (5.31), ya que como hemos visto el
Hamiltoniano completo del MBI estd dado por la ecuacidn
{5.26).
b) E1 término de renormalizacién de la € , -GN, no esta
bien justificado, ya que en ese caso no hay razdn para no apli-
car el mismo criterio a K y K'
El andlisis matemidtico realizado en el capitulo IIl
de este trabajo muestra que la suposicién {5.3) es inecesaria,
v A A ’
ya que el término MJ N aparece en la expresi6n mis genecral

del Hamiltoniano, ec. (5.25) donde

N [Q = Z:y}m%m +2‘;(3L+1§/1L-L&?x>ﬂ§[ g},“%]f}" fj?[[}ixf)]i[gx% ]*]t
(5.33)

Por otro lado, la aplicacidn del programa general de
ajuste a los isdtopos del Samaric nos permite prescindir de una

suposicidén ad-hoc del tipo (5.29) paru el Hamiltoniano aproplia-



111

do en esta regidn.

Partiendo del Haﬁiitoniano {5.26) encontramos que va-
rios de los opcradores presentces parccen no jugar un papel re-
levante en el ajuste. En partﬁ%ular k4 y k6 tienen un compor-
tamiento oscilatorio como el discutido en la seccidn anterior
y k2 y k5 tienden a valores muy pequefios. Aunque el método DCM
no se ha implementado para determinar con precisibn el papel de
estas interaccioneé, las consideraciones de esa seccidn indican
que es posible despreciarlas. Esto se corrobora al encontrar
que el RMS se mantiene esenciglwmente invariante cuando conside-
ramos que el Hamiltoniano adecuado para lo isbtopos del Sm esté
dado por la expresidn

A

H= €N+ kanaN + ks Q° (5.34)

que es muy parecido a (5.31), con la excepcidn del término
K'ia que nosotros encontramos irrelevante.

El Hamiltoniano (5.34) ajusta los 36 niveles en los
isdtopos del Sm con una muy buena precisifn, como puede verse

en la Fig. (15). La desviacidn RMS es de solo 100 KeV. El me-

jor ajuste se logra para los valores

€ = 2.05 MeV k3 = -.156 MeV k7 = ~9.46 KeV
(5.35)

Es sorprendente que un Hamiltoniano con solo tres pa-
rdmetros logre vreproducir el comportamiento de seis isdtopos

con tanta precisidn, incluyendo la transicidn de espectros vi-
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bracionales a rotacionales, manifiesta en la Fig. (15}.

El mismo mé€todo §e ha aplicado a los isdtopos del
G;d,‘bartiendo del Hamiltoniano {5.34}.

En este casc se tomaron para el ajuste 32 niveles de
paridad positiva desde el ""CGd a1 "®°Gd . E1 resultado del

ajuste se muestra en la Fig. (16}, La desviacién RMS es de

1H0KeV y el mejor ajuste se logrd con los valores

€ = 2.38 MeV k3 = -.178 MeV k7 = -7.78 KeV
{5.36)

Debe notarse la gran similitud entre las relaciones
(5.35) v (5.36), que es aln mids notoria si separamos el opera-
dor de niimero de bosones en la forma]Q = FBW + Q’u e incorpo-
ramos el té&rmino hs K}q en & , tal como se hizo en (5.32a)..
Eq~§ste caso éisn‘= 2.85 - (.156) x 6 = 1,11 MceV ¥y

Ced= 2.38 - 7x(.178) = 1.13 MeV, '
de modo que los Hamiltonianos para estos isGtopos pue-

den escribirse como

» A . /\_zv
(L1 - 56 N )Nd = ddbx16” Q . (5.37a)

H

Hs..

(ﬁﬂeV)

A A -
(L.13 - .neNy)m - 75}8;‘103 @

i

Hea

{5.37b)

lo que muestra con claridad que el Hamiltoniano (5.34) puede
describir el comportamiento de ambas cadenas de isbtopos con
una ligera variacidn en los parimetros que refleja la diferen-

cia entre bosones de neutrones y de protones.
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Bl (54 representa un caso de simetria SU(3)
muy aproximada, como se vid en el capitulo anterior. Esto re-
sulta claro al utilizar Ny = 5 cecn (5.37b), con lo gue ¢l la-
miltoniano adecuado en este limite es aproximadamcnte
' . -3 A% , 3 AR
~H{%Cd X LAMNd - FFEx00 Q0 X - RFExse Q.
Es importante extender este tipo de cédlculos a las
diferentes regiones nucleares, en particular a aquellas con
simetria 0(6) y a las otras regiones de transicién. Por otro
lado, el siguiente paso debe ser el cOmputo de probabilidades

de transicidn B(EZ}, que representa una prueba mds estricta de

la aplicabilidad del modelo.
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CAPLTULO VI
CONCLUSIONES

Como’ se ha visto a lo largo de este trabajo, cl MBI
parece representar un modelo muy poderoso para la descripcibn
de las caracteristicas nucleares, en regiones en que el modelo
de capas es incapaz de hacer predicciones. L1 modelo represen-
ta un truncamiento espectacular del espacio en el modelo de ca-
pas, que sin embargo permite una descripcidn detallada de 1la
espectroscopia nuclear. Como ejemplo del grado de simplifica-
c¢ifn que representa, consideremos el caso del Isqf5h1, que es
uno de los casos discutidos en este trabajo. En este nGcleo
los 12 protones de valencia pueden ocupar la totalidad de las
6rbitas en la capa 50-82, mientras que los 10 neutrones de va-
lencia lo hacen en la capa 82-126. Aln si ignoramos las posi-
bles excitaciones a capas mis altas y las excitaciones del ca-
rozo, el nlimero de estados en el modelo de capas es astronbmico.
Existen 41, 654, 193, 516, 797 estados de paridad positiva con
J o= 0; 364, 132, 052, 934, 889 estados con J = 2 y 530, 8897,

5¢ - a0
). El calculo en el MBI se

397, 260, 575 estados con J = 4
hace para un sistcema de 11 bosones, las matrices correspoodien-
tes tienen dimensiones 16, 26 y 30, para J = 0, 2 y 4 respecti-
vamente. Los resultados del capitulo V muestran sin embargo
la gran precisién con gue pueden reproducirse los cspectros a

baja energia y la transicidén de fase en esta regidn, utilizan-

do este espacio truncado.



Podemos afirmar cntonces que el MBI represcnta un mé-
todo muy cxitoso para el aﬁéliéjs de la espectroscopia de nicleos
par-par, vy como sc¢ ha visto con ¢l capitulo 111, tiene adeuwids la
cualidad de ser susceptible a un aniilisis que lo corrclaciona
al modele de capas de manera directa. Esta conexidn le sitia
por tanto como un puente cntre los modelos colectivos fcnomeno-
16gicos y las teorias mds fundamentales de la estructura nuclear.

Es importante hacer notar que el anilisis matemitico
que se ha desarrollado en la primera parte de cste trabajo y
que constituye el aporte principal de esta tesis, no solo ha
dado lugar a la simplificacién de los cilculos y al desarrollo
de programas de cbmputo completos para el modelo, sino que ha
permitido esclarecer un punto de interés fundamental dentro de

FAY
éste, como es la aparicidén del término Wad N en el Hamilto-
niano del MBl. Uste operador tiene un papel central en la ex-
plicacidn de la transicidn entre limites de simetria exactas,
vy ha sido el objeto de varias investigaciones qs}, en que se
ha buscado justificarlo.

El desarrollo de un programa de ajuste para el mode-
lo abre la posibilidad de estudiar regiones nucleares que no
han sido analizadas hasta ahora en forma sistemdtica. El cém-
puto de probabilidades de transicidn y momentos multipolares
puede también generalizarse utilizando estas técnicas.

En un articulo reciente }); Iachello y Scholten han
extendido el MBI para incluir nﬁcleos con un nfmero impar de

nucleones. En este caso el nlicleo s¢ trata como un sistema de

bosones y fermiones interactuantes. Los bosones representan
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de nuevo pares de @articulgs acopladas a L'= 0 y L = 2, mientras
que los fermiones representan las particulas no apareados. E1

Hamiltoniano’ | se escri - + ,
amiltoniano total se escribe como H = H, Hrermion & Yv-F.

La parte bosénica~HB, se fija mediante el requefimiento‘&e que
sus eigenvalores describan bien los nficleos par-par‘adyacentes.
Estos autores logran demostrar que una interaccidn bosdn-fermidn
sencilla, del tipo »
- 0 + o~ \C 0
Ver = ALGTE)x (dy < d,) ]
' : - - & . 1] , + g A
+P[[[ngf7g] # X Lg% (ap«d,)" ]

AL L ey )w (e &, 1* ]

7
donde a}m = (w_)i’m OL;-»;)'CC" a. , representan los opera-

[+

dores de creacidn y aniquilacién de fermiones, da lugar a es-
péctros andlogos a las de particula-vibracidn, Nilsson y parti-
cula-rotor ¥, en los limites U(5), SU(3) y 0(6) de la parte bo-
sbénica, respectivamente. Estos resultados parecen indicar que
el rango de aplicabilidad del MBI puede ser extendido para in-
cluir a la mayoria de los niicleos con AR 100.

‘ Una generalizacidn interesante del modelo hé sido pro-
puesta por Federman. Como es Eien sabido de ias‘propiedades
del sistema de dos nucleones (deuterdn), la interaccidn n-p
es la componente mis fuerte de la interaccién nuclear. Ista in-
teraccidén parece ser la responsable principal dé la deformacion
nucleaf,'como demuestran Federman y‘Pittel en una serie de ar-

57)'

ticulos recientes Como se vié en el capitulo III los pa-
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res protén-neutrdén con T = 0Ocorresponden a un valor J impar,
de modo que el valor minimo de J es J = 1, lo que corresponde
a bosones p.
A La introduccidn de bosones p podria entonces tomar
en cuenta la interéccién n-p (T = 0} de manera directa, sin la
necesidad de¢ considerar interacciones de dos cuerpos particu-
A A
lares, tales como - CQW' CQV . El anilisis del problema
s-p-d involucra al grupo U(9) y por tanto representa un pro-
blema matemdtico considerable. Sin embargo, se ha empezado a
explorar esta idea con un modelo simplificado de bosones s y p,
cuya solucidn es directa y que podria arrojar luz sobre la po-
sible relevancia fisica del boson p.

Como punto final en este trabajo, queremos enfatizar
que existen muchas areas abiertas para la investigacidn futura
en este campo, hacia ambos lados del puente que parece repre-
sentar este modelo, es decir, hacia un mejor entendimiento de
la naturaleza nuclear y de los modelos fundamentales que nos

permiten comprender su estructura.
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APENDICE A

Evaluacidn de Elementos de Matriz

En este apéndice indicaremos la forma en que los ele-

mentos de matriz dentro del modelo colectivo son evaluados. En
. . b2 . .

el modelo de Gneuss Creiner ), los elementos de matriz de im-

portancia son aquéllos que involucran a las superficies de ener-

gia potencial ,S),'que por 10 general se expresan como
: - » M
: 2
\/‘,ar)':z\j $2,08 $3.0 (A.1)
. (p.¥)= 2 L 5
‘donde
. oa 2
2,08 Jox” =, (A.2)
A

$ 3, 0} = \}"izﬁ MM [A-m">a 2= |00 > HKon X e Xom

et
= .2 /33Cc$ 357, (A.3)
y 1%3“ son pardmetros a determinar,

Es claro que es necesario evaluar también otros ele-
mentos de matriz, tales como aquellos relacionades con las pro-
babilidades de transicidén BE(2Z). En general los E. de M. re~
queridos dentro de este modelo 63) (y que tienen importancia
también dentro del MBI) estdn relacionados con aquellos de ope-
radores que son homogeneos de grado /\ en los o{1n Y que
correspénden a un momento angular definido L y proyeccidn M,
ademids de ser soluciones a la ecuacidn de Laplace en 5 dimen-

siones (i.e. son polinomios armdnicos). Denotamos estos poli-
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. l
nomiocs por

—pe FAYT S S } - _))/\ »,],._ N oL !, o ”",-"V ) ;
i K ) J . A i {(AL3)
AN b s . .
- o I om L) .
donde la funcidn polinomial M { VAV depende Gni-
camente de O y de los dngulos de Euler ¢~ | y estd asociada

con las representaciones irreducibles de la cadena de grupos

0(5) D 0(3) D 0o(2)
A\ L M

De la ecuacidn (2.10)

; ', s 2.10
\K\ T Z D‘n] ? "' “ \"L 'H‘t’ ) ( )

Iyt
Vemos que

T.f\fu!. *5;.:'::) :ZK ——I;AALWM} D

~“ 8 ' (A.43
T A w b ( M\ . ) )
donde K 3/ es el mismo polinomio que el que apa-
rece en (A.3), pero ahora en términos de aﬂn/}g
Notamos ahora de (Z.11)
L Y S = Ly = ter 3. 3 ‘
Wy = by = = in JlnT) iz l-3 20, Lle ;?N.u» v, (2.11)
""T"/\,"\L o
que g { ﬁfl) es funcidn Gnicamente de 3 , por lo que
~ 2

podemos escribir

,,,,,, LA ML
{‘iﬂ) = a}? (). (A.5)
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La 43 de {A.5) es la misma que la que aparece en la
ecuacidén (2.23a). (Para una: revisién de estos puntos remitimos
al lector a las refs. (24 ) y (11)).

Todos los operadores requeridos en los andlisis dentro

del modelo colectivo son de la forma (A.3) multiplicado por al-

guna potencia de & De este modo el elemento de matriz més
general vendrd dado porw)
P+ A AuL -
</ AT H it # i ‘i':.."’..ﬂ ot bt i
VARt A TM(ﬁ)})//\/ALM>

- P8 = N 2 Lremt Lot
&D Fill({&){% FI'((&) ﬁgdv . STT (-) (M M‘ “M“)
" [T B A gl [\‘/g‘ L I\"/A" i .

x So 2 ( K k' Kﬂ) #)K(_X) CFK’ (3’) ¢K“ (.'3() SIY\33’ C}"ﬂ”
) KK

i il

—=1/a 2's &

L vl/& i 1
=far (Rt n ] [ rw 7] o

* LN en e ne2pe DT apr AN+ R L TLA (3pr AR A +1]
PLE(2p A=A A -R1] TOEQRpEA-A A ) - R4 1]

'%(&f"l'f\"'/\.*f\ni"s),V—-«Q’;"—Q“ . l
x .
33 LRPHAA LA ) =R, L (apr A-ATEA) - Ry

1 Hl
' i h a Mt bR )
x (Apls Al A el ) s () (M'M-m ' 6
donde hemos usado (2.23a), (A.4) y (A.5) para obtener una inte-

gral sobre los dngulos de L[uler de el producto de tres funcio-

.
nes D

MK
en la integral sobre ¥ . La integral radial sobre {3 aparece
iv)

('U?;) , que dan lugar al coeficiente Sjn) de O{3)00(2)

separadamente y fue evaluada explicitamente en el paréntesis

de 1lave a 1a derecha de A.6, donde 'z S V=AY y "= ~—fi-(11”./x";,
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E1l Gnico punto restante es la evaluacidn del coefi-
ciente de Wigner reducido én la cadena 0(5)>0(3) dado por 1la

expresion

wr MRL [RRE A
(/\}A L ; /\|/‘A| L' ; /\ /.A" L” ) = -S K(Y) d;k‘(T) (r) S'h?"rd Y.

C Kk K" (A,7).

En particular estamos interesados en los coeficientes
Y. AN que estan relacionados con la de-
(3ppmo; ApeL; AMu'l)
terminacidn de las superficies de energia potencial mencionados

anteriormente, asi como en
' § ' 1 "
( [ Oa; /\‘/Ml Ll : /\"/uu LH , ( Q,D, 2 ; /\/b\‘ L ; /\/uu N )

(o4 ANl AL,

que aparecen en conexifén con las transiciones cuadrupolares%3
Estos tres tipos de coeficientes son los que ya han sido pro-
gramados; los programas correspondientes aparecen al final de
este apéndice.

La evaluacidn de elementos de matriz resulta mis con-
veniente en términos de las funciones de onda expresadas en el
sistema de laboratorio. Podemos concretarnos ademids al caso en

que las funciones de onda satisfacen las relaciones,

)/l:/\ 5 N\tL) (A.S)
ya que los coeficientes (A.7) son independientes de los indices
Vy M
Estas funciones se denotan por f/\/A L,g y vienen
'

dadas por la relacitn
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f 2 7 y
AwL s T oexp (tr a) B, (k) (A.9a)
donde
— ”\(S"z'/u&_ Gz~ »
O AR ¢ oy oy 2
ZUREREE SiF (DR GUE TR R E Y
~ Y 0
LJir-T4m L METoAY- N i
I 3 3.0%

) {A.9b)
donde los simbolos - %‘Qq by 3 representan d.p.e's (ver capitulo

II) en las Xym , oL :‘i-(i.* (“')L ), (A.90)

TEMO Meinl ("2 (aurag-ar (30l

Z(-)S 7 Sezes) {2Ari-as5)!
- Q\MM'Y\,' (1/\“},',‘:'3 (/uu:—r)}. (/»wt-n-zv)! SHE-sY {e-nes) {3r-Zen-s}! (A=)

¥

(A.9d)
A/_\()'“C/Avl
t"" N

6"::/14*:0
= (/;4+c—ﬂ~&v+!> C

o R (A.8e)
y &, T estén relacionados con /A, u vy L a través de las
relaciones " ‘
o+ = L/ja
G-*Q\C: ~ ‘:
AR (A.9f)
5,z o .

Aprovechando ahora que conocemos el comportamiento de lgs X o,

* m
ante conjugacidn, i.e., Xy, = (-) K- , proponemos el cam-

bio de variables { cambioc a coordenadas polares)

(A.10a)
Ao = Po



donde
. < AT , s 4 2 I
{(A.T0D)
o= f fa & T P - T
Obviamente, debido a la relacidn
5 mo — X
,Z:_ ) Ao ‘><- mo !/3
¥R
., s 5 deben satisfacer a su vez
Feo Joy fa
NER | S A
A N T € ) (A.11)
1o que sugiere rveescribirlas en términos de las coordenadas
esféricas fﬁ, X0
J{:J', et ;/3 S:?&?C 53;1& f
Fi= 3 Sax Cesd (A.12a)
;(';ff.: = !3 C'\}S X »

donde para satisfacer las desigualdades {A.10b) X y O} deben

estar limitadas a

CE< X =TT, c¢d = Ty

. (A.12b)

Llegamos por tanto a la transformacidn de coordenadas

Lo e o Ees
Q<? . o J“,\ N Tren K Sine @
L !
, -ty
X e = ’7 ‘ﬁ Sin X Cose € ) (A.13a)
Joa
O(o = Aollen :\C
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El elemento de volumen correspondiente estid dado por

CJV — dgo( = (}O(odo(ld"(vi df?(:;_ CJO( a

3

y usando los Jacobianos de las transformaciones (A.10a) y (A.12a)
encontramos que

dV = [5“' Sinx Sind Cosddpdxdsdedg (A.14)

Usando ahora la forma explicita de los d.p.e's que apa-

recen en las ecuaciones (A.9), y aplicando las transformaciones
(A.13a), encontramos

t

gl
$ 2,33
%3}03

. LB
"‘\r‘i'ﬁSymx Siné &

t

: ‘ L{ap- &)
At (asmrcoxsns - siycise ™

1,

H

(3 [ﬁCosX 3~}3f3 SihX. S‘ngCQSSCos(QCP -G)

-—— Srﬂ XCostosg + fo Sl?\X.C.OS.X SO)'! S]

(A.15)
cae-g) J—
%3 3} F’["“ SmXS 5(055@ '? \‘ Slhzkcos X Sind
S(O+9) 3 ;
x Cosd € (P"—E%I_-ES[')*IXCO?CYQ?]‘
El operador mds general en el que estaremos interesa-

dos puede siempre ser expresado en términos de sumas del opera-
dor general

x(,q) lx3® Ny - - M
A f.'\ Sme XSW\S Cossg c € 2‘2103 %:’!0%5

C(A.16)
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de modo que los elementos de matriz buscados se escri-

ben como

AL LT AT LS
P 'ﬁ”t‘/u' 5&‘ 6"“{';4“ St -
- LA EA)
= " L * Z Z CT"ﬂ' Cr"‘h" _{. 2
,Y!,y’l ‘r"'”” (A.17a)
donde .
. * g ,\'*’YVI P ‘3{_ V‘+f Sy’fu
I = g'\, $1,28 0 §x,23  $,a3 §32% f2,03 §3.08
JL“ 6? L’ ®
LS::}X os)gf_ ngg Co S EX? dVv.
{A.17b)

3237 587"

La integral (A.17b} se transforma ahora a las coorde-

nadas (A.13) vy utilizando las relaciones (A.15) v el cambio de
coordenadas o= ‘f"" (9/9.. , se llega a la expresidn

2wl wr oo 20T -{3& A43MrPragraveaps 3s+3,ue-xn+zgu‘f3§=—‘
T=3 4.5 SN A

o ~3 (]

&3 Xo S 0 u
D.ff%-SuwSL 21~pfa.§u+z.$::‘~p X2 +me 4t 3 PerleXqgst LYEN gs_’-rxgw X3
* (#5) (Sim X) (5m8)  (Cosd) (Cos x)

é(p+q-£-m+X?+iSL'—%Xz."‘rﬁ;-)@ vae m
* o[QCOSXSMS“%SmKCo%Sea%j!

aiw ]t [
l‘&(osxgmg"—; :‘}'XXCOSS ] ﬁCOSK KS;%)CCO*,;(_‘

3 X 2 . -
3\ %" 5|71 ;“\-S:hg{.-o?;‘g COSALL“';%_'S;n?LCcSKbn}gY

* Ccﬁ; g—
gz_"

«

" {“Ssnx S:;}g faui\f?;Cosx S:hg + -‘{S:n X Co*‘;lg ﬁg(d} '}
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K’['Sian)aﬂl(je ‘,'\T??Ccsxgxﬂng';:%umk :

W e Y LSeSeaxau
¥ CO&(SQ - dldgcf@du.
{A.18)
Desarrollando por {ltimo las expresiones en‘(A.18)
con el teorema del binomio y realizando las integrales, llegamos
a una expresidn complicada que involucra 9 sumas y que escribi-

mos a continuacidn, substituyendo los valores de 1, m, p, q, T

y s de acuerdo a las ecs. (A.9)

"

. ) i } ) o
T = T LE( e radonmwgu rapreretiacadigsliog]

SL." i
J i . () (%)
- L’f;+x';+,§i_§u+§£,+t y} “-','/.1 +%-SL"+‘Z' {\ € t’

trzo +¢':o
Sty - & b"a.‘-i-%g'gs*_;_é‘,_a,. .li)(e. 'J*t')i?fla'-z‘b'-gk‘.,ﬁ_l
a b’ (-1). =
« b
W5y 3 . o -
( )_;:ﬂt.k%g." -')E(f" dd-x‘: ( ‘)A (""")( 'n') (ﬂ*ﬂ’+}4+c+c T R
3 G b Q-b%lh*‘%‘%_d?&,*_ba
i
q”ba h,)&,)f
a-b+ak -‘Ea'f’ - E—-—-"’-C‘: +§Lf‘ +b' G L L L TR LR gl."y'-“f&b§)
e B
k ( AL
!“"x";;"“*l‘ N A t't'*'x3 Q‘E;-’:l' t%gc.'?ﬁi& }i’t&"*c‘, C"-’r‘—r"yﬂ_#n'&h‘ug - }-‘:-a
‘ kN X f "

QIR (2)

~qa-qk v ( )ﬂ’-:»/u":f/ar T Ave it et s ek PR - '%'.-:—5,‘
» -

(2)
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L {aie Tl S AT S A W VIR | -2 o WV SV UL
EVRN A+ U - E Ay *M;.“f_,
/ / 1 -

Tl t o ¢ o . - -
r\ L EY (”’JM *'3)* ;»3/41»-3:&&"3: e {’Ir”'”".g. . EX AN ST 3 p 30 g K2 FA3 S )
I %

s

- '
P [3(3;/4’*2/4"*3,:4 w222y r gy lantlan ' 2a-am + L7 &
: 3 - L

(A.19)
~t -t ¢ X o+ 24 + x.f"rl)j /_'[(Ra,fv‘flia+t%t’ )
2

+S;_f- -+ b fxﬁ-/z«x'-/sz)] “

La ecuacidén (A.19) junto con la (A.17a) constituye

la base de los programas numéricos desarrollados.

En particular, para el cdmputo de los E. de M. del
~

2
operador @ ec. (3.50b), se requiere de un caso particu-

lar de (A.19} con /,(:i 5 JO:M=XA=X3:M:K5:xc:x;"—'o a

o -—t‘t”?.})‘ﬁ-ﬁ(; b Re
3

1

L.+ Gun L 380 -2k
£
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APENDICE B

PARENTESIS DL TRANSFORMACION LNTRE LOS ESTADOS EN

LA CADENA U(6)20(6)20(5) y U(6)3U(5)D0(5).

Los estados caracterizados por las representaciones
irreducibles de la cadena de grupos U(6)0U({5)30(5)20(3) estéan
dados por las ecs. (3.23) y (2.23), mientras que los asociados

con la cadena U(6)20(6)30(5)20(3) toman la forma (3.45).

Es claro que los paréntesis de transformacidn entre
ellos son independientes de s, L, M y diagonales en 1a/\,°q)

per lo que para un valor dado de /A podemos tomar

s=1 , L=m=2A (B.1)

Denctamos estos estados barticulares por los kets
IT‘I v Y y INp N> respectivamente, que estan dados por

las relaciones

71

[ nyA> = <XInd> [?(Z:i/—\).'/ﬁ (”4%*/5)]

A+ 3 A (B.2a)
L ey (P exp (-72) o
fe 2 2
INf/\>.: BNf/\ B (u)(b)exP(-b/l) (5. 2b)
. - AN )

® (S‘n ) CA : (Cosg) (dl/ﬁ) }

donde <féZl7\> es el estado de oscilador armdnico en una

dimensién, ec. (3.22), y donde hemos utilizado el hecho de que
la parte en ¥ y U se reduce en este caso (ver apéndice A)

. A . . .
al término (‘Kl/ﬂ) , excepto por factores de normalizacibn,
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que podemos omitir ya gue aparecen en ambas ecuaciones.

En lugar de realizar la expansion de Ny A>  en tér-
minos de | o v AD utilizando las expresiones (B.2), es mias
simple hacerlo utilizando realizaciones alternativas de (B.2) en
términos de los operadores 771n y ii . Procedemos ahora a
encontrarlas, y para ello haremos uso de los'siguientes hechos:
i} Si

I 3

. - A
Py (ot man, <oy exp [ ()2 ] (o) = Z ¢ (B.4)
[ |
es una funcidén de onda normalizada del oscilador arménico en v
dimensiones con /\ quanta v que es eigenfuncidn del operador de
Casimir de O(xr) con eigenvalor /\(/\~f?"3-) , entonces

v/ “AJja
T " a / F’,\(ﬁ,..‘ N lo> (B.5)

es un estado normalizado con los mismos nlimeros cufinticos que
L= . b5 )
{(B.4); éste es el Teorema de Dragt .
Demostraremos este teorema debidoc a su simplicidad y
gran importancia dentro de el andlisis.
Consideremos primero al polinomio {B.S) come funcidn

de los operadores cartesianos 77: . Es claro de los andlisis

del capitulo I1 que este polinomio satisface las rclaciones

e

Z g:é: P( N0 - N P(}i\‘ =N P(.}ﬂ1 5.6)
donde !
'77} = \g_l"; (o(}—gﬂ‘}) . git :(:Li” (-‘XJ.“'{TT},) ) (B.7)



y v

;j % (B.8)

* (B.9)

.

. "
fvi = 2,4 x

.

Para un oscilador en una dimensibén, es bien sabido

que las funciones de onda pueden escribirse como )

R ERN e

77” o> = 727 Ha(«) exp(=«a2) (B.10)

donde Hn es un polinomio de Hermite cuyos términos principales

50N

Ho 0 = 1™ = 27 () (3.11)

de modo que para el oscilador arménico en v dimensiones
- v Wi, Ny
P(m)-;mm,m, /R S T

- Y4 A
._n’ 4

;‘l‘ {lZ Aﬂl.-.- Nr Hn. (‘KJ) an {"’(1) Y H"r ('x-r) EXP (_[552/:1)
ne

fa N2 . Mz . .
w2 Zi A ny (Ol,ha(;n,. o ) exp (-p/ %)

i

(B.12)

- -Nf2 —~
T2 ! P (x4) exp (-pY/2)
donde i+ Na +.. +Nnr = A y los puntos suspensivos en
(B.12) indican monomios en las X! con grado menor a A\
Para demostrar el teorema es necesario mostrar qgue
Pt = P, i.e., que todos los términos...... en (B.12) se cancelan.
Si usamos ahora las ecuaciones (B.6) y utilizamos
(B.7) para aplicar los operadores del lado derecho en términos

de las o { » llegamos a las relaciones
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R L 7 B RVA U RS S ' (B.13a)
S X !
3 N
St
P I ) = O 3,13
Lo T P(xs) =¢c (B.13D)
lo cque de inmediato muestra que efectivamente P' = P, ya que las

ecs. (B.13) son idénticas a las {B.6) si hacemos la identifi-
J
2

Sty

cacién %; T
3 }7 ;
I's claro que el teorema sigue siendo vdlido cuando
expresamos a los polinomios en términos de las componentes es-
féricas 77}n L Ko , va que estas variables son combinacio-

nes lineales de los componentes cartesianas.

ii) Para el polinomio que aparece en (B.6) y para cualquier en-
tero positivo P se satisface
/ P D PP D)
( §§){)7 }?) Fi (}z) Joy = apaprr-aran)( - ) fr e,
(R.14)

lo que es consecuencia de ( %d%) E;(ﬁ]:C: y de 1a equivalencia

-

§: PONIe> = 55 FPaoplle>,

Para el caso U(6)2U(5), €c. (B.2Za), deducimos del teo-

rema de Dragt

’
s )fl 5y ~A/ 2 4
\ .

:' CAND= (F‘—(K:‘;‘/_; P }2:: Je>

donde de nuevo se ha ignorade un factor de normalizacidn que no
serd relevante. Del signi?icado de I\ , (nimero de bosones
no aparcados a L = 0}, es claro que (B.15) puede generalizarse
a los casos Y # /A por aplicacién repetida del operador

[4,0) ) )z

i
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) ' - 72 5fq -AlL (- A
[eynd = BM l\f-.(,\",“;}z)) I 2 {7[‘)}) , 7]1 Ie> s

(B.16)

| ,
donde el coeficiente EBDA se evallia mediante la aplicacibn

repetida de la relacidn (B.74), encontrindose

! (v-A)fa [(veny/a+t ]V (2A+3) 4 ]’/3-
Bia=¢n Cov)a 3l (AsOE (Vs Ard)l . (8.17)
Finalmente, es obvio que
; -t _m
InvA>=(n!) ()7) oy A> . (B.18)

El factor de fase que se agregd a (B.17) se escogid
de tal manera que (B.18) tiene exactamente las mismas fases
que (B.2a).

Pasando al caso de los estados (B.2b), obtenemos del

teorema de Dragt

= A SN (P! A L
Lppn> B‘P’”‘ w2 (P-mV: (A | T }5: As

o p-A=IS B <
) (9 + 771) o> (B.19)

donde Egﬁfﬂ es un coeficiente de normalizacidn que obtendre-
,' - (A-p o) /oy .
mos mas adelante, As = (”zf)g(ﬂlf)s/%!(—f*:)g , son coefi-

cientes provenientes de la expansibn de el polinomio de Gegenbauer

Cj:\ji (Cos§) 30) y‘ (RYs = R{k+1).... (R+5-1).

es el simbolo de Pochhammer.
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™

E1 coeficiente |y es un caso particular de

Fr i

{%&?A en {B.2b},que se obtiene de la normalizacidn de estas

funciones i) en los indices N yup
& zﬁow‘ Ar N
\Bc (S;né“} (:((Aé?) ‘\_ (,(&;55; (JLT
(B.20a)
. | g’ 2A+3 2
TT(j“f‘l’\‘f‘g) );j,l {f""l) 2 (f-/\)f (/\f-l}
y
< 295 | PR Pra
2y ' (pY) |7 > *
gcexp{—b)ag l‘*“fvz gvafb')d o
(B.20b)
/ -
[(nepyara)l fa Lan-py/all Suye
i.e.,
A2 v Y /A
T (p-A] Cin-py/a ] (prR) ] (B.21)

:f\/,i .
E%NFA L aeid T Penrsr! Lintp)/a+alild

Por analogia con {B.16}, el estado general es ahora

INpAY = B, (ei™) fﬁf/\>,

i
donde EgNP se determina de nuevo aplicando (B.14} repetida-

mente, encontrindose

1 fa

! N-pI/a (p+r2y! 17
= {”) [ W-p ] ) 1 J‘
T (UN-pY ) (e py/as ) ] (Bl 23)

NF

)

El Gltimo paso en el anflisis consiste en hacer un

AT VIFY A
1) ! en (B.22),

desarrollo binomial del operador ( - )+
lo que tras de un intercambio de sumas v la comparacién con {B.18)

conduce a 1a relacidn



|

INpAY = 2 e ATNPAS A,

v (B.24)

con <MYA| N_f/\> dado por la ec. (3.48).
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NILPT 36 (0%/23/79) PROGRAMA DE EVALUACISH BE ELEMEWTOS DE MATRIZ RELevAwrtes en 10117 7

€1 MODELD OF BOSOWNES (oNn INTERACCION,

» r
%éﬁ %rﬁsgr ;iﬁgﬁgwn CﬁLflLA FIFMENTﬁS DY RATRTZ DF (2,0)8%RFx (3, 0y Rery,
;2;@ 4 F ‘K TARD 5 'trgfé'% fmA A"M\ku{,
172 3 Hn§rm cab rth el e pn%* $§%
ir3 xr: TrpAs sn3 sF USAN ESTARFS a FAXIMA PROYECCIOH,
194 el nonenn” af anr
193 3 FU rPOgrang rnncxﬂﬁA nAPA N NOPCHTR ANGULAP MEMOP 0 TgHAL
éz“ ; Arlgtigrﬁﬁ“ UN HUMERD DF CHANTAS L % (L2207
;gg ’i&ﬁri§%§$i£§3 ~0¥F): FILE DISCLEKTUPNISKs SAVFFACTOPaag, tAXPECST2F 52
EN &ILF'GA%LcQTNcierNTrr
g0¢ Prkcy075£§§“’a 015k, AhurracTong9, A rrrs2es?
nad '§&§§9515;§ RUinan1aK, 5AVFFACTORENT, AAPECSTIN 22
388 1k h§§§*62?&§nn RISk SAVERACTORGA0 i c%r;z BLOCKEIZEq30
960 rt%f n¥sieelgM =n ;x 54y gcTﬁvs gax T 5 c§f1 =§ 5
fo8n INTEGER A1.40 g n.t, N1 v Lgh f it 2, Y3,BL.M:316M,
1159 fire, ¥ wp,nai.w& Qq,vs Mé 5 g 3 §6 n Yhykas i
LI e FEGH NI L -
; %293 e Sl .22 5 t% A 4118 L M reTRrITEe ’
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