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CAPITULO 

I n t r o d u c ció n • - El desarrollo de modelos Il.Icleares ha contribu ido 

notablemente al conocim iento de la estructura del núcleo. Estos modelos 

frecuentemente surgen de una imagen del núcleo que presenta analog ías 

con fenómenos en otros campos de la fís ica. Un ejemplo típico de esta 

semejanza ~on los modelos de capas del átomo y del núcleo. 
1) 

El modelo de capas J sugerido originalmente por 

Mayer y Jensen, perm itió expl icar una gran variedad de propiedades nu-

cleares, como el espin y paridad del estado base I los números mág icos J 

los elementos de matriz en el decaimiento J etc., 

pero aún así su éxito ha sido limitado. Por ejemplo, los momentos 

cuadrupolares nucleares observados experimentalmente son por lo general 

mucho mayores que las predicciones de este modelo I especialmente en la 

reg ión entre capas ~erradas, las probabil idades de trans ición entre estados 

de baja energía son hasta 2 ordenes de magnitud mayores, y ad~más se 

observan espectros típicamente vibracionales y rotacionales, que díficil-

mente pueden ser interpretados en base a este modelo. Finalmente, una 

mayor motivación para el desarrollo de modelos diferentes al modelo de 
2) 

capas, se originó con el descubrimiento de las resonacias gigantes en 

1947. 



Estas observaciones condujeron al desarrollo de varios mo-

delos colectivos, que finalmente dieron lugar a 2 modelos básicamente diferentes: 

a) Un modelo para los procesos que se efectúan esencial-

mente en la superficie nuclear y 

b) Un modelo para los procesos que se realizan en la re­

g ión interna de los núcleos. 

El primero de estos modelos es el que nos concierne en 

este trabajo, y por lo tanto estaremos interesados en los grados de libertad 

colectivos superficiales que dan origen a rotaciones y vibraciones del núcleo 

atómico. Este modelo surg ió en su forma más elemental hace más de 40 años, 

en conexión con los primeros intentos de expl icar el fenómeno de la fisión 
3,4) 

nuclear 

Por otro lado, los grandes momentos cuadrupolares en-

contrados experimentalmente en algunas regiones nucleares, llevaron a la su-

posición de que en un núcleo par-impar la partícula extra podría polarizar al 
5) 

carozo nuclear. Rainwater demostró que esta partícula puede tener una 

energía más baja sí el potencial promediO debido a todos los demás nucleones 

no es esférico sino defonnado, lo que constituyó la primera prueba de que este 

tipo de núcleos podría existir. 



Es necesario enfatizar que la introducción de los grados de 

libertad colectivos no representa un punto de v ista contradictorio al de los mo-

delos de partícula independiente. De hecho, la suposición de un campo efectivo 

en estos últimos, proviene de la interacción promediada con todos los demás 

nucleones del sistema, i.e. es en sí de naturaleza colectiva. Este punto ha sido 
6) 

claramente establecido en diversos trabajos so bre el modelo de capas deformado • 

La dinámica del movimiento colectivo cuadrupolar de los 
7) 

núcleos, es convenientemente descrita por el Hamiltoniano de Bohr De-

pendiendo de la forma de la energía potencial de deformación, este Hamiltoniano 

puede describir tanto el límite vibracional, en el cual el núcleo sufre oscila-

ciones armónicas alrededor de la forma esférica, como el límite rotacional, en 

el que las excitaciones consisten de rotaciones de un núcleo deformado. En 

ambos casos, los espectros característicos son de naturaleza 'muy simple. 

Pequeños alejamientos de estos 2 límites han sido considerados por diferentes 
8) 

modelos como el de rotación-vibración, del rotor asimétrico, etc., que re-

sultan insuficientes debido a que entre los límites rotacional y vibracional 

existe una amplia variedad de posibilidades para la dinámica nuclear. 

En vista de esta situación, diversos investigadores se 

propusieron desarrollar un esquema general para la descripción de los movi-
9) 

mientos colectivos superficiales Kumar y Baranger atacaron el problema 



general del Hamiltoniano de Bohr mediante un método de integración numérica 

del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas resu Itante. Sin embargo, 

dada la naturaleza del problema, este método de "fuerza bruta" no es satis-

factorio y solamente tiene el mérito de haber demostrado que el modelo general 

es capaz de dar soluciones razonables en regiones nucleares inaccesibles a 

otros modelos. 

Un método más apropiado es diagonal izar el Hamiltoniano 

de Bohr en la base formada por los eigenestados del oscilador armónico cuadru-
10) 11) 

polar, trabajo realizado originalmente por Bes y Bes y Dussel para va-

lores pequeños de el momento angular y el número de fonones. La razón de 

esta limitación es !Jle el problema que presenta la obtención de los eigenesta-

dos del oscilador armónico cuadrupolar con momento angular definido es con-
12) 

siderable. Gneuss y Greiner desarrollaron un método rumérico para obtener 

estos estados y posteriormente efectuaron un análisis sistemático de los es-
13) 

pectros a bajas energías de los núdeos par-par con A ~ +0 , mos-

trando que el modelo es muy efectivo para la sistematización de una gran can-

tidad de datos experimentales. 

Un análisis más general y detallado sólo es posible sin 

embargo, mediante el conocimiento de la forma analítica de las eigenfun-

ciones del oscilador, ya que esto da lugar a una simplificación muy importante 



5 

en los cálculos y a la posibilidad de desarrollar programas generales de ajuste 

de espectros y demás características nucleares. 

Este paso fue dado recientemente por Chacón, Moshinsky 
14) 15) 

Y Sharp y Chacón Y Moshinsky , quienes encontraron la forma explícita 

de estos estados para valores arbitrarios de los números cuánticos que los 

caracterizan, utilizando argumentos de teoría de grupos. 

En la primera parte de este trabajo hacemos una revisión 

de estos resultados y hacemos uso de ellos para obtener de manera analítica 

los elementos de matriz del Hamiltoniano de Bohr y de los operadores de transi-

ción relevantes. Como una aplicación de estos resultados realizamos también 

un cál~ulo para el núcleo 
11,1-

G." Dy . 

Resulta claro que el modelo colectivo del núcleo juega 

un papel de gran importallcia dentro de la física nuclear, y que los métodos 

matemáticos desarrollados para su aplicación son por tanto de vital importancia. 

Sabemos por otro lado que la mayoría de los conocimiertos en esta área surge 

de la investigación a través de reacciones nucleares. Mediante el bombardeo 

de núcleos con proyectiles de diversa naturaleza es factible estudiar las pro-

piedades de estos sistemas y descubrir nuevas formas de comportamiento. 

Estas consideraciones han sido la motivación central para ~I desarrollo de una 

teoría de reacciones nucleares en que se incorporan los grados de libertad 



colectivos de los fragmentos en forma sistemática, lo que constituye el tema de 

la segunda parte de este trabajo. 

En esta parte de la tesis introducimos dos mecanismos de 

re acción que son 

a) La interacción directa y 

b) La interacción a través de núcleo compuesto. 

Esta subdivisión se debe al hecho conocido de que las 

reacciones nucleares pueden dar origen a fenómenos en que los proyectiles no 

pierden su naturaleza individual, como es el caso en las reacciones de Ilstripping 11 

y Ilpick-upll, pero pueden también constituir un sistema nuevo, el rúcleo com-

puesto, a partir del cual pueden emerger fragmentos resultantes de muy diversa 

índole. Un caso típico de este último mecanismo es el de la fisión nuclear. 

Recientemente un nuevo fenómeno ha provocado el interés 

de los físicos nucleares. Se trata de los estados conocidos como IImoléculas 
16) 

nucleares 11 , fenómeno que parece ocurrir en una gran variedad de reacciones 

entre iones pesados. Este mecanismo podría tener relevancia en la comprensión 

de reacciones de fusión en el interior de las estrellas y tal vez constituya un 

paso importante en el mecanismo de la fisión de núcleos pesados como el Uranio. 

Las Ilmolécu~as nucleares 11 parecen deber su existencia 

precisamente a la participación de los grados de libertad colectivos en la diná-
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I 

mica de los sistemas nucleares, y en la última parte de este trabajo utilizamos 

una versión simplificada del formal ismo desarrollado, para anal izar la reacción 

''''' c. - I'aC , en que estos fenómenos se manifiestan de manera muy 

clara. 

Podemos resumir entonces el contenido de este trabajo 

como sigue: 

El capítulo 11 está dividido en 9 secciones. En las pri-

meras 2 se discuten las coordenadas colectivas y la detenninación del 

Hamiltoniano, así como la cadena de grupos V (5) J O (5) ~ Slltc.»)I. SU.(2) 

utilizada por Greiner para construir numéricamente estados con momento 

angular definido. En las 4 secciones siguientes estudiamos el método 

anal ítico, asociado con la cadena de grupos U(5):J 0(5) J 0(5), 

utilizado en los trabajOS de Chacón, Moshinsky y Sharp y Chacón y Moshinsky, 

para determinar explicitamente las funciones de onda del oscilador annónico 

cuadrupolar de momento angular definido. En la sección 7 se determinan 

los elementos de matriz más importantes del modelo colectivo, usando los 

coeficientes 3j-reducidos de la cadena de grupos OCs) :) 0(3) . 

En la sección 8 se discute la convergencia de los métodos empleados para 

finalmente en la última sección analizar detalladamente el Ib"t D¡ como 



ejemplo del cálculo de las superficies de energía potencial. 

En el capítulo 111 se presenta el fonnalismo de las inter-: 

acciones directas, enfatizando su aplicabilidad a el problema de resonancias 

en reacciones de iones pesados y en particular a la descripción de los estados 
17) 

moleculares, primero propuestos por Bromley • Se discute también la 

fonnulación del problema de la Ilinteracción a través de núcleo compuesto ", 

mediante una versión simplificada, que sin embargo contiene ya la física 

esencial, lo que pennite hacer una evaluación de sus alcances. Como último punto 

en este capítulo se estudia la dispersión del sistema 12. e _.2 c... 

En el capítulo final se resumen las conclusiones de 

este trabajo. 



CAPITULO 11 

El Modelo Colectivo del Núcleo 

El núcleo representa un problema complicado de muchos 

cuerpos, que puede ser resuelto únicamente por métodos aproximados. De­

bido a ello se construyen modelos con el propósito de entender propiedades 

particulares tales como los espectros a bajas energ ías, probabilidades de 

transición, etc. 

Los espectros a bajas energías de los núcleos impar-par 

están detenninados en parte por el comportamiento del último nucleón no-

apareado, mientras que aquellos asociados con 105 núcleos par-par sugieren 

fuertemente que 105 nucleones realizan un movimiento coherente dentro del 

núcleo. El sistema nuclear posee por tanto grados de libertad colectivos 

que deben describirse mediante la introducción de un sistema de coordenadas 

adecuado. Uno de estos sistemas (apropiado para los estados de paridad 
7) 

positiva) está dado por el modelo colectivo de Bohr y Mottelson , quienes 

propusieron la descripción del sistema nuclear como una gota de líquido 

que puede sufrir deformaciones cuadrupolares. Este modelo se ha imple-

mentado sistemáticamente en su forma general y ha sido capaz de describir 

tanto a núcleos vibracionales y rotacionales como a núcleos de transición. 

En este capítulo haremos una revisión detallada de este modelo, así como 

de los métodos matemáticos que permiten obtener analíticamente las 
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eigenfunciones del oscilador armónico cuadrupolar, que son fundamentales 

en el análisis general de los espectros a bajas energ ías y demás características 

nucleares. 

Los eigenestados del oscilador armónico cuadrupolar son 

utilizados como base completa para la evaluación de los elementos de matriz 

relevantes en el modelo colectivo y en particular de los elementos de matriz 

de la energía potencial de deformación. La subsecuente diagonalización de 

estas matrices conduce a la determinación de las superficies equipotenciales 

de deformación nuclear (S.E.P .), que exhiben el comportamiento a bajas 

energías de los núcleos par-par de manera gráfica, dando lugar a una imagen 

físicél asociada con cada mcleo. 

Estos resultados son además fundamentales para poder 

desarrollar, en la segunda parte de la tesis, una teoría de reacciones nucleares 

con grados de libertad colectivos. 

l. Hamiltoniano Cuadrupolar 

En el modelo de la gota de líquido la superficie del núcleo 

está descrita por la ecuación 

R - u.v 



11 

donde R(¡ es el radio del núcleo considerado en ausencia de deformación, 

y ~m (8/+) los armónicos esféricos y 

las coordenadas generalizadas que describen el movimiento colectivo. 

Como la superficie nuclear es real las coordenadas 

colectivas cumplen la relación 

(1.2) 

Ahora, s i rotamos el marco de referencia en el que 

está descrito (l .1), obtenemos que las coordenadas ca lectivas ex: ~ Yl1 , 

se deben transformar como las Y.llvn para que la superficie nuclear per-

manezca invariante. Analogamente si efectuamos una reflexión del sistema 

de ejes coordenados la ecuación de la superficie nuclear no debe cambiar. 

Por tanto las coordenadas o(XvYI ante la transformación de paridad se 

comportan como los armónicos esféricos, i.e. 

<1.3) 

Si el movimiento de la gota de líquido está restringido 

al tipo cuadrupolar la ecuación (l .1) da 

E = ¡ I t ¿ X y."t \,b4)'- -'- ¿ ')"1'\'" 
rT\ 2,n -- -1 

- ,'t. -
m TrI 

<1.4) 



donde o(~'fYI== x"" y el último término es una corrección que surge de 

garantizar la conservación del volumen del núcleo a segundo orden en 

las o( m'S • 

Introduciendo ahora 0.", como las coordenadas 

generalizadas correspondientes en el sistema fijo en el cuerpo, a lo 

largo de los ejes principa les I tenemos la relac ión 

(1.5) 

........ 

donde 
~ 

D"""\'Jl1 son las representaciones irreducibles de 0(3) y 

los ángulos de Euler , y porque el ten90r de inercia 

es diagonal en este sistema se tiene (A,:: C\ _1 :: O y o..!.:: Q-2-
7) 

Con la parametrización 

; (1.6) 

la ecuación de la superficie nuclear <l .4) puede escribirse en el sistema 

intrínseco como 

R -= R-o 1 I 1- /'" (o, ~ Yec (e; 4',) (1 .7) 

t- ~ {'" C)L'óI y ()i > ~ (t, 4") t Y ~ -2. (, ~./ Cf·)) - -;:'==, f;: 1) 
,.2 d .-~ ,,1". 

, e 



Elevando al cuadrado (1.7), quedandonos a primer orden 

en la f ' y substituyendo las coordenadas esféricas por coordenadas cartesianas 

tenemos: 

> 
X/~ 

+ 

que representa una forma nuclear el ipsoidal de sem iejes. 

, 

Es útil interpretar f y X como coordenadas polares 

en un plano llamado plano- t- ~ , en el que cada puntG representa una forma 

cuadrupolar diferente (figura 1). Todas las formas afuera del sector 

L ~ ~ ~ be." , f3 ~ o pueden ser generadas de las formas dentro del sector 

a través de la a¡rl icación de las 2 transformaciones básicas 

el .8a) 

el .8b) 



Figura 1 .- 'p lana - 1" K • 

En <l.8a) el sistema intrínseco es rotado 90~ alrededor 

del eje intrínseco z' y en <1.8b) los ejes del sistema intrínseco son permu­

tados ciclicamente. Por lo tanto, se necesita considerar únicamente el 

it 

sector o ~ ~ ~ "'oc ,en donde las formas prolatas caen sobre la recta 

~ :: o e ,las formas ob latas sobre ~ :o bl;) y entre estas 2 líneas las 

formas son triaxialmente deformadas. 

La energía potencial del modelo depende de la forma 

nuclear y nos permite construir las llamadas superficies de energía potencial 

(S.E.PJ, si la igualamos a una constante, de los núcleos. La energía po­

tencial debe ser invariante ante rotaciones del sistema de coordenadas, por 

lo que tiene que ser únicamente función de los parámetros de deformación 

intrínsecos (3 y ~ • 

Como las transformaciones <1.8) no cambian la forma 

nuclear, la energía potencial debe ser función de /'3 y (c~'\J' Restringien­

danos además, a formas polinomiales en las . .x"" tenemos que el potencial 

puede construirse en términos de únicamente 2 invariantes: 



'/ Cl.9a) 

Cl.9b) 

Usando Cl.9) se puede escribir el desarrollo más general para el po­

tencial hasta orden 6
to 

en las 0<"", como sigue: 

+C-t([O(X~JL"l)~ 1- C
5 

[[o<.x<X.J ~ )( 0<] lC~ 

+- e, ([[~ x 0<]2 x ~rv~ ~ + :DI. ([O<Xp{ro1)3 + ... (1.10) 

1'5 

Ningún otro invariante a éste orden puede ser fonnado. Por ejemplo; invariantes 
6> 

del tipo - [ 1J [°1 [[0<.)(,0<.1 U1 :x [o< X o(J ~ 

con ~ =:: c,4- son múltiplos de ¡o,"t. Para ..x= 1, -.;, los invariartes son 

idénticamente cero. 

Dependiendo de la elección de las constantes c..:2, c..,., J • " y D (. 
19) 

uno obtiene muy diferentes superficies de energía potencial . En la figura 2 

se muestran las S.E.P. de núcleos esféricos, prolatos, oblatos y triaxiales, 

cuyos mínimos caen en el origen, sobre los ejes prolato , oblato y en la línea 

respectivamente. 



Mt>V • 
251 ¡. 6.)' J' 

20-

15-
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0, 

-sr 
-lO ..... , ~~.1.--fl 

Figura 2.- S.E.P. de un núcleo esférico 

prolato I triaxial y oblato (tomada de la re-

ferencia 19). 



De las S.E.P. se consigue una comprensión cualitativa 

del comportamiento a bajas energías de los núcleos. La posición del mínimo 

más profundo genera 1m ente determina la deformación de el estado base. La 

profundidad del mínimo nos informa sobre la estabilidad de la deformación 

nuclear durante las excitaciones, mientras que los valles. de las S.E.P. in-

di can inestabilidades en la forma nuclear. La aparición de un segundo o en 

ocasiones hasta un tercer mínimo en la S.E.P l. da lugar generalmente a estados 

isomeros. 

Las S. E.P • dadas por <1.10) tienen únicamente b 

parámetros, los cuales en principio se pueden obtener de modelos microscópicos 
20) 

tales como el procedimiento de renormalización de Strutinsky o extraerlos 

de los datos experimentales. 

Por otro lado el Lagrangiano clásico del movimiento de la 

gota de líquido está dado por 

s i denotamos por lí"" a los momentos canónicamente conjugados I obtenemos 

bilineal 

la relación 

En el caso en que la energía cinética tiene la simple forma 

I :::. s;-. t) L' L·;¿ x..,:c] Lo] I los momentos están dados por 
i--

(l.l1) 



le. 

y la función I-'amiltoniana 

Ii -;:: 2- ~r>\ -UN) - L 
'fY\ 

De tal manera que substituyendo '';¿rn en términos de los momentos obtenemos 

l l 
Lc.} H: p~ lf)\ Ti T (1.12) 

donde la energía potencial está dada en la ecuación (I .10) Y p..! == 

Procediendo analogamente a la construcción del potencial 

,,(0<..,..) se obtiene el operador de energía cinética general que es invariante 

ante rotaciones del sistema de coordenadas e inversión en el tiempo 

P-.¡- (LlfX1T)[~})~ + i í)2. ... 

~4- f 
f[rrxu1 [~'Y'I1 X [a(xtÁ r Z

Y\
lrO

) 

rn ::0 

] COl} [[o<. x 0(1 u
m

l X r Tí X Tí ll2 11 
1 + ' .. 

t- (1.13) 

donde se dejó el desarrollo a 4to orden en las (;('0\ Y u rr¡ • 

~" Los términos con P -5 Y P.¡. se pueden interpretar como 

masas dependientes de la deformación, m ientras que el de i?,. como masa de-
21) 

pendiente de la velocidad 



En general las d..'fYI y \\ \'\'\ no están relacionadas como 

en (1.11), debido a los términos de mayor orden en la energía cinética <1.13). 

Su relación puede encontrarse de la ecuación de movimiento 

la cuantización se introduce de la manera estándar,i .e. 

a través de las reglas de conmutación 

( 1.14) 

Por lo tanto el operador Hamiltoniano 

H = 
... 
T 

, 
+ V <1.15) 

con T Y V dados por las ecuaciones <1.13) y <1.10) respectivamente. la 

diagonal ización de <1.15) se discutirá en la siguiente sección. 

A continuación recopilaremos las fÓl1l1ulas de los operadores 

que representan cantidades medibles experimentalmente tales como momentos 

cuadrupolares, probabilidades de transición BtEZ) y la raíz cuadrada del radio 
6) 

cuadrático medio 

El momento cuadrupolar de un estado nuclear y la probabilidad 

de transición reducida U son definidos por los elementos de matriz de el opera-
... 

dor cuadrupolar Q : 



A 

El operador Q está dado, para una distribución de 

carga uniforme fo a segundo orden en las o< 's , por 

r\ .o Ro:. J o('rt\ - l.2-l')(:x,~J2. r .. }· 6) 
\..)( 2.Yn f o o 1 JlZ1íl ""'. (1.1 a 

El operador para el radio cuadrático medio está definido 

donde cons ideramos la densidad nuclear f como constante y nos quedamos a 

segundo orden en las o(. /5 • 

Es importante señalar que la forma de los operadores Cl .16) 

depende fuertemente de la suposición de que la densidad es uniforme y que la super-

ficie nuclear está definida por Cl .4). 



~I 

2. Los Eigenestados del Oscilador Armónico ~ ~ Dimensiones 

Para diagonalizar Cl.15) se utilizan como base las 

eigenfunciones del oscilador armónico cuadrupolar. El Hamiltoniano del 

oscilador cuadrupolar, con uni dades tales que 1-) '" 5;~::: e e = I 

está dado por 

H Q ::. k:L \ ií m 1\ l"Y\ + 0\ 'm 'x 'm } (2.1) 

1'"'"' 

Es conveniente introducir la forma covariante de los 

operadores de creación (1",) y la forma contravariante de los opera­

dores de aniquilación (~",,) que satisfacen las reglas de conmutación 

para bosones: 

(2.2) 

El operador 1'\ crea un fonon con momento angular 2 y proyección Yr) • 
I'T\ 

El Hamiltoniano (2.D puede ser escrito 

> 

en donde se usaron las transfor:naciones 

(2.4) 



, ) 
~ ... 

Las eigenfunciones de (2.3) para un número fijo ~ 

de fonones están dadas por 

(2.Sa) 

y satisfacen la ecuación de eigenvalores 

H ~ 1 J '> - (J + Y;:.) I \) 

donde 
, 
I-

J = 2- Y\~ 
JI. o - , 

e 

(2.Sb) 

De las ecuaciones (2.5) vemos que las eigenfunciones 

del oscilador cuadrupolar están altamente degeneradas, encontrando 

( J ~ "t-)::: t;. (JH)(h 7¡ )(v~~('IlII) eigenfunciones con la misma energía 

(J t y~) J:= 0, t, c../ 

Ante transformaciones unitarias de 5 dimensiones las 

ecuaciones (2.2) y (2.3) permanecen invariantes y los eigenestados se trans-

fo rman como tensores de rango y= N. Por lo tanto todas las eigenfunciones 

(2 .Sa) pueden clasificarse de acuerdo a las representaciones irreducibles 

eR.1,) de 1.](5). Solamente las eigenfunciones que portan las R.I. totalmente 

simétricas son distintas de cero I ya que Y\ I \ rn satisfacen las reglas de 
\1'\ 

conmutación para bosones. Los estados totalmente simétricos de U fonones 

se representan por un cuadro de Young L VJ que consiste de un renglón con 

J cajas. 



Para una reducción adicional se puede utilizar que el 

Hamiltoniano (2.3) también es invariante ante transfonnaciones ortogonales 

de 5 dimensiones. Los operadores de creación y aniquilación se trans-

forman como sigue: 
;: 

~~, 2- R 'IT\ 111 
¡)=-~ 

i R m J (2.6) 
~.I'>l 

== ~ J 
,..J jIIfJ ¡J; - 2 

,.\,(1 con R = (-,) R L )A' 
RJ ~ -~-J >' Kv == p.. 

v ~ 

Esta transformación deja invariante;al prowcto escalar 

El proceso mediante 

el cual se obtuvo este invariante se llama contracción del tensor de segundo 
22) 

rango 11m. YlfI'\L En general el proceso de contracción e9 definido para 

tensores esféricos de rango 

tomando la traza de 2 índices I i. , ~. 

- (1,1.) = ~ 
1 m ."., L 

~'.(I'"\1. 

Los nuevos tensores -,-( " t) son de rango y - 2 • La operación de contrac-
1'n~ •• 

ción conmuta con las transfonnaciones de 0(5). Por lo tantoJdel espacio de 

tensores de rango '( (2 .5a) se puede seleccionar el subespacio de 



tensores de traza nula. Estos tensores~n traza se transfonnan entre sí 

ante las operaciones de 0(5) y portan las R.1. de 0(5). En el caso de 

te nsores simétricos de rango 1\ , las R.1. de 0(5) son denotadas por 

( (\, o). De manera que los estados (2 .Sa) reduci dos con respecto a 

0(5) están completamente caracterizados por I lv 1 ( 1\, ü) > 
donde (\ =- V, J-2., .1 ¿ o 

Las componentes del momento angular ll, Ll Y L1 

conmutan con Ho I de aquí que los eigenestados pueden ser clasificados por 

L(Ltl) Y N\ I que son los eigenvalaes de L~ y L") respectivamente. 

Como se requieren 5 números cuánticos, para 

caracterizar el estado completamente I se introduce un índice extra / que 

va a distinguir representaciones equivalentes de 0(3) contenidos en una 

R.I. de 0(5). De tal manera que los estados del osci.lador armónico cuadru-

polar reducidos de acuerdo a la cadena de grupos 

pueden ser etiquetados como sigue: 

I [v) I ('\ o) fA / L IV\):= I V f\ r L IV\ ) ( 2 .7) 

Por otro lado expresando el Hamiltoniano (Ho) en ténninos 
7) 

de las coordenadas intrínsecas y los ángulos de Euler se tiene 

+ I~~} (2.Sa) 



• 2 
donde .f\ es el operador de Casimir de 0(5) que tiene la forma 

... a 

1\ = (2.8b) 

, 1 

El eigenvalor de (\ es 

(2.9) 

donde l\ es un entero y fís icamente representa el número de fonones cuadru-

polares que no están acoplados por pares a momento angular cero. 

Estableciendo la ecuación de Schroedinger, notamos que 

es separable en la parte dependiente de f' ' y en la parte dependiente de 

~,1.9:. l..e. 

con {Y\ = ~ -T\ Y es el número cúántico radial. Además la dependencia en 
- 2. 

• 1. 

(-' puedeserobtenidade(2.8a) si reemplazamos {\ por (\«(\t~) , 

encontrando 

(2.11) 

donde es un polinomio de Laguerre y la función está normalizada 

con respecto al elemento de volumen ('...,. df' . 



2.1> 

¡\ ( 
La función X. " ~,) se puede desarrollar en la 

rLM I 

forma 

'X;LM(~I\9,) = 2- ~ ":\,) (2.12) 

1-\ 

ya que las D~I\ constituyen un conjunto completo de funciones de los ángulos 

de Euler. 

Consideraciones de simetría asociadas con la elección de 

ejes principales, determinan las propiedades 

es impar, 

v; es par, 

V\ = L, L-I/ L- 2/ ., . , _ l, () = ~ ""= Le e :2.13) 

La única parte que falta obtener para conocer el estado (2.10) es la asociada 

\ ~ (1. 

con la variable ~ • Apl icando (\ - a x....}4.IJIIY util izando (2.9) se llega a un 

conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas para la c:p f\¡v.. L ( ~) 
~ 

Este conjunto había sido resuelto únicamente para casos particulares de L 
7,10) 

( L=-O, 2-, 7), 4", ~ / (, ) y pequeños valores de (\ 

De tal manera que la construcción de los estados clasificados de acuerdo a la 

cadena de grupos \..J l <::» ) e ( "») ) e (""'»)") ((" J estaba incompleta en 



el Paso o ('S) ::> OC 'S) por lo que se uti lizó otra reducción de las 

R.l.deO(5L Lareduccióncompleta O(~) -") O(~) se logró 
14,15) 

recientemente y la estudiaremos en las secciones siguientes. 

Del conjunto de 10 generadores infinitesimales de 0(5) 

es posible seleccionar dos conjuntos de operadores PJ y 4,s (v, '.f :=. I, 1,~) 

que conmutan entre ellos y que son los generadores de -2 subgrupos 5'-.\.(Z.). 

Cada una de las representaciones de 0(5) es considerada completamente re-

ducible con respecto a '51..l(c.) x S~(2.) . Por lo tanto los estados serán 

denotados por I p Q. ~ '1"1) , donde f't pt-I);J ~ J 't ('~tl) 'Y yY) 

son los eigenvalores de p~, p, ' ~' y 1. respectivamente. El 

problema básico es entonces determinar los rangos de p y ~ dentro de 

una representación irreducible de 0(5). Esto se efectúa encontralldo los 

elementos de matriz reducidos de los 4 generadores de 0(5) no considerados 

en PJ y ~(f" , los cuales son convenientemente agrupados para exhibir sus 

propiedades de transformación ante ,:>I.l(l.) x SI.l..('2.) , con 

respecto a 
23) 

El resultado encontrado es el siguiente: 

Para una R.1. (A, 1\') de 0(5), p-tt varíade (\' a " 

enpasosde1y p_.~ de -{\' a (\' en pasos de 1. Así,para 

las R.1. totalmente simétricas se tiene: 

P - e, _ O iJ
Z 

1 
-,- .JI, ~ 



Los estados del oscilador cuadrupolar reducidos de 

acuerdo a la cadena de grupos 

U (')) ) O (~) ".:> ~ü..(2.) X ':::)\'\'(2) 

pueden ser etiquetados como sigue: 

I [v 1) ( 1\, o) p.~ ~ m ) (2.15) 

donde p ;:: ~ = ó) y¡ ~ 1 / ." 

Este conjunto de eigenfunciones son conocidas y se 

uti I izaron para obtener la base con momento angu lar defin i do por medio de 

técnicas de proyección, resolviendo numéricamente un sistema homogéneo 

de ecuaciones algebraicas. 

En las secciones siguientes mostramos como obtener las 

eigenfunciones del oscilador cuadrupolar en forma anal ítica. 

3. Estados Caracterizados por las R .1. de la Cadena de Grupos 

A continuación obtenemos las eigenfunciones de (2.1), 

de momento angular L y máxima proyección N\ = L , como polinomios 

en los operadores de creación \\ m • Est{)s poi inamias se apl icarán al 



estado base 

(3.1) 

La ecuación (2.2) implica que 3 lY\ I cuando se aplica a 

un polinomio en ~m' puede interpretarse como 

La relación entre las componentes covariante y contravariante 

es 1 
1'<\ ""~ 3 :: (- \ ) :l - VV\ • 

El operador de número tiene entonces la forma 
24) 

N = 2.. Y'¡ m ~ 1'\ Y las componentes del momento angu lar son dadas por 

'"'" 
Li == ¿ F (el mi ICY)'II)Yl"" ~YY\ J r= 1, (J,-l, 

.... ' 

Se buscarán los poi inomios P (r¡ "') que satisfacen las 
25) 

ecuaciones 

y (3.2) 

La primera ecuación en (3.2) implica que P es un polinomio 

homogéneo en las 1', de grado J y así, se puede escribir como 

(3.3) 



donde P' es un polinomio arbitrario en las variables indicadas cuyo grado 

no es mayor que J. Las otras ecuaciones de (3.2) implican que P es 

un polinomio de momento angular definido y de máxima proyección. Es 

conven iente introducir las func iones poi inomiales s igu ientes: 

(2,c) =- 2. 
~ 

"", Vh', "(nI! \",,\1" 

(3.4a) 

(3.4b) 

(3.4c) 

La notación es (v J L) que indica el número de cuantos 

J y la máxima proyección M: L del momento angular del polinomio, que co-
26,27) 

rresponden a los diagramas permisibles elementales (d.p.e.) 

Substituyendo la forma explícita de los coeficientes de 

Wigner en (3.4) se obtiene 

+- U.Sal 



..,1 

-= 2. ~ _ \jr¡:~~ + 
Yh 1'1~ '1z 

(3.Sb) 

::: (3.Sc) 

y por lo tanto P se puede escribir 

(3.6) 

donde p" es otra vez un polinomio arbitrario de las variables indicadas. 
~ 

Aplicando L a (3.6) tenemos 

- o (3.7) 

en donde se usó la definición de los (d.p.e J Y que L r:; h 
• ~ == -~... lz. • 

I 



La ecuación (3.7) implica que p' es independiente de 

'1 / 1/ 111:. Y así se puede escribir 

(3.8> 

donde son constantes arbitrarias. 

Considerando las 3era. ecuación (3.2) se tiene 

Z. tY\ \ -+ ? 'Yl1. t 2 Yl., + 2 ( V - 2 Y), - T, rf) 1. - 2 n'l) -= L , 

de la cual se despeja (n" y el polinomio que satisface las ecuaciones 

(3.2) tiene la forma 

para que P sea un polinomio, 'Y)z debe ser par (impar) si l es 

par (impar) • A primera vista los diferentes poi inom ios parecen ser dados 

tomando para unos valores de MI , !Y\;! 

particulares y cero para el resto, con la restricción de que todos los exponentes 

son no-negativos. Se nota que 11
2 

contiene a ~l, pero ~o a fYI;!. 

en su exponente. Así, existe la posibilidad de que 



(2 ¡) - L . '> ., t) 12 - 2 Y\ \ 

í\f (~,~)Ylz. (2,2) 
('\1 Y\ 1 

.'Y'I Z 

Para algunos coeficientes de sea divisible por Yl y -1 '2. 

en este caso el exponente de v¡ ~ puede tomar valores negativos. 

Para evitar este problema se va a utilizar el (d.p.e.) (3.0) Le., 

que está relacionado a los (d.p.e.) dados en (3.4) por 

(3.10) 

Se encontró que il~ y L deben tener la misma paridad 

lo que implica 

en la ecuación (3.9) da 

- "> 
L-
'Y\0/f' 

"0 ' ( '! J - l- - -'> ~ ~," "~f.")I;;. - "r -í: n, 

) -:) (2 . .!) 

V\z 
, y substituyendo (3,3) 

I 

(3.11) 



Parece que no se ha evitado el problema de div is ib il idad en (2.11) ya que se 

puede escribir 21'\, t ~r ;: e y expresar "11, en términos de "(" • 

Suponiendo que este es el caso, se tiene que 

(3.12) 

se puede expresar en la forma 

donde x. es un entero pos itivo. El poi inom io (3.12) corresponde a 

"7" 

momento angular cero ya que los (d.p.e.) (3,0) y (2,0) que aparecen en él 
, 

tienen momento angular cero. Si aplicamos L., y L_ a ~ ( \\ "') se 

encuentra 

Esto implica que i\ es un polinomio en las correspondiendo a 

un momento angular negativo lo que es imposible y entonces (3.12) no es di-

visible por ~ ~ 

Se concluye que los diferentes polinomios que satisfacen <3.2} 

están dados por 



( 
~L L-V +~Y)lt"l"'-

P.¡ JI' ni L Y'\ "'):: ('), 1} ) \1 z • 

( e, e) (:! v - L . ~ ~ ) / z. - "r -1. "n , ( 3/ e) fA. (Z, o) .'Yl' (3.13) 

donde f I ,'11, I L , J están restringidos po¡'la condición de que 

todos los exponentes son no-negativos y ~ L ~ Ve ( I - (-1) \..) • 

Se ha obtenido un conjunto completo, aunque no necesariameri te 

ortonormal, de estados de un número definido de cuantos \) y máxima 

proyección del momento angular 1'11\= L • Para obtener una IV\ arbitraria 

se aplica a los estados (3.13) el operador de descenso 

4. Estados con "Sen iority " Definido 

Los estados perteneciendo a la representación irreducible (1\, o) 

de 0(5) son eigenestados de , el operador de Casimir del grupo, 

con eigenvalor 

(4.1) 



A ., 

La expres ión para 1\ ~ es 

(4.2) 

y después de un rearreglo de factores I se puede escribir en la forma 

(4.3) 

De la expresión anterior se ve que los eigenestados de 
" a 1\ con eigenvalor 

1\ ( (\ t ?l) tienen la forma ? ( Yh,,", ) I o) I donde P ( r¡ \'Yl)" es un 

polinomio homogéneo de grado f\ en '1 "'" ,que además es armónico, 

i.e. , 

(4.4) 

Si consideramos los polinomios dados en (3.13) con J:- (\ 

se encuentra que no satisfacen la condición (4.4). S in embargo hay un método I 



29) 28) 
iniciado por Valenkin Y más adelante desarrollado por Lohe , por medio del 

cual se puede cumpl ir la condición (4.4) de una manera relativamente senci lIa. 

P ara esto, se introducen los operadores bosónicos sin traza 

defini dos por 

(, t -= 
'-.." YI') 

, 
donde N es el operador de número y (2, Q) es el (d.p.e.) de 2 cuantos 

apareados a momento angular cero. IJ sando las identidades 

. -1 
.( 2Nt~) f = 

.) "" 
- I 

~'"" (2Nt~) .J 

que se cumplen cuando se aplican a polinomios homogéneos en las '1's ,se 

puede mostrar fácilmente que 

[ (}l.. +rn (; (4.6) 



'i además 

2-

L (4.7) 

Regresando a los polinomios de (3.13), Si se reemplazan 

las ~ '"" por (,\ t., en éstos y se apl ican al estado base lo> I notamos 

de (4.7) que los estados correspondientes serán cero a menos .tY\ I = CJ 

Suponiendo esta condic ión y tomando J == (\ , se tienen los estados 

(4.8) 

Como CA t., es una expresión homogénea de ler grado en 

la 11 'n1 I el grado del polinomio es el mismo i.e., 

(4.9) 

y ellos contilUJan siendo caracterizados por el momento angular L ya que 

si denotamos por [1, z] == G\ -tz. ~ [e el ) LoS, ">1 J [~, c: \ 

los (d.p.e.) en términos de los operadores bosónicos sin traza tenemos 

y 



De tal manera que 

(4.10a) 

(4.10b) 

Además, si se aplica [2, <-] sobre (4.8) se tiene 

pero las 11~ lA •.• conmutan (ver ec. (4.6», de tal modo 

[2,C) 11\¡u.L) = P"t'\OL ((\~) L¿,,-] le) 

= P J\ f4 o L (C\ ~) ( 4 ~ ~ - \ Y , ( 2 I l ).: l ~ ""' \'''' I \-) 
o 

De esta expresión se concluye que los estados r '" f'I. v i.. (é \ tn) \ \,) 

son armónicos, i.e. satisfacen la condición (4.4). Así, los estados (4.8> 

corresponden a la representación irreducible ( 1\. v ) de 0(5), 



- '\ 1 de L (~) y L de 0(3), 

En términos de los (d.p.e.) 

(4.8) está dado por 

[J, L 1 el estado 

; ,. 

dJnde todos los exponentes deben ser no-negativos de tal manera que se deben 

cumplir las relaciones 

~ 

L - 1\ -t 3 r ~ ",. ; ~ ( Z 1\ - L - ~ ~~) - J fA ~ (. J ji) c: (4.12) 

Estas des igualdades garantizan que el número de estados (4 .ID (de los cuales 

hay ~ L +-1 para cada L cuando se consideran todos los valores posibles 

de IV\) para una f\ dada es 

_1 (1\+\)(1\\-2.)(2l\\-~) 
(, 

(4.13) 



Esta es exactamente la dimensional idad de la representación irreducible 
30) 

( n, o ) de 0(5) 

5. Determinación de la 

Es bién conocido, que cuando los estados base de las 

representaciones irreducibles de \J ( Y\) son los rismos que los de O(Yl), 

se pueden expresar como polinomios homogéneos en las componentes del vector 

de pos ic ión mu ltipl icados por una Gaussiana. As í, tenemos 

(5.1) 

donde P"f- L (0( ....... ) es un polinomio homogéneo de grado {\ en las 

asociado con el ,momento angular L y de máxima proyección 

AA =. L • Por lo tanto ?" r L ( o<. "" ) satisface las e~uaciones 

2- .X, "" 
d 

p{\!AL 
,') 

d'J( tn == f\ V I\f' L 
\"Y'I 

(5.2al 

L, P 
f\ t"- L - e 

(5.2b) 

L<.: 
<) 

L ~ 

t "r L r "¡\.\ L (5.2c) 



donde 

El problema que se tiene que resolver en (5.2) es idéntico al 

discutido en la sección 4, únicamente que el poI inomio es ahora expresado 

en términos de las o< '"" en lugar de las ~ '" • Las ecuaciones (5.2) 

no definen completamente al PJ\f- L (01.. m) ya que falta la condición 

2.. (- \) ~ ~ '" L", 11\ fA l } .:: o 
'rn 

que en términos de las -X:~ nos conduce a la ecuación 

(5.3) 

Encontrando los polinomios que satisfacen (5.2) y (5.3) se 

puede entonces utilizar la relación entre las o('S y la f-> ' d y los ángulos 

de Euler para expresarlos en la forma 

(5.4) 

y así determinar la 
AJA L t ~ (~) que se está buscando. 



La solución de (5.2) está dada por ( de ec. 3.13 para 

el caso \):: (\ y L par) 

(5.5) 

I\,...L 
donde A 'f ~ son constantes arbitrarias y ~ 1, 2. \ j ¡ 1., 2! > ~ 2, ~} ;r \)1 ~} 

son (d.p.e.) dependientes de las coordenadas Le., 

(5.6a) 

(5.6b) 



i e, 2} -= ff L « z e. 'm Yn' 12 e> o( vY\ v<. ",,' 
\'>'1 "" , 

= [i fZ L ])<:. ~(G,) [~\xc\j: 
;:!l'T\ 

Y>-I 

'- fi l 1 D:
o 

1t (ó,) COS C- ,!~) - - '- (' 

(5.6dl 

En las ecuaciones anteriores se usó la relación de las o("~ con las variables 

del sistema fijo en el cuerpo. 

Por medio de (5 .6a) y (5 .6b) el poi inom io P (0(1\'\) se 

puede escribir 

donde y 

. La 1. <Ter (X) ::J es un poi inomio, 
"'" 

por el momento, indeterminado en la variable X 



Las funciones D están dadas por 

1) ~/ -= e.Xp (~N\t9.) J~V\ (\91..) e.xp (~v-. \)~) ~ 
31) 

con la expresión bien conocida para d ~" ( 19 z ) se obtiene 

de (5 .bc) lo siguiente: 

donde la función S~: ()') tiene la forma 

"'/' 
Y~(r~f(xp,) -

( K/1..)) ( '( - IVz) ! 



en donde 2 F. es una función hipergeométrica y K está restringida a 

valores pares. Si en la relación anterior se reemplaza ~ por - K y 

2. 't por Z) - K se obtiene una expresión idéntica y así tenemos la pro-

piedad 

(S.8) 

De los resultados anteriores y (S .6d) se ve inmediatamente 

que 

[f -Z j 1, f = (- lÓ )" 2 1) ,:: '( ¡j ,) S z: (- 2 i ) 

'" 
Así, el producto 

[1" j" 211'1< -" [f" j ',' lr~ 2- C;"~ (,) ]) L e,,' (~.), (S .9) 

k 

donde 

\\' \<,'1 



I ~r ro).:: [3, cJ r ) o) 

=: 2- B ~ (2, O ) 3 ( ( 5, e ) fA- -u I o ) , (5.12) 

'( 

con la utilizacion de la ecuación (3.13) en el último paso. 
}lo. 7,10) 

El coeficiente B t se obtiene recordando que para este caso 

(_ \ ) .( ( Z f\ - Z '( - \) ) ! 
Z" {! (f\-'l.Y) ~ 

#-_ z-v 
X 

y 

_ t-"1/"-2 (-I)< (Zf\-tv-\)\! 

y Y~ (.M-lf)~ (5.13) 

en dónde util izamos el desarrollo en serie de potencias del polinomio de 

Legendre P JA (x) y las ecuaciones (5 .6a) y (5 .6b). 

Comparando (5.12) y (5.13); los polinomios satisfacen las 

mismas ecuaciones, únicamente que en el1er caso son funciones de las 1", y 

do, 
en el 2 de las 0<."" ,se concluye que se puede tomar 

(-1)" (zf\ - 1. .. - \ )! ~ (5.14) 

rt (¡';"-h) ~ 



ya que los estados no están normalizados y así tenemos una 

constante mu Itipl icativa arb itrari a • 

Se quiere ahora extender el desarrollo (5.12) a estados con 

L arbitraria (par) • 

Los estados 1(\1'" L J dados en (4.11) se pueden construir 

en el esquema de partícula-agujero como sigue: 

lo) ~ (5.15) 

donde tenemos que el número de cuántos es 

y el momento angular es 

Por lo tanto todos los estados I {\ fA L}. pueden escribirse 

en la fonna 

(5.16) 

La aplicación de ~ 2. a (5.12) es simple, ya que 

involucra aplicar derivadas de 1er orden ( d /d 1L z. ). La apl icación 

de potencias de Qt, a polinomios en las 'l's es más complicada, 

como veremos a continuación. 



La forma de (4.5) sugiere que se puede escribir 

(5.17) 

donde es alguna función del operador de número. En 

realidad para (f.::: I , de(4.5) obtenemos 

(5.18> 

Se probará (5.17) por inducción, encontrando una relación de 

recurrencia para la R ~ (l'{) que se puede resolver y así determinar 

~ ':. l' K.. exp Icilamente. 

Co ns i derese 

desarrollando este resu llado y haciendo uso repeti do de las expres iones 

,.. 
para func iones arb itrarias del operador de número N se obtiene 



( +) Otl _ "\ 
J, e - L 

que conduce a la relación de recurrencia 

satisfecha por 

Se puede ahora escribir (5.16) en la fonna 

lf\f L}'=¿ ~:~'" (é!/o)~R:(N) §~o~l~ff-O} 
Y) 

Aplicando Sl. = ~h teniendo en cuenta 
'I_~ 

51 

(5.19) 

(5.20) 



se obtiene la expresión 

o 
J 

C. <S r/"'- (1, z.) c:r tt:.-Y\ 

YYI 

( ( 

3('- L+ IY\ (3, o) ,MH --1..<-"" la) (5.21> 
-2, 2 ) fY\ l, o) 

donde las constantes 

("\()) (f\tC-z'I"») 

(/'l T t: - z."f- YI) .. 

tienen la forma 

.Ate. __ 
B r' 2 - - .. 3 '" 

y 

R ~ (5f<+ í!-c.-S) 

(3"-t.rn-s)~ (5.22) 

Por construcción, este estado satisface las condiciones 



N I f\I"\L 1 ~ f\ 1 J\f\l) 

L¡If\,MLJ-= o 

Lo I I\JA L l = L I f\f'J' L) 

2.. ~_ .... \"" I f\~L~ -= o 
'"" 

Se quizo obtener el estado en términos de las '1"" para utilizar 

el teorema de Dragt que nos dice: 

los estados de un oscilador armónico en y dimensiones 

con un selÍlority Jada i .e., aquellos que satisfacen las ecuaciones 

pueden ser escritos como 

(5.23) 

D e tal modo que el teorema de Dragt nos permite tener 



.::: 

i 2, e ) 

(5.24) 

polinomios en ténninos de las ol.'s que satisfacen (5.2) y (5 .3L 

Substituyendo {2, o 1 y ~;, o 1 en función de f' y ~ y 

comparando con (5.7) se tiene 

y 

Habiendo obtenido la 
( <;fL,I.\ 
J"" ('1\) Y conociendo la 

I + ''1~L('.I) se tiene entonces una expres ión anal ítica Para a .\ o 

dada por (5 .1l> • 



6.- Extensión a Momento Angular Impar 

En la sección anterior se consideró el momento 

angular par por comodidad y el propósito de la presente es mostrar que se 

tiene una solución similar cuando L es impar. 

donde 

Deja ec.(4.1D tenemos (si L -= impar) 

L = 2 ( <:ltc) + 3 =- L + 3 

A = if+2t.+~r--t-3= 1\+5 

La discusión anterior nos indica inmediatamente 

que se puede tener un estado con Len el esquema partícula ~ agujero Le. I 

El estado anterior puede escribirse en términos de 

un polinomio en las d m como sigue: 

5S 

(6.2) 



donde 

con (Í I 1:. I r dadas como en (5.7) • 

La .1 <;f~.M (") 
J "satisface ahora un conjunto de 

I'A 

ecuaciones diferenciales acopladas que resultan de la ecuación 

-==0 

Pero al igual que en la sección anterior I en lugar de tratar 

de resolver el sistema de ecuaciones diferentes acopladas directamente se procede 

como sigue: 

1) Se escribe el (d.p.e.) ~ 3, ~! en términos de 

f> I ~ Y los ángulos de Euler I por lo cual 

con 

G -¡ (1) = l < L5 K .. I L ~) G .~L (~) 
Kh.. 



y en donde < L"3 ~ R I L;') 

0(3) Y 

es un coeficiente de Clebsh Gordan de 

~ ('S~ (~) _ * S(¿V\?>¿ [ ~ ~z - eS k,-z. J 

sr 

2) Usando <:3.13) se determina el estado I '!JI' t"3 j r, .~} 
en términos de los operadores de creación normales que satisface 

la ecuación 

v c. I 3ftt ~ j r, !> } = o 

3) Como L !,;, l~, ~)l: o se apli~an q 1 y S ~ en 

la misma forma que en la sección anterior obteniendose 

donde 

li\rL.} = ("5,3)2-
r. n 

( c., o) .~<-~t-'!'. Jo> 

(3 __ )\ (f\t-c.-Z.i)! 

(~ + t:. _ 'lo (- ~) ! 

2~ R.a:,(')kt-2(.i-~.,:)) 

l~{-L+"-~)\ 

(6.5) 

(6.6) 



Obviamente el polinomio {3, '3 t f\r L (Oí. ...... ) tiene 

la misma fonna que (6.5) pero con los (d.p.e.) de las o('s reemplazando 

los ( v) L) dependientes sobre • Considerando la rela-

ción (6.3) que define (' ~':'A (x) J' se tiene 
m 

-"Y.,. 
IT 

1\t!:-Y\ 
(-1) '\ ( L YY\ 

y 

As í, todos los resu ltados derivados para L par en la sec-

ción anterior puede ser obtenidos en el caso L impar. 

7. Cálculo de los elementos de matriz relevantes en el modelo colectivo. 

Los elementos de matriz de mayor importancia dentro del modelo 

colectivo están relacionados con operadores que son polinomios homogéneos de 

grado 1\ en las oI..'s correspondiendo a momento angular definido L y 
.' 

proyección M y que además satisfacen la ecuación de Laplace en 5 dimensiones. 

Debido a que los generadores de 0(5) se pueden expresar como 

o( 
m' (7.1) 



el operador de Casimir está dado por 

(7.2) 

De modo que los polinomios mencionados en el párrafo 

anterior son eigenfunciones de 
" a 1\ con eigenvalores f\(rH~) y 

pueden ser denotados por 

donde los poi inomios 
- I\sL (eJ.",! ) 
'NI. /,-' dependen únicamente de y 

los ángulos de Euler y están asociados con representaciones irreducibles de la 

cadena de grupos 

o(s) J oC~) J 0(2) 

1\ L N\ 
(7.4) 



LU 

:Se ha agregado el índice extra S en 

ya que como se mostró en las secciones anteriores el poi inomio más general en 

r:X '" 10 requiere. 

5 =- r -ro + , , 

donde f.o es el valor mínimo posible de,.. para una f\ y L dadas, 

de acuerdo con las ecuaciones (4.12) Y ~ -:= I > 2.) 

con siendo el número de R.1. L de 0(3) con-

tenidas en una R .1. (\ de 0(5). 

Por medio de la ecuación (2.12) se ve que 

T I\~~ ( o(0) = ¿ T I\~L ( C\Y'1j¡,) D ~\\ ~ (\9¿) (7.5) 

v.. 

donde T ~\... ( ú.~) es el mismo polinomio que (7.3) pero ahora de la 

• La misma ec. (2.12) muestra que 

es una función de 't únicamente y se puede escribir 

(7.6) 



Por lo tanto el elemento de matriz más general está dado por 

( reemplazar r por en la ecuación (2.10» 

L." ) 
-M" 

r [ %.(/\'H\"+I\-\ 2f t '))] r [h.(af+I\-I\'-\-N') +Q r[y.! (Z{'+I\ -t\//+I\')+Q 
---

r [Y1.(2ft(\-I\'+I\")-xtt~ j1 [y¡(eftf\ -1\"+1\') - \" +IJ 

[

O Yz(z/,+ I\~(\I+I\'/+'S) J _ t' ~ - t'/ l1 
~F2 Yl. (z/,+I\-II'-+I\")-i.I~I} yz (2f-t-f\_I\II-+I\')-t" t l,·lJjO.7) 

2. .-"1" ( L' L L") ( {\ '" L,I f\,I s' L I ; (\'I S" L'¡) B Tí (-I) ('1\. N\ -.\'t" • 

En (7.7) se usaron las ecuaciones (7.5) Y (7.6) para tener 

una integral sobre los ángulos de Euler de el producto de 3 funciones J)~~ 

lo que nos da los coeficientes ~ - J" 

(

L. 

IYlI 



La integral radial sobre f' aparece separadamente y es evaluada explícitamente 

en términos de las funciones hipergeométricas y gamma de los argumentos indi-

cados con .x' -== ..L (v'-I\') 2 y ~" = h (""- (\") 
Los símbolos 3:r / (I\,>L; I\'~'L'; (\"~"L") 

han sido evaluados analítica' y numéricamente por los siguientes casos: 

L=O lo que implica 1-' = L" , arbitrarias {\" 1\' (\ , , (7.Sa) 

L:=: 2. , f\. =- I , arbitrarias {\I f\ ,/ 1...' L" , , 1 (7.Sb) 

L -= 2 , ~ , (\= 2. , arbitrarias (\ , (\" L' L " 
¡ j 1 (7.Sc) 

Los coeficientes (7. Sa) son util izados en el cálculo de la 

matriz del Hamiltoniano general que describe la dinámica de los movimientos 

cuadrupolares de la superficie nuclear, i .e., 



H 
~ , 

= T + V 

.:: 
p~ [rrx 1Tl [o] + p~ [l1TXr.(J~)C. ir] Lv} + P"T(lTr)(Tl][O~.? 

p;" 1 [L '''1(' nJ )( [01 x~l ""1] (ol + le"'."'] \3-"1 )( l lO o] [<n lr~ 

+ ~ (;: [a()<O<] Lo} t- c
5

lEAXO<)'X"¿] [c.J + C"'i"([o()( <><1 LUJ) ~ 

+ (~[[o<:xo(J'xo(][oJ. [o<.xo(] lo] + CI.([(tixo(l Z
)( cXJr;",~ 

-+- DI. ([v<:x,,(1[V1 ) os + o" (7.C)) 

P ara demostrar la aseveración del párrafo anterior, mencionamos 

que se ha obtenido la fórmula del gradiente para la cadena de grupos 
33) 

O ( '?) ) O( .3 ) • Esta consiste en encontrar la acción del momento 

11"", sobre una función arbitraria F(f3) multiplicadaporuna 'X('6,\SI,) 

función base para las R .1. de la cadena de grupos O ( S) J 0(3) . 
34) 

Un resultado debido a Hess es muy útil , él considera el conmutador 

(7.10) 

así que los elementos de matriz de "m con respecto a los estados (5.4) 

se reducen al de la O( I"tl multipl icado por el factor ~ ( J "- v') . 



Por la regla de selección para la .)( 'n) , de 

tal modo 

Este análisis se puede llevar un paso más adelante escribiendo la rela-
35) 

ción de operadores 

(7.11) 

" donde N es el operador de número. 

Concluyendo, que el elemento de matriz de un polinomio 

homogéneo P \1 (lf",) de grado V en los momentos ,,""-

está dado en términos de el elemento de matriz del mismo poi inomio ~\I 

dependiendo únicamente de las 01.. y>\ 

Por lo tanto, basta con calcular los términos de (7.9) que 

son funciones de las o!.m para construir la matriz de Hamiltoniano. 

El potencial \J (o(m) ,como se discutió en la sec-

ción 2, depende de los invariantes 

De tal manera que 

(7.12) 

(1M. 



La ventaja de expresar el potencial en términos de los poli-

nomios de Legendre es, que éstos son eigenfunciones de " ~ con eigen-

valor 1\:::.;:'jA' Así, la energía potencial puede expresarse como 

combinación lineal de tensores irreducibles de 0(5) caracterizados por 

, y la aplicación de la relación (7.7) es directa. 

El potencial v (,:..''''') en las ecuaciones <1.10) y (7.12) 

está restringido a formas polinomiales en las o( 'nl I del análisis de la 

primera sección la energíapotencial de deformación puede ser solamente 

función de f' y I pero puede tener formas no polinomiales en 

las ''x-s. De tal manera que una expresión más general del potencial 

v (0(",,) es la siguiente: 

10 2 

v (cXVVI) "= l ~ UrJA r/ (Cvs ~ l)JA (7.13) 

f~2 r ~I 
Esta expresión la utilizamos más adelante en el ajuste de la 

lIAD 
S. E .P. del y I por el momento hacemos notar que los términos no 

polinomiales de (7.13) también se tienen programados como se puede ver en 

el apéndice A de este trabajo. 



u. 

Los otros símbolos 3-3 (7.Sb) y (7 .Sc) sirven para 

evaluar los elementos de matriz del operador cuadrupolar n.16a) y con éste I 

encontrar las probabil idades de transición B( E ~) • 

Es importante señalar que las técn icas matemáticas aqu í 

descritas se aplican a otros problemas como son: El modelo de bosones 
3~ 3n ~ 

interactuantes , el efecto Jahn-Teller I resonancias gigantes I etc., 

en los que son '<le gran utilidad los coeficientes de Wigner reducidos (7 .S). 

En el apéndice A de la tésis, se presentan los cálculos 

y programas de tales coeficientes. 

S. Diagonal ización del HamHtoniano 

De la diagonalización de la matriz de se 

obtienen los estados 

V,"",. 

I f J IY\) = 1 A fJ~\ I J 1\ t J M) (S .1) 

JAt 

donde J es el espin, 1\1' la proyección del espin y (J un índice que 

numera distintos estados. Los kets I v 1\ i .. i iV\) son las eigen-

funciones ortononnal izadas del oscilador armónico cuadrupolar I i.e. 



"1 

.\ ( X "" j M ~ , 19 ¿ )} ( 8 .2) 

en donde t t (1\) j) son los eigenvalores de la matriz de los productos 

escalares y Os-t-. (1\, J) los eigenvectores, para una f\ y 1" 

fijos. Las )( ~M están dadas por la ecuac íón (2.12) Y d (IVJ) es 

el número de R.1. (J) de 0<:3) contenidas en la R.I. ( (\ ) de 0(5). 

El conjunto de eigenfunciones (8.2) utilizado aumenta 

fuertemente con el número de fonones .J como se puede apreciar de la 

tabla siguiente: 

o 

s 5 

30 ~I 271 

De acuerdo a la ecuación (8.1> desarrollamos los estados 

del ham i Itoniano colectivo (7.9) en la base de las eigenfunciones de H 0 • 

Por lo tanto I tenemos que anal izar si tal desarrollo da resultados dig nos de 



confianza para estados nucleares con grandes deformaciones. La convergencia 

del procedimiento de diagonal ización depende, de el número máximo de fonones 

( ' )Y1-considerados en (8.1); de la longitud del oscilador cuadrupolar 11/(\; (~ 

y de la S.E.P. que se considere. 

En la figura 3 la S. E.P • de un núcleo deformado es mostrada. 

La línea mínima cae en f' :::: O."'" , en el eje prolato, con una profundidad 

de alrededor de 9 Mev con respecto al punto f3 -= o . En este ejemplo la 

convergencia de los estados O t- Y e T se anal iza como función del número 

máximo de fonones V'l"'I-\X Y del producto B.!L;:. • Obviamente, 25 

fonones son suficientes para reproducir los estados y la probabil idad de trans i­

c ión 0J ( E e) entre el estado base ú t- y el primer estado exc itado 2 t 

Si la long itud del oscilador (~;... c. d se varía, los lesultados son aproximada-

mente independientes sobre un rango cons iderable de valores. 

Otro ejemplo es presentado en la figura 4 donde una S. E. P. con 

dos mínimos, uno esférico y el otro as imétrico, es investigado. En el espectro 

de la figura 4 se distinguen 2 grupos de estados: estados vibracionales en el 

mínimo esférico y bandas del rotor triaxial perteneciendo a el mínimo asimétrico. 

Cambiando el parámetro de inercia o;~ en la energía cinética la posición re-

lativa del estado C 1" más prof undo es cambiada, alterando las propiedades del 

estado base. 
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a, c~ 20CD ~(ll) fMX() a..m o,») 

F i g U r a 3.- Convergencia del método en el caso de un rotor 

prolato rígido. El número máximo de fonones y la longitud de la 

base del oscilador han sido variados. Abajo del número de fono­

nes los tamaños de las matrices para los estados ú 1" y c+ son 

dados. (tomado de la referencia 12). 



En la figura 4, también aparece el potencial de oscilador 

armónico utilizado en el procedimiento de diagonalización yen la figura 

5 se varía el número máximo de fonones. Encontrandose una conver-

gencia más lenta para los estados del rotor triaxial que para los del vibrador, 

para éstos una '" ""'~ -= lOes suficiente. Como en el ejemplo anterior un 

número máximo de 25-30 fonones son necesarios para obtener convergencia 

para los estados deformados. 

Para encontrar las S.E.P. asociadas con un núcleo, dos acti-

tudes generales pueden tomarse. Se puede intentar calcular los parámetros 
38) 

de (7.9) desde un punto de vista básico , por ejemplo el modelo de capas. 

La otra actitud, que es más sencilla, consiste en determinar los parámetros 
13) 

de (7.9) directamente por ajuste con los datos experimentales 

161 D" el cámino que seguiremos para encontrar fa S.E.P. del / 

pr esentaremos en fa s igu iente secc ión • 

9. Superficie de Energía Potencial del 
lb'" 

,,~D Y 

• Este es 

y que 

En esta sección se construye empíricamente fa S. E.P • del 

Ib"t

D Y , la cual nos describe el espectro a bajas energías y probabilidades 

de trans ición experimentales. Antes de ésto discutiremos ráp ida mente las 

wt D características esenciales del 1 que utilizaremos posteriormente. 



E[ ... VI 

o. 
06 

Q 

-2" 

a -S" 
-4" 

o. -o+-r~ 
Q1 --4. 

ao -r 
11,-100 --0+ 

-6+ 

F i g U r a 4.- S.E.P. con 2 m ínimos uno esférico y el otro asimétrico, 

abajo el espectro calcu lado para 2 parámetros de inercia. 

MeV 

2.61 
2.5 

2.4 

2.3 

2.2 

2.1 

2D 

1.9 

lB 

1.7 

N 101520253033 

F ig u ra 5.- Convergencia de la S.E.P. de la figura 4. 

( tomadas de la referencia 12) 

11 



lb""! 

El espectro a bajas energías del O j es usualmente 

descrito en términos de un rotor rígido con la secuencia de niveles determinados 

por el patrón típico .:r(r ti) ,donde I es el momento angular del rotor. 

Esto es apoyado por el valor relativamente grande de la probabilidad de transición 

cuadrupolar entre el estado base (O;) y el primer estado excitado (2 Ir) , 

sin embargo, aparece en el espectro un número de niveles mayor que el esperado 

para un rotor rígido. Las energías que tienen estos estados, así como la pro-

babilidad de transición cuadrupolar entre el estado base y el segundo estado 

excitado ( "'!) f I I f f- .. sugieren uertemente que os nive es extras orman 

una banda rotacional excitada. Dentro del esquema de clasificación del modelo 
8) 

de rotación vibración , los 2 patrones rotacionales corre~ponden a la banda del 

estado base y a la banda de vibración ~ 

Regresando al problema de la determinación de la S.E.P. del 

l • .,. D y , tenemos que seleccionar un conjunto de valores adecuados para las 

constantes de la energía potencial colectiva, as í como de los parámetros que 

aparecen en la energía cinética. 

Es por este motivo que es conveniente utilizar algún modelo 

más simple, por ejemplo, el modelo del rotor asimétrico o el de rotación-vibración, 

a través del cual se pueda obtener información de algunas de las constantes que 



aparecen en el hamiltoniano colectivo., 

En este caso utilizaremos el modelo de rotación-vibración 

(M. R. V.), apl icable a los núcleos que tienen configuraciones estables de-

formadas con simetría axial en la energía potencial colectiva, permitiendo 

pequeñas oscilaciones alrededor de la forma de equ il ibrio, además de las 

rotaciones. 

En la referencia 6 encontramos que el M.R. V. depende 

de 4 parámetros que se ajustan del experimento. Estas 4 constantes son: 

i) e t o:: .f¡ ~ C(;;,.:. I ,que se determina a partir de 

la diferencia en energía del primer estado excitado o -t con respecto al 

estado base. 

ji) E~= ,L~l. r] , que se fija de la energía relativa 
B-.;. 

del segundo estado excitado 2 t al estado base. 

iiD t: =- -h'/--s B.:('<~ ,que se toma del valor de la energía 

del primer estado rotacional, también con respecto al estado base. 

iv) El valor de la deformación de equilibrio (pe) que 

se obtiene del valor ~ (E. ¡:) para el primer estado rotacional. 

Este conjunto de parámetros se puede determ inar de los datos 

experimentales de la figura 6 y a su vez a partir de ellos obtener el parámetro 

- de inercia (0.!') I la curvatura ((..,) de la energía potencial colectiva 



en la dirección r y la curvatura del potencial en la dirección ~. 

El paso siguiente consiste en dibujar un conjunto de puntos 

en papel milimétrico, para describir el potencial V (f", (::: ¿) , de tal 

manera que el mínimo esté localizado en f'c. Y que tenga una curvatura [~ • 

Se propone un potenc ial del tipo 

7+ 

v(r)~)::: L U¡o rf' t V,~í,r~(I-(OS5ó) -t Ut:r1-(I~Ú¡f'S)))(9.1) 
f~2 

en donde las constantes V ro se ajustan por mínimos cuadrados con el potencial 

dibujado para ~:: o e 
, I Vi Despues de obtener as constantes ('_ se escogen 

en tal form~ que el potencial en la dirección ~ tenga 

una curvatura e ~ 

Así, con las constantes que aparecen en (9.1) y el parámetro 

"O 'C , obtenidos en base al modelo de rotación vibración, tenemos en primera 

¡b~ 

aproximación el hamiltoniano asociado con el Dj. Este hamiltoniano 

se diagonal iza en la base de las eigenfunciones de un oscilador armónico cuadru-

polar que para (3 grandes se aproxima a v (f", '6:= o ) , lo cual fija 

las constantes de ineréia y rigidez del oscilador. 

, De la diagonal ización se encuentran los eigenvalores, que 

se distribuyen en las bandas del estado base y de la v ibración ~ , y éstas 



a su vez se comparan con el espectro experimental. En general el acuerdo 

nQ es bueno yen este punto es donde se utiliza el conocimiento de muchos 

ejemplos de espectros, que no necesariamente corresponden a espectros de 
13) 

núcleos reales • Debido al estudio de esta colección de ejemplos I ha 

sido posible tener un conocimiento cualitativo sobre el posible efecto en 

los niveles al modificar alguno o varios de los parámetros. 

A pesar de ésto se efectuaron gran cantidad de diagonal- . 
w't 

ización teniendo como resultado final el siguiente hamiltoniano para el DI 

donde Pi! = 

U - ~1" ,>1: O ¿. -; i o (' M e \1 • 40 -~.l ~ 



y V el -= - 22 CIOC Mi(.v. 

Los parámetros de inercia y rigidez que se utilizaron e" el 

hamiltoniano base son los siguientes: 

_ "h~ 
2.2"5. (,00 )( 10 Me" ~e.c/" (9.3a) 

55.132 Mev (9.3b) 

En la tabla 1 escribimos los eigenvalores de (9.2) de acuerdo 

a la banda que pertenecen encontrando una correspondencia excelente con 

los niveles experimentales. 

Después de tener el espectro de energía razonablemente deter-

m inado se calculan los momentos cuadrupolares y probabil idades de trans ic ión 

B(Ec) yen caso de que los valores obtenidos no concuerden con el experi-

mento, se pueden apl icar transfonnaciones canónicas que modifican estos 

valores sin alterar el espectro de energía. Por ejemplo, la transformación 

, , I - [1 ,,. A (, .... 
d...'m = u. ;Am y "IT\"Vl:::: (i li m mantiene la relación, .xYT\¡ 1í ""'J~L 1'1,:)", 

invariante de tal manera que el espectro no se modifica, pero sí a Itera al 

operador de momento cuadrupolar (l.16a). 



7i 

En la tabla 2 aparecen las probabilidades de transición y 

momentos cuadrupolares teóricos, así como los valores experimentales dispo-

nibles. 

Finalmente constru ímos la S. E. P . (figura 7) en la que se 

muestran gráficamente las características principales del espectro a bajas 

, por ejemplo, notamos la aparición de 2 configuraciones 

de equilibrio en las direcciones ~::O'; y ~: be"'. El mínimo que aparece 

en f' -: o. '\ \ sobre el eje prolato caracteriza al estado base y el otro mínimo 

sobre el eje oblato, menos estable, corresponde a estados excitados del núcleo 

en los cuales presenta una menor deformación. 

Este trabajo fue realizado en colaboración con el Instituto 

de Física Teórica de la Universidad de Frankfurt, utilizando los métodos ma=-

temáticos discutidos en las secciones anteriores. 
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TABLA I 
~: 

BANDAS 

E s ta do Base Vibración 
L MevJ 1- .... I'~ , i 

~ i v e I Teoría Experimento Teoría Experimento 
O'" O O 

2+ 0.066 0.073 0.753 0.762 

3 t 0.838 0.828 

4+ 0.236 0.242 0.935 0.916 

5+ 1.064 1.025 

61- 0.494 0.501 1.204 1.153 

7 T 
1.383 1.302 

8 T 0.830 0.844 1.566 1.468 

9+ 1.781 1.656 

lO+- 1.245 1.261 1.997 1.857 

lIT 2.252 

l2+ 1. 728 1.746 2.497 2.313 

13t- 2.790 

14 t- 2.274 2.290 3.052 2.831 

15 t 3.384 

16 t- 2.877 2.887 3.666 3.407 

17+ 4.032 

18 't 3.529 3.531 4.332 4.033 

19 + 4.732 

20 t 4.233 4.216 5.040 

21 t 5.475 

22 T 4.981 1.934 5.792 

23 t 6.258 



TABLA 2 

A) B (é2) [ ¡O - '1b e::' Cl'l1-t 1 
Transición Teoría 

ot ~ 

h 
2 + 

h 
5.734 

O r ~ 2 + 0.077 
t> 6 

2 t 
b • 2 t 

t 
0.037 

2 1- - 3'- 0.038 
h ~ 

21" - 3+- 2.779 
~ ~ 

2 t - 4 r 2.971 
1> b 

2 T 

S .. 4 ~ 0.008 

2 + 
1> 

.. 4 T 
~ 

0.001 

21" - 4'- 1.218 
) 1/ 

3 t --.. 4 T 0.042 11 b 

3 t ,. 41- 1.869 
~ '6 

4 t 1- 0.052 
" 

,. 4 ~ 

B) Momentos Cuadrupolares [;0-;;1 e L.YT1;:'] 

Q ( ~ ~) .:: - 2.16 

Q (e n = 2.14 

Q C-t~) .; -2.70 

Q ( -1 ~ ) ~ -1.07 

Experimento 

5.593 

0.122 
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CAPITULO 1\1 

Reacciones Nucleares con Grados de Libertad Colectivos 

Aunque el estudio de los núcleos inestables es una de las 

fuentes más importantes de conocimiento en la fís ica nuclear, la mayor 

parte de la información sobre la estructura y dinámica nuclear es obtenida 

del estudio de las reacciones nucleares. 

Algunas de las ideas actuales sobre los procesos de di s-

persión y reacciones nucleares, iniciados por proyectiles tales como 
38) 

deuterones y partículas alfa, se ilustran en la figura 1 

ll\"r~f>·¿" 
E l¿\.~t '"C.L' ... 

D.sf'~.'f':lo\Q", 

I Y\ ¿ teZ!) t'4.u .... 

,-----A--y---J..\ ~ \ I \ 
mIS"'''' p'.' ¡,.t ... '-".lt':"R 

'..c·"1"If"''-~\--O 

r----Á
------

Y\» I 

\ '------.,----

Figura 1.- Representación, debida a Weiss Kop~ de las 

reacciones nucleares en términos de colisiones sucesivas. 



La interacción entre el nucleón y el núc leo puede representarse 

por un potencial que varía unifonnemente con el número de masa y la energía 

del proyectil, más una interacción residual. La dispersión debida puramente 

a el potencial es llamada dispers ión elástica de fonna. Cuando el nucleón 

incidente reacciona con los nucleones en el núcleo a través de la interacción 

residual, el núcleo blanco se excita, y si el nucleón tiene una energía sufi­

cientemente alta, la mayor parte de esta energía es rápidamente eliminada 

con la emisión de una partícula, dando lugar a una reacción directa o a 

dispersión inelástica. Si en cambio el nucleón incidente reacciona repetida­

mente dentro del núcl eo, la estructura del s istema de 1\ + I nucleones se 

vuelve muy complicada y la energía del nucleón incidente se distribuye entre 

muchas partículas. En este caso se dice que se ha formado un núcleo 

compClesto, y el examen de la sección eficaz en función de la energ ía del 

proyectil incidente muestra resonancias que corresponden a la formación de 

un estado permisible en dicho sistema. Eventualmente el núcleo compuesto 

debe decaer y el nucleón incidente puede reaparecer para dar lugar a dispersión 

elástica de núcleo compuesto o, más comunmente, a una ampl ia variedad de 

productos de decaimiento. 

La existencia de procesos no-elásticos da lugar a una pérdida 

de nucleones en el haz incidente, lo que puede tomarse en cuenta incluyendo 

en el potencial una parte imag ¡naria que reduce la intensidad del haz dispersado. 



Al potencial completo que describe la dispersión elástica se le llama "po~ 

tencial óptico". 

El tipo de esquema dado en la figura 1 es aplicable 

también a partículas compuestas. En particular nos interesa la descripción 

de la dispersión y reacc iones nucleares entre partículas compuestas, CUYa 

excitación interna está determinada por los grados de libertad colectivos. 

El objetivo de este capítulo es incorporar sistemáticamente los grados de 

libertad colectivos en los mecanismos de interacción directa ya través de 

núcleo compuesto. 

l. Interacción Directa 

En años recientes una gran cantidad de datos experimentales 

han sido acumulados sobre varios tipos de reacciones como dispersión elástica 

e inelástica y reacciones causadas por partículas ~ucleares de energía media 

y baja. Muchos de estos datos han s ido correctamente descritos por la 
40) 

aproximación de Born de ondas distorsionadas CD.W.B.AJ En el 

método DWB.L\ las funciones de onda distorsionadas de las partículas entrante 

y saliente son generadas usando el potencial óptico que describe la dispersión 

elástica y el efecto de los canales no-elásticos es tomada en cuenta a través 

de la parte imaginaria del potencial óptico. Si, sin embargo, uno o más 



canales inelásticos están fuertemente acoplados a el canal elás tico no es 

correcto tomarlos en cuenta a través del potencial óptico al calcular la 

di3persión elástica, ni es adecuado usar el método DWBA para calcular 

la dispersión a estos canales inelásticos. Esta situación de fuerte aco-

plamiento surge frecuentemente cuando estados colectivos son excitados. 

P ara tratar estas s ituaciones se util iza el formal ismo de canales acopla-
7,41) 

dos en donde se considera el análisis de dispersión de partículas 

nucleares por núcleos blanco colectivos. Esto se extiende y apl ica 

en el fOl11lalismo que se presenta en esta sección, en donde tanto el 

proyectil como el núcleo blanco pueden sufrir excitaciones colectivas. 

El Hamiltoniano de las interacciones directas está dado 

por 

H 
1--\ (e) 

+ <1.1) 

donde es el Ham iltoniano colectivo del fragmento 

i, r es la masa reducida, r la coordenada relativa entre los centros de ma-

sa, p el momento relativo y la interac-

ción entre los grados de libertad colectivos y el movimiento relativo. 

El Familtoniano (1.1) está únicamente restringido pef las 

propiedades de invariancia ante rotaciones I inversión en el tiempo y paridad. 



Tomando ésto en cuenta el potencial se 

puede desarrollar en serie de potencias de las v( 1-; en la forma si-

guiente: 

V·(~,Xl:!. . .-<l~):: lHi) + Q,(i)2 ,x.~ Y2:(&'0/) 
'rn 

+ Q~(,)2-?\.~ y~~(G,,*,) + 2:.. B~('()L..,{(l)xo('(JJl: Y.l:Ü;,'f) 
'M 9."..,.. 

donde \A. U) representa el potencial óptico promedio y 

Qa (y) Plq, ('1') , í\ ,\(1) Y Q ~ (1) la dependencia radial del po-

tencial de acoplamiento. 

Una manera conveniente de determinar la parte real de estos 
42) 

potenciales es por el método de Strutinsky • Este método ha encontrado 
43) 

una amplia variedad de aplicaciones en cálculos de potenciales de fisión 
44) 

y potenciales de iones pesados • En éste método, primero uno tiene que 

calcular el potencial ión-ión con un modelo extendido de la gota de líquido 

(que no incluye el efecto de capas) y en un segundo paso añadirle las correc-

ciones de capas. S i estamos principalmente interesados en la dispersión 



\~..-.. 

de 105 núcleos, por ejemplo, núcleos de lo sobre 1': C. se puede 

simplificar el método anterior, usando un modelo extendido de la gota de 
45) 

líquido pero con constantes diferentes. Las constantes del modelo son 

eleg idas de tal manera que las energías de amarre del ,a (' Y "-"1" N\ ~ se 

re producen exactamente. Con esto se ha inclu ido la contribución principal 

del efecto de capas al potencial para la dispersión de . I.:! e _.Zo e 

Un método más simple y más comunmente usado para determinar la parte real 

del potencial de transición es suponer que la parte real de p'otencial 

(Rt<ld u... U) ~ V (el») es esencialmente una función de la distancia(d) 

entre las superficies nucleares a lo largo de la línea que une sus centro como 

se ilustra en la figura siguiente 

De la figura encontramos 

ó7 



donde 
nl~) 
r\ , '-::. I , e define la superficie nuclear del fragmento 

i (ecuación 1.4 del cap ítulo 11). 

alrededor de 

Desarrollando la parte real del potencial en serie de Taylor 

T - R~) - nC.o) 
r;" se obtiene 

<1.3) 

Comparando (1.3) con (1.2) se encuentra la forma que 

tienen los potenciales de transición. 

A continuación se va a discutir la solución general del 

Hamiltoniano <1.1) con una interacción de la forma <1.2) restringida a 

primer orden en las .::X.. I ~ 

Como se mostró en el capítulo anterior el Hamiltoniano 

cuadrupolar de cada fragmento se puede diagonal izar, obteniendo los estados 

L = 1, 2. donde L ~ es el espín, M. es 

la proyección del esp ín y f¿ un índice que numera los distintos estados Y 

los eigenvalores <.. ~) 
E 



Es conveniente desarrollar la función de onda en estos es-

tados de tal manera que proponemos como solución 

con la notación denotando acopla-

miento de momentos angulares L, , l~ a L y proyección Ñ\ y de-

'finiendo 

Introduciendo (l.4) en la ecuación de Schroedinger 

se llega a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas 

para L\ c~ -L. l (, E) ,si se multiplica P<lr 

[
- (1) lZ) 1 L'] J i\-

X q.; "L.' X 4>¡"L' bid f· , ,. M' Y se integra so re as cilor enadas 

intrínsecas y el ángulo sólido ~ asociado con la distancia relativa i.e. 



j ~ 

= 
~' l: L.' 

¿ (Jl~,~c:;) x: (;;,¡JiYe' xl 4>/:, (d~), q-:~:" (¿.~5l 'J :d:\Ji'll'oI1 u; ,,:: 'l 
t"I (1 5) 

en donde suponemos por simplicidad que Q,h"):::- G..1.l-<) :: Q (-1) i.e., 

el potencial V ( { I ~\.~ • .,(lj ) es simétrico en las variables colectivas 

eX (~ ,.x ~ como ocurriría para núcleos idénticos y definimos 

~ ( E. - E:. C·) _ E.\J) ) 
-h': 1'.1.., f..LL 

El paréntesis de llave puede ser reducido, usando teoría de 
32) 

momento angular a 

r } ~ 

0.6) 

donde \fV ( L' L') L. L,T 2.) es un coeficiente de Racah Y los 

elementos de matriz reducidos <.. f' L, ('. L l. ,L \\ ¡;>(lL) 11 1',' 1..'. , f.' L', L:) 

pueden ser rápidamente calculados para cada fragmento del conocimiento de los ele­

mentos de matriz < ~I 1\' ji L' IVI' \ o( 'tY\ \ \l 1\.., L IV\) . 
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-
Denotando el conjunto de índices 'c, '-, \.. por p y 

substituyendo (1.6) en (1.5) se tiene el conjunto de ecuaciones diferenciales 

acopladas 

1 
¿ L{L+I) 

+ R~ - ~\Á.(Y)} lÁ:pc(Y,E), -
Cf • (1 

'iL Q('() L :r ::r (TI E) = M PP' lA. P' ro -1,"1 

(1.7) 

P' 

con el elemento de matriz 
:r 

M P,p' definido por la ecuación (1.6) 

y en donde se escribió explícitamente la dependencia de la función radial 

\Á l f¡ E.) sobre el canal de entrada pe = 'Ce I.~ L.." • 

Para distancias grandes únicamente las fuerzas coulombianas 

actúan entre los núcleos, y el movimiento relativo está descrito por las fun-

ciones de onda coulombianas entrante (Jp) y saliente (Op) i .e., el comporta-

miento asintótico de la función radial es el siguiente: 

(1.8) 



En la relación anterior 

y 

o f 

donde F 1.. Y (, L son las funciones de Coulomb regu lar e irregular respectivamente I 
...,..~) 

1 L las fases Coulombianas y ('7: el parámetro de Sommerfeld 

((>-c - • T amb ién en Cl .8) aparece la matriz 

de colisión ::) ;: 11 <S ;p" (E:) 11, q-ue se determina igualando las so-

luciones de las ecuaciones acopladas a las formas asintóticas. 

Conociendo la matriz S I se puede evaluar la sección 

diferencial del problema I ésta la encontraremos a continuación para el caso de 

la dispersión de 2 núcleos colectivos idénticos que satisfacen la estadística 

de Bose. 

Por lo tanto la solución (1.4) tiene que ser simétrica ante el intercambio de 

fragmento 1 con 2 I ésto se garantiza reemplazando la parte intrínseca por 



De tal manera que la solución completa asintótica se puede 

escribir como sigue: 

.(1.10) 

Las constantes 
JIV\ 

A PP. se determinan expresando (1.10) en 

la forma f = t incidente +' 'f' dispersada, dOJlde 'f' incidente 

es una función conocida. La función de onda incidente está constituída por 

el pro.dueto del estado intrínseco de los fragmentos (antes de la col is ión) Y la 

fu nción Coulombiana pura i.e. 

o-J 

f \,",,·\á~n\t ~ ¿ -
L=o 

(1.11> 
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Acoplando, en la ecuación anterior, el espín de los núcleos a un 

-
espín interno total L y éste a su vez con el momento angular relativo 

Lo a un momento angular total J , con proyección M se 

obtiene 

v. v -l. +1 
TI ... (t.Lotl) ~ t 

~~~l' 

0.12) 
J 

en donde además se usó la ecuación (1.9). 

Comparando esta relación con la solución asintótica, es con-

veniente sumar Y restar el término .. 
o 'VY [ ~ I..~ 'Y Lo )f.. L. f.c. ; 'L... J M 

en 0.10) para lograr la identificación del coeficiente 

Así obtenemos que 

(1.13) 
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y la función asintótica toma la forma 

<1.14) 

r 

Si en la ecuación anterior tomamos el límite cuando 

-( __ C>O Y separamos la parte entrante de la saliente obtenemos 

<1.15) 

en donde no se consideró la modificación a la onda plana debida al potencial 

Coulombiano ya que desaparece en el cálculo de la sección. En (1.15) la 

Parte saliente de la función de onda está dada por 



n .16) 

es la amplitud de dispersión de 



Finalmente, por construcción el flujo incidente es uno y para 

evaluar la sección eficaz diferencial se neces ita únicamente obtener el flujo 

correspondiente a la onda saliente. Como se desea contar el número de 

partículas en los estados f. L, MI que llegan 

por unidad de tiempo.y por unidad de ángulo sólido. Se multiplica 

n.16) por las funciones de onda internas correspondientes y se integra 

sobre las coordenadas intrínsecas I dando el resultado 

(~\ d_"\ ) 
f. .. l,<oI Ivl l ..¡ '-t· Ll ..... '1. (. Ld"'l. 

~ 
I 

'LI.i~ .. ,ll,\Vho\ L~IV\><L"(), L."M\}~<\yn} LM\ JN\) 
'c 

.,tII" bi"l, \ 'LlV,) [Su, Sec, he, - sc.~ <""Y'~ Y'M(,-..\\ ' (1.171 



Puesto que usualmente los números cuánticos magnéticos no 

son medidos se tiene que promediar sobre los estados iniciales y sumar sobre 

los estados finales 

(

' I ) C\'f --
d~\. 

""L,,,, -) r L, 

-/'. l ..... I, 

f· "'1'11\, 

(1.18) 

Resumiendo, dados los potenciales de interacción,se resuelve 

el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas ya sea numérica o ¡nalítica-

mente (si es posible) y estas soluciones se igualan a las formas asintóticas 

para obtener la matriz S y con un procedimiento similar al discutido 

encontrar la sección eficaa • 

U n formalismo análogo, fue desarrollado por Greiner y cola-
47,48) 

boradores para describir los estados conocidos como ''moléculas nu-
16) 

cleares 11 , fenómeno que parece ocurrir en una gran variedad de reacciones 
49) 

entre iones pesados 



También se han descubierto características particulares de las moléculas 

nucleares, entre ellas, que se pueden agrupar en una banda rotacional y 
50) 

que están correlacionadas con las secciones de fusión y fisión 

Todo esto nos motivó a utilizar una versión simplificada 

de las interacciones directas para explicar detalladamente el origen de los 

estados moleculares y su posible agrupación en bandas rotacionales. De 

tal manera que en la sección 3 del capítulo discutimos la dispersión de 

, en donde estos fenómenos se manifiestan con mayor 

claridad. 

2. Interacción a través de Núcleo Compuesto 

El avance de una amplia variedad de reacciones nucleares 
51) 

se supone que ocurre en 3 etapas 

j) La presencia de las partícu las incidente y blanco. 

ji) La formación de una sola partícula, el núcleo compuesto, 

después de la col isión. 

iiD La aparición de 2 ó más partículas como un resultado de 

la desintegración del sistema compuesto. 

La posibilidad' de describir la reacción por estas 3 etapas 

surge como una consecuencia de una vida media relativamente larga de el 
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núcleo compuesto, comparada con un período típico nuclear. En este caso 

el estado de equilibrio estadístico es alcanzado entre los nucleones en el 

sistema compuesto y así pierde la "memoria" de su formación. 

La descripción usual de este proceso representa las 3 

etapas de la reacción en el e spacio de configuraciones de los nucleones 

que constituyen los núcleos blanco e incidente. 

En esta sección se presentará una descripción que no usa 

el espacio de configuraciones de todos los nucleones presentes, sino el es-

pacio de configuraciones de las partículas interactuantes y de el sistema 

compuesto. Tomando en cuenta los grados de libertad internos de los 

fragmentos y del sistema compuesto a través de los grados de libertad cuadru-

polares. 

Una formulación parecida fue originalmente desarrollada por 
52) 

Moshinsky con el propósito de reproducir la mayoría de los resultados de 
53) 

la teoría de reacciones nucleares de Wigner en una forma más simple y más 

intuitiva. En ese caso sin embargo, los fragmentos y el núcleo compuesto 

fueron considerados como partículas elementales y la interacción se introdujo 

a través de las condiciones a la frontera. 

Por simplicidad se restringe la discusión a el caso en que 

las partículas sal ientes son las m ismas que las entrantes. En esta situación 

la función de onda de Fock del estado tiene únicamerite 2 componentes: 



iOI 

(2.1) 

donde 't (f / o(\~ I ~\!!., t ) describe ambos los fragmentos 

entrantes y salientes y X (<X' .... ,t) al sistema compuesto. La extensión 

a otros canales de reacción puede ser hecho a través de la introducción de 

más componentes en la función de onda total. 

El Hamiltoniano del problema está dado por 

1-1 

donde los elementos diagonales son respectivamente los Hamiltonianos de la 

fase 112 fragmentos 11 y de la fase IInúcleo compuesto ll y W (f. "'(~, ....!.(~ ~ "') 

es la interacción entre estas dos fases. El significado operacional de la 



ecuación I~ f = E f es que H ± corresponde a una 

multiplicación de matrices donde los elementos no-diagonales incluyen 

una integración, la que se entiende como un operador en el mismo sentido 

de la interacción no-local en la ecuación de Schroedinger estándar i.e. 

+ 
que se reduce a la forma más familiar únicamente para un kernel de interac­

ciónlocal k(f,l")= V(i) ~('f'-yl). 

Así, se llega al conjunto de ecuaciones integro-diferen-

ciales acopladas para el sistema. 

. ~'X. 
l-': 

Jt 

+ H('j t He
<) t V(',J~,,,,,~~ 'i' + j vv' AJ"",l) J;¡, ' 

(2. 'id.) 

(2 ~b) 

Se nota que para W: O se recobra el caso discutido en la 

sección anterior de interacción directa en la ecuación (2 .3a) y se obtiene una 

ecuación independiente en (2 .3b) que en nuestro caso es justamente la ecuac ión 

de las vibraciones cuadrupolares para el núcleo compuesto. 



El Hamiltoniano ~-L y sus correspondientes eigen-

funciones son determinadas en la forma discutida en el capítulo anterior I 

tomando en cuenta por supuesto que el núc leo compuesto estará general-

mente en un estado excitado como sería el caso I por ejemplo I para el 

~~., 

sistema :Y1 4 L ' antes de fis ionarse. As í se requ ieren también 

los estados colectivos asociados con un nucleo compuesto excitado. 

Se está ahora en condiciones de discutir las soluciones 

de las ecuaciones (2.3), pero se hará en una vers ión simpl ificada, ya 

que la teoría de grupos detrás del problema de las excitaciones colectivas 
14,15,33) 

cuadrupolares es bién conocida • La física esencial de la 

reacción está ya en esta versión, donde en lugar de las ,x.', en 5 di-

mensiones se usan Q(', de una dimensión para describir los grados de 

libertad intrínsecos. Los fragmentos y el sistema compuesto son así 

privados de su espín intrínseco y pueden tener únicamente una interac-

ción en onda S para que se conserve el momento angular. La func ión de 

onda independiente del tiempo satisface 

las ecuaciones 



Si ahora substituimos en (2 Ab) el desarrollo 

x(~,c) = l C\..,(E) A., (,,) (2.5) 

Y'\' 

donde 1 A" ('-X.) } son un conjunto ortonormal de eigenfunciones de 

14", , i.e. 
I Y si 

multipl icamos por se obtiene 



donde . 

Introduciendo (2.6) y (2.5) en (2.4a) da 

con 

La expresión (2.7) es la ecuación principal del análisis 

y es claro que el efecto del núcleo compuesto aparece como una interacción 

no-local dependiente de la energía, introducida a través del Kernel separable 

(2.8) • 

¡ () ') 

(2 7) 



donde 

donde 

Se propone como solución de (2.7) 

Substituyendo en (2.7) y mu Itipl icando por 

se encuentra: 

¿., ~~,n~(t,E) + ¡{n.nl \An'Y\l.(f,t)- '\ 'V ,ly) d{~ L ",YI., YI. '<'1, 

= 
_ é'-l) 

"', 

'(\;,,'1. 

- 1..<) O) 
- t:. ...... (2.10a) 

" () "M. ( I d ~C\ ~(' ,+,t<)lt( ) rh
ll
/( ) rt,\.t) ) v ll 'I\L,l\:Yli i =- ~ J do\, oi.~ I~, c.<}rn, "'~) V(i,J../¡(oz T.." • .(I TnL(~ (2.10b) 

y 



IilT 

En este punto se analiza en detalle la muy simple interacción 

delta 

(2.11a) 

y 

(2.11 b) 

para sacar algunas conclusiones sobre el interés físico de esta formulación. 

Denotando el par de índices ni' V) z. por p se llega 

a: 

cl~ ú. pp (t¡E) + R~ lA. fP «/ ¡:) _ 
d'(~ 

~('I'-<A) L { ~ff' t- ¿ ~,,~ ~-nfl} lA..p'p (.'(1 E:) ~ 
pi 'n c. - t: '" 

(2.12) 

donde se ha escrito explicitamente la dependencia de IJ...l ",1::.) sobre el 

canal de entrada r E Y"I" Y"I~ , Y donde 

(2.l3a) 



Se consideran J canales abiertos y por lo tanto se propone 

1\ p p S;:,lY\ ~f '( ::: lÁ. f p ({. E.) '( -<.. (\, 

(2.14) 

y se establecen las condiciones a la frontera en r -= u. 

donde 

manera directa 

• lO 

w"'r \N"pt 

ti E. - E .... 

De las relaciones anteriores se llega a la matriz S de una 

1 
1 

IK t'~ 'lí -1 KY2. ' 

IK Yo:: -11 -1 IK r~ (2.15) 
) 



10') 

donde 

(2.I6a) 

y 

(2.16b) 

La ecuación (2.15) es la relación conocida para la onda S 
54) 

de la matriz de colisión si se identifica T - I con la matriz iR 

La inversión de TI no se puede hacer analíticamente en 

general por lo que se considerará el caso especial donde ~f (', < < 1. Y 

E ~ E ", Le. I el límite de long itud de onda grande del problema I en 

el cual la energía total casi coincide con uno de los niveles de energía del núcleo 

compuesto. De esta manera se podría obtener una fórmula de 1 nivel. 

La ecuación (2 .I6a) toma entonces la forma más simple 

-~ == 1/ J... ~ Dp' C\ r 

) en notación matricial 

··Y = i * + 

\..9 Pr' + 

+ 
E. - E n ... 

(2.17) 



donde ~ es un vector columna y .~ + su adjunta. Así ~ ~,- es 

una diádica. 

Para invertir (2.17) se va a probar primero el siguiente 

teorema: 

Dada una matriz 'Y =: ID +- b g+ (2.I8a) 

donde ID es una matriz diagonal 1I d ~ ~ , 1 li y 1> ~1' es una 

diádica iI h, ~ í' 1I su inversa está dada por 

-,...-1 iD- 1 -"ll .= 
(2.I8b) 

Prueba: Denotando por e el número 

il)-I Q t>+ _~_-~ ) 
¡ 1':'; 

i - b9+iD-' -4- g~+ iD-' _ c..bl;/ID- ' 
He I+e 

.1 

Ahora f ya que 19 es una matri z herm iteana se puede 

definir la matriz unitaria (LJ por la relación 



11\ 

I 

de tal modo que aplicando esta transformación a la ecuac ión (2.17) se tiene 

= (2.19) 

donde 

J E - E. n" I 

Finalmente, encontrando el inverso de (2.19) a través de las 

ecuaciones (2,18) Y entonces aplicando la transfonnación unitaria 

obtiene, en forma analítica, la matriz IR del problema 

donde 

+ 
(IRe~) (\Ro~) T 

(E n •. ~ r IR" ~) - E 

( + 0)-' -ti 

lU - I se 

(2.20a) 

(2.20b) 



54) 
Comparando (2.20a) con la matriz fR de Wigner para 

el caso de un sólo nivel de núcleo compuesto y muchos canales ráp idamente se 

identifica con la energ ía de resonancia 

del sistema compuesto y (¡R~ ~) neo f' con la anchura reducida del 

canal p . Es claro que IR" juega el papel de la matriz IR para 

la interacción directa ya que para w ( -(, 0<." oI.. a , eX) = o la 

ecuación (2.20) da IR; iRo . Por otro lado la matriz IR para la 

interacción debida únicamente a el sistema compuesto puede ser obtenida de (2.20) 

a través de la condición \9 = O • Se tiene entonces 

+ (2.21) 

El efecto del potencial \/ ( '<, 0<." o( ~) de la interacción 

directa sobre las resonancias es claramente visto cuando se compara (2.21) con 

(2.20). Así se llega a las 2 conclusiones siguientes: 

a) Las anchuras reducidas de la interacción)puramente~de núc:eo 

compuesto son mezcladas, y dan para el canal 

la nueva anchu ra 

Ro .: I 



b) Hay un desplazamiento de la resonancia de 

De estas consideraciones es claro que las expresiones 

y 

(2.22b) 

juegan un papel fundamental en esta teoría. Además I se podría llegar a unas 

ecuaciones parec idas a ( 2 .20) y (2.21) para el caso comp leto I en el que 

aparecerían los elementos de matriz 



Así, un conocimiento de las funciones de onda colectivas 

junto con una elección apropiada de los potenciales de interacción permite 

predicciones definidas sobre los parámetros fundamentales asociados con la 

reacción. 

3. Estados Moleculares en la Dispersión de Iones Pesados 

En 1960, en los primeros experimentos con aceleradores 
17) 

¡ 11-

tandem, se encontró estructura intermedia en la sección eficaz experimental 

'Zc la de la reacción - C. • Esta estructura fue corre,lacionada en muchos 

otros canales de la reaccion confirmando su naturaleza resonante. Desde en-
55,56) 

tonces han sido propuestos varios mecanismos de reacción para explicarlas 

La estructura intennedia, de un ancho caracteristico de 100 Kev, aparece super-

puesta sobre oscilaciones mas amplias del orden de 2-3 Mev. Desde que estos 

experimentos fueron real izados, un comportamiento parecí do ha sido encontrado en 



1I ¡;, 

otras reacciones como se puede ver en la figura 2. En ella se observan oscila-

d I '~C _.ac. ciones pronuncia as en e sistema • Algunas de las fluctua-

ciones son alisadas para .;: C. - '''0 y desaparecen progresivamente cuando 
,¡... u:. 

se continúa al sistema O - O • Las oscilaciones gruesas pueden 
57) 

ser ajustadas con un potencial óptico, pero la estructura intermedia debe 

surgir de una interacción más compleja. 
58) 

Un resumen de todas las resonancias reportadas en el 

sistema 'l c.. _'2. e aparece en la figura 3, y se ve que hay varias reso-

naneias para un momento angular y paridad ( J 1T" ) dados, que pueden ser 

aj ustados aproximadamente por una dependencia en la energía 

t:.r = A. J(.JtI) + Ea , donde E. o es la energía de excitación 

mínima de la estructura rotando, A es inversamente proporcional a su mo-

mento de inercia, y J es el momento angular total del estado en cuestión. 

La pendiente en la figura 3 impl ica una A:::; 100 kev, justamente el 

valor que se obtendría para 2 núcleos de carbono, tocandose en la periférica, 

rotando rígidamente (figura 4) • Además puede conclu irse de los datos sobre 

dispersión elástica que el ancho para el decaim iento del sistema compuesto 

I~ 

porre-emisión de e , i.e. fisión de la molécula, es alrededor de 1 O/,o 

del ancho total, mientras que para emisión de partículas 01.. y emisión de 

nucleones son alrededor l/'o y .1/'0 respectivamente. Toda esta información 

sugiere fuertemente que el sistema se asemeja a una molécula de dos núcleos 

12C . 
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F i 9 U r a 2. - La sección eficaz diferencial de .dispers ión a 90° 

Para varios sistemas de iones pesados. (To'llada de la referencia 55). 

¡jI; 



024 b 

I '" , 
~~l 

10~ 
/ 

. 
:1 

/u 

v 
,L.. 

\..' 
V 
r e 

iL 14 J 
i I 

1,. I\Y~~'l~\ó 

• V~1I1\ 

,. Chulk I? .. ú 

t Zl.l9,¿b 
A ')"d ... y 

O frk.n':i" 
~ tlo¡;dc. 

v Y".Ie 

U~Q~--)~O~--l~O-C'--~l~SU-'--~LO~'O-J(-Jt-l) 

F i g u r ¡j 3. - Resonancias moleculares encontradas en el 

sistema ,2. e _ 'Z e 

1/1 



F i 9 u r a 4. - Dos núcleos de .l! e rotando uno 

al rededor de otro. 



El primero en dar una explicación del origen de la estructura 
59) 

intennedia fue Imanishi I quien propuso dependencia en la estructura nu-

clear, i.e., la onda incidente debe estar débilmente acoplada a los estados 

excitados del sistema, lo que fragmenta las resonancias g~'Uesas (shape 

resonances) en componentes. U n tratamiento sim ilar fue seguido por Greiner 
47) 

y colaboradores quienes propusieron un mecanismo llamado IIdoble reso-

nancia ll para explicar la estructura intermedia que aparece en la sección eficaz 

experimental. 

Sin embargo I los métodos matemáticos involucrados son 

difíciles de seguir y la aparición de bandas moleculares no es muy clara de 

su anál is is • 

El propósito de esta sección es mostrar como estas bandas 

se ajustan naturalmente en el esquema desarrollado en la primera sección con 

fonnas específicas del potencial y al mismo tiempo dar una descripción que 

puede ser fácilmente entendida en términos de moléculas verdaderas en sus 

estados base y excitados. P ara este fin se propone un potencial de interac-

ción que puede ser resuelto analíticamente y que además puede aproximarse 

cerradamente a los potenciales usados en la literatura. 



Excitación de los Estados Moleculares 

La imagen que surge de los trabajos de Imanishi y Greiner es 

que la col is ión puede ser descrita por un potencial efectivo cuya parte real 

es del tipo mostrado en la figura 5a) y además que con un potencial imag inario 

del tipo mostrado en la figura 5b) puede describirse el comportamiento de la 

estructura gruesa experimentalmente observada. La transparencia superficial 

implicada por la parte imaginaria del potencial tiene mucha importancia para 

reproducir los datos, y su origen es controvertido. Esta transparencia es 

crucial a los fenómenos moleculares, ya que únicamente si la región super-

Ficial permanece transparente pueden los núcleos interactuantes retener su 

identidad por un tiempo suficientemente largo para hacer una descripción 
60> 

molecular significativa • La dinámica propuesta por estos autores puede 

ser más facilmente entendida con la ayuda de la figura 6. En los potenciales 

moleculares ocurren resonancias que pueden ser subdivididas en estados 

cuasiligados y virtuales. Los estados cuasiligados están localizados dentro 

del pozo de potencial atractivo y tienen una anchura pequeña cuando no están 

abiertos muchos canales de decaimiento diferentes de los inelásticos, Le., 
I 

efecto túnel en la barrera. Las resonancias virtuales caen energéticamente 

encima de la barrera del potencial (potencial centrífugo más el potencial 

Coulombiano) y por lo tanto tienen una anchura de escape grande. En estas 
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F i g U raS a) • - Potencial molecular para el sistema '~c 

los estados cuas il igarlos ( -) y virtuales ,------) 

son presentados. 

F i g u raS b) • - El potencial imag inario Para 

(figuras tomadas de la referencia 67). 
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resonancias la probabilidad de encontrar a los núcleos dentro de la parte 

atractiva del potencial es aumentada sobre las energías no-resonantes. 

los estados cuasi ligados pueden únicamente ser excitados indirectamente 

con suficiente intensidad, y esto es logrado de la manera siguiente: 

Una onda parcial resonando en el canal elástico (teniendo 

así suficiente intensidad para inducir procesos inelásticos) puede perder 

energía y caer en la parte atractiva del potencial. Esto puede únicamente 

ocurrir, por supuesto, s i hay una igualación en energ ía y momento angular, 

i.e., la diferencia en energía entre los estados virtual y cuasiligado del 

potencial debe ser aproximadamente igual a la energía del estado excitado 

de los fragmentos, y el momento angular incidente debe estar relacionado a 

el espín intrínseco más el momento angular orbital del estado molecular 

excitado, a través de las bien conocidas reglas de acoplamiento. 

En el caso del sistema I~ e - IZ C , se hace uso de la 
61) 

naturaleza colectiva del primer estado excitado ( .; .,.) , que está 

a 4.43 Mev del estado base, para argumentar que los procesos inelásticos 

deben ser estimulados a través de las excitaciones colectivas de uno o ambos 

núcleos. 



. Figura 6. - Mecanismo de excitación de los estados 

moleculares. 



Potenciales de Interacción 

Para aplicar el fOlTTlalismo de las interacciones directas, 

discutido en ,la primera sección del capítulo 11, a un sistema particular de 

iones se tiene que seleccionar adecuadamente el potencial de interacción. 

Del tal análisis, notamos que hay que determinar el potencial óptico pro­

medio U(1) y el potencial de transición Q( 'C'), si consideramos 

núcleos idénticos y nos restringimos a primer orden en las defolTTlaciones 

cuadrupolares. 

Nosotros proponemos que la parte real del potencial 

óptico promedio \Á. ( '/) está dada por 

+ + e' 

y > u.. 

donde lié es el radio en el cual empieza a sentirse la interacción nuclear. 

(3.1) 

El potencial (3.1> para ,~ c.\.. es entonces la 

suma de un potencial de oscilador alTTlónico de frecuencia "" más un potencial 

centrífugo repulsivo de intensidad i\ I mientras que para (->L~ es el 

potencial Goulombiano. 



es una constante definida 

para garantizar continuidad en 

Como se ve comparando las figuras Sa) y 7 a), este tiene 

la forma requerida y tiene además varias ventajas. Primeramente, s i nosotros 

pennitimos que o. -- 00 sus eigenvalores pueden ser inmediatamente en-
63) 

contrados en fonna cerrada , a saber 

donde 'V1 ~ ~ son los números cuánticos radial y de momento angular 

respectivamente. Esta ecuación determina en forma aproximada la loca-

lización de los estados resonantes del problema y hacemos notar que para 

donde 'f"" ...... es el radio asociado con el valor mínimo de el 

(3.2) 

(3.3) 

potencial. La ecuación (3.3) nos muestra que los estados de el potencial 

pueden ser ordenados en bandas rotacionales como se requiere. 



P ara tomar en cuenta los canales de reacción no cons iderados 

explícitamente, el siguiente potencial imaginario es propuesto 

~J (3.4) 

donde -r- es un parámetro asociado con su intensidad. 

Este potencial imaginario se comporta apropiadamente (ver 

figuras Sb Y 7b) Le., no interferirá con el potencial de acoplamiento superficial. 

Finalmente, como el acoplamiento entre el movimiento re-

lativo y el movimiento colectivo se supone que ocurre principalmente en la super-

ficie de los núcleos, proponemos la interacción delta 

Q( '1) -- be\. ~ (y- CA.) , (3.5) 

donde b es la intensidad del acoplamiento. 

Este conjunto de potenciales nos permitirá, encontrar una 

solucion analítica del Hamiltoniano (1.1> Y con ella exhibir las características 

principales de los fenomenos involucrados. 
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Ecuaciones de Movimiento 

Para obtener las ecuaciones de movimiento, substituimos en 

(}.7) las ecuaciones (3.1), (3.4), (3.5) obteniendo 

= E~b~ 
t¡! 

(3.6) 

J 
con el elemento de matriz ¡\'\ fr' definido por la ecuación <1.6). 

Este sistema de ecuaciones puede resol~erse imp'Jniendo las 

condiciones de conU'luidad en y::: G\ : 

(3.7a) 

.:t b
; '\ iV\ J U. ~ \'-l,e)' (37b) 

-h~ L fr' \'1' ). 
pI 



• I~'j 

lA 
j .-

p~. ) representan las soluciones interna 

( o( <. c.\.) y externa (y :>(>..) respectivamente. 

La solución externa está dada por la ecuación (1.8), 

i,e. 

(3.8) 

Para la región interna la ecuación (3.6) tiene la forma 

si guiente: 

Esta ecuación puede ser identificada con la ecuación 
(3) 

di ferencial para las funciones de Wh ittaker • Por 

lo tanto la solución interna está dada por 

J 
(3,9) 



I)\. 

donde 

[E-E. r 
ly" 1 1\1- ¡ . 

~'c'l ,X r .J- T t p wi. 0.,.2 + - ~ ::= - Zt-v..' ':"hIN 2ft'Á"i- u., 

con 
E t' == 

E. (1) 
-t-

E l2.) 
)' f.1.1 1'_ l. L 

[ , lh ,,~_ ¿'C 2 + L ( L -\ 1) + Y-'t 

I-labiendo calculado las soluciones interna y externa, 

la determinación de la matriz S a través de las condiciones a la frontera 

(3.7) es directa. 

en donde se utilizó notación matricial y las definiciones 

. .1: ,;:: IJ I p ~ l' r~ II 
j 

1I 
dIp 

~ PI" \) O':;: \1 d (. t" ~ ,11 JI ;: 
ck\. 

, dl"- rr 

y la matriz 

d ~~~'/ 1- Il I1 R - Óo.. . l~ t'r" 



Substituyendo (3.10) en la ecuación n.18) obtenemos la 

12. ~ 

sección eficaz diferencial general para el problema de dispersión de L - e . 

Limitando el número de estados posibles del sistema :ZC_!l( 

a momento angular cero y 2 la ecuación <l .17) se simpl ifica como sigue: 

(3.11> 

donde Jc..(e) y ~ L denotan la amplitud y desfasamientos Coulombianos 

respectivamente y ~~; ~ú (E:.) corresponde a la matriz de dispersión. 

Así, las cantidades fundamentales del modelo se tienen 

en forma analítica, por lo que pueden ser rápidamente calculadas una vez que 

elegimos los parámetros involucrados en forma apropiada. (Apéndice B). 



Parámetros del Modelo y Resultados 

De las consideraciones de la última sección nosotros podemos 

ahora ennumerar el conjunto de parámetros involucrados y señalar su relación a 

cantidades experimentales, si hay alguna. 

a) Primeramente están los parámetros W I ,\ en la parte 

real de el potencial central, que se relacionan con Y min y Ve de la 

manera s igu iente: 

(3.12a) 

y 

w r '-;f JY' (3.12b) 

De la forma de la ecuación (3.3) es claro que '( min está 

directamente relacionada a la pendiente promedio de la banda rotacional que 

nosotros esperamos fijar. El parámetro Ve puede ser usado para ajustar 



el comportamiento promedio de la sección eficaz elástica. 

b) La energía de excitación E 2. - E ~ es igual 

a el valor 4.43 Mev de el estado 2 + , mientras que el radio del ·2.e 

.,:::. (A. está determinado por la altura experimental de la barrera Coulombiana. 

el La intensidad de el potencial imaginario, <: 

está directamente relacionado a la forma en que la sección eficaz elástica 

disminuye a energías altas y a las anchuras asociadas con las resonancias. 

La magnitud del potencial de acoplamiento b es, junto con los elementos 

de matriz reducidos discutidos en d), responsables para la división de las 

resonancias de forma ("shape resonances ") • 

d) Los elementos de matriz reducidos 

c(.¿=(ol/o<:lIz), c. zz = {2110(112) , son proporcionales 

a la probabil idad de trans ición y a el 

momento cuadrupolar de el estado 2 t respectivamente. 

Usando esta información, nosotros hemos escogido el 

siguiente conjunto de parámetros. 

Va = I1 M¡¿v (3.13a) 

y m In ::. II 5 M (3.13b) 



b - 5 M,¿v' 

C¡:~ = I ~I CC¿, 

El procedimie~to es entonces el sig.uiente: 

l. Se toma la intensidad del potencial de acoplamiento igual a cero, 

b =- ú y buscamos los estados virtuales y cuasiligados de el 

potencial, usando los coeficientes de reflexión 

l~ :JlJ 
( E) I 

(3.l3c) 

(3.l3d) 

(3.13e) 

(3.13f) 

(3.13g) 

(3.13h) 

(3.14) 



Los coeficientes de reflexión son claramente Pro-

porcionales a el flujo restituído el canal incidente, y toma el valor 

C.R. = 1 cuando -z:: = o , i.e., cuando no hay absorción a otros 

canales. Para -c: FO , los valores mínimos de C.R. corresponden 

a resonancias, ya que en estas energías hay una mayor amplitud dentro 

del pozo I dando lugar a una mayor absorción (ver figura 8). 

2. Considerando f,¡é o , nosotros ahora buscamos las energías co-

rrespondientes a los estados moleculares excitados. Esto lo hacemos 

a través de los coeficientes de transición 

.r 
e T 1 == S /J-l.1 ;?,:r () 

(3.1Sa) 

e T2 
S .J 

-rz, -.I C) 

(3.1Sb) 

(T-~ -
(3.1Sc) 

que dan una medida de el flujo que pasa a los canales indicados, y que son 
64) 

proporcionales a la sección eficaz inelástica del estado 2 + . 

Los valores máximos de los coeficientes (3.15) entonces indican las 

energías en las cuales los estados moleculares excitados son formados. 



<> ...; o 
~ 

FlGUP.A 8 

o 

13(, 

o 
,.¡ 

o .. 



Es provechoso anal izar las figuras 9a) y 9b), que co­

rresponden respectivamente al conjunto de parámetros (3.13) y al mismo 

conjunto excepto por el elemento de matriz reducido e a:! (3 .13h) que 

se tomó cero. 

La figura 9a) muestra la aparición de estados resonantes 

triplemente degenerados, muy aproximadamente 4.43 Mev arriba de los 

estados del pozo. La pequeña diferencia es debida a la perturbación 

causada por el potencial de acoplamiento. En la figura 9b) se exhibe 

la forma en que estos estados son divididos, siendo la división proporcional 

a el producto b e u que aparece en la ecuac ión (3.6) • 

En la tabla 1 recopUamos los resultados encontrados 

a través de los coeficientes de reflexión y transición. Comparando la 

posición de las resonancias de ancho intermedio con los datos experimentales 

disponibles. 

Estos resultados tienen una simple interpretación, que 

vamos a discutir a conti nuación. En la figura 10 hemos dibujado la po­

sición de las diferentes resonancias de ancho intermedio de la figura 9a), 

junto con la posición de los estados del pozo en una gráfica de la energ ía 

contra T(J"tl), donde .J es el momento angular total. Estas 

bandas son identificadas con las bandas moleculares elástica y excitada 
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1+0 

TABLA 1 

RE SO NANCIAS 

Experimentales Sin Acoplamiento Con Acoplamiento 
Eres MeV Jres E (J) E(J) 

C C =1.21 C 

4.03 4.4 (2) 
4.5(2) 

4.22 4 

4.25 O 

4.44 4 (2 ) 

4.58 2 

4.86 4,2 
4.70(0) 

4.98 2 4.95(4) 

5.23 
5.1<0,2,4) 5.10(2) 

5.62 2 

5.98 4 6.00(2) 6.8(8) 6,4<2,4,6) 
6.28 (O ),2 6.20(6) 

7.6(0) 6.40(4) 
7.50 6 

7.71 4 

8.45 
8.2(2) 8.4<4,6,8) ~:~~á~ 

6 8.40(6) 

8.85 8 
9.8(4) 

9.25 

9.84 8 

11.2 la .0nO) 11.1<6,8,10) 10.30(6) 
8 



respectivamente, y las flechas indican los estados del pozo que están siendo 

alimentados a través de el potencial de acoplamiento. Las bandas correspon-

dientes asociadas a la figura 9b) aparecen en la figura 11. Claramente la 

diferencia proviene de la interacción extra permitida por e 2~ 

que es proporcional a el momento cuadrupolar estático de el estado 2 t- en los 

12 e 
núcleos • Este a su vez da una medida de la distribución de 

carga del núcleo en ese estado. 

Puesto que el momento cuadrupolar de el estado base 

es cero, tendrá una interacción restringida por las consideraciones de simetría 

esférica de la distribución de carga. Proponer , i.e. una 

distribución de carga esférica en los estados excitados 2
t 

nos conduce a 

el mismo tipo de limitación en la interacción para la configuración molecular 

excitada, y así a niveles degenerados. Por otro lado esta asimetría en la 

distribución de carga puede dar lugar a interacciones dependientes de el 
65) 

momento angular, tal como la interacción de "engranaje" sugerida por 

Bromley. Nosotros entonces podemos imaginar los estados moleculares 

excitados como configuraciones en forma de mancuerna con un momento de 

inercia efectivo debido a la asimetría en la distribución de carga. 

En la figura 12a) mostramos el ajuste a la estructura 

gruesa de la sección diferencial elástica a 90° del .2 C. - IZc , y en la 

figura 12b) una ampl ificación mostrando el aspecto de la estructura inter-

media de el comportamiento esperado. 



Experimentales Sin Acoplamiento Con Acoplamiento 
Eres MeV Jres E(J) E(J) 

C C =1.21 e 

8 
10.83(10) 

11.43 11.00(8) 

11.78 8 

12.0 8 
12.26(6) 

12.35 8 

12.86 8 
13.8(2) 13.25(8) 

13.35 10 

13.8 10 

13.85 10 14.15<10 
14.3(8,10,12) 

14.20<12 
15.6(8) 
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IV CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos considerado dos aspectos dentro de 

la física nuclear en que los grados de libertad colectivos juegan un papel 

preponderante: a) Los espectros a bajas energ ías de los núcleos par-par, 

así como las correspondientes probabilidades de transición y b) Las reac­

ciones nucleares entre iones pesados. 

En la primera parte de la tesis se presenta una revisión del 

modelo de Bohr-Mottelson, que interpretan la dinámica nuclear de naturale­

za colectiva como proveniente de la excitación cuadrupolar de la superficie 

de los núcleos. Se indica la posibilidad de incluir una extensa gama de 

fenómenos a través del concepto de S. E.P ., que contiene como lím ites 

particulares a los modelos del vibrador, rotor y rotor as imétrico. 

Posteriormente se hizo notar la importancia de la base llfí_ 

sica ll del oscilador armónico en cinco dimensiones, encontrada en forma 

analítica por Chacón el. al., que utilizamos para calcular de manera ex­

plícita los elementos de matriz relevantes del modelo colectivo. Como 

aplicación de estos resultados se construyó la S .E.P • asociada al núcleo 

i"'t Dy, encontrando que es posible reproducir el espectro experimental 



hasta momentos angulares muy altos con mucha precisión, así como las pro-

babilidades de trans ición cuadrupolares. Aunque el procedimiento uti I izado 

en este caso es muy compl icado, se ha desarrollado un programa de ajuste 

automático de parámetros que puede utilizarse en el cálculo de las S.E.P. 

del modelo. Este nuevo método se ha implementado ya en conexión con 
68) 

el modelo de bosones con interacción en la descripción de la transición 

de forma observada en los isótopos del Sm. 

En la segunda parte de este trabajo hemos presentado un 

formalismo que permite incorporar las excitaciones colectivas dentro de la 

te Dría de reacciones nucleares. Se consideraron dos tipos de interacciones 

que hemos denominado "directa" y " a través de núcleo compuesto ", aunque 

es importante hacer notar que la primera es un caso particular-de la segunda. 

La "directa lJ se relaciona con la interacción entre fragmentos cuya estructura 

interna se describe por medio de los grados de libertad colectivos superficiales 

de tipo cuadrupolar. 

Como aplicación del primer tipo de interacción se consideró el 

problema de los "estados moleculares moleculares" en la dispersión Ite. ~zC , 

utilizando un modelo simplificado que ha permitido sin embargo entender clara-

mente la naturaleza de los estados moleculares excitados e interpretarlos en 



ténninos de configuraciones en forma de mancuerna con momentos de inercia 

efectivos mayores que en el caso de los estados moleculares elásticos, de-

bido esencialmente a la asimetría en la distribución de carga de los fragmentos. 

Señalamos además que la aparición de otras resonancias puede explicarse per­

Ii!r 
mitiendo la excitación simultánea de ambos L-' y la participación de mayor 

69) 
número de estados excitados • El ajuste a la sección eficaz es razonable, 

así como la localización de la estructura intermedia. Esperamos que este 

fonnalismo también sea de utlidad en la descripción de otras reacciones de 

iones pesados, involucrando un número mayor de estados co lectivos que 

,2 12 
para el sistema c.. - e , etc. 

Por último, discutimos también la interacción a través de 

núcleo compuesto, que muestra ya en la versión simplificada, la posibilidad . 
de predecir anchuras y posiciones de las resonancias tanto en un problema 

de reacción como en el decaimiento de un sistema compuesto excitado tal 

~~~ It 
como fis ión de U • 

La aplicación de este formalismo a estos problemas presenta 

algunas dificultades por su complejidad, pero se piensa investigar más a 

fondo esta posibilidad en el futuro. 



APENDICE A 

Evaluación de los Coeficientes de Wigner Reducidos de la Cadena de Grupos 

0(5):) 0(3) • 

En la relación (7.7) del capítulo 11, falta únicamente evaluar 

el coeficiente de Wigner reducido de la cadena 0(5) :J O(3) dado por la expre-

sión 

En partícular estamos interesados en los coeficientes 

( 3 r r o /' f\ r' L; A"p" L'¡ ) , que están relacionados con la deter-

minación de las S.E.P. mencionadas anteriormente, así como en 

y 
( 2 04- J A',., l' ; 1\" ,." 1..") 

que aparecen en conexión con las probabilidades de transición. 



I~L 

Estos coeficientes han sido programados; los progralllas co-

rrespondientes aparecen al final de este apéndice. 

La evaluación de elementos de matriz resulta más conveniente 

en términos de las funciones de onda expresadas en el s istema de laboratorio. 

Podemos 'concretarnos además al caso en que las funciones de onda satisfacen 

las relaciones I 

(A .2) 

ya que los coeficientes (A.1) son independientes de los índices J y M 

Estas funciones se denotan por ti ~ L } y 

vienen dadas por la relación 

con 

P (cX"') = 
-Y..,. ry;? L e q- el"< h i G"t-r-n 

TI 2 ') } /l/u , y~ 1) '-

ltl 

{c,c}Y\ 1 }3'-C+Y'I {3, O }f\t-C:-:!'t'_r. ~ 3;3} ~I-e,O 
J 

(A .3a) 



.)1... _1- I 
I - (_I)L) 

en donde == \ c. 

e ~ r:r- I e 'Ót::r 

'(\'\ '<n CA .3b) 

y 

Yn (A .3c) 

encontrando además 

CA .3d) 

Aprovechando ahora que conocemos el comportamiento de las 

eX m ante conjugac ión, i.e., , proponemos 

el cambio de variabl es 

e 

(A .4a) 



¡Se 

donde 

J 

o ~ (') (-:. ,¿ oC> (A .4b) 

Obviamente debido a la relación 

f- j f I 1 f:::. deben satisfacer a su vez 

, 

lo que sugiere reescribirlas en ténninos de las coordenadas esféricas 

f I 'X S 

fl = f s~V\. 'X. 6o.!:V\ ,~ 

f;? f ~eV\ 'X. c..>~ ~ -

fe - f' (.:.5 X (A.S) 

donde para satisfacer las desigualdades (A.4b) 'X. y ~ están limitadas 

a 

) (A .6) 



El elemento de volumen correspondiente está dado por 

y usando los Jacobianos de las transformaciones CA .4a) y CA .5) encontramos 

que 

Usando la forma explícita de los d.e.p.'s que aparecen en 

(A .3a) Y apl icando las transformaciones (A .4a) y (A .5), encontramos 

, 



El operador más general en el que estaremos interesados puede 

siempre ser expresado en términos de sumas del operador general 

(A.8) 

de modo que los elementos de matriz buscados se escriben como 

-)l. ~1 1 CS'-C'r' ~ L' e (S" "C',"'" S L" l -= TI .... '" ~ e Y''t\' 

(... ~ 

Y'n" 
:> (A.9) 

('ni '('11'\" 

donde 



La integral (A.1 O) se transforma a las coordenadas ,< t~"-"~J 

e 1 cj:> se llega a la expresión 

{J../, h' 

e·J.' f- x./¿ -1 2 ('1) ~(:~)(:': 
(\, b, il., u., .:.. 

( .,T- ¿~ -,'_ ,,, _ ~. b ~' ,.'- b' • y,( '" ¡" "') , 

\. 



e [Y¿(IYI t- T -2R-Zu..-2~ tZ~-Z~ + ~ t- .,%)~,_t_t,-ú:t-~~t "1-.~ 
-----
e [Yo! ( ~ M + ') T - lo R + 7:. ... ~' - Z n:" 1 Y\" + ~ 31.: t '> S~" + x ¿ +- x '> t ., ) _1 

r [z L'- t \)- } 2 ~ t t t t I t ~ L" - cA.' +- 6' + l( '>/~ - ><~/z -+ 1] _ 

(A.l1) 

donde R = y'+y" , T= t;'t-r" Y N\:: t' tri + ¡-," . 

Las ecuaciones (A.1 O) y (7.7) constituyen la base de los 

programas numéricos desarrollados. 
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Z~I ~Z~+2**C-4*Al l*:i**Al*l/cr fleT (Al l*1 fleT (N2-A' "**2*t!lJ E~:[,J 
21.Z~0'GLt· 2XI=Z*PA[~U+5]J ' 
AlI[lIll"A:" Ol+ZX; 
f r.o; 
Wkll~~lJt[~E3f~DO~~50l(¡62rr.BIlr.~~(AS[OJ»; 
JI·l l jt.* ,2+18 2 *1:¡+1734*[; 
DI ROl = 11: [ J + i':, 
"hITE l"I~C;Z[J],2, POHITChCDII;l [O]»)J 
LJ 1 R 1 [ o l 1"' L 1 R [ o 1 J E N [¡ [r,¡, [J.(; 

" 8¡¡R~~7,?R 
1.~bb~?~0 
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0~OC~7~O 
~CO~9n~o 
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u"OloonO 
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"o012200 
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OCOI Hno 
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_5:>Ow 
;5.)0-
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~S~e~ 
,,51 p­
.. 5' ~ ¡" 

,,51~w 
~51~:" 
1.515 b 
.5Ib¿ 
-Slbb 
-5'17(, 
~51\1u 
-CoúVIi 
_~IO" 

:Co~~~ 
-Co..:q .. 
"ColO" 
'-CoI'O" 
.6'>011 
.6t.Ou 
"610" 
11615ú 
:~~p.~ 
"7\¡~V 
.. lH •• 
"llSú 
~r,,~ú 

.. 7.~ 0" 
1..7AOÍl 
.. 7 .. 1n 
t.l~l) 
,,7,,2" 
,,7"3u 
~l~q¡¡ 
..,76t4.c 
¡,.7j¡4~ 
.. 7"4b 
·7~q~ "fl. Su \ti 4t~.( 
.. "5~ 
.7~Ou 
1.7~O. 

~~~~~ 
-7 .. bu 
.. 7 .. 9" 

WkITE CSAl,<"ACA~E AS"»} . 
th~~~~11l~~~~~tH~~Ifi~ AS",I2'E14.1>,l'TIE~)' 
whllEebAll,<"TI[MPO rI~ AS",I~'ll~.7>'l'TI[r), 
W~I~O; '-

(.HLf.¡(111'(,¡,1,Mr) 6EGIh CICl[(f.j2,011,n) BrC¡p! 
ClCL.GlTl,O,l,L/2) ªEGlti ~,l=(;} , 
J.l' CT~+f,*'I"+ loZ*Ml +a734*L.J Rt-ALJ ( 1~<.2tJr J, .. ,)p ll,Tll; lA~ 1[0 1»)J 
CICL.O 1~'0'1,lU/2 EGI~ 
MT=~II+~I .. ; 
Lflll:L/2+3*fll+Tl; LlI21=Lfll2+3.1:2+T2J 
DL~I=L~2+3*I~e2-L~1-3*lhP1J 
sI ¡¡ fll ,,( -1 lo * SI G t. ( MM) J 

ólM~\;~~h~~ARROR 
nLM a 5v*LMI-l00 THEN [)EGIN 

lajl+,2J 
l~ ~~T OLULEAN íM+MU+T+PA[4}+PAC2J ) THl~ hEnTN 
NuE 11:' *1 A C[G+L+ .!J+l+3 /.P + f,r)1 ACT~"*l [;+ l p,). rAC~ Lb.r-LGi1*IMP1+~·IMP2' fAJTl~!L+¡*l!,Pl~*rr~cTttL~~tl~l 
+ ~M;¿+ 4+ 3.1 IIP 1 + 30 1 ~J p2) /2) /1 AtT (tAIHua +Lf,2+ 4+ 3 * P'p 1 
+J*IMr;¿) J**2*TEI,~ -
ClCEOCkl,O#1,(M1+T1)t-2) SEGIII • ele OCk2,0,1 CM2+T2),2) b[GI~ 

iI5h~1Wl~~.~12f~l;l~~i~:I[Y~~~k'~S~¡:lJ-2·Rl)' REGIN 

!~~~o~~!~E!f6j:'t+r~~~Ifnl~~t!R1laIRl»J _ 
Sl~L~i~~'U&~cg'I~~~*I~~a1lf'~b,~g(~3~i:l~r~¡R2) fEGI:1 KI.~+lJ 
RlADl~lSCltJ',2, Po NTL~cCtslco!)', 

~i~~f~~l~~S!~~~tt~1~1ºt~~I~~~~2~r,~22lrt~»J 
'W?I"w2+Wli EtJO lNI) EljtJ EtjOJ 

W2 '''102*, U[Vn} 
LIM1'" (l+~.IMP1)/2+3J 
llM21"(L~+b*IMP2)/2+3J 
I~ L lSS 6 OR L~11 H*I/1fl LSS 1 TIIEN S1tal lLsr. Bt.GIN 

~~~ i ~~H:H'~ )~~LE~~P~M i ~~l~Ha ~ m:t~L )/3+1 '1 Sll=Ml+I-IIUM1J [N01 
dtG~~ LS:' " Uf! LI\2+3*II'f'2 L5S 1 THUI 521 .. , ~L 'lE 

I~ <UI2-LBl/3 rOL r;HT![R«(Ll2-LI1)/3) THll, 
~~~~~,n~U~üh~1'3N51S[ MUI12'I:[I,TIlH( CLf.:~-LI!)/3+1 >1 "" 
WkITEC~AL'<"3J(~'12'"#1#"'I2t"'"'6(I~'"'")'")="'E30.~3> 
l AM'LC.'L"1+3*~~IPl 'Sl#~+3*~l1Il;l' I ~+3*11'F2,S2'1 fl+3"n'/, 'W~)J 
WhT(~ 1<"Jn, ",,',"",( "n,"'):" o > 
L 1\ A, t (., t h ~ + 3 * M I~ 1 ' ! ~ , L + 3 *111 ~ f, L r: 2 + ~ .. ! f" ¡;; s ~, 1 11 + 3 ~ l ~ p ~ ~ ~ ~ S J 
wi: '''Oi U.Ú ENO u~1) EIIU EIHJ li.r -
[fOil [hU LI.U. 
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/Gh~rl~~1 3JPrb (05/1~/79) 
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lSú 
16. 
lb) 
qw 
1 • ~ 
,,(¡~ 

~flt~H.t-flL.LI(A~IA CALCULA LUS SIl' CLOS 3J LlOUClnQS (3*~1' Il.CJLM-If, % 5P,L'LAI.r ,rpP,Ll, • 
% ~liRRL~[,LI"JrCNT[:' A LA CfdJEI.A O(~)IO(3)J 

2LSTE rr.LL¡,fd·'A rV"~C~(JtIA rf,RA X/d.úRLS FlL ~C~:E'ITn AI:r,~LA~ 
1Il',ELI,O&L~ ú IBuALlSr le y Pt.r: ur, Lt;1' '[,(; DE clJAI:rrs .r .4 (SI l"(,) 

8 
1125 ~~ SATuPrAV. crTr~CR ,: 

00 OC,Q t 110 
OC C('!) 1 "O 
O-:OC'11~O 
000C'01 ~5 

~B~ 
:'8" 

¡ lU'llf·ItI::fl[MO ), . 

~¿l:bcKslip~H=~["'JTE); fILE LISC1(hII,tJ::LlS\l.·S~lIf FACT~r=('9'HXfi[C:'IZL"? 

f F 1 t: [ 5 e 1 ~ C ~ l ~ 9 ~ [~o ~ ~ R ~ l! v E r f. C r L. r. lO 99, f: A X l. L C S ~ Z r:: ? 

888fRHg 
(¡()O(!)~~O 

BSS58/¡B3 
888E.n88 
B88t~h~g 

c. " 
L8~ 
.. 01. 

HB~ 
11:>0 

t~8~ 
b8~ 
ltg~ 
l' O U 
1 c. ° 11 l'JOu 
20(.1.., 
21011 
2"0,, 
2.>011 
~~8~ 

~ "ou '8" t. ú 
2"Ou 
3~g~ 
3:>lJw 
)"Ou 

~
~Ú" 
:'úu 
IoÚIl 

310 .. 

~t8~ 
4 .. 01. 
41011 
4,,011 

4'8" I¡~ 1< 
4:>0. 
4"011 
/jIUI< 
4"Ou 
11.,(,1< 
S"OL. 
51011 

.bLOCI\~lZL"3(J)1 
t ILE uI~CJ(KHID=DISK'SAVLFAcTúfl=99'1:Axr.LeSlZ;=2 

,bLOCI\~líl=30)J . 

l,~~ l\ 9hp, i:~! ~ ~~~j~ \ ~~~~r. B: 3: I ¿ ~:t ~~I~r 1: ~(.~ s f ~\ f~: r~: ~ l v rS( ~i ~~L ~:, S 1 Gti. 
,!.I,IMhLO,Lf,~lr ,L~'I,LG'~~l,l'lJ,1 !l-11,I·Ut.1 ~IJt,2.t,I·,S2>O VI 
~WUb~L Zl'Z2,Z3,L,'ZZ5!l,Z6'l7,7G,Z9,X,Y,Z, RA'W',H2'Z9"T'l'TIE~'~LElIo. ~x, " .... 2)(, lit¡. Z)(I, ú~' .. 6 .TE,IIS,Xl,)(2,)(3,7Z\I 

B88~~~ 11:~2' ~Ei~gI81,CES1¡0101'AS[OIO],~tR~OIO],PIH!rOIO].A~ltOI01; 
DltlNL CICLUCA'L,C,D)= 'LR AI"b STLp e L~TI~ n re'; 

HLlAL PkU~LwURE SCALE(alJ{¡V~1 ~E]IQJ I~TEGL~ QJ tI (¡IN li[Jl. I(LAL flR~AY SE- 5197 
Ir ~>-~6 TH[N ~CALEI= sta] llSL 
~lGI~ L~UO~E rl INTlGEJH I' . 
TI= 1'''''('0 StOP"l!O . SCALE:- ú. J 

rOR t¡EII:B~~8~~~~Jls rrJ~~ 9EeñuJ 
fúH 11= -1 ~ TEP "1 I.JNTIll~6:' (.[1 !'E(¡IN 

TI= r*~.O~~-l' 5tI]I=T D Lt.¡, LIIO; ~ 

, kE AL PI.LJCEOURE F'ACTOO; VIII UE \0 It.TlC.LR WJ bE!.l ~. . 
Uhl. l(lAL ARRAY f[0I100]J 
IF W !. L" u T H E ti f A e TI" f [\.l E 1_ s l 
blGIN U~ULL( TJ INTeG[R IJ ~lA_ e; 
tI. StA~tC-IOOO); 
~At' .. , ~'UJ 
11= I,O~"UJ FtOJI::l,OJ 
101-< 11 = 1 STEI' 1 U'ITIL 100 (n [:LGII TI. T.I*4,u~P-2J 
H1l1- ~:.(.¡r:T<T) F:tID ellO LI'I J 

A RlAL f' .. OCLDURl GAllcl\)J VIII U!"lt; I.lAl '" 
Ft~h klAL ARRAY G[II!OOlJ 

lf H (.LGI O TtltN (¡AlI,", (.[2 .. I,l lLSL 
ULf;lI'" 

I~Tl~lr. 1; REAL 11' 
111= rA~Tl-l000l, 

Fun JI'" 1 STEr 2 UIITIl 9" '" r'J:.GH 

OOO(lOI)~O 

888H~A8 
OOOrll'iO 
8ggfl~g8 
8~8H~~8 
~~8811~~g 
OCDr 7110 
28BH~~g 
OOD( :>O~O 
OOOf:!tr,(\ 
Oooc:':'~O 
oooq?co 
BS8f~588 
QORC21\00 

~8~~H88 

~~gfH~8 
SS8~H~~ 
CI~ O(\31)no 
Ú,CCl500 
Ocor36r.o 
(;(¡Oc171l0 
BB8H~~R 
(¡~Oo"aIlO 
()QOr4t~O 
üOO('I,:,~O 

8~8r~~a8 
888nz~8 
OOO(1~?f)O 
OCO( ~!l~O 
CJ~or~?~o 

888S~~88 



!)"O'" 
~!~~ 
5~~u s ... U 
51 '" 
5 ... " .. 
S"Ou 
~~B~ 
&:8~ 
6"S" 
6!>Ow 

~~n 
6"0'" 
61.0" 
(¡I.l~ 

6"1!> 
6~~.t! 
6b~b 
61> ll¡ 
b1>3~ 
6"3b 
6bQ., 
6Q~1> 
~I~e 
7~o" 715 .. 
ES~ 
7~Ou 

f~B~ 
l' Ou 

tt~~ 
b10u 

~~B~ 
Ij~O'" 

~~Be 
U8~ 
8~0" 

~rM~ 
chOlo 
~~Ou 
9~ 2;, 
9~~ú 
", .. 01.1 
'ilIOu 
1I1l0w 
9 .. 0" 
~~n 

G1I11& rtCTCl-ll/rACJCCI-l)/2)*SQRTC,4)J 
G(f..lll~ ALT (1-1)/2 *2**tCl+1l12J/5; t,O lt.~ UJ J 

X 1= 101'1 1'(-10-0)1 ' 
Dl~(Ol'=Li OI~l[Olt.OJ 
TlU=O; 
WkITE(~Al'<"OAM[ IMP,H~h»J 
~lAUCt~T'/,}MP'~U~J) 
w~l H (~HL: *H ~liP' ~U~J 
W~IT~Ett~':"B~MF,~~,Lr,Nh»J 
B~U~=1/2*(1~C-~)**MU)J 
BlG¡N UO~ULE AR~AY PA[1 1601J 
H ¡t1P, I.'-L O THlN NP '''1 ELSL tlp 1.9J 
Gl '''Hoh 

~t~~N~~A~~lq~gJ~A[211=OJPAt311"OJPA[~JI=OJPA[~1'=O'~A[6"=1' lNC; 
IllGHJ t'r,t 1 l l =6JrA(21 1=oJPAC3l l =4)PI\[/l] I=CJl'1i('\llcO;p~r()l \-'5' 

~~~rl~'¡t~~,~~,!\LP~~Xl:;3~~~~~~l~~~~~I~Jll:,~\t~~~~¡~:.~q~!~~~1~J 
PA(19JI=~JPA[20ll=iJPA[21JI=JJPA[2211=-1IPA~2']I=lJP.'2'11=SQkT(l)/2) 
PAI251 1=4;PA[ 26 11=2JPA[27J 1=2;PAl28]I=O;fA[~9'1=0;r~t~O'I=\ •• J 
l' A (3 t )11:: !,. J t' /\ [321 1=\ H' A [331 1 = 1J f' A [31¡ J ,= I ; P A ( 3'i 1 I =~ 11 P A [ ~ ~ 1 =:.~ QI T C 3) 111 J 
PA t 3 7 ~ 1= l.. I'A ~ 36j' = O 1 F'A t 3 'i)1 = 2 Jf'" f [¡ O ~ I = -~. p At 4' ]1 = 2 J t' A f q~ J le - • '. 51 
PA 43 1=:;'¡f'A 44 I=l ;PA q!"J l=l;t'A 116 1=-liPllt~7]let;t'~<qr J 1=-~trn(3)/4' 
~(I j'i I=I.)I'A 50 I=O;P/\ 51 J leO;r" ~2 '=OJI-A!5311=O/PAL4J .... l.5; lNCJ 
f¡~~'=/¡'I¡/ J tJP21=NP1-SJ 
CICLO(l'L,~,b) D[GIN 
t-<r 1 =lN1ILl.tll3*Cn-lL+6*HIP)/2)" 

C'~lRi~~~e~~~t~¡~!B~~,~N 24 f:z~.* t-I:l ~ 
gHHH~H)i~~l H~H~;CTC l+l.*!~l +2* !1+1 )*1 A ~~.( '-12-U) ) .. ,* 

C!CL9(~~'O'1.CM}+T~)/2) SlC!1 {. ¿i(3~(;n~tAgt~I ~~:~~j2*T1":2.1.1 )/r ACT(f,t~Tt -Rl)" 
Z ,- l.J ~l,111 

~ lela (~t"t.AXC O'T 1 -3*H1), 1 'HIt. (L/2'/11 +Tl-2*f.l» I'EGIN 
~I .. {l,:')**~N/(r~CH/IN,*rACT(1I1+T1-2*hl_"'t.»**21 
",. Z2*LJ) "11=0' 

C1CLO(:,Sl·IIAXCO,h"-Tl),1.MII Cl/2-Tb 3*,,1-T1+N'I»1 [eI\ 

fll'cflt~~l¡~:"L~~~;ii!~~l~~E~tE}~l~tf~ll{tl~l\¡l+sSl-t,:). 
~~nJC~lIll*1 ACT(L/Z-Tl-SS12*1 ACT(J*f.l-Tl"I.NMS~t»)**2J 
ZI-Zl*¡2; LEStO¡laZJ 

A~i~~le~~¿!t'1~~;5·8qi~+l~~!~¡~tl»J 
l~1J Lr,l,¡ LljU ENl,¡ EN I ' • 

CICLUtL'LO,2,lF) JlOI~ 
Z~9'·~**HIJ*DSQRTC2*'[+3*I~P)+1)/2J 
"'~ 'at Nlllnc 1I)*(t .. -(L+6*It~P)/2») 
cICLOC"'l,l), 1,~r) BEG¡t1 CIC.Ll CtI2,O,1,r,r> LEGI' 
CICLO(T~,O'i,L/?) BEGIN ~I.l; , 
C1CI.IJCT ... o, ,LI:!) BEc.lt\ I:I"Ll+L12) 
l~lll=l/;!+;¡ .. 111+T1J l1l21 .. L/~+J*',2+T2J 

2~MtM~~ltLb'I~~1 THEN bEGII. 
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.1/ O" 
.. 1"11" 
- 1 ~ O Ú 
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:~!8~ 
\oj~.lO¡" 
1,,~~CJu 

ú;¿!I¡ " 
.2:>~u 

e~~~~ 

tH8~ w~ugw 
·~~O .. e ~I.OII 
b',a~ 
.. ho" 
.. 3,)úl. 
.3"Oú 
• 3:>1J 1. 
" 31.o" .. 3 .. ~(j 

I.-ll.~~ 
"líllo ú 
~410U 
"1112 ¡, 
.. ,,1411 
• ¡¡"Ol¡ 
~",)OÚ 
.. 4"Uu .. 4~8· "t¡t. I¡ 
: 4 / o ¡, 
~t¡QÚU 
'~~Ol¡ 
.. !:i~Ou 
: ~.l o 11 
,,~~~~ 
"~.u,, 
'!:i~O" 
w~"Ou 
.. 510. 
"51 ~ú 
-!lI:t1 
:512« 

TI-T!+121 
L CLO¡I\r.,uIlU,2>IIUl nCCllN 
l~lGA(j:¡([¡Lli? LEQ )*KK TI'U' BLGI' 
5 1,!'=3*td'\~ " 
I~ l'lIT uL.(JLEANe[¡L·~+SI(lt.) HI! r. OEGIr. n NoT LLOLtAN eM+KK+T+rA[I¡J+PA(2» 'Tl'tl¡ A[liP¡ 
7 '1 A 1 = i! L 9 * ( -1 ) * * e ( .~ U -I( l' ) 12 ) * (1 A e T ( fl L, + ~ n I ~ F P. CT ( C n L'" K 1( ) 12 , * 
FA e T ( (MUHI;)/2 hF HTl KIO l) **2*í.** t-Y.Ll2) I 
Z'lI=Z'lA*~**(2.M+K~/2+T). 

·*(IHI\I.+T)} 
(lClO(kl.(¡,I,(t~I+Tl )/2) utGII. ZIlI- 2**(-,I)*3*.C-2*nt); 
IÓ 1 =z~.z~, <':IClO(~"()' 1, 012+¡2)/2) ¡'LGll.· 
ZOAI= ~"(-r<2)'3.·\-2*R2)) ¿IJA:= ZBA.70; 
El ! = k 1 + t< ~; (; 1 C L o ( ~ 1 , fl A X e IJ , T 1 - 3 *, \)' 1 , l. Ir. ( L 12 .. .tt + TI- 2 • ~ 1 ) 'O E G 1 r. 
lll= ~",,1"3 •• (-~1)) 171=Z7.Zfl~, , 

lCl.O (1.::.1" (0'T2-' * 2 , '1llt (/2'1'2+ -~'f.2), rl, t S (¡ 1 = ~"G~*~* * (-~, 2~ .h·Ád( IIU" AcTC ,. ... H ... '-2 .. n-I:2- Í'.1 j ~ ¡, .. :-) 
zc.I=2¡,*Z'; A~(OII=O' KI=t,+1) uQI=tI+KI.+T- .. *r;-~t-t'2J 
CIClO(~~.1,6tNP2) BEGIN Z!:iI=U J • 
Yl l "PAua .. l; T2 1=PA(tlU+l1i Y3 1=Pf¡[NU+211 y~laPI\[I~1;+31~"yrl=rAn;U+I¡]} 
lbbl=L(¡ .. t-ll*'Y4*2**(2·Y/I)*~**l-Y4/~)1 
(uAI-H Ll2+ 3* (IHKI," T) 12- 3*1<-11.:-11 1+ (y 1+ Y2+Y~+Y~+O; )/2) )*~?J 
~1~~H~Al,O,1,N2) ~EGIII ~llt .. q .. 
f~I~81UL~ -AI+'/¡ THEN BEGt" 
C 1 el8 (A3, IIAX CO,-A 1 +'4),1, MI I.C Q9, C QQ+r.1-A 1 +'1'4) 12» I'!!:O IN 
121= J .• 
~i~ba}A21et~(~s~6~?;~~1Qa-Cl~t11-2*A3+'1'4» BlOT~ 
211 .. 21+2'*(-A5).3**A~.eGA~e(t'l'+KKtTt'1'~+Y2)/2-e +A~-Al·A3.A5 ... 1/2) 
*uAH l 2*Al+A5+2*A3-Y4+Y1 / 2-Y3 2+1]/ fACTlA4-A5'*fAr.T{A5)'1**2J 

nlD'J 
72"Z2+e-1 )**A4*,**c-AII)weGIII:( 1/2+QC-AI-A3-I\II+(Y5+Yl+2*YIJ)/.,+1) 
If A C H(¡Q+!II-A 1-~ JAl-AlIiY4) *1 ACTC \;Q+II1-" 3-AII) 1 I Aen gil ~ 3-A4» "*2*2 1J EhU} • 
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