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Introduccion

Las finanzas cuantitativas han tenido diferentes enfoques desde 1973 con el trabajo de
Black, Scholes y Merton. En esa época se buscaba modelar matematicamente los concep-
tos bésicos de las finanzas, como el arbitraje, los portafolios autofinanciables y el precio
de derivados simples. Ya con los conceptos basicos bien definidos, el siguiente boom fue
estructurar productos cada vez mas complejos, en cuanto a las condiciones de pago, fechas
de observacién intermedias, dependencia sobre otro tipo de instrumentos, etc. Los deriva-
dos OTC ganaron popularidad y este mercado crecié mucho més que el estandarizado, la
cantidad de productos exdéticos permitio el uso de muchas més herramientas matematicas,
asi como mezclas de ellas, como la teoria de probabilidad, calculo estocastico, ecuaciones
diferenciales parciales, métodos numéricos y métodos de simulacién estocastica en general.

Antes de las crisis el 2008 empezaron a venderse en el mercado derivados de crédito. Esto
reflejé el hecho de que algunas contrapartes estaban al tanto de la existencia del riesgo
de crédito o de incumplimiento de sus contrapartes. Pero no fue sino después de la crisis
financiera de 2008 que se tuvo consciencia de la importancia del riesgo de contraparte; el
problema de los derivados exdticos es que en general es mucho maés dificil construir un
portafolio de cobertura, y en caso de incumplimiento se puede tener una pérdida impor-
tante.

Es por eso que ahora parece que el mercado va convergiendo de alguna manera a los
mercados estandarizados, en el sentido de que buscan garantizar el dinero invertido en
derivados mediante cldusulas en los contratos, o acuerdos para mitigar el riesgo de con-
traparte. Es decir, el mercado OTC sigue teniendo suficiente flexibilidad en cuanto al tipo
de productos que se cotizan, pero con la posibilidad de anadir condiciones en el contrato
de compra/venta que reduzcan el riesgo de contraparte.

La mayor parte de los libros sobre finanzas cuantitativas tratan sobre los modelos basicos
que se ocupan por tipo de producto o por tipo de estrategia de cobertura, pero casi
ninguno habla acerca de la calibraciéon de dichos modelos a los datos de mercado. En
general esta parte puede ser la més complicada, pues requiere de una implementacion
eficiente y bien estructurada que dependen de las condiciones del mercado, principalmente
de los instrumentos que cotizan de manera regular.
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La principal complejidad que se tiene al querer ofrecer un modelo de riesgo de contraparte
es que su verdadera utilidad se ve reflejada a nivel portafolio y no instrumento por ins-
trumento. Esto en términos de modelaciéon exige un modelo hibrido que incluya modelos
de riesgo de crédito, de valuacién de derivados de equity, fx, commodities o tasas de in-
terés, asi como las posibles correlaciones que pueda haber entre todos los productos que
conforman el portafolio.

El objetivo de este trabajo es mostrar el desarrollo de uno de estos ajustes a la valoracion,
el Credit Valuation Adjustment (CVA). Como veremos mds adelante el CVA se puede
pensar como el precio que tiene el riesgo de que la contraparte no haga frente a sus
obligaciones en el contrato derivado y se calcula como la diferencia del precio del derivado si
la contraparte fuese libre de default y el precio del derivado considerando que la contraparte
tiene probabilidad positiva de default:

CVA, = V;default free ‘/tdefault

La razon de que sea un ajuste aditivo es porque de esta manera es mas sencillo separar la
cobertura del derivado riesgoso en la cobertura del derivado como siempre se hace mas la
cobertura del CVA.

Cuando se considera que las dos partes involucradas en el derivado tienen posibilidad de
default, el que compra el derivado tiene que considerar el precio sin probabilidad de default
menos el CVA y agregando un precio a su propio incumplimiento, este se conoce como el
Debit Valuation Adjustment (DVA), quedando el precio de la siguiente manera:

V;default _ ‘/tdefault free CV A, + DV A,

Este es el precio considerando el posible incumplimiento de ambas partes del contrato de-
rivado; sin embargo, no es el inico ajuste que en la practica se le hace al precio. Cuando se
tiene un derivado siempre hay una cobertura para mitigar el riesgo de mercado por contra-
tarlo, y cuando se ha considerado tanto el CVA y el DVA puede ser que la cobertura esté
formada por instrumentos donde no se cobren estos ajustes, surgiendo asi una asimetria y
es por ello que se cobra un ajuste conocido como Funding Valuation Adjustment (FVA),
cuando es positivo se conoce como Funding Benefit (FB) y cuando es negativo se conoce
como Funding Cost (FC).

En general, todos los ajustes que se agregan al precio se conocen como XVA, donde la
“X” es variable para el Valuation Adjustment, i.e. incluye al CVA, DVA, FVA, entre otros
ajustes.

En este trabajo solo consideraremos al CVA unilateral, esto es, cuando una de las contra-
partes del derivado tiene probabilidad de default.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se hace un resumen
de los preliminares, que incluyen la definicién y valuacién de los derivados sobre los que es
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ma&s comun calcular el CVA; en el Capitulo 2 se da una introduccién al calculo del riesgo
de crédito con el modelo basado en la intensidad, que serd la manera de modelar el tiempo
de default que se ocupard en el cdlculo del CVA, en este apartado se considera que la
informacién del mercado y la informacion sobre el default son distintas y se considera una
filtracion aumentada que considera ambas y con ello en mente se valoran los derivados
de crédito mas comunes, en particular los CDS’s que es con lo que se calibra la curva de
probabilidades de supervivencia asociadas a la contraparte a la que se le cobra el CVA,
al final del capitulo se incluye un método numérico para calibrar dichas probabilidades a
partir de primas de CDS y la implementaciéon con ayuda de una libreria del lenguaje R
llamada credule; en el Capitulo 3 es donde desarrollaremos el cdlculo del CVA, haremos
el desarrollo tedrico a partir de la ecuacién de valuacion sujeta a riesgo de contraparte, se
daran ejemplos de como calcular el CVA para un solo derivado en el caso de un forward de
FX y de un swap, donde podemos calcular de manera semi-analitica el CVA de ambos. Més
adelante se considera el CVA de un portafolio contemplando algunos de los mitigantes de
riesgo de contraparte. Por tltimo se presentan las implementaciones del CVA del forward
de FX y del swap y se muestran graficas de como cambian las exposiciones y el CVA
cuando se varian algunos de los pardmetros que conforman la férmula del CVA.
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Capitulo 1

Preliminares

Con el objetivo de que el trabajo esté autocontenido, en este capitulo vamos a definir los
conceptos financieros bésicos, su taxonomia, la interrelacion que existe entre los distintos
instrumentos y la valuacién de los que nos seran de utilidad méas adelante. Se explicara
en qué consiste calibrar un modelo, de qué factores depende y se mencionaran algunos
ejemplos de calibracién que son parte del dia a dia en el mercado financiero.

1.1. Instrumentos financieros derivados

Los instrumentos financieros derivados, o simplemente derivados, son instrumentos cuyo
valor depende de algtin activo subyacente, que usualmente sirven como cobertura o para
formar estrategias que dependen del precio de dicho activo subyacente. Por el momento
queda muy ambiguo el concepto de derivado, pues realmente son contratos bien estruc-
turados donde se definen todas las caracteristicas y las condiciones en las que se pagan o
reciben flujos durante la vida del contrato.

Dividiremos a los derivados por tipo de subyacente, es decir, daremos las caracteristicas
y los ejemplos de derivados en los distintos tipos de mercados financieros: equity, divisas,
tasas de interés y crédito. La razén de esta divisiéon es porque el riesgo de contraparte,
a pesar de tener una férmula general, los supuestos para realizar los calculos dependen
fuertemente del tipo de mercado al que pertenece el derivado.

En los diferentes tipos de subyacentes, cada vez que trabajemos con un modelo lo haremos
bajo la medida de riesgo neutral, o en una medida asociada a algiin numerario que mas
nos convenga, dejando atrds el, no siempre tan sencillo, paso de la medida objetivo P a
una medida equivalente conveniente.

Para este capitulo se utilizaron varias referencias estandar en la literatura de finanzas
cuantitativas: para una introduccion sencilla tanto cualitativa como cuantitativa se puede

9
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consultar el libro de Hull [HB16], el libro de Robert Macdonald [MCF06] el libro de Mark
Joshi [Jos03] y el libro de Baxter y Rennie [BR96]; Los textos especializados por subyacente
son: (Equity) el libro de Bouzoubaa y Osseiran [BO10], (FX) el libro de Kotze [Kot11],
(Tasas de interés) el libro de Brigo y Mercurio [BMO7], los 3 volimenes de Andersen y
Piterbarg [AP10] y el libro de Guyon y Labordere [GHL13].

1.1.1. Derivados sobre equity

El mercado de equity estd formado por acciones e indices; éstos son los subyacentes sobre
los que se hacen derivados. Los derivados sobre equity son complicados de valuar y por
tanto de cubrir por varias razones, por ejemplo:

= Pagan dividendos periddicamente, que a priori no se conoce su valor; estos dividendos
esperados pueden ser absolutos o relativos, lo cual también complica la dindmica
asociada al precio del subyacente.

= No necesariamente dependen de un solo activo, de hecho son bastante comunes los
derivados sobre el valor de un portafolio de equities.

= Hay payoffs que pagan en una divisa distinta a la que cotiza el equity en mercado,
payoff quanto, agregando asi incertidumbre de tipo de cambio.

El modelo méas comtn para el precio del activo subyacente es el modelo de Black-Scholes-
Merton, aunque en la préctica suele hacerse un par de modificaciones para poder incluir
los dividendos en la simulacion de las trayectorias del proceso, pues no todos los derivados
tienen una férmula cerrada incluso bajo este modelo, por lo que se recurre a la valuacion
por el método de Monte Carlo.

El modelo de Black-Scholes-Merton consiste en un activo subyacente, que supondremos
que paga dividendos a tasa continua ¢, y una cuenta corriente que evolucionan con la
siguiente dindmica:

dBy = riBdt
dSy = Si((re — qu)dt + o dWy)

donde 14, q; vy o+ son funciones deterministas. 4 es la tasa libre de riesgo, ¢; la tasa de
dividendos continua, o; es la volatilidad del equity y {W;},~ es un movimiento Browniano
bajo la medida de riesgo neutral Q, que es la medida asociada al numerario {Bt}4>¢, ademds
sea {Fi},~( la filtraciéon canénica asociada al Browniano. B

En el caso de los equities la mayoria de los derivados tienen vencimientos a corto plazo, por
lo que el efecto de las tasas de interés no es suficientemente grande como para modelarlas
con un proceso estocastico. Estamos suponiendo que el equity paga dividendos de manera
continua para simplificar las férmulas, aunque en la préactica los dividendos juegan un
papel muy importante en la calibracién de la curva de forwards de mercado.
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Los derivados de equity mas comunes en mercado son:

s Forwards y futuros.
= Opciones call y put, tanto europeas como americanas.

= Derivados exéticos, por ejemplo: barreras, asiaticas, dividend swaps y variance swaps.

En este trabajo utilizaremos los forwards y las opciones call y put. Empecemos definiendo
un contrato forward.

Definicion 1.2. Un forward de equity es un contrato bilateral que consiste en intercambiar
una unidad del activo subyacente al vencimiento del contrato por una cantidad de dinero
pactada al inicio del contrato.

Si suponemos que el vencimiento del contrato es T y el precio que se pacta al inicio es K
entonces el payoff de la contraparte que recibe el activo al tiempo T es Vpr = Sp — K. Al
precio K que hace que el contrato tenga valor cero al incio del contrato se le conoce como
precio forward y estd dado por

T
For = Soee Jo audug,.

De manera més general, si al tiempo ¢ pactamos un forward de precio cero con vencimiento
en T , entonces el precio forward estd dado por

Sy
Ft,T = )
P(t,T)

donde P(t,T) = B(t)/B(T). Cuando se toma como numerario a P(¢,T") la medida asociada
se conoce como la medida forward Q, pero en el caso en que las tasas son deterministas
coincide con la medida de riesgo neutral Q. Se puede probar que bajo esta medida el precio
forward F(¢,7) es una martingala. Con esto es sencillo ver que el precio del contrato
forward al tiempo ¢, con vencimiento 1" y strike K esta dado por

Vi = e medug(s, — K|F)

— ST

= P(t,T)E <P(TT)‘ ]-"t> ~ P(t,T)K
= P(ta T)E (FT,T| Ft) - P(taT)K

= P(t,T)Fur — P(t, T)K

= S wd _ pr K.

Definiremos ahora una opcién call y put y veremos su relacién con el forward.

Definicion 1.3. Una opcion call de equity es un contrato bilateral que da el derecho, mds
no la obligacion, de comprar un activo al vencimiento del contrato a un precio pactado al
wnicio llamado strike.
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Es decir, el payoff de un call con strike K al tiempo de vencimiento T" es Vpr = (St — K) ..

Definicion 1.4. Una opcion put de equity es un contrato bilateral que da el derecho, mds
no la obligacion, de vender un activo al vencimiento del contrato a un precio pactado al
wnicio llamado strike.

Es decir, el payoff de un put con strike K al tiempo de vencimiento T"es Vp = (K — St) .

El precio de estos tres derivados satisface la relacion conocida como paridad put-call, la
cual estd dada por

P G f qudu
Ct Pt = S’te t P(t,T)K

Los precios al tiempo ¢ de un call y un put son C; y F;, respectivamente. En el modelo
de Black-Scholes-Merton se pueden calcular los precios de estos instrumentos de manera
analitica. Por simplicidad supongamos que ry =7, ¢t =qy oy =0 paratoda 0 <t <T'y
estan dados por

C; = S TDN(dy) — P(t,T)KN(dy),
P, = P(t,T)KN(—dy) — See " TIN(—dy),

donde N (z) es la distribucién Normal estdndar y di, dy estdn dados por

In (%) + (r—q+ 30%) (T —t)
oVl —t ’
do = di—ovT —t.

dy

Como estos son los derivados mas liquidos en el mercado de equity generalmente son los
que se ocupan para calibrar las superficies de volatilidad. Lo que se hace es encontar la
volatilidad de Black-Scholes-Merton implicita en el precio de mercado y utilizar un modelo
de volatilidad para interpolar. Los modelos mas comunes son Volatilidad Local ([Gat01]),
Volatilidad Estocastica Implicita ([GJ14]) y el modelo SABR, stochastic alpha beta rho
([HKLW14]).

1.4.1. Derivados sobre divisas

El mercado de derivados sobre divisas presenta varias similitudes con respecto al de equity,
de hecho, la férmula para el precio de un call o un put serd practicamente la misma que
vimos en el caso de los equities. Sin embargo, su construccién es ligeramente distinta, ya
que en este caso no se tiene un activo “tangible” como lo es una accién o un indice, pues
en este mercado el activo subyacente serd un tipo de cambio entre una divisa doméstica y
una fordnea.

Supongamos que X; es el nimero de unidades de divisa doméstica equivalentes a una
unidad de divisa foranea. Es claro que hay dos divisas que debemos considerar, por lo que
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supondremos que existe una cuenta corriente en cada una de ellas y la dindmica de estos
procesos esta dada por

X, = X, ((rf —rl)dt + atth> :

dBt == TtdBtdt,
th = T{Dtdt

donde r{, r{ y o son funciones deterministas, {W;},., es un F-movimiento Browniano
bajo la medida asociada al numerario {B;},,, que es la cuenta corriente en la divisa
doméstica y por tltimo, {D;},, es la cuenta corriente en la divisa fordnea. Siguiendo
la notacién de la seccién anterior, podemos asociar bonos cupén cero en cada divisa,
denotaremos por P%(t,T) y Pf(t,T) al precio de un bono cupén cero al tiempo t con
vencimiento al tiempo 7T en la divisa doméstica y fordnea respectivamente.

La definicién de forward de FX es similar a la de un forward de equity, asi como la de un
call y un put de FX.

Definicion 1.5. Un forward de FX es un contrato bilateral que consiste en intercam-
biar una unidad de divisa fordnea al vencimiento del contrato por una cantidad de divisa
doméstica pactada al inicio del contrato.

De igual manera, existe el concepto de precio forward de FX, que es el strike que hace
que el valor del forward sea cero al momento de pactarlo. Se puede probar que el precio
forward de FX al tiempo ¢ estd dada por

Pf(t,T)

X7 = X ——=
t, T th(th)

En este caso el payoff al tiempo T del forward de FX es Vi = X — K, y como también
se tiene que el precio forward de FX es martingala bajo la medida asociada a la cuenta
corriente en divisa doméstica, si denotamos por E(-) := EQ4(-), podemos valuarlo como

Vi = el ridg (X, - K|F)
X7
= PUTE(| —n — PYt, K
(ta ) (Pd(T, T) ‘ Ft) (ta )
= PYUt,T)E(FXrr|F) — PUt, T)K
= PYt,T)FX;r — PYt,T)K

= X,P/(t,T) - PYt,T)K.

La definicién de un call y un put también es similar al de la secciéon anterior, tan solo
cambia el activo subyacente, como podemos verlo en las siguientes definiciones.

Definicion 1.6. Una opcion call de FX es un contrato bilateral que da el derecho, mds
no la obligacion, de comprar una unidad de divisa doméstica al vencimiento del contrato
por una cantidad de divisa fordnea pactada al inicio del contrato llamada strike.
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Es decir, el payoff de un call de FX con strike K al tiempo de vencimiento T es Vp =
(X7 — K),.
Definicion 1.7. Una opcion put de FX es un contrato bilateral que da el derecho, mds no
la obligacion, de vender una unidad de divisa doméstica al vencimiento del contrato por
una cantidad de divisa fordnea pactada al inicio llamada strike.

Es decir, el payoff de un put de FX con strike K al tiempo de vencimiento T es Vp =
(K —Xr),.

La dindmica del subyacente también es un movimiento Browniano geométrico, por lo que
el precio de un call y un put al tiempo ¢ también puede calcularse como en la seccion
anterior. Sin embargo, es mas comun dar el precio en términos del forward de FX en lugar
del tipo de cambio per se. Para aligerar la notacién supongamos que rf = rd, r{ =rly
o¢ = o para toda 0 <t < T, entonces el precio de estos derivados esté dado por la féormula

de Black:

Cy = PULT)[FX,rN(d) — KN(da)],
P, = PUt,T)[KN(dy) — FX;7N(dy)],

donde N (z) es la distribucién Normal estdandar y di, da estdan dados por

In (Fé{T) + 102 (T —1)
ovT —t ’
do = di—oVT —t.

dq

Las superficies de volatilidad de FX no son tan sencillas de obtener como en el caso de los
equities, esto se debe principalmente a que los activos con volatilidad que mas se operan
en el mercado de FX no son directamente calls y puts, sino estrategias formadas por
ellos, esta son los risk reversals y los butterflies. A partir de los precios que se ven en el
mercado de estas estrategias se construye una superficie de volatilidad local, y con ella
poder valorar payoffs exdéticos. El método mas comin para construir estas superficies es el
llamado Vanna-Volga, que puede revisarse en el articulo de Janek [Janll] o en el articulo
de Castagna y Mercurio [CMTO07].

1.7.1. Derivados sobre tasas de interés

En el mercado de tasas de interés el activo subyacente serd precisamente una tasa de
interés, es decir, estaremos preocuados por protegernos frente a cambios en las tasas de in-
terés. Esto puede pasar por diferentes razones, pero las principales son cuestiones econémi-
cas, como la subida (o bajada) de tasas por parte de la Fed y en nuestro caso por parte
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de Banxico. Estos cambios pueden afectar el pago de hipotecas, o préstamos en general
que estan sujetos a tasas variables, como por ejemplo la Tasa de Interés Interbancaria de
Equilibrio (TIIE).

En este mercado los derivados tipicos son los swaps, que como mas adelante vermos no son
mas que una coleccién de forwards; los cross currency swaps, que también se pueden ver
como una colecciéon de forwards. Ambos derivados se conocen como derivados delta uno,
pues no requieren de un modelo estocastico de tasas de interés para valorarlos, basta con
un modelo que considere un mercado libre de arbitraje.

Los derivados mas comunes que si dependen de la volatilidad de las tasas de interés son
los swaptions, los cap/floors y las bermudas. El precio de estos derivados si depende de
qué dindmica le asignemos a las tasas de interés.

La gran diferencia de este mercado con los dos anteriores es que no se tiene un modelo
base como lo es el de Black-Scholes-Merton. Dependiendo de las condiciones del mercado,
principalmente la geografia y los intrumentos liquidos en ella, se elige un modelo que se
adecue a estas condiciones, e incluso la facilidad para calibrarlo puede ser determinante
para decidir uno sobre otro. Por poner un ejemplo sencillo, en Europa y Japén las tasas de
interés a corto plazo son negativas, a diferencia de los mercados latino-americanos, en los
que tenemos tasas de interés bastante elevadas, como México o Brasil, a comparaciéon de
las tasas de interés de Estados Unidos, que aunque son positivas son relativamente bajas.

Supongamos por el momento solo una divisa y una cuenta corriente en esta divisa, la
dindmica que vamos a suponer tiene la misma forma que en las secciones anteriores, es
decir,

dB(t) = rB(t)dt, B(0) =1

Donde r; es la tasa de interés instantanea o tasa corta, es decir, la tasa a la que se gana
interés en un intervalo de tiempo [t,¢ + dt].

Resolviendo la ecuaciéon podemos ver que B(t) = exp ( fg rsds> y podemos definir el

descuento entre ¢t y T' de la siguiente forma

D(t,T) = g((;)) = exp <_ /tT rsds> .

Este factor de descuento es estocéstico, y esta ligado al concepto de bono cupdn cero, que
serd de gran utilidad no sélo para este capitulo si no para el resto del trabajo.

Definicion 1.8. Un bono cupdn cero es un contrato en el que una contraparte se compro-
mete a pagar una unidad monetaria en una fecha futura T, a cambio de P(t,T) unidades
monetarias al tiempo t < T. Donde P(T,T) =1 para todo T > 0.
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Es decir P(t,T) es el precio del bono cupén cero. Este concepto es muy importante, pues
es el instrumento mas sencillo que se ocupa al calibrar curvas de tasas de interés. A partir
del valor de un bono cupén cero podemos encontrar una tasa de interés equivalente, y
esta puede ser suponiendo interés simple (comin en instrumentos a corto plazo) o interés
compuesto continuo (comin en instrumentos a mediano y largo plazo), y a partir de estas
tasas podemos encontrar una curva que se conoce como yield curve.

1-P(t,T
L(t, T) 7'(t’1—')f()(’t,1)1)7 interés Simple
In P(t, T
R(t,T) := —w, interés continuo.
T\,

Nos hace falta el concepto de tasa forward que estd implicita en un contrato andlogo de
un forward, que en este mercado se conce como Forward Rate Agreement (FRA), para
después construir con ellos los swaps y los cross currency swaps.

Definiciéon 1.9. Un forward rate agreement o FRA, es un contrato que consiste en ga-
rantizar una tasa a la que se puede invertir en un periodo futuro. En este contrato hay
tres fechas relevantes: la fecha de valuacion t, y las fechas que conforman el periodo futuro
en el que se desea invertir [S,T], cont < S < T. El contrato da derecho a pagar una tasa
fija K en lugar de pagar una tasa flotante L(S,T) que gana intereses sobre un nominal N
en el periodo [S,T].

El payoff al tiempo de expiracién T es N(T — S) (L(S,T) — K). Recordando la definicién
de la tasa L(S,T), podemos ver que el payoff es igual a

1

N (- $)K = g +1).

Si llevamos el valor del payoff de la fecha T' a la fecha de valuaciéon ¢ no es muy dificil ver
que el valor del FRA al tiempo t es igual a

FRA(t,S,T,N,K) = N (P(t,T)(T — S)K — P(t,S) + P(t,T)).

Igual que en el caso de los forward de equity, podemos encontrar el K que hace que el
FRA tenga valor cero al tiempo t y se conoce como la tasa forward para el periodo [S, T
vista al tiempo t. Se puede probar que esta es igual a

P(t,S)
P, T) 1) '

1

F(t8,T) = T_S<

Haciendo uso de la ecuacién anterior podemos ver que el valor del FRA se puede expresar
como

FRA(t,S,T,N,K) = N(T — S)P(t,T) (K — F(t;5,T))
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Cuando T — ST, se define la tasa forward instantdnea, el tinico supuesto que se requiere
es que el In P(t, S) sea diferenciable respecto a S.

) ) 1 P(T)— P(tS)
TlgngF(t;S,T) - _TE>I§1+T—S ( QZ—S(
1 9P(t,9)
P{t,5) 99
dln P(t,S)
CE
= f(t,59).

Sustituyendo T por S para ser consistentes con la notacién y despejando el precio del bono
tenemos la siguiente relacién:

P(t.T) = exp (- /t ' f(t,u)du) .

Habiendo definido los conceptos e instrumentos bésicos, a saber, tasa corta, tasa forward,
bono cupén cero y FRA, podemos definir los swaps, cross currency swaps, caps, floors y
swaptions. Lo haremos en ese orden y daremos el precio de cada uno en los modelos més
comunes, ademas de que seran justo los precios a los que haremos referencia més adelante
en este trabajo.

Los swaps de tasas de interés y los cross currency swaps son instrumentos que no dependen
de la dindmica con la que modelemos la tasa de interés, es decir, no tienen vega, esto
significa que no tiene sensibilidad a la volatilidad de las tasas de interés. El primero se
define en una unica divisa, mientras que el segundo es un instrumento multicurrency, en
particular es el intercambio de tasas que viven en divisas diferentes. Empezaremos por los
swaps de tasas de interés en una unica divisa, que como veremos, son una generalizacion
de un FRA.

Definicién 1.10. Un swap de tasas de interés de tipo Payer (Receiver), que denotaremos
por IRSP (IRS") es un contrato que permite pagar (recibir) una tasa fija K y recibir
(pagar) una tasa flotante L(T;—1,T;) sobre un valor nominal N en cada fecha T;, i €
a+1,...,8. Usualmente son fechas equidistantes y el tamano de cada periodo se conoce
como day count fraction y lo denotaremos por T;.

Para entender mejor este instrumento, notemos que en cada fecha T;, i € a+1,...,0 la
pata fija vale N7; K, mientras que el valor de la pata flotante vale N7;L(T;_1,T;). Donde
el valor de L(T;_1,T;) se fija al tiempo T;_1 y se paga en T;, es decir, la tasa flotante se
fija en las fechas Ty, Toy1,...,T3—1 y paga en las fechas T\, 11, Th42, ..., Tp.

Asi, el valor de un swap de tasas de interés de tipo payer al tiempo ¢ consiste en llevar a
todos los flujos a fecha t y restar la pata fija de la pata flotante, pues se paga la tasa fija,
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quedando la ecuacién

8
IRSP(t) = »  NuP(tT) (F(tTi1,T;) - K).
1=a+1

En el caso del swap de tasas de interés de tipo receiver basta multiplicar el precio anterior
por menos uno, pues en lugar de pagar la tasa fija, ésta se recibe. Ademds también puede
calcularse el valor de K que haga que el IRS valga cero al inicio del contrato, es decir al
tiempo ¢, y se conoce como la tasa par swap al tiempo t y se denota por Sa”g(t).

Las generalizaciones méas comunes son:

= La frecuencia de pago de la pata fija y la flotante es distinta.
= Se intercambia una tasa flotante por otra tasa flotante de la misma divisa.

= Kl valor nominal no es igual en cada periodo, si no que se tiene un valor nominal N;
paracadaic a+1,...,0.

» La tasa que se ocupa para descontar no es la misma que se ocupa para estimar las
tasas forward futuras.

En ocasiones es preferible estar expuesto al cambio en las tasas flotantes de una divisa en
lugar de otra en la que originalmente tenfamos alguna posicién, ya sea por cobertura o
incluso por especulacién. Para este tipo de escenarios podemos ocupar un instrumento de
tasas de interés conocido como cross currency swap, que definimos a continuacién.

Definicién 1.11. Un cross currency swap (zccy swap) es un contrato en donde se inter-
cambian periodicamente tasas flotantes de divisas distintas, llamémoslas divisa doméstica
y divisa fordnea, una de ellas tiene un spread aditivo conocido como cross currency basis,
las tasas flotantes se representan por LY(Ti_1,T}) vy Lf(ﬂ-_l, T;) respectivamente. El inter-
cambio de tasas es sobre un valor nominal N en cada fecha T;, i € a+1,..., 5. Usualmente
son fechas equidistantes y el tamanio de cada periodo se conoce como day count fraction y
lo denotaremos por ;.

Este instrumento no es muy distinto de un IRS, la diferencia principal es que hay dos
divisas involucradas. A pesar de lo que en un principio podria pensarse, este instrumento
no tiene riesgo de FX. Ademés de que su valor es independiente de en qué divisa se
value, por simplificar las cuentas pensemos que este instrumento se valuard en la divisa
doméstica. En principio se podrian tener frecuencias distintas en cada pata e incluso los
valores nominales ir variando o reajustandose el tipo de cambio que haya en cada fecha
de intercambio de tasas de interés, este instrumento se conoce como cross currency mark
to market (xccy MtM).
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No es muy dificil ver que al igual que un IRS el valor del xccy swap es la resta de la pata
en divisa doméstica y la pata en divisa foranea. Utilizando la misma notacién para las
fechas y accruals del IRS podemos escribir

XCCY(t Z N7PUt, T) LUT,_y, T, Z NX,mP!(t,T;) (Lf(ﬂ_l,ﬂ)+st>
i=a+1 i=a+1

donde b; es el xccy basis, en mercado se cotiza el b, tal que el valor del xccy swap es cero,
v X¢ es el tipo de cambio de foranea a doméstica al tiempo de valuacién t.

Con esto hemos terminado con los instrumentos de tasas de interés que no dependen del
modelo que se le asigne a la tasa de interés, basta un supuesto de no arbitraje. Ahora
definiremos y mencionaremos como se valian en mercado los derivados que si dependen
de la volatilidad. Iniciaremos con los caps y floors, para terminar con los swaptions.

Definicion 1.12. Un cap es un contrato que se puede ver como un IRS de tipo payer
donde cada intercambio sucede solo si tiene wvalor positivo. Formalmente se tiene una
serie de fechas de pago Thi1,Tav2,...,T3 y en cada una de ellas hay un flujo del tipo
(L(T;-1,T;) — K)b cuya tasa flotante fija en T, To1,- .., Ts_1 respectivamente.

Podemos expresar el payoff descontado a una fecha ¢t < 7T, de la siguiente forma

> NmD(tT) (L(Tio1, Th) — K)*
1=a+1

El floor se puede definir de manera andloga:

Definicion 1.13. Un floor es un contrato que se puede ver como un IRS de tipo receiver
donde cada intercambio sucede solo si tiene wvalor positivo. Formalmente se tiene una
serie de fechas de pago Thi1,Tav2,...,T3 y en cada una de ellas hay un flujo del tipo
(K — L(Ti—1,T3))" cuya tasa flotante fija en T, To1,-..,Ts_1 respectivamente.

Cada sumando en un cap y floor se conoce como caplet y floorlet respectivamente. Haciendo
uso de la técnica de cambio de numerario se pueden valuar estos derivados con la férmula
de Black, esto es:

Ver) = N Z (t, T))mBL(F(t,T;_1,T}), K, v;,w = 1),
1= a+1

yHleor)y = N Z (t, T)mBl(F(t,Ti_1,T;), K, v;,w = —1) .
i=a+1
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Donde se tiene que

BlI(F,K,v,w) = Fw® (wdi(F,K,v))— Kw® (wdy(F,K,v)),
Ey 4 v
di(F,K,v) = —&—%

r v
dQ(FaK’U) = K2

Vi = Oq,BV 717:—17

Yy 0qa,p se obtiene a partir de la superficie de volatilidad implicita de los cap/floors de
mercado. Cuando el strike K es igual a la tasa par swap S, g(t) se dice que el cap o floor
estan at-the-money (ATM), si K < Kary se dice que el cap estd in-the-money (ITM) y
si K > Kapym se dice que el cap estd out-of-the-money (OTM), para el floor la relacién
esta invertida.

Definicion 1.14. Un swaption europeo, es una opcion que da el derecho mds no la obliga-
cion de entrar en un IRS en una fecha futura, llamada fecha de ejercicio. Lo mds comin
es que el dia en que decide entrar o no en el IRS es la fecha en la que se fija la prime-
ra tasa flotante del IRS en cuestion. El periodo entre que se pacta el IRS y la fecha de
vencimiento del mismo se conoce como tenor del swaption.

Adoptando la misma notacién de fechas que en los derivados anteriores, podemos pensar
en T, como la fecha de ejercicio del swaption y es claro que el valor del IRS que inicia en
esa fecha tiene valor al tiempo T, igual a

B
NZTiP(TO[71—:L') (F(TaQTiflaTi) - K) :
a+1

Como la opcidén serd ejercida solo si el valor de este IRS es positivo, es claro que el valor
del swaption en una fecha t < T, es igual a

B +
ND(t,T,) (Z 7iP(Ta, ) (F(Ta; Tr1, T}) — K)) .
a+1

Al igual que en el caso de los caps y floors, haciendo uso de la técnica de cambio de
numerario se puede expresar el valor del swaption a tiempo t < T, mediante la formula de
Black. Hay dos tipos de swaptions, payers y receivers, la diferencia es el tipo de IRS al que
se tiene derecho a entrar. Usando la misma notacion que en los instrumentos anteriores
podemos ver que el valor del swaption estd dado por:

8
VPS(t) = NBI (Sa,ﬁ(t),K, ap/Ta,w = 1) S nP(1T),
a+1

8
VES(t) = NBI (S’aﬁ(t),K,aawg Ta,w:—l)znP(t,Ti),
a+1
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donde 0, g se obtiene de cotizaciones del mercado de swaptions y dependen basicamente
de la fecha de vencimiento T}, y el tenor del swaption Tg — Tj,.

Al igual que en el caso de los caps y floors, cuando el strike K es igual a la tasa par swap
Sa,p(t) se dice que el swaption estd at-the-money (ATM), si K < Karm se dice que el
swaption payer estd in-the-money (ITM) y si K > Kamy se dice que el swaption payer
estd out-of-the-money (OTM), para el swaption receiver la relacién estd invertida.

Con esto terminamos de definir y valuar los instrumentos de tasas méas comunes. Este
mercado en general es el méas grande de todos y también es crucial tener un buen método
que permita obtener superficies de volatilidad, que son necesarias para valuar instrumentos
exéticos como las opciones bermudas, los rangos o alguna funcién de opciones digitales a la
medida del cliente. Los modelos mas comunes para generar superficies de volatilidad local
son los llamados Constant Elasticity Variance y un caso particular de ellos es el SABR,
que es la abreviacién de Stochastic Alpha Beta Rho, que permite generar superficies libres
de arbitraje y en general una para los cap/floors y otra para los swaptions.

1.14.1. Derivados de crédito

El mercado de derivados de crédito es un poco mas complicado que los anteriores, pues
el activo subyacente es la quiebra de alguna contraparte, que en principio es un con-
cepto demasiado ambiguo. Los modelos mas comunes para el riesgo de crédito son los
modelos estructurales y los modelos basados en la intensidad; en este trabajo utilizaremos

los modelos basados en la intensidad porque nos llevaran de manera natural al concepto
de CVA.

En este mercado hay varios instrumentos derivados; sin embargo, nos concetraremos tni-
camente en los bonos sujetos a incumplimiento y los credit default swaps (CDS), en los
que ahondaremos en el siguiente capitulo. La razén es que para el cdlculo de CVA nece-
sitamos encontrar las probabilidades de incumplimiento y éstas se obtienen tipicamente
de los CDS’s mediante un método de boostrapping que vaya recuperando los niveles de
mercado.

En el siguiente capitulo profundizaremos en el riesgo de crédito, que como veremos, el
hecho de suponer que el mercado no puede anticipar la llegada de un tiempo de default,
nos lleva a utilizar una filtracién aumentada, donde se incluye la informacién de mercado
v la informacion del default. Demostraremos los resultados més importantes a los que nos
llevan estos supuestos y veremos de qué manera nos vamos acercando al concepto de riesgo
de contraparte y el calculo del CVA.
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Capitulo 2

Riesgo de Crédito

La literatura que cubre este tipo de derivados es bastante extensa y hay una clara divisién
entre los libros académicos que proveen de modelos probabilistas para valuar este tipo
de derivados y los libros aplicados que se concentran en la calibracién de estos modelos
a instrumentos de mercado. Para esta capitulo nos basamos en los trabajos y adopta-
mos la notacién (practicamente estdndar) de los siguientes autores: Jeanblanc y Rutkows-
ki [BJPRO9], [JYCO09], [BJR04] y [BJRO5]; Brigo, Mercurio y Morini [BM07], [BMP13],
[BC09], [BMO5]; Lichters [LSG15]. Las referencias para la parte de calibracién son Brigo
[BA03], Jamshidian [Jam04] y Pelsser [Pel00].

El riesgo de contraparte estd conformado basicamente por riesgo de mercado y riesgo de
crédito. El riesgo de mercado depende del tipo de instrumento que se esta valorando;
sin embargo, el riesgo de crédito esta presente en todo caso, pues estd asociado al riesgo
de incumplimiento por alguna de las contrapartes. En este capitulo vamos a estudiar los
conceptos y resultados importantes sobre la valuacion de derivados de crédito, pues a partir
de ellos, en particular de los Credit Default Swap (CDS), obtendremos las probabilidades
de incumplimiento bajo la medida de riesgo neutral que también se ocupa en el modelo
general de valuacion sujeto a riesgo de contraparte.

2.1. Modelo para el tiempo de default

El riesgo de crédito estd asociado al evento de incumplimiento, también llamado default,
que consideraremos como un factor aleatorio exdgeno. Vamos a definir formalmente el
evento de default, haremos la distincién entre la informaciéon que proviene del mercado
y la informacién que concierne al default, de tal manera que podamos valorar derivados
incorporando ambas fuentes de informacion.

Para entender de manera mas clara los procesos asociados al tiempo de default, en esta
seccion vamos a considerar inicamente la informacién del tiempo de default, dejando para
la préxima seccion el caso general en donde consideraremos las dos fuentes de informacién.

23
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Trabajaremos en un espacio de probabilidad (2,G,Q), donde denotaremos al tiempo de
default por 7, y la informacién sobre el default esta definida como H; = o({7 < u} : u < t),
es decir, H = {#;},~, una filtracién continua por la derecha generada por el evento de
default. -

Proposicién 2.2. Si definimos el proceso Hy = Ir<yy, entonces la filtracién candnica
asociada a {Hi},q coincide con H. Mds ain, Hy = o (o(1) N {1 < t}), que nos serd de
ayuda mds adelante para caracterizar a las variables aleatorias Hy-medibles.

Demostracion. Para la primera parte de la proposicién basta ver que tanto o({7 < u} :
u < t) como O'(Hu tu < t) tienen la misma clase generadora. Consideremos 0 < s < ¢
entonces o(Hy) = {0,Q, H;*(0), H; (1)}, pues H s6lo toma dos valores, cero o uno. Por
otro lado podemos ver que

HH0) = {we Qg (w) =0}
{w e Qr(w) > s}
= {7(w) > s}.

De manera similar para H; (1), por lo que o(Hs) = {0,Q, {r(w) > s}, {7(w) < s}}. Con
lo que terminamos la prueba de la primera parte. Para la segunda parte basta notar que:

o(o(r)n{r <t}) = ({T —00, Ul uER}ﬂ{T (—00,])})

= o ({77 ((=o0,u] s u < 1)})

o{r < u} U § t)
Con lo que concluimos la demostracién. O
Si F(t) es la distribucién del tiempo de default 7, trabajaremos bajo el supuesto de que

F(t) < 1 para toda 0 < t, de tal manera que no exista un 0 < ¢y tal que F(¢9) = 1, pues
esto significarfa que el evento de default ocurre al tiempo tg con probabilidad 1.

Ademés podemos suponer por practicidad que F'(t) es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue, de tal manera que

Q[r <t]= /f

donde f(t) es la densidad de 7.

Gracias al supuesto de que F'(t) < 1 para toda 0 < t podemos definir la funcién de fallo y
veremos que si F'(t) es absolutamente continua, implica que la funcién de fallo asociada a
F también lo es y la densidad de la funcion de fallo se conoce como tasa de fallo.

Definicién 2.3 (Funcién de fallo). La funcion de fallo de T es una funcion T': Ry — R4
dada por la siguiente expresion

I(t)= —In(1- F(t), 0<t
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Podemos ver de la definicién que I' es una funciéon no decreciente que inicia en cero y
tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito. En la siguiente proposiciéon probaremos que
basta con que T sea absolutamente continua para que exista la tasa de fallo.

Proposicion 2.4. Si 7 es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
con funcion de distribucion de F y densidad f, entonces la funcion de fallo T’ es abso-
lutamente continua también y su densidad, denotada por -y, se conoce como la tasa de

fallo.

Demostracion. Partiendo de la definicién de T' tenemos que I'(t) = —1In(1 — F(t)) para
toda 0 < t, por lo que
Q)
f=—""_ 0<t,
y es claro que v es una funcién densidad, pues es positiva e integra uno. ]

Cuando se tiene bien definida la funcién y la tasa de fallo para 7 podemos calcular la
probabilidad de supervivencia de la siguiente manera:

Qlr > 1] = 1 — F(t) = exp[=T(t)] = exp [/Ot'y(s)ds] .

De tal manera que podemos decir que ~y(t) representa la probabilidad instantdnea de que
ocurra el default, de ahi que se conozca como tasa de fallo, en el intervalo [¢,¢ + dt], dado
que no ha ocurrido antes de ¢t. Sea h > 0 muy pequeiia, entonces tenemos que

Qt <t <t+h|t>t)=~(t)h

Observacion 2.5. Esta ecuacion sugiere que I' se puede pensar como la intensidad de un
proceso Poisson no homogéneo, cuyo primer salto es justamente 7.

A 7 se puede pensar como el primer salto en un proceso Poisson no homogéneo {N;},~,
de intensidad I'(¢), una funcién estrictamente creciente, continua y por tanto invertible.

Al ser un proceso Poisson no homogéneo, N cumple las siguientes propiedades:

(a) El proceso M; = Np-1(4) es un proceso Poisson homogéneo de intensidad 7 = 1.

(b) Se cumple que N; = Mr,, por lo que si 7 es el tiempo de primer salto de N entonces
I'(7) es el tiempo de primer salto de M.

(c) Como M; ~ Poisson(1), entonces I'(7) ~ exp(l), por lo que Q[I'(r) < s] =1 —
exp(—s)

(d) Como I' es invertible tenemos que Q[s < 7 < t] = Q[I'(s) < I'(r) < I'(¥)] =
efp(s) — eiF(t)
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Trabajando con la filtracién H serd bastante util caracterizar a las variables aleatorias
‘Hi-medibles, que serd el resultado de la siguiente proposicién.

Proposicion 2.6. Sea X una v.a. Hi-medible, entonces X es de la forma
X = (1) Lz <y + W) Lpry,
con h: RT — R es una funcion medible.
Demostracion. En la proposicién 2.2 que H; = o (7 At) y utilizando el lema de Doob-

Dynkin, véase [@ks00], sabemos que existe una funcién h : RT™ — R Borel medible tal que
X = h(1 A't), asi que tomando los dos casos posibles tenemos que

X =h(7) 1<y + RO j<ry,
O
El siguiente lema es fundamental, pues nos permite dar una expresiéon para calcular la
esperanza condicional con respecto a la filtracién H.

Lema 2.7. St X es una v.a. G-medible entonces

E(X L)

Iy B (X|He) = Ipyery Qi <7) (2.1)

Demostracion. Como E (X|H;) es H;-medible entonces puede escribirse como E (X |H;) =
h(T)1{;<4y + h(t)1;<7) para alguna funcién h Borel medible, entonces

IpenyE(X[He) = Tgyenhi(t)
E (I B (X|H:) = E(Lyeryh(t))
=E (]l{t<7_}X) = h(t)@(t < 7’)
_ E(lgnX)
= h(t) = W

Sustituyendo en la primera linea obtenemos el resultado

E (1< X)

T E(X[He) = Tyery Bt < 1)

O]

En el siguiente resultado definimos el proceso {M;},~, conocido como la martingala fun-
damental asociada al tiempo de default 7, la cual nos permite relacionar al proceso { Hy },~
con un proceso Poisson, lo que serd de gran ayuda en las simulaciones de este proceso.
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Proposicién 2.8. El proceso {M;},~, definido como

Mt:Ht—F(T/\t):Ht—/OT Cg(f)):Ht—/o(l—Hs) =

es una H-martingala.

Demostracion. Recordemos que si X es G-medible entonces se cumple la ecuacién 2.1.
Para ver que es martingala, primero observemos que este proceso es integrable pues H; es
integrable y I'(T A t) estd acotado pues F'(t) < 1 para toda 0 < ¢ por hipétesis. Nos falta
probar que E (M; — M4|Hs) = 0 si s < t. Por un lado, tenemos que

E(H, — Hs|Hs) = E(Lr<y — Tr<qlHs)

E (]1{5<T§t} ’Hs)

= ]1{S<’T}E (]I{S<T§t}|HS)
1 Q(s<t<t

- {s<7} Q(S < 7_)

LR -F()

- {s<7} G(S)

Y por otro lado, tenemos que

£ (/:1 - Hudg(%) !HS) = /:Eu — Hy|HM,) dF(u)

(s<7) G(u)
_ ]1{8<7'} w
= o) ),
F(t) — F(s)

Con lo que podemos concluir que si s < t entonces E (M; — Mg|Hs) = 0 y por lo tanto el
proceso {M;},, es una H-martingala.

O]

De la proposicién anterior, podemos ver que el proceso H; tiene descomposicion de Doob-
Meyer igual a M; + I'(t A 7), donde este proceso creciente, I'(t A 7) se conoce como el
compensador de H;. Ademds en el caso en que 7 es absolutamente continuo, podemos
expresar a la martingala M; como

== [ais = [0 - m)ds
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donde v(s) = T f (F?()s) es la intensidad de falla asociada al tiempo de default 7.

Otra martingala asocida al proceso de default {H;},, que también estd en funcién del
proceso e intensidad de fallo estd dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 2.9. Considere el proceso { L}, tal que para cada 0 <t Ly = 1y exp (['(2)),
es una H-martingala. Teniendo ast la siguiente descomposicion

1-— Ht = Lt exp (—F(t)) .

Demostracion. Primero probaremos que el proceso L es una martingala. Es claro que es
un proceso integrable y adaptado a Hl, por lo que basta probar la propiedad de martingala,
sea 0 <s <t

E(LlH) = E(Lgeroxp (T(0)| )
= exp (N0 E (Ljpery| )

— o () Lscrty — ]

= exp (I'(t)) Ls<ry exp (—T(t) + T'(s))

= lsryexp (I'(s))

— I,
Para ver la descomposicién recordemos que 1 — H; = lj;,}, despejando tenemos que
1 — H; = Liexp (—I'(1)). O

Notemos que en particular la propiedad de martingala aplicada para los tiempos t < Ty
suponiendo que 7 es absolutamente continua nos da como resultado

E (ﬂ{T<T} exp (/OT 7(3)d8> Ht)

E (Lr|H)
- L

t
= lyoryexp </0 7(8)d5>

Despejando tenemos que

T
E (Lirery| He) = Djyery exp (—/t V(S)ds) ;

que es una generalizacién de la probabilidad de que no haya default antes de T dada la
informacién sobre 7 acumulada hasta el tiempo, que claramente solo puede ser mayor a
cero en el caso en que hasta el tiempo ¢ aiin no ocurra el default.

Generalizaremos estas proposiciones para el caso en el que la filtracién consta de informa-
cién de mercado e informacién del default, de tal manera que consideraremos la filtracion
alargada conformada por las dos filtraciones anteriores.
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2.10. Modelo de riesgo de crédito con filtraciéon alargada

Consideremos de nuevo un espacio de probabildad (€2, G, Q), donde esta definido el tiempo
de default 7, tal que Q(7 > 0) = 1y Q(7 > t) > 0 para toda ¢t > 0. Al igual que en
la seccion anterior, consideremos el proceso Hy = N, <y con ¢ > 0y de igual forma sea
H = {#:},~ la filtracién generada por el proceso H.

Sea I la filtracion que contiene la informaciéon del mercado sin considerar el evento de
default, de tal forma que toda la informacién disponible se puede modelar con la filtracion
G :=TF VH, esto es, {Gi},~0 = {He}i>0 V {Fi};>¢ Para toda t > 0. Donde supondremos
que tanto F, H y G satisfacen las hipdtesis habituales: son continuas por la derecha son
completas.

Observacion 2.11. Es claro que el proceso H es G-adaptado, sin embargo no podemos
asegurar que sea F-adaptado. En particular, 7 es G-tiempo de paro pero no necesariamente
F-tiempo de paro.

Para cada t > 0 definimos la distribucién condicional de 7 como F; = Q (7 <t|F),
es decir, ahora no tenemos solo una funcién de distribucién asociada al default sino un
proceso estocdstico, de igual manera podemos definir la supervivencia condicional como
Gy:=1-F,=Q(7 > t|F).

Notemos que por definicion la distribuciéon es una F-submartingala y la supervivencia
una F-supermartingala. Con esto podemos definir el proceso de fallo asociado a 7. Cabe
destacar que depende de F por la defincién de F;.

Definicién 2.12 (F-Proceso de falla). Supongamos que para toda t > 0 se tiene que
F; < 1, entonces el F-Proceso de falla de tau bajo Q se define como

Ft:—lnGt:—ln(l—Ft), tZO

Dadas estas condiciones necesitaremos calcular esperanzas condicionales de la forma E@ ( Byery X | gt) ,
donde X es una v.a. Q-integrable.

Lema 2.13 (Lema Clave). Sea X G-medible y Q-integrable, entonces para toda t > 0 se
tiene que

E® (1 X|G) = 1y BY(X|G)

o Ef(IunX| F)
< Q(t < 1| F)

Demostracion. Como F; C G basta probar que

E? (Ljan XQ({t < T} )| G1) = B2 (1B (1yer) X| F)| G1) -
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Sea A € Gy supongamos que AU {t < 7} = BU{t < 7} para algin B € F;, por lo que
[ Xt <nizyde = [ xo({t<rF)da
A An{t<7}
_ / XQ({t < 7}| F}) O
Bn{t<t}
_ /BE@ (Lpen X| ) Q ({t < 7}| Fi) dQ
= /B E® (1nE? (1yer X| 7)| ) dQ
Bn{t<}
= EQ (15, X | F) dQ
/Aﬂ{t<7’} ( {e<r} ‘ t)

— /A ]1{t<T}IEQ (Lpery X| 7) dQ

Con lo que concluye la demostracion. O

En el caso particular X =1 y ¢t < s tenemos la siguiente igualdad:

t < s| F
Q(t<r<s|G) = Il{t<r}@((@(?27_'|j'|—t)t)

= ﬂ{t<T}EQ (1 — 6Ft7rs

F). (2.3)

El siguiente resultado nos permitird hacer una cuenta en la valoraciéon de un CDS.

Proposicion 2.14. Sea ¢ un proceso F-predecible tal que la v.a. ¢r I <7y es Q-integrable.
Entonces se tiene para toda t < T que
]-"t>

Si consideramos la descomposicion de Doob-Meyer de Fy tenemos que F = M + A, donde
M es una F-martingala y A es un proceso creciente F-predecible, se tiene que para toda

t<T
T T
t t

de tal manera que si F es un proceso creciente se tiene que Ay = Fy = e~ por lo que
dA; = e~ 1tdl'y, con lo que se puede concluir que
]—"t> .

T
ﬂ{t<T}EQ (¢T ﬂ{rST}‘ gt) = ﬂ{t<7}€FtEQ </ Pudly,
t

T
_ﬂ{t<T}EQ (¢Tﬂ{TST}’ gt) fr ‘ﬂ{t<T}EQ </tv ¢ueFt—FudFu




2.10. MODELO DE RIESGO DE CREDITO CON FILTRACION ALARGADA 31

Demostracion. Utilizando el lema anterior, podemos ver que:

L1y B2 (¢ Uir<ry| Gr) = Lpparye ' E? (G- Lpparany| Fi) -

Supongamos que ¢ es acotado !, la prueba consistird en demostrarlo primero para fun-
ciones de payoff simples y acotadas, y posteriormente argumentar la convergencia de las
esperanzas condicionales resultantes.

Entonces, sea ¢, = Y ;" bt Ijt,cu<t, 13, con t < u < Ty {t;};_, una particién del
intervalo [¢t,T"] y donde cada ¢, es F,-medible. Con esto se sigue que:

]:t)
= E° (EQ (Z Pt; Il{ti<ﬂ§ti+1} fti)
= ]EQ <¢tz ZEQ (]l{tl<u§t1+1}| ‘th)

1=0
=0

= E° (@bti (th‘+1 - Fti) }-t)

T
= EQ < / budF, ]—'t).
t

Utilizando que dF, = e~ TdIl', tenemos que:

E2 (¢Tﬂ{t<T§T}‘ ’Ft) = E? (Z Pt ﬂ{ti<USti+1}
=0

)
)

T
ﬂ{t<T}EQ ((bT]]-{TST}‘ gt) = ]1{t<T}EQ </t gﬁuertrudfu‘ .7-}) )

Por lo que el resultado se cumple para las funciones simples y acotadas, y como ademads
¢ es acotado podemos utilizar el teorema de convergencia dominada para concluir que el
resultado es vélido tomando una sucesién de simples y acotadas {¢"}, -, tal que ¢" — ¢.
Con esto termina la prueba. -

O

Para terminar con esta seccién, notemos que si el proceso F' es absolutamente continuo,
. t . . .
es decir, que F; = fo fsds para algin proceso no negativo y F-progresivo f, entonces F' es

. , ., . . ¢
creciente y asi I' también es creciente y absolutamente continuo, por lo que I'y = fo Ysds
donde ~ también es un proceso no negativo y F-progresivo, ademads se tiene que

_
1-F’

Vi

y en general se conoce a v como la F-intensidad.

Len la préctica los payoffs que se consideran siempre son acotados, por lo que no es tan restrictiva esta
hipdtesis
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En la siguiente seccidon veremos algunos instrumentos de crédito sencillos y terminaremos
el capitulo con la valuacién de CDS’s, ademés de un algoritmo para boostrapear las pro-
babilidades de incumplimiento implicitas en los CDS’s a distintas fechas de vencimiento
de alguna contraparte fija.

2.15. Valuacion de derivados de crédito basicos

Con la herramienta introducida hasta el momento podemos empezar a considerar los
intrumentos de crédito basicos, a saber, los bonos cupdén cero sujetos a incumpliento.
Junto con estos bonos definiremos los Credit Default Swaps (CDS), a partir de los cuales
obtendremos las probabilidades de default y con ello podremos calibrar el modelo para
valorar derivados sujetos a riesgo de contraparte.

2.15.1. Bonos sujetos a incumplimiento

Vamos a considerar dos tipos de bonos sujetos a incumplimiento, sin pérdida de generalidad
podemos pensar que el pago es de 1 unidad monetaria al tiempo T si no hay default antes
de T', o de una cantidad R € [0,1) fija en caso de que haya default. La diferencia entre los
dos bonos es cuando se paga la cantidad R en caso de que ocurra el default, en la fecha
de vencimiento, T', o en la fecha en que ocurre el default, 7.

= Bono sujeto a incumplimiento que paga en T si hay default
Supongamos que la cantidad R se paga en T dado que 7 < 7. El payoff de un
bono sujeto a incumplimiento con estas condiciones esta en funciéon de que ocurra
cualquiera de los siguientes eventos:

(a) Si 7> T se paga una unidad monetaria en 7.

(b) Si7 < T se pagan R unidades monetarias en T'; a R se le conoce como recovery
y es una constante predeterminada.

Podemos calcular el precio de este payoff al tiempo cero, que ademads de ser bastante
sencillo es muy ilustrativo en términos del valor que tiene asociado la posibilidad de
incumplimiento. Sea Q la medida neutral al riesgo asociada a B(t,T'), el valor de un
bono cupén cero sin incumplimiento al tiempo ¢ que paga una unidad monetaria al
tiempo T' y que es determinista, entonces el payoff descontado bajo Q al tiempo cero
de un bono sujeto a incumpliento estd dado por:

DR(0,T) = B(0,T)E%1irery + Rl <ry]

= B(0,T)[1 - F(T) + RF(T)]
= B(0,T) - (1— R)B(0,T)F(T).
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Podemos notar algo interesante, el precio de un bono sujeto a incumplimiento es el
precio del bono sin incumplimiento menos el valor esperado de la pérdida en caso de
que ocurra el default. Si R = 1 quiere decir que no hay pérdida y en consecuencia

el bono realmente no estaria sujeto a incumplimiento y su valor seria simplemente
B(0,T).

Para calcular el valor de este bono en cualquier ¢ € [0,7], Df(t,T), tenemos que
considerar dos casos:

(a) SiT <t,sepagard R en T, por lo que el bono en ¢ vale RB(t,T).
(b) Si 7 > t, atin no sabemos si 7 < T' 0 no, por lo que en este caso el payoff del
bono es B(t, T)ljrery + Rl;<ry.

Por lo que el precio del bono sujeto a incumplimiento al tiempo ¢ < T se puede
expresar como:

DR(t,T) = 11, <y RB(t,T) + 141 DE (¢, T),

donde D%(t, T) = EQ [ B(t,T)lyrory + R]l{‘rgT}‘ t < 7|. Bajo los supuestos del mo-
delo podemos calcular esta esperanza de la siguiente manera:
DEt,T) = B, T)(1-Q[r <T|t<7]+RQ[r < Tt < 7]
= Bt,T)(1—-(1-R)Q[r <T|t<T])
<
= B(t,T) (1—(1—R Qlt <7 T)
Q[t < 7]

F(T)
= B(t,T) (1 —-(1- R)_> :
F(t)
donde F(t) =1 — F(t).
Podemos reexpresar la ecuacién anterior como Df(t,T) = B(t,T)(1 — LGD x DP),

donde el loss given default (LGD) se define como 1 — R y DP es la probabilidad de
default condicional, DP = Q[r < T'|t < 7].

Ademas, utilizando el supuesto de que F(t) = 1— eJo 1sds , donde v es la tasa de fallo
y si R =0, tenemos que

Dt, T) = B(t,T)
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Como 7 es positivo tenemos que un bono cupén cero sujeto a incumplimiento sin
recovery es mas barato que un bono cupdn cero que no estd sujeto a incumplimiento,
como esperariamos.

Bono sujeto a incumplimiento que paga en 7 si hay default

Este tipo de pago al tiempo de default es el mas comin en la préctica, pues entre
més tiempo pase sin efectuarse el pago hay mayor riesgo de no recibir el recovery
tampoco.

Supongamos que la cantidad R se paga en 7 dado que 7 < T. El payoff de un
bono sujeto a incumplimiento con estas condiciones estd en funcién de que ocurra
cualquiera de los siguientes eventos:

(a) Si 7> T se paga una unidad monetaria en 7.

(b) Si T <T se pagan R unidades monetarias en 7.

Empecemos calculando su precio al tiempo ¢ = 0

DR(0,T) = E9B(0,T)lir<r) + RB(0,7)1{,<1y]

T
_ BO.T)F(T)+ / RB(0, 5)dF(s)
_ B(O,T)F(T)+R/0 B(0, 5)f(s)ds.

En el caso en que haya default antes de ¢ el bono ya no vale nada, pues el recovery
se pago en 7 < t y ya no hay flujos futuros que descontar. Por otro lado si 0 < ¢ esta
fijo y t < 7 el precio del bono esta dado por

DR(taT) = ]l{t<T}BR(t7T)
= g E? [B(T)irery + RB(t, 7)1 ey | t < 7]
F(T)

T
= Iyeny [B(t,T)F(t) - F’tt) /t RB(t,s)dF(s)}
F(T)

R [T
= lgyen [B(t,T)F(t) + F(t)/t B(t,s)f(s)ds} )

Utilizando el supuesto de que F'(t) = 1— elo 7545 donde 7 es la tasa de fallo, tenemos

que
DEtT) = exp (- /tT(r—F’y)sds) +R/tT 5((;))3(75, s)l";((z))ds

= exp (— /tT(r + ’y)sds> + R/tT exp (— /:(r + 'y)udu> v(s)ds.

En el caso en que R = 0 volvemos a tener el mismo resultado que en el caso anterior
donde se pagaba el recovery hasta la fecha de vencimiento T




2.15. VALUACION DE DERIVADOS DE CREDITO BASICOS 35

De esta manera hemos calculado el precio de un bono sujeto a incumplimiento de manera
general, utilizando tanto la funcién de fallo como la tasa de fallo. Bajo el supuesto de
que tanto la tasa de interés como la tasa de fallo son deterministas podemos identificar
de manera sencilla las propiedades bésicas al incorporar la posibilidad de incumplimiento,
por ejemplo que el precio de un bono cupén cero que no estd sujeto a incumplimiento
es menor que el riesgoso, lo cual tiene sentido pues deberiamos recibir un descuento por
asumir dicho riesgo.

En la practica no es que realmente coticen bonos sujetos a incumplimiento, si no que con
este concepto se trata de modelar los bonos corporativos, que al no ser una institucion
financiera es més riesgoso invertir en ellos a través de la compra de bonos de estas com-
panias. Es decir, partimos del supuesto de que el riesgo de crédito inherente a la compania
viene incluido en el precio de los bonos. En principio se podrian obtener las probabilida-
des de incumplimiento a partir de precios de bonos corporativos; sin embargo, no estan
estandarizados ni son tan liquidos como lo son los CDS.

2.15.2. Credit Default Swaps

El instrumento financiero de crédito por excelencia es el Credit Default Swap (CDS), pues
son instrumentos estandarizados que permiten calibrar la curva de crédito asociada a la
contraparte sobre la que estd definido.

Es un contrato que asegura el cumplimiento de un instrumento derivado entre dos partes.
Supongamos que hay un instrumento derivado entre dos contrapartes, digamos A y B,
donde B pagara cierto flujo de efectivo incierto a A en una fecha de vencimiento T', como
A esté consciente del posible incumplimiento por parte de B, pacta con otra contraparte
C' un contrato que le pague cierta cantidad R en caso de que B entre en default antes de
la fecha de vencimiento T'. El contrato que pacta A con C' se conoce como CDS.

Podemos pensar a los CDS como seguros contra el default de cierta contraparte. Algunas
caracteristicas de los CDS son:

= Estos instrumentos cotizan en mercado.
s Llevan implicitamente las probabilidades de default de la contraparte.

= Al ser instrumentos de mercado, su precio descontado es martingala con respecto a
la medida neutral al riesgo.

Por otro lado, algunas desventajas son que:

= Ultimamente ha disminuido su liquidez en mercado.
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= No se tienen CDS para todas las contrapartes que cotizan en mercado y a veces es
necesario tomar algin proxy.

» Fl pago R es fijo y podria no ser suficiente para cubrir la posible pérdida en caso de
default.

En relacién a la ultima desventaja, algunas instituciones financieras venden un instrumento
conocido como Contingent Credit Default Swap (CCDS), de tal manera que el pago final
sea proporcional a la pérdida que se tiene en caso de default; sin embargo, resultan bastante
complicados de valuar y son ain menos liquidos por lo que son mucho més caros.

El pago que hace un CDS en caso de que ocurra el default antes de la fecha de vencimiento
T exige una prima que se paga periédicamente durante la vida del derivado original. A
continuacién daremos la definicién de un CDS en términos de todos los elementos que lo
componen.

Definicién 2.16 (CDS). Un CDS es un derivado de crédito que a cambio de una prima
periddica h, que se paga en las fechasty, ..., t, dondet, <T y un dltimo pago en T en caso
de que T < T, se recibe una cantidad R por unidad de valor nominal al tiempo de default
T de una contraparte de referencia. Sea Ap =ty —tp_1 y to = 0, el payoff descontado a
tiempo t de un CDS para B es igual a:

n

ﬂ{’r>t} Z D(ta tk)Akhﬂ{T>Tk} + D(tv T) (T - Tj(T)—l) hE{T<Tn} - ﬂ{T<T}D(t> T)R )
k=30

donde t € [tj(t)—lvtj(t)) Y tj(t) = Hlkl/n {tk|tk > t}.
Recordemos que D(s,t) = exp ( fst rudu), donde r; es posiblemente estocastica.

Utilizando la férmula de valuacién neutral al riesgo podemos obtener el precio de un CDS
al tiempo ¢, el cudl lo denoratemos por CDS;. En términos generales, es decir, sin suponer
ninguna dindmica particular para la tasa de interés r; ni una distribucién particular para
el tiempo de default 7, el precio de un CDS estd dado por:

CDS; = 1,5 E? [ > Dt tr) Ak + D7) (7 = Tyiry—1) Mirer,y — Yrary D(t, T)R| Fe V Hy

k=3(t)

(2.4)

Como podemos ver esta formado por flujos en dos sentidos, uno que paga la prima y se
conoce como la pata de proteccion (protection leg) y otro que paga el recovery en caso de
default antes de T' que se conoce como la pata de recuperacion (recovery leg).

Recordemos que F; es la informacién de mercado al tiempo ¢, sin contemplar el default,
y H; es la informacién al tiempo ¢ generada por los eventos de la forma {7 < u}, tal que
u <t.
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El valor del CDS al tiempo ¢ que obtuvimos en (2.4) es simplemente el valor presente
de los flujos que lo componen; ahora utilizaremos la teoria de las secciones anteriores, es
decir, supondremos que 7 es el primer salto de un proceso Poisson no homogéneo o de un
proceso de Cox. Utilizando estos supuestos podremos calibrar las probabilidades de default
implicitas por los precios de mercado de CDS’s para obtener una curva de probabilidades
de supervivencia asociada a una contraparte.

Valuacién de un CDS en caso de intensidad de default determinista.

Recordemos que bajo modelo de intensidad determinista no podemos correlacionar la tasa
de interés y las probabilidades de default; sin embargo, es un buen ejercicio atacar este
problema mas simple pues nos ayudard a comprender la estructura basica para modelar y
calibrar las probabilidades de default.

En este modelo el tiempo de default 7 esta dado por el primer salto de un proceso Poisson
no homogéneo, y siguiendo la notacién que vimos anteriormente, 7 = I'"1(¢) donde & ~
exp(1) y es independiente de la tasa de interés r; para toda ¢ > 0. Continuaremos con el
célculo de la ecuacion (2.4) bajo este modelo. Ademds definimos G; = F; V H; como la
o-algebra que contiene tanto la informaciéon de mercado como la informacién que tenemos
sobre el default hasta el tiempo t¢.

Calculemos por separado el valor de cada pata del CDS. Para el caso de la pata de
proteccién tenemos lo siguiente

n

1(,-nE® Z D(t,tp) Aphlzsry| G| = lrsy Z AgRER [D(t,t;) 1, 51,1| G
k=j(t) k=j(t)

= Uy Y ARER (D6 FIE? (s, | ]
k=3 (t)

= ]1{7’>t} Z Ath(t’tk)er(t)—F(tk)'
k=3(t)
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Consideremos el flujo que paga el recovery

sy E® [1ren D(ETIRGe] = Loy E [EQ (Lr<ry D(t, T)R[ Fy v Hoo)’ Gt]
= H{T>t}EQ [H{T<T}REQ (D(t7 7—)| ft V Hoo)‘ gtj|

= Ny E? [y RP(t,7)| G

EQ []1{7.<T}P(t, 7')| ft]
Q(r > t|F)

= Lo R WEQ (1, P(t, 7)| F]

T
= Lo Re™™ / P(t,u)dF,
t

= IR

T

= H{T>t}ReF(t)/ P(t,u)y(w)e" ™ du
t
T

= ]1{T>t}ReF(t)/ P(t, u)y(u)e" ™ du
t

T
= ]1{T>t}ReF(t)/t P(t,u)y(u)e" ™ du.

Por ltimo, consideremos la pata de recuperacion

s BY [D(t,7) (7 = Tj(r)-1) Mlgrar,y | G1]
= o hE2 [E2 (D(4,7) (7 = Tjir) 1) Tremy| T2 V Hoo) | 6]
= o hBE [ (7 - Ty, 1) 1rer, B (D(t 7] B V Hoo) | G1]
= UrsyhB2 [(7 = Tjr)1) Urary P, 7)| G

tn
= lanh /t P(t,u) (u—Tjuy—1) dF,

= dpegh / " P(t,u) (1 — Ty)—1) 7(w) exp(—T'())du

Sumando los términos de cada una de las patas tenemos el precio del CDS. Podemos
notar que dadas las curvas de descuento lo tinico que queda como variable desconocida
es justo la tasa de fallo v(t), que vamos a calibrar a partir de CDS’s de mercado, donde
dada una fecha de vencimiento 7' se muestra en pantalla la h tal que el CDS vale cero.
Tomando todos los vencimientos disponibles en mercado podemos calibrar la funcién ~(t),
al haber una cantidad finita de cotizaciones de mercado, existen una infinidad de curvas
de intensidad que se ajusten a esos precios, por lo que supondremos que (t) es constante
entre fechas de vencimientos de mercado y calibraremos por el método de boostrapping.
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Si tenemos precios de primas de CDS’s para los vencimientos {77,...,Tn} el algoritmo
de calibracién es

1. Encontrar el valor vo7; que calibre la prima del CDS con vencimiento en T7.

2. La prima del CDS con vencimiento en T, estara en funcién de ~y 7, ya calibrado,
por lo que resta calibrar el valor yp, 1,

3. La prima del CDS con vencimiento en T}, estard en funcién de vo1y,...,v7, 5,70
ya calibrados, por lo que resta calibrar el valor y7, | 7,

4. Iterar el paso anterior hasta terminar con todos los CDS’s de mercado.

Al final lo que queremos calcular es la curva de probabilidades de supervivencia asociada
a la contraparte, asi que una vez dada la funcién de tasa de fallo para cada tiempo
podemos calcular las probabilidades de supervivencia. Recordemos que la probabilidad de
supervivencia bajo nuestro modelo la podemos expresar como:

T
Q7> T|Gi] = grspy exp (—/t )\st> (2.5)

Entonces para calcular la probabilidad de que el default sea mayor a cierta fecha basta
con descomponer la integral en cada fecha en la que calibramos las intensidades Ar, 1, , y
podemos suponer que la funcién de intensidad es constante por pedazos y asi calcular las
probabilidades de supervivencia.

En R existe una paqueteria llamada credule que permite calibrar probabilidades de super-
vivencia a partir de spreads de CDS de la manera en que vimos arriba. En el apéndice se
encuentra el cédigo de las grificas que muestraré a continuacién.

En esta paqueteria se puede incluso definir una estructura de tasas de interés, es decir,
podemos considerar que hay distintas tasas de descuento al dia de hoy para distintas fechas
futuras, pero como no consideramos estructura temporal de tasas a lo largo del trabajo su-
pondremos que hay una tnica tasa de descuento. Dicho esto, supondremos una estructura

de spreads de mercado igual a {0.200, 0.250, 0.300, 0.350, 0.400, 0.450, 0.500, 0.550, 0.600, 0.650 }

y que estén asociados a los tenors {1,2,3,4,5,7,10,15,20,30} en afios. Si suponemos una
tasa del 7.5 % para descontar los flujos y que para los CDS la frecuencia de pago de la
prima es semestral, asi como las posibles fechas de pago en caso de que haya default y por
ultimo un recovery de 0.40 entonces obtenemos la siguiente grafica:



40

P(OT)

015 025

0.05

CAPITULO 2. RIESGO DE CREDITO

Supervivencia Intensidad de default
E O
_ - |
=
o]
T e =
o o |
] o | |
T T 1 — = T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Afios Afios

Figura 2.1: Probabilidades de supervivencia e Intensidad de default



Capitulo 3

Riesgo de contraparte

Después de la crisis del 2008 la literatura sobre el riesgo de contraparte ha aumentado
considerablemente y conforme han ido surgiendo y/o modificando las regulaciones banca-
rias tanto las generales como Basilea III, asi como las mas particulares como Dodd-Frank,
FRTB o MiFID, el riesgo de contraparte, asi como otros riesgos “similares” como los riesgos
de fondeo, liquidez, capital, mérgenes iniciales, etc., han exigido a los bancos incorporarlos
en sus valuaciones y darles seguimiento, es decir, hacer la cobertura de estos ajustes. La
principal complejidad que presentan todos estos ajustes, mejor conocidos como “XVA’s”,
es que deben calcularse a nivel portafolio y no solo a nivel instrumento, lo cual conlleva
una carga numérica muy pesada y exige no solo tecnologia de vanguardia si no también
que el codigo que se escribe sea eficiente y con la capacidad de ir evolucionando conforme
van cambiando las reglas del juego con cada nueva regulacion.

En este apartado consideraremos lo que podriamos pensar como el primer XVA, el Credit
Valuation Adjustment (CVA). Como mencionamos en la Introduccién, en este capitulo
consideraremos el precio de un derivado cuando la contraparte con la que se cierra el
derivado no tiene riesgo de contraparte, es decir, no se considera que pueda tener default
en el tiempo de vida del derivado y el precio del mismo derivado cuando esta contraparte
tiene probabilidad positiva de entrar en default y no poder hacer frente a las obligaciones
que le quedan antes de la fecha de vencimiento del derivado. La diferencia entre estos dos
precios es precisamente el CVA:

_ yydefault free default
CVA =V, _ ydefault

Como podemos ver, el CVA es un ajuste aditivo al precio de un derivado. La principal
razén de que esto sea asi, es por motivos de cobertura, pues en la practica el derivado sin
considerar el riesgo de contraparte lo cubre la mesa de trading correspondiente al riesgo al
que esté expuesto el derivado, que puede ser FX, Equity, Tasas de Interés, Commodities,
etc; la cobertura del CVA la lleva a cabo la mesa de trading de CVA la cudl no cubrir este
ajuste derivado por derivado si no mas bien considerando la cartera completa de derivados
que se tienen con cada contraparte.

41
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Las referencias que se utilizaron para este trabajo son: el libro de Brigo, Morini y Pallavicini
[BMP13], el libro de Gregory [Grel2], los articulos de Brigo, et al [BC09], [BP07]. Un
libro que plantea varios problemas a la vanguardia del mercado es el libro de Glau, et al
[GGSZ16].

El riesgo de contraparte es el riesgo de tener una pérdida debido a que una de las contra-
partes en un contrato financiero no haga frente a sus obligaciones. En este caso se dice que
la compania ha incurrido en incumplimiento o en default. El default no necesariamente se
refiere a la bancarrota, podria ser también el caso de un retraso de un pago importante,
una reestructura del contrato o que hayan rebasado cierto limite de capital o liquidez que
se haya puesto como condicién en el contrato.

Estamos interesados en modelar el tiempo en que llega el default, lo denotaremos por 7
a lo largo de este trabajo. Pensaremos en 7 como una variable aleatoria, en particular un
tiempo aleatorio. Pero dejemos de lado a 7 por un momento; es verdad que nos interesa
el momento de default, pero a lo que en realidad tenemos que ponerle atencién es a la
pérdida que se tendria al tiempo 7.

El concepto principal en la modelacion del riesgo de contraparte es el de exposicion:

Definicién 3.1 (Exposicién). La exposicion de un contrato en una fecha 0 <t < T, con
pago final en fecha T > 0, tal que la suma de sus flujos futuros descontados a t son g(t,T)
se define como:

Ex(t) = (Eqfg(t, T)))™

La expresion E.[g(¢,7")] también es conocida como NPV (Net Present Value) al tiempo ¢
y la esperanza E;(-) es en la medida neutral al riesgo. En particular estaremos interesados
en la exposicion al tiempo de default.

Definicién 3.2 (EAD). La exposicion al tiempo de default se define como la exposicion
evaluada en el tiempo aleatorio de default T,

EAD = Ex(1) = (E.[g(r,T))7".

Cuando ocurre el default al tiempo 7, se pierde todo el NPV en 7 salvo por el recovery
multiplicado por la parte positiva del valor de portafolio. Es decir, la pérdida la podemos
expresar como:

Pérdida := ;<7 (1 — R)(Ee[g(2, ),
donde R es la fraccién que se recupera al momento de default y se conoce como Recovery.
Necesitamos modelar la probabilidad de que T ocurra en algin intervalo de tiempo [s1, s2)

con 0 < 51 < sg < T. Esto puede hacerse de varias maneras y la mayor parte de este
trabajo se concentrara en ello.
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En resumen, los ingredientes bésicos para modelar el riesgo de contraparte son:

(a) Modelo para el tiempo de default 7.
(b) Modelo para calcular la exposicién y en particular la EAD.

(c) Modelo para las probabilidades de default.

3.3. Riesgo de contraparte

Una vez que se tiene modelado el riesgo de crédito y el riesgo de mercado, podemos plantear
una férmula general para la valuacion de derivados sujetos a riesgo de incumplimiento.
Lo primero que haremos sera considerar que ocurre con el payoff de un derivado cuando
se considera la posibilidad de que no se lleven a cabo todos los flujos de efectivo futuros
debido a que alguna de las contrapartes caiga en incumplimiento.

En este trabajo vamos a considerar que el riesgo de contraparte es unilateral, es decir,
una de las contrapartes se considera libre de riesgo de contraparte y la otra es riesgosa, es
decir, tiene probabilidad positiva de entrar en default. Este supuesto, aunque poco realista,
permite explicar con claridad los conceptos clave del riesgo de contraparte.

Lo primero que debemos notar es que el precio de un derivado con posibilidad de incum-
plimiento siempre debe ser més barato que el precio de ese mismo derivado libre de riesgo
de contraparte. Lo que haremos ahora es definir el payoff general de un derivado con riesgo
de incumplimiento y posteriormente calcularemos el precio de este payoff bajo la medida
neutral al riesgo.

3.3.1. Payoff general sujeto a incumplimiento

Trabajaremos en un espacio de probabilidad filtrado <Q, g, {gt}tzo ,Q), donde G; := F; V

H¢. {Fi} es una filtracion completa y continua por la derecha que contiene la informacién
de mercado hasta el tiempo ¢ sin tomar en cuenta el evento de default, usualmente es la
filtraciéon asociada a un movimiento Browiniano {W;},~,. Hi = o({7 <wu} : u < t), es
decir, {H¢},~, es la filtracién continua por la derecha generada por el evento de default.
Definimos E; (-) := E; (| Gy).

La medida de probabilidad Q es la medida de riesgo neutral. Es la medida asociada al
numerario de la cuenta corriente libre de riesgo local By, que tiene asociada la siguiente
ecuacion:

dBt = ’l“tBtdt, BO =1.

Nota 3.4. La cuenta corriente libre de riesgo es la que estd asociada a la tasa que pagaria
la cuenta de colateral en el caso de un derivado completamente colateralizado.
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Consideremos un contrato entre dos partes con fecha de vencimiento 7T'. Supondremos que
el inversionista (B), tipicamente un banco, se considera asimismo libre de incumplimiento
y la contraparte riesgosa, C, estd de acuerdo con este supuesto. Esto se conoce como riesgo
de contraparte es unilateral.

Durante la vida del contrato pueden ocurrir los siguientes escenarios:

» Si 7 > T, no hay default por parte de C durante la vida del contrato y se pagan
todos los flujos de efectivo de manera normal.

» Si 7 <T, la contraparte no puede cubrir por completo sus obligaciones y al tiempo
7 se calcula el NPV residual del payoff hasta vencimiento.

(a) Siel NPV(7) es negativo para B, se paga en su totalidad a C.

(b) Si el NPV(7) es positivo para B, C tan solo pagard RNPV(7), donde R es el
recovery.

Denotamos por g(s,t) a los flujos de efectivo entre s y ¢ llevados a valor presente a fecha
s suponiendo que no hay default, esto es, el payoff en caso de que no ocurra el default. El
Valor Presente Neto al tiempo t se define como NPV (t) = Ei(g(¢,T)) .

Si denotamos por g(t,T) al mismo payoff pero sujeto a incumplimiento, tenemos que:
g(t7 T) = ]]'{T>T}g(t7 T) + ]1{t<T§T} [g(ta T) + D(t7 T) (R(NPV(T))JF - (NPV(T))i)} .
Esta tdltima expresion es el payoff incorporando el riesgo de contraparte.

Proposicién 3.5 (Férmula general de valuacién con riesgo de contraparte unilateral). Al
tiempo t, en el evento {T > t}, el precio del payoff con vencimiento en T e incorporando
riesgo de contraparte estd dado por

Eq[g(t, T)] Elg(t, T)] = Ee[(1 = R) gy<r<ry D(t, 7)(NPV(7)) ]
= Eyfg(t,T))] — CVA(t, T).
Entonces: CVA(t, T) = Eg(t,T))] — Efg(t, T)].

Demostracion. Empecemos por el lado derecho de la ecuacién, en el evento {7 > t}, lo
que hay dentro de la esperanza es:

9(t,T) = (1 = R)ly<r<ry D(t, 7)(NPV(7)) "
]1{T>T}g(t> T) + ]l{t<T§T}g(ta T) + (R - 1)]1{T§T}D(t7 T)(NPV(T))+
= ]1{T>T}g(t> T) + ]l{t<T§T}g(ta T) + RH{TET}D(ta T)(NPV(T))+ - H{TZT}D(ta T)(NPV(T))+

INPV(t): Net Present Value al tiempo . Es el valor del derivado en la fecha ¢.
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Haremos uso del hecho de que 7 es un tiempo de paro y de su o-dlgebra asociada, F;.
Condicionando a la informacién en 7, para el segundo y el cuarto término tenemos que:

Er [Icr<mg(t, T) — Lo D(t, 7) (NPV(7)) ]
= E; [Qyerery [9(t7) + D(t,7)g(7,T) — D(t, 7)(Er[g(r, T)]) "]
= lyer<ry [9(t,7) + D(t, 7)E-[g(7, T)] — D(t,7)(E-[g(7, T)])*]
= Dycrery [9(t,7) — D(t, 7)(Er[g(7, T)])”]
= Iyrery [9(t,7) — D(t, 7)(NPV(7))"].
Donde usamos que f = f+ — f~. Como t < 7 tenemos que E[E.(-)] = E¢[-], por lo que

Eq [ET [g(ta T) - (1 - R) ]l{t<T§T}D(tv T)(NPV(T))+]]
Et [Er [1frory9(t, T) + Rl D(8, 7)(NPV(7)) 7] + Lyper<ry [9(t 7) — D(E,7)(NPV(7)) 7]
= Bt [Uromyg(t,T) + Rlory D(t, 7)(NPV(T) T + Ljycrery [9(t,7) — D(t, 7)(NPV(7))7]]

Agrupando estos términos vemos que lo que estd dentro de la esperanza es justo la defini-
cién del payoff general con riesgo de contraparte. ]

Observacion 3.6. FEl recovery, R, se supone especificado y determinista. De esta ecuacion
es claro que el precio sujeto a incumplimiento es mds barato que el precio libre de riesgo
de contraparte. El ajuste que se le resta es precisamente el CVA (unilateral) y depende de
dos factores principales: el perfil de exposicion y la probabilidad de default de la contra-
parte. Ademds se puede interpretar como un call, con strike cero sobre el NPV residual al
momento de default. El riesgo de contraparte agrega opcionalidad al payoff original, y se
vuelve dependiente del modelo incluso valuando forwards o swaps, que originalmente son
independientes de la dindmica del subyacente que supongamos.

Otra manera de decir esto, es que suponiendo que hay riesgo de contraparte el precio de
un derivado es el precio libre de riesgo de contraparte menos el CVA:

V;risky _ V;risk—free — CVA,
_ V;default free (1 o R)Et []l{t<T§T}D(t7 T)NPV+(S)D+]

= ylefaultfree _ (7 _ R) /t ' E¢ [D(t,s)(Es[NPV* (s, T)]) "] dsQ {7 < s}.

Esta féormula debe ser aproximada, de tal forma que sea posible su calculo numérico.
Una de las aproximaciones mdas comunes estd dada de la siguiente manera: sea ¢ = 0 por
simplicidad y hagamos una discretizacién del tiempo 1y, 11, ...,T, = T', entonces el precio
con riesgo de contraparte estda dado por

b
E[g0,T,)] = Blg(0,7)] — (1= B) Y Ellgr, , <rer, D(0,7)(E-[g(r, 7))
j=1
b

E[g(07 Tb)] - (1 - R) Z E[]I{T]’—1<T§Tj}D(O7 Tj)(ETj [Q(Tj7 Tb)])+]7
j=1

Q
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donde la aproximacion consiste en desplazar el tiempo de default hasta el primer 7T; > 7.

Otra aproximacién se puede obtener suponiendo independencia entre la exposicién y el
tiempo de default, es decir entre g y 7, en este caso estd dada por:

b
E[g0,Ty)] ~ E[g(0,T)] — (1 - R) > Q(Tj-1 <7 < Tj)E[D(0,T}) (B, [g(T}, Ty)) )
j=1
b
= E[g(0,T)] — (1= R) > _ (P(0,Tj-1) — P(0,Ty)) B(0, Ty)(Ex; [9(T;, T0)]) "
j=1

De esta manera no se necesita un modelo para el tiempo de default pues con las probabi-
lidades de supervivencia, P(0,T}) j € {0,...,b} basta, y pueden obtenerse de los CDS’s.
Esta dltima aproximacién es la menos usada, pues en general el default y los factores
de riesgo estan correlacionados, provocando un sesgo conocido como Wrong Way Risk
o Right Way Risk, dependiendo del efecto que tiene. Esta caracteristica de dependencia
entre el default y los factores de riesgo se puede modelar utilizando un modelo de crédito
estocéastico, donde se puede correlacionar de manera sencilla la dinamica de la intensidad
estocdstica, tipicamente un CIR, con la dindmica de los factores de riesgo, tipicamente
una difusién de Ito, a través de los Brownianos de cada dinamica.

3.6.1. Formulas semi-analiticas de CVA

FEn la mayoria de los casos no es posible obtener una férmula semi-analitica para el calculo
de CVA incluso considerando un solo deal. Veremos un par de casos en los que es posi-
ble obtener de manera analitica el precio del CVA: un forward y un swap. Ambos son
instrumentos cuyo precio no depende de ningtin modelo para el subyacente, basta con un
argumento de no arbitraje para calcular su precio, es decir, dado que suponemos un mer-
cado completo existe un unico precio libre de arbitraje y no requerimos de suponer una
dindmica estocdstica en particular para el precio del subyacente sobre el que se suscriben
el forward y el swap. Sin embargo, veremos que al momento de considerar el CVA de estos
dos tipos de instrumentos serd necesario considerar la volatilidad, pues como se mencioné
anteriormente el CVA se puede ver como una opcién donde el valor del subyacente es el
NPV del contrato y donde el strike es cero (o el nivel del Threshold en caso de que fuera
mayor a cero).

Consideremos primero el caso de un forward de tipo de cambio, para esto supongamos
que X; es el tipo de cambio dom/for al tiempo t, B4(t,T) es el descuento en la divisa
doméstica que aplica para el periodo [t,T], P (t,Tj—1,T}) la probabilidad de supervivencia
del periodo (7)j—1,Tj] vista al tiempo ¢, es decir, P (¢t,Tj_1,T;) = P (t,Tj—1) — P (t,T}).

Si suponemos que ya tenemos curvas de tasas de interés y de crédito calibradas, entonces
solo hace falta calcular la exposicién al tiempo s € [t,T], que para el caso de un forward
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de FX se convierte en un call de FX de la siguiente manera:

E, [NPV]] = E [(FX,r—K)"]
— BS (Fxt,T, Kr=s5— t,rd,a) .

De esta manera podemos expresar el CVA de un forward de FX con la integral ya discre-
tizada como:

b
CVA, = (1 - R) Y (P(t.Tj_1) - P(t,T})) B(t,T;)BS (FXLT,K,T =T, —t,r4, a) :
j=1

donde BS (FXt,T, Krt=s5-— t,rd,a) es el precio bajo el modelo de Black-Scholes de un
call sobre el forward de FX FX; 7, con strike K, tiempo al vencimiento 7, tasa de interés
r y volatilidad o.

Esto es una férmula semi-analitica pues a pesar de que se puede calcular la exposicién en
cualquier tiempo utilizando la férmula de Black-Scholes tuvimos que discretizar la integral
para el calculo del CVA, en la préctica incluso escoger las fechas de discretizacién podria
ser un tanto complicado ya que deben ser consistentes con otros elementos que deben
calcularse, sobre todo cuando ya no se tiene una férmula analitica para la exposicién, en
cuyo caso se suele calcular el CVA con un motor de Monte Carlo.

Otro instrumento que al igual que el forward de FX tiene una férmula analitica para su
exposicién es un swap de tasas de interés, del que también hablamos en el primer
capitulo. Al tomar la parte positiva del NPV lo que obtenemos es una opcién sobre un
swap y esto se puede ver como un swaption, que como vimos anteriormente se puede
expresar también en términos del modelo de Black-Scholes donde el subyacente es la tasa
par swap.

Para calcular la exposicién primero veamos como es su valor en algin tiempo s € [t, T,
donde t es la fecha de valuacién y T es la fecha de vencimiento del swap. Para simplificar
un poco la notacién, supongamos que es un swap de tipo payer con tasa fija k y con n
flujos en cada una de las patas. De tal manera que el swap al tiempo s se puede expresar
como:

NPV, = > L(titis1) 7B (s,t;) — DVOL(s,t;(s),tn) k
i=j(s)

= DVOL (s, t(5) tn) (Stj(s),tn (t) - ’f) )

donde j(t) = mgn {tx|tr, > t}. De esta manera conveniente, al tomar la esperanza de la parte

positiva, si suponemos una dindmica lognormal para la tasa par swap S, g(t) entonces
obtenemos el precio de un swaption bajo el modelo de Black-Scholes, por lo que:
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E, [NPVI] = K [DVOl (t,t5(5), tn) (Stj(s)in(t)—k)q

= NPszaption (t, tj(s)7 tn, K, J) .

Por lo que el valor del CVA de un swap payer esta dado por:

b
CVA; = (1 - R)) (P(t,Tj-1) — P(t,T})) B(t, T))NPV suaption (t, i1y, tn: i, ).

J=1

3.7. Mitigantes de crédito

En esta seccion hablaremos un poco sobre algunos métodos que se ocupan en la practica
para mitigar el riesgo de contraparte. Lo primero que debemos tomar en cuenta, es que
el riesgo de contraparte debe calcularse para todo el portafolio que se tenga con alguna
entidad y no contrato por contrato. Pues algunos derivados podrian ser parte de una
estrategia de inversién y el riesgo de contraparte asociado podria sufrir un efecto portafolio
distinto de si se consideraran uno por uno.

Es por esto que, en general, se busca mitigar este riesgo considerando todo el portafolio

de la contraparte en cuestién. Los mitigantes de crédito més comunes en la practica son:

Netting.

b) Colateral.

(a
(

)
)
(¢) Recouponing.
(d) Clausulas de término de contrato.
)

(e) Contrapartes centrales.

Estos mitigantes de crédito generalmente se conjuntan en portafolios completos. Aun-
que son sencillos de expresar en palabras, al considerarlos en la valuacién del portafolio,
complican bastante el cdlculo del precio que incluye el riesgo de contraparte.

Explicaremos con mayor detalle en qué consiste cada uno de estos mitigantes de crédito.

3.7.1. Netting

El Netting consiste en agrupar varios derivados de un portafolio, de tal manera que en
caso de default la pérdida sea considerando todo el portafolio como un solo contrato.

Si 7 es la v.a. que modela el tiempo de default y R el Recovery, al tiempo de default
podemos identificar dos casos, en los derivados donde el NPV(7) es positivo la pérdida es
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(1—=R)NPV(7); en los derivados donde el NPV es negativo tenemos que pagarlo completo
(esto no es pérdida, pues ya lo debiamos). Por lo que la pérdida se puede expresar como:

N
(1-R)> NPV (r).
i=1

El netting consiste en no considerar los instrumentos por separado, si no el NPV del
portafolio completo. Por lo que en caso de neteo la pérdida al tiempo de default estd dada
por:

N + N
(1—-R) (Z NPVi(T)> <(1-R)Y NPV (7).
i=1 =1

De tal manera que se reduce la exposicién en caso de default. Por poner un ejemplo
sencillo podemos considerar el siguiente portafolio, dos swaps con las mismas condiciones
de contrato sal que uno es payer y otro receiver a 5 anos, ambos a precio cero al dia de hoy.
Simplificando més, supongamos que 7 € {0, 1,2,3,4,5}, es decir, cada ano puede llegar el
default, si consideramos un recovery R = 0.4 entonces podemos ver en la siguiente tabla
la posible pérdida con y sin netting afio con ano si llegara el default:

’ t ‘ NPV receiver NPV payer Pérdida con Netting Pérdida sin Netting
0 0 0 0 0
1 5000 -5000 3000 0
2 8000 -8000 4800 0
3 11000 -11000 6600 0
4 4000 -4000 2400 0
5 -1000 1000 600 0

3.7.2. Colateral

El colateral es una garantia que se paga para cubrir parcial o totalmente una deuda
en caso de default. Se pacta mediante un contrato bilateral, donde una o ambas partes
se comprometen a llevar una cuenta donde va depositando alguna garantia conforme va
aumentando su deuda. Esta garantia puede ser en dinero en efectivo, bonos, acciones, etc.
Puede ser en la misma divisa del contrato o en otra.

En el mercado Over the Counter (OTC) los contratos de colateral suele acordarse de
manera estandarizada mediante un Credit Support Annex (CSA) que forma parte de un
acuerdo mas general conocido como ISDA Master Agreement (International Swaps and
Derivatives Assosiation). Cuando dos contrapartes firman un CSA se establecen las carac-
teristicas con las que se intercambiard el colateral. Algunas caracteristicas que incluyen
los contratos de colateral son:

= Threshold. Cantidad de MtM sobre el que inicia el intercambio de colateral. Este
puede depender de como cambia la calificacién o rating durante la vida del contrato.
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= Minimum transfer amount. Es la diferencia entre el MtM y el threshold para
empezar a postear colateral. Es el verdadero nivel a partir del cudl se empieza a
pagar el colateral.

» Tipo de colateral. Esto es, qué tipo de garantia se entregara: dinero en efectivo,
bonos, acciones, etc. Ademas de especificar la divisa de la garantia.

= Tasa de interés sobre el colateral. Usualmente se utiliza la tasa overnight de la
divisa en la que esta el colateral.

= Haircut. En caso de que aplique, es un costo extra por concepto de liquidez. Por
ejemplo si se postean bonos con 10 % de haircut significa que se deben postear $110
en valor de bonos para cubrir una exposicién con valor de $100.

» Frecuencia de posteo. Establece la frecuencia con la que se rebalancea la cuenta
de colateral. Generalmente depende de qué tan grandes son las contrapartes que
firman el CSA, pues no todos todas las entidades poseen la liquidez necesaria para
rebalancear periddicamente.

» Margen inicial. Es una cantidad que se deposita al inicio del contrato.

» Re-Hypothecation. Especifica si el colateral posteado puede reinvertirse o reutili-
zarse como colateral en algtin otro contrato de colateral.

Como mitigante de crédito, el pago de colateral, es muy importante, pues por ejemplo,
en caso de que ademas haya netting set la pérdida al tiempo de default tiene la siguiente
forma:

N +
(1-R) (Z NPV, (7) — 0(7)) :
=1

donde C(7) es lo que hay en la cuenta de colateral al tiempo 7. De tal manera que la pérdida
se reduce en caso de se pague colateral. Observe ademds de que en el caso de colateral
perfecto la pérdida se hace cero. Es decir, el colateral perfecto mitiga por completo el
riesgo de contraparte. Es por esto que la tasa a la cual paga interés el colateral se puede
considerar como la tasa libre de riesgo de contraparte. Para mas detalle sobre la valuacion
de derivados en presencia de colateral perfecto puede consultarse el libro de Brigo, Morini
y Pallavicini [BMP13].

3.7.3. Recouponing

Un acuerdo de recouponing consiste en reestructurar el portafolio con una contraparte
cuando se rebasa el nivel de una barrera. Si el MtM del portafolio sobrepasa la barrera en
alguna fecha de observacion t, la contraparte que tiene NPV negativo paga cierta cantidad,
K, a la otra contraparte y se renegocian algunos derivados dentro del portafolio de tal
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manera que el valor del portafolio sea igual al MtM (antes del pago) menos la cantidad
pagada. Podemos expresar ese ajuste con la siguiente ecuacion:

NPV(t) = NPV(t) — K.

Las condiciones se establecen cada vez que la barrera sea sobrepasada. De esta manera
si la pérdida va aumentando, se amortiza cierta fraccion de ella y se modifican algunos
instrumentos para cuadrar el ajuste.

3.7.4. Clausulas de término de contrato

Las clausulas de término de contrato se conocen como break clauses o additional termi-
nation events. Como su nombre indica, son cldusulas que permiten a una de las partes
del contrato cancelar el contrato, la razon principal es el deterioro de la calidad crediti-
cia y anterior a la bancarrota de la contraparte. Estas cladsulas generalmente pueden ser
ejercidas por ambas partes del contrato, esto agrega bastante complejidad al momento de
valuar el deal, ademas de que debe establecerse en el acuerdo ciial es el valor de cierre del
contrato (Close-out NPV') al momento de cancelar el contrato.

Son bastante comunes cuando se tiene un contrato a largo plazo, ya que hay suficiente
tiempo para que el valor del contrato se aprecie bastante y la calidad crediticia de la
contraparte se deteriore, por lo que se podria mitigar la pérdida si se cancela a tiempo el
contrato. También cabe aclarar que son bastante restrictivas y usalmente no se llevan a
cabo porque influyen de una u otra manera en la reputacién de la contraparte, no es bien
visto cancelar contratos cada vez que convenga. Ademas de tener implicito riesgo sistémico

2

Al ser bastante rigidas las condiciones de término, pueden clasificarse en tres tipos:

1. Mandatorias. Terminan el contrato en la fecha especificada sin importar las con-
diciones en las que se encuentre el mercado.

2. Opcionales. Se tiene la opcién de terminar el contrato en fechas preestablecidas.
Generalmente es bilateral, es decir, ambas contrapartes pueden terminar el contrato
en esas fechas.

3. Dependientes de cierto umbral. Para poder ejercer el término del contrato se
tiene que rebasar un umbral preestablecido, tipicamente bajar de cierta calidad cre-
diticia.

En conclusién, las cldusulas de término de contrato pueden ser muy ttiles para mitigar el
riesgo de contraparte; sin embargo, debe tenerse mucho cuidado en establecer las condi-
ciones para ejercerlas y establecer el valor del contrato al momento de cancelacion en caso
de ejercerlas.

2E] riesgo sistémico es el que se da cuando la caida o bancarrota de alguna entidad genera una reaccién
en cadena, afectando a otras entidades.
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3.7.5. Contrapartes centrales

La principal fuente de riesgo de contraparte se ve reflejada en mercado OTC, pues no
estan regulados y generalmente conllevan mucho riesgo de crédito. Una forma de mitigar
el riesgo de contraparte es cerrar contratos a través de una contraparte central, ya que ésta
es como una especie de asequradora, en el sentido de que tiene una cartera de contrapartes
vy se encarga de manejar la cuenta de colateral de cada una de ellas y en caso de que
alguna entre en incumplimiento, el riesgo sistémico lo absorbe la contraparte cental y las
contrapartes que tenian contratos con esta contraparte reducen su pérdida.

Por supuesto que tiene sus desventajas y son bastante claras, atin siendo una contraparte
central no estd excenta de caer en incumplimiento y el riesgo sistémico es elevado. Otra
posible desventaja clara es el hecho de que al pertencer a su cartera de contrapartes, las
pérdidas de unos implican una pérdida para todos.

3.7.6. CVA de un portafolio de derivados

Por dltimo, para concluir debemos enfatizar que el CVA de un instrumento solo no es lo
que se calcula en la préctica, sino el valor del CVA de un portafolio completo de alguna
contraparte. En estos casos es donde los mitigantes de riesgo de contraparte que hemos
discutido anteriormente cobran sentido, pues usualmente se firma un contrato que incluye
todas las caracteristicas con las que se cerraran instrumentos derivados con esta contra-
parte. Por ejemplo, se puede contar con un Netting Set, con pago de colateral ya sea en
efectivo o en especie; ademads de que el portafolio no tiene porqué estar conformado por
instumentos del mismo tipo, es decir, bien podrian haber swaps, cross currency swaps,
equities, swaptions o cap/floors, las posibilidades son muchas y esto complica muchismo
el célculo del CVA relacionado al portafolio de esta contraparte.

A pesar de todo esto, se puede expresar la férmula que deberia de calcularse de la siguiente
manera:

T Nnetting N]{:ollateral Np'r'oduct +
CVA = 11{T>t}(1—R)/ E | e i rudu Z Z Z v —ck dP,| F;
t - N
j=0 k=0 =0

donde N™t"9 eg e] niimero de netting sets, N jc"”ateml el nimero de acuerdos de colateral

en el netting set j y N ,fmdmt el niimero de derivados que hay en el acuerdo de colateral k.

Para implementar dicho célculo es claro que lo primero es tener un motor suficientemente
robusto para incluir cualquier tipo de derivado para calcular la exposicién y en general
un motor de Monte Carlo en donde podamos agrupar todas las fechas relevantes de los
instrumentos, pues no tienen porqué coincidir en la fecha en que se pactaron, en las que
hacen pagos intermedios o en las que vencen.
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3.8. Implementacion en R del calculo de CVA de un For-
ward de FX

Los scripts de R estan en el apéndice al final de este trabajo. Lo que pretendo hacer en esta
seccién es dar intuicién sobre el calculo de CVA para un forward de FX y un swap. Para el
caso del forward de FX se hizo una implementacion de la exposicion calculada analitica-
mente y una donde se calcula por Monte Carlo. Para el swap se hizo una implementacién
con la exposicién calculada analiticamente. El objetivo es ver como se comporta el CVA
durante la vida de los contratos y como varia en funcién de algunos de sus pardmetros.

Para llevar a cabo las comparaciones vamos a variar los siguientes parametros en el calculo

de CVA de un forward de FX:

Tasa de Recovery.

Intensidad de default.

Strike del forward de FX.

La volatilidad del forward de FX.

Los demds pardmetros los consideraremos fijos, en particular, vamos a calcular el CVA
de un forward de USD/MXN a 5 anos con nominal de 1,000,000. Tomando como divisa
doméstica al MXN y como fordnea al USD, con respectivas tasas de descuento igual a 7%
y 2%. Discretizando la integral del CVA en 30 fechas.

En el escenario base las graficas de la exposicién y del CVA nos quedan de la siguiente
manera;
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Exposiciéon Analitica FX forward CVA
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Figura 3.1: Escenario base

Variando el recovery, graficamos la exposicién y CVA en las fechas de simulacién, donde
el recovery toma los valores {0.1,0.4,0.9}.
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Figura 3.2: Variando el Recovery

Notemos que lo tnico que cambia es la escala, pues en nuestra férmula de CVA aparece el
término (1 — R) y recordemos que lo que representa es la pérdida dado que hay default.
Es por esta razén que a menor recovery tendremos una pérdida mayor y asi el CVA es
mayor también. Cabe aclarar que la exposicién no depende del recovery y es por ello que
no se ve afectada en ninguin caso.

Variando la intensidad de default, graficamos la exposicion y CVA en las fechas de simu-
lacién, donde la intensidad toma los valores {0.01,0.08,0.4}.
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Figura 3.3: Variando la intensidad de default

De las graficas podemos apreciar que al igual que al variar el recovery la exposicion es
invariante, pues el forward de FX no depende de la calidad crediticia de la compania con la
que se cerrara el contrato. Lo que si podemos ver es un cambio sustancial en el CVA, donde
al ir aumentando la intensidad, esto es, al disminuir la probabilidad de supervivencia, el
CVA es mayor en las primeras fechas, pues es méas probable que se de el default si la
intensidad aumenta.

Variando el strike del forward, graficamos la exposiciéon y CVA en las fechas de simulacién,
donde el strike toma los valores {0.75F X 5, F X 5,5F X0 5}, es decir cuando el forward
estd In the Money, At the Money y Out of the Money, respectivamente.
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Figura 3.4: Variando el strike del forward

En este caso, el componente del CVA que se ve afectado es la exposicién, es por eso que
tanto la gréfica de exposicién como la de CVA por fechas de simulacién difiere en cada
caso.

Cuando el forward esta In the Money es porque es positivo para el que vendio el contrato, es
decir, que si se ejerciera en este momento la contraparte deberia pagar un payoff positivo,
entonces el que vende el derivado estd muy expuesto, pues si la contraparte entra en
default perderia, salvo por el recovery, esta ganancia, es por esto que en la primera grafica
podemos ver que la exposicién es muy alta y sigue aumentando conforme pasa el tiempo
pues dadas las tasas doméstica y foranea el Forward de FX tiende a seguir creciendo y cada
vez deberia mas dinero. Esto explica también el “salto” que se ve en el CVA desde el inicio
del contrato, pues desde el principio tiene mucha exposicion al default de la contraparte.

En el caso en que el forward esté At the Money, esto es, cuando el strike es justo el
forward de FX tiene una exposicién que va aumentando pues el forward como ya habiamos
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comentado tiende a crecer bajo estos supuestos, aunque tanto la exposicién como el CVA
crecen de manera logaritmica conforme pasa el tiempo.

En la dltima grafica vemos el efecto contrario que en la primera, ya que el forward esta
Out of the Money, al incio del contrato tiene un payoff negativo y por tanto la exposiciéon
es cero y conforme pasa el tiempo el tipo de cambio tiene mayor probabilidad de superar
el nivel del strike y asi presentar una exposicién positiva asi como un CVA residual hacia
el final de la vida del contrato.

Variando la volatilidad, graficamos la exposicion y CVA en las fechas de simulacion, donde
la volatilidad toma los valores {0.01,0.15,0.75}
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Figura 3.5: Variando la volatilidad

De las graficas podemos notar que la forma no cambia, sino la escala. Esto sucede porque
que la exposicién se puede pensar como un call sobre el forward de FX y sabemos que el
valor de la opcién aumenta cuando aumenta la volatilidad. Asi, al aumentar la exposicién
también aumenta el CVA.
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En el apéndice A se encuentra la implementacion del calculo de CVA usando el método de
Monte Carlo para calcular la exposicién, con el objetivo de ejemplificar como se calcula
en la mayoria de los casos el CVA, pues al no contar con una férmula analitica como en
el caso del FX o de un swap, es necesario recurrir a este importante método numeérico.

La grafica en el mismo escenario base que en el caso de la exposicién analitica es la
siguiente:
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Figura 3.6: Exposicién y CVA del forward de FX por Monte Carlo

Por ultimo, para ver un ejemplo de exposicién un poco més interesante, mostraremos una
comparacién como la que hicimos en caso del forward de FX pero para el calculo de CVA
de un swap calculando la exposicién de manera analitica.

Al igual que en el caso del forward vamos a variar los siguientes pardametros en el cdlculo
de CVA del swap:

= Tasa de Recovery.

» Intensidad de default.
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s Strike del forward de FX.

s La volatilidad del forward de FX.

Con los demés pardmetros los consideraremos fijos vamos a calcular el CVA de un payer
swap a 5 anos y pago de cupones semestrales, con nominal de 1,000,000. En este caso la
tasa par swap es la que consideramos estocéastica. Discretizando la integral del CVA en 30
fechas.

FEn el escenario base las graficas de la exposicién y del CVA nos quedan de la siguiente
manera:
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Figura 3.7: Escenario base

Como podemos ver, en este caso la grafica de la exposicién y del CVA mismo reflejan la
“caida” de riesgo de contraparte en cada fecha de pago de cupén, pues el riesgo es creciente
mientras nos deban dinero; sin embargo, el dia que hay pago de cupdn, la exposicién se
reduce proporcionalmente al pago que se realiza.

Variando el recovery, graficamos la exposicién y CVA en las fechas de simulacién, donde
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el recovery toma los valores {0.1,0.4,0.9}.

Exposicién Analitica de un swap CvA
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Figura 3.8: Variando el Recovery

Al igual que para el forward, lo tinico que cambia en la grafica del CVA es la escala. A
menor recovery tendremos una pérdida mayor y asi el CVA es mayor también.

Variando la intensidad de default, graficamos la exposicién y CVA en las fechas de simu-
lacién, donde la intensidad toma los valores {0.01,0.08,0.4}.
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Figura 3.9: Variando la Intensidad de default

La exposicién es invariante, pues el swap no depende de la probabilidad de supervivencia
de la compania con la que se cerrara el contrato. Al igual que en el forward podemos
ver un gran cambio en el CVA: al ir aumentando la intensidad, esto es, al disminuyendo
la probabilidad de supervivencia, el CVA es mayor en las primeras fechas, pues es muy
probable que se de el default si la intensidad aumenta.

Variando el strike del swap, graficamos la exposicién y CVA en las fechas de simulacién,
donde el strike toma los valores {0.955721/2,T25(0), Sr—1/2,7=5(0), 55721/2’T:5(0)}, es de-
cir cuando el swap esta In the Money, At the Money y Out of the Money, respectivamente.
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Figura 3.10: Variando el strike del swap

Tanto la exposicién como el CVA dependen del strike del swap, es por esto que vemos un
cambio en todas las graficas respecto al escenario base.

Cuando la par swap esta In the Money es porque es positivo para el que vendi6 el contrato
y al igual que en el caso del forward, en la primera grafica podemos ver que la exposicién
es muy alta y sigue aumentando conforme pasa el tiempo. El “salto” que se ve en el CVA
desde el inicio del contrato se debe a que desde el principio tenemos mucha exposiciéon al
default de la contraparte.

En el caso en que la par swap esté At the Money se parte de un swap que tiene precio
cero y conforme pasa el tiempo va generandose exposiciéon pues hay probabilidad positiva
de estar por arriba del strike At the Money.

En la dltima grafica vemos el efecto contrario que en la primera cuando la par swap esté
Out of the Money, al incio del contrato tiene un payoff negativo y por tanto la exposicién
es cero y conforme pasa el tiempo el tipo de cambio tiene mayor probabilidad de superar
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el nivel del strike y asi presentar una exposicién positiva asi como un CVA residual hacia
el final de la vida del contrato.

Variando la volatilidad, graficamos la exposicién y CVA en las fechas de simulacion, donde
la volatilidad toma los valores {0.01,0.15,0.75}
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Figura 3.11: Variando la volatilidad

De nuevo lo tnico que se ve afectado es la escala como en el caso del forward.

3.9. Observaciones y Conclusiones

El célculo del CVA y en general de los XVA’s ha cambiado el paradigma de valuacién de
derivados, pues es importante ver el efecto que se tiene en el portafolio completo cuando
un derivado termina, cuando es reestructurado o cuando se incluyen nuevos instrumentos
en dicho portafolio. El objetivo de cobrar estos ajustes en el precio de los derivados es
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para poder estar cubierto en caso de que ocurra el default de la compania con la que se
tiene este portafolio, es decir, se tiene que formar una cobertura con estos ajustes y por lo
tanto tiene sentido hablar de una mesa de Trading de XVA’s que se encargue de gestionar
estos riesgos construyendo portafolios compuestos por instrumentos ligados a los factores
de riesgo a los que estan expuestos, por ejemplo: riesgo de FX, riesgo crediticio y riesgo
de tasas de interés. De tal manera que vayan rebalanceando su portafolio de acuerdo a los
ajustes que van cobrando y los riesgos que vayan gestionando.

En cuanto a este trabajo, solo hemos considerado el cdlculo de CVA de forma unilate-
ral, suponiendo que una de las contrapartes esta libre de riesgo de incumplimiento. Por
identificar algunas mejoras a las que podriamos dar seguimiento después de este trabajo
estan:

» Considerar el CVA bilateral al olvidarnos del supuesto de que una de las contrapar-
tes es libre de riesgo de default. Esto conlleva a calcular otro XVA, el DVA (Debit
Valuation Adjustment). Este puede pensarse en el CVA propio visto desde la contra-
parte; sin embargo, su cobertura es bastante complicada pues se reduce a la pregunta:
j,cémo cubro mi propio default sin usar instrumentos de mercado que estén correla-
cionados con mi quiebra? Esto es complicado puesto que lo que queremos cubrir es
el posible evento de quiebra propio.

= Fl hecho de que el colateral no sea dinero en una cuenta puede llevar implicito otro
tipo de riesgos. Por ejemplo, si el colateral esta en acciones o bonos que emite la
contraparte puede ser contraproducente, pues al tiempo de quiebra de la contraparte
estos activos subyacentes también reducen su valor y no resultan en una buena
garantia.

= Otro XVA que se presenta de manera natural al considerar portafolios colateralizados
es el FVA. Cuando este es positivo se conoce como Funding Benefit y cuando es
negativo como Funding Cost, y surgen al realizar la cobertura del portafolio, ya que si
la cobertura no tiene el mismo tipo de colateral o simplemente no esta colateralizada
se tienen asimetrias entre los pagos que deben realizarse conforme pasa el tiempo.

» Hs comin, no solo en este trabajo, considerar al Recovery como constante; sin em-
bargo, dependiendo del nivel de detalle que se pretenda tener convendria agrupar
contrapartes por sector al menos y asociarles un recovery adecuado, pero esto puede
ir més alld y considerar al recovery como un proceso estocédstico que dependera de
distintas variables financieras y econémicas.

» En este trabajo consideramos a la intensidad de default como una funcién determi-
nista del tiempo y una generalizacién comun es pensar que es un proceso estocastico
postivo, tipicamente un CIR, donde se capture una dindmica aleatoria. Lo que se
hace es calibrar los pardmetros del CIR de tal manera que recupere los precios de
CDS’s de mercadol.
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= La correlacion entre crédito y exposicién no la consideramos en este trabajo, pero
para calcular el CVA de derivados de crédito seria imposible no considerar una co-
rrelacion entre ellas, pues en este caso tendriamos que la exposicién depende explici-
tamente de la probabilidad de default de una o mas contrapartes.

Ademds, como ya hemos mencionado antes, los verdaderos problemas al implementar un
motor de calculo de XVA’s son principalmente numéricos, pues la cantidad ingente de datos
que se requieren para su calculo deben estar eficientemente implementados y siempre con
la posibilidad de refactorizar cédigo agilmente conforme las regulaciones van agregando o
quitando ciertas cldusulas para su calculo.

A pesar de que ya han pasado varios anos desde que surgieron estos ajustes siguen abiertas
varias lineas de investigacién para mejorar los tiempos de cédlculo, por ejemplo:

= Mejoras en el uso de diferenciacion algoritmica. Este dltimo permite mejorar los
tiempos de computo obteniendo tanto los precios como las griegas de portafolios
en un solo Monte Carlo y no haciendo un Monte Carlo para cada uno de ellos.
Bésicamente se puede pensar como la regla de la cadena implementada de manera
inteligente para poder obtener derivadas (verdaderas) y no derivadas numericas,
como en el método de diferencias finitas. Para una introduccién a este tema esta
el libro de Griewank [GWO08| y sobre la aplicacién al cdlculo de Griegas se puede
consultar el articulo de Capriotti [Cap10].

s Agrupar flujos de subconjuntos del portafolio, de tal manera que podamos pensar
que en lugar de tener muchos contratos pequenos tenemos pocos contratos muy
grandes. La parte complicada es como hacer esta seleccién de contratos, por ejemplo,
podriamos serparar por netting sets y posteriormente por divisa. O quizd por tipo
de factor de riesgo al que estd expuesto. Un articulo que habla sobre este tipo de
optimizaciones es el de Antonov y Brecher [AB12].

» Mejoras usando GPU (Graphics Processing Unit). Esta opcién es complicada por-
que su costo y mantenimiento es muy caro, ademas de que se necesita programar
especialmente para este tipo de hardware y requiere un equipo especializado para
programar las funciones de calculo. La ventaja es que una vez que estd bien imple-
mentado es notorio el aumento en la velocidad de célculo, pues es la manera ideal
de programar en paralelo los diferentes cdlculos independientes que se necesitan. El
articulo de Kenyon y Green [KG14] describe como usar GPU’s para implementar el
célculo de XVA’s. Otro articulo més reciente es el de Abbas-Turki et al [ATCD18]
donde utilizan GPU’s para hacer mas eficiente el calculo de Monte Carlo’s anidados
que surgen de manera natural en el calculo de los XVA’s.
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Apéndice A

Implementaciones del calculo de

CVA

En este apéndice estan las implementaciones escritas en R que se usaron a lo largo del
trabajo.

A.1. Calibracion de crédito

El codigo para calibrar la intensidad de default y la curva de probabilidades de supervi-
vencia usando la paqueteria credule es el siguiente:

#### "Credule" para calibrar curvas de credito ##H#
library ("credule")

premiumFrequency + 2 #Estandar de Mercado
defaultFrequency < 2 #Estandar de Mercado
accruedPremium = TRUE #Estandar de Mercado
rec < 0.4 #Recovery

##HH.a estructura de tasas de interes flat
###y la estructura de spreads de CDS siguiente

#Definir la estructura temporal de tasas de interes

yieldcurveTenor « ¢(1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,7.0,10.0,15.0,20.0,30.0)

yieldcurveRate < ¢(0.075,0.075,0.075,0.075,0.075,0.075,0.075,0.075,0
.075,0.075)

#Definir la estructura temporal de primas de CDS de mercado

cdsTenor «+ ¢(1,2,3,4,5,7,10,15,20,30)

cdsSpread -RSH < ¢(0.650,0.600,0.550,0.510,0.480,0.450,0.410,0.380,0.360
,0.350)
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#bootstrapping de la curva de tasa de fallo y probabilidades de
supervivencia
creditcurve RSH < bootstrapCDS (yieldcurveTenor , yieldcurveRate ,
cdsTenor, cdsSpread _RSH,
rec, premiumFrequency, defaultFrequency ,
accruedPremium )
creditcurve _RSH

#Grafica ambas: probabilidades y lambda

par (mfrow=c(1,2))

plot (creditcurve _-RSH[,1], creditcurve _RSH[,2] ,main="Supervivencia",h xlab=
"Anios" ,ylab="P(0,T)" ,type="1",col="blue’)

plot (creditcurve _RSH[,1], creditcurve RSH[,3],main="Intensidad de
default" ,xlab="Anios",ylab="lambda(T)" ,type=’s’,col="red’)

A.2. CVA de un forward de FX

El cédigo del cdlculo de CVA para un forward de FX utilizando expresiéon analitica para
la exposicion es el siguiente:

###Funcion para calcular el precio forward de FX, es decir,

###el strike que hace que el contrato fwd valga cero

FXFwdPrice « function (X_0, #tipo de cambio spot, i.e. a fecha t=0
mat, #fecha de vencimiento anualizada del fwd
r _dom, #tasa domestica anualizada
r_for) #tasa foranea anualizada

dom _DF < exp(—mat * r_dom)

for .DF < exp(—mat x r_for)
FX_Fwd_Price + X_0 % for DF/dom_DF
return (FX_Fwd_Price)

}

###Funcion para valuar opciones con el modelo de Black—Scholes
###en terminos del precio forward, pues de esta manera "nos ahorramos"
####los problemas de dividendos en caso del equity, pues el forward
###va los incluye...
call _put _fwdPriceBS « function (fwd_price, #precio forward
strike , #precio de ejercicio o strike
mat, #fecha de vencimiento anualizada
del fwd
vol, #volatilidad
disc _fact , #factor de descuento
call _put_fwd) #"call", "put" o "forward

{

mat + ifelse (mat==0,0.000000001 , mat)
signo < NULL
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if (call _put_fwd = "call"){signo « 1}
else if(call_put_fwd ="put"){signo + —1}

dl + (log(fwd_price/strike)+(0.5%volxvol)smat)/(volxsqrt(mat))
d2 + dl—(volssqrt (mat))

Ndl ¢+ pnorm(signo*dl,0,1)

Nd2 « pnorm(signo*d2,0,1)

price + signoxdisc_fact*(fwd_price*Ndl — strikexNd2)

return (price)

###Funcion para calcular el precio de un call, put y forward de FX
priceFXcall _put_fwd « function (X_0, #tipo de cambio spot, i.e. a fecha
t=0
mat, #fecha de vencimiento anualizada
del fwd

r .dom, #tasa domestica anualizada

r _for, #tasa foranea anualizada

strike , #precio de ejercicio o strike

vol , #volatilidad

call _put_fwd) #"call", "put", "forward"

FXFwdPrice + FXFwdPrice(X_0, mat, r_dom, r_for)
price < NULL
dom DF <+ exp (—mat*r _dom)
if (call _put_fwd = "call" | call_put_fwd = "put")
{
price « call _put_fwdPriceBS (FXFwdPrice, strike , mat,
vol, dom_DF, call _put_fwd)
}

else if(call_put_fwd = "forward")

{
price < dom _DFx%(FXFwdPrice — strike)

}

return (price)

}

/II/////I////I/////I/////I//I/////I//////////I/AﬂVAFXf‘V(!I////I//I//////////////I//I////I//I/////////I////I//I////I
T T rrIriruT AT T T T
###Graficas de la exposicion y CVA por fecha de simulaciont##
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##Datos de credito

defInt < 0.08 #intensidad de default , supondremos el modelo exponencial

rec + 0.4 #recovery , porcentaje que se va a recuperar en caso de
default

##Info de mercado
r _dom < 0.03
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r_for < 0.05

nominal < 1000000

BrS « "buy"

X_ 0+ 1.33

strike «+ 1.20

vol < 0.15

H###para hacerlo mas facil no incluiremos fechas per se, si no un
#H#tiempo hasta la fecha de vencimiento

mat < 5 #vencimiento del derivado en anios
call _put_fwd + "forward" #en nuestro ejemplo, un forward

##Numero de fechas en las que calcularemos el CVA
TimeSteps «+ 30

#HHCVA con formula analitica de la exposicion#H#

CVA_AnaliticExposure + function (nominal, #nominal

r _dom, #tasa domestica

r _for, #tasa foranea

mat, #vencimiento del derivado
anualizado

vol, #volatilidad anualizada

X_0, #el spot de FX, i.e. al tiempo t
=0

strike , #strike de derivado

TimeSteps, #discrtizacion de la
integral

defInt , #intensidad de default

rec, #recovery

call _put_fwd) #"call", "put" o "
forward"

dates + rep (0, TimeSteps)
exposure  rep (0,TimeSteps)
cva < rep (0, TimeSteps)
FXfwd < 0

for (i in 1:TimeSteps)

{
dates[i] « (i—1) x mat / (TimeSteps—1) #son las fechas T_]j
domDF < exp(—r_dom % (mat — dates[i])) #descuento con la divisa dom
forDF « exp(—r_for % (mat — dates|[i])) #descuento con la divisa for
cva_dateDF « exp(—r_dom % dates[i]) #descuento desde T_j
strike _adj « strike % domDF / forDF #por conveniencia para mas

adelante en el codigo

if(i>1)
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#proba de supervivencia en t_i—1 y t_i
defProb + exp(—defInt = dates[i—1]) — exp(—defInt % dates[i])

exposure [1] « priceFXcall _put_fwd(X_0, dates[i], r_dom, r_for,
strike _adj, vol, "call")

exposure [i] + nominal x exposure[i] % forDF / cva_dateDF

cval[i] < (1—rec) % cva_dateDF x exposure[i] x defProb

}

else
{
dum <+ mat — dates|[i]
FXfwd + FXFwdPrice(X_.0, dum, r_dom, r_for)
if (FXfwd > strike)
{

exposure [i] + exposure[i] + nominal % (FXfwd — strike) % domDF

}

par (mfrow=c(1,2))

plot (dates ,exposure ,xlab="Anios" ,ylab="Exposicion" ,type="1",6col="red"
, main="Exposicion Analitica FX forward")

plot (dates ,cva,xlab="Anios" ,ylab="CVA" jtype="1",col="blue", main="CVA

)

A.3. CVA de un forward de FX por Monte Carlo

El cédigo del célculo de CVA para un forward de FX utilizando Monte Carlo es el siguiente:

##Simulacion de la trayectoria del FX entre dos tiempos#H#
FX_sim + function (dt,X_p,vol,r_dom,r_for ,z)
{
Xn+Xpx exp((rodom — r_for — 0.5 % vol * vol) x dt + vol % z x
sqrt (dt))
return (X.n)

}

###Funcion para calcular el precio forward de FX, es decir,

###el strike que hace que el contrato fwd valga cero

FXFwdPrice « function (X_0, #tipo de cambio spot, i.e. a fecha t=0
mat, #fecha de vencimiento anualizada del fwd
r _dom, #tasa domestica anualizada
r_for) #tasa foranea anualizada
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dom _DF <« exp(—mat * r_dom)

for DF < exp(—mat % r_for)
FX_Fwd_Price <+ X_0 % for _DF / dom_DF
return (FX_Fwd_Price)

}

###Funcion para valuar opciones con el modelo de Black—Scholes
###en terminos del precio forward, pues de esta manera "nos ahorramos"
###1los problemas de dividendos en caso del equity, pues el forward
###ya los incluye...
call _put_fwdPriceBS <« function (fwd_price, #precio forward
strike , #precio de ejercicio o strike
mat, #fecha de vencimiento anualizada del
fwd
vol, #volatilidad
disc_fact , #factor de descuento
call _put_fwd) #"call", "put" o "forward"

mat < ifelse (mat = 0,0.000000001 , mat)
signo < NULL

if (call _put_fwd = "call"){signo « 1}
else if(call_put_fwd ="put"){signo + —1}

dl + (log(fwd_price / strike) + (0.5 % vol % vol) x mat) / (vol =
sqrt (mat) )

d2 + dl — (vol x sqrt(mat))

Ndl « pnorm(signo % d1,0,1)

Nd2 « pnorm(signo % d2,0,1)

price < signo x disc_fact * (fwd_price % Ndl — strike = Nd2)

return (price)

}

###Funcion para calcular el precio de un call, put y forward de FX
priceFXcall _put_fwd « function (X_0, #tipo de cambio spot, i.e. a fecha
t=0
mat, #fecha de vencimiento anualizada del
fwd

r _dom, #tasa domestica anualizada

r _for , #tasa foranea anualizada

strike , #precio de ejercicio o strike

vol , #volatilidad

call _put_fwd) #"call", "put" o "forward"

FXFwdPrice + FXFwdPrice(X_0, mat, r_dom, r_for)
price < NULL

dom _DF < exp(—mat * r_dom)

if (call _put_fwd = "call" | call_put_fwd = "put")
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price < call _put_fwdPriceBS (FXFwdPrice, strike , mat,
vol, dom_DF, call _put_fwd)

}

else if(call _put_fwd = "forward")

{
}

return (price)

}
#HHHHAHH#Calculo de CVA del fwd FX con Monte CarlofHHHHE

price < dom_DF x (FXFwdPrice — strike)

##Datos de credito

deflnt < 0.08 #intensidad de default , supondremos el modelo exponencial

rec < 0.4 #recovery, porcentaje que se va a recuperar en caso de
default

##Info de mercado

r_dom < 0.05

r_for < 0.03

nominal < 1000000

BrS < 1 #l=buy, —I=sell

X_.0+ 1.33

strike < 1.46985719965443

vol— 0.15

###para hacerlo ams facil no incluiremos fechas per se, si no un
####tiempo hasta la fecha de T

mat < 5 #vencimiento del derivado en anios
call _put_fwd < "forward" ### deberia ser un forward

##Numero de fechas en las que calcularemos el CVA
TimeSteps + 30

##Numero de trayectorias del Monte Carlo
No_Tray < 7000

#H#HCVA la exposicion calculada por MGHH

dt «+ mat / TimeSteps

cva_total « rep(0,No_Tray)

FX < 0

FutureCF < 0

CVA_FX MC «+ function (nominal, #nominal
r _dom, #tasa domestica
r _for, #tasa foranea
mat, #vencimiento del derivado anualizado
vol , #volatilidad anualizada
X_0, #el spot de FX, i.e. al tiempo t=0
strike , #strike de derivado
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107 TimeSteps, #0discrtizacin de la integral

108 No_Tray, #numero de trayectorias del MC

109 defInt , #intensidad de default

110 rec, #recovery

111 BrS, #buy or sell

112 call _put_fwd) #"call", "put" o "forward"

113 {

114

115

116 dates < seq(0,mat,mat / TimeSteps) #vector de fechas de simulacion
117 exp-tray < rep (0, TimeSteps + 1) #vector para guardar la exposicion

por trayectoria
118 cva_tray « rep(0,TimeSteps + 1)
119 exposure < rep (0,TimeSteps + 1)
120 cva < rep (0, TimeSteps + 1)
121 for ( k in 1:No_Tray)

122 {

123 FX « X_0

124 for (i in 1:TimeSteps + 1)

125 {

126 dum_exp < 0

127 dum_cva < 0

128 norm < rnorm (1)

129 FX + FX_sim (dt ,FX,vol ,r _dom, r_for ,norm)

130

131 dummy < mat — dates|[1i]

132 FutureCF <« priceFXcall _put_fwd (FX, dummy, r_dom, r_for, strike,
vol, call _put_fwd)

133 FutureCF <+ BrS * nominal x FutureCF

134

135 dum_exp <« if (FutureCF > 0) FutureCF else 0

136 exp_tray[i] < dum_exp

137

138 if (i > 1)

139

140 #proba de supervivencia en t_i—1 y t_i

141 defProb + exp(—deflnt * dates[i—1]) — exp(—deflnt * dates[i])

142 cva_dateDF «+ exp(—r_dom % dates[i]) #descuento desde T_j

143 cva_tray[i] «(1—-rec) % cva_dateDF x exp_tray[i] * defProb

144 }

145

146 }

147 cva_total [k] < sum(cva_tray)

148 exposure + exposure + exp_tray / No_Tray

149 cva < cva + cva_tray / No_Tray

150

151 par (mfrow=c(1,2))

152 plot (dates ,exposure ,xlab="Anios",ylab="Exposicion" ,main="Exposicion

FX forward por MC" ,type = ’1’, col = ’red’)
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plot (dates ,cva, xlab="Anios",ylab="CVA" 6 main="CVA" type = '1’, col =
"blue )
return (sum(cva_total) / No_Tray)

}

CVA_FX MC(nominal, r_dom, r_for, mat, vol, X_0, strike, TimeSteps, No.
Tray, deflnt, rec, 1, "forward")

A.4. CVA de un swap

El cédigo del calculo de CVA para un swap utilizando expresion analitica para la exposicién
es el siguiente:

##DV01 o anualida del swap
dv0l + function (tenor,disc _rate ,mat)
{
v_dcf < rep(tenor ,mat / tenor)
t < cumsum(v_dcf)
disc _fact < exp(— disc_rate x t)
dv0l « sum(v_dcf % disc_fact)
return (dv01l)
}
###Pata flotante de un swap
float _leg < function (disc _rate ,mat)

{

return(l — exp(— disc_ratexmat))

}

###Tasa Par Swap
ParSwap < function (float _leg ,dv0l)

{

return (float _leg / dv01)
}

###Funcion para valuar swaptions con el modelo de Black—Scholes
##Hten terminos de la tasa par swap
BS—function (S_0, #tasa par swap a tiempo cero
strike , #strike
expiry , #fecha de opcion anualizada
vol , #volatilidad anualizada
disc _factor , #factor de descuento
swpt,p,swpt,r,swap) #"swpt_p", "swpt_r" o "swap"

expiry « ifelse (expiry = 0,0.000000001 , expiry)
signo < NULL

price < NULL

if (swpt_p_swpt_r_swap =— "swpt_p"){signo « 1}

else if (swpt_p_swpt_r_swap =—"swpt_r"){signo + —1}
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dl < (log(S-0 / strike) 4+ (0.5 % vol % vol) x expiry) / (vol % sqrt(
expiry))

d2 < dl — (vol % sqrt(expiry))

Ndl « pnorm(signo * d1,0,1)

Nd2 < pnorm(signo * d2,0,1)

price « signo x disc_factor * (S_0 % Ndl — strike x Nd2)

return (price)

###Funcion para calcular el precio de un swaption payer, swaption
H##Hreceiver y swap
priceSwaption « function (tenor, #tiempo entre cupones, anualizado
expiry , #fecha de opcionalidad anualizada
mat, #Fecha de vencimiento anualizada del swap
disc _rate, #tasa domestica anualizada
strike , #strike
vol, #volatilidad
swpt _p_swpt_r _swap) #"swpt_p", "swpt_r" o "swap

price < NULL

annuity < dv0l(tenor ,disc _rate ,mat)

f_leg « float _leg(disc_rate ,mat)

ParSwap < ParSwap(f_leg ,annuity)

disc _factor + exp(— disc_rate x mat)

if (swpt_p_swpt_r_swap =— "swpt_p" | swpt_p_swpt_r_swap =— "swpt_r")

price <« BS(ParSwap, strike , expiry, vol, disc_factor ,swpt_p_swpt_r_
swap)

}

else if(swpt_p_swpt_r_swap = "swap")

{
}

return (price)

}
HHHHteva SwaptHt

LUJ) ) ) ) ) ) ) ) ) ]
fH
Tl

price < annuity x (ParSwap — strike)

##Datos de credito

defInt < 0.08 #intensidad de default , supondremos el modelo exponencial

rec + 0.4 #recovery , porcentaje que se va a recuperar en caso de
default

##Info de mercado
disc_rate < 0.05
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A.4. CVA DE UN SWAP 7

nominal < 1000000

P_R < "payer"

strike «+ 0.051

vol < 0.15

###para hacerlo mas facil no incluiremos fechas per se, si no un
###tiempo hasta la fecha de vencimiento

tenor « 1/2 #tiempo entre fechas de cupon, anualizada
mat < 5 #vencimiento del swap en anios
Swpt _p_swpt_r_swap < "swap" ### deberia ser un swap

##Numero de fechas en las que calcularemos el CVA
TimeSteps < 30

#HHCVA con formula analitica de la exposiciontH#

CVA_AnaliticExposure _swap < function (nominal, #nominal

disc _rate , #tasa de descuento

tenor , #fraccion de anio de pagos entre
cupones

mat, #vencimiento del swap anualizado

vol, #volatilidad anualizada

strike , #strike de swap

TimeSteps, #discrtizacion de la integral

defInt , #intensidad de default

rec, frecovery

swpt_p_swpt_r_swap) #"swpt_p", "swpt_r"
o "swap"

dates + rep (0, TimeSteps)

exposure < rep (0, TimeSteps)

cva < rep (0, TimeSteps)

coupon_dates « cumsum(rep (tenor ,mat / tenor))
j <1

for (i in 1:TimeSteps)

{
dates[i] « (i—1) = mat / (TimeSteps—1) #son las fechas T_j
cva_dateDF « exp(— disc_rate x dates[i]) #descuento desde T_j

if(i > 1)

#proba de supervivencia en t_i—1 y t_i
defProb + exp(—defInt x dates[i—1]) — exp(—defInt % dates[i])
if (dates[i] > coupon_dates[j]){j «< j + 1}

exposure [i] < priceSwaption (tenor, coupon_dates[j], mat, disc._
rate, strike, vol, "swpt_p")
exposure [i] + nominal % exposure[i]
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}

APENDICE A. IMPLEMENTACIONES DEL CALCULO DE CVA

cvali] < (1 — rec) * cva_dateDF % exposure[i] % defProb

}

else
{
annuity < dv0l(tenor, disc_rate ,mat)
fl _leg + float _leg(disc_rate ,mat)
ParSwap < ParSwap( fl _leg ,annuity)
if (ParSwap > strike)
{
exposure [i] < exposure[i] + nominal x (ParSwap — strike) =x
annuity

par (mfrow=c(1,2))

plot (dates ,exposure ,xlab="Anios" ,ylab="Exposicion" ,main="Exposicion
Analitica de un swap" ,type='1’ col="red")

plot (dates ,cva,xlab="Anios" ,ylab="CVA" jmain="CVA" type='1", col="blue"

)

return (sum(cva))

149 CVA_AnaliticExposure _swap(nominal, disc_rate, tenor, mat, vol, strike,

TimeSteps, deflnt, rec, "swap")



Apéndice B
Glosario

De tal manera que este trabajo esté autocontenido, haré un breve glosario de los términos
en inglés que no traduje pues son estandar en la jerga del mercado financiero.

s Call. Es un derivado, en particular una opcién de compra.

s Cap. Es un derivado de tasas de interés, podemos pensarlo como un swap pero
donde cada intercambio se lleva a cabao solo si la tasa es mayor al strike.

s CDS. Credit default swap, es un tipo de swap, pero donde lo que se intercambia a
es una prima periddica por cierta cantidad en caso de que una contraparte entre en
default.

= Cross Currency Swap. Es un tipo especial de swap, donde se intercambian tasas
de interés de dos economias distintas y cada pata estd en la divisa original de cada
tasa.

= Day cont fraction. Es el tiempo entre fechas de pago en un contrato derivado y
existen varias convenciones para contar los dias.

= Default. Se refiere principalmente a la quiebra de una contraparte; sin embargo,
podria referirse solo al hecho de no hacer frente a sus obligaciones financieras atin
sin estar en banca rota.

» Equity. Son instrumentos financieros que englobana las acciones e indices, su valor
esta ligado al valor de una empresa o compania. Suelen pagar dividendos, ya sea
relativos o absolutos, que de igual manera dependen del desempeno de la empresa.

= Floor. Es un derivado de tasas de interés, podemos pensarlo como un swap pero
donde cada intercambio se lleva a cabao solo si la tasa es menor al strike.

» Forward. Tiene dos connotaciones: puede referirse al derivado que consiste en fijar
el valor futuro al que se intercambiard ya sea un equity; o bien, al derivado que
consiste en fijar una tasa e intercambiarla por una aleatoria en cierta fecha futura.
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FX. Son las siglas de Foreign Exchange, es decir, se refiere a tipo de cambio entre
dos divisas.

FRA. Forward Rate Agreement, es un contrato forward en el que se intercambia
una tasa fija por una flotante.

LGD. Loss Given Default, es la proporcién de nocional que se pierde en caso de
default.

Multicurrency. Se refiere a un contrato en el que los flujos estan en mas de una
divisa.

Netting. Se refiere a agrupar varios derivados de un portafolio y considerarlos de
alguna manera con un contrato mas grande donde los flujos futuros de todos se unen.

Pata fija/flotante. Se refiera a la serie de flujos que se pagan en un swap, los que
corresponden a la tasa fija y a la flotante respectivamente. Se deriva del término en
inglés fixed/floating leg.

Payer. Caracteristica de un derivado de tasa de interés, en el que se paga la tasa
fija.

Payoff. Es la representacion matematica de la funcién de pago, es decir, encapsula el
valor (posiblemente aleatorio) de una funcién de algin activo subyacente implicito.

Put. Es un derivado, en particular una opcién de venta.

Quanto. Es una caracteristica de un payoff e implica que el valor se considerara
como si estuviese en una divisa distinta de en la que originalmente esta definida. Esta
caracteristica conlleva un ajuste que involucra a la volatilidad del tipo de cambio
entre las dos divisas y la correlacién entre éste y el precio del activo subyacente.

Recovery. Se define como 1-LGD, es decir, la proporcion que se recupera en caso
de default.

Receiver. Caracteristica de un derivado de tasa de interés, en el que se recibe la
tasa fija.

Swap. Es un derivado que consiste en un intercambio periédico de tasas de interés.

Swaption. Es un derivado dque consiste en la opciéon de entrar en un swap en una
fecha futura.

Yield curve. Es la curva de tasas de interés en una fecha fija que es consistente con
los precios de bonos de mercado.
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