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Introducción

La teoŕıa de los espacios de Banach tiene su inicio a principios del siglo XX, princi-

palmente en la escuela de Matemáticas de Lwów. Uno de los primeros trabajos es

el libro de Stefan Banach Théorie des Opérations Linéaires (ver [3]). Un espacio

de Banach es un espacio normado completo con respecto a la métrica inducida

por esa norma. Algunas preguntas centrales cuando se trata con estos espacios

son: ¿Cuándo dos de estos espacios son isomorfos? ¿Qué caracteŕısticas tienen sus

subconjuntos? ¿Qué tipos de operadores hay entre estos espacios?

La primera pregunta se responde utilizando caracteŕısticas propias de cada es-

pacio, en este caso nosotros estudiaremos cuando un espacio tiene la propiedad

de Dunford-Pettis. La segunda pregunta se responde viendo el espacio como un

espacio topológico; dado que tiene una métrica podemos estudiar cómo son sus

subconjuntos, cerrados, compactos, etc. Como en los espacios de Banach de di-

mensión infinita la bola unitaria no es compacta, este estudio se acompañó con la

introducción de nuevas topoloǵıas que śı cumplieran esta propiedad. Finalmente

una posible respuesta a la tercera pregunta es estudiar a los operadores lineales

continuos con respecto a las normas de los espacios.

La propiedad de Dunford-Pettis involucra, de cierta forma, los tres aspectos esen-

ciales en los espacios de Banach. No solo es una propiedad que sirve para distin-

guir a dos espacios, sino que también involucra operadores débilmente compactos

y completamente continuos en el espacio y más aún, una propiedad equivalente se

define por medio de las topoloǵıas débiles en los espacios.

Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis si

todo operador débilmente compacto de este espacio en otro espacio de Banach

también es completamente continuo. Esta propiedad se estudia por primera vez

en el art́ıculo Linear operations on summable functions de N. Dunford y B. J.

1
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Pettis (ver [17]). En este art́ıculo se estudia el espacio L1(λ), donde λ es la medida

de Lebesgue en un intervalo S de Rn, y se muestra que este espacio tiene esta

propiedad mencionada.

A partir de este resultado, pero aproximadamente diez años más tarde, Grot-

hendieck en su gran art́ıculo Sur les applications linéaires faiblement compactes

d’espaces du type C(K) ([22]), define esta propiedad en general para cualquier es-

pacio de Banach y además de ello muestra que cualquier espacio C(K) (donde K

es un espacio compacto) o del tipo L1(µ) (donde µ es una medida finita en un

espacio de Banach) tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

A partir de ese trabajo seminal se han hecho muchos avances tratando de buscar

espacios que tengan esta propiedad. También, a diferencia de muchas otras propie-

dades en espacios de Banach, se cumple que no se hereda ni a subespacios cerrados

ni a cocientes. Esto, a su vez, hace más d́ıficil ver si un espacio en espećıfico tiene

o no la propiedad.

Grothendieck y Barces mostraron las más importantes equivalencias sobre esta

propiedad. A partir de ese momento una pregunta abierta fue ¿Qué espacios tienen

la propiedad de Dunford-Pettis? En el libro escrito en 1977 por Diestel y Uhl ([16],

p. 83-85) se puede ver que en aquellos años se segúıan buscando nuevos ejemplos de

espacios con esta propiedad y que se haćıan otras preguntas sobre esta propiedad.

Por ejemplo, dado un espacio de Banach Y que tiene la propiedad de Dunford-

Pettis ¿Se tiene que el espacio L1(µ, Y ) tiene la propiedad de Dunford-Pettis?

Esta pregunta fue contestada negativamente por Talagrand en 1982 ([32]) donde

además de construir un espacio E con la propiedad de Dunford-Pettis, tal que

también el espacio dual E∗ tiene la propiedad, pero los espacios C(K,E) y L1(E∗)

no la tienen. Esto no solo responde a la pregunta planteada por Diestel y Uhl,

sino que también responde negativamente a la pregunta análoga: dado un espacio

de Banach Y que tiene la propiedad de Dunford-Pettis ¿Se tiene que el espacio

C(K,Y ) tiene la propiedad de Dunford-Pettis? Este ejemplo, además de dar res-

puesta a esa pregunta, tiene muchas otras propiedades y que ha servido como

contraejemplo en otros cuestionamientos sobre esta propiedad.

En este trabajo hablaremos sobre la propiedad de Dunford-Pettis y en especial

sobre el espacio de Talagrand y sus propiedades. Para ello, el trabajo busca ser lo

más autocontenido posible y se divide en tres caṕıtulos y un apéndice. El primer
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caṕıtulo contiene los fundamentos de la teoŕıa de los espacios de Banach desde su

definición, pasando por el estudio de sus subespacios, cocientes, propiedades como

la reflexividad, los operadores entre espacios, el estudio de las distintas topoloǵıas

y concluye con una sección completa dedicada a la propiedad de Dunford-Pettis. El

segundo caṕıtulo está dedicado a bases en espacios de Banach y los distintos tipos

de éstas. En ambos caṕıtulos seguiremos los libros de Megginson ([23]), Yosida

([33]) y Carothers ([7]).

Finalmente el tercer caṕıtulo trata sobre el espacio de Talagrand, detallando su

construcción y sus propiedades. A manera de conclusión se hace mención de otros

resultados que se han dado con respecto a la propiedad de Dunford-Pettis. A

diferencia de otras propiedades en espacios de Banach, el estudio de la propiedad

de Dunford-Pettis tuvo su auge en los años 80 y 90 del siglo pasado. Sin embargo,

en años recientes han habido algunos avances sobre esta propiedad. En este caso

expondremos de manera general el art́ıculo de Talagrand ([32]) y también usando

algunos resultados del art́ıculo de Grothendieck ([22]).

Al final se incluye un apéndice que contiene los resultados más importantes de la

teoŕıa de la medida, que son utilizados como resultados auxiliares a lo largo de

esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios normados y Operadores lineales

A lo largo de este texto habremos de suponer que el campo F sobre el cual tra-

bajaremos será R o C, y solo en caso necesario se hará expĺıcito en qué campo se

está trabajando. En este caṕıtulo presentaremos los preliminares sobre espacios de

Banach, es decir, propiedades en los espacios de Banach, operadores lineales, los

teoremas fundamentales de la teoŕıa en espacios de Banach, aśı topoloǵıas débiles

y la propiedad de Dunford-Pettis. Seguiremos principalmente los libros Megginson

([23]), Yosida ([33]) y Carothers ([7]) para este caṕıtulo.

Definición 1.1.1. Un espacio normado (V, ‖‖V ) es una pareja donde V es un

espacio vectorial sobre F y ‖‖V : V → R es una función a la que llamaremos

norma1 que cumple:

1. ‖v‖V ≥ 0 para todo v ∈ V

2. ‖v‖V = 0 si y solo si v = 0

3. si a ∈ F entonces ‖a · v‖V = |a| ‖v‖V

4. si u, v ∈ V entonces ‖u‖V + ‖v‖V ≥ ‖u+ v‖V (desigualdad del triángulo).

1En lo subsecuente al hacer referencia a un espacio normado se omitirá la referencia a su

norma aśı como al sub́ındice en la norma.

5
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Observación. En un espacio normado se puede definir una métrica d de forma

natural d : V × V → R como d(x, y) := ‖x− y‖. Aśı todo espacio normado es un

espacio métrico. Y además se define de forma natural una topoloǵıa por medio de

esta métrica.

Definición 1.1.2. Un espacio normado X es un espacio de Banach si es completo

con respecto a la métrica que induce la norma.

Ejemplo. Sea x = (xj)
∞
j=1 una sucesión de elementos en el campo, entonces defi-

nimos al espacio `p como

`p =
{

(xj)
∞
j=1|

∞∑
j=1

|xj|p <∞
}

.

Y si definimos ‖x‖p =

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

entonces estos espacios son espacios norma-

dos para cada p ≥ 1.

De forma abreviada daremos una prueba de que `1 es un espacio de Banach, es

decir, de que toda sucesión de Cauchy en `1 es convergente. Para p > 1 se puede

hacer una prueba similar.

Sea (yn)∞n=1 una sucesión de Cauchy en `1 (cada yn = (xnj )∞j=1), en este caso tenemos

que dado ε > 0 existe N ∈ N tal que si n,m > N , entonces

‖yn − ym‖1 =
∞∑
j=1

|xnj − xmj | < ε.

Cada sumando de la serie es de la forma |xnj −xmj | con j ≥ 1 y como cada sumando

es positivo entonces cada uno es menor que ε, aśı la sucesión (xnj )∞n=1 es de Cauchy,

además sabemos que R es un campo completo; de esta forma tenemos que estas

sucesiones para j ≥ 1 son convergentes. Denotaremos al ĺımite de cada una de

ellas por xj, y sea y = (xj)
∞
j=1. Se tiene que

‖y‖1 =
∞∑
j=1

|xj| = ĺım
N→∞

( N∑
j=1

|xj|
)

= ĺım
N→∞

(
ĺım
n→∞

N∑
j=1

|xnj |
)

y también sabemos que para toda n se tiene que ‖yn‖ < M para alguna M > 0,

por lo cual para n > 0 se tiene las siguientes desigualdades:



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 7

N∑
j=1

|xnj | ≤
∞∑
j=1

|xnj | = ‖y‖ < M.

Luego, al tomar el ĺımite cuando N tiende a ∞ se tiene finalmente que ‖y‖ ≤M .

Basta ver que ‖yn − y‖ converge a 0 cuando n tiende a∞. Para este fin, sea ε > 0

como (yn)∞n=1 es de Cauchy, si n,m > N tenemos que

N∑
j=1

|xnj − xmj | ≤
∞∑
j=1

|xnj − xmj | = ‖yn − ym‖1 < ε.

Al dejar N, n fijas, y tomar el ĺımite cuando m tiende a ∞ se obtiene que

N∑
j=1

|xnj − xj| ≤ ĺım
m→∞

∞∑
j=1

|xnj − xmj | < ε.

Por tanto que ‖yn − y‖1 < ε, con lo cual se tiene que `1 es un espacio normado

completo.

Ejemplos de Espacios de Banach.

1. Con lo dicho anteriormente tenemos que los espacios `p con p ≥ 1 son espa-

cios de Banach.

2. Otros espacios ya conocidos son Rn y Cn no solo con la norma euclidiana

sino también con las normas p, con 1 ≤ p ≤ ∞.

3. Otro ejemplo es el espacio `∞ el cual se define como

`∞ = {(xj)∞j=1 : sup{|xj| : j ∈ N} <∞},

con la norma está dada por ‖y‖∞ = sup{|xj| : j ∈ N} si y = (xj)
∞
j=1.

4. C([a, b]) = {f : [a, b]→ R : f es continua} también es un espacio de Banach

con la norma ‖f‖∞ = máx{|f(x)| : x ∈ [a, b]} para f ∈ C([a, b]).

5. c0 = {(xj)∞j=1 ⊆ R : xj → 0}, es decir, el conjunto de sucesiones reales que

convergen a 0, con la norma ‖ ‖∞.
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Es importante recalcar que en ocasiones se pueden definir varias normas en un

espacio por lo que es importante aclarar cuál de ellas se está utilizando para

hablar de completez en ese espacio. Más aún. Un resultado que se puede ver en [2]

es que todas las normas en un espacio de dimensión finita son equivalentes, más

no esto siempre es cierto en espacios de dimensión infinita.

Definición 1.1.3. Sean dos espacios vectoriales X y Y . Un operador lineal de X

en Y es una función T : X → Y que satisface las siguientes condiciones:

1. T (x+ y) = T (x) + T (y) para cualesquiera x, y ∈ X,

2. si α ∈ F y x ∈ X, entonces T (αx) = αT (x).

Si X es espacio vectorial sobre el campo F diremos que T : X → Y es funcional

lineal si además de ser operador lineal se tiene que Y = F.

Observación. 1. De la definición de operador lineal se tiene que T (0) = 0 por

lo cual el conjunto definido como Ker(T ) := {x : Tx = 0} es no vaćıo, este

conjunto será llamado el núcleo de T .

2. A la imagen de T la denotaremos como Im(T ) = {Tx : x ∈ X}.

3. Al conjunto de operadores lineales entre dos espacios lo denotaremos por

L(X, Y ).

4. Ker(T ) e Im(T ) son subespacios en X y Y respectivamente.

Como podemos observar, la definición de operador lineal surge de manera natural

poniendo solamente atención a las funciones que se comportan bien con respecto

a las operaciones ya definidas en un espacio vectorial. Ahora veamos cuál es la

relación que tienen los operadores lineales con la norma en los espacios normados.

Proposición 1.1.4. Dado un espacio normado X, la función norma ‖·‖ : X → R
es continua.

Demostración. Sea ε > 0 y definimos δ = ε, aśı si ‖x− y‖ < δ obtenemos el

resultado que buscamos, ya que aplicando la desigualdad del triángulo a x =

(x+ y)− y y análogamente para y tenemos que | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.
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Definición 1.1.5. Sean X y Y dos espacios vectoriales. Si existe un operador

lineal y biyectivo T : X → Y , diremos que T es un isomorfismo (algebraico)

y que X y Y son isomorfos (algebraicamente). Si además X y Y son espacios

normados, T es un operador continuo con inverso continuo entonces diremos que

T es un isomorfismo y que X y Y son isomorfos2. Más aún, si X y Y son espacios

normados, T es un isomorfismo y además ‖x‖ = ‖Tx‖ para cada x ∈ X, entonces

diremos que T es un isomorfismo isométrico.

Recordemos que un espacio vectorial es de dimensión finita si y solo si todo ele-

mento x ∈ X es combinación lineal de un conjunto A ⊆ X finito. Un resultado

que se puede ver en [2] (Caṕıtulo 2) es que si X y Y son espacios vectoriales

de la misma dimensión entonces son isomorfos (algebraicamente). Es claro que

si además ambos son espacios normados también son isomorfos, por lo tanto dos

espacios normados de dimensión finita son isomorfos si y solo si son de la misma

dimensión.

Definición 1.1.6. Sean X y Y dos espacios normados. Dado un operador lineal

T : X → Y diremos que T es acotado si existe M > 0 de modo que ‖Tx‖ ≤M ‖x‖
para todo x ∈ X.

Proposición 1.1.7. Sean X y Y espacios normados y T : X → Y un operador

lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotado.

2. Dada una vecindad U del 0 ∈ X, se tiene que T (U) es acotado en Y .

3. T es uniformemente continuo.

4. T es continuo.

5. T es continuo en 0.

6. sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} es finito.

Demostración. Es claro que las implicaciones 1 =⇒ 2, 3 =⇒ 4 y 4 =⇒ 5 se

cumplen trivialmente.

2 =⇒ 3] Sea ε > 0, dada una vecindad U del 0 ∈ X, sabemos que T (U) es

acotado. Podemos suponer que U = Bδ(0) y que ‖Tx‖ < M si x ∈ U . Entonces

2En el texto se aclarará cuándo se utiliza cada definición.



10 1.1. ESPACIOS NORMADOS Y OPERADORES LINEALES

tenemos que dados x, y ∈ X si ‖x− y‖ < δ entonces ‖T (x− y)‖ < M pero

T (x− y) = Tx− Ty ya que T es un operador lineal, es decir, T es uniformemente

continuo.

5 =⇒ 6] Como T es continuo en 0, existe δ > 0 tal que si ‖x‖ ≤ δ entonces

‖Tx‖ ≤ 1. Entonces si ‖x‖ ≤ 1 se tiene que ‖Tx‖ ≤ δ−1. Por lo tanto este conjunto

está acotado y el supremo es finito.

6 =⇒ 1] Como sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} es finito, entonces existe M ∈ R tal que

‖Tx‖ ≤ M si ‖x‖ = 1, de ah́ı sabemos que si y 6= 0 entonces y
‖y‖ es de norma 1 y

aplicándole T tenemos que
∥∥∥T y
‖y‖

∥∥∥ ≤M , es decir, T es acotado.

A partir de la demostración anterior surge la siguiente definición que nos ayudará

a construir más ejemplos de espacios normados.

Definición 1.1.8. Sean X y Y espacios normados, definimos al espacio de ope-

radores lineales y acotados, denotado por B(X, Y ), como

B(X, Y ) = {T : X → Y : T es lineal y acotado}.

Teorema 1.1.9. Sean X y Y espacios normados y T ∈ B(X, Y ). La función

‖ ‖ : B(X, Y ) → R dada por ‖T‖ := sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} es una norma en

B(X, Y ). Más aún también se cumple que ‖T‖ = ı́nf{M ≥ 0 : ‖Tx‖ ≤ M ‖x‖
para todo x ∈ X}

Proposición 1.1.10. Sean X, Y y Z espacios normados. Si T ∈ B(X, Y ) y

S ∈ B(Y, Z) entonces ST ∈ B(X,Z) y más aún se tiene que ‖ST‖ ≤ ‖T‖ ‖S‖.

Demostración. El resultado se sigue de que STx = S(Tx) aśı como de que T y S

son operadores acotados.

Proposición 1.1.11. Sean X y Y espacios normados y {Tn}∞n=1 es una sucesión

tal que Tn ∈ B(X, Y ). Si Tn tiende a T entonces Tnx converge a Tx para todo

x ∈ X.

Teorema 1.1.12. Sean X un espacio normado y Y un espacio de Banach, en-

tonces B(X, Y ) es de Banach.

Definición 1.1.13. Sea X un espacio normado. El espacio dual de X, que deno-

taremos por X∗ es el espacio B(X,F), es decir, el de todas las funcionales acotadas

sobre X.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 11

Más adelante hablaremos más de los espacios duales y el papel que desempeñan

en la teoŕıa de espacios de Banach, pero es importante recordar que si X es un

espacio de dimensión finita entonces su espacio dual tiene la misma dimensión y

por tanto son isomorfos.

Para terminar esta sección, veremos un resultado útil sobre subespacios de un

espacio normado.

Proposición 1.1.14. Sea (X, dx) un espacio métrico completo. Un subespacio3

M ⊆ X es completo con la métrica heredada, es decir, con la métrica dx restringida

a M si y solo si M es cerrado.

Corolario 1.1.15. Sea X un espacio normado y A ⊆ X subespacio. Entonces A

es de Banach si y solo si A es cerrado en X.

Definición 1.1.16. Sean X un espacio de Banach y una sucesión (xn)∞n=1. Deci-

mos que (xn)∞n=1 converge en X, si existe un x ∈ X tal que ‖xn − x‖ converge a 0

cuando n tiende a 0.

Definición 1.1.17. Sean X un espacio de Banach y una sucesión (xn)∞n=1. Una

serie
∞∑
n=1

xn converge absolutamente si
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Una buena caracterización de los espacios de Banach es por medio de la conver-

gencia absoluta de las series.

Teorema 1.1.18. Sea X un espacio normado. Entonces X es un espacio de Ba-

nach si y solo si toda serie absolutamente convergente es convergente en X.

Demostración. ⇐] Suponga que X no es un espacio de Banach. Sea (xn)∞n=1 una

sucesión de Cauchy no convergente en X. Para cada j ∈ N, existe nj tal que

‖xn − xm‖ < 2−j si n,m > nj. Ocurre que nj+1 > nj. Supongamos que (xnj)
∞
j=1

converge a y, entonces (xn)∞n=1 converge a y. Sea ε > 0, dado que (xn)∞n=1 es de

Cauchy, existe M ∈ N tal que si n,m > M se tiene que ‖xn − xm‖ < ε
2
. Como

(xnj)
∞
j=1 converge a y, existe K ∈ N tal que si k > K se tiene que ‖xnk − y‖ < ε

2
.

Tomando M := máx{N, nK}, se tiene que si n, nk > M tenemos

‖xn − y‖ ≤ ‖xn − xnk‖+ ‖xnk − y‖ < ε,

3En este caso subespacio hace referencia a subespacio topológico y no subespacio vectorial.
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de donde obtenemos que (xn)∞n=1 converge a y, la cuál es una contradicción .Por

lo tanto, ya que (xn)∞n=1 no converge entonces la subsucesión (xnj)
∞
j=1 tampoco

converge. Tomemos la serie
∞∑
j=1

(xnj+1
− xnj) la cual no es convergente ya que

k∑
j=1

(xnj+1
− xnj) = (xnk+1

− xn1) para todo k. Pero
∞∑
j=1

∥∥xnj+1
− xnj

∥∥ ≤ ∞∑
j=1

2−j <

∞. Aśı existe una serie que converge absolutamente pero no converge en X.

⇒] Suponga que X es un espacio de Banach y que
∞∑
j=1

xj es una serie absoluta-

mente convergente en X. Sea n,m ∈ N con n < m, entonces

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj −
m∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

j=n+1

‖xj‖ =
m∑
j=1

‖xj‖ −
n∑
j=1

‖xj‖.

Dado que
∞∑
j=1

xj es una serie absolutamente convergente entonces las sumas par-

ciales
m∑
n=1

‖xn‖ forma una sucesión de Cauchy de donde se obtiene que
∞∑
j=1

xj

converge ya que X es completo.

Proposición 1.1.19. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). Entonces

si
∞∑
j=1

xn es una serie absolutamente convergente en X se tiene que
∞∑
j=1

T (xn)

converge en Y .

Demostración. El resultado se sigue de las siguientes desigualdades

∞∑
j=1

‖T (xn)‖ ≤
∞∑
j=1

‖T‖ ‖xn‖ = ‖T‖
∞∑
j=1

‖xn‖ <∞.

1.2. Teoremas fundamentales

En esta sección presentamos el teorema de Hahn-Banach y otros tres teoremas

fundamentales que ayudaron en el desarrollo de esta teoŕıa. Hay varias formas de
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demostrar estos tres teoremas, una de ellas es utilizar el teorema de categoŕıa de

Baire pero nosotros haremos uso de otro resultado.

1.2.1. Teorema del Mapeo Abierto

Para la demostración de estos tres teoremas es necesario primero ver un resultado

de Zabreiko [35]. El lema de Zabreiko puede ser demostrado por medio del teorema

de Categoŕıa de Baire o una versión más débil de éste.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y p : X → R una funcional real.

Diremos que p es una seminorma en X si cumple con las siguientes condiciones:

1. Si a ∈ F entonces p(a · v) = |a|p(v).

2. Y si u, v ∈ V entonces p(u) + p(v) ≥ p(u+ v).

De la definición se puede ver que toda norma es seminorma.

Definición 1.2.2. Sea X un espacio normado y f : X → R una función con

f(x) ≥ 0 para todo x ∈ R. Diremos que f es σ-subaditiva si f

(
∞∑
j=1

xj

)
≤

∞∑
j=1

f(xj) para cada serie convergente
∞∑
j=1

xj en X.

Definición 1.2.3. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X. Diremos

que A es convexo si para todo x, y ∈ A y t ∈ [0, 1] se tiene que tx+ (1− t)y ∈ A.

Definición 1.2.4. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X. Diremos

que A es simétrico si el conjunto −A := {−x : x ∈ A} es igual a A.

Teorema 1.2.5. (Lema de Zabreiko, [35].) Sea X un espacio de Banach y p una

serminorma σ-subaditiva, entonces p es continua.

Demostración. Sean An := p−1([0, n]) y Fn = An. Notemos que tanto An y Fn

son simétricos y convexos, ya que p es una seminorma. Tenemos además que

X = ∪n∈NFn y del teorema 2.1.3 existe un N ∈ N tal que FN tiene interior no

vaćıo.

Entonces existe un x0 ∈ X y R > 0 tal que BR(x0) := y : ‖y − x0‖ < R ⊆ FN .

Y por simetŕıa tenemos que BR(−x0) = −BRx0 ⊆ FN . Si ‖x‖ < R entonces
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x+ x0 ∈ BR(x0) y además x− x0 ∈ BR(−x0), aśı x± x0 ∈ FN . Por convexidad se

tiene además que

x = 1
2
(x+ x0) + 1

2
(x− x0) ∈ FN ,

aśı BR(0) ⊆ FN . Más aún podemos probar que BR(0) ⊆ AN .

Supongamos ‖x‖ < R y elegimos r > 0 tal que ‖x‖ < r < R. Fijamos un q > 0

tal que 0 < q < 1 − r
R

, entonces 1
1−q

r
R
< 1. Aśı y = R

r
x ∈ BR(0) ⊆ FN = AN , se

sigue que existe y0 ∈ AN tal que ‖y − y0‖ < qR y entonces q−1(y − y0) ∈ BR(0).

Elegimos y1 ∈ AN tal que ‖q−1(y − y0)− y1‖ < qR, aśı ‖y − y0 − qy1‖ < q2R.

Haciendo este proceso recursivamente podemos obtener un yn ∈ AN tal que

∣∣∣∣∣y −
n∑
k=0

qkyk

∣∣∣∣∣ < qnR, para toda n ∈ N.

Entonces tenemos que y =
∑∞

k=0 q
kyk. Además por construcción ‖yk‖ ≤ R + qR

para toda k, aśı la serie
∑∞

k=0 q
kyk es absolutamente convergente. Pero p es σ-

subaditiva, eso implica que

p(y) = p

(
∞∑
k=0

qkyk

)
≤

∞∑
k=0

qkp(yk) ≤
1

1− q
N ,

aśı se tiene que p(x) ≤ r
R

1
1−qN < N , es decir, x ∈ AN como se queŕıa probar.

Finalmente si x 6= 0, tenemos que si definimos λ := R
‖x‖(1+ε)

se tiene que λx ∈
BR(0) ⊆ AN . Entonces p(λx) < N , de donde p(x) ≤ N(1+ε)

R
‖x‖. Esto prueba el

resultado.

Definición 1.2.6. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función.

Se dice que f es abierta si para cada U ⊆ X abierto se tiene que f(U) es abierto

en Y .

Primero daremos la definición de la base de una topoloǵıa.

Definición 1.2.7. Sea X un conjunto no vaćıo. Decimos que B ⊆P(X) es una

base para una topoloǵıa en X si:
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1. Para todo x ∈ X existe B ∈ B tal que x ∈ B.

2. Si x ∈ B1∩B2, donde B1, B2 ∈ B, entonces existe B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊆
B1 ∩B2.

De la definición se sigue que las bolas en un espacio normado de radio r > 0 y

centro x, es decir Br(x) = {y : ‖x− y‖ < r}, son una base para una topoloǵıa en

un espacio normado. A esta topoloǵıa la llamaremos la topoloǵıa de la norma.

Teorema 1.2.8. (Teorema del mapeo abierto) Sean X y Y espacios de Banach y

T : X → Y un operador lineal suprayectivo, entonces T es un mapeo abierto

Demostración. Basta probarlo para la base de la topoloǵıa que en este caso con-

siste de las bolas de radio r con centro en x para todo x ∈ X, pero como X es

un espacio normado toda bola Bε(x, r) se puede ver como x + rBX , donde BX

es la bola unitaria del espacio. Aśı que la prueba se hará solamente para la bola

unitaria ya que T es un operador lineal.

Sea y ∈ Y , definimos p(y) = ı́nf{‖x‖ : x ∈ X,Tx = y}. Si a es un escalar distinto

de 0, se tiene que

p(a · y) = ı́nf{‖a · x‖ : x ∈ X,Tx = y}

= ı́nf{|a| ‖x‖ : x ∈ X,Tx = y}

= |a| ı́nf{‖x‖ : x ∈ X,Tx = y}

= |a|p(y).

El resultado anterior se cumple trivialmente si a = 0. Ahora si tomamos una

serie convergente
∞∑
j=1

yj en Y , podemos suponer que
∞∑
j=1

p(yj) es finita. Sea ε > 0,

podemos elegir xj ∈ X tal que Txj = yj para cada j ∈ N y que además ‖xj‖ <

p(yj) + 1
2j
ε, dada la definición de p. Entonces

∞∑
j=1

‖xj‖ <
∞∑
j=1

p(yj) + ε y por tanto

la primera serie es finita. Sabemos que toda serie que converge absolutamente en

un espacio de Banach es convergente, por tanto T
( ∞∑
j=1

xj

)
=
∞∑
j=1

T (xj) =
∞∑
j=1

yj.

Aśı tenemos que

p

(
∞∑
j=1

yj

)
≤

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
j=1

‖xj‖ ≤
∞∑
j=1

p(yj) + ε.



16 1.2. TEOREMAS FUNDAMENTALES

Dado que ε es arbitrario se deduce que p

(
∞∑
j=1

yj

)
≤

∞∑
j=1

p(yj), por lo cual p es una

serminorma σ-subaditiva. Aśı por el Lema de Zabreiko se tiene que p es continua.

Por lo que finalmente

T (BX) = {y : y ∈ Y, y existe x ∈ BX tal que Tx = y} = {y : y ∈ Y, p(y) < 1},

el cual es abierto ya que p es continua.

Corolario 1.2.9. (Teorema del inverso acotado). Si X y Y son espacios de Ba-

nach y T es un operador lineal acotado y biyectivo, entonces T es un isomorfismo.

Demostración. Recordemos de [25] (sección 22, p.137 ) que si una función es abier-

ta y tiene inversa, entonces está definida su inversa y es continua.

Definición 1.2.10. Sea X un espacio vectorial donde podemos definir dos normas.

Diremos que las normas son equivalentes si y solo si definen la misma topoloǵıa

en X.

Corolario 1.2.11. Sea X un espacio vectorial donde tenemos definidas dos nor-

mas. Si el operador identidad I : (X, ‖·‖1) → (X, ‖·‖2) es continuo, entonces las

dos normas son equivalentes.

Un resultado conocido que se puede ver en [23] (sección 1.4, p. 29) establece que

si X y Y son espacios normados y X es de dimensión finita, entonces cualquier

operador lineal T : X → Y es acotado. Aśı, de este resultado y del corolario ante-

rior tenemos que todas las normas definidas en un espacio normado de dimensión

finita son equivalentes.

1.2.2. Teorema del Acotamiento Uniforme

Teorema 1.2.12. (Teorema del acotamiento uniforme) Sean X un espacio de

Banach, Y un espacio normado y F ⊆ B(X, Y ) una familia no vaćıa de operadores

lineales. Si sup{‖Tx‖ : T ∈ F} para cada x ∈ X es finito entonces sup{‖T‖ : T ∈
F} es finito.
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Demostración. Definimos p(x) = sup{‖Tx‖ : T ∈ F} para cada x ∈ X. Si a es un

escalar es claro que p(a · x) = |a|p(x). Y si
∞∑
j=1

xj es una serie convergente en X y

T ∈ F entonces

∥∥∥∥∥T
(
∞∑
j=1

xj

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

Txj

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
j=1

‖Txj‖ ≤
∞∑
j=1

p(xj).

Por tanto p es una una serminorma σ-subaditiva. Aśı p es continua y también

existe δ > 0 tal que si ‖x‖ ≤ δ entonces p(x) ≤ 1. De esta forma p(x) ≤ δ−1 si

‖x‖ ≤ 1, por lo que ‖Tx‖ ≤ δ−1 si ‖x‖ ≤ 1 y T ∈ F. Aśı ‖T‖ ≤ δ−1 para cada

T ∈ F y por tanto {‖Tx‖ : T ∈ F} está acotado superiormente.

1.2.3. Teorema de la Gráfica Cerrada

Definición 1.2.13. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función.

Definimos la gráfica de f como el conjunto

Γ(f) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ X, y = f(x)}.

Teorema 1.2.14. (Teorema de la gráfica cerrada) Sean X y Y espacios de Banach

y T : X → Y un operador lineal. Si para cada sucesión (xj)
∞
n=1 en X que converge

a x ∈ X y tal que (T (xj))
∞
n=1 converge a y ∈ Y se tiene que y = Tx, entonces T

es acotado.

Demostración. Definimos p(x) := ‖Tx‖ para cada x ∈ X. Es fácil ver que p(a·x) =

|a|p(x) si a es un escalar, ya que T es lineal. Veamos que es σ-subaditiva. Si
∞∑
j=1

xj

es una serie convergente en X, supondremos que
∞∑
j=1

‖Txj‖ es finita, ya que sino

tendŕıamos de forma trivial que

p

(
∞∑
j=1

xj

)
=

∥∥∥∥∥T
(
∞∑
j=1

xj

)∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
j=1

‖Txj‖.

Como
∞∑
j=1

‖Txj‖ converge absolutamente y Y es de Banach entonces
∞∑
j=1

Txj con-
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verge a algún y ∈ Y . Sea
(
aj =

j∑
n=1

xn

)∞
n=1

está sucesión converge a
∞∑
j=1

xj en X;

además (T (aj))
∞
n=1 converge a y en Y , por las hipótesis del teorema se sigue que

T

(
∞∑
j=1

xj

)
= y = ĺımN→∞

N∑
n=1

T (xn). De donde se deduce que

∥∥∥∥∥T (
∞∑
j=1

xj)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

T (xn)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖T (xn)‖ .

Aśı p es una seminorma y existe una vecindad U del 0 tal que T (U) es acotada.

Por la proposición 1.1.7 se deduce que T es acotado.

Definición 1.2.15. Sean X y Y espacios normados sobre el mismo campo F.

Entonces definimos las operaciones + y · en X × Y de la siguiente forma:

1. (x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2) si x1, x2 ∈ X y y1, y2 ∈ Y .

2. a · (x1, y1) := (a · x1, a · y1) si x1 ∈ X, y1 ∈ Y y a ∈ F.

Y también definimos una norma en X × Y dada por ‖(x, y)‖ =
√
‖x‖2 + ‖y‖2. A

este espacio con estas operaciones y esta norma le llamamos el espacio producto

de X y Y , lo denotamos simplemente por X × Y .

No es d́ıficil ver que el espacio producto es un espacio normado, más aún, si

cada uno de los espacios es completo entonces es completo el producto ya que en

particular son espacios métricos completos y se sabe el producto también lo es.

Además recordemos que si tenemos dos espacios métricos y una función f entre

ellos, entonces la gráfica de f es cerrada en X × Y si y solo dada una sucesión

(xj)
∞
n=1 en X tal que converge a algún x ∈ X y (f(xj))

∞
n=1 converge a y ∈ Y se

tiene que y = f(x).

1.2.4. Teorema de Hahn-Banach

Veremos las distintas versiones del teorema de Hahn-Banach. Presentaremos solo

la prueba para espacios normados y todos sus corolarios que son muy importantes,

los cuales serán utilizados a lo largo del texto.
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Teorema 1.2.16. (Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales reales) Sea

X un espacio vectorial real y p una funcional real definida en X tal que satisface

las siguientes condiciones:

1. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (subaditividad),

2. y p(a · x) = ap(x) para a > 0.

Sea M un subespacio de X, donde está definida una funcional real f0. Si f0 es tal

que f0(x) ≤ p(x) para cada x ∈ M , entonces existe una funcional F definida en

X tal que es una extensión de f0, es decir, f0 = F (x) para toda x ∈ M y cumple

que además F (x) ≤ p(x) para toda x ∈ X.

Corolario 1.2.17. Sea X un espacio vectorial real si p es una funcional que

satisface las condiciones del teorema anterior. Entonces existe una funcional lineal

f definida en todo X tal que

−p(−x) ≤ f(x) ≤ p(x).

Veremos otro resultado en espacios vectoriales, pero en este caso lo haremos en

espacios vectoriales complejos, antes de pasar al resultado en espacios normados

y sus importantes corolarios.

Teorema 1.2.18. (Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales complejos)

Sea X un espacio vectorial complejo y p una seminorma definida en X. Sea M ⊆
Xun subespacio y f una funcional compleja definida en M tal que |f(x)| ≤ p(x)

para todo x ∈M . Entonces existe una funcional compleja F definida en X que es

extensión de f y tal que |F (x)| ≤ p(x) para todo x ∈ X.

Teorema 1.2.19. (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados) Sea X

un espacio normado, M ⊆ X un subespacio y f1 una funcional lineal acotada

definida en M . Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X, tal

que f extiende a f1 y ‖f1‖ = ‖f‖.

Demostración. Definimos p(x) := ‖f1‖ ‖x‖. Es claro que p es una seminorma

continua en X tal que |f1(x)| ≤ p(x). Entonces por el teorema 1.2.14 existe una

funcional lineal f definida en X que extiende a f1 y tal que f(x) ≤ p(x) para todo

x ∈ X. Entonces ‖f‖ ≤ sup{p(x) : x ∈ X} = ‖f1‖. Y por otra parte, dado que f

es una extensión de f1 se tiene que ‖f‖ ≥ ‖f1‖; por lo tanto ‖f1‖ = ‖f‖.
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Uno de los aspectos más importantes del teorema de Hahn-Banach, además de

darnos criterios para extender funcionales, es que es una herramienta que nos sirve

para probar que existen funcionales lineales acotadas no triviales en los espacios

normados. El teorema no habla sobre la unicidad de dicha extensión, aśı que nos

referiremos a ella como una extensión de Hahn-Banach de dicha funcional.

Corolario 1.2.20. Sea X un espacio normado, M ⊆ X un subespacio cerrado y

x ∈ X −M . Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X tal que

‖f‖ = 1, f(x) = d(x,M) y M ⊆ Ker(f).

Demostración. Definimos f0(m+ ax) = a · d(x,M), si m ∈M , x ∈ X −M y a es

un escalar. Entonces f0 es una funcional lineal en el subespacio generado por M

y {x} tal que f0(x) = d(x,M) y M ⊆ Ker(f). Además si m ∈M y a 6= 0, se tiene

que |f0(m+ ax)| = |a|d(x,M) ≤ |a| ‖x− (a−1m)‖ = ‖m+ ax‖. Aśı f0 es acotada

y se tiene que ‖f0‖ ≤ 1. Pero también se tiene que

‖f0‖ ‖x−m‖ ≥ ‖f0(x−m)‖ = d(x,M),

y por otro lado también

‖f0‖ d(x,M) = ‖f0‖ ı́nf{‖x−m‖ |m ∈M} ≥ d(x,M).

Aśı ‖f0‖ = 1 y por el teorema 1.2.18 existe una extensión de Hahn-Banach que

cumple las propiedades que queŕıamos.

Corolario 1.2.21. Sea X un espacio normado y x ∈ X un elemento no nulo.

Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X tal que ‖f‖ = 1 y

f(x) = ‖x‖.

Demostración. Se sigue del corolario anterior tomando M = {0}.

1.3. Espacios Cociente

En esta sección hablaremos sobre los espacios cociente y algunas de sus propieda-

des. El resultado principal de esta sección es el primer teorema de isomorfismo.
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Definición 1.3.1. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio cerrado.

El espacio cociente, denotado por X/M , es el conjunto de clases de equivalencia

de X bajo la relación x ∼ y si y solo si x− y ∈M . Es decir, X/M son las clases

para cada x ∈ X dadas por

x = {y ∈ X : x− y ∈M} = {x+ y : y ∈M} = x+M .

Proposición 1.3.2. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio cerrado.

Entonces el espacio cociente X/M es un espacio normado con las operaciones de

espacio vectorial dadas por

x+ y = x+ y

λx = λx

para todo x, y ∈ X y λ ∈ R , y la norma dada por ‖x‖ = ı́nf{‖v − w‖ : v ∈ x,w ∈
M}.

Demostración. La demostración es inmediata a partir de las definiciones de las

operaciones. Dado que M es cerrado, se sigue que ‖x‖ = ı́nf{‖v − w‖ : v ∈ x,w ∈
M} = ı́nf{d(x, y) : y ∈M} es una norma.

Definición 1.3.3. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio cerrado.

Entonces el mapeo cociente, denotado por π : X → X/M , está definido por π(x) =

x = x+M .

Proposición 1.3.4. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio cerra-

do. Entonces el mapeo cociente π : X → X/M es un operador lineal acotado y

suprayectivo, además Ker(π) = M .

Demostración. Se sigue de las definiciones de las operaciones en X/M y del hecho

que 0 = {0 + y : y ∈M} = M .

El siguiente resultado nos dice da una condición suficiente para que el cociente

también sea completo.

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio de Banach y M ⊆ X un subespacio cerrado.

Entonces X/M es un espacio de Banach.

Demostración. Sea
∞∑
j=1

xn una serie absolutamente convergente en X/M . Para

todo n ∈ N existe xn ∈ xn tal que ‖xn‖ ≤ ‖xn‖+ 2−n. Entonces
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∞∑
j=1

‖xn‖ ≤
∞∑
j=1

‖xn‖+
∞∑
j=1

2−n <∞.

Aśı la serie
∞∑
j=1

xn converge absolutamente, por lo que converge enX por el teorema

1.1.18. Como π es un operador continuo se tiene que
∞∑
j=1

xn también converge. Aśı

del teorema 1.1.18 se sigue la afirmación.

Definición 1.3.6. Sean X un espacio normado, M ⊆ X un subespacio cerrado y

P una propiedad definida en X. Decimos que P es una propiedad de tres espacios

si cada vez que dos de los espacios X, M y X/M la tienen entonces el tercero

también la tiene.

Veremos a lo largo del texto varias propiedades que son propiedad de tres espacios,

pero por ejemplo la propiedad de Dunford-Pettis que definiremos más adelante y

parte central de este trabajo no es una propiedad de tres espacios.

Teorema 1.3.7. La propiedad de ser completo es una propiedad de tres espacios.

El siguiente resultado es análogo al primer teorema de isomorfismo de grupos,

de ah́ı su nombre. Solo enunciaremos el resultado. Este resultado es de suma

importancia, porque al tratar con un cociente, pocas veces se sabe que propiedades

tiene y que otras no.

Teorema 1.3.8. (Primer Teorema de Isomorfismo de Espacios de Banach) Sean

X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ), es decir, un operador T : X → Y

lineal y continuo. Entonces la imagen de T es cerrada en Y y además tenemos

que X/Ker(T ) ∼= T (X), es decir, el cociente de X con el núcleo de T es isomorfo

a la imagen de T .

1.4. Reflexividad y espacios duales

En la primera sección hablamos del espacio dual de un espacio normado y en la

segunda sección vimos que ese espacio es no trivial como un corolario del Teorema

de Hahn-Banach. Ahora veremos ejemplos y otros resultados importantes que

ayudarán en el desarrollo de la teoŕıa.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 23

Ejemplos de espacios duales.

1. Los espacios duales de Rn y Cn son isomorfos a ellos mismos.

2. Si p > 1 entonces el espacio dual de `p es isométricamente isomorfo a `q,

donde q es tal que q > 1 y 1
p

+ 1
q

= 1.

3. El espacio dual de `1 es isométricamente isomorfo a `∞.

4. El espacio dual de c0 es isométricamente isomorfo a `1.

Definición 1.4.1. Sean X, Y espacios normados y T ∈ B(X, Y ). Entonces si T

es inyectivo, diremos que T es un encaje de X en Y y además diremos que X está

encajado en Y . Más aún si ‖x‖ = ‖Tx‖ para todo x ∈ X, diremos que T es un

encaje isométrico y que X está encajado isométricamente en Y .

En lo subsecuente cuando hagamos referencia a la bola unitaria de un espacio

normado X, es decir, {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} lo denotaremos por BX .

Teorema 1.4.2. Sean X un espacio normado y x ∈ X. Entonces

‖x‖ = sup{|x∗x| : x∗ ∈ BX∗}.

Demostración. Podemos suponer que x 6= 0, ya que si x = 0 el resultado se

sigue trivialmente. Dado que |x∗x| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖ = ‖x‖ si x∗ ∈ BX∗ , se sigue que

‖x‖ ≥ sup{|x∗x| : x∗ ∈ BX∗}. Pero por corolario 1.2.21 existe x∗ ∈ BX∗ tal que

x∗x = ‖x‖, de donde se sigue el resultado.

Definición 1.4.3. Sea X un espacio normado. El espacio doble dual de X es el

espacio dual de X∗, es decir, (X∗)∗ y lo denotaremos por X∗∗. Inductivamente

podemos definir el n-ésimo espacio dual de X como Xn = (Xn−1)∗.

Ejemplos de espacios doble duales.

1. Los espacios dobles duales de Rn y Cn son isomorfos a ellos mismos.

2. El espacio dual doble de `2 es isométricamente isomorfo a `2.

3. El espacio doble dual de c0 es isométricamente isomorfo a `∞.
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Hay dos cosas a destacar de los ejemplos anteriores, en dos casos el espacio doble

dual es isométricamente isomorfo al espacio normado y en el otro ejemplo `∞

es mucho más grande que c0, ya que c0 ⊆ `∞. En todos los casos el doble dual

tiene encajado isométricamente al espacio con el que empezamos. Veamos que esto

siempre sucede. Definimos el mapeo C : X → X∗∗, que actua de la siguiente forma

C (x)(x∗) = x∗(x) donde x ∈ X y x∗ ∈ X∗.

Proposición 1.4.4. Sea X un espacio normado. Entonces C es un isomorfismo

isométrico entre X y su imagen en X∗∗. Más aún C (X) es cerrado en X∗∗ si y

solo si X es de Banach.

Demostración. Es claro que C es lineal y además ‖C (x)‖ = sup{|x∗x| : x∗ ∈
BX∗} = ‖x‖, por definición C . Aśı C ∈ B(X,X∗∗) y es un isomorfismo isométrico.

Además se tiene que C (X) es cerrado en X∗∗ si y solo si es de Banach; pero es C

isomorfismo, C (x) es de Banach si y solo si X lo es.

Definición 1.4.5. Al mapeo C : X → X∗∗ definido como en el resultado anterior

le llamaremos el mapeo canónico de X en X∗∗.

Definición 1.4.6. Sea X un espacio normado. Diremos que X es reflexivo si el

mapeo canónico es suprayectivo, es decir, C (X) = X∗∗.

La anterior definición está tratando de generalizar el ejemplo de `2 el cual es

isomorfo a su propio dual y por ende a su doble dual.

Proposición 1.4.7. Sea X un espacio reflexivo. Entonces X es de Banach.

Demostración. Se sigue de la proposición 1.4.4 y de que todo espacio dual siempre

es de Banach.

Recordemos que para un funcional, no siempre existe un punto en el espacio de

tal modo que |x∗x| = ‖x∗‖. En los espacios reflexivos śı sucede esto.

Proposición 1.4.8. Sea X un espacio reflexivo. Entonces para todo x∗ ∈ X∗

existe x ∈ X tal que ‖x∗‖ = |x∗x|.

Demostración. Sabemos que ‖x∗‖ = sup{|x∗x| : x ∈ BX} por la definición de la

norma de operadores. Dado x∗ ∈ X∗, por el teorema 1.2.19 existe x∗∗ ∈ BX∗∗

tal que ‖x∗‖ = |x∗∗x∗|. Como el espacio es reflexivo, el mapeo canónico es sobre,



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 25

es decir, existe x ∈ X tal que C (x) = x∗∗. Este elemento es el buscado ya que

tenemos que el mapeo canónico es isométrico.

Teorema 1.4.9. Sea X un espacio reflexivo y M ⊆ X subespacio cerrado. En-

tonces M también es reflexivo.

Corolario 1.4.10. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y

solo si X∗ lo es.

Demostración. ⇒] Supongamos que X es reflexivo. En este caso denotaremos por

CX y CX∗ a los mapeos canónicos de X y X∗ en sus respectivos dobles duales. Sea

x∗∗∗ ∈ X∗∗∗. Si x∗∗ ∈ X∗∗ y x = CX
−1(x∗∗), entonces

x∗∗∗(x∗∗) = x∗∗∗(CX(x)) = x∗∗(x∗∗∗(CX)),

por lo que x∗∗∗ = CX∗(x
∗∗∗(CX)). Aśı CX∗ es suprayectivo y por tanto X∗ es

reflexivo.

⇐] Supongamos que X∗ es reflexivo. Entonces X∗∗ es reflexivo y por el teorema

anterior también CX(X), ya que es un subespacio cerrado. Por tanto X es reflexivo.

Corolario 1.4.11. Si X es un espacio normado y M un subespacio cerrado, en-

tonces X/M es reflexivo. Más aún la reflexividad es una propiedad de tres espacios.

Corolario 1.4.12. Sean X un espacio normado reflexivo y Y un espacio de Ba-

nach. Si existe T ∈ B(X, Y ) suprayectivo, entonces Y es reflexivo.

Luego de estos dos resultados muy importantes dados por Pettis y que nos dice que

la reflexividad es una propiedad que se comporta muy bien con las construcciones

que hemos dado. Ahora veremos un resultado que tiene que ver con la separabilidad

del espacio.

Definición 1.4.13. Sea X un espacio topológico. Se dice que X es separable si

existe un subconjunto A ⊆ X numerable y denso, es decir, A = X.

Teorema 1.4.14. Sea X un espacio normado. Si X∗ es separable, entonces X es

separable.

Corolario 1.4.15. Sea X un espacio reflexivo. Entonces X es separable si y solo

si X∗ es separable.
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El siguiente resultado va encaminado a ver que `1 es un espacio de Banach impor-

tante y que se relaciona con la separabilidad de los espacios de Banach.

Teorema 1.4.16. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces existe A subes-

pacio de `1 tal que X es isomorfo a `1/A, es decir, todo espacio de Banach separable

es isomorfo a un cociente de `1.

Demostración. Sea D = {xn : n ∈ N} un conjunto denso numerable de la bola

unitaria de X. Sea `1(D) := {(λn)∞n=1 : λn ∈ D,
∑∞

n=1 ‖λn‖ < ∞}, es decir todas

las sucesiones sumables en D. Definimos el operador T : `1(D)→ X como

T ((λn)∞n=1) =
∞∑
n=1

λnxn,

donde (xn)∞n=1 son los elementos del conjunto densoD. Notemos que ‖T ((λn)∞n=1)‖ ≤∑∞
n=1 ‖λnxn‖ =

∑∞
n=1 ‖λn‖ = ‖(λn)∞n=1‖. Aśı el operador T está bien definido y

además es acotado de norma 1. Además, dado que D es un conjunto denso, se

puede ver que T es suprayectivo. Aśı por el primer teorema de isomorfismo (1.3.8)

tenemos que X ∼= `1(D)/Ker(T ). Además como D es numerable se puede ver que

`1(D) ∼= `1(N). Por tanto X es un cociente de `1.

La importancia de este resultado va encaminado a ver que los espacios de Banach

separables se comportan bien; este es un primer resultado de buscar un espacio

universal para estos espacios, es decir, buscar un espacio de Banach X donde se

puedan encajar todos los espacios separables. En este caso lo que podemos llegar

a probar es que se puede encajar como cociente.

1.5. Topoloǵıas Débiles

En esta sección hablaremos de cómo definir otras topoloǵıas que no provienen de

la norma y como se relacionan con la topoloǵıa de la norma. Esta necesidad de

dar otras topoloǵıas a los espacios normados surge como consecuencia del siguiente

resultado.

Teorema 1.5.1. Sea X un espacio normado. X es de dimensión finita si y solo

si el conjunto SX = {x : ‖x‖ = 1} es compacto, es decir, la esfera unitaria es

compacta.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 27

De este último resultado surge la necesidad de buscar otras topoloǵıas que puedan

hacer que los conjuntos cerrados y acotados sean compactos en esas topoloǵıas.

Proposición 1.5.2. Sea X un conjunto no vaćıo. Sea S ⊆ P(X) entonces el

conjunto

B = {∩mn=1Sn : Si ∈ S para todo i = 1, ..,m y m ∈ N}

forma una base para una topoloǵıa en X. En este caso decimos que S es una

subbase para una topoloǵıa para X.

De la definición de base se sigue que τB = {U : U =
⋃
ω∈Ω

Bω con {Bω}ω∈Ω ⊆ B}

es una topoloǵıa en X. A τB se le dice la topoloǵıa generada por B. Si (X, τ) es

un espacio topológico, decimos que B es una base para la topoloǵıa τ , si y solo si

τB = τ .

Dado un conjunto X y dos topoloǵıas τ, τ1 , decimos que τ es más débil que τ1 si

τ ⊆ τ1.

Definición 1.5.3. Sea X un conjunto tal que τ1 y τ2 son topoloǵıas en X. Decimos

que τ1 es más débil que τ2 si y solo si τ1 ⊆ τ2.

Definición 1.5.4. Sea X un espacio vectorial con una topoloǵıa τ . Se dice que X

es un espacio vectorial topológico si las operaciones de suma y multiplicación por

escalar son continuas de X ×X a X y de F×X a X respectivamente.

Un espacio normado es un espacio vectorial topológico, ya que la suma y la mul-

tiplicación por escalar son continuas con respecto a la norma. Otro resultado im-

portante que nos ayudará a definir topoloǵıas más débiles en un espacio normado

es el siguiente.

Proposición 1.5.5. Sea X un espacio vectorial topológico y F una familia de

funciones de X en R. Entonces existe la topoloǵıa más pequeña τ1 tal que las hace

continuas, es decir, si τ es una topoloǵıa tal que para toda f ∈ F , f es continua,

entonces τ1 ⊆ τ . Más aún τ1 tiene como subbase a

S = {f−1(U) : f ∈ F y U ⊆ R es abierto }.

En el caso que F una familia de funciones continuas con respecto a la topoloǵıa

τ del espacio vectorial topológico entonces la topoloǵıa τ1 es más débil que τ .
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1.5.1. Topoloǵıa Débil y la propiedad de Schur

Definición 1.5.6. Sea X un espacio normado. A la topoloǵıa inducida por la

familia X∗ en X se le llama la topoloǵıa débil.4

Observación. En general dado un espacio normado X y Xn su n-ésimo dual de

X, la topoloǵıa débil en Xn es la inducida por Xn+1.

Definición 1.5.7. Sea X espacio topológico. Decimos que X es completamente

regular si para todo x ∈ X y A ⊆ X existe una función f : X → R continua tal

que f(x) = 0 y f(a) = 1 para toda a ∈ A.

Teorema 1.5.8. Sea X un espacio normado. Entonces la topoloǵıa débil es una

topoloǵıa más débil que la topoloǵıa de la norma. Además X es completamente

regular y con la topoloǵıa débil también es un espacio vectorial topológico.

Demostración. Por un corolario de Hahn-Banach sabemos que dados x ∈ X y

A ⊆ X existe x∗ ∈ X∗ que los separa, y por los resultados de la sección anterior

sabemos que es una topoloǵıa más débil que la norma.

Esta última proposición nos dice que la topoloǵıa débil definida por las funcionales

en un espacio hace que las operaciones continuas. Los siguientes resultados nos

muestran que en cuestión de conjuntos acotados, la topoloǵıa débil y la topoloǵıa

de la norma son iguales. Pero a la vez nos muestra que los abiertos de la topoloǵıa

débil no pueden ser acotados en norma.

Teorema 1.5.9. Sea X un espacio normado. Entonces A ⊆ X∗ es acotado si y

solo si A es débilmente acotado.

Demostración. Supongamos que A es débilmente acotado y no vaćıo. Aśı

sup{|x∗x| : x∗ ∈ A}

es finito para cada x ∈ X. Por el teorema del acotamiento uniforme se tiene que

sup{‖x∗‖ : x∗ ∈ A} es finito . La otra implicación es fácil ya que toda vecindad

débil de 0 también está contenida en la topoloǵıa de la norma

4A partir de esta sección lo relacionado con la topoloǵıa débil lo denotaremos ya sea por débil

o débilmente.
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Corolario 1.5.10. Sea X un espacio normado de dimensión infinita. Entonces

si A ⊆ X∗ es un abierto en la topoloǵıa débil se tiene que es no acotado en la

topoloǵıa de la norma.

Ahora vamos a definir como se define la convergencia con respecto a la topoloǵıa

débil.

Definición 1.5.11. Sea X un espacio normado y (xα)α∈A una red en X. Diremos

que xα converge débilmente a x si para todo x∗ ∈ X∗ se tiene que x∗xα converge

a x∗x.

De la anterior definición veamos que se desprende el siguiente resultado.

Proposición 1.5.12. Sean X y Y espacios normados y T : X → Y un operador

lineal. Entonces es acotado si y solo si y∗T ∈ X∗ para todo y∗ ∈ Y ∗.

Teorema 1.5.13. Sean X y Y espacios normados y T : X → Y un operador

lineal. Entonces es continuo norma-norma si y solo si es continuo débil-débil.

Corolario 1.5.14. Sean X y Y espacios normados y T : X → Y un operador

lineal suprayectivo. Entonces T es un isomorfismo si y solo si es un isomorfismo

débil-débil.

Un teorema importante es el siguiente que nos habla de cómo es la topoloǵıa

débil, aśı como su corolario, y que nos muestra que la topoloǵıa de débil también

se relaciona con la convexidad.

Teorema 1.5.15. Sean X espacio normado y A ⊆ X un subconjunto convexo.

Entonces la cerradura de A con respecto a la topoloǵıa de la norma y la topoloǵıa

débil coinciden. En particular, un subespacio es cerrado si y solo si es débilmente

cerrado.

Demostración. Denotemos por A
w

a la cerradura con respecto a la topoloǵıa débil

y A a la cerradura con respecto a la topoloǵıa de la norma. Dado que la topoloǵıa

débil está contenida en la topoloǵıa de la norma, entonces A ⊆ A
w

. Para ver la

otra contención sea x /∈ A entonces existe x∗ ∈ X∗, tal que x∗x = 1 y x∗(A) = 0.

Tomemos una vecindad débil de x dada por V = {y ∈ X : |x∗(y − x)| < 1/2};
ésta es disjunta de A, aśı x /∈ A

w
. Por lo tanto A

w ⊆ A. Recordemos que todo

subespacio es convexo de donde se sigue de lo anterior que es cerrado si y solo si

es débilmente cerrado.
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Corolario 1.5.16. Sean X un espacio normado y A ⊆ X un subespacio. Entonces

la cerradura de A con respecto a la topoloǵıa de la norma y la topoloǵıa débil coin-

ciden. En particular un subconjunto convexo es cerrado si y solo si es débilmente

cerrado.

Y por último enunciaremos una propiedad importante que poseen algunos espacios:

la propiedad de Schur que nace a partir de la topoloǵıa débil y su relación con la

topoloǵıa de la norma.

Definición 1.5.17. Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene la propiedad

de Schur si para toda sucesión (xn)∞n=1 que converge débilmente a algún x ∈ X se

tiene que xn converge a x en norma.

Observación. Si (xn)∞n=1 es una sucesión en X un espacio normado tal que xn

converge a x en norma entonces es claro que (xn)∞n=1 converge débilmente a x.

Ejemplos. Veremos que `1 tiene la propiedad de Schur y que `2 no la tiene. Utili-

zaremos la siguiente notación:

1. Si x ∈ `1 entonces lo denotaremos como x = (xi)
∞
i=1.

2. A una sucesión en `1 la denotaremos por (xn)∞n=1, donde cada xn = (xni )∞i=1.

Proposición 1.5.18. (Schur) Sea (xn)∞n=1 una sucesión en `1. Si (xn)∞n=1 es débil-

mente de Cauchy entonces (xn)∞n=1 converge en norma en `1. Por tanto `1 tiene

la propiedad de Schur.

Demostración. Primero probaremos que si xn converge 0 débilmente, entonces

xn converge a 0 en norma. Supongamos que xn no converge en norma a 0, aśı

para algún ε > 0 existe una subsucesión de naturales creciente n1 < n2 < ... tal

que ‖xnj‖ =
∑∞

i=1 |x
nj
i | > ε para cada j ∈ N. Elegimos un natural N1 tal que∑∞

i=N1+1 |x
n1
i | < ε

5
, esto es posible ya que xn1 ∈ `1.

Dado que ‖xn1‖ > ε, se tiene que
∑N1

i=1 |x
n1
i | ≥ 4ε

5
. Recordemos que si y ∈ R,

entonces sgn(y)y = |y|. Aśı tenemos que
∑N1

i=1 e
n1
i x

n1
i ≥ 4ε

5
, donde en1

i = sgn(xn1
i ).

Sea (ei = ±1)∞i=1 una sucesión de signos tal que ei = en1
i si 1 ≤ i ≤ N1, aśı se tiene



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 31

que ∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

eix
n1
i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

en1
i x

n1
i +

∞∑
i=N1+1

eix
n1
i

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

en1
i x

n1
i

∣∣∣∣∣−
∞∑

i=N1+1

|xn1
i | ≥

4

5
ε− 1

5
ε =

3

5
ε.

Ahora, sea nj2 un entero tal que
∑N1

i=1 |x
nj2
i | < ε

5
. Esto es posible ya que xni converge

a 0 cuando n tiende a ∞. Entonces, elegimos N2 > N1 tal que
∑∞

i=N2+1 |x
nj2
i | ≤ ε

5

y aśı
∑N2

i=1 |x
nj2
i | ≥ 4ε

5
. Sea ahora (ei = ±1)∞i=1 una sucesión de signos tal que

ei = en1
i si 1 ≤ i ≤ N1 y ei = en2

i si N1 < i ≤ N2. De este modo∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

eix
nj2
i

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

N2∑
i=N1+1

e
nj2
i x

nj2
i

∣∣∣∣∣−
N1∑
i=1

|xnj2i | −
∞∑

i=N2+1

|xnj2i |

≥

∣∣∣∣∣
N2∑

i=N1+1

e
nj2
i x

nj2
i

∣∣∣∣∣− 2

5
ε =

N2∑
i=1

|xnj2i | −
N1∑
i=1

|xnj2i | −
2

5
ε

=
4

5
ε− 1

5
ε− 2

5
ε =

ε

5
.

Al repetir este proceso, obtenemos un vector u = (ui)
∞
i=1 ∈ `∞ definido como

ui = enki , si Nk−1 < i ≤ Nk. Más aún, tenemos que u(xnjk ) ≥ ε
5

para todo k ∈ N,

y como (`1)∗ ∼= `∞, esto contradice que xn converge a 0 débilmente. Por tanto xn

converge a 0 en norma.

Supongamos que (xn)∞n=1 es una sucesión débilmente de Cauchy. Y pensemos que

(xn)∞n=1 no es de Cauchy en norma. Entonces existe ε > 0 e ı́ndices nj,mj que

tienden a ∞ tales que
∥∥xnj − xmj∥∥ ≥ ε. La sucesión (xnj − xmj)∞j=1 converge

débilmente a cero y por lo anterior (xnj − xmj)∞j=1 converge en norma a cero. Por

tanto (xn)∞n=1 es una sucesión de Cauchy con respecto a la norma y como `1 es

completo, entonces (xn)∞n=1 converge.

Proposición 1.5.19. Ahora veamos que `2 no tiene la propiedad de Schur.

Demostración. Sea (en)∞n=1 la sucesión de vectores unitarios en `2 tal que en =

(bi)∞i=1 donde bi = 1 si i = n y bi = 0 cuando i 6= n. Primero notemos que

(`2)∗ ∼= `2, y aśı para todo x∗ ∈ (`2)∗ existe (ai)
∞
i=1 ∈ `2 tal que x∗x =

∞∑
i=1

aix
i

donde x = (xi)∞i=1 ∈ `2. Sea b = (bi)∞i=1 ∈ `2 entonces
∞∑
i=1

|bi|2 < ∞ y por tanto

ĺımi→∞ b
i = 0. Entonces, si x∗ ∈ (`2)∗ existe (ai)

∞
i=1 ∈ `2 tal que x∗x =

∞∑
i=1

aix
i,
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por lo que x∗en = an . Aśı ĺımn→∞ x
∗en = ĺımn→∞ an = 0 para todo x∗ ∈ (`2)∗.

Entonces en converge a 0 débilmente cuando n tiende a ∞, pero ‖en‖ = 1 para

toda n ∈ R, aśı (en)∞n=1 no converge en norma a 0. Por tanto, `2 no tiene la

propiedad de Schur.

Se puede probar en general que los espacios reflexivos con la propiedad de Schur

deben ser de dimensión finita esto se mostrará en la sección 1,7.

1.5.2. Topoloǵıa Débil*

La topoloǵıa débil definida en la sección anterior no es la única que se puede definir

en un espacio normado, en este caso veremos otra topoloǵıa y se hará un análisis

análogo a la anterior sección.

Definición 1.5.20. Sea X un espacio normado, C el mapeo canónico de X en

X∗∗. A la topoloǵıa inducida por la familia C (X) en X∗ se le llama la topoloǵıa

débil* o débil estrella.5

Observación. En general si X es un espacio normado y X(n) es su n-ésimo espacio

dual de X, la topoloǵıa débil estrella de X(n) es la topoloǵıa inducida por la familia

CX(n−1)(X(n−1)) por medio del mapeo canónico CX(n−1) de X(n−1) en X(n+1).

Teorema 1.5.21. Sea X un espacio normado. Entonces la topoloǵıa débil* de X∗

es completamente regular, localmente convexa y es una topoloǵıa más débil que la

topoloǵıa débil en X∗. Más aún las topoloǵıas débil* y débil coinciden si y solo si

X es reflexivo.

De la definición de la topoloǵıa débil∗ se sigue fácilmente el siguiente resultado.

Proposición 1.5.22. Sea X un espacio normado. Entonces una funcional lineal

φ en X∗ es débil*-continua si y solo si es de la forma φ(x∗) = x∗x0 para algún

x0 ∈ X.

Corolario 1.5.23. Sea X un espacio de Banach. Si A ⊆ X∗ es débil*-compacto,

entonces es acotado.

5En lo que sigue al referirnos a alguna propiedad referente a esta topoloǵıa lo haremos utili-

zando débil* como adjetivo
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El siguiente teorema es uno de los principales resultados al estudiar las topoloǵıas

débiles en espacios normados. Además de que nos permite dar una respuesta a

la motivación con la que se comenzó a desarrollar las topoloǵıas débiles que es la

compacidad de la bola unitaria.

Teorema 1.5.24. (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un espacio normado. En-

tonces BX∗ es débil*-compacta.

Demostración. Sea Dx = {z ∈ C : |z| ≤ ‖x‖} para cada x ∈ X; por construcción

cada Dx es compacto en C . Sea D =
∏

x∈X Dx, por el teorema de Tychonov, D es

compacto en la topoloǵıa producto de
∏

x∈X C. Veamos que BX∗ se puede encajar

en D, para cada x∗ ∈ BX∗ sea ((C x)x∗)x∈X = (x∗x)x∈X ∈ D. Este mapeo es

continuo e inyectivo, considerando que BX∗ tiene la topoloǵıa débil*. Es claro que

el inverso de este mapeo definido sobre la imagen es continuo, aśı solo resta ver

que la imagen es cerrada en D. Sea (x∗α)α∈A una red en X∗ tal que (x∗αx) converge

a (λx), entonces definimos y∗ como y∗x = λx. Por construcción y∗ es un funcional

continuo, aśı el mapeo que antes hab́ıamos definido es cerrado y por tanto BX∗ es

compacta con la topoloǵıa débil* .

Corolario 1.5.25. Sea X un espacio normado. Entonces todo subconjunto acotado

de X∗ es relativamente débil*-compacto. En particular todo subconjunto acotado

de X∗ y débil*-cerrado es débil*-compacto.

Corolario 1.5.26. Sea X un espacio de Banach. Entonces toda sucesión débil*

de Cauchy (x∗n) en X∗ es débil* convergente.

El siguiente resultado es un preámbulo al teorema de Banach-Mazur, que nos habla

de que el espacio C[0, 1] es universal en una cierta clase de espacios de Banach.

Corolario 1.5.27. Sea X un espacio normado. Entonces existe un espacio Haus-

dorff compacto K de tal modo que X es isométricamente isomorfo a un subespacio

de C(K). En particular si X es de Banach, ese subespacio es cerrado.

Demostración. Sea K = BX∗ con la topoloǵıa heredada de la topoloǵıa débil* en

X∗. Sea T : X → C(K), dado por (T (x))(x∗) = x∗x. Recordemos que ‖x‖ =

sup{|x∗x| : x∗ ∈ BX∗} = sup{|(T (x))(x∗)| : x∗ ∈ BX∗} = ‖Tx‖∞. Con lo cuál se

prueba que T es isométrico, además, por definición T es lineal. En particular si X

es de Banach, entonces T (X) debe ser de Banach, es decir, es cerrado.
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El teorema de Banach-Mazur es una generalización del resultado anterior. Nos

dice que si X es un espacio de Banach separable existe un encaje isométrico de

X en C[0, 1], aunque este resultado es muy importante no daremos su prueba ya

que no es el fin de este trabajo pero se puede encontrar su demostración en [1]

(sección 1.4, p. 17 ).

Teorema 1.5.28. (Teorema de Banach-Mazur) Sea X un espacio de Banach se-

parable. Entonces existe un encaje isométrico de X en C[0, 1].

1.5.3. Compacidad Débil

Esta sección nos servirá para establecer resultados importantes como el teorema

de Eberlein-Şmulian, además de establecer condiciones necesarias y/o suficientes

para que un conjunto sea débilmente compacto. Esta noción es importante para

los operadores débilmente compactos y la propiedad de Dunford-Pettis que esta-

bleceremos en la siguiente sección.

Proposición 1.5.29. Sea X un espacio normado, C el mapeo canónico de X en

X∗∗ y A ⊆ X. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es débilmente compacto.

2. El conjunto C (A) es débil*-compacto.

3. El conjunto A es acotado y C (A) es débil*-cerrado.

Demostración. Sabemos que el mapeo C es débil-débil* continuo de X en C (X),

más aún es un homeomorfismo. Aśı la equivalencia de (1) y (2) ya está probada.

Para la otra equivalencia notemos que el mapeo (C) es una isometŕıa y por tanto

C (A) es acotado si y solo si A es acotado, aplicando el teorema de Banach- Alaoglu,

se tiene que C (A) es débil*-compacto .

Proposición 1.5.30. Sea X un espacio normado. Entonces X es reflexivo si y

solo si su bola unitaria cerrada es débilmente compacta.

Ahora probaremos dos resultados antes de probar el tema principal de esta sección

que es el teorema de Eberlein-Şmulian.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 35

Definición 1.5.31. Sea X un espacio de Banach. Decimos que B ⊆ X∗ es total

si dado x ∈ X tal que x∗x = 0 para todo x∗ ∈ B se tiene que x = 0.

Proposición 1.5.32. Si X es un espacio de Banach separable entonces X∗ tiene

un conjunto numerable y total. Más aún existe (xn)∞n=1 ⊆ X una sucesión densa

en BX tal que existe una sucesión (x∗n)∞n=1 en X∗ de modo que x∗nxn = ‖xn‖ = 1,

además (x∗n)∞n=1 es total y se tiene que ‖x‖ = supn |x∗nx| para cada x ∈ X.

Lema 1.5.33. Sea X un espacio de Banach tal que X∗ contiene un conjunto

numerable y total. Entonces la topoloǵıa débil en un conjunto débilmente compacto

es metrizable.

Demostración. Sea (x∗n)∞n=1 el conjunto numerable y total en X∗ de tal forma

que ‖x∗n‖ = 1. Definimos la métrica en X como d(x, y) =
∞∑
n=1

|x∗n(x− y)|
2n

. Sea

A ⊆ X un conjunto débilmente compacto. Para cada x∗ ∈ X∗ se tiene que x∗(A)

es compacto, y por lo tanto acotado, y por el teorema de acotamiento uniforme

sabemos que A es acotado. Sea T el mapeo identidad de A con la topoloǵıa débil en

A con la topoloǵıa heredada de X con la métrica que definimos. Por como hemos

definido la métrica T es continuo , y dado que es una función inyectiva de un

espacio compacto en un espacio Hausdorff se tiene que T es homeomorfismo

Definición 1.5.34. Sea X un espacio normado sobre F y A ⊆ X un subconjunto.

Definimos el conjunto sp(A) como

sp(A) := {
n∑
i=1

aixi : a1, ..., an ∈ F, x1, ..., xn ∈ A y n ∈ N}.

Es decir, son todas las combinaciones lineales de elementos de A. Este conjunto

sp(A) es llamado el subespacio generado por A.

Es claro de la definición que sp(A) śı es un subespacio de X y en particular

A ⊆ sp(A).

Lema 1.5.35. Sea X un espacio de Banach y A ⊆ X un subconjunto relativa-

mente débil-compacto. Entonces A es relativamente secuencialmente compacto en

la topoloǵıa débil.

Demostración. Sea (an)∞n=1 una sucesión relativamente compacta en A con la topo-

loǵıa débil. Sea sp(an) el subespacio vectorial de todas las combinaciones lineales
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de los vectores (an)∞n=1. Consideremos B = sp(an) donde la cerradura es con la

topoloǵıa de la norma. Por el teorema 1.5.15 tenemos que B también es débilmente

cerrado. Aśı B es un espacio de Banach separable y además se tiene que A∩B es

relativamente débilmente compacto en B. Del lema anterior tenemos que A ∩ B
es metrizable con la topoloǵıa débil, por tanto es relativamente secuencialmente

compacto con la topoloǵıa débil, aśı (an)∞n=1 tiene un punto de acumulación con

la topoloǵıa débil en B. Entonces (an)∞n=1 tiene una subsucesión que converge a

algún x ∈ B con la topoloǵıa débil en B, por tanto también con la topoloǵıa débil

en X.

Teorema 1.5.36. (Teorema de Eberlein-Şmulian) Sea X un espacio normado y

A ⊆ X. Tomando en cuenta la topoloǵıa débil en X los siguientes enunciados son

equivalentes :

1. A es relativamente compacto.

2. A es relativamente secuencialmente compacto.

3. A es relativamente numerablemente compacto.

Demostración. Del corolario anterior tenemos que (1) implica (2) y es claro que

(2) implica (3). Aśı, basta ver que (3) implica (1). Sea A un subconjunto de X re-

lativamente numerablemente compacto. Aśı para cada x∗ ∈ X∗ se tiene que x∗(A)

es relativamente secuencialmente compacto en R, por el teorema del acotamiento

uniforme se tiene que A es acotado. Sea C el mapeo canónico de X en X∗∗. Da-

do que C (A) es acotado, entonces C (A)
w∗

es compacto de X∗∗ . Basta ver que

C (A)
w∗

⊆ C (X). Supongamos que C (A)
w∗

⊆ C (X) y tenemos también que C es

un homeomorfismo entre X y C (X), donde X tiene la topoloǵıa débil y C (X) la

topoloǵıa débil*. Entonces A está contenido en C −1(C (A)
w∗

) que es débilmente

compacto, por tanto A es relativamente compacto en la topoloǵıa débil.

Aśı veamos que C (A)
w∗

⊆ C (X). Sea x∗∗ ∈ C (A). Escogemos a x∗1 ∈ X∗ con

norma uno, entonces existe a1 ∈ A tal que |(x∗∗ − C a1)x∗1| < 1. El espacio F

de todas las combinaciones lineales de x∗∗ y x∗∗ − C a1 es de dimensión finita.

Entonces podemos encontrar una 1/4-red {x∗∗1 , ..., x∗∗n } ⊆ SF , es decir, para cada

x∗∗ existe un x∗∗m tal que ‖x∗∗ − x∗∗m‖ < 1/4. Escogemos x∗p de norma uno en X∗

para p = 1, ..., n, tal que x∗∗p (x∗p) > 3/4. Entonces para cualquier x∗∗ ∈ F tenemos

que
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máx{|x∗∗p (x∗m)| : 1 ≤ m ≤ n} ≥ (1/2)
∥∥x∗∗p ∥∥.

Regresando a nuestra construcción, escogemos puntos x∗2, ..., x
∗
n(2) de norma uno

en X∗ con máx{|y∗∗(x∗m)| : 2 ≤ m ≤ n(2)} ≥ (1/2) ‖y∗∗‖ para todo y∗∗ en

sp(x∗∗ −C a1, x
∗∗). De nuevo usando el hecho que x∗∗ ∈ C (A) podemos encontrar

un punto a2 en A tal que máx{|(x∗∗ − C a1)(x∗m)| : 2 ≤ m ≤ n(2)} < (1/2).

Entonces tomamos x∗n(2)+1, ..., x
∗
n(3) de norma uno en X∗ tal que máx{|y∗∗(x∗m)| :

n(2) < m ≤ n(3)} ≥ (1/2) ‖y∗∗‖ para todo y∗∗ en sp(x∗∗ − C a1, x
∗∗, x∗∗ − C a2).

Aśı sucesivamente, utilizando el hecho que x∗∗ ∈ C (A), podemos encontrar un

punto a3 en A máx{|(x∗∗−C a3)(x∗m)| : 1 ≤ m ≤ n(3)} < (1/3) y aśı continuamos.

Por hipótesis, existe un punto x ∈ X que es punto de acumulación de (an)∞n=1 en

la topoloǵıa débil de X. Dado que sp((an)∞n=1) es cerrado en la topoloǵıa débil, x

está en sp((an)∞n=1) y entonces x∗∗ − C x está en sp(x∗∗, x∗∗ − C a1, x
∗∗ − C a2, ...).

Por construcción, para todo punto y∗∗ en sp(x∗∗ − C an) + sp(x∗∗) se tiene que

sup |y∗∗(x∗m)| ≥ (1/2) ‖y∗∗‖ y aśı se sigue que esta desigualdad se cumple para

cualquier punto en la cerradura de este subespacio, en particular es cierto para

x∗∗ − C an. Otra parte de la construcción es que |(x∗∗ − C an)x∗m| < 1/p para

n > n(p) > m. Entonces |(x∗∗−C x)(x∗m)| ≤ |(x∗∗−C an)(x∗m)|+ |(x∗m)(an− x)| ≤
(1 + p) + |(x∗m)(an − x)| para todo n > n(p) > m. Dado que x es un punto de

acumulación débil de an, dado x∗m y un entero N > m existe un elemento an tal que

|(x∗∗−C an)(x∗m)|+ |(x∗m)(an−x)| > 2/n. Por tanto, se tiene que (x∗∗−C x)x∗m = 0

para toda m. Y como se menciona arriba, sup |(x∗∗−C x)(x∗m)| ≥ (1/2) ‖x∗∗ − C x‖
y aśı x∗∗ = C x con lo cual C (A)

w∗

⊆ C (X).

El resultado de Eberlein-Şmulian es esencial en la teoŕıa de espacios de Banach, ya

que es ocupado para ver distintas equivalencias. En este caso nos ayudará en las

equivalencias de la propiedad de Dunford-Pettis. Pero veamos que tiene muchas

consecuencias las cuáles son fáciles de demostrar.

Corolario 1.5.37. Sea X un espacio normado. Entonces X es reflexivo si y solo

si toda sucesión acotada en X admite una subsucesión débilmente convergente .

Corolario 1.5.38. Sea X un espacio normado reflexivo. Entonces X es secuen-

cialmente completo con la topoloǵıa débil .

Corolario 1.5.39. Sea X un espacio normado reflexivo. Entonces X tiene la

propiedad de Schur si y solo si es de dimensión finita.
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Demostración. Suponiendo que X es de dimensión infinita por 1.5.43 toda suce-

sión acotada tendŕıa una subsucesión convergente, que implicaŕıa que X tiene la

propiedad de Heine-Borel, una contradicción, aśı X debe ser de dimensión fini-

ta.

1.6. Operadores Lineales

En esta sección veremos tres clases de operadores lineales que nos servirán para

poder definir la propiedad de Dunford-Pettis. Las tres clases de operadores re-

sultarán ser un tipo especial de operadores acotados, más aún cada una de las

siguientes propiedades es más débil que la anterior. En este caso toda la siguiente

sección se basa en los resultados previos en topoloǵıas débiles.

1.6.1. Operador Adjunto

La siguiente definición surge naturalmente en álgebra lineal pero en este caso hay

que restringir el dominio del operador adjunto a las funcionales lineales acotadas.

Definición 1.6.1. Sea T ∈ B(X, Y ), donde X y Y son espacios normados. El

operador adjunto T ∗, es el operador lineal de Y ∗ a X∗ definido de la siguiente

forma T ∗(y∗) = y∗T , donde y∗ ∈ Y ∗.

Proposición 1.6.2. Sean X y Y espacios normados y T ∈ B(X, Y ). Entonces

T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗). Más aún ‖T‖ = ‖T ∗‖.

Demostración. Sea y∗ ∈ Y ∗ aśı como x ∈ X. Por definición del adjunto tenemos

que (T ∗(y∗))(x) = y∗(Tx), por lo que

‖T‖ = sup{|Tx| : ‖x‖ ≤ 1} = sup{sup{|y∗(Tx)| : ‖y∗‖ ≤ 1} : ‖x‖ ≤ 1}

= sup{|y∗(Tx)| : ‖y∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}.

Y de forma análoga

‖T‖ = sup{|T ∗(y∗)(x)| : ‖y∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}

= sup{‖T ∗y∗‖ : ‖y∗‖ ≤ 1} = ‖T ∗‖ .

Por tanto T ∗ es acotado y tiene la misma norma que T .
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1.6.2. Operadores Compactos

En esta parte veremos una clase de operadores lineales y acotados que surge como

generalización de los operadores con rango finito.

Definición 1.6.3. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador T ∈ B(X, Y ) es

compacto, si dado B ⊆ X acotado se tiene que T (B) es relativamente compacto.

Al conjunto de operadores compactos de X a Y lo denotaremos por K(X, Y ) .

Proposición 1.6.4. Sean X y Y espacios de Banach y T : X → Y un operador

lineal de rango finito. Entonces T es compacto si y solo si es acotado. En particular,

toda funcional lineal de un espacio de Banach es compacta si es acotada.

Proposición 1.6.5. Sean X y Y espacios de Banach y T : X → Y un operador

lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es compacto.

2. T (BX) es relativamente compacto en Y.

3. T (B) ⊆ Y es totalmente acotado si B ⊆ X es acotado

4. Toda sucesión acotada (xn)∞n=1 en X tiene una subsucesión (xnj)
∞
j=1 de tal

forma que (Txnj)
∞
j=1 converge en Y .

Demostración. Recordemos que en un espacio métrico un conjunto es totalmente

acotado si y solo si es relativamente compacto; se puede ver en [8] (caṕıtulo 8).

Proposición 1.6.6. Sean X, Y y Z espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ), S ∈
B(Y, Z) operadores. Si S y T son compactos, entonces ST es compacto.

Demostración. Como T y S son acotados mandan conjuntos acotados en conjun-

tos acotados, y además S y T son continuos, mandan conjuntos relativamente

compactos en conjuntos relativamente compactos. Además de que un conjunto re-

lativamente compacto es acotado, por lo que se sigue fácilmente de lo anterior

Teorema 1.6.7. Sea T ∈ B(X, Y ), donde X y Y son espacios de Banach. En-

tonces T es compacto si y solo si T ∗ es compacto.

Demostración. ⇒] Sean T compacto, K = T (BX) y B un conjunto acotado en

Y ∗. Notemos que
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|z∗y1 − z∗y2| ≤ ‖y1 − y2‖ sup{‖y∗‖ : y∗ ∈ B},

si z∗ ∈ B y y1, y2 ∈ K. Aśı podemos ver a B como subconjunto de C(K), además

por lo anterior es acotado y equicontinuo, y por el teorema de Arzela-Ascoli6

se sigue que B es relativamente compacto. Sea (y∗n)∞n=1 una sucesión en B, aśı

tiene una subsucesión (y∗nj)
∞
j=1 que es uniformemente de Cauchy en K, por lo que

(y∗njT )∞j=1 es uniformemente de Cauchy en BX . Dado que X∗ es completo, (y∗njT )

converge , y dado que (y∗njT ) = (T ∗y∗nj), se sigue de 1.6.5 que T ∗ es compacto

⇐] Supongamos que T ∗ es compacto. Por la parte anterior T ∗∗ es compacto.

Además es fácil ver que T ∗∗ = Q−1
Y TQX , donde QY y QX son los mapeos canónicos

de Y y X respectivamente. Aśı por 1.6.6 T es compacto

Teorema 1.6.8. Sea T ∈ B(X, Y ), donde X y Y son espacios de Banach. En-

tonces T es compacto si T ∗ es débil*-norma continuo.

Ahora veamos el siguiente tipo de operadores.

Definición 1.6.9. Sean X y Y espacios de Banach y sea T : X → Y un operador

lineal. Se dice que T es un operador completamente continuo si T (K) ⊆ Y es

compacto para cada K ⊆ X débilmente compacto.

Proposición 1.6.10. Todo operador compacto de un espacio de Banach X a un

espacio de Banach Y es completamente continuo.

Demostración. Sea T ∈ K(X, Y ) y K ⊆ X débilmente compacto, aśı K es acota-

do. Por lo que T (K) es relativamente compacto y también es débilmente compacto

porque T es débil-débil continuo. De donde se sigue que T (K) es compacto.

Proposición 1.6.11. Todo operador completamente continuo de un espacio de

Banach X a un espacio de Banach Y es acotado.

Otra forma de definir que un operador es completamente continuo es usando la

siguiente equivalencia

Proposición 1.6.12. Sea T ∈ B(X, Y ), donde X y Y son espacios de Banach.

Entonces T es completamente continuo si y solo si es débil-norma secuencialmente

continuo.

6Una demostración de este teorema se puede ver en [8] (caṕıtulo 19, p. 181).
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Demostración. ⇒] De la definición se sigue que si T es completamente continuo,

entonces es débil-débil continuo, y dado que una sucesión débilmente convergente

(xn)∞n=1 con su ĺımite, forman un conjunto débilmente compacto, aśı (Txn)∞n=1 con

su ĺımite es compacto.

⇐] Solo es necesario recordar que los conjuntos son débilmente compactos si y

solo si son débil secuencialmente compactos.

Proposición 1.6.13. Sea T ∈ B(X, Y ), donde X es un espacio de Banach re-

flexivo y Y es un espacio de Banach. Entonces T es completamente continuo si y

solo si es compacto.

Demostración. Dado 1.6.10 basta demostrar que si T es completamente continuo

también es compacto. Pero BX es débilmente compacta dado que X es reflexivo,

con lo que T (BX) es compacto en Y .

1.6.3. Operadores Débilmente Compactos

Definición 1.6.14. Sean X y Y espacios de Banach y sea T : X → Y un ope-

rador lineal. Se dice que es un operador débilmente compacto si T (K) ⊆ Y es

relativamente débilmente compacto para cada K ⊆ X acotado. A la colección de

operadores débilmente compactos de X en Y la denotaremos por Kw(X, Y )

Proposición 1.6.15. Todo operador compacto de un espacio de Banach en otro

es débilmente compacto.

Proposición 1.6.16. Todo operador débilmente compacto de un espacio de Ba-

nach en otro es acotado.

Observación. Las tres propiedades arriba mencionadas son esencialmente distintas,

dado que el operador identidad en `1 es acotado, pero no débilmente compacto, ya

que no es reflexivo. Y como `2 es reflexivo el operador identidad en `2 es débilmente

compacto, pero no es compacto ya que B`2 no es compacta con la topoloǵıa de la

norma.

Aśı podemos señalar que K(X, Y ) ⊆ Kw(X, Y ) ⊆ B(X, Y ), si X y Y son espacios

de Banach.

Proposición 1.6.17. Sean X y Y espacios de Banach. Si X es reflexivo o Y lo

es, entonces todo operador lineal acotado de X en Y es débilmente compacto.
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Demostración. Recordemos que todo subconjunto acotado en un espacio reflexivo

es débilmente compacto, además un operador acotado es débil-débil continuo.

Usando el teorema de Eberlein-Şmulian se sigue fácilmente la siguiente proposi-

ción.

Proposición 1.6.18. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). Las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es débilmente compacto.

2. T (BX) es relativamente débil compacto en Y.

3. Toda sucesión acotada (xn)∞n=1 en X tiene una subsucesión (xnj)
∞
j=1 de tal

forma que (Txnj)
∞
j=1 converge débilmente en Y .

Teorema 1.6.19. Sean X y Y espacios de Banach, T ∈ B(X, Y ) y CY el mapeo

canónico de Y en Y ∗∗. Entonces T es débilmente compacto si y solo si T ∗∗(X∗∗) ⊆
CY (Y ).

Proposición 1.6.20. Sean X,Y y Z espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ), S ∈
B(Y, Z) operadores. Si S es débilmente compacto o T es débilmente compacto,

entonces ST es débilmente compacto.

Teorema 1.6.21. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). Entonces T

es débilmente compacto si y solo si T ∗ es débilmente compacto.

Demostración. ⇒] Supongamos que T es débilmente compacto. Sea y∗∗∗ ∈ Y ∗∗∗,
por el teorema 1.6.19 para ver que T ∗ es débilmente compacto basta verificar

que T ∗∗∗y∗∗∗ ∈ CX∗(X
∗). Aśı es suficiente ver que T ∗∗∗y∗∗∗ es débil*-continuo en

X∗∗. Sea (x∗∗α ) una red convergente en X∗∗, denotemos por x∗∗ su ĺımite. Aśı

T ∗∗x∗∗α → T ∗∗x∗∗ en la topoloǵıa débil*. Dado que T ∗∗(X∗∗) ⊆ CY (Y ) por 1.6.19,

dado que la topoloǵıa débil y débil* coinciden en CY (Y ) como subespacio de Y ∗∗,

se sigue que T ∗∗x∗∗α → T ∗∗x∗∗ en la topoloǵıa débil. Más aún

T ∗∗∗y∗∗∗x∗∗α = y∗∗∗T ∗∗x∗∗α → y∗∗∗T ∗∗x∗∗ = T ∗∗∗y∗∗∗x∗∗,

como se queŕıa ver.
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⇐] Supongamos que T ∗ es débilmente compacto, por lo anterior T ∗∗ es débilmente

compacto pero dado que T = Q−1
Y T ∗∗QX y por 1.6.20, se sigue que T es débilmente

compacto.

Teorema 1.6.22. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). Entonces T

es débilmente compacto si T ∗ es débil*-débil continuo.

1.7. Propiedad de Dunford-Pettis

En esta sección daremos la definición de la propiedad de Dunford-Pettis, aśı como

resultados básicos de esta propiedad que utilizaremos más adelante en el caṕıtulo 3.

Aśı, esta sección es muy importante para el objetivo de este trabajo. La propiedad

de Dunford-Pettis se estableció en un art́ıculo que escribieron Nelson Dunford y

Bill Pettis, que lleva por nombre Linear Operations on Summable Functions (ver

[17]). En este art́ıculo ellos probaron que el espacio L1(µ) para toda medida µ en

cualquier espacio de Banach, tiene la propiedad de Dunford-Pettis, es decir, que

todo operador débilmente compacto es completamente continuo.

Fue Grothendieck en su famoso art́ıculo Sur les applications linéaires faiblement

compactes d’espaces du type C(K)(ver [22] , p. 11), donde define esta propiedad

en general aśı como sus primeras consecuencias. Además de esta propiedad en este

art́ıculo, de más de 50 páginas, define muchas propiedades que hoy en d́ıa son

utilizadas en el estudio de los espacios de Banach.

Definición 1.7.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis

(PDP) si para cada espacio de Banach Y , todo operador T ∈ B(X, Y ) débilmente

compacto, es completamente continuo.

Ejemplo. Dado que `1 tienen la propiedad de Schur, se sigue fácilmente que todo

operador en B(`1, Y ) es completamente continuo de donde se sigue que `1 tiene la

propiedad de Dunford-Pettis.

El ejemplo anterior nos da un resultado más general que solo depende de la pro-

piedad de Schur.

Proposición 1.7.2. Sea X un espacio normado con la propiedad de Schur. En-

tonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
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Para terminar esta sección presentamos un resultado importante que establece

equivalencias para tener la propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 1.7.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

1. X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

2. Todo operador débilmente compacto de X en c0 es completamente continuo

3. Para toda sucesión (xn)∞n=1 en X que converge débilmente a algún x ∈ X y

toda sucesión (x∗n)∞n=1 en X∗ que converge débilmente a algún x∗ ∈ X∗ se

tiene que (x∗nxn)∞n=1 converge a x∗x.

4. Para toda sucesión (xn)∞n=1 en X que converge débilmente a 0 ∈ X y toda

sucesión (x∗n)∞n=1 en X∗ que converge débilmente a 0 ∈ X∗ se tiene que

(x∗nxn)∞n=1 converge a 0.

Demostración. 2⇒ 4] Supongamos que (4) no se cumple. Entonces existen suce-

siones (xn)∞n=1 y (x∗n)∞n=1 que convergen débilmente a 0 en X y X∗ respectivamente,

de tal modo que |x∗nxn| ≥ ε para algún ε > 0 y toda n ∈ N. Definamos T : X → c0

como sigue Tx = (x∗nx). Aśı T ∈ B(X, c0), pero no es completamente continuo ya

que ‖Txm‖ ≥ ε para toda m ∈ N. Queremos probar que T es débilmente compac-

to, aśı sea (wm)∞m=1 una sucesión acotada en X. Por 1.6.18 basta ver que existe

una subsucesión de (Twm)∞m=1 que converja débilmente. Sea CX el mapeo canóni-

co, sea x∗∗ un punto de acumulación de CXwm, existe una subsucesión (wmj)
∞
j=1 de

(wm)∞m=1 que cumple |CXwmjx
∗
k−x∗∗x∗k| = |x∗kwmj−x∗∗x∗k| < j−1 para k = 1, ..., j.

Aśı (x∗∗x∗n) ∈ c0, aśı basta ver que (Twmj) converge a (x∗∗x∗n) débilmente. Sea

n0 ∈ N, veamos que x∗n0
wmj converge a x∗∗x∗n0

, pero aśı construimos (wmj), aśı T

es débilmente compacto.

4⇒ 3] Supongamos que se cumple (4). Sea (xn) en X una sucesión que converge

débilmente a algún x ∈ X y (x∗n) ⊆ X∗ sucesión que converge débilmente a algún

x∗ en X∗. Aśı

x∗nxn − x∗x = (x∗n − x∗)(xn − x) + x∗nx+ x∗xn − 2x∗x converge a

0 + x∗x+ x∗x− 2x∗x = 0.
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3 ⇒ 1] Supongamos que (1) no se cumple. Es decir, existe T un operador débil-

mente compacto que no es completamente continuo. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en

X tal que converge débilmente a 0 y también ‖Txn‖ ≥ δ, para algún δ > 0

y toda n. Para cada n sea y∗n ∈ SY ∗ tal que y∗nTxn = ‖Txn‖. Sabemos por

1.6.19 que T ∗ es débilmente compacto, aśı T ∗y∗n tiene una subsucesión débilmen-

te convergente. Sea (T ∗y∗nj) subsucesión que converge débilmente a z∗ ∈ X∗. Aśı

T ∗y∗nj(xnj) = y∗njTxnj ≥ δ para cada j, aśı T ∗y∗nj(xnj) no converge débilmente a 0

aún cuando (xn) converge a 0 débilmente y (T ∗y∗nj) converge a z∗ débilmente. Aśı

no se cumple (3).

1⇒ 2] Esta implicación solo es aplicar la definición a c0.

Corolario 1.7.4. Sea X un espacio de Banach. Si X∗ tiene la propiedad de

Dunford-Pettis entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Utilizaremos la última equivalencia del teorema anterior. Sean

(xn)∞n=1 una sucesión en X que converge débilmente a 0 y una sucesión (x∗n)∞n=1 en

X∗ que converge débilmente a 0 ∈ X∗. Entonces tomando el mapeo canónico C , se

tiene que C xn ∈ X∗∗ para toda n ∈ N y que además (C xn)∞n=1 ⊆ X que converge

débilmente a 0 ∈ X∗∗. Aśı dado que X∗ tiene la propiedad de Dunford-Pettis se

tiene que (C xnx∗n)∞n=1 = (x∗nxn)∞n=1 converge a 0.

El rećıproco de este resultado es falso, como se puede ver en [30]. En este se muestra

un espacio de Banach X con la propiedad de Schur y por tanto tiene la propiedad

de Dunford-Pettis pero que X∗ no tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Veremos

el resultado más a detalle en esta misma sección.

Proposición 1.7.5. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-

Pettis. Si T : X → X es débilmente compacto entonces T 2 : X → X es compacto.

Demostración. Dado que T es débilmente compacto entonces T (BX) es relativa-

mente débilmente compacto. Y dado que X tiene la propiedad de Dunford-Pettis,

T 2 es completamente continuo, y aśı T 2(BX) es relativamente compacto con res-

pecto a la topoloǵıa de la norma.

Definición 1.7.6. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio. Decimos

que M es un subespacio complementado si existe un subespacio N ⊆ X tal que

para todo x ∈ X existen de forma única m ∈M y n ∈ N tal que n+m = x.
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Definición 1.7.7. Sea X un espacio normado y M ⊆ X un subespacio comple-

mentado. Definimos PM : X → X la proyección sobre M dada por Px = m, donde

x se escribe como x = m+ n de forma única.

Observación. 1. Para todo subespacio complementado PM es una función bien

definida y lineal.

2. PMPM = P 2
M = PM , es decir, es la identidad en M .

3. El núcleo de PM es N y el rango de PM es M .

Proposición 1.7.8. Sea X un espacio de Banach y M ⊆ X un subespacio com-

plementado. Entonces la proyección PM : X → X es continua.

Proposición 1.7.9. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-

Pettis. Si Y es un subespacio complementado y reflexivo de X, entonces Y es de

dimensión finita.

Demostración. Sea PY : X → X la proyección sobre Y , entonces PY es débilmente

compacto, más aún PY (BX) = BY es débilmente compacto dado que Y es reflexivo

por el teorema de Banach-Alaoglu. Entonces P 2
Y = P 2 es compacto. Por tanto BY

es compacto con la topoloǵıa de la norma y entonces Y debe ser de dimensión

finita.

Corolario 1.7.10. Todo espacio de Banach reflexivo de dimensión infinita no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Por 1.4.16, `2 es un cociente de `1 y por el corolario anterior `2 no tiene la pro-

piedad de Dunford-Pettis, pero por la proposición 1.7.2 `1 śı tiene la propiedad de

Dunford-Pettis. Por tanto la propiedad no se hereda a cocientes.

Veamos que el rećıproco del corolario 1.7.4 es falso.

Definición 1.7.11. Sean X y Y espacios de Banach y R : X → Y un operador

continuo. Decimos que R admite selecciones de aproximación local si existe M ≥ 1

tal que si Z es un espacio de Banach de dimensión finita y S es un operador

continuo con S : Z → Y entonces para toda ε > 0, existe Ŝ : Z → X, con∥∥∥Ŝ∥∥∥ ≤M ‖S‖, tal que
∥∥∥RŜ − S∥∥∥ < ε.

La siguiente proposición nos dice una equivalencia de la definición anterior, este

resultado lo usaremos para ver que el rećıproco de 1.7.4 es falso. La demostración

de esta proposición se puede ver en [31].
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Proposición 1.7.12. Sean X y Y espacios de Banach y R : X → Y un operador

continuo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R admite selecciones de aproximación local.

2. R es sobre y R∗(Y ∗) es complementado en X∗.

Ejemplo. Sea X := `1(`2
n). Recordemos que `2

n es el espacio de las n-adas con

la norma 2, este es un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-Pettis,

dado que la topoloǵıa débil y la de la norma coinciden. Aśı X = {(xn)∞n=1 :

xn ∈ `2
n,
∑∞

n=1 ‖xn‖2 <∞}. Dado que `1 tiene la propiedad de Dunford-Pettis, se

puede ver que el dual de X es `∞(`2
n). Sea T : X → `2 definido como T ((xn)∞n=1) =

T ((
∑n

i=1 rn,i)
∞
n=1) = (

∑∞
n=1 rn,i)

∞
i=1 para xn =

∑n
i=1 rn,i. Este operador además de

ser lineal y continuo, por como hemos definido la norma en X, admite secciones

locales, aśı `2 es complementado en X∗. Si X∗ tuviera la propiedad de Dunford-

Pettis, entonces la proyección sobre `2 seŕıa débilmente compacta, tomando el

operador adjunto. Pero por lo tanto P 2 = P seŕıa un operador compacto, entonces

`2 debe ser de dimensión finita ya que es reflexivo, lo cuál es absurdo. Por tanto

X∗ no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Ya vimos que el rećıproco de 1.7.4 es falso, pero los siguientes dos resultados nos

muestran qué se necesita para que se cumpla la otra implicación. Empezaremos

enunciando una equivalencia de que un espacio de Banach tenga una copia de

`1; este resultado se debe a Rosenthal (ver [27]). Nosotros enunciaremos solo una

equivalencia que nos permita probar el rećıproco de 1.7.4.

Teorema 1.7.13. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. X no contiene una copia de `1.

2. Toda sucesión acotada tiene una subsucesión débilmente de Cauchy.

Teorema 1.7.14. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-

Pettis que no contiene una copia de `1. Entonces X∗ tiene la propiedad de Schur,

y por tanto también la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Supongamos que X∗ no tiene la propiedad de Schur. Existe una

sucesión (x∗n)∞n=1 de elementos de norma uno en X∗ que converge débilmente a cero.
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Sea xn ∈ X tal que ‖xn‖ = 1 y además x∗nxn > 1/2. Por el teorema de Rosenthal

existe una subsucesión de (xn)∞n=1 débilmente de Cauchy. Supondremos, sin pérdida

de generalidad, que la subsucesión es la misma sucesión. Entonces tenemos que

(xn)∞n=1 es débilmente de Cauchy y (x∗n)∞n=1 es una sucesión débilmente convergente

a 0 y además x∗nxn > 1/2. Esto implica que X no tiene la propiedad de Dunford-

Pettis, pero esto contradice las hipótesis. Por tanto X∗ tiene la propiedad de

Schur.

El rećıproco del resultado anterior también se cumple.

Teorema 1.7.15. Sea X un espacio de Banach tal qqe X∗ tiene la propiedad de

Schur. Entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no contiene una copia

de `1 .

Y finalmente veamos algunos ejemplos de espacios que tienen la propiedad de

Dunford-Pettis. Utilizaremos varios resultados de teoŕıa de la medida como el

teorema de Egorov o el de Lusin. Para ver estos resultados se puede ver el apéndice

al final de este trabajo donde hacemos mención de ellos.

Teorema 1.7.16. Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Entonces C(K) tiene

la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Supongamos que fn converge a 0 débilmente en C(K) y que µn

converge a 0 débilmente en C(K)∗ . Sea

λ =
∞∑
n=1

|µn|
2n ‖µn‖

,

donde ‖µn‖ = |µn|(K). Entonces (µn)∞n=1 es absolutamente convergente con res-

pecto a λ. Aśı dado ε > 0, existe una δ > 0 tal que |µn|(A) < ε, para toda n,

cuando λ(A) < δ.

Dado que fn converge a 0 puntualmente en K, entonces por el teorema de Egorov,

fn converge a 0 uniformemente en algún conjunto K/A con λ(A) < δ. Entonces

tenemos que

µn(fn) =

∫
K

fndµn =

∫
K/A

fndµn +

∫
A

fndµn
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y
∫
K/A

fndµn converge a 0 cuando n tiende a∞ dado que fn converge a 0 uniforme

en K/A. Finalmente

∣∣∣∣∫
A

fndµn

∣∣∣∣ ≤ ‖fn‖∞ |µn|(A) ≤ ε supk ‖fk‖∞

dado que λ(a) < δ. Por tanto µn(fn) converge 0.

Corolario 1.7.17. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita, separable

y reflexivo. Entonces X es isométricamente isomorfo a un espacio no complemen-

tado de C[0, 1]

Veamos que L1[0, 1] también tiene la propiedad de Dunford-Pettis pero antes de-

bemos ver el siguiente resultado. En este caso para abreviar la notación denotamos

por LP al espacio LP [0, 1] a menos que se especifique lo contrario.

Proposición 1.7.18. Supongamos que gn converge a 0 débilmente en L∞, enton-

ces dado ε > 0, existe un conjunto boreliano A ⊆ [0, 1] con m(A) > 1 − ε tal que

gn converge a 0 uniforme en A.

Demostración. Para cada n ∈ N aplicamos el teorema de Lusin de manera induc-

tiva y aśı podemos encontrar un conjunto boreliano B con m(B) > 1− ε/2 y una

sucesión de funciones gn todas continuas en B tal que gn = gn para todo n ∈ N en

todo B salvo en un conjunto de medida cero. Más aún, por el teorema de densidad

de Lebesgue, podemos asumir que para cada punto x ∈ B tiene densidad 1, es

decir,

ĺımr→0
m((x−r,x+r)∩B)

2r
= 1

para cada B. En particular B no tiene puntos aislados. Se sigue que

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akgk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ess. supx∈B

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akgk

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

akgk(x)

∥∥∥∥∥
∞

para toda sucesión (an)∞n=1 de escalares y x ∈ B. Por tanto el mapeo definido por

gn → gn se puede extender a una funcional lineal acotada en sp((gn)∞n=1). Pero

entonces, dado que (gn)∞n=1 converge débilmente a 0, entonces gn(x) converge a 0

para todo x ∈ B. Finalmente por el teorema de Egorov, existe un conjunto A ⊆ B
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boreliano tal que m(A) > 1 − ε de tal forma que gn converge a 0 uniformemente

en A.

Corolario 1.7.19. L1 tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Sea fn converge a 0 en L1 débilmente y gn converge a 0 débilmente

en L∞. Entonces (fn)∞n=1 es uniformemente integrable en L1, es decir, dada ε > 0

existe una δ > 0 tal que
∫
B
|fn| < ε, para todo n ∈ N, sabiendo que m(B) < δ.

Por la proposición anterior, existe un conjunto A, con m(A) > 1 − δ tal que gn

converge a 0 en A uniformemente. Entonces∣∣∣∣∫ 1

0

fngn

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ac
fngn +

∫
A

fngn

≤ ε sup
n∈N
‖gn‖∞ + sup

n∈N
‖gnχA‖∞ sup

n∈N
‖fn‖1 ,

y la última suma tiende a 0 cuando n tiende ∞.

Corolario 1.7.20. Todo subespacio complementado de dimensión infinita de L1

es no reflexivo.



Caṕıtulo 2

Bases en espacios de Banach

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de base de Schauder, que fue in-

troducido por el matemático alemán J. Schauder en 1927. Este concepto es una

generalización de las bases (de Hamel) que se estudian en espacios vectoriales. En

este caṕıtulo hablaremos de sus propiedades aśı como distintas clases de base de

Schauder para un espacio de Banach; en este caṕıtulo seguiremos los libros de

Megginson ([23]), Carothers ([7]), Fabian ([20]) y Albiac ([1]).

2.1. Bases de Schauder y sucesiones básicas

Definición 2.1.1. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión en X.

Decimos que (xn)∞n=1 es una base de Schauder para X si para todo x ∈ X existe

una sucesión única de escalares (an)∞n=1 ∈ F tal que x =
∞∑
n=1

anxn.

Observación. 1. Dado un espacio de Banach X y (xn)∞n=1 una base de Schauder

se tiene que sp((xn)∞n=1) es denso en X.

2. Si (xn)∞n=1 es una base de Schauder entonces es linealmente independiente.

3. Si X es un espacio de Banach real y (xn)∞n=1 una base de Schauder el conjunto

A = {
m∑
n=1

anxn : m ∈ N, an ∈ Q} es denso en X y por tanto separable.

51
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Ejemplo. Sea (en)∞n=1 la sucesión en `p con 1 ≤ p <∞ o c0 dada por

ekn =

 1, si k = n

0, cualquier otro caso

Entonces (en)∞n=1 es una base de Schauder para `p donde 1 ≤ p < ∞ y para c0.

Dado que `∞ no es separable y es un espacio de Banach real entonces no tiene

base de Schauder. Esta base es la llamada la base canónica de `p y c0.

Definición 2.1.2. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión en X.

Decimos que (xn)∞n=1 es una sucesión básica si es una base de Schauder para

sp((xn)∞n=1).

Recordemos que cuando hablamos de que un espacio normado X es de dimensión

infinita es que su base de Hamel es infinita. Veamos que para un espacio de Banach

X de dimensión infinita podemos decir que una base de Hamel es no numerable

pero antes enunciaremos un resultado para probar nuestra afirmación.

Teorema 2.1.3. (Categoŕıa de Baire) Sea X un espacio métrico completo.

Entonces en X se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Sea (Un)∞n=1 subconjuntos abiertos y densos en X. Entonces ∩∞n=1Un es denso

en X.

2. Si U ⊆ X es abierto en X entonces U no es la unión numerable de conjuntos

densos en ninguna parte.

La demostración de este teorema se puede encontrar en [25] (sección 48, p. 296).

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita y A una base

de Hamel para X. Entonces A es no numerable

Demostración. Supongamos que A es numerable, es decir, A = {xn : n ∈ N}.
Definimos el subespacio Xm = sp((xn)mn=1), como Xm es de dimensión finita es

cerrado en X, más aún tiene interior vaćıo, por lo que son conjuntos densos en

ninguna parte. Además como X = sp((xn)∞n=1), entonces X = ∪∞m=1Xm, es decir,

es unión numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Pero esto contradice

el teorema de Baire dado que X es espacio métrico completo, por tanto A es no

numerable .
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Con este teorema podemos ver que las bases de Schauder y las bases de Hamel son

esencialmente diferentes en espacios de dimensión infinita. Aśı en lo subsecuente

si (xn)∞n=1 es una base de Schauder para X solo diremos que es (xn)∞n=1 es base

para X.

Proposición 2.1.5. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X y

(λn)∞n=1 una sucesión de escalares distintos de cero. Entonces (λnxn)∞n=1 también

es una base para X.

Definición 2.1.6. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. De-

cimos que (xn)∞n=1 es acotada si supn∈N ‖xn‖ <∞. En particular si cada xn tiene

norma 1 diremos que la base está normalizada.

El siguiente resultado muestra cómo podemos construir una base de Schauder en

un espacio de Banach isomorfo a otro espacio de Banach que śı posee una.

Proposición 2.1.7. Sean X y Y espacios de Banach, T ∈ B(X, Y ) un isomor-

fismo y (xn)∞n=1 una sucesión básica en X. Entonces (Txn)∞n=1 es una sucesión

básica en Y . En particular si (xn)∞n=1 es una base para X entonces (Txn)∞n=1 una

base para Y .

Demostración. T mapea sp((xn)∞n=1) en sp((Txn)∞n=1) dado que es un isomorfismo.

Si (xn)∞n=1 es una base para X y T (X) = Y , dado que T (
∞∑
n=1

anxn) =
∞∑
n=1

Tanxn

para toda
∞∑
n=1

anxn se sigue que (Txn)∞n=1 es una base para Y .

Las bases en espacios de Banach definen operadores lineales continuos y funcio-

nales, además que estos operadores cumplen propiedades que veremos en los si-

guientes resultados.

Definición 2.1.8. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. De-

finimos las proyecciones canónicas {Pn}∞n=1 asociadas a (xn)∞n=1 como sigue dado

x ∈ X entonces Pnx =
n∑
i=1

aixi donde x =
∞∑
i=1

aixi .

Definición 2.1.9. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. De-

finimos las funcionales coordenadas {x∗n}∞n=1 asociadas a (xn)∞n=1 como sii¿gue:

dado x ∈ X entonces x∗nx = an donde x =
∞∑
i=1

aixi . Además diremos que la

sucesión {xn, x∗n}∞n=1 es biortogonal.
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Lema 2.1.10. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. Las

proyecciones canónicas cumplen lo siguiente

1. dim(Pn(X)) = n,

2. PnPm = PmPn = Pmı́n{n,m},

3. Pn(x)→ x cuando n tiende a ∞ para todo x ∈ X.

Más aún, si {Pn}∞n=1 son proyecciones lineales acotadas en X que satisfacen las tres

condiciones anteriores, entonces {Pn}∞n=1 son proyecciones canónicas asociadas a

alguna base de Schauder de X.

Demostración. La primera parte de la prueba se sigue de la definición de las

proyecciones y de la definición de Base de Schauder.

Probaremos la segunda parte. Sean {Pn}∞n=1 proyecciones lineales acotadas en X

que satisfacen las tres condiciones. Definimos P0 = 0, es decir, el operador trivial

y elegimos xi ∈ Pi(X) ∩Ker(Pi−1) para toda i ∈ N, con x 6= 0. Entonces

x = ĺım
n→∞

Pn(x) = ĺım
n→∞

Pn(x)− P0(x) = ĺım
n→∞

n∑
i=1

(Pi(x)− Pi−1(x))

=
∞∑
i=1

(Pi(x)− Pi−1(x)) =
∞∑
i=1

aixi,

donde los ai son escalares dado que dim(Pn(X)/Pn−1(X)) = 1, para toda i ∈ N.

La unicidad de los (ai)
∞
i=1 se sigue del hecho que si x =

∞∑
i=1

bixi, entonces por

la continuidad de Pn tenemos que Pn(x) =
n∑
i=1

bixi, y por tanto bixi = Pi(x) −

Pi−1(x) = aixi, para todo n ∈ N.

Entonces (xi)
∞
i=1 es una base de Schauder para X y las {Pn}∞n=1 son proyecciones

lineales asociadas a ésta.

Teorema 2.1.11. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. Enton-

ces las proyecciones canónicas {Pn}∞n=1 son continuas. Más aún supn∈N ‖Pn‖ <∞.

Demostración. Dado x ∈ X definimos la norma |||x||| := supn∈N ‖Pnx‖. Dado que

Pnx converge a x se tiene que |||x||| < ∞ para todo x ∈ X. Es fácil ver que ||| |||
define una norma en X.
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Veamos que las proyecciones {Pn}∞n=1 están uniformemente acotadas. Primero no-

temos que la identidad id : (X, ||| |||) → (X, ‖ ‖) es continua dado que ‖x‖ =

ĺımn→∞ ‖Pnx‖ ≤ |||x||| . Es claro que la identidad es inyectiva aśı para que id sea

un isomorfismo basta ver que (X, ||| |||) es un espacio de Banach, por el corolario

1.2.6.

Sea (yk)
∞
k=1 una sucesión de Cauchy en (X, ||| |||). Entonces para cada n ∈ N tene-

mos que (Pnyk)
∞
k=1 es una sucesión de Cauchy en (X, ‖ ‖). Más aún ‖Pnyi − Pnyj‖ ≤

|||yi − yj||| para todo n, con lo cuál (Pnyk)
∞
k=1 son sucesiones de Cauchy uniforme-

mente en n. Sea zn = ĺımn→∞ Pnyk en (X, ‖ ‖), aśı ‖Pnyk − zn‖ converge a 0

cuando k tiende a ∞ uniformemente en n. Con lo cuál se sigue que zn es una

sucesión de Cauchy en (X, ‖ ‖), ya que

‖zn − zm‖ ≤ ‖zn − Pnyk‖+ ‖Pnyk − Pmyk‖+ ‖Pmyk − zk‖.

Ahora sea z = ĺımn→∞ zn en (X, ‖ ‖). Veamos que ĺımk→∞ yk = z en la norma

||| |||. Primero notemos que ĺımn→∞ Pnz = zn, ya que Pn es continuo en Pm(X)

dado que es un espacio de dimensión finita y además

Pn(zm) = Pn(ĺımk→∞ Pmyk) = ĺımk→∞ PnPmyk = ĺımk→∞ Pmı́n{n,m}yk = zmı́n{n,m}.

Por lo que existe una única sucesión de escalares tal que zn =
n∑
i=1

aixi y aśı

z =
∞∑
i=1

aixi y más aún Pnz = zn. Finalmente

|||yk − z||| = supn∈N ‖Pnyk − zk‖ converge a 0 cuando k tiende a ∞.

Por tanto (X, ||| |||) es un espacio de Banach y por el corolario 1.2.9 existe el inverso

de id : (X, ||| |||)→ (X, ‖ ‖) y es continuo, con lo que existe K tal que |||x||| ≤ K ‖x‖
para todo x ∈ X, con lo que supn∈N ‖Pn‖ ≤ K.

Corolario 2.1.12. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X.

Entonces las funcionales coordenadas {x∗n}∞n=1 son continuas.

Definición 2.1.13. Sea X espacio de Banach, (xn)∞n=1 una base para X y {Pn}∞n=1

las proyecciones canónicas asociadas a (xn)∞n=1. Definimos la constante básica

K := supn∈N ‖Pn‖ de la base (xn)∞n=1. Si K = 1 decimos que la base (xn)∞n=1

es monótona
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La constante básica no solo es una constante para acotar la norma de las proyec-

ciones, como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.14. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión de ele-

mentos no nulos en X. Entonces (xn)∞n=1 es una base para X si y solo si existe K

positiva tal que

1. sp((xn)∞n=1) es denso en X y

2.

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥ para todo n,m ∈ N con n < m y cualquier

sucesión de escalares (an)∞n=1 .

Demostración. ⇒] Por definición de una base sp((xn)∞n=1) es denso en X y dado

n < m tenemos que

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn
(

m∑
i=1

aixi

)∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥.

⇐] Sea S = sp((xn)∞n=1), aśı S es denso en X. Solo nos hace falta verificar que

(xn)∞n=1 son linealmente independientes ya que por inducción y la desigualdad (2)

cuando n < m tenemos que

|an| ‖xn‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi −
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ 2K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥.

Definimos los mapeos (Pn)∞n=1 dados por Pn

(
m∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

aixi cuando n < m.

Estos están bien definidos y son proyecciones lineales en S. Más aún tenemos que

(1) nos dice que cada Pn tiene a lo más norma K en S. Por lo tanto cada Pn se

extiende de manera única a un mapeo lineal y continuo Pn, los cuales también

son proyecciones y satisfacen que
∥∥Pn∥∥ ≤ K. Solo basta ver que Pnx converge a

x para todo x ∈ X.

Dado x ∈ X y ε > 0, sea s =
m∑
i=1

aixi ∈ S tal que ‖x− s‖ < ε. Entonces para

m < n tenemos que

∥∥x− Pnx∥∥ ≤ ‖x− s‖+
∥∥s− Pns∥∥+

∥∥Pns− Pnx∥∥ ≤ (1 +
∥∥Pn∥∥)ε ≤ (1 +K)ε.
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Por tanto se deduce que (xn)∞n=1 es una base para X.

Corolario 2.1.15. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión en X.

Entonces (xn)∞n=1 es una sucesión básica si cada xn es distinto de 0 y existe K

positiva tal que

∥∥∥∥∥
n∑

=1

ajxj

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
para todo n,m ∈ N con n < m y cualquier sucesión de escalares (an)∞n=1.

Ejemplos.

1. Sea {tj}∞j=1 una sucesión de puntos distintos en [0, 1] tal que t1 = 0, t2 = 1 y

{tj}∞j=1 = [0, 1]. Definimos las proyecciones de C[0, 1] en C[0, 1] por P1(f) =

f(0) y Pn(f) la interpolación lineal con nodos en tj, con 1 ≤ j ≤ n, y además

que Pn(f)(tj) = f(tj).

Entonces por el lema 2.1.10 y que las funciones continuas en [0, 1] son conti-

nuas uniformemente, ocurre las proyecciones que acabamos de definir cum-

plen las tres condiciones de 2.1.10 y por tanto determinan una base monótona

de Schauder para C[0, 1].

2. Definimos las funciones hi para i ∈ N como sigue:

h0(x) = 1 para todo x ∈ [0, 1]; h1(x) = 1 para x ∈ [0, 1
2
) y h1(x) = −1

para x ∈ [1
2
, 1]; h2(x) = 1 para x ∈ [0, 1

4
), h2(x) = −1 para x ∈ [1

4
, 1

2
] y

h2(x) = 0 para x ∈ (1
2
, 1]; h3(x) = 1 para x ∈ [1

2
, 3

4
), h3(x) = −1 para

x ∈ (3
4
, 1] y h3(x) = 0 para x ∈ [0, 1

2
); y aśı sucesivamente. El conjunto de

{hi}∞i=1 es linealmente independiente. Y dado que H := sp({hi}∞i=1) contiene

a las funciones caracteŕısticas de los intervalos diádicos, entonces H
L1

= L1.

Para x ∈ H dado por x =
∑m

i=0 aihi definimos Pn(x) =
∑n

i=0 aihi, suponien-

do que m ≥ n. Las proyecciones satisfacen las tres condiciones de 2.1.10.

Aśı para probar que {hi}∞i=1 es una base de Schauder para L1[0, 1], basta ver

que las proyecciones Pn son acotadas uniformemente en H. A esta base se le

llama el sistema de Haar.

Supongamos que f =
∑n

i=0 aihi y g =
∑n+1

i=0 aihi para ai ∈ R. Entonces f

y g difieren en un intervalo diádico I, donde f es constante, supongamos

que f(x) = b para todo x ∈ I, y en ese intervalo g(x) = b + an+1 en la
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primer mitad de I y g(x) = b − an+1 para la segunda mitad. Pero tenemos

que |b| = |1
2
(b + an+1) + 1

2
(b − an+1)| ≤ 1

2
|b + an+1| + 1

2
|b − an+1|, entonces

tenemos que ‖f‖ ≤ ‖g‖, entonces se sigue que las proyecciones Pn tienen a

lo más norma 1. Por tanto {hi}∞i=1 es una base de Schauder para L1[0, 1].

Como vimos en los ejemplos no todo espacio de Banach tiene una base, por ejem-

plo `∞. Pero lo que śı podemos asegurar es que dado un espacio de Banach de

dimensión infinita existe una sucesión básica. Los siguientes resultados mostrarán

cómo se obtiene.

Lema 2.1.16. Sea X un espacio de Banach y F ⊆ X un subespacio de dimensión

finita. Entonces dado ε > 0, existe x ∈ X con ‖x‖ = 1 tal que ‖y‖ ≤ (1 +

ε) ‖y + λx‖ para todo y ∈ F y todo λ escalar.

Demostración. Sea 1 > ε > 0. Dado que F es de dimensión finita, SF = {y ∈ F :

‖y‖ = 1} es compacto en X. Entonces podemos tener una ε/2-red {y1, ..., yn}, es

decir, para todo y ∈ F existe una i ∈ {1, ..., n} tal que ‖yi − y‖ < ε/2. Para cada

yi existe un funcional y∗i ∈ X∗ tal que y∗i yi = 1.

Notemos que ∩ni=1Ker(y∗i ) es un espacio de codimensión finita y por lo tanto existe

x ∈ X distinto de cero con x ∈ ∩ni=1Ker(y∗i ), ya que sino entonces ∩ni=1Ker(y∗i )

tendŕıa codimensión infinita lo cual es una contradicción. Más aún, existe x ∈
∩ni=1Ker(y∗i ) tal que ‖x‖ = 1. Dado y ∈ SF tenemos que existe yi tal que se

cumplen las siguientes desigualdades

‖y + λx‖ ≥ ‖yi + λx‖ − ‖y − yi‖ ≥ ‖yi + λx‖ − ε/2

≥ y∗i (yi + λx)− ε/2 = 1− ε/2

≥ 1

1 + ε
.

Entonces ‖y‖ ≤ (1 + ε) ‖y + λx‖, para toda λ y y con ‖y‖ = 1. Como esto se

cumple para toda λ, ‖y‖ ≤ (1 + ε) ‖y + λx‖ para toda y ∈ F .

Teorema 2.1.17. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces

existe una sucesión básica en X.

Demostración. Dado ε > 0, elegimos una sucesión de números positivos (εn)∞n=1

tal que Π∞n=1(1 + εn) ≤ (1 + ε).
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Vamos a construir la sucesión básica de manera inductiva utilizando el lema an-

terior. Sea x1 ∈ X tal que ‖x1‖ = 1. Sea x2 de norma uno tal que ‖y‖ ≤
(1 + ε1) ‖y + λx2‖ para todo y ∈ sp({x1}). Sea x3 de norma uno tal que ‖y‖ ≤
(1 + ε2) ‖y + λx3‖ para todo y ∈ sp({x1, x2}). Y aśı sucesivamente. Por el corola-

rio 2.1.16, con constante básica a lo más K = Π∞n=1(1 + εn) ≤ (1 + ε), se sigue el

resultado.

Aśı, aunque no podemos afirmar que todo espacio de Banach tiene base, sabemos

que existe al menos una sucesión básica.

2.1.1. Bases equivalentes

Un concepto importante es el de bases equivalentes ya que nos ayudará a obtener

resultados, no solo con respecto a bases en espacios de Banach, sino también sobre

propiedades en los espacios como es la propiedad de Dunford-Pettis.

Definición 2.1.18. Sean X y Y espacios de Banach y (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 bases para

X y Y respectivamente. Decimos que (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son equivalentes si para

toda sucesión (an)∞n=1 de escalares, la serie
∞∑
i=1

aixi converge si y solo si
∞∑
i=1

aiyi

lo hace.

Proposición 2.1.19. Sean X y Y espacios de Banach y (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 bases

para X y Y respectivamente. Entonces (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son equivalentes si y solo

si existe un isomorfismo T de X en Y tal que Txn = yn para cada n ∈ N.

Demostración. ⇐] Es claro que si existe un isomorfismo T de X en Y tal que

Txn = yn entonces (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son equivalentes.

⇒ ] Supongamos que (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son equivalentes. Si
(
xj

)∞
j=1

es una sucesión

en X, donde cada xj tiene la forma xj =
∞∑
n=1

bn,jxn, que converge a algún x de

la forma
∞∑
n=1

bnxn en X y
( ∞∑
n=1

bn,jyn

)∞
j=1

converge a algún y ∈ Y , se sigue de

la continuidad de las funcionales coordenadas que y =
∞∑
n=1

bnyn. Aśı aplicando

el teorema de la gráfica cerrada y dado que (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son equivalentes
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tenemos que el mapeo
∞∑
n=1

anxn →
∞∑
n=1

anyn es un isomorfismo de X en Y y que

además a cada xn lo manda en yn.

Los siguientes resultados nos darán de forma sencilla bases en C[0, 1] o en `p con

1 ≤ p <∞.

Proposición 2.1.20. Suponga que X es un espacio de Banach, (xn)∞n=1 es una

sucesión básica en X con constante básica Kb y que (yn)∞n=1 es una sucesión en

X tal que
∞∑
n=1

‖xn − yn‖
‖xn‖

< 1/(2Kb). Entonces (yn)∞n=1 es una sucesión básica

equivalente a (xn)∞n=1 . En particular si (xn)∞n=1 es una base para X también lo es

(yn)∞n=1

Demostración. Es claro que (xn/ ‖xn‖)∞n=1 es una sucesión básica normalizada con

la misma constante básica que (xn)∞n=1. Aśı que supondremos que (xn)∞n=1 es una

sucesión básica normalizada.

Sean x∗n y Pn la n-ésima funcional coordenada y la n-ésima proyección asociadas

a (xn)∞n=1, además sabemos que ambos mapeos tienen dominio en sp((xn)∞n=1) . Si

x ∈ sp((xn)∞n=1) y m > 1, entonces

|x∗mx| = ‖(x∗mx)xm‖ = ‖(Pm − Pm−1)x‖ ≤ 2Kb ‖x‖,

aśı ‖x∗m‖ ≤ 2Kb cuando m > 1. De forma análoga también tenemos que ‖x∗1‖ ≤
2Kb. Para cada n ∈ N, sea z∗n una extensión de Hahn-Banach para x∗n a todo

X. Dado que
∞∑
n=1

|z∗nx| ‖xn − yn‖ ≤ 2Kb(
∞∑
n=1

‖xn − yn‖) ‖x‖ cuando x ∈ X, aśı

el operador T definido como T (x) =
∞∑
n=1

(z∗nx)(xn − yn) es acotado y además

‖T‖ ≤ 2Kb

∞∑
n=1

‖xn − yn‖ < 1. Sea id : X → X el operador identidad. Entonces el

operador id−T es un operador invertible en X. Además (id−T )xn = yn para cada

n ∈ N. Se sigue de la proposición anterior y de la proposición 2.1.7 que (yn)∞n=1

es una base equivalente a (xn)∞n=1. Si además (xn)∞n=1 es sucesión básica para X

entonces (yn)∞n=1 también lo es.

Corolario 2.1.21. Sean X un espacio de Banach, (xn)∞n=1 una base para X y

D un subconjunto denso de X. Entonces X tiene una base equivalente a (xn)∞n=1

cuyos elementos están en D.
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Veamos una definición y uno de los teoremas más importantes que sirven para

probar distintas propiedades en los espacios de Banach. El teorema es conocido

por el Principio de selección de Bessaga-Pelczynski.

Definición 2.1.22. Sea X un espacio de Banach, (xn)∞n=1 una sucesión básica

en X y (pn)∞n=1 una sucesión de enteros positivos crecinte, tal que p1 = 1. Para

cada n ∈ N , sean apn , ..., apn+1−1 escalares con alguno de ellos distinto de cero. Si

definimos yn =

pn+1−1∑
j=pn

ajxj, entonces decimos que (yn)∞n=1 es una secuencia básica

de bloques de (xn)∞n=1.

Proposición 2.1.23. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión básica

con constante básica K. Entonces si (yn)∞n=1 es una sucesión básica de bloques

de (xn)∞n=1 también es una sucesión básica y su constante básica K1 cumple que

K ≥ K1.

Demostración. Supongamos que (yn)∞n=1 es una sucesión básica de bloques de

(xn)∞n=1. Entonces cada yn es un elemento no nulo por la unicidad de la expan-

sión en términos de (xn)∞n=1. Sea K la constante básica de (xn)∞n=1. Entonces

‖
∑m1

n=1 anxn‖ ≤ K ‖
∑m2

n=1 anxn‖ cuando m1,m2 ∈ N, m1 ≤ m2, y a1, ..., an ∈ F.

Entonces se sigue por construcción que (yn)∞n=1 cumple la misma desigualdad, por

tanto es una sucesión básica y además tiene constante básica menor o igual a

K.

Teorema 2.1.24. (Principio de selección de Bessaga-Pelczynski) Sean X un es-

pacio de Banach, (xn)∞n=1 una sucesión básica en X, (x∗n)∞n=1 las funcionales coor-

denadas y (yn)∞n=1 una sucesión tal que ĺımm→∞ x
∗
nym = 0 para cada n ∈ N pero

tal que ı́nfnN ‖yn‖ > 0. Entonces existe una subsucesión de (yn)∞n=1 que es una

sucesión básica equivalente a una secuencia básica de bloques de (xn)∞n=1.

Demostración. Sea K la constante básica de (xn)∞n=1 y sean {Pn}∞n=1 las proyec-

ciones canónicas asociadas a (xn)∞n=1, entonces se tiene

‖x∗n‖ = ‖Pn−Pn−1‖
‖xn‖

y esto nos da 1 ≤ ‖x∗n‖ ‖xn‖ = ‖Pn − Pn−1‖ ≤ 2K. Ahora definimos ε = ı́nfnN ‖yn‖
, tomando n1 = 1, y elegimos m1 tal que 4K

ε

∥∥∑∞
i=m1+1 x

∗
i (yn1)xi

∥∥ < (1
2

)3
. Luego



62 2.1. BASES DE SCHAUDER Y SUCESIONES BÁSICAS

elegimos un entero n2 tal que n2 > n1 y 4K
ε
‖
∑m1

i=1 x
∗
i (yn2)xi‖ <

(
1
2

)3
, y luego selec-

cionamos m2 de modo que m2 > m1 y 4K
ε

∥∥∑∞
i=m2+1 x

∗
i (yn2)xi

∥∥ < (1
2

)4
además. Se-

guimos por inducción con el proceso y obtenemos dos sucesiones crecientes (nk)
∞
k=1

y (mk)
∞
k=1 tales que 4K

ε

∥∥∑∞
i=mk+1 x

∗
i (ynk)xi

∥∥ < (1
2

)k+1
y 4K

ε

∥∥∑mk
i=1 x

∗
i (ynk+)xi

∥∥ <(
1
2

)k+2
.

Para cada k ∈ N, definimos zk :=
∑mk+1

i=mk+1 x
∗
i (ynk+1

)xi . Entonces tenemos que

yk =
∑mk

i=1 x
∗
i (ynk+1

)xi + zk +
∑mk+1

i=mk++1 x
∗
i (ynk+1

)xi,

por lo que

‖zk‖ ≥ ‖yk‖ −

∥∥∥∥∥
mk∑
i=1

x∗i (ynk+1
)xi

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥

∞∑
i=mk+1+1

x∗i (ynk+1
)xi

∥∥∥∥∥∥
≥ ε− ε

4K2k+2
− ε

4K2k+3

≥ ε

2
.

Entonces, (zk)
∞
k=1 es una sucesión básica de bloques de (xn)∞n=1 por la proposición

anterior.

Sean (z∗k)
∞
k=1 la sucesión de coeficientes funcionales asociados a (zk)

∞
k=1 , y sea K ′

la constante básica. Entonces se tiene que (zk)
∞
k=1 ⊆ sp ((z∗k)

∞
k=1), también K ′ ≤ K

por la proposición anterior, más aùn 1 ≤ ‖zk‖ ‖z∗k‖ ≤ 2K ′ ≤ 2K y aśı se tiene que

‖z∗k‖ ≤ 2K
‖zk‖
≤ 4K

ε
. Más aún, se tiene que

∞∑
k=1

‖z∗k‖ ‖zk − yk‖ ≤
∞∑
k=1

4K

ε

∥∥∥∥∥∥
mk∑
i=1

x∗i (ynk+1
)xi +

mk+1∑
i=mk++1

x∗i (ynk+1
)xi

∥∥∥∥∥∥
≤

∞∑
k=1

4K

ε

(
ε

4K

1

2k+2
+

ε

4K

1

2k+3

)
≤

∞∑
k=1

1

2k+1

=
1

2
< 1.

Por lo tanto,el teorema 2.1.20 nos dice que (ynk+1
)∞k=1 es equivalente a (zk)

∞
k=1. Y

solo basta notar que cada z∗k se puede extender por el teorema de Hahn-Banach a

todo X∗ preservando su norma.
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2.2. Bases incondicionales

Definición 2.2.1. Sea X un espacio normado y
∞∑
i=1

xi una serie en X. Decimos

que
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente si para toda permutación π : N → N se

tiene que
∞∑
i=1

xπ(i) también converge.

Proposición 2.2.2. Sea X un espacio normado y
∞∑
i=1

xi una serie en X. Entonces

si
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente se tiene que
∞∑
i=1

xπ(i) =
∞∑
i=1

xi.

Definición 2.2.3. Sea X un espacio normado y
∞∑
i=1

xi una serie en X. Decimos

que
∞∑
j=1

xij es una subserie de
∞∑
j=1

xi cuando (xij)
∞
j=1 es una subsucesión de (xi)

∞
i=1.

Los siguientes resultados nos sirven para la definición de base incondicional en un

espacio de Banach, no daremos su demostración las cuales se pueden encontrar en

[23] (p. 370).

Proposición 2.2.4. Sea X un espacio de Banach y
∞∑
i=1

xi una serie en X. Enton-

ces
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente si y solo si toda subserie de
∞∑
i=1

xi converge.

Corolario 2.2.5. Sea X un espacio de Banach y
∞∑
i=1

xi una serie en X. Si
∞∑
i=1

xi

converge incondicionalmente entonces toda subserie
∞∑
j=1

xij converge incondicio-

nalmente.

Veamos un criterio de convergencia incondicional en espacios de Banach.

Lema 2.2.6. Sea Y un subespacio cerrado de `∞ tal que contiene todas las suce-

siones cuyos términos son 0 o 1. Entonces Y = `∞.

Demostración. Sea (tn)∞n=1 con tn > 0 para todo n en S`∞ , donde S`∞ denota a

la esfera unitaria. Basta ver que (tn)∞n=1 ∈ Y . Para cada tn como 0 < tn < 1,
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consideremos su expansión binaria tn = 0.sn,1sn,2sn,3.... Se tiene que ((sn,j))
∞
j=1 es

una sucesión en Y , y (tn)∞n=1 =
∞∑
j=1

2−j(sn,j) ∈ Y .

Lema 2.2.7. Sea X un espacio de Banach y
∞∑
i=1

xi una serie en X tal que

∞∑
i=1

x∗xi converge absolutamente para todo x∗ ∈ X. Entonces existe M > 0 tal

que supn∈N

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M ‖(ai)∞i=1‖∞ cuando (ai)
∞
i=1 ∈ `∞.

Demostración. Definimos T : X∗ → `1 dado por T (x∗) = (x∗xn)∞n=1. Es claro que

T es lineal y por el teorema de la gráfica cerrada T es acotado. Sea (ai)
∞
i=1 ∈ `∞ .

Si m ∈ N y x∗ ∈ BX∗ , entonces

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

aixi

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

x∗aixi

∣∣∣∣∣ ≤ ‖(ai)∞i=1‖∞ ‖Tx∗‖1 ≤ ‖(ai)∞i=1‖∞ ‖T‖ ,

Por tanto

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ ‖(ai)∞i=1‖∞ ‖T‖ cuando m ∈ N.

Teorema 2.2.8. Sea X un espacio de Banach y
∑∞

i=1 xi una serie en X . Entonces∑∞
i=1 xi converge incondicionalmente si y solo si

∑∞
i=1 aixi converge para toda

(ai)
∞
i=1 ∈ `∞.

Demostración. ⇐ ] Para cualquier sucesión (ai)
∞
i=1 donde ai = 0 o ai = 1 se tiene

que (ai)
∞
i=1 ∈ `∞. Entonces si

∞∑
i=1

aixi converge para toda (ai)
∞
i=1 ∈ `∞, se tiene

que cualquier subserie de
∞∑
i=1

xi converge . Aśı
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente.

⇒ ] Supongamos que
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente, y sea Y el subespacio de

`∞ de todas las sucesiones (ai)
∞
i=1 ∈ `∞ tal que

∞∑
i=1

aixi converge. Por la proposición

2.2.4 toda subserie de
∞∑
i=1

xi converge, aśı (ai)
∞
i=1 ∈ Y cuando se tiene que ai = 0

o ai = 1 para toda i. Luego, por el lema 2.2.6, basta ver que Y es cerrado para

concluir que Y = `∞.
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Corolario 2.2.9. Sea X un espacio de Banach y
∞∑
i=1

xi una serie en X . Entonces

si
∞∑
i=1

xi converge incondicionalmente, se tiene que
∞∑
i=1

aixi converge incondicio-

nalmente para toda (ai)
∞
i=1 ∈ `∞.

Ahora mencionaremos la definición de base incondicional y algunos resultados que

se desprenden de ella.

Definición 2.2.10. Sea X un espacio de Banach y (xi)
∞
i=1 una base para X.

Decimos que (xi)
∞
i=1 es una base incondicional si para toda x ∈ X, donde x =

∞∑
i=1

aixi, se tiene que
∞∑
i=1

aixi es una serie incondicionalmente convergente en X.

Diremos que (xi)
∞
i=1 es una base condicional si no es una base incondicional.

Ejemplo. Sea X = c0 o X = `p con 1 ≤ p < ∞. Entonces la base de vectores

unitarios estándar es una base incondicional para X. Esto dado que si x ∈ X y

x =
∑∞

n=1 anen, esta serie converge absolutamente si X = `p con 1 ≤ p <∞ y por

tanto converge incondicionalmente.

Proposición 2.2.11. Sean X un espacio de Banach, (xi)
∞
i=1 una base incondicio-

nal para X y (λi)
∞
i=1 una sucesión de escalares distintos de cero. Entonces (λixi)

∞
i=1

es una base incondicional para X.

Proposición 2.2.12. Sean X y Y espacios de Banach, T ∈ B(X, Y ) un iso-

morfismo y (xn)∞n=1 una sucesión básica incondicional en X. Entonces (Txn)∞n=1

es una sucesión básica incondicional en Y . En particular si (xn)∞n=1 es una base

incondicional para X entonces (Txn)∞n=1 es una base incondicional para Y .

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una sucesión de ele-

mentos no nulos en X. Entonces (xn)∞n=1 es una base incondicional para X si y

solo si existe K positiva tal que

1. sp((xn)∞n=1) es denso en X y

2.

∥∥∥∥∥∑
j∈A

ajxj

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥∑
j∈B

ajxj

∥∥∥∥∥ para toda pareja de A,B ⊆ N con A ⊆ B y

cualquier sucesión de escalares (an)∞n=1 .

Demostración. Por los resultados si (xn)∞n=1 es una base incondicional para X se

cumplen 1 y 2.
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Supongamos que (xn)∞n=1 es una sucesión nula que cumple 1 y 2. Por el teorema

2.1.14, se tiene que (xn)∞n=1 es una base para X. Sea x =
∞∑
i=1

aixi ∈ X y además

∞∑
j=1

aijxij una subserie de la serie anterior. Basta ver que
∞∑
j=1

aijxij converge, pero

esto se sigue de la convergencia de
∞∑
i=1

aixi y de

∥∥∥∥∥
m2∑
j=m1

aijxij

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥∥
nm2∑

n=nm1

anxn

∥∥∥∥∥∥,

cuando m1 ≤ m2. Por lo tanto se sigue el resultado.

Corolario 2.2.14. Sean X un espacio de Banach y (xi)
∞
i=1 una sucesión básica

incondicional en X. Entonces cualquier permutación de (xi)
∞
i=1 es una sucesión

básica incondicional en X.

Veamos que las bases para C[0, 1] y L1[0, 1], son condicionales. Primero veamos

una definición, un pequeño resultado y finalmente un teorema de Daugavet.

Definición 2.2.15. Sea X un espacio de Banach. Decimos que tiene la propiedad

de aproximación si para todo espacio de Banach Y y todo operador compacto

T : Y → X, se tiene que existe una sucesión (Sn)∞n=1 de operadores Sn : Y → X

de rango finito tal que Sn → T en B(Y,X).

Teorema 2.2.16. Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder. En-

tonces X tiene la propiedad de aproximación.

La prueba del anterior teorema se puede ver en [23] (p. 364).

La propiedad de aproximación fue estudiada ampliamente por Grothendieck. Por

mucho tiempo se pensó que todo espacio de Banach separable teńıa la propiedad

de aproximación. Esto fue contestado negativamente por Pen Enflo (ver [19]) que

construyó un espacio de Banach separable que no tiene la propiedad de aproxima-

ción y por el resultado anterior este espacio no puede tener base de Schauder. El

siguiente resultado es una traducción del art́ıculo de Daugavet ([14]). Se utilizará

para probar que la base de C[0, 1] es condicional.

Teorema 2.2.17. (Daugavet) Sea A un operador compacto A : C[0, 1]→ C[0, 1].

Entonces ‖I + A‖ = 1 + ‖A‖, donde I denota al operador identidad.
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Demostración. Notemos que C[0, 1] tiene base de Schauder, entonces tiene la pro-

piedad de aproximación. Aśı si A : C[0, 1] → C[0, 1] es un operador compacto y

{An}∞n=1 es una sucesión de operadores de rango finito tal que An converge a A

y que además ‖I + An‖ = 1 + ‖An‖, por continuidad de la norma se tendŕıa que

‖I + A‖ = 1 + ‖A‖. Aśı basta probar que la igualdad se cumple para operadores

de rango finito.

Sea A un operador de rango finito, entonces se puede ver como

Ax =
n∑
k=1

φk(x)zk

donde x ∈ C[0, 1], {zk}∞k=1 son funciones en C[0, 1] y {φk}∞k=1 son funcionales

continuas en C[0, 1]. Por el teorema de representación de Riesz cada φk se puede

ver como φk(x) =
∫
x(t)dσk(t), donde cada σk : [0, 1] → R es una función de

variación acotada.

Definimos M = máx1≤k≤n ‖zk‖ y tomando ε > 0. Entonces existe x0 ∈ C[0, 1] con

‖x0‖ = 1 y además ‖Ax0‖ > ‖A‖ − ε
2
. Denotemos y0 := Ax0. Se puede suponer

que hay un conjunto ∆ ⊆ [0, 1], tal que para todo y0(t) ≥ ‖A‖ − ε
2

para t ∈ ∆.

Más aún se puede elegir un intervalo (t0 − δ, t0 + δ) para δ > 0 suficientemente

pequeña, de modo que para cada k con 1 ≤ k ≤ n se tiene

V t0+δ
t0−δ σk ≤

ε
4nM

,

donde V t0+δ
t0−δ σk es la variación de σk en el intervalo (t0 − δ, t0 + δ).

Ahora podemos construir una función continua x1 que cumpla con las siguientes

tres propiedades:

1. x1(t) = x0(t) para t ∈ [0, t0 − δ] ∪ [t0 + δ, 1],

2. x1(t0) = 1,

3. x1(t) es lineal en los intervalos (t0 − δ, t0] y [t0, t0 + δ).

Por como la hemos definido ocurre ‖x1‖ = 1. Llamemos y1 := Ax1. Mostraremos

que ‖y0 − y1‖ ≤ ε
2
.
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Primero tenemos que

y1 − y0 =
n∑
k=1

(φk(x1)− φk(x0))zk,

donde

φk(x1)− φk(x0) =

∫ t0+δ

t0−δ
(x1(t)− x0(t))dσk,

y por la variación de las σk y que ‖x1 − x0‖ ≤ 2 tenemos que

|φk(x1)− φk(x0)| ≤ ε
2nM

.

Además tenemos las siguientes dos igualdades

(I + A)x1 = x1 + y1

x1(t0) = 1, y1(t0) = y0(t0) + [y1(t0)− y0(t0)].

Ya que t0 ∈ ∆, entonces y0(t0) ≥ ‖A‖ − ε
2
, además dado que ‖y0 − y1‖ ≤ ε

2
se

tiene que y1(t0) ≥ ‖A‖ − ε. Tomando en cuenta lo siguiente

x1(t0) + y1(t0) ≥ 1 + ‖A‖ − ε

‖(I + A)x1‖ = ‖x1 + y1‖ ≥ 1 + ‖A‖ − ε,

y por construcción ‖x1‖ = 1, también se tiene que

‖I + A‖ ≥ 1 + ‖A‖ − ε,

de donde se tiene que ‖I + A‖ ≥ 1 + ‖A‖. La otra desigualdad ocurre por la

desigualdad del triángulo. Por tanto la igualdad se cumple.

A ‖I + A‖ = 1 +‖A‖ se le llama ecuación de Daugavet. Se puede probar que para

todo operador A : C[0, 1]→ C[0, 1] débilmente compacto también se cumple esta

ecuación. También esta ecuación define una propiedad en los espacios de Banach.

Definición 2.2.18. Sea X un espacio de Banach. Decimos que tiene la propie-

dad de Daugavet si para todo operador T : X → X de rango 1, se cumple que

‖I + T‖ = 1 + ‖T‖.
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Teorema 2.2.19. La base estándar de C[0, 1] es una base condicional.

Demostración. Por como hemos definido las proyecciones canónicas. Se tiene que

Pn es un operador compacto sobre C[0, 1], para cada n ∈ N. Más aún, supongamos

que C[0, 1] tiene una base incondicional. Sea PA la proyección sobre el subespacio

generado por {xi}i∈A, donde A ⊆ N y es finito. Sea α := supA⊆N ‖PA‖. Entonces

al ser una base incondicional las proyecciones PA son compactas. Sea A1 ⊆ N, tal

que ‖PA1‖ > α− 1
2
. Entonces utilizando la ecuación de Daugavet tenemos que

‖I − PA1‖ = 1 + ‖PA1‖ > 1 + α− 1
2

= α + 1
2
,

donde I es el operador identidad. Por otra parte, se tiene que ‖I − PA1‖ =∥∥PN/A1

∥∥ ≤ α. Lo cual es una contradicción. Por tanto, la base canónica de C[0, 1]

es condicional.

Para la prueba del siguiente teorema se puede ver en [20] (sección 45., p. 203).

Teorema 2.2.20. La base estándar de L1[0, 1] es una base condicional.

2.3. Bases que encogen y bases acotadamente

completas

En esta sección veremos como caracterizar la reflexividad a través de diferentes

tipos de bases en los espacios.

Proposición 2.3.1. Sea X un espacio de Banach, (xn)∞n=1 una base para X y

(x∗n)∞n=1 la sucesión de funcionales coordenadas. Entonces (x∗n)∞n=1 es una sucesión

básica en X∗ con constante básica no mayor a la de (xn)∞n=1.

Demostración. Denotemos por (S∗N)∞n=1 la sucesión de operadores adjuntos de las

sumas parciales de las proyecciones asociadas a (xn)∞n=1, es decir,

S∗N : X∗ → X∗, S∗N =
N∑
k=1

x∗(xk)x
∗
k.
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Sea (x∗n)∞n=1 la sucesión de funcionales coordenadas y consideremos el subespacio

de X∗ dado por

H = {x∗ : ‖S∗N(x∗)− xn‖ → 0}

Claramente (x∗n)∞n=1 es una base para H, entonces (x∗n)∞n=1 es una sucesión básica.

Notemos que

supN∈N
∥∥S∗N ∣∣H∥∥ ≤ supN∈N

∥∥S∗N ∣∣X∗∥∥ = supN∈N ‖SN‖

y aśı, tiene a lo más la misma constante básica que la base para X.

Definición 2.3.2. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. Di-

remos que (xn)∞n=1 encoge si la sucesión de sus coordenadas funcionales (x∗n)∞n=1 es

una base para X∗.

Proposición 2.3.3. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X.

Entonces (xn)∞n=1 encoge si y solo si dado x∗ ∈ X∗,

ĺım
N→∞

∥∥∥x∗∣∣
sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ = 0,

donde
∥∥∥x∗∣∣

sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ = sup{|x∗y| : y ∈ sp((xn)∞n=N)}.

Demostración. Supongamos que (x∗n)∞n=1 es una base para X∗. Entonces todo x∗ ∈
X∗ se puede descomponer como (x∗−S∗Nx∗)+S∗Nx

∗ para toda N . Además se siguen

las siguientes desigualdades

∥∥∥x∗∣∣
sp((xn)∞n=N )

∥∥∥ ≤ ∥∥∥x∗ − S∗Nx∗∣∣sp((xn)∞n=N )

∥∥∥+
∥∥∥S∗Nx∗∣∣sp((xn)∞n=N )

∥∥∥ ≤ ‖x∗ − S∗Nx∗‖.
La segunda desigualdad se tiene ya que

∥∥∥S∗Nx∗∣∣sp((xn)∞n=N )

∥∥∥ es 0 y como ‖x∗ − S∗Nx∗‖
tiende a 0 obtenemos el ĺımite que buscamos.

Ahora supongamos que

ĺım
N→∞

∥∥∥x∗∣∣
sp((xn)∞n=N )

∥∥∥ = 0.
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Sea K la constante básica de (xn)∞n=1 y x∗ ∈ X∗. Para cada x ∈ X, se tiene que

(IX − SN)(x) está en el subespacio sp((xn)∞n=N), y además tenemos que

|(x∗ − S∗Nx∗)(x)| = |x∗(IX − SN)(x)|

≤
∥∥∥x∗∣∣

sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ ‖IX − SN‖ ‖x‖
≤ (K + 1)

∥∥∥x∗∣∣
sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ ‖x‖ ,
aśı ‖x∗ − S∗Nx∗‖ ≤ (K + 1)

∥∥∥x∗∣∣
sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ y dado que
∥∥∥x∗∣∣

sp((x∗n)∞n=N )

∥∥∥ converge

a 0 cuando N tiende a ∞ entonces ĺım
N→∞

‖x∗ − S∗Nx∗‖ = 0. Por lo tanto X∗ =

sp((xn)∞n=1).

Otra propiedad que pueden tener las bases, que está relacionada con la que aca-

bamos de ver, es la de ser acotadamente completas.

Definición 2.3.4. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. Di-

remos que (xn)∞n=1 es una base acotadamente completa si para cada sucesión de

escalares (an)∞n=1 tal que

supN∈N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ <∞
se tiene que la serie

∞∑
n=1

anxn converge.

Ejemplo. (1) Sea (en)∞n=1 la base canónica de `p con 1 < p < ∞. Entonces

(en)∞n=1 es acotadamente completa y encoge en `p dado que (`p)∗ ∼= `q y además

(e∗n)∞n=1 = (en)∞n=1 en `q. En el caso de `1 la base canónica (en)∞n=1 es acotadamente

completa por como definimos `1 pero no encoge dado que `∞ no es separable.

(2) En el en caso de c0 la base canónica (en)∞n=1 encoge ya que su dual es isomorfo

a `1 pero no es acotadamente completa. Esto se debe a que la serie
∞∑
n=1

en no es

convergente en c0 a pesar de que

supN∈N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

en

∥∥∥∥∥
∞

= supN∈N ‖(1, 1, ..., 1, 0, 0, ...)‖∞ = 1.

En el caso que tomamos la base sumativa de c0, es decir,
(
fn =

n∑
k=1

ek

)∞
n=1

. Esta

base no encoge ya que la funcional lineal e∗1 satisface que e∗1(en) = 1 para toda
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n ∈ N, aśı no cumple el ĺımite de la proposición 2.3.3. Tampoco es acotadamente

completa ya que

supN∈N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(−1)nfn

∥∥∥∥∥
∞

= 1,

pero la serie
∞∑
n=1

(−1)nfn no converge.

Los siguientes resultados complementan la sección. Dado que son solo una forma de

caracterizar las propiedades que ya hemos visto, no incluiremos su demostración.

Su demostración se puede encontrar en [1] (p. 57 ).

Teorema 2.3.5. Sea X un espacio de Banach, (xn)∞n=1 una base para X y (x∗n)∞n=1

la sucesión de funcionales coordenadas. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. (xn)∞n=1 es una base acotadamente completa,

2. (x∗n)∞n=1 es una base que encoge para H, donde,

H = {x∗ : ‖S∗N(x∗)− x∗‖ → 0}

3. El mapeo canónico C : X → H∗ definido por C (x)(h) = h(x), para todo

x ∈ X y h ∈ H, es un isomorfismo.

Corolario 2.3.6. c0 no tiene base acotadamente completa.

Demostración. Se sigue del teorema anterior, dado que (c0)∗∗ � c0.

Teorema 2.3.7. Sea X un espacio de Banach, (xn)∞n=1 una base para X y (x∗n)∞n=1

la sucesión de funcionales coordenadas. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. (xn)∞n=1 es una base que encoge,

2. (x∗n)∞n=1 es una base acotadamente completa para H,

3. H = X∗.
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Demostración. 1 ⇒ 2] Supongamos que (an)∞n=1 es una sucesión de escalares tal

que la sucesión
(∑N

n=1 anx
∗
n

)∞
N=1

es acotada en X∗ y sea x∗ un punto de acumu-

lación de la sucesión. Entonces si denotamos por ak = ĺımN→∞
∑N

n=1 anx
∗
n(xk), se

tiene que x∗(xk) = ak para todo k. Entonces la serie converge a x∗.

2 ⇒ 3] Supongamos que (x∗n)∞n=1 es una base acotadamente completa. Para cada

x∗ en X∗ sabemos que la serie
∑∞

n=1 x
∗(xn)x∗n converge en la topoloǵıa débil* de

X∗ a x∗. En particular la sucesión
(∑N

n=1 x
∗(xn)x∗n

)∞
N=1

es acotada en norma en

X∗. Entonces, dado que (x∗n)∞n=1 es acotadamente completa, la serie
∑∞

n=1 x
∗(xn)x∗n

debe converger en norma a x∗. Por tanto (x∗n)∞n=1 es una base para X∗.

3⇒ 1] Es inmediato de la definición de H.

Teorema 2.3.8. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base para X. En-

tonces X es reflexivo si y solo si (xn)∞n=1 encoge y es acotadamente completa.

Demostración. ⇒] Supongamos que (xn)∞n=1 una base para X y X es reflexivo.

Entonces X∗ = H, donde H = {x∗ : ‖S∗N(x∗)− x∗‖ → 0}. Si no, utilizando el

teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar x∗∗ ∈ X∗∗, con x∗∗ 6= 0, tal que

x∗∗(h) = 0 para todo h ∈ H. Por reflexividad tenemos que si x 6= 0, entonces

existe x =
∑∞

n=1 x
∗
n(x)xn tal que x = x∗∗. En particular 0 = x∗∗(x∗n) = x∗n(x) para

toda n, entonces x = 0. Se sigue que(xn)∞n=1 encoge. Por lo tanto (xn)∞n=1 es base de

X∗∗ y es biortogonal con (x∗n)∞n=1. Esto implica que (x∗n)∞n=1 es una base que encoge

de X∗ = H, entonces por el teorema 2.3.5 se tiene que (xn)∞n=1 es acotadamente

completa.

⇐] Si (xn)∞n=1 encoge entonces X∗ = H y dado que (xn)∞n=1 es acotadamente

completa también, el mapeo canónico C : X → H∗ definido en el teorema 2.3.5 es

el mapeo canónico C : X → X∗∗ y además es sobre. Por tanto X es reflexivo.

La demostración de los siguientes dos resultados se pueden encontrar en [1] (p.

59-61).

Teorema 2.3.9. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base incondicional

para X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (xn)∞n=1 es una base que no encoge,

2. X contiene un subespacio complementado isomorfo a `1,
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3. X contiene un subespacio isomorfo a `1.

Teorema 2.3.10. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base incondicional

para X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (xn)∞n=1 es una base que no es acotadamente completa,

2. X contiene un subespacio complementado isomorfo a c0,

3. X contiene un subespacio isomorfo a c0.

A partir de los resultados anteriores podemos obtener un resultado sobre espacios

de Banach que contienen un subespacio complementado isomorfo a c0 o a `1.

Teorema 2.3.11. Sea X un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una base incondicional

para X. Entonces X no es reflexivo si c0 es un subespacio complementado en

X, o `1 es un subespacio complementado (o ambos). En ambos casos X∗∗ es no

separable.

Demostración. La primera parte de la prueba se sigue de los teoremas 2.3.7 y 2.3.8.

Para la última parte de la prueba, si c0 es un subespacio complementado en X

entonces X∗∗ seŕıa no separable ya que contendŕıa una copia de `∞. Recordemos

que si Z ∼= Y
⊕

W , se tiene que Z∗ ∼= Y ∗
⊕

W ∗. De igual forma, si `1 es un

subespacio complementado, entonces X∗ seŕıa no separable ya que contendŕıa una

copia de `∞. En ambos casos X∗∗ es no separable.



Caṕıtulo 3

El espacio de Talagrand y la

propiedad de Dunford-Pettis.

Este último caṕıtulo se dividirá en dos secciones, primero la construcción del espa-

cio de Talagrand y sus propiedades. En la segunda sección veremos otros ejemplos

de espacios con la propiedad de Dunford-Pettis, un resultado más sobre el espacio

de Talagrand y finalmente dos resultados sobre la propiedad de Dunford-Pettis, en

esta sección introduciremos la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria. Primero

se verá el espacio de Talagrand (ver [32]) E, que fue construido por Talagrand

para mostrar un espacio E tal que tuviera la propiedad de Dunford-Pettis pero

tal que los espacios C(K,E) y L1(E∗) no la tuviera, donde K es cualquier espacio

compacto. El espacio de Talagrand también sirve como ejemplo de un espacio que

tiene la propiedad de Dunford-Pettis, cuyo espacio dual también la tiene, pero un

resultado de Núñez (ver [26]) muestra que el espacio E∗∗ (es decir el doble dual

del espacio de Talagrand) no tiene la propiedad.

Como vimos en la sección 1.7:

1. Todo espacio con la propiedad de Schur tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

2. Un espacio tiene la propiedad de Dunford-Pettis, si y solo si, para toda

sucesión (xn)∞n=1 ⊆ X que converge débilmente a 0 ∈ X y toda sucesión

(x∗n)∞n=1 ⊆ X∗ que converge débilmente a 0 ∈ X∗ se tiene que (x∗nxn)∞n=1

converge a 0.

3. Si el espacio dual de un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-

75
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Pettis, entonces X también la tiene. Y notemos que el rećıproco es falso. Sin

embargo, si X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no contiene una copia

de `1, entonces X∗ tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

4. Si X es un espacio de Banach reflexivo y de dimensión infinita, entonces no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

5. La propiedad de Dunford-Pettis no se hereda a cocientes ni a subespacios

cerrados.

6. Los espacios C(K) y L1(K), donde K es un espacio compacto, tienen la

propiedad de Dunford-Pettis.

3.1. El espacio de Talagrand

En esta sección hablaremos del espacio de Talagrand que fue construido por Ta-

lagrand (ver [32]) para mostrar que existe un espacio de Banach que tiene la

propiedad de Dunford-Pettis pero que los espacios C(K,E) y L1(E∗) no la tienen.

Primero veremos la definición de este espacio, luego veremos que tiene la propiedad

de Dunford-Pettis y finalmente probaremos que los espacios C(K,E) y L1(E∗) no

la tienen. Además de ser un ejemplo para esta situación, este espacio ha sido

ampliamente estudiado porque cumple otras propiedades interesantes.

Definimos el conjunto T := ∪n∈N{0, 1}n. Es decir, el conjunto T son todas las su-

cesiones finitas de ceros y unos. En el conjunto T definiremos la siguiente relación:

dados φ, ψ ∈ T , donde φ = (φ1, ..., φn) y ψ = (ψ1, ..., ψm), decimos que φ ≤ ψ si

n ≤ m y φi = ψi para 1 ≤ i ≤ n.

Sea RT el espacio de todas las funciones de T en R.

Proposición 3.1.1. Sea x ∈ RT , definimos

‖x‖∗ = sup
n∈N

( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|x(ψ)|

)2
) 1

2

.

‖ ‖∗ cumple las siguientes propiedades:
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1. ‖x‖∗ ≥ 0 para todo x ∈ RT ,

2. ‖x‖∗ = 0 si y solo si x es la función cero,

3. ‖ax‖∗ = |a| × ‖x‖∗,

4. y dados x, y ∈ RT se tiene que ‖x+ y‖∗ ≤ ‖x‖∗ + ‖y‖∗.

Demostración. Es claro que ‖x‖∗ ≥ 0 para todo x ∈ RT . Es claro que ‖ax‖∗ =

|a| ‖x‖ dados a ∈ R y x ∈ RT .Ahora bien, también se tiene que |x(φ)|2 ≤(
supψ≥φ |x(ψ)|

)2
, de donde podemos ver que |x(φ)| ≤ ‖x‖∗. Aśı tenemos que

‖x‖∗ = 0, si y solo si x ≡ 0. Ahora falta ver que se cumple la desigualdad de

triángulo. Notemos que supψ≥φ |x(φ) + y(ψ)| ≤ supψ≥φ |x(ψ)| + supψ≥φ |y(ψ)|,
cuando x, y ∈ RT . Aśı, al aplicar la desigualdad de Minkowski, tenemos que( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|x(ψ) + y(ψ)|

)2
) 1

2

≤
( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|x(ψ)|+ sup

ψ≥φ
|y(ψ)|

)2
) 1

2

≤
( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|x(ψ)|

)2
) 1

2

+

( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|y(ψ)|

)2
) 1

2

.

Por tanto ‖x+ y‖∗ ≤ ‖x‖∗ + ‖y‖∗ y aśı ‖ ‖ define una norma en RT .

Sea E0 := {x ∈ RT : ‖x‖∗ < ∞}. Con base en el conjunto E0 construiremos el

espacio de Talagrand, pero primero veamos un resultado sobre E0.

Proposición 3.1.2. Sea E0 equipado con la norma ‖ ‖ definida como ‖x‖ = ‖x‖∗
para todo x ∈ E0. Entonces (E0, ‖ ‖) es un espacio de Banach.

Demostración. Solo resta ver que E0 es completo. Sea (xn)∞n=1 en E0 una sucesión

de Cauchy. Recordemos que |x(φ)|2 ≤
(

supψ≥φ |x(ψ)|
)2

para todo x ∈ E0. Aśı

dado φ ∈ T tenemos que (xn(φ))∞n=1 es una sucesión de Cauchy. Llamemos y(φ) :=

ĺımn→∞ xn(φ), y aśı si y ∈ RT , veamos que y ∈ E0 y que ‖xn − y‖ tiende a

0 cuando n tiende a ∞. Como (xn)∞n=1 es una sucesión de Cauchy, entonces la

sucesión (‖xn‖)∞n=1está acotada, es decir, existe C > 0 tal que

∑
|φ|=j

(
sup
ψ≥φ
|xn(ψ)|

)2 ≤ C,

para toda j ∈ R. También tenemos que supψ≥φ |y(ψ)| ≤ ĺımn→∞ supψ≥φ |xn(ψ)|, y

como la suma sobre las φ, tal que |φ| = j, es una suma de 2j elementos, tenemos

que
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∑
|φ|=j

(
sup
ψ≥φ
|y(ψ)|

)2 ≤ ĺım
n→∞

∑
|φ|=j

(
sup
ψ≥φ
|xn(ψ)|

)2 ≤ ĺım
n→∞

C = C.

Por tanto y ∈ E0. De modo análogo tenemos que

supψ≥φ |xn(ψ)− y(ψ)| ≤ ĺımm→∞ supψ≥φ |xn(ψ)− xm(ψ)|.

Aśı tenemos que si n,m ≥ N entonces

∑
|φ|=j

(
sup
ψ≥φ
|xn(ψ)− y(ψ)|

)2 ≤ ĺım
n→∞

∑
|φ|=j

(
sup
ψ≥φ
|xn(ψ)− xm(ψ)|

)2 ≤ ε2.

Por tanto E0 es un espacio de Banach.

Denotamos por RT0 al subespacio de RT de las funciones de soporte finito, es decir,

x ∈ RT0 si x(φ) = 0 excepto para un número finito de φ ∈ T . Es claro que dado

x ∈ RT0 , se tiene que ‖x‖ <∞, por tanto x ∈ RT0 ⊆ E0.

Definición 3.1.3. Sea E = RT0 la cerradura de RT0 en E0. E es el espacio de

Talagrand.

Veamos que E es un subespacio propio de E0. Para hacer esto φn para cada n ∈ N
se definen como sigue

φ1 = (1)

φ2 = (1, 1)

...

φn = (1, ..., 1)

...

y aśı sucesivamente, es decir, φn es la n-ada con solo 1 como entradas. Sea x1 ∈ RT

la función tal que x1(φn) = 1 para toda n ∈ N, y si ψ no es de la forma φn para

alguna n, entonces x1(ψ) = 0. Es claro que x1 no tiene soporte finito, además

tampoco está en la cerradura de RT0 , pero ‖x1‖ = 1. Aśı x1 ∈ E0 pero no está en

la cerradura de RT0 .

Ahora procederemos a ver que el espacio que acabamos de construir tiene la pro-

piedad de Dunford-Pettis.
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Teorema 3.1.4. Dada una sucesión (xn)∞n=1 en E, tal que existen δ, a > 0 que

cumplen que 0 < δ ≤ ı́nfn∈N ‖xn‖ ≤ supn∈N ‖xn‖ ≤ a y además que para todo

φ ∈ T se tiene que xn(φ) converge a 0 cuando n tiende a ∞, entonces la sucesión

(xn)∞n=1 tiene una subsucesión que es equivalente a la base canónica de c0.

Demostración. Supongamos que para cada xn, podemos encontrar un yn tal que

‖xn − yn‖ ≤ 1
2n+1K

y que además la sucesión (yn)∞n=1 fuese una sucesión básica con

constante K equivalente a c0. Entonces la sucesión (xn)∞n=1 seŕıa equivalente a la

base de c0 por la proposición 2.1.20.

Sea (εn)∞n=1 una sucesión de números positivos. Definimos m1 = 1, dado que las

funciones de soporte son densas en E por construcción, existe y1 ∈ E tal que es

de soporte finito, es decir, sop(y1) ⊆ {1, 2, ..., k1 − 1} para algún k1 ∈ N y además

que ‖xm1 − y1‖ < ε1. Dado que xn(φ) converge a 0 cuando n tiende a ∞, existe

m2 ∈ N con m2 > m1 tal que |xm2(φ)| < ε2
21+k1

si |φ| < k1. Entonces si definimos

ŷ2 ∈ E tal que ŷ2(φ) = xm2(φ) si |φ| ≥ k1 y ŷ2(φ) = 0 si |φ| < k1, entonces se

tiene que ‖xm2 − ŷ2‖ < ε2
2

. Más aún, podemos encontrar y2 de soporte finito, de

modo que sop(y2) ⊆ {1, 2, ..., k2 − 1} pero además sop(y2) ∩ {1, 2, ..., k1 − 1} = ∅
y también que ‖y2 − ŷ2‖ < ε2

2
. Entonces ‖xm2 − y2‖ < ε2 y además si |φ| < k1 o

|φ| ≥ k2 se tiene que y2(φ) = 0. Supongamos que existen xm1 , ..., xms y y1, ..., ys

de modo que ‖xmr − yr‖ < εk si 1 ≤ r ≤ s y además si |φ| < kr−1 o |φ| ≥ kr

se tiene que yr(φ) = 0 si 1 ≤ r ≤ s, donde definimos k0 = 0. Ahora existe

ms+1 ∈ N con ms+1 > ms tal que |xms+1(φ)| < εs+1

21+ks
si |φ| < ks. Entonces si

definimos ŷs+1 ∈ E tal que ŷs+1(φ) = xms+1(φ) si |φ| ≥ ks y ŷs+1(φ) = 0 si

|φ| < ks, entonces se tiene que
∥∥xms+1 − ŷs+1

∥∥ < εs+1

2
. Más aún, podemos encontrar

ys+1 de soporte finito, de modo que sop(ys+1) ⊆ {1, 2, ..., ks+1 − 1} pero además

sop(ys+1) ∩ {1, 2, ..., ks − 1} = ∅ y también que ‖ys+1 − ŷs+1‖ < εs+1

2
. Entonces∥∥xms+1 − ys+1

∥∥ < εs+1 y además si |φ| < ks o |φ| ≥ ks+1 se tiene que ys+1(φ) = 0.

Aśı inductivamente podemos encontrar una subsucesión (xmk)
∞
k=1 de (xn)∞n=1 y

una sucesión de (yn)∞n=1 dada (εn)∞n=1 una sucesión de números positivos , tal que

‖xms − ys‖ < εs y que además si |φ| < ks o |φ| ≥ ks+1 se tiene que ys+1(φ) = 0

para todo s ∈ N.

Aśı, por las dos afirmaciones anteriores, podemos suponer que la sucesión (xn)∞n=1

cumple que existe una sucesión creciente (km)∞m=1 tal que si |φ| < km−1 o |φ| ≥ km

entonces xm(φ) = 0.

Para cada φ ∈ T , definimos t(φ,m) := supψ≥φ |xm(ψ)|. Por hipótesis ‖xm‖ ≤ a y
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tenemos que

∑
|φ|=n

t2(φ,m) ≤ a2

para todo n y m.

Ahora se construirá por inducción una sucesión de enteros mq,m2, ...,mp y de

conjuntos infinitos de enteros N1, ..., Np tal que si r ∈ Ni entonces mi < r, y que

cumplan lo siguiente

1. mp+1 ∈ Np, y además Np+1 ⊆ Np,

2. y para todo n ≤ kmp , se tiene que
∑
|φ|=n supm∈Np t

2(φ,m) ≤ 2a2.

Comencemos con N0 = N. Supongamos que ya hemos contruido los primeros p

enteros mq,m2, ...,mp y los primeros p conjuntos N1, ..., Np que satisfacen las dos

condiciones necesarias. Sea cualquier entero mp+1 ∈ Np. Afirmamos que para cada

m > mp+1 si |φ| ≤ kmp+1 se tiene que t2(φ,m) ≤ 2−kmp+1a2. Supongamos que para

cada |φ| ≤ kmp+1 existe m > mp+1 de modo que t2(φ,m) > 2−kmp+1a2. Entonces

en particular tendŕıamos que
∑
|φ|=kmp+1

t2(φ,m) >
∑
|φ|=kmp+1

2−kmp+1a2 = a2,

que es una contradicción ya que por hipótesis ‖xm‖ ≤ a. Aśı si |φ| ≤ kmp+1 se

tiene que t2(φ,m) ≤ 2−kmp+1a2. Entonces elegimos un subconjunto Np+1 de Np

y por la afirmación tenemos que si |φ| ≤ kmp+1 se tiene que supm∈Np t
2(φ,m) ≤

2−kmp+1a2, de donde tenemos que
∑
|φ|=n supm∈Np t

2(φ,m) ≤
∑
|φ|=n 2−kmp+1a2 =

2n−kmp+1a2 ≤ 2a2.

Ahora vamos a ver que a partir de las construcciones anteriores podemos construir

una subsucesión equivalente a c0. Tomemos la subsucesión (xmp)
∞
p=1. Sea (ap)

∞
p=1

una sucesión de reales tal que a partir de un N ∈ N, se tiene que an = 0 si

n ≤ N . Sea φ ∈ T de modo que |φ| < km1 o |φ| ≥ kmN , entonces se tiene que∑N
p=1 apxmp(φ) = 0. Si ahora suponemos que kmi ≤ |φ| < kmi+1

entonces se tiene

que
∑N

p=1 apxmp(φ) = aixmi(φ), dado que tienen soporte disjunto por hipótesis.

Y dado que ‖xmi‖ ≥ δ para toda i con 1 ≤ i ≤ N . Entonces tenemos que∥∥∥∑N
p=1 apxmp

∥∥∥ ≥ δ sup1≤n≤N |an|.

Tomemos n fijo. Sea l el primer entero tal que kml ≥ n. Entonces para toda ψ ∈ T
con ψ ≥ n, existe un entero r tal que xmr(ψ) 6= 0 y por tanto r ≥ l. Además

resulta que si φ ∈ T con |φ| ≥ n y además r > l, entonces
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∣∣∣∑N
p=1 apxmp(φ)

∣∣∣ = |arxmr(φ)| ≤ sup
1≤n≤N

|an| × sup
r>l

t(φ, xr).

Ahora tomando φ ∈ T con |φ| ≥ n y además r = l, entonces se tiene que

∣∣∣∑N
p=1 apxmp(φ)

∣∣∣ = |alxml(φ)| ≤ sup
1≤n≤N

|an| × t(φ,ml).

Por lo tanto tenemos que

supψ≥φ|
N∑
p=1

apxmp(φ)| ≤ sup
1≤n≤N

|ap| × sup(sup
r>l

t(φ,m), t(φ,ml)).

Pero si r > l tenemos que mr ∈ Nl, y aśı por como construimos los conjuntos,

implica que

∑
|φ|=n

sup
r>l

t2(φ,mr) ≤ 2a2.

Por tanto(
sup
ψ≥φ
|
N∑
p=1

apxmp(φ)|
)2

≤
(

sup
1≤n≤N

|ap|
)2

× sup

(
t2(φ,ml),

(
sup
r>l

t(φ,m)

)2
)

≤
(

sup
1≤n≤N

|ap|
)2

× sup(a2, 2a2) ≤
(

sup
1≤n≤N

|ap|
)2

× 3a2.

Entonces tenemos que

( ∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|
N∑
p=1

apxmp(φ)|
)2) 1

2

≤ a
√

3 sup
1≤n≤N

|ap|,

de donde se deduce que
∥∥∥∑N

p=1 apxmp

∥∥∥ ≤ a
√

3 sup1≤n≤N |ap|. Entonces tenemos

que δ supn∈N |ap| ≤
∥∥∥∑∞p=1 apxmp

∥∥∥ ≤ a
√

3 supn∈N |ap| si (ap)
∞
p=1 es una sucesión tal

que a partir de N , se tiene que an = 0 si n ≤ N . Dado que en c0 el conjunto

de sucesiones (ap)
∞
p=1 tales que a partir de N , se tiene que an = 0 si n ≤ N , es

denso en c0 podemos concluir que se siguen cumpliendo las desigualdades decir,

si (ap)
∞
p=1 ∈ c0 entonces δ supn∈N |ap| ≤

∥∥∥∑∞p=1 apxmp

∥∥∥ ≤ a
√

3 supn∈N |ap|. Y aśı se

tiene que (xmp)
∞
p=1 es equivalente a la base de canónica de c0 por definición.

Corolario 3.1.5. E∗ tiene la propiedad de Schur. Por tanto E∗ tiene la propiedad

de Dunford-Pettis y aśı también E.
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Demostración. Sea una (x∗n)∞n=1 sucesión en E∗ que converge débilmente a 0, pero

no converge en norma a 0. Existe un δ > 0 tal que ‖x∗n‖ ≤ δ para toda n ∈ N . Aśı

existe una sucesión (xn)∞n=1 tal que ‖xn‖ ≤ 1 y δ ≤ |x∗nxn| ≤ 1 para cada n ∈ N.

Por consiguiente existe una subsucesión (xnj)
∞
j=1 equivalente a la base canónica

de c0 por el resultado anterior. Aśı, si llamamos M := sp((xnj)
∞
j=1) tenemos que

M∗ ∼= `1 y M∗∗ ∼= `∞ . Más aún podemos restringir cada x∗nj a M y como x∗nj ∈ E
∗,

entonces x∗nj |M está en M∗. Además también tenemos que M∗∗ ⊆ E∗∗.

De esta manera podemos ver a (x∗nj)
∞
j=1 como una sucesión encajada en `1 y que

además converge débilmente a 0 en `1. Por tanto converge en norma a 0 en `1.

Es decir,
∥∥∥x∗nj∥∥∥ converge a 0 cuando j tiende a ∞. Pero como xnj ∈ M entonces

|x∗njxnj | ≤
∥∥∥x∗nj∥∥∥

1
. Esto es una contradicción, ya que |x∗njxnj | ≥ δ > 0. Por tanto

(x∗n)∞n=1 también converge en norma a 0, y E∗ tiene la propiedad de Schur.

Otra forma de probar este corolario seŕıa usando el siguiente teorema que se puede

consultar en [22] (p. 171-173).

Teorema 3.1.6. Sea X un espacio de Banach de tal modo que es isomorfo a un

subespacio de c0 o es isomorfo a un coeicnte de c0 . Entonces X tiene la propiedad

de Dunford-Pettis. Más aún toda sucesión en X∗ que es débilmente Cauchy se

tiene que es convergente en el sentido de la norma.

Hemos probado que el espacio E, aśı como el espacio E∗ tienen la propiedad de

Dunford-Pettis. Ahora veamos que los espacios C([0, 1], E) y el espacio L1(E∗) no

la tienen. Para hacer esto necesitamos la siguiente construcción:

Construcción. Sea K := [0, 1]. K es un conjunto compacto, más aún a cada

x ∈ [0, 1] le podemos una representación binaria única. Aśı denotaremos como

Pn la proyección de K sobre {0, 1}n, es decir, si x ∈ K, entonces Pn(x) son sus

primeras n entradas de dicha representación binaria. Dado φ ∈ T denotaremos

por eφ ∈ E, a la función tal que eφ(φ) = 1 y eφ(ψ) = 0 si ψ 6= φ. En este caso eφ es

la función indicadora sobre φ. De forma análoga denotaremos por e∗φ a la función

tal que, dado x ∈ E entonces e∗φ(x) = x(φ), aśı e∗φ ∈ E∗.

Definimos la sucesión de funciones (fn)∞n=1 como sigue: dado t ∈ K entonces

fn(t) = ePn(t). Veamos que fn ∈ C(K,E). Dada la representación de s, t ∈ K y

n ∈ N, existe δ > 0 tal que si |t − s| < δ, entonces Pk(t) = Pk(s), donde k ≥ n.

Entonces si |t − s| < δ, se tiene que Pn(t) = Pn(s), con lo que ‖fn(t)− fn(s)‖ =
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supn∈N
(∑

|φ|=n(supψ≥φ |ePn(t)− ePn(s)|)2
) 1

2 = 0 dado que ePn(t) = ePn(s). Por tanto

fn ∈ C(K,E) para toda n ∈ N.

Tomemos la medida de Lebesgue en [0, 1], denotada por λ. Definimos las funciones

gn ∈ L1(λ,E∗) como sigue: dado t ∈ K entonces gn(t) = e∗Pn(t). Veamos que gn ∈
L1(λ,E∗). Pero notemos primero que ‖gn(t)‖E∗ =

∥∥∥e∗Pn(t)

∥∥∥
E∗

= sup{|x(Pn(t))| :

‖x‖E ≤ 1}, aśı si ‖x‖E ≤ 1 entonces |x(φ)| ≤ 1 para toda φ ∈ T . Aśı tenemos que

‖gn(t)‖E∗ ≤ 1. De donde tenemos que

‖gn‖1 ≤
∫

[0,1]
‖gn(t)‖E∗ dλ(t) ≤

∫
[0,1]

1dλ(t) = 1.

Por tanto gn ∈ L1(λ,E∗) y además ‖gn‖1 ≤ 1.

A partir de este momento y en lo subsecuente (fn)∞n=1 y (gn)∞n=1 denotarán a las

sucesiones que acabamos de construir. Dadas estas dos sucesiones, veamos que

ambas sucesiones de funciones convergen débilmente a cero en sus respectivos

espacios.

Proposición 3.1.7. La sucesión de funciones (fn)∞n=1 que acabamos de construir

converge débilmente a 0 en C([0, 1], E).

Demostración. Sea k ∈ N y sean m1, ...,mk enteros distintos. Si tomamos t ∈ [0, 1]

y n ∈ N fijos, entonces para toda φ ∈ T con |φ| = n tenemos que

sup
ψ≥φ
|
∑

1≤i≤k

fmi(t)(ψ)| ≤ 1,

dado que a lo más uno de los fmi(t)(φ) puede ser no nulo por su definición. Por

otra parte si φ1, φ2 ∈ T tal que |φ1| = n = |φ2| y φ1 6= φ2, entonces si ψ ≥ φ1

se sigue que ψ � φ2, y también se da el rećıproco. Notemos que el soporte de∑
1≤i≤k fmi(t) solo tiene k puntos de T , por lo que

∑
|φ|=n

(
sup
ψ≥φ
|
∑

1≤i≤k

fmi(t)(ψ)|
)2 ≤ k.

Aśı se tiene que
∥∥∑

1≤i≤k fmi(t)
∥∥ ≤ k

1
2 y entonces

∥∥∑
1≤i≤k fmi

∥∥ ≤ k
1
2 . Pero esto

implica que (fn)∞n=1 converge débilmente a 0. Supongamos que no es aśı, es decir

supongamos que existen g ∈ C(K,E)∗ y α > 0 tal que ‖g‖ ≤ 1 y g(fm) > α > 0
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para una cantidad finita de enteros. Entonces tenemos que αk ≤ g(
∑

1≤i≤k fmi) ≤∥∥∑
1≤i≤k fmi

∥∥ ≤ k
1
2 . Esto es una contradicción ya que la sucesión ( 1√

k
)∞k=1 converge

a 0. Por tanto (fn)∞n=1 converge débilmente a 0.

Veremos que también la otra sucesión de funciones que construimos, (gn)∞n=1, con-

verge débilmente a cero en su espacio, pero primero probaremos los siguientes

lemas.

Lema 3.1.8. Sea (µn)∞n=1 una sucesión en C(K,E)∗. Si existe una sucesión de

números A(l, k) tal que ĺımk→∞ k
−1A(l, k) = 2−

l
2 y tales que para cada subsucesión

de naturales l < m1 < ... < mk se cumple que

∥∥∥∥∥ ∑
1≤i≤k

µmi

∥∥∥∥∥ ≤ A(l, k),

entonces la sucesión (µn)∞n=1 converge débilmente a 0.

Demostración. Supongamos que (µn)∞n=1 no converge débilmente a 0. Entonces

existe g ∈ C(K,E)∗∗ y α > 0 tal que ‖g‖ ≤ 1 y que g(µn) > α > 0 para una

cantidad infinita de enteros. Podemos elegir l tal que 2−
l
2 < α. Además también

podemos elegir k tal que A(l, k) < αk por la hipótesis. Y elegimos enteros tales

que l < m1 < ... < mk y además g(µmi) > α para cada 1 ≤ i ≤ k. Entonces

tendŕıamos

αk < g(
∑

1≤i≤k

µmi) <

∥∥∥∥∥ ∑
1≤i≤k

µmi

∥∥∥∥∥ < αk.

Pero esto es una contradicción, por tanto la sucesión (µn)∞n=1 converge débilmente

a 0.

Lema 3.1.9. Sea A ⊆ T tal que para todo φ ∈ A se tiene que |φ| = l. Definimos

T (φ) := {ψ ∈ T : ψ ≥ φ} y d = sup|φ|=l |T (φ) ∩ A|, es decir, el supremo de la

cardinalidad de la intersección T (φ) ∩ A cuando |φ| = l. Entonces
∥∥∥∑φ∈A e

∗
φ

∥∥∥ ≤
2
l
2d.

Demostración. Dado |φ| = l entonces si T (φ) ∩ A 6= ∅ podemos escribir

T (φ) ∩ A = {ψj : 1 ≤ j ≤ d}.
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Se sigue que A = ∪1≤i≤dAi, donde cada Ai = {ψi : ψi ∈ T (φ) ∩ A, |ψ| = l}. Aśı,

para cada φ ∈ T con |φ| = l, se tiene que |T (φ) ∩ A| ≤ 1. Más aún |Ai| ≤ 2l.

Además dado x ∈ E, se tiene que (
∑

φ∈Ai(x(φ)))2 ≤ 2l
∑

φ∈Ai(x(φ))2. Por tanto,

se siguen las siguientes desigualdades:∥∥∥∥∥∑
φ∈A

e∗φ

∥∥∥∥∥ = sup
‖x‖≤1

|
∑
φ∈Ai

x(φ)| ≤ 2
l
2 sup
‖x‖≤1

( ∑
φ∈Ai

(x(φ))2
) 1

2

≤ sup
‖x‖≤1

( ∑
φ∈Ai

(sup
ψ≥φ

x(ψ))2
) 1

2 ≤ 2
l
2 .

La última desigualdad se tiene porque ‖x‖ ≤ 1 . Aśı se deduce que
∥∥∥∑φ∈A e

∗
φ

∥∥∥ ≤
2
l
2d.

Antes de probar que las funciones que definimos convergen débilmente, mencio-

naremos la ley de los grandes números, un resultado de probabilidad que aqúı

no probaremos, pero es necesario para nuestro trabajo. La demostración se puede

consultar por ejemplo en [13] (caṕıtulo 3, p. 118).

Teorema 3.1.10. (Ley de los grandes números) Sea (Xn)∞n=1 una sucesión de

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media µ ∈
R ∪ {∞}. Entonces

1
n

n∑
i=1

Xi → µ,

cuando n tiende a ∞, donde esta convergencia es en probabilidad.

Ahora śı veamos que la sucesión (gn)∞n=1 converge débilmente a 0.

Proposición 3.1.11. Sea (µn)∞n=1 dada por µn(f) :=
∫ 1

0
gn(t)(f(t))dλ(t), donde

(gn)∞n=1 es la sucesión que construimos. Entonces se tiene que (µn)∞n=1 converge

débilmente a 0 en C(K,E)∗ y por tanto (gn)∞n=1 converge también débilmente a 0

en su espacio.

Demostración. Basta encontrar una cota como en el lema 3.1.8. Sea f ∈ C(K,E)

con ‖f‖ ≤ 1, entonces

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤k

µmi(f)

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤k

gmi(t)(f(t))

∣∣∣∣∣ dλ(t),
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por lo que

∥∥∥∥∥ ∑
1≤i≤k

µmi

∥∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∥ ∑
1≤i≤k

gmi(t)

∥∥∥∥∥
E∗

dλ(t),

y utilizando el lema anterior donde l es tal que l ≤ m1 < ... < mk tenemos que

∥∥∥∥∥ ∑
1≤i≤k

µmi

∥∥∥∥∥ ≤ 2
l
2

∫ 1

0

dk(t)dλ(t),

donde dk(t) = sup|φ|=l |{i ≤ k : Pmi(t) ≤ φ}|. Ahora veamos que cumple la

propiedad ĺımite del lema 3.1.8. Definimos para φ ∈ T , con |φ| = l, las funciones

hφi : [0, 1]→ {0, 1} , dadas por

hφi (t) =

 1, si Pmi(t) ≤ φ

0, cualquier otro caso

Por definición se cumple entonces que dk(t) = sup|φ|=l
∑k

i=1 h
φ
i .

Ahora, por como hemos definido a las funciones hφi , se pueden ver como variables

aleatorias del [0, 1]. Como l ≤ m1 < ... < mk entonces pmi(t) ≥ φ si y solo si

pmj(t) ≥ φ cuando 1 ≤ i, j ≤ k. Por tanto las hφi están idénticamente distribuidas.

Dado que las hφi se pueden ver como variables aleatorias del tipo Bernoulli, éstas

son independientes si y solo si Cov(hφi , h
φ
j ) = 0 para i 6= j. Pero esto sucede si

P [hφi = 1, hφj = 1] = 2−2l, pero esto sucede ya que el evento {hφi = 1, hφj = 1}
sucede si tanto el l-segmento inicial de hφi y hφj coinciden con φ y esa probabilidad

es 2−2l. Por tanto las {hφi }∞i=1 son variables aleatorias e idénticamente distribuidas.

Y su media es E(hφi ) =
∫ 1

0
hφi = P{x : φ ≤ Pmi(x)} pero esto sucede si el l-segmento

inicial de su representación como sucesión de ceros y unos, es decir, los primeros l

elementos de esta sucesión coinciden con φ, dado que hay 2l distintos l-segmentos

iniciales, tenemos que P{x : φ ≤ Pmi(x)} = 2−l.

Aśı la ley de los grandes números nos dice que 1
k

k∑
i=1

hφi tiende a 2−l cuando k tiende

a ∞ en probabilidad. Por tanto tenemos que también 1
k
dk(t) tiende a 2−l cuando

k tiende a ∞ en probabilidad. Con lo que tenemos por convergencia dominada el

siguiente ĺımite

ĺım
k→∞

∫ 1

0

dk(t)dλ(t) = 2−l.
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Entonces 2
l
2

∫ 1

0
dk(t)dλ(t) es la cota que buscamos y cumple con la hipótesis del

lema, aśı la sucesión (µn)∞n=1 converge débilmente a 0.

A partir de los resultados previos, podemos ver los dos resultados principales para

lo que fue construido el espacio de Talagrand; los siguientes dos resultados fueron

demostrados por Talagrand en [32].

Teorema 3.1.12. (Talagrand, 1982) Dado el espacio de Talagrand E, se tiene

que L1(λ,E∗) no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Vamos a denotar por I1 al operador lineal de C(K,E) en (L1(λ,E∗))∗.

Dadas f ∈ C(K,E) y g ∈ L1(λ,E∗), se tiene que

I1(f)(g) =

∫ 1

0

g(t)(f(t))dλ(t).

I1 es un operador acotado, dado que

∫
[0,1]
|g(t)(f(t))|dλ(t) ≤

∫
[0,1]
‖f(t)‖E∗ dλ(t) ≤ 1 = ‖f‖

si ‖g‖E∗ ≤ 1 y ‖f‖ = 1 . Por las dos proposiciones anteriores tenemos que tanto

(fn)∞n=1 aśı como (gn)∞n=1 convergen débilmente a 0 en sus respectivos espacios. Es

decir, tenemos que si (fn)∞n=1 converge débilmente a 0, entonces (I1(fn))∞n=1 conver-

ge débilmente a cero en (L1(λ,E∗))∗. Si L1(λ,E∗) tuviera la propiedad de Dunford-

Pettis, entonces I1(fn)(gn) converge a 0 cuando n tiende a ∞. Pero fn(t) = ePn(t)

y gn(t) = e∗Pn(t), aśı tenemos que

(gn(t))(fn(t)) = ePn(t)(Pn(t)) = 1.

Por tanto I1(fn)(gn) = 1 para toda n ∈ N. Aśı el espacio L1(λ,E∗) no tiene la

propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 3.1.13. (Talagrand, 1982) Dado el espacio de Talagrand E, se tiene

que C([0, 1], E) no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostración. Tomemos I1 el operador que definimos en el teorema anterior, es

decir, I1 es un operador lineal de C(K,E) en (L1(λ,E∗))∗, que actua de la siguiente

forma: dadas f ∈ C(K,E) y g ∈ L1(λ,E∗), se tiene que
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I1(f)(g) =

∫ 1

0

g(t)(f(t))dλ(t).

Sea I∗1 el operador adjunto, se tiene que I∗1 : (L1(λ,E∗))∗∗ → (C(K,E))∗ es lineal

y acotado. Definimos el operador I2 como la restricción de I∗1 a L1(λ,E∗), es

decir, I2(g)(f) = I∗1 (g)(f) = g(I1(f)) = I1(f)(g) donde f ∈ L1(λ,E∗) y g ∈
C(K,E). Entonces tenemos que tanto (fn)∞n=1 como (gn)∞n=1 convergen débilmente

a 0. Dado que I2 es un operador continuo, tenemos que es débilmente continuo

y aśı (I2(gn))∞n=1 converge a 0 débilmente en (C(K,E))∗ y por hipótesis (fn)∞n=1

converge débilmente a 0 en C([0, 1], E). Pero I2(gn)(fn) = I1(fn)(gn) = 1 por lo

que vimos en la prueba anterior. Por tanto C(K,E) tampoco tiene la propiedad

de Dunford-Pettis.

3.2. Otros aspectos de la propiedad de Dunford-

Pettis

En esta sección concluiremos con los temas presentados en la tesis. Primero se

mencionarán más ejemplos de espacios con la propiedad de Dunford-Pettis, luego

se presentarán algunos resultados que complementan lo visto en la sección 1,7 y

se mencionarán algunas propiedades adicionales del espacio de Talagrand.

Ejemplos.

1. El álgebra del disco, es decir, A(D) = {f : D→ C : f es holomorfa}, donde

D = {z ∈ C : ‖z‖ < 1}, tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Más aún, las

álgebras de los discos de radio r > 0 y las álgebras de los polidiscos también

la poseen.

2. El espacio de Hardy H1 = {f ∈ A(D) : sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|dθ < ∞} no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

3. Los espacios Ck[0, 1]n tienen la propiedad de Dunford-Pettis. Es decir, las

funciones k veces diferenciables con derivada continua con dominio en [0, 1]n.
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3.2.1. Resultado de Núñez

En [26] se prueba que el espacio de Talagrand E, es tal que E∗∗ no tiene la

propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 3.2.1. Sea E el espacio de Talagrand. Entonces E∗∗ no tiene la propie-

dad de Dunford-Pettis.

El resultado se obtiene primero viendo que si definimos eφ ∈ E como

eφ(ψ) =

 1 si ψ = φ

0 en cualquier otro caso

donde ψ, φ ∈ T . Entonces {eφ : φ ∈ T} es un conjunto numerable y que además de

generar a cualquier elemento en E de soporte finito, se puede ver que constituyen

una base incondicional para el espacio. A partir de ello y utilizando la proposición

1.7.12 se construye un operador R : E∗ → `2. En este caso Núñez muestra que este

operador admite selecciones de aproximación local y además es un isomorfismo.

Entonces usando la proposición 1.7.12, se tiene que R∗(T ∗∗) es complementado en

`2. Pero sabemos que `2 no tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Por tanto E∗∗

no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Este art́ıculo se complementa haciendo la pregunta: ¿Si X es un espacio de Ba-

nach tal que X∗∗ tiene la propiedad de Dunford-Pettis, entonces C(K,X) tiene la

propiedad de Dunford-Pettis?

3.2.2. Propiedad de Dunford-Pettis hereditaria

Como la propiedad de Dunford-Pettis no se hereda de forma natural a subespacios

cerrados se tiene la siguiente definición.

Definición 3.2.2. Sea X un espacio de Banach, se dice que X tiene la propiedad

de Dunford-Pettis hereditaria (PDPH) si todo subespacio cerrado A ⊆ X la tiene.

Esta propiedad es más fuerte que la propiedad de Dunford-Pettis. La prueba de

la siguiente proposición se puede encontrar en [22].

Proposición 3.2.3. El espacio c0 tiene la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.
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Más aún, dado el teorema 3.1.6 se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.2.4. Sea X un espacio de Banach isomorfo a un subespacio de c0

o a un cociente de c0. Entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis heredita-

ria. Más aún, por el teorema 3.1.4, se tiene que el espacio de Talagrand tiene la

propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.

Otro ejemplo es:

1. C(K) tiene la PDPH si K es perfecto, es decir, es cerrado y no tiene puntos

aislados. Y, C(K,X) tiene la PDPH si tanto C(K) como X la tienen.

Los dos resultados anteriores se pueden consultar en [12].

Ahora veamos un resultado debido a Castillo y González, (ver [10]), que muestra

que además de que la propiedad de Dunford-Pettis no solo no hereda a cocientes

ni a subespacios cerrados, tampoco es una propiedad de tres espacios.

Definición 3.2.5. Sea A = {n1, ..., nk} ⊆ N. Decimos que A es un conjunto

admisible si k ≤ n1, es decir, si la cardinalidad de A es menor o igual que su

primer elemento.

Sea R el espacio definido por R := ∪n∈NRn, es decir, de todas las n-adas de reales

para alguna n ∈ N. Definimos la norma ‖ ‖R de la siguiente forma: si x ∈ R,

entonces

‖x‖R = sup{
∑

j∈A |xj| : A es admisible }.

Veamos que R es un espacio normado con esta norma. Definimos el espacio de

Banach S como la completación de R con esta norma. Es decir, R ⊂ S y se tiene

‖x‖S = ‖x‖R si x ∈ R, además que S es un espacio completo por construcción.

El espacio S se conoce como el espacio de Schreier y veamos que también tiene

una base incondicional formada por la sucesión de vectores canónicos.

Lema 3.2.6. Sea X un espacio de Banach. X tiene la PDPH si toda sucesión

(xn)∞n=1 en X que converge débilmente a cero, tiene una subsucesión (xnj)
∞
j=1, tal

que para alguna K > 0, se tiene que
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∥∥∥∥∥
N∑
j=1

xnj

∥∥∥∥∥ ≤ K.

En [10] muestran que S no tiene la propiedad de Dunford-Pettis, ya que tanto en

S como S∗, los vectores unitarios forman una sucesión débilmente convergente.

S se puede encajar en c0, y entonces podemos definir un operador T : `1
⊕

S → c0

de la siguiente forma T (x, y) = q(x) + i(y), donde i : S → c0 es la inclusión o el

encaje de S en c0 y q : `1 → c0 es el mapeo cociente definido en 1.4.16. Entonces

T es un mapeo cociente. Utilizando el principio de Bessaga-Pelczynski y el lema

anterior se tiene que Ker(T ) tiene la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.

Dado que es T un mapeo cociente entonces `1
⊕

S/Ker(T ) tiene la propiedad

de Dunford-Pettis ya que es isomorfo a un subespacio cerrado de c0. Y también

tenemos que Ker(T ) es un subespacio de `1
⊕

S con la propiedad de Dunford-

Pettis. Pero `1
⊕

S no la tiene ya que por construcción S no la tiene y dado que

(`1
⊕

S)∗ ∼= `∞
⊕

S∗, entonces `1
⊕

S no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 3.2.7. La propiedad de Dunford-Pettis no es propiedad de tres espacios.

Después de este resultado en [10], Castillo y González encontraron una forma

restringida de ser propiedad de tres espacios y nuevamente aparece como hipótesis

que no haya una copia de `1 en el espacio.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach que no contiene copias de `1. Enton-

ces X∗∗ tiene la propiedad de Dunford-Pettis si y solo si , tanto X como X∗∗/C (X)

la tienen, donde C es el mapeo canónico de X en X∗∗.

Como corolario se tiene que E∗∗/C (E), donde E es el espacio de Talagrand, no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Además en el mismo art́ıculo muestran dos espacios X y Y de Banach que cumplen

que X∗ y Y ∗ son isomorfos, pero que son tales que X tiene la PDPH y Y ni siquiera

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Finalmente, mencionaremos otro resultado debido a Castillo junto con Simoes (ver

[11]):

Definición 3.2.9. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Decimos que X es la suma

torcida de Y y Z, si existe un subespacio A de X que es isomorfo a Y y tal que

X/A es isomorfo a Z.
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En términos categóricos, que X sea la suma torcida de Y y Z significa que existen

operadores lineales tal que hacen a la siguiente una sucesión exacta:

0
T1−→ Y

T2−→ X
T3−→ Z

T4−→ 0,

es decir, cada Ti es un operador lineal , y además Ker(Ti) = Im(Ti−1).

Teorema 3.2.10. (Castillo y Simoes, 1999) Todo espacio de Banach es un subes-

pacio complementado de la suma torcida de dos espacios con la propiedad de

Dunford-Pettis. Es decir, dado un espacio de Banach X, existen espacios de Ba-

nach Y y Z con la propiedad de Dunford-Pettis, tal que X es un subespacio de la

suma torcida de Y y Z, y más aún, X es un subespacio complementado.

En la prueba se construyen dos espacios, primero un espacio C(K) para algún

espacio K compacto, tal que exista un subespacio isomorfo a X contenido en

C(K). Y el espacio `1(Γ) donde Γ es un conjunto de indices adecuado. Ambos

tienen la propiedad de Dunford-Pettis y hacen una sucesión exacta de la forma:

0
T1−→ B

T2−→ `1(Γ)
⊕

X
T3−→ C(K)

T4−→ 0,

donde B ⊆ `1(Γ) es un subespacio cerrado.

Demostración. Sea X un espacio de Banach. Por el corolario 1.5.27 existe un

compacto K, tal que X es isomorfo a un subespacio cerrado de C(K). Sea Γ el

conjunto de ı́ndices tal que C(K) es isomorfo a un cociente de `1(Γ), como en el

teorema 1.4.16. Denotemos por j a la inclusión canónica, es decir, j : X → C(K).

Denotemos por R al mapeo cociente, es decir, R : `1(Γ) → C(K). Veamos que

B := R−1(j(X)) es un subespacio de `1(Γ) y que por tanto tiene la propiedad

de Schur y también la propiedad de Dunford-Pettis. Si p ∈ B entonces existe un

único x ∈ X tal que Rp = jx, esto sucede ya que tanto R como j son mapeos

inyectivos. Aśı el operador T : B → `1(Γ)
⊕

X definido por T (p) = (p, x) está

bien definido y además es inyectivo, por tanto es un encaje. Ahora definimos al

operador S : `1(Γ)
⊕

X → C(K) como S(l, x) = Rl− jx. S es un mapeo cociente

ya que R y j lo son y que además Ker(S) = T (B). Por tanto la siguiente cadena

es exacta

0
T1−→ B

T−→ `1(Γ)
⊕

X
S−→ C(K)

T4−→ 0,
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donde T1 y T4 son los mapeos triviales, y X es un subespacio completado de

`1(Γ)
⊕

X.
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Apéndice A

Teoŕıa de la Medida

En este apéndice incluimos algunos resultados básicos de teoŕıa de la medida que

se utilizan a lo largo del texto. Todos los resultados se puede consultar con mayor

detalle en [29] (caps. 1 y 2) y [5] (caps. 2, 3, 4, 5, 6 y 7).

A.1. Espacios de Medida y Medida de Lebesgue

Definición A.1.1. Sean X un conjunto y Σ una colección de subconjuntos de X

no vaćıa. Se dice que Σ es una σ-álgebra de X si cumple las siguientes condiciones:

1. Si E ∈ Σ entonces Ec ∈ Σ.

2. Si (En)∞n=1 ⊆ Σ entonces ∪n∈NEn ∈ Σ.

Definición A.1.2. Sea X un conjunto y µ∗ una función tal que µ∗ : P(X)→ R.

Decimos que µ∗ es medida exterior si es no negativa y además:

1. Si E,F ⊆ X tal que E ⊆ F entonces µ∗(E) ≤ µ∗(F ).

2. µ∗(∅) = 0.

3. Si (En)∞n=1 ⊆P(X) entonces µ∗(∪n∈NEn) ≤
∑

n∈N µ
∗(En).

Observación. R denota a los reales extendidos, es decir, R = R ∪ {−∞,+∞}

95
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Definición A.1.3. Sean X un conjunto, Σ una σ-álgebra de X y µ : Σ→ R una

función . Entonces decimos que µ es una medida en Σ si cumple con las siguientes

condiciones:

1. Si E ∈ Σ, entonces µ(E) ≥ 0.

2. µ(∅) = 0.

3. Si (En)∞n=1 ⊆ Σ una sucesión de conjuntos ajenos dos a dos, entonces

µ(∪n∈NEn) =
∑

n∈N µ(En).

Definición A.1.4. Un espacio de medida es una tripleta (X,Σ, µ), donde X es

un conjunto, Σ es una σ-álgebra de X y µ : Σ→ R es una medida en Σ.

Definición A.1.5. Sean A ⊆ R y {Iγ}γ∈Γ una colección de intervalos en R.

Decimos que {Iγ}γ∈Γ es cubierta de Lebesgue de A si A ⊆ ∪γ∈ΓIγ.

Proposición A.1.6. Sea A ⊆ R . Definimos m∗ : P(R)→ R como

m∗(A) = ı́nf{
∑
γ∈Γ

λ(Iγ) : {Iγ}γ∈Γ es cubierta de Lebesgue de A },

donde λ denota la longitud del intervalo. Entonces µ∗ es una medida exterior en

R. A esta medida exterior le llamamos medida exterior de Lebesgue.

Definición A.1.7. Sea X un conjunto y µ∗ una medida exterior en X. Decimos

que E ⊆ X es un conjunto µ∗-medible si para todo A subconjunto de X se tiene

que:

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec).

Teorema A.1.8. (Proceso de Carathéodory) Sea X un conjunto y µ∗ una medida

exterior en X. Denotemos por M al conjunto de todos los subconjuntos de X

que son µ∗-medibles. Entonces M es una σ-álgebra y µ∗ restringida a M es una

medida.

A la σ-álgebra obtenida por el proceso de Carathéodory a partir de la medida

exterior de Lebesgue le llamamos la σ-álgebra de Lebesgue. En este caso denota-

remos a la σ-álgebra de Lebesgue por L y a la medida de Lebesgue por m. Para

la construcción más detallada de esta se puede ver [5]. Además L contiene a todos

los intervalos abiertos y cerrados. Por tanto contiene a los conjuntos borelianos de

R.
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Definición A.1.9. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y f : X → R una función.

Se dice que f es Lebesgue medible, si para todo E ∈ L se tiene que f−1(E) ∈ Σ.

A.2. Integral de Lebesgue y Espacios Lp

Dado un conjunto X y E ⊆ X la función indicadora denotada por χE es la función

tal que

χE(x) =

 1, si x ∈ E

0, cualquier otro caso.

Definición A.2.1. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y f función medible .

Decimos que f es simple si se puede ver como f =
∑k

n=1 anχEn, donde k ∈ N,

a1, ..., ak ∈ R y E1, ..., Ek son subconjuntos de X disjuntos.

Esta representación puede no ser única.

Definición A.2.2. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y f una función simple

no negativa, es decir, si f =
∑k

n=1 anχEn se tiene que ai > 0 para 1 ≤ n ≤ k .

Definimos la integral de f como:

∫
X

fdλ :=
k∑

n=1

anµ(En).

Esta definición no depende de la representación de f .

Definición A.2.3. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y f una función medible

no negativa . Entonces definimos la integral de f como:

∫
X

f dλ := sup

{∫
g dλ : g es una función simple y 0 ≤ g ≤ f

}
.

Definición A.2.4. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida, (fn)∞n=1 una sucesión

creciente de funciones medibles y f función medible . Decimos que fn → f casi

donde sea, si existe E ∈ Σtal que µ(E) = 0 y para todo x ∈ Ec se tiene que

fn(x)→ f(x).

Teorema A.2.5. (Teorema de Convergencia Monótona ) Sean (X,Σ, µ) un espa-

cio de medida y (fn)∞n=1 una sucesión de funciones medibles no negativas tal que

fn → f casi donde sea para una función f , y para cada x ∈ X y para cada n ∈ N
se tiene que fn(x) ≤ fn+1(x). Entonces
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∫
X

f dµ = ĺım
n→∞

∫
fn dµ.

Demostración. Notemos que f(x) = ĺımn→∞ fn(x) existe para todo x ∈ X, dado

que (fn(x))∞n=1 es una sucesión creciente. Más aún, como f es medible y es no

negativa, se siguen estás dos desigualdades
∫
fndµ ≤

∫
fdµ y

∫
fndµ ≤

∫
fn+1dµ.

Por tanto

∫
X

f dµ ≥ ĺım
n→∞

∫
fn dµ.

Ahora basta probar la otra desigualdad. Sea g una función simple no negativa, tal

que g(x) ≤ f(x) para todo x ∈ X. Consideremos el conjunto En,α = {x ∈ X :

fn(x) ≥ αg(x)}, donde α ∈ (0, 1). Entonces

∫
En,α

ag dµ ≤
∫
En,α

fn dµ ≤
∫
X

f dµ.

Dado que la sucesión es creciente tenemos que En,α ⊆ En+1,α. Si g(x) = 0 entonces

x ∈ En,α para todo n ∈ N y si g(x) > 0, se tiene que ĺım fn(x) = f(x) ≥ g(x) >

αg(x), aśı x ∈ En,α para n suficientemente grande. Aśı X = ∪n∈NEn,α y

∫
αg dµ ≤ ĺım

n→∞

∫
fn dµ.

Por tanto
∫
g dµ ≤ ĺımn→∞

∫
fn dµ, y

∫
f dµ ≤ ĺımn→∞

∫
fn dµ.

Teorema A.2.6. (Lema de Fatou ) Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y (fn)∞n=1

una sucesión de funciones medibles no negativas. Entonces

∫
X

ĺım inf
n→∞

fn dλ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
fn dλ.

Definición A.2.7. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida. Denotaremos por L1(X)

al espacio de funciones medibles tal que

∫
X

f+ dλ <∞ y

∫
X

f− dλ <∞,

donde f+ y f− denotan la parte positiva y negativa de f .
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Teorema A.2.8. (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue ) Sean

(X,Σ, µ) un espacio de medida y (fn)∞n=1 una sucesión de funciones en L1 tal que

fn → f casi donde sea para una función f . Entonces:

1. f ∈ L1.

2.
∫
X
f dλ = ĺımn→∞

∫
X
fn dλ.

Definición A.2.9. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Definimos la relación ∼
en L1(X) como sigue: decimos que f ∼ g si y solo si

∫
X
|f − g| dλ = 0, donde

f, g ∈ L1(X). Denotaremos por L1(X) al espacio que resulta de tomar al espacio

L1(X) cociente la relación que acabamos de definir.

Definición A.2.10. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Definimos los espacios

Lp(X), con 1 ≤ p <∞, como

Lp(X) = {f : |f |p ∈ L1(X)}.

Proposición A.2.11. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Entonces los espa-

cios Lp(X), con 1 ≤ p < ∞, con la norma ‖f‖p =
(∫

X
|f |p dλ

) 1
p son espacios

normados. Más aún son espacios de Banach.

Definición A.2.12. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Definimos el espacio

L∞(X) como

L∞(X) = {f : f es acotada casi donde sea },

es decir, f es acotada excepto en conjunto de medida cero.

Proposición A.2.13. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Entonces el espacio

 L∞(X) con la norma ‖f‖∞ = ı́nf{M > 0 : µ({x : f(x) > M}) = 0} es un espacio

normado. Más aún es un espacio de Banach.

A.3. Convergencia

En espacios de medida hay distintos tipos de convergencia (en medida, en Lp,

casi donde sea, uniforme). En el texto solo ocuparemos dos tipos de convergencia,

la convergencia casi donde sea (a. e.) y la convergencia uniforme. En este caso
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mencionaremos el teorema de Egorov y el teorema de Lusin. Las pruebas de ambos

teoremas se pueden encontrar en [29] (p 73 y 55 respectivamente) o de igual forma

en [21] (sección 2.3, p. 62 y 64).

Teorema A.3.1. (Teorema de Egorov) Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida con

µ(X) < ∞ y (fn)∞n=1 una sucesión de funciones medibles tal que fn → f casi

donde sea para una función medible f . Entonces para toda ε > 0 existe un conjunto

E ⊆ X tal que µ(E) <∞ y fn → f en Ec.

Teorema A.3.2. (Teorema de Lusin) Sea f : [a, b] → R una función Lebesgue

medible y ε > 0, entonces existe un conjunto compacto E ⊆ [a, b] tal que m(Ec) < ε

y f restringida a E es continua.

A.4. Densidad de Lebesgue

Definición A.4.1. Sea A un subconjunto Lebesgue-medible de R. Denotemos por

m la medida de Lebesgue en R. Definimos la densidad de A en el punto x, denotada

por DA(x), como

DA(x) := ĺım
r→0+

m(A ∩Br(x))

m(Br(x))
,

cuando este ĺımite existe. Br(x) es la bola de radio r centrada en x.

Para E ⊆ R y x ∈ R definimos las funciones:

d+(E, x) := ĺım inf
y→x+

m∗(E ∩ (x, y))

y − x
,

d−(E, x) := ĺım inf
y→x−

m∗(E ∩ (x, y))

x− y
.

Lema A.4.2. Sea G : [a, b] → R una función continua y U ⊆ (a, b) un conjunto

abierto. Entonces el conjunto

UG := {x ∈ U : existe y > x tal que (x, y) ⊆ U y G(x) > G(y)}

es abierto. Más aún, si (c, d) es un subconjunto de UG, entonces G(c) ≥ G(d).
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Demostración. Por como hemos definido UG es abierto. Sea (c, d) un subconjunto

de UG. Veamos que G(x) ≥ G(d) para todo x ∈ (c, d). Sea s := máx{r ∈ [x, d] :

G(x) ≥ G(r)} y supongamos que s < d. Entonces G(x) < G(d) y s ∈ UG. Entonces

existe t > s con (s, t) ⊆ U y G(s) > G(t). Si t ≤ d, entonces G(x) ≥ G(s) > G(t),

lo que contradice la maximalidad de s. Y si t > d, entonces G(d) > G(x) ≥
G(s) > G(t) implica que d ∈ UG, una contradicción. Entonces s = d y por tanto

G(x) ≥ G(d).

Teorema A.4.3. Sea E ⊆ R medible. Entonces el conjunto A := {x ∈ E :

d+(E, x) < 1} tiene medida exterior cero.

Demostración. Es suficiente probar que An := {x ∈ E ∩ [−n, n] : d+(E, x) < n
n+1
}

tiene medida exterior cero. Consideremos la función G : [−n, n]→ R definida por

G(x) = m∗(E ∩ (−n, n))− n
n+1

x.

Si x < y se tiene que G(y)−G(x) = m∗(E ∩ (x, y))−n y−x
n+1

por las propiedades de

medida exterior. Dado que 0 ≤ m∗(E∩ (x, y)) ≤ y−x, se sigue que G es continuo.

Sea ε > 0. Por monotońıa de la medida exterior existe U ⊆ (−n, n) tal que An ⊆ U

y m∗(U) < m∗(An) + ε. Dado que d+(E, x) < n
n+1

para todo x ∈ An, entonces

An ⊆ UG. Sea (ck, dk) los subconjuntos de UG. Entonces por el lema tenemos que

G(ck) ≥ G(dk) para todo k y por tanto m∗(E ∩ (ck, dk)) ≤ n(ck−dk)
n+1

. Entonces por

las propiedades y la definicón de una medida exterior tenemos que

m∗(An) ≤
∑
k

m∗(An ∩ (ck, dk)) ≤
∑
k

n

n+ 1
(dk − ck) =

n

n+ 1
m∗(UG).

Entonces m∗(An) < n(m∗(An)+ε)
n+1

, y aśı m∗(An) < nε. Por tanto m∗(An) = 0, lo que

prueba el teorema.

De forma análoga tenemos que B := {x ∈ E : d−(E, x) < 1} tiene medida exterior

cero. Entonces d−(E, x) = d+(E, x) = 1 para casi todo x ∈ E y esto prueba el

siguiente teorema.

Teorema A.4.4. (Teorema de densidad de Lebesgue) Sea A un subconjunto Lebesgue-

medible de R. Entonces para casi todo punto x de A se tiene que
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DA(x) = ĺım
r→0+

m(A ∩Br(x))

m(Br(x))

existe y es igual a 1.
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