UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

SOBRE LA PROPIEDAD DE DUNFORD-PETTIS
EN ESPACIOS DE BANACH

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO
P R E S E N T A:

JOSE JULIAN PAVON ESPANOL

DIRECTOR DE TESIS:
DRA. CARMEN MARTINEZ ADAME ISAIS

Ciudad Universitaria, CDMX 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






. Datos del alumno

Pavon

Espanol

José Julidn

55 45 31 93 68

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

312157711

. Datos del tutor
Dra.

Carmen
Martinez Adame

Isais

. Datos del sinodal 1
Dra.

Ana

Meda

Guardiola

. Datos del sinodal 2
Dr.

Francisco Javier
Torres

Ayala

. Datos del sinodal 3
Dra.

Natalia

Jonard

Pérez

. Datos del sinodal 4

Dr.

Sergio Ivan

Loépez

Ortega

. Datos del trabajo escrito

Sobre la propiedad de Dunford-Pettis en espacios de Banach
119 p.

2018






Sobre la propiedad de Dunford-Pettis en espacios
de Banach

José Julian Pavon Espanol



11




Todo ocurre sitempre y nunca,

todo se repite hasta el infinito y de forma irrepetible.

-Danilo Kis

Les han de traer ejemplos palpables,
fdciles, inteligibles, demonstrativos, indubitables,

con demostraciones matemdticas que no se pueden negar ...

-Miguel de Cervantes

A Jovita (QEPD) y Raill,

con todo mi carino.

IIT



v




Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mi asesora Carmen por su tiempo, sus en-
senanzas y por todas las oportunidades que me ha brindado a lo largo de estos

ultimos anos, le estaré siempre agradecido.

También agradezco a cada uno de mis sinodales Ana, Natalia, Francisco y Sergio
por su tiempo en resolver mis dudas, brindarme su ayuda y sus valiosos consejos
para este trabajo. Y sobretodo por cada una de las cosas que me han ensenado,

pues me abrieron los ojos a nuevos horizontes.

A mis amigos que han hecho con su compania de esto un viaje inigualable: Ma-
carena, Diego, Fernanda, Itzel, Karen, Simén y Claudio. A cada uno de ellos le

agradezco su tiempo, sus consejos, su compania y por todo su carino.

Quiero agradecer de manera muy especial a Mamaita y a Papail quienes me
guiaron siempre, me apoyaron en todo momento y a pesar de que Mamaita ya no
esta con nosotros sus consejos y su educacién siempre estara conmigo, este trabajo
estd dedicado especialmente a ustedes. Igualmente agradezco de todo corazon a
mi papa y a mi mama que me han apoyado siempre, por cada uno de sus palabras
de aliento, porque de no ser por ellos y su apoyo, yo no estaria aqui. Les agradezco
infinitamente y gracias por TODO. A mi hermano Dany por su compania y sus

risas.

Agradezco también a Jestis M. F. Castillo por sus sugerencias y a Elena Oustinova

por su ayuda para este trabajo.
A cada una de las personas que han sido participes de esta odisea, mil gracias.

Investigacion realizada gracias al Programa UNAM-PAPIIT IN403816 ”La Com-
prensiéon Matematica”. Agradezco a la DGAPA UNAM la beca recibida.



VI




Indice general

Portada

Indice General

Introduccién

1. Preliminares

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Espacios normados y Operadores lineales . . . . . . ... ... ...
Teoremas fundamentales . . . . . . ... ... ... .
1.2.1. Teorema del Mapeo Abierto . . . . . . ... ... ... ...
1.2.2. Teorema del Acotamiento Uniforme . . . . . . . . ... ...
1.2.3. Teorema de la Grafica Cerrada . . . . . . .. .. ... ...
1.2.4. Teorema de Hahn-Banach . . . . . . ... ... ... ....
Espacios Cociente . . . . . . . . . . .. ... ...
Reflexividad y espacios duales . . . . . . . .. ... ... .. ....
Topologias Débiles . . . . . . . . ... .. ...
1.5.1. Topologia Débil y la propiedad de Schur . . . . .. ... ..

1.5.2. Topologia Débil* . . . . . . ... .. ... ... ... ...

IX



VIII

INDICE GENERAL

1.5.3. Compacidad Débil . . . . .. .. ... ...

1.6. Operadores Lineales . . . . . . ... ... .. ... ... ......

1.6.1. Operador Adjunto . . . . .. ... ... ... ... ... ..

1.6.2. Operadores Compactos . . . . . . .. .. ... ... .....

1.6.3. Operadores Débilmente Compactos . . . . . . .. ... ...

1.7. Propiedad de Dunford-Pettis . . . . . . . .. .. ... ... .. ...

. Bases en espacios de Banach

2.1. Bases de Schauder y sucesiones béasicas . . . . . . . ... ... ...

2.1.1. Bases equivalentes . . . . ... ... ... ... ... ...,

2.2. Bases incondicionales . . . . . . ...

2.3. Bases que encogen y bases acotadamente completas . . . . . . . ..

. El espacio de Talagrand y la propiedad de Dunford-Pettis.

3.1. El espacio de Talagrand . . . . . . .. ... .. ... ... .....

3.2. Otros aspectos de la propiedad de Dunford-Pettis . . . . . . .. ..

3.2.1. Resultadode Nanez . . . .. . . . .. . .. .. ... ....

3.2.2. Propiedad de Dunford-Pettis hereditaria . . . . . .. .. ..

. Teoria de la Medida

A.1. Espacios de Medida y Medida de Lebesgue . . . . . . . . ... ...
A.2. Integral de Lebesgue y Espacios L, . . . . ... ... ... ... ..

A.3. Convergencia . . . . . . . ...

51

o1

29

63

69

75

76

88

39

89

95



INDICE GENERAL

A.4. Densidad de Lebesgue

Bibliografia

103

IX



INDICE GENERAL




Introduccion

La teoria de los espacios de Banach tiene su inicio a principios del siglo XX, princi-
palmente en la escuela de Matematicas de Lwéw. Uno de los primeros trabajos es
el libro de Stefan Banach Théorie des Opérations Linéaires (ver [3]). Un espacio
de Banach es un espacio normado completo con respecto a la métrica inducida
por esa norma. Algunas preguntas centrales cuando se trata con estos espacios
son: ;Cuando dos de estos espacios son isomorfos? ;Qué caracteristicas tienen sus

subconjuntos? ;Qué tipos de operadores hay entre estos espacios?

La primera pregunta se responde utilizando caracteristicas propias de cada es-
pacio, en este caso nosotros estudiaremos cuando un espacio tiene la propiedad
de Dunford-Pettis. La segunda pregunta se responde viendo el espacio como un
espacio topolégico; dado que tiene una métrica podemos estudiar cémo son sus
subconjuntos, cerrados, compactos, etc. Como en los espacios de Banach de di-
mension infinita la bola unitaria no es compacta, este estudio se acompané con la
introduccién de nuevas topologias que si cumplieran esta propiedad. Finalmente
una posible respuesta a la tercera pregunta es estudiar a los operadores lineales

continuos con respecto a las normas de los espacios.

La propiedad de Dunford-Pettis involucra, de cierta forma, los tres aspectos esen-
ciales en los espacios de Banach. No solo es una propiedad que sirve para distin-
guir a dos espacios, sino que también involucra operadores débilmente compactos
y completamente continuos en el espacio y méas aun, una propiedad equivalente se

define por medio de las topologias débiles en los espacios.

Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis si
todo operador débilmente compacto de este espacio en otro espacio de Banach
también es completamente continuo. Esta propiedad se estudia por primera vez

en el articulo Linear operations on summable functions de N. Dunford y B. J.



Pettis (ver [17]). En este articulo se estudia el espacio Li()), donde A es la medida
de Lebesgue en un intervalo S de R", y se muestra que este espacio tiene esta

propiedad mencionada.

A partir de este resultado, pero aproximadamente diez anos mas tarde, Grot-
hendieck en su gran articulo Sur les applications linéaires faiblement compactes
d’espaces du type C(K) ([22]), define esta propiedad en general para cualquier es-
pacio de Banach y ademads de ello muestra que cualquier espacio C'(K) (donde K
es un espacio compacto) o del tipo Li(u) (donde p es una medida finita en un

espacio de Banach) tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

A partir de ese trabajo seminal se han hecho muchos avances tratando de buscar
espacios que tengan esta propiedad. También, a diferencia de muchas otras propie-
dades en espacios de Banach, se cumple que no se hereda ni a subespacios cerrados
ni a cocientes. Esto, a su vez, hace mas dificil ver si un espacio en especifico tiene

o no la propiedad.

Grothendieck y Barces mostraron las mas importantes equivalencias sobre esta
propiedad. A partir de ese momento una pregunta abierta fue ; Qué espacios tienen
la propiedad de Dunford-Pettis? En el libro escrito en 1977 por Diestel y Uhl ([16],
p. 83-85) se puede ver que en aquellos anos se seguian buscando nuevos ejemplos de
espacios con esta propiedad y que se hacian otras preguntas sobre esta propiedad.
Por ejemplo, dado un espacio de Banach Y que tiene la propiedad de Dunford-

Pettis ;Se tiene que el espacio L;(p,Y) tiene la propiedad de Dunford-Pettis?

Esta pregunta fue contestada negativamente por Talagrand en 1982 ([32]) donde
ademas de construir un espacio E con la propiedad de Dunford-Pettis, tal que
también el espacio dual E* tiene la propiedad, pero los espacios C'(K, E) y Li(E*)
no la tienen. Esto no solo responde a la pregunta planteada por Diestel y Uhl,
sino que también responde negativamente a la pregunta analoga: dado un espacio
de Banach Y que tiene la propiedad de Dunford-Pettis ;Se tiene que el espacio
C(K,Y) tiene la propiedad de Dunford-Pettis? Este ejemplo, ademéas de dar res-
puesta a esa pregunta, tiene muchas otras propiedades y que ha servido como

contraejemplo en otros cuestionamientos sobre esta propiedad.

En este trabajo hablaremos sobre la propiedad de Dunford-Pettis y en especial
sobre el espacio de Talagrand y sus propiedades. Para ello, el trabajo busca ser lo

mas autocontenido posible y se divide en tres capitulos y un apéndice. El primer



INTRODUCCION

capitulo contiene los fundamentos de la teoria de los espacios de Banach desde su
definicion, pasando por el estudio de sus subespacios, cocientes, propiedades como
la reflexividad, los operadores entre espacios, el estudio de las distintas topologias
y concluye con una seccion completa dedicada a la propiedad de Dunford-Pettis. El
segundo capitulo estd dedicado a bases en espacios de Banach y los distintos tipos
de éstas. En ambos capitulos seguiremos los libros de Megginson ([23]), Yosida
([33]) y Carothers ([7]).

Finalmente el tercer capitulo trata sobre el espacio de Talagrand, detallando su
construccién y sus propiedades. A manera de conclusién se hace mencion de otros
resultados que se han dado con respecto a la propiedad de Dunford-Pettis. A
diferencia de otras propiedades en espacios de Banach, el estudio de la propiedad
de Dunford-Pettis tuvo su auge en los anos 80 y 90 del siglo pasado. Sin embargo,
en anos recientes han habido algunos avances sobre esta propiedad. En este caso
expondremos de manera general el articulo de Talagrand ([32]) y también usando

algunos resultados del articulo de Grothendieck ([22]).

Al final se incluye un apéndice que contiene los resultados mas importantes de la
teoria de la medida, que son utilizados como resultados auxiliares a lo largo de

esta tesis.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios normados y Operadores lineales

A lo largo de este texto habremos de suponer que el campo I sobre el cual tra-
bajaremos serd R o C, y solo en caso necesario se hara explicito en qué campo se
estd trabajando. En este capitulo presentaremos los preliminares sobre espacios de
Banach, es decir, propiedades en los espacios de Banach, operadores lineales, los
teoremas fundamentales de la teoria en espacios de Banach, asi topologias débiles
y la propiedad de Dunford-Pettis. Seguiremos principalmente los libros Megginson
([23]), Yosida ([33]) y Carothers ([7]) para este capitulo.

Definicién 1.1.1. Un espacio normado (V,||||/) es una pareja donde V es un
espacio vectorial sobre F y |||, : V' — R es una funcion a la que llamaremos

norma® que cumple:
1. |lv|lyy > 0 para todo v € V
2. |lv]ly, =0 sty solo siv=0

3. sia € F entonces ||la- v, = |al||v|

4. siu,v €V entonces |ully, + [|v]l,, > ||u+vl, (desigualdad del tridngulo).

'En lo subsecuente al hacer referencia a un espacio normado se omitird la referencia a su

norma asi como al subindice en la norma.
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Observacion. En un espacio normado se puede definir una métrica d de forma
natural d : V x V. — R como d(z,y) := ||z — y||. Asi todo espacio normado es un
espacio métrico. Y ademas se define de forma natural una topologia por medio de

esta métrica.

Definicién 1.1.2. Un espacio normado X es un espacio de Banach si es completo

con respecto a la métrica que induce la norma.

Ejemplo. Sea x = (xj);?‘;l una sucesion de elementos en el campo, entonces defi-

nimos al espacio /f como

= { (@) Y Josl < oo
j=1

[e.9]

1/p
Y si definimos ||z, = ( E |xj|p> entonces estos espacios son espacios norma-

=1
dos para cada p > 1.

De forma abreviada daremos una prueba de que ¢* es un espacio de Banach, es
decir, de que toda sucesién de Cauchy en ¢! es convergente. Para p > 1 se puede
hacer una prueba similar.

n)@

j le)’ en este caso tenemos

Sea (y,,)°2, una sucesién de Cauchy en ¢! (cada y,, = (z

que dado € > 0 existe N € N tal que si n,m > N, entonces
oo
lyn = ymlly = D |2} — 2" <e.
j=1

Cada sumando de la serie es de la forma |2} — 27| con j > 1y como cada sumando
es positivo entonces cada uno es menor que e, asi la sucesion (q:;‘);’f:l es de Cauchy,
ademas sabemos que R es un campo completo; de esta forma tenemos que estas
sucesiones para j > 1 son convergentes. Denotaremos al limite de cada una de

ellas por z;, y sea y = (7;)32,. Se tiene que

0o N N
= - pumy { - pu— { { ’,jb
Iyl = fosl = Jm (D laf) =t ( Jim D fo)
Jj=1 j=1 j=1

y también sabemos que para toda n se tiene que ||y,|| < M para alguna M > 0,

por lo cual para n > 0 se tiene las siguientes desigualdades:
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N 00
Dol <D lapl =yl < M.
j=1 j=1

Luego, al tomar el limite cuando N tiende a oo se tiene finalmente que ||y|| < M.
Basta ver que ||y, — y|| converge a 0 cuando n tiende a co. Para este fin, sea € > 0

como (y,)22, es de Cauchy, si n,m > N tenemos que

N [e'e)
STlat - < S ek — 2 =y — yall, <€
j=1 j=1

Al dejar N, n fijas, y tomar el limite cuando m tiende a oo se obtiene que

N 00
Z|x?—xj| STHIIE}I;OZ’JZ?—JJT < €.
=1 j=1

Por tanto que ||y, —y||; < €, con lo cual se tiene que ¢* es un espacio normado

completo.
Ejemplos de Espacios de Banach.
1. Con lo dicho anteriormente tenemos que los espacios # con p > 1 son espa-
cios de Banach.

2. Otros espacios ya conocidos son R” y C” no solo con la norma euclidiana

sino también con las normas p, con 1 < p < occ.

3. Otro ejemplo es el espacio £ el cual se define como

020 = {(z;)52, : sup{|z;| : j € N} < oo},

o0

con la norma esta dada por |y||, = sup{|z;|: j € N} si y = (z;)52,.

4. C([a,b]) ={f : [a,b] = R : f es continua} también es un espacio de Banach
con la norma || f||, = max{|f(z)| : z € [a,b]} para f € C([a,b]).

5. co = {(7;)52; € R:x; — 0}, es decir, el conjunto de sucesiones reales que

convergen a 0, con la norma || ||__.
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Es importante recalcar que en ocasiones se pueden definir varias normas en un
espacio por lo que es importante aclarar cudl de ellas se estd utilizando para
hablar de completez en ese espacio. Mas atin. Un resultado que se puede ver en [2]
es que todas las normas en un espacio de dimensién finita son equivalentes, mas

no esto siempre es cierto en espacios de dimensién infinita.

Definicién 1.1.3. Sean dos espacios vectoriales X y Y. Un operador lineal de X

en'Y es una funcion T : X =Y que satisface las siguientes condiciones:

1. T(x+y) =T(x) + T(y) para cualesquiera x,y € X,

2. sia e FyxeX, entonces T(ax) = aT(z).

Si X es espacio vectorial sobre el campo F diremos que T : X — Y es funcional

lineal si ademas de ser operador lineal se tiene que Y =TF.

Observacion. 1. De la definicién de operador lineal se tiene que T'(0) = 0 por
lo cual el conjunto definido como Ker(7') := {z : Tx = 0} es no vacio, este

conjunto sera llamado el ntucleo de T'.
2. A la imagen de 7' la denotaremos como Im(7) = {Tx : x € X}.

3. Al conjunto de operadores lineales entre dos espacios lo denotaremos por
L(X,Y).

4. Ker(T') e Im(T") son subespacios en X y Y respectivamente.

Como podemos observar, la definicién de operador lineal surge de manera natural
poniendo solamente atencion a las funciones que se comportan bien con respecto
a las operaciones ya definidas en un espacio vectorial. Ahora veamos cuél es la

relacion que tienen los operadores lineales con la norma en los espacios normados.

Proposicién 1.1.4. Dado un espacio normado X, la funcion norma ||| : X — R

es continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0 y definimos d = ¢, asi si ||z —y|| < J obtenemos el
resultado que buscamos, ya que aplicando la desigualdad del triangulo a x =

(r +y) — y y andlogamente para y tenemos que | ||z|| — ||y||| < ||z — y]|. O
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Definicién 1.1.5. Sean X y Y dos espacios vectoriales. Si existe un operador
lineal y biyectivo T : X — Y, diremos que T es un isomorfismo (algebraico)
y que X y Y son isomorfos (algebraicamente). Si ademds X y Y son espacios
normados, T es un operador continuo con inverso continuo entonces diremos que
T es un isomorfismo y que X yY son isomorfos®. Mds aiin, si X yY son espacios
normados, T es un isomorfismo y ademds ||x|| = ||Tz|| para cada x € X, entonces

diremos que T es un isomorfismo isométrico.

Recordemos que un espacio vectorial es de dimensién finita si y solo si todo ele-
mento x € X es combinacién lineal de un conjunto A C X finito. Un resultado
que se puede ver en [2] (Capitulo 2) es que si X y Y son espacios vectoriales
de la misma dimensién entonces son isomorfos (algebraicamente). Es claro que
si ademas ambos son espacios normados también son isomorfos, por lo tanto dos
espacios normados de dimension finita son isomorfos si y solo si son de la misma

dimension.

Definicién 1.1.6. Sean X y Y dos espacios normados. Dado un operador lineal
T: X —Y diremos que T es acotado si existe M > 0 de modo que ||Tz|| < M ||z||
para todo v € X.

Proposicién 1.1.7. Sean X y Y espacios normados y'T : X — Y un operador

lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotado.

2. Dada una vecindad U del 0 € X, se tiene que T'(U) es acotado en Y.
3. T es uniformemente continuo.

4. T es continuo.

5. T es continuo en 0.

6. sup{||Tz| : ||z|| < 1} es finito.

Demostracion. Es claro que las implicaciones 1 — 2,3 =— 4y 4 = b se

cumplen trivialmente.

2 = 3] Sea € > 0, dada una vecindad U del 0 € X, sabemos que T(U) es
acotado. Podemos suponer que U = B;(0) y que ||Tz|| < M si x € U. Entonces

2En el texto se aclarard cuando se utiliza cada definicién.
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tenemos que dados z,y € X si ||z —y|| < § entonces | T(z —y)| < M pero
T(z—y)=Tx—Ty yaque T es un operador lineal, es decir, T es uniformemente

continuo.

5 = 6] Como T es continuo en 0, existe 6 > 0 tal que si ||| < 0 entonces
|Tx|| < 1. Entonces si ||z|| < 1 se tiene que | Tz|| < §~1. Por lo tanto este conjunto

estd acotado y el supremo es finito.

6 = 1] Como sup{||Tz| : ||z|| < 1} es finito, entonces existe M € R tal que

|Tx|| < M si ||z|| = 1, de ahi sabemos que si y # 0 entonces oy € de norma 1y

aplicandole T' tenemos que HT@H < M, es decir, T" es acotado. O

A partir de la demostracion anterior surge la siguiente definicién que nos ayudara

a construir mas ejemplos de espacios normados.

Definicién 1.1.8. Sean X y Y espacios normados, definimos al espacio de ope-

radores lineales y acotados, denotado por B(X,Y'), como

B(X,Y)={T:X =Y : T es lineal y acotado}.

Teorema 1.1.9. Sean X y Y espacios normados y T € B(X,Y). La funcion
|1l : B(X,Y) — R dada por ||T|| := sup{||Tx| : ||z|| < 1} es una norma en
B(X,Y). Mas ain también se cumple que |T|| = f{M > 0 : ||Tz| < M| z|
para todo x € X'}

Proposicién 1.1.10. Sean X, Y y Z espacios normados. Si T € B(X,Y) y
S € B(Y,Z) entonces ST € B(X,Z) y mds ain se tiene que |ST| < ||T|| |IS]l-

Demostracion. El resultado se sigue de que STx = S(T'x) asi como de que Ty S

son operadores acotados. O

Proposicién 1.1.11. Sean X y Y espacios normados y {T,}>2 | es una sucesion
tal que T,, € B(X,Y). Si T, tiende a T entonces T,z converge a Tx para todo
r e X.

Teorema 1.1.12. Sean X un espacio normado y Y un espacio de Banach, en-
tonces B(X,Y') es de Banach.

Definicién 1.1.13. Sea X un espacio normado. El espacio dual de X, que deno-

taremos por X* es el espacio B(X,F), es decir, el de todas las funcionales acotadas
sobre X.
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Mas adelante hablaremos mas de los espacios duales y el papel que desempenan
en la teoria de espacios de Banach, pero es importante recordar que si X es un
espacio de dimensién finita entonces su espacio dual tiene la misma dimension y

por tanto son isomorfos.

Para terminar esta seccién, veremos un resultado 1util sobre subespacios de un

espacio normado.

Proposicién 1.1.14. Sea (X, d,) un espacio métrico completo. Un subespacio®

M C X es completo con la métrica heredada, es decir, con la métrica d, restringida

a M siy solo st M es cerrado.

Corolario 1.1.15. Sea X un espacio normado y A C X subespacio. Entonces A

es de Banach si y solo si A es cerrado en X.

Definicién 1.1.16. Sean X un espacio de Banach y una sucesion (,,)52 . Deci-
mos que (x,)32, converge en X, si existe un x € X tal que |z, — x| converge a 0
cuando n tiende a 0.

Definicién 1.1.17. Sean X un espacio de Banach y una sucesion (x,)5,. Una

serie an converge absolutamente si Z |z, < oo.

n=1 n=1

Una buena caracterizacion de los espacios de Banach es por medio de la conver-

gencia absoluta de las series.

Teorema 1.1.18. Sea X un espacio normado. Entonces X es un espacio de Ba-

nach st y solo si toda serie absolutamente convergente es convergente en X.

Demostracion. <] Suponga que X no es un espacio de Banach. Sea (x,,)2° ; una
sucesion de Cauchy no convergente en X. Para cada j € N, existe n; tal que
|20 — 2| < 277 si n,m > n;. Ocurre que nj41 > n;. Supongamos que (n, )32,
converge a y, entonces (z,)%, converge a y. Sea € > 0, dado que (z,)5°, es de
Cauchy, existe M € N tal que si n,m > M se tiene que |z, — 2,,] < 5. Como
(zn, )52, converge a y, existe K € N tal que si k > K se tiene que ||z, —y| < 3.

Tomando M := max{N,nk}, se tiene que si n,ny > M tenemos

[z = yll < lzn = @nll + 20, =yl <€

3En este caso subespacio hace referencia a subespacio topoldgico y no subespacio vectorial.

11
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de donde obtenemos que (x,)°, converge a y, la cudl es una contradiccién .Por

oo A oo
lo tanto, ya que (r,);2; no converge entonces la subsucesién (z,,)52, tampoco

converge. Tomemos la serie g (#n;,, — Zn,) la cual no es convergente ya que
=1

k o) o)
_ _ —Jj
E (Tnjy — Tn;) = (Tn,,, — Tn,) para todo k. Pero E ||a:nj+1 a:nj” < E 277 <
Jj=1 Jj=1 Jj=1
oo. Asi existe una serie que converge absolutamente pero no converge en X.

=] Suponga que X es un espacio de Banach y que Zaz’j es una serie absoluta-

j=1
mente convergente en X. Sea n,m € N con n < m, entonces

Z% =< Z H%H—ZH%H—ZH%H-

j=n+1

o0
Dado que E x; es una serie absolutamente convergente entonces las sumas par-
=1

m o0
ciales Z ||zn|| forma una sucesién de Cauchy de donde se obtiene que ij

n=1 j=1
converge ya que X es completo. O]

Proposicién 1.1.19. Sean X y Y espacios de Banach yT € B(X,Y). Entonces

o0

s1 g x, es una serie absolutamente convergente en X se tiene que E T(z,)

j=1 j=1
converge en'Y .

Demostracion. El resultado se sigue de las siguientes desigualdades

DT @) < DT lzall = 171 ) llzall < oo
j=1 j=1 j=1

1.2. Teoremas fundamentales

En esta seccion presentamos el teorema de Hahn-Banach y otros tres teoremas

fundamentales que ayudaron en el desarrollo de esta teoria. Hay varias formas de
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demostrar estos tres teoremas, una de ellas es utilizar el teorema de categoria de

Baire pero nosotros haremos uso de otro resultado.

1.2.1. Teorema del Mapeo Abierto

Para la demostracion de estos tres teoremas es necesario primero ver un resultado
de Zabreiko [35]. El lema de Zabreiko puede ser demostrado por medio del teorema

de Categoria de Baire o una versién mas débil de éste.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y p : X — R una funcional real.

Diremos que p es una seminorma en X si cumple con las siquientes condiciones:

1. Sia € F entonces p(a-v) = |a|p(v).

2. Y siu,v €V entonces p(u) + p(v) > p(u+v).

De la definicién se puede ver que toda norma es seminorma.

Definicién 1.2.2. Sea X un espacio normado y f : X — R una funcion con

f(x) > 0 para todo x € R. Diremos que [ es o-subaditiva si f (Z :L'j) <

j=1
o0 (o9}
Z f(z;) para cada serie convergente ij en X.
=1 j=1
Definicién 1.2.3. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X . Diremos

que A es convezo si para todo x,y € A yt € [0,1] se tiene que tx + (1 —t)y € A.

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X . Diremos

que A es simétrico si el conjunto —A :={—x:x € A} es igual a A.

Teorema 1.2.5. (Lema de Zabreiko, [35].) Sea X un espacio de Banach y p una

serminorma o-subaditiva, entonces p es continua.

Demostracion. Sean A, = p~'([0,n]) y F, = A,. Notemos que tanto A, y F,
son simétricos y convexos, ya que p es una seminorma. Tenemos ademadas que
X = UpenF), v del teorema 2.1.3 existe un N € N tal que Fy tiene interior no

vacio.

Entonces existe un zp € X y R > 0 tal que Br(xo) := y: ||y — zo|| < R C Fy.

Y por simetria tenemos que Bgr(—z9) = —Bgrxro C Fy. Si ||z|| < R entonces
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T+ xo € Br(zo) y ademés x — xy € Br(—19), asi x £ xy € Fi. Por convexidad se

tiene ademas que
r = 1(x+z0) + 3(x — x0) € Fy,

asi Br(0) C Fy. Méas atin podemos probar que Br(0) C Ay.

Supongamos ||z|| < Ry elegimos r > 0 tal que ||z|| < r < R. Fijamos un ¢ > 0

tal que 0 < ¢ < 1 — %, entonces ﬁ}% < 1. Asiy = %x € Br(0) C Fy = Ay, se

sigue que existe yo € Ay tal que ||y — yol| < ¢R y entonces ¢~ (y — yo) € Br(0).

Elegimos y1 € Ay tal que [lg”'(y — o) —will < ¢R, asi ly —yo —qunill < ¢*R.

Haciendo este proceso recursivamente podemos obtener un y,, € Ay tal que

y—> du

k=0

< q"R, para toda n € N.

Entonces tenemos que y = > 7o, ¢*yx. Ademds por construccion |jyx|| < R+ ¢R
para toda k, asi la serie ) .-, ¢"yi. es absolutamente convergente. Pero p es o-

subaditiva, eso implica que

p(y) =p <Z q'“yk> < %qkp(yk) < 1—in7

k=0

asi se tiene que p(x) < ﬁN < N, es decir, x € Ay como se queria probar.

r
R

Finalmente si x # 0, tenemos que si definimos A := m se tiene que \x €
Br(0) € Ay. Entonces p(Az) < N, de donde p(z) < % ||z||. Esto prueba el
resultado. n

Definiciéon 1.2.6. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion.
Se dice que f es abierta si para cada U C X abierto se tiene que f(U) es abierto
enY.

Primero daremos la definicién de la base de una topologia.

Definicién 1.2.7. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que 8 C P (X) es una

base para una topologia en X si:
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1. Para todo x € X ewiste B € A tal que x € B.

2. Six € BiN By, donde By, By € A, entonces existe By € A tal que v € By C
B, N B,.

De la definicion se sigue que las bolas en un espacio normado de radio » > 0 y
centro z, es decir B.(z) = {y : ||x — y|| < r}, son una base para una topologia en

un espacio normado. A esta topologia la llamaremos la topologia de la norma.

Teorema 1.2.8. (Teorema del mapeo abierto) Sean X y'Y espacios de Banach y

T: X — Y un operador lineal suprayectivo, entonces T es un mapeo abierto

Demostracion. Basta probarlo para la base de la topologia que en este caso con-
siste de las bolas de radio r con centro en x para todo z € X, pero como X es
un espacio normado toda bola B(x,r) se puede ver como x + rBx, donde Bx
es la bola unitaria del espacio. Asi que la prueba se hard solamente para la bola

unitaria ya que 7T es un operador lineal.

Sea y € Y, definimos p(y) = inf{||z|| : x € X, Tz = y}. Si a es un escalar distinto

de 0, se tiene que

pla-y)=mf{|la-z||: 2z € X, Tz =y}
= inf{|a| ||z]| : x € X, Tx =y}
= |a| nf{[[z| : z € X, Tz =y}

= |alp(y)-

El resultado anterior se cumple trivialmente si ¢ = 0. Ahora si tomamos una
e e} o

serie convergente Z y; en Y, podemos suponer que Z p(y;) es finita. Sea € > 0,
j:l j:l

podemos elegir z; € X tal que T'z; = y; para cada j € N y que ademas ||z;| <

p(y;) + 3¢, dada la definicién de p. Entonces Z l|lz;|| < Zp(yj) + € y por tanto

i=1 j=1
la primera serie es finita. Sabemos que toda serie que converge absolutamente en
o0 oo oo
un espacio de Banach es convergente, por tanto T( Z :L‘j> = Z T(x;) = Z Yj-
j=1 j=1 j=1

Asi tenemos que

Sl < Sl <3 ply) +e
j=1 j=1 j=1

15
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Dado que € es arbitrario se deduce que p <Z yj) < Z p(y;), por lo cual p es una

j:l j:l
serminorma o-subaditiva. Asi por el Lema de Zabreiko se tiene que p es continua.

Por lo que finalmente
T(Bx)={y:y€eY,yexistez € By talque Te =y} ={y:y € Y,p(y) < 1},

el cual es abierto ya que p es continua. O

Corolario 1.2.9. (Teorema del inverso acotado). Si X y'Y son espacios de Ba-

nach y T es un operador lineal acotado y biyectivo, entonces T es un isomorfismo.

Demostracion. Recordemos de [25] (seccidn 22, p.137 ) que si una funcién es abier-

ta y tiene inversa, entonces esta definida su inversa y es continua. O]

Definiciéon 1.2.10. Sea X un espacio vectorial donde podemos definir dos normas.

Diremos que las normas son equivalentes si y solo si definen la misma topologia
en X.

Corolario 1.2.11. Sea X un espacio vectorial donde tenemos definidas dos nor-
mas. Si el operador identidad I : (X, ||-]|;) = (X, |||ly) es continuo, entonces las

dos normas son equivalentes.

Un resultado conocido que se puede ver en [23] (seccién 1.4, p. 29) establece que
si X y Y son espacios normados y X es de dimension finita, entonces cualquier
operador lineal T': X — Y es acotado. Asi, de este resultado y del corolario ante-
rior tenemos que todas las normas definidas en un espacio normado de dimension

finita son equivalentes.

1.2.2. Teorema del Acotamiento Uniforme

Teorema 1.2.12. (Teorema del acotamiento uniforme) Sean X un espacio de
Banach, Y un espacio normado y§ C B(X,Y') una familia no vacia de operadores

lineales. Si sup{||Tz|| : T € §} para cada x € X es finito entonces sup{||T|| : T €
5} es finito.
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Demostracion. Definimos p(x) = sup{||Tz| : T € §} para cada x € X. Si a es un

escalar es claro que p(a-x) = |a|p(x). Y si Z x; es una serie convergente en X y

(&)l

Por tanto p es una una serminorma o-subaditiva. Asi p es continua y también

T € § entonces

i T.Z'j
j=1

<D Tl < ().
j=1 j=1

existe § > 0 tal que si [|z| < § entonces p(x) < 1. De esta forma p(z) < § ! si
2] < 1, por lo que ||Tz|| < ¢~ sillz]| <1y T €F. Ast |T]| < ' para cada
T € § y por tanto {||Tz| : T € §} esta acotado superiormente. O

1.2.3. Teorema de la Grafica Cerrada

Definicién 1.2.13. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion.

Definimos la grdfica de f como el conjunto

() ={(z,y) e X xY:z e X,y=f(x)}.

Teorema 1.2.14. (Teorema de la grdfica cerrada) Sean X yY espacios de Banach
yT : X =Y un operador lineal. Si para cada sucesion (x;)5, en X que converge
ax € X ytal que (T(x;))2, converge a y €Y se tiene que y = Tx, entonces T

es acotado.

Demostracion. Definimos p(x) := || Tx|| para cada = € X. Es facil ver que p(a-z) =
la|p(z) si a es un escalar, ya que T" es lineal. Veamos que es o-subaditiva. Si Z T,

J=1
o]

es una serie convergente en X, supondremos que E |Tx;|| es finita, ya que sino
Jj=1
tendriamos de forma trivial que

() ()

o o
Como Z |Tx;|| converge absolutamente y Y es de Banach entonces Z Txj con-
j=1 =1

o0
<> ITzl.
j=1
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J oo o0

verge a algin y € Y. Sea (aj = Z :L’n> estd sucesion converge a Z xjen X;
=1 "1 j=1

ademas (7T'(a;))s2, converge a y en Y, por las hipdtesis del teorema se sigue que

0o N
T (Z xj) =y =limy_o0 ZT(wn) De donde se deduce que

j=1 n=1

T(Z )

ZT(J%)

<D T -

Asi p es una seminorma y existe una vecindad U del 0 tal que T(U) es acotada.

Por la proposicién 1.1.7 se deduce que T es acotado. O

Definicién 1.2.15. Sean X y Y espacios normados sobre el mismo campo F.

Entonces definimos las operaciones + y - en X XY de la siguiente forma:

1 (w1,91) + (22,12) = (1 + @2, 51 +y2) st x1, 22 € X yy1,yp €Y.

2. a-(x1,p1):=(a-z,a-9) sixy € X, 1 €Y ya€eF.

Y también definimos una norma en X xY dada por ||(z,y)|| = v/|l=|* + |ly]|>. A

este espacio con estas operaciones y esta norma le llamamos el espacio producto

de X yY, lo denotamos simplemente por X xY.

No es dificil ver que el espacio producto es un espacio normado, mas ain, si
cada uno de los espacios es completo entonces es completo el producto ya que en
particular son espacios métricos completos y se sabe el producto también lo es.
Ademas recordemos que si tenemos dos espacios métricos y una funcién f entre
ellos, entonces la grafica de f es cerrada en X x Y si y solo dada una sucesion
()5, en X tal que converge a algin x € X y (f(x;))n>, converge a y € Y se

tiene que y = f(x).

1.2.4. Teorema de Hahn-Banach

Veremos las distintas versiones del teorema de Hahn-Banach. Presentaremos solo
la prueba para espacios normados y todos sus corolarios que son muy importantes,

los cuales seran utilizados a lo largo del texto.
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Teorema 1.2.16. (Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales reales) Sea
X un espacio vectorial real y p una funcional real definida en X tal que satisface

las siguientes condiciones:

1. p(x+y) < plx)+p(y) (subaditividad),

2. ypla-x)=ap(x) para a > 0.

Sea M un subespacio de X, donde estd definida una funcional real fy. St fy es tal
que fo(z) < p(x) para cada x € M, entonces existe una funcional F definida en
X tal que es una extension de fy, es decir, fo = F(x) para toda v € M y cumple

que ademds F(z) < p(x) para toda x € X.

Corolario 1.2.17. Sea X un espacio vectorial real si p es una funcional que
satisface las condiciones del teorema anterior. Entonces existe una funcional lineal
f definida en todo X tal que

—p(=2) < f(z) < p(=).

Veremos otro resultado en espacios vectoriales, pero en este caso lo haremos en
espacios vectoriales complejos, antes de pasar al resultado en espacios normados

y sus importantes corolarios.

Teorema 1.2.18. (Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales complejos)
Sea X un espacio vectorial complejo y p una seminorma definida en X. Sea M C
Xun subespacio y f una funcional compleja definida en M tal que |f(x)| < p(x)
para todo x € M. Entonces existe una funcional compleja F definida en X que es

extension de f y tal que |F(x)| < p(x) para todo v € X.

Teorema 1.2.19. (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados) Sea X
un espacio normado, M C X wun subespacio y fi una funcional lineal acotada

definida en M. Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X, tal
que [ extiende a f1 y || fill = || f]|-

Demostracion. Definimos p(x) = || fi|||z||. Es claro que p es una seminorma
continua en X tal que |fi(z)| < p(x). Entonces por el teorema 1.2.14 existe una
funcional lineal f definida en X que extiende a f; y tal que f(z) < p(x) para todo
x € X. Entonces ||f|| < sup{p(z):x € X} = | fi]|. Y por otra parte, dado que f
es una extensién de fi se tiene que || f|| > || f1[|; por lo tanto || fi|| = || f]|. O
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Uno de los aspectos méas importantes del teorema de Hahn-Banach, ademas de
darnos criterios para extender funcionales, es que es una herramienta que nos sirve
para probar que existen funcionales lineales acotadas no triviales en los espacios
normados. El teorema no habla sobre la unicidad de dicha extension, asi que nos

referiremos a ella como una extension de Hahn-Banach de dicha funcional.

Corolario 1.2.20. Sea X un espacio normado, M C X un subespacio cerrado y

x € X — M. Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X tal que
I/l =1, f(z) =d(z, M) y M C Ker(f).

Demostracion. Definimos fo(m +az) = a-d(x, M), sime M,z € X — M y aes
un escalar. Entonces fy es una funcional lineal en el subespacio generado por M
y {z} tal que fo(x) =d(x, M)y M C Ker(f). Ademas si m € M y a # 0, se tiene
que | fo(m + ax)| = |ald(x, M) < |a| ||z — (a7'm)|| = ||m + az|. Asi f; es acotada

y se tiene que || fo|| < 1. Pero también se tiene que

[ foll [l = mll = [[fo(x = m)|| = d(z, M),

y por otro lado también

L foll d(, M) = [| fol| mf{[| — m][ |m € M} > d(x, M).

Ast ||foll = 1 y por el teorema 1.2.18 existe una extensién de Hahn-Banach que

cumple las propiedades que queriamos. O

Corolario 1.2.21. Sea X un espacio normado y v € X un elemento no nulo.

Entonces existe una funcional lineal acotada f definida en X tal que ||f]| =1 y
fx) = |l=]].
Demostracion. Se sigue del corolario anterior tomando M = {0}. O

1.3. Espacios Cociente

En esta seccién hablaremos sobre los espacios cociente y algunas de sus propieda-

des. El resultado principal de esta seccién es el primer teorema de isomorfismo.
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Definicién 1.3.1. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio cerrado.
El espacio cociente, denotado por X/M, es el conjunto de clases de equivalencia
de X bajo la relacion x ~ y si y solo si x —y € M. Es decir, X/M son las clases

para cada x € X dadas por

T={yeX:z—yeM}={zx+y:ye M} =ax+ M.

Proposiciéon 1.3.2. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio cerrado.
Entonces el espacio cociente X/M es un espacio normado con las operaciones de

espacio vectorial dadas por

para todo x,y € X y A € R, y la norma dada por ||Z|| = inf{||jv —w| : v € T,w €

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir de las definiciones de las
operaciones. Dado que M es cerrado, se sigue que ||Z|| = inf{||jv —w| : v € T,w €
M} = inf{d(z,y) : y € M} es una norma. O

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio cerrado.
Entonces el mapeo cociente, denotado porm: X — X/M, estd definido por m(x) =
T=x+ M.

Proposiciéon 1.3.4. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio cerra-
do. Entonces el mapeo cociente m : X — X /M es un operador lineal acotado y

suprayectivo, ademdas Ker(mw) = M.

Demostracion. Se sigue de las definiciones de las operaciones en X/M y del hecho
que0={0+y:y€e M} =M. O

El siguiente resultado nos dice da una condicion suficiente para que el cociente

también sea completo.

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio de Banach y M C X un subespacio cerrado.

Entonces X/M es un espacio de Banach.

o0

Demostracion. Sea Zm_n una serie absolutamente convergente en X /M. Para
j=1

todo n € N existe x,, € T,, tal que ||z, || < ||Z,| +27". Entonces

21
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oo o0 oo
S leall < Ml + 32" < oc.
j=1 j=1 j=1

o

Asi la serie E x, converge absolutamente, por lo que converge en X por el teorema

Jj=1
[ee]

1.1.18. Como 7 es un operador continuo se tiene que Z T, también converge. Asi
j=1

del teorema 1.1.18 se sigue la afirmacion. O

Definicién 1.3.6. Sean X un espacio normado, M C X un subespacio cerrado y

P una propiedad definida en X. Decimos que P es una propiedad de tres espacios

si cada vez que dos de los espacios X, M y X/M la tienen entonces el tercero

también la tiene.

Veremos a lo largo del texto varias propiedades que son propiedad de tres espacios,
pero por ejemplo la propiedad de Dunford-Pettis que definiremos més adelante y

parte central de este trabajo no es una propiedad de tres espacios.

Teorema 1.3.7. La propiedad de ser completo es una propiedad de tres espacios.

El siguiente resultado es andlogo al primer teorema de isomorfismo de grupos,
de ahi su nombre. Solo enunciaremos el resultado. Este resultado es de suma
importancia, porque al tratar con un cociente, pocas veces se sabe que propiedades

tiene y que otras no.

Teorema 1.3.8. (Primer Teorema de Isomorfismo de Espacios de Banach) Sean
X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y), es decir, un operador T : X — Y
lineal y continuo. Entonces la imagen de T' es cerrada en Y y ademds tenemos
que X/Ker(T) 2 T(X), es decir, el cociente de X con el nicleo de T es isomorfo

a la imagen de T'.

1.4. Reflexividad y espacios duales

En la primera seccion hablamos del espacio dual de un espacio normado y en la
segunda seccién vimos que ese espacio es no trivial como un corolario del Teorema
de Hahn-Banach. Ahora veremos ejemplos y otros resultados importantes que

ayudaran en el desarrollo de la teoria.
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Ejemplos de espacios duales.

1. Los espacios duales de R™ y C" son isomorfos a ellos mismos.

2. Si p > 1 entonces el espacio dual de /? es isométricamente isomorfo a 9,

dondeqestalqueq>1y%—|—$:1.
3. El espacio dual de ¢! es isométricamente isomorfo a £>°.
4. El espacio dual de ¢y es isométricamente isomorfo a ¢!

Definicién 1.4.1. Sean X, Y espacios normados y T € B(X,Y). Entonces si T
es inyectivo, diremos que T" es un encaje de X en'Y y ademas diremos que X esta
encajado en'Y. Mas ain si ||x|| = ||Tz|| para todo x € X, diremos que T es un

encaje isométrico y que X estd encajado isométricamente en Y .

En lo subsecuente cuando hagamos referencia a la bola unitaria de un espacio

normado X, es decir, {z € X : ||z|| < 1} lo denotaremos por Byx.

Teorema 1.4.2. Sean X un espacio normado y x € X. Entonces
]l = sup{|e*z| : 27 € Bx-+}.

Demostracion. Podemos suponer que z # 0, ya que si x = 0 el resultado se
sigue trivialmente. Dado que |z*z| < ||a*|| ||z|| = [|z]| si ** € Bx-, se sigue que
|z|| > sup{|z*z| : 2* € Bx«}. Pero por corolario 1.2.21 existe z* € Bx- tal que

x*x = ||z||, de donde se sigue el resultado. O

Definicién 1.4.3. Sea X un espacio normado. El espacio doble dual de X es el
espacio dual de X*, es decir, (X*)* y lo denotaremos por X**. Inductivamente

podemos definir el n-ésimo espacio dual de X como X™ = (X" 1)*,
Ejemplos de espacios doble duales.

1. Los espacios dobles duales de R™ y C" son isomorfos a ellos mismos.
2. El espacio dual doble de ¢? es isométricamente isomorfo a 2.

3. El espacio doble dual de ¢q es isométricamente isomorfo a ¢°°.

23



24

1.4. REFLEXIVIDAD Y ESPACIOS DUALES

Hay dos cosas a destacar de los ejemplos anteriores, en dos casos el espacio doble
dual es isométricamente isomorfo al espacio normado y en el otro ejemplo >
es mucho mas grande que ¢y, ya que ¢g € ¢*°. En todos los casos el doble dual
tiene encajado isométricamente al espacio con el que empezamos. Veamos que esto
siempre sucede. Definimos el mapeo ¢ : X — X**, que actua de la siguiente forma
€ (x)(z*) = 2*(x) donde z € X y x* € X*.

Proposicion 1.4.4. Sea X un espacio normado. Entonces € es un isomorfismo
isométrico entre X y su imagen en X**. Mds ain € (X) es cerrado en X** siy

solo si X es de Banach.

Demostracion. Es claro que € es lineal y ademds ||€(z)| = sup{|z*z| : z* €
Bx+} = ||z||, por definicién €. Asi € € B(X, X**) y es un isomorfismo isométrico.
Ademas se tiene que €' (X) es cerrado en X** si y solo si es de Banach; pero es @

isomorfismo, € (z) es de Banach si y solo si X lo es. O

Definicién 1.4.5. Al mapeo € : X — X** definido como en el resultado anterior

le llamaremos el mapeo canonico de X en X**.

Definicién 1.4.6. Sea X un espacio normado. Diremos que X es reflexivo si el

mapeo candnico es suprayectivo, es decir, € (X) = X**.

La anterior definicién estd tratando de generalizar el ejemplo de ¢? el cual es

isomorfo a su propio dual y por ende a su doble dual.

Proposicion 1.4.7. Sea X un espacio reflexivo. Entonces X es de Banach.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 1.4.4 y de que todo espacio dual siempre
es de Banach. O

Recordemos que para un funcional, no siempre existe un punto en el espacio de

tal modo que |z*z| = ||z*||. En los espacios reflexivos si sucede esto.

Proposiciéon 1.4.8. Sea X un espacio reflexivo. Entonces para todo x* € X*

eriste x € X tal que ||z*|| = |z*z]|.

Demostracion. Sabemos que ||z*|| = sup{|z*z| : © € Bx} por la definicién de la
norma de operadores. Dado z* € X* por el teorema 1.2.19 existe z** € By«

tal que [|z*] = |z**2*|. Como el espacio es reflexivo, el mapeo candnico es sobre,
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es decir, existe x € X tal que € (x) = x**. Este elemento es el buscado ya que

tenemos que el mapeo canodnico es isométrico. O

Teorema 1.4.9. Sea X un espacio reflexivo y M C X subespacio cerrado. En-

tonces M también es reflexivo.

Corolario 1.4.10. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y

solo si X* lo es.

Demostracion. =] Supongamos que X es reflexivo. En este caso denotaremos por
©x y €x+ alos mapeos canonicos de X y X* en sus respectivos dobles duales. Sea

T € X Si gt € Xy o= €x ' (2*), entonces

por lo que z** = Ex«(x™*(€x)). Asi €x~ es suprayectivo y por tanto X* es

reflexivo.

<] Supongamos que X* es reflexivo. Entonces X** es reflexivo y por el teorema
anterior también €x (X ), ya que es un subespacio cerrado. Por tanto X es reflexivo.
O

Corolario 1.4.11. Si X es un espacio normado y M un subespacio cerrado, en-

tonces X/M es reflexivo. Mds ain la reflexividad es una propiedad de tres espacios.

Corolario 1.4.12. Sean X un espacio normado reflexivo y' Y un espacio de Ba-

nach. Si existe T € B(X,Y') suprayectivo, entonces Y es reflexivo.

Luego de estos dos resultados muy importantes dados por Pettis y que nos dice que
la reflexividad es una propiedad que se comporta muy bien con las construcciones
que hemos dado. Ahora veremos un resultado que tiene que ver con la separabilidad

del espacio.

Definicién 1.4.13. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es separable si

existe un subconjunto A C X numerable y denso, es decir, A= X.

Teorema 1.4.14. Sea X un espacio normado. Si X* es separable, entonces X es

separable.

Corolario 1.4.15. Sea X un espacio reflexivo. Entonces X es separable si y solo

st X* es separable.
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1.5. TOPOLOGIAS DEBILES

El siguiente resultado va encaminado a ver que ¢! es un espacio de Banach impor-

tante y que se relaciona con la separabilidad de los espacios de Banach.

Teorema 1.4.16. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces existe A subes-
pacio de (* tal que X es isomorfo a £*/A, es decir, todo espacio de Banach separable

es isomorfo a un cociente de (*.

Demostracion. Sea D = {x,, : n € N} un conjunto denso numerable de la bola
unitaria de X. Sea £1(D) := {(A\)52; : An € D, > 07 || An]] < o0}, es decir todas

las sucesiones sumables en D. Definimos el operador T : £*(D) — X como

T((A)p2y) = Y Anttay

donde (z,,)22; son los elementos del conjunto denso D. Notemos que ||T((A,)2,)|| <
Yoo Azall = D002 Al = [[(An)24 |- Ast el operador T estd bien definido y
ademas es acotado de norma 1. Ademas, dado que D es un conjunto denso, se
puede ver que T es suprayectivo. Asi por el primer teorema de isomorfismo (1.3.8)
tenemos que X = ¢1(D)/Ker(T). Ademés como D es numerable se puede ver que
(*(D) = ¢*(N). Por tanto X es un cociente de £*. O

La importancia de este resultado va encaminado a ver que los espacios de Banach
separables se comportan bien; este es un primer resultado de buscar un espacio
universal para estos espacios, es decir, buscar un espacio de Banach X donde se
puedan encajar todos los espacios separables. En este caso lo que podemos llegar

a probar es que se puede encajar como cociente.

1.5. Topologias Débiles

En esta seccion hablaremos de cémo definir otras topologias que no provienen de
la norma y como se relacionan con la topologia de la norma. Esta necesidad de
dar otras topologias a los espacios normados surge como consecuencia del siguiente

resultado.

Teorema 1.5.1. Sea X un espacio normado. X es de dimension finita si y solo
si el conjunto Sx = {x : ||z|| = 1} es compacto, es decir, la esfera unitaria es

compacta.
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De este ultimo resultado surge la necesidad de buscar otras topologias que puedan

hacer que los conjuntos cerrados y acotados sean compactos en esas topologias.

Proposicién 1.5.2. Sea X un conjunto no vacio. Sea ¥ C P(X) entonces el

conjunto

B ={Nr S, :S; €. para todoi=1,..,m ym € N}

forma una base para una topologia en X. En este caso decimos que . es una

subbase para una topologia para X .

De la definicién de base se sigue que 74 = {U : U = |J B, con {By,}uea C %A}
weN
es una topologia en X. A 74 se le dice la topologia generada por B. Si (X, 1) es

un espacio topolégico, decimos que A es una base para la topologia 7, si y solo si

T = T.

Dado un conjunto X y dos topologias 7,7 , decimos que 7 es méas débil que 7 si

7CT1.

Definicién 1.5.3. Sea X un conjunto tal que 7 y 75 son topologias en X . Decimos

que 11 es mas débil que T sty solo st T C To.

Definicién 1.5.4. Sea X un espacio vectorial con una topologia 7. Se dice que X
es un espacio vectorial topologico si las operaciones de suma y multiplicacion por

escalar son continuas de X x X a X y deF x X a X respectivamente.

Un espacio normado es un espacio vectorial topolédgico, ya que la suma y la mul-
tiplicacion por escalar son continuas con respecto a la norma. Otro resultado im-
portante que nos ayudara a definir topologias mas débiles en un espacio normado

es el siguiente.

Proposicién 1.5.5. Sea X un espacio vectorial topolégico y % una familia de
funciones de X en R. Entonces existe la topologia mds pequena 11 tal que las hace
continuas, es decir, si T es una topologia tal que para toda f € F, f es continua,

entonces 71 C 7. Mds aun 1, tiene como subbase a

S={fYU): feZ yUCR es abierto }.

En el caso que .# una familia de funciones continuas con respecto a la topologia

7 del espacio vectorial topologico entonces la topologia 7 es mas débil que 7.
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1.5.1. Topologia Débil y la propiedad de Schur

Definicién 1.5.6. Sea X un espacio normado. A la topologia inducida por la

familia X* en X se le llama la topologia débil.*

Observacion. En general dado un espacio normado X y X" su n-ésimo dual de
X, la topologia débil en X™ es la inducida por X™*!,

Definicién 1.5.7. Sea X espacio topoldgico. Decimos que X es completamente
reqular si para todo x € X y A C X existe una funcion f : X — R continua tal
que f(x) =0y f(a) =1 para toda a € A.

Teorema 1.5.8. Sea X un espacio normado. Entonces la topologia débil es una
topologia mds débil que la topologia de la morma. Ademds X es completamente

reqular y con la topologia débil también es un espacio vectorial topologico.

Demostracion. Por un corolario de Hahn-Banach sabemos que dados x € X y
A C X existe z* € X* que los separa, y por los resultados de la seccion anterior

sabemos que es una topologia més débil que la norma. O

Esta ultima proposicion nos dice que la topologia débil definida por las funcionales
en un espacio hace que las operaciones continuas. Los siguientes resultados nos
muestran que en cuestién de conjuntos acotados, la topologia débil y la topologia
de la norma son iguales. Pero a la vez nos muestra que los abiertos de la topologia

débil no pueden ser acotados en norma.

Teorema 1.5.9. Sea X un espacio normado. Entonces A C X* es acotado si y

solo si A es débilmente acotado.

Demostracion. Supongamos que A es débilmente acotado y no vacio. Asi
sup{|z*z| : x* € A}
es finito para cada x € X. Por el teorema del acotamiento uniforme se tiene que

sup{||z*|| : z* € A} es finito . La otra implicacién es facil ya que toda vecindad

débil de 0 también esta contenida en la topologia de la norma O]

4A partir de esta seccién lo relacionado con la topologia débil lo denotaremos ya sea por débil

o débilmente.
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Corolario 1.5.10. Sea X un espacio normado de dimension infinita. Entonces
si A C X* es un abierto en la topologia débil se tiene que es no acotado en la

topologia de la norma.

Ahora vamos a definir como se define la convergencia con respecto a la topologia
débil.
Definicién 1.5.11. Sea X un espacio normado y (T4)aca una red en X. Diremos

que T, converge débilmente a x si para todo z* € X* se tiene que x*x, converge

a x¥x.

De la anterior definiciéon veamos que se desprende el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.12. Sean X y Y espacios normados yT : X — 'Y un operador
lineal. Entonces es acotado si y solo st y*T' € X* para todo y* € Y.

Teorema 1.5.13. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador

lineal. Entonces es continuo norma-norma st y solo si es continuo débil-débil.

Corolario 1.5.14. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal suprayectivo. Entonces T es un isomorfismo si y solo si es un isomorfismo
débil-débil.

Un teorema importante es el siguiente que nos habla de como es la topologia
débil, asi como su corolario, y que nos muestra que la topologia de débil también

se relaciona con la convexidad.

Teorema 1.5.15. Sean X espacio normado y A C X wun subconjunto convexo.
Entonces la cerradura de A con respecto a la topologia de la norma y la topologia
débil coinciden. En particular, un subespacio es cerrado si y solo si es débilmente

cerrado.

Demostracién. Denotemos por A" a la cerradura con respecto a la topologia débil
y A ala cerradura con respecto a la topologia de la norma. Dado que la topologia
débil estd contenida en la topologfa de la norma, entonces A C A", Para ver la
otra contencién sea x ¢ A entonces existe 7* € X*, tal que z*x = 1y 2*(A) = 0.
Tomemos una vecindad débil de x dada por V = {y € X : |[2*(y — z)| < 1/2};
ésta es disjunta de A, asi = ¢ A", Por lo tanto A” C A. Recordemos que todo
subespacio es convexo de donde se sigue de lo anterior que es cerrado si y solo si

es débilmente cerrado. O
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Corolario 1.5.16. Sean X un espacio normado y A C X un subespacio. Entonces
la cerradura de A con respecto a la topologia de la norma y la topologia débil coin-
ciden. En particular un subconjunto convexo es cerrado si y solo si es débilmente

cerrado.

Y por tltimo enunciaremos una propiedad importante que poseen algunos espacios:
la propiedad de Schur que nace a partir de la topologia débil y su relacién con la

topologia de la norma.

Definicién 1.5.17. Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene la propiedad
de Schur si para toda sucesion (x,)52, que converge débilmente a algin x € X se

tiene que T, CONVETGE a4 T €N MNOTMa.

Observacion. Si (x,)2, es una sucesiéon en X un espacio normado tal que x,

converge a r en norma entonces es claro que (x,)2; converge débilmente a x.

Ejemplos. Veremos que ¢! tiene la propiedad de Schur y que 2 no la tiene. Utili-

zaremos la siguiente notacion:

1. Si z € ¢! entonces lo denotaremos como z = (;)2;.

2. A una sucesién en ¢! la denotaremos por ()2, donde cada z" = (7).

Proposicién 1.5.18. (Schur) Sea (™), una sucesion en (1. Si (™), es débil-

o0

mente de Cauchy entonces (™), converge en mnorma en (. Por tanto (' tiene

la propiedad de Schur.

Demostracion. Primero probaremos que si ™ converge 0 débilmente, entonces
2" converge a 0 en norma. Supongamos que z" no converge en norma a 0, asi
para algin € > 0 existe una subsucesién de naturales creciente n; < ng < ... tal
que ||z || = >°7° |zi’| > € para cada j € N. Elegimos un natural N; tal que

Yooy |27 < £, esto es posible ya que 2™ € (1.

Dado que [|z"| > ¢, se tiene que S0 [27| > . Recordemos que si y € R,

n

entonces sgn(y)y = |y|. Asi tenemos que S el > ¥, donde €] = sgn(z]").

ni
7

Sea (e; = £1)$2, una sucesién de signos tal que e; = e;* si 1 <1i < Ny, asi se tiene
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que
00 Ny o)
E et = E et + E et
=1 =1 i=Ni1+1
N 0o
- ny m n 4 1 3
Z E €, T; - E ‘IEZ | Z 56 — gE = 56.
=1 i=N1+1

Ahora, sea n;, un entero tal que S0 |27 | < £. Esto es posible ya que 7 converge
. : 00 5

a 0 cuando n tiende a oo. Entonces, elegimos Ny > Ny tal que » =\ ) |7, < ¢

y ast SN || > . Sea ahora (¢; = £1)°; una sucesién de signos tal que

ei=e¢"s11<i<Nyye =e”si Ny <i< Ny De este modo

1

0o Ny N1 o)
E :eixin > E ' eiazxim _E :|%J2 _ § : |xiJ2‘
1=1 i=N1+1 =1 i=Na+1
No No Ny
Mg T2 2 "2 Mg 2
2 5:61‘ L —ge: |z, |_§ |z, |_36
i=N1+1 i=1 i=1
4 1 2 €
=_—€——€——€=—.

D D D )
Al repetir este proceso, obtenemos un vector u = (u;)2; € ¢ definido como
u; = e;*, si Np_1 <i < Np. Mds atin, tenemos que u(z™) > £ para todo k € N,
y como ((')* 2 (> esto contradice que x™ converge a 0 débilmente. Por tanto z"

converge a 0 en norma.

Supongamos que (z™)5°; es una sucesion débilmente de Cauchy. Y pensemos que

(2™)2; no es de Cauchy en norma. Entonces existe € > 0 e indices nj, m; que

tienden a oo tales que ||z,, — x| > e La sucesién (2™ — 2™ )32, converge

débilmente a cero y por lo anterior (2" — 2™/)%2, converge en norma a cero. Por
tanto (2™)22; es una sucesién de Cauchy con respecto a la norma y como ¢ es
completo, entonces ()2, converge. O

Proposicién 1.5.19. Ahora veamos que (* no tiene la propiedad de Schur.

Demostracidn. Sea (e,), la sucesién de vectores unitarios en ¢2 tal que e, =

(b)22, donde b* = 1sii = ny b = 0 cuando ¢ # n. Primero notemos que

(%) = (2 y asf para todo z* € (£?)* existe (a;)2, € £? tal que z*x = Zaixi
i=1

donde z = ()32, € (*. Sea b = ()32, € (? entonces Z Ib'|* < oo y por tanto

=1
00

lim; . 0" = 0. Entonces, si x* € (£*)* existe (a;)$2, € ¢* tal que z*x = Zaiaji,
i—1
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por lo que x*e, = a, . Asi lim,_,o 2%, = lim, o a, = 0 para todo z* € (£*)*.
Entonces e, converge a 0 débilmente cuando n tiende a oo, pero |le,|| = 1 para
toda n € R, asf{ (e,)%, no converge en norma a 0. Por tanto, £2 no tiene la

propiedad de Schur. O]

Se puede probar en general que los espacios reflexivos con la propiedad de Schur

deben ser de dimensién finita esto se mostrara en la seccién 1,7.

1.5.2. Topologia Débil*

La topologia débil definida en la seccién anterior no es la tinica que se puede definir
en un espacio normado, en este caso veremos otra topologia y se hara un analisis

analogo a la anterior seccion.

Definicién 1.5.20. Sea X un espacio normado, € el mapeo candnico de X en
X**. A la topologia inducida por la familia € (X) en X* se le llama la topologia

débil* o débil estrella.”

Observacion. En general si X es un espacio normado y X es su n-ésimo espacio
dual de X, la topologia débil estrella de X ™ es la topologfa inducida por la familia

Cxn-1y (X)) por medio del mapeo canénico Gy -1y de X1 en X"+,

Teorema 1.5.21. Sea X un espacio normado. Entonces la topologia débil* de X*
es completamente regular, localmente convexa y es una topologia mas débil que la
topologia débil en X*. Mdas aiun las topologias débil* y débil coinciden si y solo si

X es reflexivo.

De la definicion de la topologia débil* se sigue facilmente el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.5.22. Sea X un espacio normado. Entonces una funcional lineal
¢ en X* es débil*-continua si y solo si es de la forma ¢(x*) = x*xo para algin

Ty € X.

Corolario 1.5.23. Sea X un espacio de Banach. Si A C X* es débil*-compacto,

entonces es acotado.

5En lo que sigue al referirnos a alguna propiedad referente a esta topologia lo haremos utili-

zando débil* como adjetivo
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El siguiente teorema es uno de los principales resultados al estudiar las topologias
débiles en espacios normados. Ademdas de que nos permite dar una respuesta a
la motivacion con la que se comenzo6 a desarrollar las topologias débiles que es la

compacidad de la bola unitaria.

Teorema 1.5.24. (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un espacio normado. En-

tonces Bx+ es débil*-compacta.

Demostracion. Sea D, = {z € C: |z| < ||z||} para cada x € X; por construccién
cada D, es compacto en C . Sea D =[],y D, por el teorema de Tychonov, D es
compacto en la topologia producto de [,y C. Veamos que Bx- se puede encajar
en D, para cada z* € Bx» sea ((€7)x*)zex = (v*2)zex € D. Este mapeo es
continuo e inyectivo, considerando que Bx- tiene la topologia débil*. Es claro que
el inverso de este mapeo definido sobre la imagen es continuo, asi solo resta ver
que la imagen es cerrada en D. Sea (z}),c4 una red en X* tal que (z}x) converge
a (\;), entonces definimos y* como y*x = A,. Por construccién y* es un funcional
continuo, asi el mapeo que antes habiamos definido es cerrado y por tanto By« es

compacta con la topologia débil* . O

Corolario 1.5.25. Sea X un espacio normado. Entonces todo subconjunto acotado
de X* es relativamente débil*-compacto. En particular todo subconjunto acotado

de X* y débil*-cerrado es débil*-compacto.

Corolario 1.5.26. Sea X un espacio de Banach. Entonces toda sucesion débil*

de Cauchy (z) en X* es débil* convergente.

El siguiente resultado es un preambulo al teorema de Banach-Mazur, que nos habla

de que el espacio C]0, 1] es universal en una cierta clase de espacios de Banach.

Corolario 1.5.27. Sea X un espacio normado. Entonces existe un espacio Haus-
dorff compacto K de tal modo que X es isométricamente isomorfo a un subespacio

de C(K). En particular si X es de Banach, ese subespacio es cerrado.

Demostracion. Sea K = By« con la topologia heredada de la topologia débil* en
X*. Sea T : X — C(K), dado por (T(x))(z*) = z*x. Recordemos que ||z| =
sup{|z*z| : * € Bx»} = sup{|(T(x))(«*)| : z* € Bx+} = ||Tz||,. Con lo cuél se
prueba que T es isométrico, ademas, por definiciéon T es lineal. En particular si X

es de Banach, entonces T'(X) debe ser de Banach, es decir, es cerrado. O
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El teorema de Banach-Mazur es una generalizacion del resultado anterior. Nos
dice que si X es un espacio de Banach separable existe un encaje isométrico de
X en C[0, 1], aunque este resultado es muy importante no daremos su prueba ya
que no es el fin de este trabajo pero se puede encontrar su demostracién en [1]

(seccion 1.4, p. 17 ).

Teorema 1.5.28. (Teorema de Banach-Mazur) Sea X un espacio de Banach se-

parable. Entonces existe un encaje isométrico de X en C|0,1].

1.5.3. Compacidad Débil

Esta seccién nos servira para establecer resultados importantes como el teorema
de Eberlein-Smulian, ademéds de establecer condiciones necesarias y/o suficientes
para que un conjunto sea débilmente compacto. Esta nocién es importante para
los operadores débilmente compactos y la propiedad de Dunford-Pettis que esta-

bleceremos en la siguiente seccion.

Proposicién 1.5.29. Sea X un espacio normado, € el mapeo canonico de X en

Xy A C X. Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

1. A es débilmente compacto.
2. El conjunto €(A) es débil*-compacto.

3. El congunto A es acotado y € (A) es débil*-cerrado.

Demostracion. Sabemos que el mapeo € es débil-débil* continuo de X en €(X),
més aun es un homeomorfismo. Asi la equivalencia de (1) y (2) ya estd probada.
Para la otra equivalencia notemos que el mapeo (C') es una isometria y por tanto
% (A) es acotado si y solo si A es acotado, aplicando el teorema de Banach- Alaoglu,

se tiene que € (A) es débil*-compacto . O

Proposiciéon 1.5.30. Sea X un espacio normado. Entonces X es reflexivo si y

solo si su bola unitaria cerrada es débilmente compacta.

Ahora probaremos dos resultados antes de probar el tema principal de esta seccién

que es el teorema de Eberlein-Smulian.
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Definicién 1.5.31. Sea X un espacio de Banach. Decimos que B C X* es total

st dado x € X tal que x*x = 0 para todo x* € B se tiene que x = 0.

Proposicion 1.5.32. Si X es un espacio de Banach separable entonces X* tiene

un conjunto numerable y total. Mds ain eziste (x,)22; C X una sucesion densa

en Bx tal que existe una sucesion (%)%, en X* de modo que x'xz, = ||z,| =1,
ademds (x})2°, es total y se tiene que ||z|| = sup,, |z}x| para cada z € X.

Lema 1.5.33. Sea X wun espacio de Banach tal que X* contiene un conjunto
numerable y total. Entonces la topologia débil en un conjunto débilmente compacto

es metrizable.

o0

Demostracion. Sea (7)., el conjunto numerable y total en X* de tal forma

que ||zf]| = 1. Definimos la métrica en X como d(z,y) = Zm%—n_y” Sea
n=1

A C X un conjunto débilmente compacto. Para cada x* € X * Se tiene que z*(A)
es compacto, y por lo tanto acotado, y por el teorema de acotamiento uniforme
sabemos que A es acotado. Sea T' el mapeo identidad de A con la topologia débil en
A con la topologia heredada de X con la métrica que definimos. Por como hemos
definido la métrica T es continuo , y dado que es una funcién inyectiva de un

espacio compacto en un espacio Hausdorff se tiene que T' es homeomorfismo [

Definicién 1.5.34. Sea X un espacio normado sobre F y A C X un subconjunto.

Definimos el conjunto sp(A) como
sp(A) = {Z aQ;T; Q... an € Fzy, .. 0, € A yn € N}
i=1

Es decir, son todas las combinaciones lineales de elementos de A. Este conjunto

sp(A) es llamado el subespacio generado por A.

Es claro de la definicién que sp(A) si es un subespacio de X y en particular
A C sp(A).

Lema 1.5.35. Sea X un espacio de Banach y A C X un subconjunto relativa-
mente débil-compacto. Entonces A es relativamente secuencialmente compacto en

la topologia débil.

Demostracion. Sea (a,)2 | una sucesion relativamente compacta en A con la topo-

logia débil. Sea sp(a,,) el subespacio vectorial de todas las combinaciones lineales
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de los vectores (a,)>>,. Consideremos B = sp(a,) donde la cerradura es con la
topologia de la norma. Por el teorema 1.5.15 tenemos que B también es débilmente
cerrado. Asi B es un espacio de Banach separable y ademas se tiene que AN B es
relativamente débilmente compacto en B. Del lema anterior tenemos que AN B
es metrizable con la topologia débil, por tanto es relativamente secuencialmente
compacto con la topologia débil, asi (a,)>2; tiene un punto de acumulacién con
la topologia débil en B. Entonces (a,)22; tiene una subsucesién que converge a
algin x € B con la topologia débil en B, por tanto también con la topologia débil
en X. O

Teorema 1.5.36. (Teorema de Eberlein-Smulian) Sea X un espacio normado y
A C X. Tomando en cuenta la topologia débil en X los siguientes enunciados son

equivalentes :

1. A es relativamente compacto.
2. A es relativamente secuencialmente compacto.

3. A es relativamente numerablemente compacto.

Demostracion. Del corolario anterior tenemos que (1) implica (2) y es claro que
(2) implica (3). Asi, basta ver que (3) implica (1). Sea A un subconjunto de X re-
lativamente numerablemente compacto. Asi para cada z* € X* se tiene que z*(A)
es relativamente secuencialmente compacto en R, por el teorema del acotamiento

uniforme se tiene que A es acotado. Sea € el mapeo candnico de X en X**. Da-

*

do que €(A) es acotado, entonces €(A)  es compacto de X** . Basta ver que

¢(A) C %(X). Supongamos que € (A) ) C ¢ (X) y tenemos también que € es

un homeomorfismo entre X y € (X), donde X tiene la topologia débil y € (X) la
topologfa débil*. Entonces A esta contenido en € 1(€(A) ) que es débilmente

compacto, por tanto A es relativamente compacto en la topologia débil.

*

Asf veamos que €(A) C €(X). Sea z™* € €(A). Escogemos a 2 € X* con
norma uno, entonces existe a; € A tal que |(z™* — Fay)x}| < 1. El espacio F'
de todas las combinaciones lineales de z** y x*™* — %a; es de dimension finita.
Entonces podemos encontrar una 1/4-red {z}*,...,x}*} C S, es decir, para cada
o existe un x;¥ tal que [|2** — x| < 1/4. Escogemos z;, de norma uno en X*
para p = 1,...,n, tal que 2}*(x;) > 3/4. Entonces para cualquier 2™ € F' tenemos

que
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max{ |z, (x,)] : 1 <m <n} > (1/2) Hx;*”

Regresando a nuestra construccion, escogemos puntos 3, ...,z ) de norma uno
en X* con max{|y*(z})| : 2 < m < n(2)} > (1/2)||ly**|| para todo y** en
sp(x™ — €ay, ™). De nuevo usando el hecho que z** € @ podemos encontrar
un punto as en A tal que max{|(z™ — Fa1)(x},)] : 2 < m < n(2)} < (1/2).
Entonces tomamos zj, ).}, .., ;3 de norma uno en X* tal que max{|y™(z7,)| :

m

n(2) <m < n(3)} > (1/2) ||[y**|| para todo y** en sp(z** — Cay, 2™, 2™ — Cay).

Asi sucesivamente, utilizando el hecho que z** € ¥ (A), podemos encontrar un

punto az en A max{|(z** —Fas3)(x},)| : 1 <m <n(3)} < (1/3) y asi continuamos.

Por hipétesis, existe un punto z € X que es punto de acumulacion de (a,)5°, en
la topologia débil de X. Dado que 3p((a,)52 ) es cerrado en la topologia débil, x
estd en $p((a,)2,) y entonces z** — €z estd en sp(x™, 2™ — Cay, 2™ — Cay, ...).
Por construccién, para todo punto y** en sp(x** — Fa,) + sp(z**) se tiene que
sup |[y**(z,)| > (1/2) [|[y**]] v asi se sigue que esta desigualdad se cumple para
cualquier punto en la cerradura de este subespacio, en particular es cierto para
x** — Fa,. Otra parte de la construccién es que |[(z™* — €a,)x},| < 1/p para
n > n(p) > m. Entonces |(z** — Cx)(a})| < |(2** — Ca,) (k)] + |(2F) (an — )] <
(1 +p) + |[(«},)(a, — )| para todo n > n(p) > m. Dado que x es un punto de
acumulacion débil de a,,, dado z;, y un entero N > m existe un elemento a,, tal que
|(z** —Ca,)(z)|+|(x,)(a, —x)| > 2/n. Por tanto, se tiene que (z** —€x)x’, =0
para toda m. Y como se menciona arriba, sup |(** —%z)(x},)| > (1/2) ||«** — €x||
y asi ™ = €= con lo cual W* CE(X). O

El resultado de Eberlein-Smulian es esencial en la teoria de espacios de Banach, ya
que es ocupado para ver distintas equivalencias. En este caso nos ayudara en las
equivalencias de la propiedad de Dunford-Pettis. Pero veamos que tiene muchas

consecuencias las cudles son faciles de demostrar.

Corolario 1.5.37. Sea X un espacio normado. Entonces X es reflexivo si y solo

st toda sucesion acotada en X admite una subsucesion débilmente convergente .

Corolario 1.5.38. Sea X un espacio normado reflexivo. Entonces X es secuen-

citalmente completo con la topologia débil .

Corolario 1.5.39. Sea X un espacio normado reflexivo. Entonces X tiene la

propiedad de Schur si y solo si es de dimension finita.
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Demostracion. Suponiendo que X es de dimension infinita por 1.5.43 toda suce-
sion acotada tendria una subsucesion convergente, que implicaria que X tiene la
propiedad de Heine-Borel, una contradiccion, asi X debe ser de dimensién fini-
ta. O

1.6. Operadores Lineales

En esta seccién veremos tres clases de operadores lineales que nos serviran para
poder definir la propiedad de Dunford-Pettis. Las tres clases de operadores re-
sultaran ser un tipo especial de operadores acotados, mas ain cada una de las
siguientes propiedades es mas débil que la anterior. En este caso toda la siguiente

seccion se basa en los resultados previos en topologias débiles.

1.6.1. Operador Adjunto

La siguiente definicién surge naturalmente en algebra lineal pero en este caso hay

que restringir el dominio del operador adjunto a las funcionales lineales acotadas.

Definicién 1.6.1. Sea T' € B(X,Y), donde X y Y son espacios normados. El
operador adjunto T, es el operador lineal de Y* a X* definido de la siguiente
forma T*(y*) = y*T, donde y* € Y*.

Proposicién 1.6.2. Sean X y Y espacios normados y T € B(X,Y). Entonces

T* € B(Y*, X*). Mds ain |T|| = |T*||.

Demostracion. Sea y* € Y* asi como z € X. Por definiciéon del adjunto tenemos

que (T*(y"))(z) = y*(Tz), por lo que

IT[| = sup{|Tx| : [lz|| <1} = sup{sup{ly*(Tx)| : [ly"|| <1} - [[=[| <1}
= sup{ly"(Tx)| : ly*| <1, [l=]| < 1}.

Y de forma analoga

1T = sup{[T"(y") ()] - ly" [l <1, || < 1}
= sup{[|T"y"| - [ly"[| < 1} = || -

Por tanto T™ es acotado y tiene la misma norma que 7. O
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1.6.2. Operadores Compactos

En esta parte veremos una clase de operadores lineales y acotados que surge como

generalizacion de los operadores con rango finito.

Definicién 1.6.3. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador T € B(X,Y) es
compacto, si dado B C X acotado se tiene que T(B) es relativamente compacto.

Al conjunto de operadores compactos de X a'Y lo denotaremos por K(X,Y) .

Proposiciéon 1.6.4. Sean X y Y espacios de Banach yT : X — Y un operador
lineal de rango finito. Entonces T es compacto si y solo si es acotado. En particular,

toda funcional lineal de un espacio de Banach es compacta si es acotada.

Proposiciéon 1.6.5. Sean X y Y espacios de Banach y'T : X — Y un operador

lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es compacto.
2. T(Bx) es relativamente compacto en Y.
3. T(B) CY es totalmente acotado si B C X es acotado

4. Toda sucesion acotada ()52, en X tiene una subsucesion (x,,;)52, de tal

o0
=1

forma que (T'x,,;)32, converge en'Y.
Demostracion. Recordemos que en un espacio métrico un conjunto es totalmente

acotado si y solo si es relativamente compacto; se puede ver en [8] (capitulo 8). [

Proposicién 1.6.6. Sean X, Y y Z espacios de Banach y T € B(X,Y), S €

B(Y, Z) operadores. Si S y T son compactos, entonces ST es compacto.

Demostracion. Como T y S son acotados mandan conjuntos acotados en conjun-
tos acotados, y ademéas S y T son continuos, mandan conjuntos relativamente
compactos en conjuntos relativamente compactos. Ademads de que un conjunto re-

lativamente compacto es acotado, por lo que se sigue facilmente de lo anterior []

Teorema 1.6.7. Sea T' € B(X,Y), donde X yY son espacios de Banach. En-

tonces T' es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracion. =] Sean T' compacto, K = T'(Bx) y B un conjunto acotado en

Y*. Notemos que
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2%y — 2*ye| < |lyr — vl sup{|ly*|| : v* € B},

siz* € By y1,y2 € K. Asi podemos ver a B como subconjunto de C(K), ademas
por lo anterior es acotado y equicontinuo, y por el teorema de Arzela-Ascoli®
se sigue que B es relativamente compacto. Sea (y})2%, una sucesién en B, asi
tiene una subsucesion (y;';j );"’:1 que es uniformemente de Cauchy en K, por lo que
(yn,T)32, es uniformemente de Cauchy en By. Dado que X* es completo, (y;, T)

converge , y dado que (y;, 1) = (T"y;, ), se sigue de 1.6.5 que T™ es compacto

<] Supongamos que T* es compacto. Por la parte anterior T** es compacto.
Ademas es facil ver que T** = Q;lTQ x, donde Qy y Q) x son los mapeos canénicos

de Y y X respectivamente. Asi por 1.6.6 T es compacto O

Teorema 1.6.8. Sea T € B(X,Y), donde X yY son espacios de Banach. En-

tonces T es compacto si T* es débil*-norma continuo.

Ahora veamos el siguiente tipo de operadores.

Definicién 1.6.9. Sean X y Y espacios de Banach y sea T : X — Y un operador
lineal. Se dice que T es un operador completamente continuo si T(K) C Y es

compacto para cada K C X débilmente compacto.

Proposiciéon 1.6.10. Todo operador compacto de un espacio de Banach X a un

espacio de Banach Y es completamente continuo.

Demostracion. Sea T € K(X,Y)y K C X débilmente compacto, asi K es acota-
do. Por lo que T'(K) es relativamente compacto y también es débilmente compacto

porque T es débil-débil continuo. De donde se sigue que T(K) es compacto. [

Proposicion 1.6.11. Todo operador completamente continuo de un espacio de

Banach X a un espacio de Banach Y es acotado.

Otra forma de definir que un operador es completamente continuo es usando la

siguiente equivalencia

Proposicién 1.6.12. Sea T' € B(X,Y), donde X y Y son espacios de Banach.
Entonces T' es completamente continuo si y solo si es débil-norma secuencialmente

continuo.

6Una demostracién de este teorema se puede ver en [8] (capitulo 19, p. 181).
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Demostracién. =] De la definicién se sigue que si 7' es completamente continuo,
entonces es débil-débil continuo, y dado que una sucesion débilmente convergente
()22, con su limite, forman un conjunto débilmente compacto, asi (T'z,)52, con

su limite es compacto.

<] Solo es necesario recordar que los conjuntos son débilmente compactos si y

solo si son débil secuencialmente compactos. O]

Proposicién 1.6.13. Sea T € B(X,Y), donde X es un espacio de Banach re-
flexivo y Y es un espacio de Banach. Entonces T es completamente continuo si y

solo si es compacto.

Demostracion. Dado 1.6.10 basta demostrar que si 7' es completamente continuo
también es compacto. Pero Bx es débilmente compacta dado que X es reflexivo,

con lo que T'(Bx) es compacto en Y. O

1.6.3. Operadores Débilmente Compactos

Definicién 1.6.14. Sean X y Y espacios de Banach y sea T : X — Y un ope-
rador lineal. Se dice que es un operador débilmente compacto si T(K) C Y es
relativamente débilmente compacto para cada K C X acotado. A la coleccion de

operadores débilmente compactos de X en'Y la denotaremos por K" (X,Y)

Proposicion 1.6.15. Todo operador compacto de un espacio de Banach en otro

es débilmente compacto.

Proposiciéon 1.6.16. Todo operador débilmente compacto de un espacio de Ba-

nach en otro es acotado.

Observacion. Las tres propiedades arriba mencionadas son esencialmente distintas,
dado que el operador identidad en ¢! es acotado, pero no débilmente compacto, ya
que no es reflexivo. Y como £2 es reflexivo el operador identidad en ¢? es débilmente
compacto, pero no es compacto ya que B2 no es compacta con la topologia de la

norma.
Asi podemos senalar que K(X,Y) C K¥(X,Y) C B(X,Y),si X y Y son espacios
de Banach.

Proposicién 1.6.17. Sean X y Y espacios de Banach. Si X es reflexivo oY lo

es, entonces todo operador lineal acotado de X en'Y es débilmente compacto.
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Demostracion. Recordemos que todo subconjunto acotado en un espacio reflexivo

es débilmente compacto, ademas un operador acotado es débil-débil continuo. [

Usando el teorema de Eberlein-Smulian se sigue facilmente la siguiente proposi-

cion.

Proposicién 1.6.18. Sean X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es débilmente compacto.
2. T(Bx) es relativamente débil compacto en Y.

3. Toda sucesion acotada (x,)52, en X tiene una subsucesion (v,,)32, de tal

forma que (Tx,,;)32, converge débilmente enY .

Teorema 1.6.19. Sean X y Y espacios de Banach, T € B(X,Y) y €y el mapeo

candnico de Y en Y**. Entonces T es débilmente compacto si y solo si T**(X**) C

Gy (V).

Proposicién 1.6.20. Sean XY y Z espacios de Banach yT € B(X,Y), S €
B(Y, Z) operadores. Si S es débilmente compacto o T es débilmente compacto,

entonces ST es débilmente compacto.

Teorema 1.6.21. Sean X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Entonces T

es débilmente compacto si y solo si T es débilmente compacto.

Demostracion. =] Supongamos que T' es débilmente compacto. Sea y*** € Y***
por el teorema 1.6.19 para ver que 1™ es débilmente compacto basta verificar
que T**y™* € €x+(X*). Asi es suficiente ver que T**y*** es débil*-continuo en
X**. Sea (2*) una red convergente en X**, denotemos por z** su limite. Asi
T**x* — T**x** en la topologia débil*. Dado que T**(X**) C %y (Y) por 1.6.19,
dado que la topologia débil y débil* coinciden en %y (Y') como subespacio de Y™**,

se sigue que T z* — T**z** en la topologia débil. Mas ain

CcOImMo se querl'a ver.
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<] Supongamos que T* es débilmente compacto, por lo anterior 7** es débilmente
compacto pero dado que T' = Q3 T**Qx y por 1.6.20, se sigue que T es débilmente

compacto. ]

Teorema 1.6.22. Sean X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Entonces T

es débilmente compacto si T* es débil*-débil continuo.

1.7. Propiedad de Dunford-Pettis

En esta seccion daremos la definicién de la propiedad de Dunford-Pettis, asi como
resultados bésicos de esta propiedad que utilizaremos méas adelante en el capitulo 3.
Asi, esta seccion es muy importante para el objetivo de este trabajo. La propiedad
de Dunford-Pettis se establecié en un articulo que escribieron Nelson Dunford y
Bill Pettis, que lleva por nombre Linear Operations on Summable Functions (ver
[17]). En este articulo ellos probaron que el espacio L;(u) para toda medida p en
cualquier espacio de Banach, tiene la propiedad de Dunford-Pettis, es decir, que

todo operador débilmente compacto es completamente continuo.

Fue Grothendieck en su famoso articulo Sur les applications linéaires faiblement
compactes d’espaces du type C(K)(ver [22] , p. 11), donde define esta propiedad
en general asi como sus primeras consecuencias. Ademaés de esta propiedad en este
articulo, de mas de 50 péginas, define muchas propiedades que hoy en dia son

utilizadas en el estudio de los espacios de Banach.

Definicién 1.7.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis
(PDP) si para cada espacio de Banach'Y', todo operador T € B(X,Y) débilmente

compacto, es completamente continuo.

Ejemplo. Dado que ¢! tienen la propiedad de Schur, se sigue facilmente que todo
operador en B(£},Y) es completamente continuo de donde se sigue que £* tiene la

propiedad de Dunford-Pettis.

El ejemplo anterior nos da un resultado mas general que solo depende de la pro-
piedad de Schur.

Proposiciéon 1.7.2. Sea X un espacio normado con la propiedad de Schur. En-

tonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
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Para terminar esta seccién presentamos un resultado importante que establece

equivalencias para tener la propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 1.7.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces las siquientes afirmacio-

nes son equivalentes:

1. X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.
2. Todo operador débilmente compacto de X en cq es completamente continuo

3. Para toda sucesion (x,)2, en X que converge débilmente a algin x € X y
toda sucesion (z3)5, en X* que converge débilmente a algin z* € X* se

tiene que (z}x,)2 | converge a x*x.

4. Para toda sucesion (r,)%2, en X que converge débilmente a 0 € X y toda

o0

o, en X* que converge débilmente a 0 € X* se tiene que

sucesion ()

* o)
(xfx,)5, converge a 0.

Demostracion. 2 = 4] Supongamos que (4) no se cumple. Entonces existen suce-
siones (x,)2%; v ()2, que convergen débilmente a 0 en X y X* respectivamente,
de tal modo que |z} x,| > € para algin € > 0 y todan € N. Definamos 7" : X — ¢
como sigue Tx = (z}z). Asi T' € B(X, cp), pero no es completamente continuo ya
que ||[Tx,,|| > € para toda m € N. Queremos probar que T es débilmente compac-
to, asi sea (wy,)o_; una sucesién acotada en X. Por 1.6.18 basta ver que existe
una subsucesién de (Tw,,)5°_; que converja débilmente. Sea €x el mapeo candni-
co, sea ** un punto de acumulacién de €xw,,, existe una subsucesién (wy,;)%, de
(wm)oe_y que cumple |€xwn,, ) —x**x}| = |Tjwn,, —a**2;| < j7' parak =1,..., 7.
Ast (z*x}) € co, asi basta ver que (T'w,,;) converge a (z**z;) débilmente. Sea
no € N, veamos que z, w,,;, converge a ™y , pero asi construimos (wy,,), asi T

es débilmente compacto.

4 = 3] Supongamos que se cumple (4). Sea (z,,) en X una sucesién que converge
débilmente a algin z € X y (x) C X* sucesién que converge débilmente a algin

z* en X*. Asi

rhx, —v'r = (v} — 2*)(x, — x) + vix + x*x, — 22*r converge a

O+ z*z+2*x — 2% = 0.
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3 = 1] Supongamos que (1) no se cumple. Es decir, existe T un operador débil-
mente compacto que no es completamente continuo. Sea (z,)°; una sucesién en
X tal que converge débilmente a 0 y también ||Tz,| > §, para algin § > 0
y toda n. Para cada n sea y: € Sy- tal que y:Tz, = ||Tx,|. Sabemos por
1.6.19 que 7™ es débilmente compacto, asi 17"y tiene una subsucesién débilmen-
te convergente. Sea (T *y;‘;j) subsucesién que converge débilmente a z* € X*. Asi
T*yp (xn;) = yp, Ty, > 6 para cada j, asi Ty, (zn,) no converge débilmente a 0
atin cuando (z,,) converge a 0 débilmente y (T*y;, ) converge a 2* débilmente. Asf

no se cumple (3).

1 = 2| Esta implicacién solo es aplicar la definicién a c. n

Corolario 1.7.4. Sea X un espacio de Banach. St X* tiene la propiedad de
Dunford-Pettis entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Utilizaremos la ultima equivalencia del teorema anterior. Sean

()52, una sucesién en X que converge débilmente a 0 y una sucesién (x})>°, en

X* que converge débilmente a 0 € X*. Entonces tomando el mapeo candénico €, se

tiene que €z, € X** para toda n € Ny que ademds (¢'z,)5; C X que converge

débilmente a 0 € X**. Asi dado que X* tiene la propiedad de Dunford-Pettis se
o0

tiene que (Fx,z))>, = (zhx,)22, converge a 0. O

El reciproco de este resultado es falso, como se puede ver en [30]. En este se muestra
un espacio de Banach X con la propiedad de Schur y por tanto tiene la propiedad
de Dunford-Pettis pero que X* no tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Veremos

el resultado mas a detalle en esta misma seccion.

Proposicién 1.7.5. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-

Pettis. SiT : X — X es débilmente compacto entonces T? : X — X es compacto.

Demostracion. Dado que T es débilmente compacto entonces T'(Bx) es relativa-
mente débilmente compacto. Y dado que X tiene la propiedad de Dunford-Pettis,
T? es completamente continuo, y asi T?(Byx) es relativamente compacto con res-

pecto a la topologia de la norma. O

Definicién 1.7.6. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio. Decimos
que M es un subespacio complementado si existe un subespacio N C X tal que

para todo x € X existen de forma unica m € M yn € N tal que n +m = x.
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Definicién 1.7.7. Sea X un espacio normado y M C X un subespacio comple-
mentado. Definimos Py : X — X la proyeccion sobre M dada por Px = m, donde

x se escribe como x = m +n de forma unica.

Observacion. 1. Para todo subespacio complementado Py, es una funcion bien

definida y lineal.
2. Py Py = P% = Py, es decir, es la identidad en M.

3. El ntucleo de Py es N y el rango de Py, es M.

Proposiciéon 1.7.8. Sea X un espacio de Banach y M C X un subespacio com-

plementado. Entonces la proyeccion Py @ X — X es continua.

Proposiciéon 1.7.9. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-
Pettis. Si'Y es un subespacio complementado y reflerivo de X, entonces Y es de

dimension finita.

Demostracion. Sea Py : X — X la proyeccién sobre Y, entonces Py es débilmente
compacto, mas ain Py (By) = By es débilmente compacto dado que Y es reflexivo
por el teorema de Banach-Alaoglu. Entonces P2 = P? es compacto. Por tanto By
es compacto con la topologia de la norma y entonces Y debe ser de dimension
finita. m

Corolario 1.7.10. Todo espacio de Banach reflexivo de dimension infinita no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Por 1.4.16, % es un cociente de ¢! y por el corolario anterior ¢? no tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis, pero por la proposicién 1.7.2 ¢! sf tiene la propiedad de

Dunford-Pettis. Por tanto la propiedad no se hereda a cocientes.

Veamos que el reciproco del corolario 1.7.4 es falso.

Definicién 1.7.11. Sean X y Y espacios de Banach y R : X — Y un operador
continuo. Decimos que R admite selecciones de aprorimacion local si existe M > 1
tal que si Z es un espacio de Banach de dimension finita y S es un operador

continuo con S : Z — Y entonces para toda € > 0, existe S:Z = X, con
HSH < M||S|, tal que ||RS — SH < €.

La siguiente proposiciéon nos dice una equivalencia de la definicién anterior, este
resultado lo usaremos para ver que el reciproco de 1.7.4 es falso. La demostracion

de esta proposicién se puede ver en [31].
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Proposicién 1.7.12. Sean X y Y espacios de Banach y R : X — Y un operador

continuo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R admite selecciones de aproximacion local.

2. R es sobre y R*(Y™*) es complementado en X*.

Ejemplo. Sea X := ('(¢2). Recordemos que £ es el espacio de las n-adas con

la norma 2, este es un espacio de Banach con la propiedad de Dunford-Pettis,

(9] .
n=1 -

dado que la topologia débil y la de la norma coinciden. Asi X = {(z,)
Ty, € 02,5 |Jan|l, < 0o}. Dado que ¢! tiene la propiedad de Dunford-Pettis, se
puede ver que el dual de X es £>(¢2). Sea T : X — (? definido como T'((x,),) =
TS rni)ey) = O i)y para @, = Y., Ty Este operador ademds de
ser lineal y continuo, por como hemos definido la norma en X, admite secciones
locales, asi £* es complementado en X*. Si X* tuviera la propiedad de Dunford-
Pettis, entonces la proyeccién sobre (% serfa débilmente compacta, tomando el
operador adjunto. Pero por lo tanto P? = P serfa un operador compacto, entonces
¢? debe ser de dimensién finita ya que es reflexivo, lo cudl es absurdo. Por tanto

X* no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Ya vimos que el reciproco de 1.7.4 es falso, pero los siguientes dos resultados nos
muestran qué se necesita para que se cumpla la otra implicacién. Empezaremos
enunciando una equivalencia de que un espacio de Banach tenga una copia de
(*; este resultado se debe a Rosenthal (ver [27]). Nosotros enunciaremos solo una

equivalencia que nos permita probar el reciproco de 1.7.4.

Teorema 1.7.13. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. X no contiene una copia de (*.
2. Toda sucesion acotada tiene una subsucesion débilmente de Cauchy.

Teorema 1.7.14. Sea X wun espacio de Banach con la propiedad de Dunford-
Pettis que no contiene una copia de ¢*. Entonces X* tiene la propiedad de Schur,

y por tanto también la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Supongamos que X* no tiene la propiedad de Schur. Existe una

sucesion (x))> | de elementos de norma uno en X* que converge débilmente a cero.
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Sea x, € X tal que ||z,|| = 1 y ademds z}x, > 1/2. Por el teorema de Rosenthal
existe una subsucesion de (z,,)% ; débilmente de Cauchy. Supondremos, sin pérdida
de generalidad, que la subsucesion es la misma sucesién. Entonces tenemos que
()52 es débilmente de Cauchy y ()5, es una sucesién débilmente convergente
a 0y ademds z*x, > 1/2. Esto implica que X no tiene la propiedad de Dunford-
Pettis, pero esto contradice las hipotesis. Por tanto X* tiene la propiedad de
Schur. O]

El reciproco del resultado anterior también se cumple.

Teorema 1.7.15. Sea X un espacio de Banach tal qge X* tiene la propiedad de
Schur. Entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no contiene una copia
de (' .

Y finalmente veamos algunos ejemplos de espacios que tienen la propiedad de
Dunford-Pettis. Utilizaremos varios resultados de teoria de la medida como el
teorema de Egorov o el de Lusin. Para ver estos resultados se puede ver el apéndice

al final de este trabajo donde hacemos mencién de ellos.

Teorema 1.7.16. Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Entonces C(K) tiene
la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Supongamos que f, converge a 0 débilmente en C(K) y que p,

converge a 0 débilmente en C(K)* . Sea

donde ||pn|| = |pn](K). Entonces (p,)32, es absolutamente convergente con res-
pecto a A. Asi dado € > 0, existe una 6 > 0 tal que |u,|(A) < €, para toda n,
cuando A(A) < 6.

Dado que f,, converge a 0 puntualmente en K, entonces por el teorema de Egorov,
fn converge a 0 uniformemente en algiun conjunto K/A con A(A) < §. Entonces

tenemos que

,un<fn):/Kfnd,un: K/ fndﬂn‘i‘/Afnd/Jn
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y [ K/A fndp, converge a 0 cuando n tiende aco dado que f,, converge a 0 uniforme

en K/A. Finalmente

‘ /A Jndpin,

dado que A(a) < §. Por tanto p,(f,) converge 0. O

< [ fnlle 11nl(A) < esupy | fill

Corolario 1.7.17. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita, separable

y reflexivo. Entonces X es isométricamente isomorfo a un espacio no complemen-

tado de C[0,1]

Veamos que L;[0, 1] también tiene la propiedad de Dunford-Pettis pero antes de-
bemos ver el siguiente resultado. En este caso para abreviar la notacién denotamos

por Lp al espacio Lp[0, 1] a menos que se especifique lo contrario.

Proposicién 1.7.18. Supongamos que g, converge a 0 débilmente en Lo, enton-
ces dado € > 0, existe un conjunto boreliano A C [0,1] con m(A) > 1 — € tal que

gn converge a 0 uniforme en A.

Demostracion. Para cada n € N aplicamos el teorema de Lusin de manera induc-
tiva y asi podemos encontrar un conjunto boreliano B con m(B) > 1 —¢/2 y una
sucesion de funciones g,, todas continuas en B tal que g, = g,, para todon € N en
todo B salvo en un conjunto de medida cero. Més atn, por el teorema de densidad
de Lebesgue, podemos asumir que para cada punto x € B tiene densidad 1, es

decir,

m((z—rz+r)NB) _ 1

hmT‘HO o

para cada B. En particular B no tiene puntos aislados. Se sigue que

<

> ag

k=1

< €e8S.8Up,cp

Z @ gi ()

Z argi()

o0

para toda sucesion (a,,)>, de escalares y z € B. Por tanto el mapeo definido por
gn — G, se puede extender a una funcional lineal acotada en sp((g,)n,). Pero
entonces, dado que (g,,)5°, converge débilmente a 0, entonces g, (x) converge a 0

para todo x € B. Finalmente por el teorema de Egorov, existe un conjunto A C B
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boreliano tal que m(A) > 1 — e de tal forma que g, converge a 0 uniformemente

en A. ]

Corolario 1.7.19. L, tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Sea f, converge a 0 en L; débilmente y ¢g,, converge a 0 débilmente
en L. Entonces (f,,)5°, es uniformemente integrable en Ly, es decir, dada € > 0
existe una ¢ > 0 tal que [, |f,| < €, para todo n € N, sabiendo que m(B) < 4.
Por la proposicién anterior, existe un conjunto A, con m(A) > 1 — ¢ tal que g,

converge a 0 en A uniformemente. Entonces

/O 1 fngn

y la ultima suma tiende a 0 cuando n tiende oco. O

< fngn + / fngn
Ac A

< €esup [|gnll o +sup [|gnXall sup || full;
neN neN neN

Corolario 1.7.20. Todo subespacio complementado de dimension infinita de L,

es no reflexivo.



Capitulo 2

Bases en espacios de Banach

En este capitulo introduciremos el concepto de base de Schauder, que fue in-
troducido por el matematico aleman J. Schauder en 1927. Este concepto es una
generalizacién de las bases (de Hamel) que se estudian en espacios vectoriales. En
este capitulo hablaremos de sus propiedades asi como distintas clases de base de

Schauder para un espacio de Banach; en este capitulo seguiremos los libros de
Megginson ([23]), Carothers ([7]), Fabian ([20]) y Albiac ([1]).

2.1. Bases de Schauder y sucesiones basicas

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio de Banach y (x,)32, una sucesion en X.

Decimos que (x,)2, es una base de Schauder para X si para todo x € X existe

una sucesion unica de escalares (a,)s>, € F tal que x = E T,
n=1
Observacion. 1. Dado un espacio de Banach X y (z,,)5°; una base de Schauder

se tiene que sp((z,)%) es denso en X.
2. Si (x,)22, es una base de Schauder entonces es linealmente independiente.

3. Si X esun espacio de Banach real y (x,,)2 ; una base de Schauder el conjunto

m
A= {Z anxy, :m € Nja, € Q} es denso en X y por tanto separable.

n=1
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Ejemplo. Sea (e,)22; la sucesién en 7 con 1 < p < 0o 0 ¢y dada por

1, sik=n

3

0, cualquier otro caso

Entonces (e,)3%; es una base de Schauder para 7 donde 1 < p < oo y para c.
Dado que £*° no es separable y es un espacio de Banach real entonces no tiene

base de Schauder. Esta base es la llamada la base candnica de P y cj.

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio de Banach y (x,)32, una sucesion en X.

Decimos que (x,)22, es una sucesion bdsica si es una base de Schauder para

sp((€n)7ts)-

Recordemos que cuando hablamos de que un espacio normado X es de dimension
infinita es que su base de Hamel es infinita. Veamos que para un espacio de Banach
X de dimensién infinita podemos decir que una base de Hamel es no numerable

pero antes enunciaremos un resultado para probar nuestra afirmacion.

Teorema 2.1.3. (Categoria de Baire) Sea X un espacio métrico completo.

Entonces en X se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Sea (U,)22 | subconjuntos abiertos y densos en X . Entonces N2 U, es denso
en X.

2. SiU C X es abierto en X entonces U no es la union numerable de conjuntos

densos en ninguna parte.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [25] (seccién 48, p. 296).

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y A una base

de Hamel para X. Entonces A es no numerable

Demostracion. Supongamos que A es numerable, es decir, A = {x, : n € N}.
Definimos el subespacio X,, = sp((x,)™ ), como X,, es de dimensién finita es
cerrado en X, més ain tiene interior vacio, por lo que son conjuntos densos en
ninguna parte. Ademds como X = sp((x,)>2 ), entonces X = U , X,,, es decir,
es union numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Pero esto contradice
el teorema de Baire dado que X es espacio métrico completo, por tanto A es no

numerable . O
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Con este teorema podemos ver que las bases de Schauder y las bases de Hamel son
esencialmente diferentes en espacios de dimensién infinita. Asi en lo subsecuente
si (2,)%, es una base de Schauder para X solo diremos que es (z,)5%, es base

para X.

Proposicién 2.1.5. Sea X un espacio de Banach y (z,)32, una base para X y
(An)22, una sucesion de escalares distintos de cero. Entonces (A,xy)5, también

es una base para X .

Definicién 2.1.6. Sea X un espacio de Banach y (x,)5, una base para X. De-
cimos que (x,)2°, es acotada si sup, ey ||z,| < co. En particular si cada x,, tiene

norma 1 diremos que la base estd normalizada.

El siguiente resultado muestra como podemos construir una base de Schauder en

un espacio de Banach isomorfo a otro espacio de Banach que si posee una.

Proposicién 2.1.7. Sean X y Y espacios de Banach, T € B(X,Y) un isomor-
fismo y (2,)5%, una sucesion bdsica en X. Entonces (T'x,)5, es una sucesion
basica en Y. En particular si (x,)02, es una base para X entonces (T'x,)%; una

base para Y .

Demostracion. T mapea sp((x,)22 ;) en sp((Tx,)> ;) dado que es un 1somorﬁsm0

Si (2,)5, es una base para X y T(X) =Y, dado que T(Z anTy) ZTanxn

n=1
oo
para toda Z an Ty se sigue que (Tx,)7, es una base para Y. O
n=1

Las bases en espacios de Banach definen operadores lineales continuos y funcio-
nales, ademas que estos operadores cumplen propiedades que veremos en los si-

guientes resultados.

Definicién 2.1.8. Sea X un espacio de Banach y (x,)52, una base para X. De-
finimos las proyecciones canomcas {P,}5 . asociadas a (x,)%2, como sigue dado
z € X entonces P,x = Za x; donde x = Zalxl )
i=1 1=1
Definicién 2.1.9. Sea X un espacio de Banach y (x,)5, una base para X. De-
finimos las funcionales coordenadas {x:}32 | asociadas a (x,)52, como siijgue:
[e.9]
dado x € X entonces x;x = a, donde v = Zaixi . Ademas diremos que la

i=1
sucesion {x,, 5}, es biortogonal.
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Lema 2.1.10. Sea X un espacio de Banach y (x,)5>, una base para X. Las

proyecciones canonicas cumplen lo siquiente

1. dim(P,(X)) =n,
2. PP, =PFP,P, = Pmin{n,m};

3. P,(z) — = cuando n tiende a 0o para todo x € X.

Mas atn, si{P,}°, son proyecciones lineales acotadas en X que satisfacen las tres
condiciones anteriores, entonces { P,}22, son proyecciones candnicas asociadas a

alguna base de Schauder de X .

Demostracion. La primera parte de la prueba se sigue de la definicion de las

proyecciones y de la definicién de Base de Schauder.

Probaremos la segunda parte. Sean {P,}>°, proyecciones lineales acotadas en X
que satisfacen las tres condiciones. Definimos Py = 0, es decir, el operador trivial

y elegimos x; € P;(X) N Ker(P;,_;) para toda i € N, con x # 0. Entonces

n—oo n—o0

v = lim Py(z) = lim Py(x) — Py(z) = lim Z (P,(z) — Py ()

= Z (Pi(z) — Pia(z)) = Z@i%

=1
donde los a; son escalares dado que dim(P,(X)/P,-1(X)) = 1, para toda i € N.

o

La unicidad de los (a;)$2; se sigue del hecho que si z = Zbﬂi, entonces por
i=1

n

la continuidad de P, tenemos que P,(z) = Zbixi, y por tanto bx; = Pj(x) —
i=1

P, 4(x) = a;x;, para todo n € N.

Entonces (z;)2, es una base de Schauder para X y las {P,}>2, son proyecciones

lineales asociadas a ésta. O

Teorema 2.1.11. Sea X un espacio de Banach y (x,)%2; una base para X . Enton-

ces las proyecciones canonicas { P, }22 son continuas. Mds ain sup, oy || P.|| < oo.

Demostracion. Dado x € X definimos la norma ||z|| := sup,,cy || Po||- Dado que
P,x converge a x se tiene que ||z|| < oo para todo x € X. Es facil ver que ||| ||

define una norma en X.
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Veamos que las proyecciones { P, }°° , estdn uniformemente acotadas. Primero no-
temos que la identidad id : (X,|| |) — (X, ||) es continua dado que |z| =

lim, o0 [|[Poz|| < [||lz]|| - Es claro que la identidad es inyectiva asi para que id sea

un isomorfismo basta ver que (X, ||| [||) es un espacio de Banach, por el corolario
1.2.6.
Sea (yr)7; una sucesién de Cauchy en (X, || [|). Entonces para cada n € N tene-

mos que (P,yx)72; es una sucesion de Cauchy en (X, || ||). Més atn || P,y; — P,y;|| <
lly: — y;l|| para todo n, con lo cudl (P,yx)52, son sucesiones de Cauchy uniforme-
mente en n. Sea z, = M, o Pyr en (X, || ||), asi ||Poyr — 2,|| converge a 0
cuando k tiende a oo uniformemente en n. Con lo cudl se sigue que z, es una

sucesion de Cauchy en (X, | ||), ya que
lzn = 2mll < W20 = Payell + 1Pk = Pticl| + | Py — 2l

Ahora sea z = lim,,_,, 2, en (X, || ||). Veamos que limy_,,, yx = z en la norma
[l Il Primero notemos que lim, . P,z = z,, ya que P, es continuo en P,,(X)

dado que es un espacio de dimension finita y ademas
Pn(Zm) = Pn<h,mk~>oo Pmyk) = limy 00 Panyk = limy, 00 Pmin{n,m}yk = Zmin{n,m}-

n
Por lo que existe una tnica sucesion de escalares tal que z, = E a;x; y asi
i=1

oo
z = g a;x; y mas aun P,z = z,. Finalmente
i=1

llye — 2|l = sup,en [[Payk — 2|l converge a 0 cuando k tiende a oo.

Por tanto (X, ||| |||) es un espacio de Banach y por el corolario 1.2.9 existe el inverso
deid : (X, || ) = (X,]|| ||) ¥ es continuo, con lo que existe K tal que |||z|| < K ||z]|
para todo z € X, con lo que sup,,y | Pl < K. O

Corolario 2.1.12. Sea X wun espacio de Banach y (z,)5°, una base para X.

Entonces las funcionales coordenadas {x}}5°, son continuas.

Definicién 2.1.13. Sea X espacio de Banach, (x,)32, una base para X y {P,}>,

las proyecciones candnicas asociadas a (x,)5,. Definimos la constante bdsica

)
n=1

K = sup,cy || Pall de la base (z,)02,. Si K = 1 decimos que la base ()

es monotona
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La constante basica no solo es una constante para acotar la norma de las proyec-

ciones, como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.14. Sea X un espacio de Banach y (x,)22, una sucesion de ele-
mentos no nulos en X. Entonces (1,)5, es una base para X si y solo si existe K

positiva tal que

1. sp((x,)02,) es denso en X y

n=1

n

E a;j;
Jj=1
sucesion de escalares (a,)>2; .

m

E :ajxj

j=1

2. < K para todo n,m € N con n < m y cualquier

Demostracion. =] Por definicién de una base sp((x,)2 ) es denso en X y dado

n < m tenemos que

n

g a;T;

=1

m

E Q;T;

i=1

= <K

()

=1

<] Sea S = sp((x,)32,), asi S es denso en X. Solo nos hace falta verificar que
()22, son linealmente independientes ya que por induccién y la desigualdad (2)

cuando n < m tenemos que

n

n—1
E a;T; — E a;T;
i=1

=1

m

g a;T;

=1

< + < 2K

[an llznll =

n
E a;T; .

=1

n—1
E Q;T;
i=1

m n

Definimos los mapeos (P,); dados por P, (Z aixi) = Z a;r; cuando n < m.
i1 i=1

Estos estan bien definidos y son proyecciones lineales en S. Més ain tenemos que

(1) nos dice que cada P, tiene a lo mas norma K en S. Por lo tanto cada P, se
extiende de manera tinica a un mapeo lineal y continuo P,, los cuales también
son proyecciones y satisfacen que HEH < K. Solo basta ver que P,z converge a

x para todo r € X.

m

Dadox € X y e > 0, sea s = Zaixi € S tal que ||z — s|| < e. Entonces para
i=1

m < n tenemos que

|z = Poz|| < ||z = s|| + ||s = Bus|| + || Pos — Poz|| < (14 ||Pa|])e < (1 + K)e.
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o0

Por tanto se deduce que (z,,)%; es una base para X. ]

o0

o, una sucesion en X.

Corolario 2.1.15. Sea X un espacio de Banach y ()

Entonces (1,)52, es una sucesion bdsica si cada x, es distinto de 0 y existe K

para todo n,m € N con n < m y cualquier sucesion de escalares (a,)3 ;.

positiva tal que

<K

n
E ;x5
=1

m
E :ajl"j
j=1

Ejemplos.

1. Sea {t;}32, una sucesién de puntos distintos en [0, 1] tal que t; =0, ¢y = 1y
{t;}32, = [0,1]. Definimos las proyecciones de C[0, 1] en C[0,1] por Py(f) =
f(0) y P,(f) la interpolacién lineal con nodos en ¢;, con 1 < j < n, y ademas
que B (f)(t;) = f(t;)-

Entonces por el lema 2.1.10 y que las funciones continuas en [0, 1] son conti-
nuas uniformemente, ocurre las proyecciones que acabamos de definir cum-

plen las tres condiciones de 2.1.10 y por tanto determinan una base monoétona
de Schauder para C[0, 1].

2. Definimos las funciones h; para ¢ € N como sigue:

ho(z) = 1 para todo = € [0,1]; hi(z) = 1 para z € [0,1) y hi(z) = —1

para z € [5,1]; ho(z) = 1 para x € [0,1), ho(z) = —1 para = € [1,3] vy
ho(z) = 0 para « € (3,1]; hs(z) = 1 para = € [3,2), hy(z) = —1 para

T € (%, 1] y hy(xz) = 0 para z € [0, %), y asi sucesivamente. El conjunto de
{h;}$2, es linealmente independiente. Y dado que H := sp({h;}$2,) contiene

. ;- . S L1
a las funciones caracteristicas de los intervalos diadicos, entonces H =~ = L;.

Para x € H dado por z = ", a;h; definimos P,(z) = > a;h;, suponien-
do que m > n. Las proyecciones satisfacen las tres condiciones de 2.1.10.
Asi para probar que {h;}°; es una base de Schauder para L;|0, 1], basta ver
que las proyecciones P, son acotadas uniformemente en H. A esta base se le
llama el sistema de Haar.

Supongamos que f = Y. ah; y g = S a;h; para a; € R. Entonces f

y g difieren en un intervalo diadico I, donde f es constante, supongamos

que f(x) = b para todo z € I, y en ese intervalo g(z) = b+ a,.1 en la
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primer mitad de I y g(z) = b — a,41 para la segunda mitad. Pero tenemos
que |b| = |%(b + apy1) + %(b — py1)] < %\b + api1| + %lb — Qpy1|, entonces
tenemos que || f]| < ||g||, entonces se sigue que las proyecciones P, tienen a

lo mds norma 1. Por tanto {h;}°, es una base de Schauder para L]0, 1].

Como vimos en los ejemplos no todo espacio de Banach tiene una base, por ejem-
plo . Pero lo que si podemos asegurar es que dado un espacio de Banach de
dimensién infinita existe una sucesion basica. Los siguientes resultados mostraran

como se obtiene.

Lema 2.1.16. Sea X un espacio de Banach y F' C X un subespacio de dimension
finita. Entonces dado € > 0, existe x € X con ||z| = 1 tal que |yl < (1 +
€) |ly + Ax|| para todo y € F' y todo X escalar.

Demostracion. Sea 1 > ¢ > 0. Dado que F' es de dimensién finita, Sp = {y € F:
|lyl| = 1} es compacto en X. Entonces podemos tener una €/2-red {y1,...,y,}, es
decir, para todo y € F existe una i € {1,...,n} tal que ||y; — y|| < €/2. Para cada

y; existe un funcional y; € X* tal que yjy; = 1.

Notemos que N}, Ker(y;) es un espacio de codimensién finita y por lo tanto existe
x € X distinto de cero con z € N ;Ker(y;), ya que sino entonces N, Ker(y;)
tendria codimensién infinita lo cual es una contradiccién. Mas aun, existe x €

»Ker(y) tal que [|z|]] = 1. Dado y € SF tenemos que existe y; tal que se

cumplen las siguientes desigualdades

ly + Azl = Nlyi + Azl = [ly — will = llyi + Azl] = €/2

>yi(yi+Ar) —€e/2=1—¢/2
1
1+e

>

Entonces |ly]] < (1 + ¢€) ||y + Az||, para toda A\ y y con ||y| = 1. Como esto se
cumple para toda A, ||y|| < (1 +¢€) ||y + Az|| para toda y € F. O

Teorema 2.1.17. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces

existe una sucesion basica en X.

Demostracion. Dado € > 0, elegimos una sucesién de nimeros positivos (€,)%°,

tal que II2 (1 +€,) < (1 +¢).
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Vamos a construir la sucesion béasica de manera inductiva utilizando el lema an-
terior. Sea z; € X tal que ||x;|| = 1. Sea x93 de norma uno tal que [|y| <
(1 + &) ||y + Axo|| para todo y € sp({z1}). Sea x3 de norma uno tal que ||y|| <
(14 €) ||y + Axs|| para todo y € sp({z1,22}). Y asi sucesivamente. Por el corola-
rio 2.1.16, con constante basica a lo mas K =117, (1 +¢€,) < (1 + €), se sigue el

resultado. n

Asi, aunque no podemos afirmar que todo espacio de Banach tiene base, sabemos

que existe al menos una sucesiéon bésica.

2.1.1. Bases equivalentes

Un concepto importante es el de bases equivalentes ya que nos ayudara a obtener
resultados, no solo con respecto a bases en espacios de Banach, sino también sobre

propiedades en los espacios como es la propiedad de Dunford-Pettis.

oo
n=1 >

Definicién 2.1.18. Sean X yY espacios de Banach y (x,,) (Yn)22, bases para

X y 'Y respectivamente. Decimos que (2,)5, y (Yn)oo, son equivalentes si para

toda sucesion (a,)°, de escalares, la serie E a;x; converge si y solo si E a;y;
i=1 i=1
lo hace.

o
n=1 »

Proposicién 2.1.19. Sean X y Y espacios de Banach y () (Yn)22, bases

para X yY respectivamente. Entonces (x,)5, y (Yn)5, son equivalentes si y solo

si existe un isomorfismo T de X enY tal que Tx, =y, para cada n € N.

Demostracion. <] Es claro que si existe un isomorfismo 7" de X en Y tal que

Tz, =y, entonces (2,)22; v (y,)22, son equivalentes.

[e.o]

= | Supongamos que ()5, v (yn)52, son equivalentes. Si (x]> es una sucesion
i=1
oo

en X, donde cada z; tiene la forma z; = Z by jx,, que converge a algin x de
o0 oo 00 =t

la forma anxn en Xy <me~yn> converge a algin y € Y, se sigue de

n=1 n=1 =1

la continuidad de las funcionales coordenadas que y = anyn. Asi aplicando
n=1
el teorema de la grafica cerrada y dado que (z,)3%; v (y,)22, son equivalentes
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o0 o0

tenemos que el mapeo E AnLy — g a,Y, es un isomorfismo de X en Y y que
n=1 n=1

ademas a cada x, lo manda en y,. O

Los siguientes resultados nos daran de forma sencilla bases en C[0, 1] o en 7 con

1<p<oo.

Proposicién 2.1.20. Suponga que X es un espacio de Banach, (x,)5, es una

sucesion bcisica, en X con constante bdsica Ky y que (y,)22, es una sucesion en

X tal que Z I T |?|Jn|| < 1/(2Ky). Entonces (y,)2, es una sucesion bdsica
equwalente a (:cn)n: . En particular si (x,)2, es una base para X también lo es
(Yn)nt

Demostracion. Es claro que (x,,/ ||z,|])5°, es una sucesién basica normalizada con
la misma constante bésica que (z,)% ;. Asi que supondremos que (z,)5° es una

sucesion basica normalizada.

Sean z; y P, la n-ésima funcional coordenada y la n-ésima proyeccién asociadas
a (x,)>,, ademds sabemos que ambos mapeos tienen dominio en sp((z,)%,) . Si

x € sp((x,)22,) y m > 1, entonces
el = (@) m|| = |(Bn = Bny)zl] < 2K (],

| < 2K} cuando m > 1. De forma andloga también tenemos que ||z}]] <

asi ||z |

2K,. Para cada n € N, sea 2 una extensiéon de Hahn-Banach para z} a todo

X. Dado que Y |zia| |z, — yull < 2K,0> J2n — ynll) [|2]] cuando z € X, asf

n=1 n=1
oo

el operador T definido como T'(x) = Z(z;x)(xn — y,) es acotado y ademads

n=1

T < 2K, Z |zn — yn|l < 1. Seaid : X — X el operador identidad. Entonces el

operador zd T es un operador invertible en X. Ademads (id—T)x,, = y, para cada
n € N. Se sigue de la proposicién anterior y de la proposiciéon 2.1.7 que (y,)22,
es una base equivalente a (z,)%,. Si ademas (z,,)5° es sucesién bdsica para X

entonces (y,)r; también lo es. O

Corolario 2.1.21. Sean X wun espacio de Banach, (x,)>2, una base para X y

D un subconjunto denso de X. Entonces X tiene una base equivalente a (x,)>

cuyos elementos estdn en D.
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Veamos una definicién y uno de los teoremas més importantes que sirven para
probar distintas propiedades en los espacios de Banach. El teorema es conocido

por el Principio de seleccién de Bessaga-Pelczynski.

Definicién 2.1.22. Sea X un espacio de Banach, (x,)5°, una sucesion bdsica
en X y (pn)22, una sucesion de enteros positivos crecinte, tal que py = 1. Para

cadan € N, sean ay,, ..., ap, 1 escalares con alguno de ellos distinto de cero. Si
pn+1_1

definimos vy, = g a;r;, entonces decimos que (y,)s2, es una secuencia bdsica

j:pn
de bloques de (x,,)22

n=1-

Proposicién 2.1.23. Sea X un espacio de Banach y (2,)2, una sucesion bdsica
con constante basica K. Entonces si (y,)22, es una sucesion bdsica de bloques

de (x,)22, también es una sucesion bdsica y su constante bdsica Ky cumple que
K > K.

Demostracion. Supongamos que (y,)2°; es una sucesién béasica de bloques de
(,)22 ;. Entonces cada y, es un elemento no nulo por la unicidad de la expan-
sién en términos de (z,)5°,. Sea K la constante bdsica de (z,),. Entonces
130 anxn|| < K||Yo02, anxy|| cuando my,me € N, my < ma, y ay,...,a, € F.
Entonces se sigue por construccién que (y,)%; cumple la misma desigualdad, por
tanto es una sucesién basica y ademads tiene constante basica menor o igual a

K. [l

Teorema 2.1.24. (Principio de seleccion de Bessaga-Pelczynski) Sean X un es-
pacio de Banach, (1,)%, una sucesion basica en X, (22)° las funcionales coor-
denadas y (y,)22, una sucesion tal que My, o0 25y = 0 para cada n € N pero
tal que inf,y ||y,|| > 0. Entonces existe una subsucesion de (y,)>2, que es una

sucesion bdsica equivalente a una secuencia bdsica de bloques de ()22 .

Demostracion. Sea K la constante bésica de (x,)22, y sean {P,}>°, las proyec-

[e.9]

o 1, entonces se tiene

ciones candnicas asociadas a (x,,)

*H _ I1Pn—Pn1]

yestonosda 1 < ||zX| ||zn]l = ||Pn — Pa_1|| < 2K. Ahora definimos € = inf,,y ||yx]|

, tomando ny = 1, y elegimos m; tal que % szimﬁl x:‘(ynl)x,H < (%)3 Luego
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elegimos un entero ny tal que ny > ny y ||ZZ LT (Yny )i < (1)3 luego selec-

cionamos my de modo que my > my y & i m2+1 ZF (Yn,) le < ( ) ademds. Se-

guimos por inducciéon con el proceso y obtenemos dos sucesiones crecientes (ng)52
k+1
y (R tales que M2, x| < (9 S0 0, )| <

(_)k+2
5 .
MmE+1

Para cada k € N, definimos 2z, := > ;.20 | 7} (Yn,,,)7: . Entonces tenemos que

Y = Zz 1L (y”kﬂ)xi + 2K+ i 1;;:}1H+1 z; (ynkﬂ)xlv

por lo que
mp oo
i=1 i=mpy1+1
N € €
Z€- AKOk+2 A Ok+3
> &
-2

Entonces, (2x)72; es una sucesion bésica de bloques de (z,,)32 ; por la proposicién

anterior.

Sean (z})%2; la sucesién de coeficientes funcionales asociados a (z)52, , v sea K’
. : . o
la constante basica. Entonces se tiene que (z)52; C sp ((2)52,), también K’ < K

por la proposicién anterior, mas alin 1 < ||z, || [|z]| < 2K’ < 2K y asf se tiene que

lzE|l < HQZK” < 4K Més atn, se tiene que
e e] [ee] 4K my M1
S i -l < 3 S s et Y )
k=1 k=1 i=1 i=mgg+1
4K (e 1 e 1
< == -
<3 (e + 1)
— 1
<D g
k=1
1
=—-<1
2

Por lo tanto,el teorema 2.1.20 nos dice que (yn,,, )72, €s equivalente a (z;)72;. Y
solo basta notar que cada z; se puede extender por el teorema de Hahn-Banach a

todo X* preservando su norma. O
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2.2. Bases incondicionales

o0

Definicién 2.2.1. Sea X un espacio normado y g x; una serie en X. Decimos

=1
00

que E x; converge incondicionalmente si para toda permutacion m : N — N se

i=1
00

tiene que g Tr(s) también converge.
i=1

oo
Proposicion 2.2.2. Sea X un espacio normado y g x; una serie en X . Entonces

=1
0o 0o

o0
£ g x; converge incondicionalmente se tiene que g Tr() = E ;.
i=1 i=1 i=1

o
Definicién 2.2.3. Sea X un espacio normado y g x; una serie en X. Decimos
i=1

o0 [e.9]
. 00 - 2 [eS)
que g T;; es una subserie de E z; cuando ()32, es una subsucesion de ()2, .
=1 j=1

Los siguientes resultados nos sirven para la definicion de base incondicional en un
espacio de Banach, no daremos su demostracion las cuales se pueden encontrar en

23] (p. 370).

Proposicion 2.2.4. Sea X un espacio de Banach y Z x; una serie en X . Enton-

=1
o0 o)

ces E x; converge incondicionalmente si y solo si toda subserie de E x; converge.
i=1 =1

Corolario 2.2.5. Sea X un espacio de Banach y Z x; una serie en X. Si Z x;

=1 =1
00

converge incondicionalmente entonces toda subserie E T;; converge incondicio-
Jj=1
nalmente.

Veamos un criterio de convergencia incondicional en espacios de Banach.

Lema 2.2.6. Sea Y un subespacio cerrado de (> tal que contiene todas las suce-

siones cuyos términos son 0 o 1. Entonces Y = (.

Demostracion. Sea (t,)22, con t, > 0 para todo n en Sp~, donde Sy~ denota a

la esfera unitaria. Basta ver que (t,)52, € Y. Para cada ¢, como 0 < t,, < 1,
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consideremos su expansién binaria t, = 0.5,18n,25n0,3.-.. Se tiene que ((s,,7))52, es

una sucesiéon en Y,y (¢,)2, = Z 279 (s,) €Y. O
j=1

Lema 2.2.7. Sea X wun espacio de Banach y sz una serie en X tal que

=1
00

Zx*azi converge absolutamente para todo x* € X. Entonces existe M > 0 tal

i=1
m
E QiT;

=1

que Sup,,cy < M |[(a;)24]], cuando (a;)72, € £°°.

Demostracién. Definimos T : X* — ¢! dado por T'(z*) = (z*1,)°2,. Es claro que
T es lineal y por el teorema de la grafica cerrada T' es acotado. Sea (a;)52, € > .

Sim € Ny z* € Bx«, entonces

m
¥ gaixi =
i=1

m
E QiT;

=1

m
E r¥a;T;

i=1

< (@) Zallo T2y < ll(a)Zallo 1T

Por tanto < ||(a:i)324 || [|T]] cuando m € N. O

Teorema 2.2.8. Sea X un espacio de Banach y Y ;> x; una serie en X . Entonces

> x; converge incondicionalmente si y solo si Y .-, a;x; converge para toda
i1 Ti q Yy i=1 Qi ge p

(ai)i2; € €.

Demostracion. < | Para cualquier sucesion (a;)$2, donde a; = 0 0 a; = 1 se tiene
o

que (a;)2, € £>°. Entonces si Zaixi converge para toda (a;)5°, € £, se tiene

i=1
00 oo

que cualquier subserie de E x; converge . Asi E x; converge incondicionalmente.
i=1 i=1

o
= | Supongamos que Z x; converge incondicionalmente, y sea Y el subespacio de

=1
oo

(> de todas las sucesiones (a;)2; € £*° tal que Z a;x; converge. Por la proposicion

=1
00

2.2.4 toda subserie de le converge, asi (a;)7°, € Y cuando se tiene que a; = 0
i=1

o0 a; = 1 para toda 7. Luego, por el lema 2.2.6, basta ver que Y es cerrado para

concluir que Y = £, O
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Corolario 2.2.9. Sea X un espacio de Banach y Zml una serie en X . Entonces

=1
00

oo

% g x; converge incondicionalmente, se tiene que g a;x; converge incondicio-
i=1 i=1

nalmente para toda (a;)°, € (°°.

Ahora mencionaremos la definicién de base incondicional y algunos resultados que

se desprenden de ella.

Definicién 2.2.10. Sea X wun espacio de Banach y (z;)2, una base para X.
Decimos que (x;)2, es una base incondicional si para toda x € X, donde v =
[e.o] [e o]

E a;x;, se tiene que E a;r; es una serie incondicionalmente convergente en X.

i=1 i=1
Diremos que (x;)32, es una base condicional si no es una base incondicional.

Ejemplo. Sea X = ¢y o X = /? con 1 < p < oco. Entonces la base de vectores
unitarios estandar es una base incondicional para X. Esto dado que siz € X y
T =Y anen, esta serie converge absolutamente si X = ¢* con 1 < p < ooy por

tanto converge incondicionalmente.

Proposicién 2.2.11. Sean X un espacio de Banach, (z;)52, una base incondicio-
nal para X y (X2, una sucesion de escalares distintos de cero. Entonces (N\jz;)52,

es una base incondicional para X .

Proposicién 2.2.12. Sean X y Y espacios de Banach, T € B(X,Y) un iso-

o

morfismo y (x,)22, una sucesion bdsica incondicional en X. Entonces (T'x,),

es una sucesion bdsica incondicional en Y. En particular si (x,)22, es una base

incondicional para X entonces (T'x,)%, es una base incondicional para Y.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio de Banach y (x,)>2, una sucesion de ele-
mentos no nulos en X. Entonces (x,)%2, es una base incondicional para X si y

solo si existe K positiva tal que

1. sp((x,)02) es denso en X y

n=1
E :ajxj § :ajxj
jEB

jeA
cualquier sucesion de escalares (a,)2 ;| .

2. < K para toda pareja de A,B C N con A C B y

Demostracion. Por los resultados si (x,)%2; es una base incondicional para X se

cumplen 1 y 2.
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Supongamos que (,,)5; es una sucesion nula que cumple 1 y 2. Por el teorema

2.1.14, se tiene que (x,)2, es una base para X. Sea z = Zaixi € X y ademas

=1
00 00

a;.x;. una subserie de la serie anterior. Basta ver que ;. T;. converge, pero
7Y 3 ’

Jj=1 J=1
oo

esto se sigue de la convergencia de E a;r; y de
i=1

mo Tmg
E aijxij S K E AnTn ||,
Jj=m1 n=Nm,
cuando m; < msy. Por lo tanto se sigue el resultado. O

Corolario 2.2.14. Sean X un espacio de Banach y (x;){2, una sucesion bdsica
incondicional en X. Entonces cualquier permutacion de (x;)52, es una sucesion

basica incondicional en X.

Veamos que las bases para C[0,1] y L]0, 1], son condicionales. Primero veamos

una definicién, un pequeno resultado y finalmente un teorema de Daugavet.

Definicién 2.2.15. Sea X un espacio de Banach. Decimos que tiene la propiedad
de aproximacion si para todo espacio de Banach Y 1y todo operador compacto
T:Y — X, se tiene que existe una sucesion (S,)22, de operadores S, 1Y — X
de rango finito tal que S, — T en B(Y, X).

Teorema 2.2.16. Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder. En-

tonces X tiene la propiedad de aprorimacion.

La prueba del anterior teorema se puede ver en [23] (p. 364).

La propiedad de aproximacion fue estudiada ampliamente por Grothendieck. Por
mucho tiempo se pensé que todo espacio de Banach separable tenia la propiedad
de aproximacion. Esto fue contestado negativamente por Pen Enflo (ver [19]) que
construyoé un espacio de Banach separable que no tiene la propiedad de aproxima-
cién y por el resultado anterior este espacio no puede tener base de Schauder. El
siguiente resultado es una traduccién del articulo de Daugavet ([14]). Se utilizara

para probar que la base de C|0, 1] es condicional.

Teorema 2.2.17. (Daugavet) Sea A un operador compacto A : C[0,1] — C0,1].
Entonces |I + Al| = 1+ ||A||, donde I denota al operador identidad.
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Demostracion. Notemos que C0, 1] tiene base de Schauder, entonces tiene la pro-
piedad de aproximacién. Asi si A : C[0,1] — C0,1] es un operador compacto y
{A,}22, es una sucesién de operadores de rango finito tal que A,, converge a A
y que ademds ||I + A,|| = 1 + ||A.||, por continuidad de la norma se tendria que
II + Al| = 1+ ||A]|. Asi basta probar que la igualdad se cumple para operadores

de rango finito.

Sea A un operador de rango finito, entonces se puede ver como
n
Az = Z o () 2
k=1

donde z € C[0,1], {#}2, son funciones en C[0,1] y {¢x}32, son funcionales
continuas en C10, 1]. Por el teorema de representacién de Riesz cada ¢y se puede
ver como ¢x(z) = [x(t)doy(t), donde cada oy : [0,1] — R es una funcién de

variacién acotada.

Definimos M = méx; <<y ||2x|| y tomando € > 0. Entonces existe xy € C[0, 1] con
|zol| = 1 y ademds [[Axg|| > ||A]| — §. Denotemos yo := Axq. Se puede suponer
que hay un conjunto A C [0, 1], tal que para todo yo(t) > [|A|| — § para t € A.
Mas ain se puede elegir un intervalo (ty — d,tg + J) para § > 0 suficientemente

pequena, de modo que para cada k con 1 < k < n se tiene

to+9 €
Viess Ok < fnnfs

donde ‘ngj;&ak es la variacién de o en el intervalo (tg — d,ty + 9).
Ahora podemos construir una funciéon continua x; que cumpla con las siguientes
tres propiedades:

1. x(t) = xo(t) para t € [0,y — 0] U [to + 6, 1],

2. z1(to) =1,

3. x1(t) es lineal en los intervalos (tg — 6,%0] y [to,to + 9).

Por como la hemos definido ocurre ||z1]| = 1. Llamemos y; := Az;. Mostraremos

que [[yo — 1|l < 5.

67



68

2.2. BASES INCONDICIONALES

Primero tenemos que
Y1 — Yo = Z(%(ﬂﬁ) — ¢x(20)) 21,

k=1

donde

to+90

b(21) — dulro) = / (1(8) — 2o(t))don.

to—0

y por la variacién de las oy y que ||z — x| < 2 tenemos que

|Pr(71) — dr(20)| < 537

Ademas tenemos las siguientes dos igualdades

(I+ Az =21+
z1(to) = 1, 41(to) = yo(to) + [y1(to) — vo(to)].

Ya que ty € A, entonces yo(to) > ||A|| — 5, ademds dado que [lyo — y1| <

tiene que y;(tg) > ||Al| — €. Tomando en cuenta lo siguiente

€
§Se

z1(to) +y1(to) > 1+ [|All — €
(I + Az || = [lz1 + 31l > 1+ Al — e,

y por construccion ||z1]| = 1, también se tiene que

I+ Al =1+ ]A] -

de donde se tiene que ||I + A|| > 1 + ||A]|. La otra desigualdad ocurre por la
desigualdad del triangulo. Por tanto la igualdad se cumple. O]

A ||I + Al = 1+ ||A]| se le llama ecuacién de Daugavet. Se puede probar que para
todo operador A : C[0,1] — C|0, 1] débilmente compacto también se cumple esta

ecuacion. También esta ecuacion define una propiedad en los espacios de Banach.

Definicién 2.2.18. Sea X un espacio de Banach. Decimos que tiene la propie-
dad de Daugavet si para todo operador T' : X — X de rango 1, se cumple que
L+ T[ =1+ [T
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Teorema 2.2.19. La base estandar de C[0,1] es una base condicional.

Demostracion. Por como hemos definido las proyecciones canénicas. Se tiene que
P, es un operador compacto sobre C[0, 1], para cada n € N. Mdas atn, supongamos
que C|0, 1] tiene una base incondicional. Sea P4 la proyeccion sobre el subespacio
generado por {;}ica, donde A C Ny es finito. Sea o := sup 4cy || Pa||. Entonces
al ser una base incondicional las proyecciones P4 son compactas. Sea A; C N, tal

que || Py, || > a — 1. Entonces utilizando la ecuacién de Daugavet tenemos que
I = Pall =14 Pull > 140t —a+},

donde I es el operador identidad. Por otra parte, se tiene que |[I — Py, || =
HPN/Al H < a. Lo cual es una contradiccién. Por tanto, la base canénica de C|0, 1]

es condicional. O

Para la prueba del siguiente teorema se puede ver en [20] (seccién 45., p. 203).

Teorema 2.2.20. La base estindar de L'[0,1] es una base condicional.

2.3. Bases que encogen y bases acotadamente

completas

En esta seccién veremos como caracterizar la reflexividad a través de diferentes

tipos de bases en los espacios.

Proposicién 2.3.1. Sea X un espacio de Banach, (z,)52, una base para X y

[e.e]

(x£)2°, la sucesion de funcionales coordenadas. Entonces ()2 | es una sucesion

basica en X* con constante bdsica no mayor a la de (x,)5% .

Demostracion. Denotemos por (S%)52, la sucesion de operadores adjuntos de las

o0

sumas parciales de las proyecciones asociadas a (z,,)5° , es decir,

N
Sy X' = X*, Sy = Zx*(zk)xz
k=1
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Sea (x)22, la sucesion de funcionales coordenadas y consideremos el subespacio
de X* dado por

H = {z" : [|Sx(z7) — 2| = 0}

Claramente (z7)°, es una base para H, entonces (z)5%, es una sucesién bésica.

Notemos que

SUpP yeN HSMHH < SUP ey ||57V‘X* = SUPpNeN ||SN||

y asi, tiene a lo mas la misma constante basica que la base para X. O

Definicién 2.3.2. Sea X un espacio de Banach y (x,)5, una base para X . Di-
remos que (x,)52, encoge si la sucesion de sus coordenadas funcionales (x5)%°, es

una base para X*.

Proposicién 2.3.3. Sea X un espacio de Banach y (x,)5>, una base para X.

Entonces (x,)5, encoge si y solo si dado x* € X*,

*

T

lim
N—o00

=0,

sp((zh)o2 n) H
donde Hx*lsp((xﬁ);”:N)H = sup{|z*y| : y € sp((2,)5%N)}-

Demostracion. Supongamos que (z7)° ; es una base para X*. Entonces todo z* €
X* se puede descomponer como (z*—Syx*)+Sy2* para toda N. Ademads se siguen

las siguientes desigualdades

|-

La segunda desigualdad se tiene ya que HS}“V:E*

*

x* — Sya*

<)

[+ s

| < lle” = Sl

SP((wn)?:N)’ sp((xn)ff’:N)‘ Sp((mn)ff’:N)‘

SP((%)Z‘;N)H es 0y como ||z* — Sya*||

tiende a 0 obtenemos el limite que buscamos.

Ahora supongamos que

*

xZ

lim
N—o00

sp((:cm:;o:N)H =0.
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Sea K la constante bdsica de (z,)72, v * € X*. Para cada z € X, se tiene que

(Ix — Sn)(x) estd en el subespacio sp((x,,)2 y), v ademds tenemos que
(2" — Sya™)(z)| = |9€*(IX — Sn)(@)|
H [ 1x — Sn|| [|]

sp ((23)
< (K 1) 2] e || e
asi [|z* — Syz*|| < ( |Sp( H y dado que ‘ *|sp((z H converge
a 0 cuando N tiende a oo entonces ]\}1_r>noo |l — Syx*|| = 0. Por lo tanto X* =
sp((n)niy): O

Otra propiedad que pueden tener las bases, que estd relacionada con la que aca-

bamos de ver, es la de ser acotadamente completas.

Definicién 2.3.4. Sea X un espacio de Banach y (x,)5°, una base para X. Di-
remos que (1,)5, es una base acotadamente completa si para cada sucesion de

escalares (a,)2, tal que

N

E AnTnp

n=1

SUp v ey < 00

o0

se tiene que la serie g AnTy, CONUVETJE.

n=1

Ejemplo. (1) Sea (e,)?; la base candnica de % con 1 < p < oco. Entonces
(€,)22; es acotadamente completa y encoge en # dado que (¢)* = (9 y ademds
(€)= (e,)%2, en (9. En el caso de ¢! la base canénica (e,)°, es acotadamente

completa por como definimos ¢! pero no encoge dado que £ no es separable.

(2) En el en caso de ¢ la base candnica (e,,)%°; encoge ya que su dual es isomorfo
(0.9]

a (' pero no es acotadamente completa. Esto se debe a que la serie g €, NO es
n=1
convergente en ¢y a pesar de que
N
SUP yen E en|| =supyeyll(1,1,...,1,0,0,..), = 1.
n=1 )
n
. . o0
En el caso que tomamos la base sumativa de cg, es decir, ( fn= ek> . Esta
n=1

—_

k—
base no encoge ya que la funcional lineal e} satisface que ef(e,) = 1 para toda
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n € N, asi no cumple el limite de la proposicién 2.3.3. Tampoco es acotadamente

completa ya que

N

n=1

SUP NeN

o)

oo
pero la serie Z(—l)” fn no converge.

n=1

Los siguientes resultados complementan la secciéon. Dado que son solo una forma de
caracterizar las propiedades que ya hemos visto, no incluiremos su demostracién.

Su demostracién se puede encontrar en [1] (p. 57 ).

Teorema 2.3.5. Sea X un espacio de Banach, (x,)52, una base para X y (x})>2

la sucesion de funcionales coordenadas. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. (x,)22, es una base acotadamente completa,

2. (x2)5°, es una base que encoge para H, donde,

H = {z - [|Sxy(2") — a*[| — 0}

3. El mapeo candnico € : X — H* definido por € (x)(h) = h(x), para todo
x e X yhe H, es un isomorfismo.

Corolario 2.3.6. ¢y no tiene base acotadamente completa.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior, dado que (¢g)** 2 co. O

Teorema 2.3.7. Sea X un espacio de Banach, (x,)2, una base para X y (x})>2

la sucesion de funcionales coordenadas. Las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

1. (2,)2, es una base que encoge,
2. (22)5°, es una base acotadamente completa para H,

n=1

3. H=X".
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Demostracion. 1 = 2] Supongamos que (a,)5%; es una sucesion de escalares tal

[es)
., N
que la sucesion g _ (ZnZE* €S acotada en X* Yy sea ¥ un punto de acumu-
n=1 n N

. ., ; , N
lacién de la sucesién. Entonces si denotamos por a; = impy_,o0 Y. @nx) (), S€

tiene que x*(xy) = ay para todo k. Entonces la serie converge a x*.

o

o° 1 es una base acotadamente completa. Para cada

2 = 3] Supongamos que (z})

z* en X* sabemos que la serie > >~ x*(x, )z} converge en la topologia débil* de
oo

X* a z*. En particular la sucesién <ij:1 x* (xn)fo) es acotada en norma en
N=1

X*. Entonces, dado que (x})22 ; es acotadamente completa, la serie Y | x*(x,, )z},

debe converger en norma a x*. Por tanto (z})°, es una base para X*.

3 = 1] Es inmediato de la definicién de H. O

Teorema 2.3.8. Sea X un espacio de Banach y (x,)7%, una base para X. En-

tonces X es reflexivo si y solo si (x,)22, encoge y es acotadamente completa.

Demostracion. =] Supongamos que (z,,)5%; una base para X y X es reflexivo.
Entonces X* = H, donde H = {z* : ||Sy(z*) — z*|| — 0}. Si no, utilizando el
teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar x** € X** con z** # 0, tal que

x**(h) = 0 para todo h € H. Por reflexividad tenemos que si  # 0, entonces

*

existe . =Y 07wk (x)z, tal que x = **. En particular 0 = 2**(z) = 2 (z) para
[e.@]

n=1

o0

o° , es base de

toda n, entonces z = 0. Se sigue que(x,,)72, encoge. Por lo tanto (x,,)
X** y es biortogonal con (z7)%° ;. Esto implica que (z})2° | es una base que encoge
de X* = H, entonces por el teorema 2.3.5 se tiene que (z,)32, es acotadamente

completa.

<] Si (x,)5°, encoge entonces X* = H y dado que (z,)5°, es acotadamente
completa también, el mapeo canénico ¢ : X — H* definido en el teorema 2.3.5 es

el mapeo canénico € : X — X** y ademas es sobre. Por tanto X es reflexivo. [

La demostracién de los siguientes dos resultados se pueden encontrar en [1] (p.
59-61).

Teorema 2.3.9. Sea X un espacio de Banach y (z,)5>, una base incondicional

para X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (2,)2, es una base que no encoge,

2. X contiene un subespacio complementado isomorfo a (*,
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3. X contiene un subespacio isomorfo a (*.

Teorema 2.3.10. Sea X un espacio de Banach y (x,)22, una base incondicional

para X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (x,)22, es una base que no es acotadamente completa,

2. X contiene un subespacio complementado isomorfo a cy,

3. X contiene un subespacio isomorfo a cq.

A partir de los resultados anteriores podemos obtener un resultado sobre espacios

de Banach que contienen un subespacio complementado isomorfo a ¢y o a ¢*.

Teorema 2.3.11. Sea X un espacio de Banach y (x,)22, una base incondicional
para X. Entonces X mno es reflexivo si ¢y es un subespacio complementado en
X, o l* es un subespacio complementado (o ambos). En ambos casos X** es no

separable.

Demostracion. La primera parte de la prueba se sigue de los teoremas 2.3.7 y 2.3.8.
Para la ultima parte de la prueba, si ¢y es un subespacio complementado en X
entonces X** seria no separable ya que contendria una copia de ¢>°. Recordemos
que si Z X Y PW, se tiene que Z* = Y* @ W*. De igual forma, si ¢! es un
subespacio complementado, entonces X* seria no separable ya que contendria una

copia de £°°. En ambos casos X** es no separable. O



Capitulo 3

El espacio de Talagrand y la
propiedad de Dunford-Pettis.

Este ultimo capitulo se dividira en dos secciones, primero la construccién del espa-
cio de Talagrand y sus propiedades. En la segunda secciéon veremos otros ejemplos
de espacios con la propiedad de Dunford-Pettis, un resultado més sobre el espacio
de Talagrand y finalmente dos resultados sobre la propiedad de Dunford-Pettis, en
esta seccién introduciremos la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria. Primero
se verd el espacio de Talagrand (ver [32]) E, que fue construido por Talagrand
para mostrar un espacio E tal que tuviera la propiedad de Dunford-Pettis pero
tal que los espacios C(K, F) y Li(E*) no la tuviera, donde K es cualquier espacio
compacto. El espacio de Talagrand también sirve como ejemplo de un espacio que
tiene la propiedad de Dunford-Pettis, cuyo espacio dual también la tiene, pero un
resultado de Nufiez (ver [26]) muestra que el espacio E** (es decir el doble dual

del espacio de Talagrand) no tiene la propiedad.

Como vimos en la seccién 1.7:

1. Todo espacio con la propiedad de Schur tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

2. Un espacio tiene la propiedad de Dunford-Pettis, si y solo si, para toda

sucesion (x,)2%; € X que converge débilmente a 0 € X y toda sucesién

n=1

o0

(x£)>2, € X* que converge débilmente a 0 € X* se tiene que (z%x,)>,

n=1

converge a 0.

3. Si el espacio dual de un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-
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Pettis, entonces X también la tiene. Y notemos que el reciproco es falso. Sin
embargo, si X tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no contiene una copia

de /', entonces X* tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

4. Si X es un espacio de Banach reflexivo y de dimensién infinita, entonces no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

5. La propiedad de Dunford-Pettis no se hereda a cocientes ni a subespacios

cerrados.

6. Los espacios C(K) y Li(K), donde K es un espacio compacto, tienen la
propiedad de Dunford-Pettis.

3.1. El espacio de Talagrand

En esta seccién hablaremos del espacio de Talagrand que fue construido por Ta-
lagrand (ver [32]) para mostrar que existe un espacio de Banach que tiene la

propiedad de Dunford-Pettis pero que los espacios C'(K, E) y Li(E*) no la tienen.

Primero veremos la definicion de este espacio, luego veremos que tiene la propiedad
de Dunford-Pettis y finalmente probaremos que los espacios C(K, E) y Li(E*) no
la tienen. Ademads de ser un ejemplo para esta situacion, este espacio ha sido

ampliamente estudiado porque cumple otras propiedades interesantes.

Definimos el conjunto 1" := U,en{0, 1}". Es decir, el conjunto 7" son todas las su-

cesiones finitas de ceros y unos. En el conjunto 7" definiremos la siguiente relacién:

dados ¢,¢ € T, donde ¢ = (¢1,...,0,) ¥ ¥ = (Y1, ..., ¥p), decimos que ¢ < 1) si
n<my ¢ =1; paral <i<n.

Sea R” el espacio de todas las funciones de T en R.

Proposicién 3.1.1. Sea x € R”, definimos

N|=

[z]|, = sup ( > (sw va(@b)l)Q)

neN |6|=n >

| |l, cumple las siguientes propiedades:
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1. ||z||, > 0 para todo x € RT,
2. |lz|l, = 0 si y solo si x es la funcion cero,
3. Nazll, = lal > [l[l,.,

4. y dados x,y € RT se tiene que e +yll, <z, + llvll,-

Demostracion. Es claro que ||z||, > 0 para todo x € R. Es claro que |jaz||, =
la| ||z]] dados @ € R y x € RT.Ahora bien, también se tiene que |z(¢)* <
(supy>e |x(¢)|)2, de donde podemos ver que |x(¢)| < ||z|,. Asi tenemos que
|z|]|, = 0, si y solo si x = 0. Ahora falta ver que se cumple la desigualdad de

tridngulo. Notemos que sup,s, [7(¢) + y(¥)| < supyse|2(¥)| + supys, [y(¥)],
cuando x,y € RT. Asi, al aplicar la desigualdad de Minkowski, tenemos que

1

2

(Z (sup () er(w)l)Q)é < ( > (supz()] +igg|y(w)\)2>

jol=n  ¥=? jol=n  ¥Z?

= ( > (Suplsc(l/))l)Q)é + ( 3 (Sup|y(¢)|)2)é.

|6|=n Y=9¢ |6|=n Y>9¢
Por tanto ||z + y||, < ||z||, + ||ly|l, v asi || || define una norma en R”. O
Sea Ey := {z € R : ||z||, < oo}. Con base en el conjunto Ey construiremos el

espacio de Talagrand, pero primero veamos un resultado sobre FEj.

Proposicién 3.1.2. Sea Ey equipado con la norma || || definida como ||z|| = ||z||,

para todo x € Fy. Entonces (Ey, || ||) es un espacio de Banach.

Demostracion. Solo resta ver que Ey es completo. Sea (,)5%; en Ey una sucesién
de Cauchy. Recordemos que |2(¢)[> < (supys, |x(¢)|)2 para todo = € Ej,. Asi
dado ¢ € T tenemos que (x,(¢))22; es una sucesién de Cauchy. Llamemos y(¢) :=
i, oo Tn(@), v asi si y € RT, veamos que y € Ey y que ||z, —y|| tiende a
0 cuando n tiende a co. Como (x,)7°, es una sucesion de Cauchy, entonces la

sucesion (||z,||)22  estd acotada, es decir, existe C' > 0 tal que

S (suplaa(v)))* < C,
o= ¥Z?

para toda j € R. También tenemos que sup,s4 |y(¥)] < im0 SUPys 4 20 (V)] ¥
como la suma sobre las ¢, tal que |¢| = j, es una suma de 2’ elementos, tenemos

que
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Por tanto y € Ey. De modo analogo tenemos que

SUuPy,>¢ [2n (V) — y(¥)] < limy, 00 SUPy>¢ |20 (V) — Zm (V)]

Asi tenemos que si n,m > N entonces

S (sup |z (v) —y(¥)))* < lim Y (sup |z (¥) — 2w ()])* < €

n—oo
lol=j V=9 o= ¥=¢

Por tanto Ej es un espacio de Banach. O

Denotamos por R al subespacio de R” de las funciones de soporte finito, es decir,
r € RY si x(¢) = 0 excepto para un ntimero finito de ¢ € T. Es claro que dado

r € RY, se tiene que ||z|| < oo, por tanto x € RY C Ej.

Definicién 3.1.3. Sea E = RY la cerradura de RY en Ey. E es el espacio de

Talagrand.

Veamos que E es un subespacio propio de Ej. Para hacer esto ¢,, para cadan € N

se definen como sigue

¢1 = (1)
¢2 = (1,1)
on=(1,..,1)

y asf sucesivamente, es decir, ¢, es la n-ada con solo 1 como entradas. Sea x; € RT
la funcién tal que z1(¢,) = 1 para toda n € N, y si ¢ no es de la forma ¢, para
alguna n, entonces x1(¢) = 0. Es claro que x; no tiene soporte finito, ademas
tampoco estd en la cerradura de RY, pero ||| = 1. Asi 1 € Ey pero no estd en

la cerradura de R{.

Ahora procederemos a ver que el espacio que acabamos de construir tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis.
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Teorema 3.1.4. Dada una sucesion (x,)22, en E, tal que existen §,a > 0 que
cumplen que 0 < 0 < Inf, ey ||zn|] < sup,ey |znl| < a y ademds que para todo
¢ €T se tiene que x,(¢) converge a 0 cuando n tiende a 0o, entonces la sucesion

()22, tiene una subsucesion que es equivalente a la base candnica de c.

Demostracion. Supongamos que para cada x,, podemos encontrar un ¥, tal que

[e.o]

o0 ; fuese una sucesién basica con

|0 — ynll < 5 ¥ que ademds la sucesion (y, )
constante K equivalente a ¢y. Entonces la sucesion (z,,)5°, serfa equivalente a la

base de ¢y por la proposicion 2.1.20.

Sea (€,)22; una sucesién de numeros positivos. Definimos m; = 1, dado que las
funciones de soporte son densas en F por construcciéon, existe y; € E tal que es
de soporte finito, es decir, sop(y;) C {1,2, ...,k — 1} para algin k; € N y ademads
que ||z, —yi|| < €. Dado que z,(¢) converge a 0 cuando n tiende a oo, existe
my € N con my > my tal que [7,,,(¢)| < 5% si |¢| < k1. Entonces si definimos
U2 € E tal que 92(¢) = T, (@) si |¢| > k1 y 92(¢) = 0 si || < ki, entonces se
tiene que ||z, — %] < 2. Més ain, podemos encontrar y, de soporte finito, de
modo que sop(y2) € {1,2,..., ks — 1} pero ademads sop(y2) N {1,2,....k; — 1} =0
y también que |lyo — 72|l < 2. Entonces ||z, — y2|| < €2 y ademds si |¢| < k; o
|p| > ko se tiene que yz(¢) = 0. Supongamos que existen T, ..., Tm, ¥ Y1, - Ys
de modo que ||z, — .|| < € si 1 < r < sy ademés si |¢| < k.—1 o |p| > k,
se tiene que y,.(¢) = 0si 1 < r < s, donde definimos ky = 0. Ahora existe

mep1 € N con mey > my tal que |7,,,,,(¢)| < 5% si |¢| < k. Entonces si

definimos 4771 € B tal que §i1(9) = () i 0] > ks y g3i(0) = 0 si

< = Més atin, podemos encontrar

|¢| < ks, entonces se tiene que ||y, ., — Ust1|
ys+1 de soporte finito, de modo que sop(ys+1) C {1,2,...,ks11 — 1} pero ademds

65; L. Entonces

sop(Ys+1) N {1L,2,....,ks — 1} = 0 y también que ||yst1 — Uspa| <
|Zimass — Yst1|| < €s41 y ademds si [¢ < ks 0 |¢| > kyi1 se tiene que yyu1(¢) = 0.
Asf inductivamente podemos encontrar una subsucesion (z,,, )p, de (2,)52, ¥
una sucesiéon de (y,)32, dada (€,)2, una sucesién de nimeros positivos , tal que
|Zm, — ysl| < €5 y que ademds si || < ks 0 |¢] > ksi1 se tiene que ysi1(¢p) = 0
para todo s € N.

o

Asi, por las dos afirmaciones anteriores, podemos suponer que la sucesién (x,,)

cumple que existe una sucesion creciente (k,,)>°_; tal que si |¢| < ky—1 0 |@| > ky,

entonces x,(¢) = 0.

Para cada ¢ € T, definimos (¢, m) := supys, |7, ()| Por hipétesis ||z,|| < ay
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tenemos que

para todo n y m.

Ahora se construird por induccién una sucesiéon de enteros mg,ms,...,m, y de
conjuntos infinitos de enteros Ny, ..., N, tal que si 7 € N; entonces m; < r, y que

cumplan lo siguiente

1. mpy1 € N, y ademés N1 C N,

2. y para todo n < ki, se tiene que >, Sup,,cy, t2(¢,m) < 2a%.

Comencemos con Ny = N. Supongamos que ya hemos contruido los primeros p
enteros mg, Mo, ..., m, y los primeros p conjuntos Ny, ..., N, que satisfacen las dos
condiciones necesarias. Sea cualquier entero my;; € N,. Afirmamos que para cada
m > myyq si @ < k., se tiene que t*(¢, m) < 2 Fmpi142. Supongamos que para
cada |¢| < ky,,, existe m > myy1 de modo que t3(¢,m) > 2~ "™»+1a2. Entonces
en particular tendriamos que Z\¢|:kmp+1 t2(p,m) > ZWl:kaH 27 Fmpi1g2 = g2,

que es una contradiccién ya que por hipétesis ||z, || < a. Asi si |¢] < k se

Mp+1
tiene que t?(¢,m) < 2 Fmpi142. Entonces elegimos un subconjunto N,;; de N,
y por la afirmacién tenemos que si [¢| < ki, se tiene que sup,,cy, t2(p,m) <

2 Fmp142 de donde tenemos que > 6l=n SWPmen, (0, m) < 30,2, 2 kmpi1q2 =

on—kmpi1q2 < 242,

Ahora vamos a ver que a partir de las construcciones anteriores podemos construir
una subsucesion equivalente a c¢y. Tomemos la subsucesion (z,,,)52;. Sea (a,)2,
una sucesion de reales tal que a partir de un N € N; se tiene que a, = 0 si
n < N. Sea ¢ € T de modo que |¢| < ky,, 0 |¢| > Ky, entonces se tiene que
25:1 apTm,(¢) = 0. Si ahora suponemos que ky,, < [¢| < kp,,,, entonces se tiene
que Z;V:l ApTrm, (¢) = a;Tm,(¢), dado que tienen soporte disjunto por hipdtesis.
Y dado que ||z,,| > J para toda ¢ con 1 < ¢ < N. Entonces tenemos que

N
HZP:l afpxmpH Z 5sup1§n§N |an|

Tomemos n fijo. Sea [ el primer entero tal que k,,, > n. Entonces para toda ¢ € T
con 1 > n, existe un entero r tal que x,, (¢)) # 0 y por tanto r > . Ademads

resulta que si ¢ € T con |¢| > n y ademds r > [, entonces



CAPITULO 3. EL ESPACIO DE TALAGRAND Y LA PROPIEDAD DE
DUNFORD-PETTIS.

Sy, (0)] = larzn, ()] € sup Jan| x supt(6,a,).
1<n<N r>[

Ahora tomando ¢ € T con |¢| > n y ademds r = [, entonces se tiene que

(S0 i, (0)] = s, (8)] < sup_Jaa] x t,ma).

1<n<N
Por lo tanto tenemos que

N

SUDysgl D Ay, ($)] < sup_ay| x sup(supt(é,m), t(¢, my)).
p=1 1<n<N r>1

Pero si r > [ tenemos que m, € N;, y asi por como construimos los conjuntos,

implica que

sup t*(¢, m,) < 2a*.

lb|=n r>1
Por tanto
N 2 2 2
(sup|z apxmp(qb)|> < ( sup |ap|) x sup | t2(¢, my), (supt(qb, m))
v2¢ 4 1<n<N >l

2 2
< < sup |ap|) x sup(a?, 2a*) < ( sup |ap|) x 3a’.

1<n<N 1<n<N

Entonces tenemos que

N 2 %
(3 (s> aprm, @) ) < av s o

1<n<N
|¢l=n -

< aVv3sup,<,<y |a,|. Entonces tenemos

de donde se deduce que sz’vﬂ AT,

‘Z;O:I apxmp

que a partir de N, se tiene que a, = 0 si n < N. Dado que en ¢y el conjunto

que d sup,,ey |ap| < < av/3sup,,cy |a,| si (ap)pe, es una sucesién tal

de sucesiones (ap);‘;l tales que a partir de NV, se tiene que a, = 0sin < N, es
denso en ¢y podemos concluir que se siguen cumpliendo las desigualdades decir,
< av/3sup,,cy |ay|. Y asi se

tiene que (z,,,);2, es equivalente a la base de canénica de ¢y por definicién. [

si (ap)p2; € co entonces 0 sup,,ey |a,| < HZ;L UpTm,

Corolario 3.1.5. E* tiene la propiedad de Schur. Por tanto E* tiene la propiedad
de Dunford-Pettis y asi también E.
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Demostracion. Sea una (z7,)5°, sucesién en E* que converge débilmente a 0, pero
no converge en norma a 0. Existe un § > 0 tal que ||z}|| < J para todan € N . Asi

existe una sucesién (x,)>2; tal que ||z,|| <1y d < |zfz,| <1 para cada n € N.

Por consiguiente existe una subsucesién (r,,)?2, equivalente a la base canénica
de o por el resultado anterior. Asf, si llamamos M := sp((w,,)32;) tenemos que
M* =ty M** = (> M4és ain podemos restringir cada Ty, a M y como Ty, € £,

entonces |ar estd en M*. Ademds también tenemos que M*™* C E**.

De esta manera podemos ver a (7 )52, como una sucesién encajada en ¢! y que

i/ 3=1
ademds converge débilmente a 0 en ¢!. Por tanto converge en norma a 0 en £

Es decir,

x;‘;j converge a 0 cuando j tiende a co. Pero como x,,; € M entonces

|mfl]_a:nj| < ‘ Ty, - Esto es una contradiccién, ya que |xfl]_a:nj| > § > 0. Por tanto

()2, también converge en norma a 0, y E* tiene la propiedad de Schur. ]

Otra forma de probar este corolario seria usando el siguiente teorema que se puede
consultar en [22] (p. 171-173).

Teorema 3.1.6. Sea X un espacio de Banach de tal modo que es isomorfo a un
subespacio de cy o es isomorfo a un coeicnte de ¢y . Entonces X tiene la propiedad
de Dunford-Pettis. Mds aun toda sucesion en X* que es débilmente Cauchy se

tiene que es convergente en el sentido de la norma.

Hemos probado que el espacio F, asi como el espacio E* tienen la propiedad de
Dunford-Pettis. Ahora veamos que los espacios C([0, 1], E) y el espacio Li(E*) no

la tienen. Para hacer esto necesitamos la siguiente construccion:

Construccién. Sea K := [0,1]. K es un conjunto compacto, mas ain a cada
x € [0,1] le podemos una representacién binaria tnica. Asi denotaremos como
P,, la proyeccién de K sobre {0,1}", es decir, si x € K, entonces P,(x) son sus
primeras n entradas de dicha representacién binaria. Dado ¢ € T denotaremos
por e, € E, ala funcién tal que ey(¢p) = 1y ey(¢)) = 0819 # ¢. En este caso e, es
la funcién indicadora sobre ¢. De forma anéloga denotaremos por e} a la funcién

tal que, dado z € E entonces ej(z) = (), asf e} € E*.

Definimos la sucesién de funciones (f,)5; como sigue: dado ¢t € K entonces
fn(t) = ep, ). Veamos que f, € C(K, E). Dada la representacién de s,t € Ky
n € N, existe 6 > 0 tal que si |t — s| < d, entonces Pg(t) = Pi(s), donde k > n.
Entonces si |t — s| < 9§, se tiene que P, (t) = P,(s), con lo que ||f.(t) — fu(s)]| =
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N

SUDpen (Z|¢|:n(sup¢2¢ lep, 1) — €Pn(s) )? ) = 0 dado que ep, (1) = ep,(s)- Por tanto

fn € C(K, E) para toda n € N.

Tomemos la medida de Lebesgue en [0, 1], denotada por A. Definimos las funciones
9gn € L1(X, E*) como sigue: dado t € K entonces g,(t) = €}, (). Veamos que g, €

€, (1 [ sup{|z(Pn(t))] :
|z||p < 1}, asisi ||z]|z < 1 entonces |z(¢)| < 1 para toda ¢ € T'. Asf tenemos que

lgn (@)1l

Ly(X, E*). Pero notemos primero que | g, (t)| g =

. < 1. De donde tenemos que

g0l < foy Nga(0)ll - dAE) < fiy 1AA(E) =

Por tanto g, € Li;(\, E*) y ademas ||g, ||, < 1.

A partir de este momento y en lo subsecuente (f,,)5; v (g,)22; denotardn a las
sucesiones que acabamos de construir. Dadas estas dos sucesiones, veamos que
ambas sucesiones de funciones convergen débilmente a cero en sus respectivos

espacios.

Proposicién 3.1.7. La sucesion de funciones (f,)>2, que acabamos de construir

converge débilmente a 0 en C([0,1], E).

Demostracion. Sea k € Ny sean my, ..., my enteros distintos. Si tomamos ¢ € [0, 1]

y n € N fijos, entonces para toda ¢ € T con |¢| = n tenemos que

apl 3 Fu@)] < 1

¥4 1<i<k

dado que a lo mas uno de los f,,(t)(¢) puede ser no nulo por su definicién. Por

otra parte si ¢1,¢o € T tal que |¢p1| = n = |pa| y ¢1 # @9, entonces si ¥ > ¢y
se sigue que ¢ # ¢q, y también se da el reciproco. Notemos que el soporte de

Zgigk fm, (t) solo tiene k puntos de T', por lo que

Z sup| Z fm, (1) _k:.

lp|l=n ¥Y=? 1<i<k

< k2. Pero esto

Asi se tiene que ||Z1<z<k fm ()| < k2 y entonces H21<i<k e
implica que (f,)2, converge débilmente a 0. Supongamos que no es asi, es decir

supongamos que existen g € C(K, E)*y a > 0 tal que |lg]| <1y g(fm) >a >0
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para una cantidad finita de enteros. Entonces tenemos que ok < ¢(>°,c.cp. fins) <

HZlgigk fmz

a 0. Por tanto (f,)22, converge débilmente a 0. O

1 . ., .7
< kz. Esto es una contradiccion ya que la sucesion (\/LE),?’:1 converge

Veremos que también la otra sucesion de funciones que construimos, (g,)3,, con-
verge débilmente a cero en su espacio, pero primero probaremos los siguientes

lemas.

Lema 3.1.8. Sea (1,)5%, una sucesion en C(K, E)*. Si existe una sucesion de
mimeros AL, k) tal que limy,_oo k=Y A(l, k) = 272 y tales que para cada subsucesion

de naturales | < my < ... < my se cumple que

entonces la sucesion (1,)°, converge débilmente a 0.

Demostracion. Supongamos que (i,)52; no converge débilmente a 0. Entonces
existe g € C(K,E)* y o > 0 tal que ||g|| < 1y que g(p,) > a > 0 para una
cantidad infinita de enteros. Podemos elegir [ tal que 273 < a. Ademds también
podemos elegir k tal que A(l, k) < ak por la hipdtesis. Y elegimos enteros tales
que | < my < ... < my y ademds g(pm,) > a para cada 1 < i < k. Entonces

tendriamos

< ak.

Ozk<g(z fm,) <

1<i<k

Z Hom;

1<i<k

Pero esto es una contradiccién, por tanto la sucesion (p,)22 ; converge débilmente

a 0. O

Lema 3.1.9. Sea A C T tal que para todo ¢ € A se tiene que |¢| = l. Definimos
T(¢) ={Y €T :4¢ > ¢} yd = supy_|T(¢) N A| es decir, el supremo de la
cardinalidad de la interseccion T'(¢) N A cuando |¢| = . Entonces HZ¢>€A el <
23d,

Demostracién. Dado |¢| = [ entonces si T'(¢) N A # () podemos escribir
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Se sigue que A = Uj<;<qA;, donde cada A; = {¢; : ¢, € T(¢) N A, |[¢] = 1}. Asi,
para cada ¢ € T con |¢| = [, se tiene que |T(¢) N A] < 1. M4s atin |A;] < 2%
Ademés dado = € E, se tiene que (3,4 (¢(4)))* < 2' 3,4 (2(¢))*. Por tanto,

se siguen las siguientes desigualdades:

Z%

PcA

I
0
2
ing
j=§
%\
IN
o
w
%
M
l\)\»—‘

< sup Z sup z (1 2 §2§.
||lz]| <1 beA, V=9

La tltima desigualdad se tiene porque ||z|| < 1. Asi se deduce que HE(%A e;‘)H <
l
22d. O

Antes de probar que las funciones que definimos convergen débilmente, mencio-
naremos la ley de los grandes niimeros, un resultado de probabilidad que aqui
no probaremos, pero es necesario para nuestro trabajo. La demostracion se puede

consultar por ejemplo en [13] (capitulo 3, p. 118).

Teorema 3.1.10. (Ley de los grandes nimeros) Sea (X,)5>, una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p €
R U {oo}. Entonces

i=1

cuando n tiende a 0o, donde esta convergencia es en probabilidad.

Ahora si veamos que la sucesion (g,)22 ; converge débilmente a 0.

Proposicién 3.1.11. Sea (1,)2, dada por p,(f fo gn(O)(f(2))dA(t), donde
(gn)22, es la sucesion que construimos. Entonces se tiene que (un)nzl converge
débilmente a 0 en C(K, E)* y por tanto (g,)52, converge también débilmente a 0

en su espacio.

Demostracion. Basta encontrar una cota como en el lema 3.1.8. Sea f € C(K, E)

con ||f|| <1, entonces

1
S/
0

1<i<k

Y g (D))

1<i<k

dA(t),
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por lo que

dA(D),

E*

Z gms (1)

1<i<k

1
</
0

y utilizando el lema anterior donde [ es tal que [ < m; < ... < my tenemos que

5 s

1<i<k

< 9b / di()dN(t),

donde di(t) = supy |[{i < k @ Pp,(t) < ¢}]. Ahora veamos que cumple la
propiedad limite del lema 3.1.8. Definimos para ¢ € T, con |¢| = [, las funciones
h? :10,1] = {0,1} , dadas por

1, s Pot) < 6

hy(t) =
0, cualquier otro caso

Por definicién se cumple entonces que d(t) = sup;y Zle h

Ahora, por como hemos definido a las funciones hf, se pueden ver como variables
aleatorias del [0,1]. Como [ < my < ... < my entonces pp,, (t) > ¢ siy solo si
Pm,;(t) > ¢ cuando 1 <4, j < k. Por tanto las h? estan idénticamente distribuidas.
Dado que las hf se pueden ver como variables aleatorias del tipo Bernoulli, éstas
son independientes si y solo si C’ov(hf’, hf) = 0 para ¢ # j. Pero esto sucede si
P[h¢ 1, h¢ 1] = 272 pero esto sucede ya que el evento {h¢ 1, h¢ 1}
sucede si tanto el [-segmento inicial de h‘-Z5 y h‘? coinciden con ¢ y esa probabilidad
es 272, Por tanto las {h¢} ©, son variables aleatorias e idénticamente distribuidas.
Y sumedia es E(h?) = fo h? =P{z : ¢ < Pp,(z)} pero esto sucede si el I-segmento
inicial de su representacion como sucesion de ceros y unos, es decir, los primeros [

elementos de esta sucesién coinciden con ¢, dado que hay 2! distintos I-segmentos

iniciales, tenemos que P{z : ¢ < P, (z)} = 27"

Asfi la ley de los grandes niimeros nos dice que % Z hf tiende a 27! cuando k tiende
i=1
a 0o en probabilidad. Por tanto tenemos que también %dk(t) tiende a 27! cuando

k tiende a oo en probabilidad. Con lo que tenemos por convergencia dominada el

siguiente limite

lm [ di(t)d\(t) =27

k—oo [
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Entonces 2% fo di(t)dA(t) es la cota que buscamos y cumple con la hipdtesis del

lema, asi la sucesion (u,,)5°, converge débilmente a 0. 0

A partir de los resultados previos, podemos ver los dos resultados principales para
lo que fue construido el espacio de Talagrand; los siguientes dos resultados fueron

demostrados por Talagrand en [32].

Teorema 3.1.12. (Talagrand, 1982) Dado el espacio de Talagrand E, se tiene
que Ly (X, E*) no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Vamos a denotar por I; al operador lineal de C (K, E) en (L1 (A, E*))*.

Dadas f € C(K,E) y g € Li(\, E¥), se tiene que

L(f)(g) = / g(t) (F(1))aN().

I, es un operador acotado, dado que

Jou [9OFE @A) < fipy 1F )5 dAE) < 1= | £]

e <1y | fl| =1.Por las dos proposiciones anteriores tenemos que tanto

si gl
(fn)o2, asi como (g,)22 ; convergen débilmente a 0 en sus respectivos espacios. Es
decir, tenemos que si (f,,)2, converge débilmente a 0, entonces (11 (f,))s, conver-
ge débilmente a cero en (Ly (A, E*))*. Si L1(A, E*) tuviera la propiedad de Dunford-
Pettis, entonces I (f,)(gn) converge a 0 cuando n tiende a co. Pero f,,(t) = ep,

Y gu(t) = €} ()’ asi tenemos que

(9n(0)(fa (1) = ep,(Pu(t)) = 1.

Por tanto I1(f,)(g,) = 1 para toda n € N. Asf el espacio L;(\, E*) no tiene la
propiedad de Dunford-Pettis. O

Teorema 3.1.13. (Talagrand, 1982) Dado el espacio de Talagrand E, se tiene
que C([0,1], E') no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Demostracion. Tomemos I; el operador que definimos en el teorema anterior, es
decir, I; es un operador lineal de C(K, E) en (L1(\, E*))*, que actua de la siguiente
forma: dadas f € C(K,E)y g € Li(\, E*), se tiene que
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L(f)(g) = / g()(F(1)aN().

Sea I el operador adjunto, se tiene que I5 : (Ly(A\, E*))*™ — (C(K, E))* es lineal
y acotado. Definimos el operador Iy como la restriccién de I7 a Ly(\, E*), es
decir, Ir(g)(f) = L (9)(f) = 9(L(f)) = L(f)(g) donde f € Li(NE") y g €
C(K, E). Entonces tenemos que tanto (f,,)5%; como (g,)>, convergen débilmente
a 0. Dado que Iy es un operador continuo, tenemos que es débilmente continuo
y ast (I3(g,))2, converge a 0 débilmente en (C(K, E))* y por hipétesis (f,)22,
converge débilmente a 0 en C([0,1], E). Pero I5(g,)(fn) = L1(fn)(9n) = 1 por lo
que vimos en la prueba anterior. Por tanto C'(K, E) tampoco tiene la propiedad
de Dunford-Pettis. O

3.2. Otros aspectos de la propiedad de Dunford-
Pettis

En esta seccién concluiremos con los temas presentados en la tesis. Primero se
mencionaran mas ejemplos de espacios con la propiedad de Dunford-Pettis, luego
se presentaran algunos resultados que complementan lo visto en la seccién 1,7 y

se mencionaran algunas propiedades adicionales del espacio de Talagrand.

Ejemplos.

1. El élgebra del disco, es decir, A(D) = {f : D — C: f es holomorfa}, donde
D= {z € C: ||z]| < 1}, tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Mas ain, las
algebras de los discos de radio r > 0 y las algebras de los polidiscos también

la poseen.

2

1 )
2. El espacio de Hardy H' = {f € A(D) : sup — |f(re?)|dd < oo} no
0<r<1 2T Jo
tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

3. Los espacios C*[0,1]" tienen la propiedad de Dunford-Pettis. Es decir, las

funciones k veces diferenciables con derivada continua con dominio en [0, 1]™.
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3.2.1. Resultado de Nunez

En [26] se prueba que el espacio de Talagrand F, es tal que E** no tiene la
propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 3.2.1. Sea FE el espacio de Talagrand. Entonces E** no tiene la propie-
dad de Dunford-Pettis.

El resultado se obtiene primero viendo que si definimos eg € £’ como

1 siyp=¢

0 en cualquier otro caso

eg(V) =

donde ¢, ¢ € T. Entonces {e, : ¢ € T'} es un conjunto numerable y que ademds de
generar a cualquier elemento en E de soporte finito, se puede ver que constituyen
una base incondicional para el espacio. A partir de ello y utilizando la proposicion
1.7.12 se construye un operador R : E* — (2. En este caso Niifiez muestra que este
operador admite selecciones de aproximacion local y ademds es un isomorfismo.
Entonces usando la proposicién 1.7.12, se tiene que R*(T**) es complementado en
(2. Pero sabemos que ¢* no tiene la propiedad de Dunford-Pettis. Por tanto E**

no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Este articulo se complementa haciendo la pregunta: ;Si X es un espacio de Ba-
nach tal que X** tiene la propiedad de Dunford-Pettis, entonces C' (K, X) tiene la
propiedad de Dunford-Pettis?

3.2.2. Propiedad de Dunford-Pettis hereditaria

Como la propiedad de Dunford-Pettis no se hereda de forma natural a subespacios

cerrados se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2. Sea X un espacio de Banach, se dice que X tiene la propiedad
de Dunford-Pettis hereditaria (PDPH) si todo subespacio cerrado A C X la tiene.

Esta propiedad es mas fuerte que la propiedad de Dunford-Pettis. La prueba de

la siguiente proposicién se puede encontrar en [22].

Proposiciéon 3.2.3. El espacio cg tiene la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.
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Mas atun, dado el teorema 3.1.6 se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.4. Sea X un espacio de Banach isomorfo a un subespacio de cq
0 a un cociente de cy. Entonces X tiene la propiedad de Dunford-Pettis heredita-
ria. Mds aun, por el teorema 3.1.4, se tiene que el espacio de Talagrand tiene la

propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.
Otro ejemplo es:

1. C(K) tiene la PDPH si K es perfecto, es decir, es cerrado y no tiene puntos
aislados. Y, C'(K, X) tiene la PDPH si tanto C'(K) como X la tienen.

Los dos resultados anteriores se pueden consultar en [12].

Ahora veamos un resultado debido a Castillo y Gonzélez, (ver [10]), que muestra
que ademas de que la propiedad de Dunford-Pettis no solo no hereda a cocientes

ni a subespacios cerrados, tampoco es una propiedad de tres espacios.

Definicién 3.2.5. Sea A = {ny,....,nx} € N. Decimos que A es un conjunto
admisible si k < nq, es decir, si la cardinalidad de A es menor o igual que su

primer elemento.

Sea R el espacio definido por R := U,enR", es decir, de todas las n-adas de reales
para alguna n € N. Definimos la norma || ||, de la siguiente forma: si z € R,

entonces

lz|lz = SUp{ZjeA |z;] : A es admisible }.

Veamos que R es un espacio normado con esta norma. Definimos el espacio de
Banach S como la completacion de R con esta norma. Es decir, R C S y se tiene

|z|lg = ||z||z si © € R, ademas que S es un espacio completo por construccion.

El espacio S se conoce como el espacio de Schreier y veamos que también tiene

una base incondicional formada por la sucesion de vectores canénicos.

Lema 3.2.6. Sea X un espacio de Banach. X tiene la PDPH si toda sucesion
(zn)oey en X que converge débilmente a cero, tiene una subsucesion (v,;)52,, tal

que para alguna K > 0, se tiene que
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<K.

N
E ZL’nj
j=1

En [10] muestran que S no tiene la propiedad de Dunford-Pettis, ya que tanto en

S como S*, los vectores unitarios forman una sucesién débilmente convergente.

S se puede encajar en ¢y, y entonces podemos definir un operador T : (* @ S — ¢
de la siguiente forma T'(z,y) = q(x) + i(y), donde i : S — ¢ es la inclusién o el
encaje de S en ¢y y g : £* — ¢o es el mapeo cociente definido en 1.4.16. Entonces
T es un mapeo cociente. Utilizando el principio de Bessaga-Pelczynski y el lema

anterior se tiene que Ker(T') tiene la propiedad de Dunford-Pettis hereditaria.

Dado que es T' un mapeo cociente entonces (' @ S/Ker(T) tiene la propiedad
de Dunford-Pettis ya que es isomorfo a un subespacio cerrado de ¢y. Y también
tenemos que Ker(T') es un subespacio de ¢! @ S con la propiedad de Dunford-
Pettis. Pero /! @ S no la tiene ya que por construccién S no la tiene y dado que
(PP S)* = > P S*, entonces £ @ S no tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 3.2.7. La propiedad de Dunford-Pettis no es propiedad de tres espacios.

Después de este resultado en [10], Castillo y Gonzélez encontraron una forma
restringida de ser propiedad de tres espacios y nuevamente aparece como hipotesis

que no haya una copia de ¢! en el espacio.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach que no contiene copias de (*. Enton-
ces X** tiene la propiedad de Dunford-Pettis si y solo si, tanto X como X** /€ (X)

la tienen, donde € es el mapeo candnico de X en X**.

Como corolario se tiene que E**/%(F), donde E es el espacio de Talagrand, no

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Ademas en el mismo articulo muestran dos espacios X y Y de Banach que cumplen
que X* y Y* son isomorfos, pero que son tales que X tiene la PDPH y Y ni siquiera

tiene la propiedad de Dunford-Pettis.

Finalmente, mencionaremos otro resultado debido a Castillo junto con Simoes (ver
[11)):
Definicién 3.2.9. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Decimos que X es la suma

torcida de Y y Z, si existe un subespacio A de X que es isomorfo a 'Y y tal que
X/A es isomorfo a Z.
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En términos categéricos, que X sea la suma torcida de Y y Z significa que existen

operadores lineales tal que hacen a la siguiente una sucesion exacta:
T T T T
05Y 23X 3750,

es decir, cada T; es un operador lineal , y ademds Ker(7;) = Im(7;_,).

Teorema 3.2.10. (Castillo y Simoes, 1999) Todo espacio de Banach es un subes-
pacio complementado de la suma torcida de dos espacios con la propiedad de
Dunford-Pettis. Es decir, dado un espacio de Banach X, existen espacios de Ba-
nach Y y Z con la propiedad de Dunford-Pettis, tal que X es un subespacio de la

suma torcida de 'Y y Z, y mas aun, X es un subespacio complementado.

En la prueba se construyen dos espacios, primero un espacio C'(K) para algin
espacio K compacto, tal que exista un subespacio isomorfo a X contenido en
C(K). Y el espacio /(') donde T es un conjunto de indices adecuado. Ambos

tienen la propiedad de Dunford-Pettis y hacen una sucesion exacta de la forma:
0B BB MM X D or) o,
donde B C /*(T") es un subespacio cerrado.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach. Por el corolario 1.5.27 existe un
compacto K, tal que X es isomorfo a un subespacio cerrado de C(K). Sea I" el
conjunto de indices tal que C'(K) es isomorfo a un cociente de ¢*(T'), como en el
teorema 1.4.16. Denotemos por j a la inclusién canénica, es decir, j : X — C(K).
Denotemos por R al mapeo cociente, es decir, R : (1(T') — C(K). Veamos que
B := R7(j(X)) es un subespacio de /(T") y que por tanto tiene la propiedad
de Schur y también la propiedad de Dunford-Pettis. Si p € B entonces existe un
unico x € X tal que Rp = jx, esto sucede ya que tanto R como j son mapeos
inyectivos. Asf el operador T : B — (}(T') @ X definido por T'(p) = (p,z) estd
bien definido y ademaés es inyectivo, por tanto es un encaje. Ahora definimos al
operador S : /(TP X — C(K) como S(I,x) = Rl — jz. S es un mapeo cociente
ya que Ry j lo son y que ademés Ker(S) = T'(B). Por tanto la siguiente cadena

es exacta

n

Ty

0—=B=01MD)PX=>CK)—=>0,



CAPITULO 3. EL ESPACIO DE TALAGRAND Y LA PROPIEDAD DE
DUNFORD-PETTIS.

donde T y Ty son los mapeos triviales, y X es un subespacio completado de

MDD X. O
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Apéndice A

Teoria de la Medida

En este apéndice incluimos algunos resultados basicos de teoria de la medida que
se utilizan a lo largo del texto. Todos los resultados se puede consultar con mayor
detalle en [29] (caps. 1y 2) y [5] (caps. 2, 3,4,5,6y 7).

A.1. Espacios de Medida y Medida de Lebesgue

Definicién A.1.1. Sean X un conjunto y X una coleccion de subconjuntos de X

no vacia. Se dice que Y es una o-dlgebra de X si cumple las siguientes condiciones:

1. S8t E € X entonces E° € X.

2. Si (E,), C X entonces UpenF, € 2.
Definicién A.1.2. Sea X un conjunto y u* una funcién tal que p* : 2(X) — R.
Decimos que p* es medida exterior si es no negativa y ademds:

1. Si E,F C X tal que E C F entonces u*(E) < p*(F).

2. p*(0) =0.

8. i (En)pey € P(X) entonces 1" (UnenEn) < D on i (En).

Observacion. R denota a los reales extendidos, es decir, R = R U {—00, +-00}
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Definicién A.1.3. Sean X un conjunto, ¥ una o-dlgebra de X y pu: 3 — R una
funcion . Entonces decimos que 1 es una medida en > si cumple con las siguientes

condiciones:

1. Si E € ¥, entonces pu(E) > 0.
2. p() = 0.

3. 81 (En)e, C X una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos, entonces

N(UneNEn> = ZneN M(En)

Definicién A.1.4. Un espacio de medida es una tripleta (X, %, ), donde X es

un conjunto, ¥ es una o-dlgebra de X y pu: ¥ — R es una medida en 3.

Definicién A.1.5. Sean A C R y {I,},er una coleccion de intervalos en R.

Decimos que {I,}er es cubierta de Lebesque de A si A C Uyerl,.

Proposicién A.1.6. Sea A C R . Definimos m* : Z(R) — R como

m*(A) = fnf{z AIy) : {1y }yer es cubierta de Lebesgue de A },

yel’

donde A\ denota la longitud del intervalo. Entonces p* es una medida exterior en

R. A esta medida exterior le llamamos medida exterior de Lebesgue.

Definicién A.1.7. Sea X un conjunto y pu* una medida exterior en X. Decimos
que E C X es un conjunto p*-medible si para todo A subconjunto de X se tiene

que:

pr(A) = (AN E) + pr (AN E°).

Teorema A.1.8. (Proceso de Carathéodory) Sea X un conjunto y p* una medida
exterior en X. Denotemos por M al conjunto de todos los subconjuntos de X
que son p*-medibles. Entonces M es una o-dlgebra y p* restringida a M es una

medida.

A la o-algebra obtenida por el proceso de Carathéodory a partir de la medida
exterior de Lebesgue le llamamos la o-algebra de Lebesgue. En este caso denota-
remos a la g-algebra de Lebesgue por £ y a la medida de Lebesgue por m. Para
la construccién méas detallada de esta se puede ver [5]. Ademds £ contiene a todos

los intervalos abiertos y cerrados. Por tanto contiene a los conjuntos borelianos de
R.
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Definicién A.1.9. Sean (X, %, i) un espacio de medida y f : X — R una funcion.
Se dice que [ es Lebesque medible, si para todo E € L se tiene que f~1(E) € X.

A.2. Integral de Lebesgue y Espacios L,

Dado un conjunto X y £ C X la funcién indicadora denotada por y g es la funcion
tal que
1, sizel

xe(z) = _
0, cualquier otro caso.

Definicién A.2.1. Sean (X, %, u) un espacio de medida y f funcién medible .
Decimos que f es simple si se puede ver como f = Zizl anXg,, donde k € N,

ai,....,ar € Ry By, ..., By son subconjuntos de X disjuntos.

Esta representacién puede no ser tnica.

Definicién A.2.2. Sean (X, 3, u) un espacio de medida y f una funcion simple
no negativa, es decir, si f = ZZ:I anXg, se tiene que a; > 0 paral < n < k .

Definimos la integral de f como:

k
/X fd\ = Zan,u(En).

Esta definicién no depende de la representacion de f.

Definiciéon A.2.3. Sean (X, %, u) un espacio de medida y f una funcion medible

no negativa . Entonces definimos la integral de f como:

/ fdx:= Sup{/g dX : g es una funcion simple y 0 < g < f}
X

Definicién A.2.4. Sean (X, %, u) un espacio de medida, (f,)32, una sucesion
creciente de funciones medibles y f funcion medible . Decimos que f, — f casi

donde sea, si eriste E € Ytal que u(E) = 0 y para todo x € E° se tiene que
fulz) = f(2).

Teorema A.2.5. (Teorema de Convergencia Mondtona ) Sean (X, %, 1) un espa-
cio de medida y ()5, una sucesion de funciones medibles no negativas tal que
fn — [ casi donde sea para una funcion f, y para cada x € X y para cada n € N

se tiene que f,(x) < far1(x). Entonces
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/fd,u: lim/fndu.
X n—o0

Demostracion. Notemos que f(z) = lim,,_, f,(2) existe para todo x € X, dado

que (fn(7))2, es una sucesién creciente. Més atin, como f es medible y es no
negativa, se siguen estds dos desigualdades [ f,du < [ fduy [ fudp < [ fusrdp.

Por tanto

/JﬂuzMn/ndw
X n—oo

Ahora basta probar la otra desigualdad. Sea g una funcién simple no negativa, tal
que g(z) < f(x) para todo z € X. Consideremos el conjunto E,, = {z € X :
fn(z) > ag(z)}, donde a € (0, 1). Entonces

/ ag dj < nws/fm
En,a En,a X

Dado que la sucesion es creciente tenemos que E, o, C E,11,4. Si g(z) = 0 entonces
x € E,, para todo n € Ny si g(z) > 0, se tiene que lim f,(z) = f(z) > g(x) >

ag(x), asi © € E, , para n suficientemente grande. Asi X = UpenEna y

/ag dusgirgo/fn dpu.

Por tanto [ g du <lmy oo [ fr dp, y [ f dp <lm, oo [ fn dp. O

Teorema A.2.6. (Lema de Fatou ) Sean (X, %, p) un espacio de medida y (f,)°2,

una sucesion de funciones medibles no negativas. Entonces

/ liminf f,, dXA <liminf | f, dA.
X

n—o0 n—oo

Definicién A.2.7. Sean (X, %, 1) un espacio de medida. Denotaremos por L1(X)

al espacio de funciones medibles tal que

/f*d)\<ooy/fd)\<oo,
X X

donde f* y f~ denotan la parte positiva y negativa de f.
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Teorema A.2.8. (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesque ) Sean
(X, 3, 1) un espacio de medida y (f,)22, una sucesion de funciones en Ly tal que

fn — [ casi donde sea para una funcion f. Entonces:

1. fecL.

2. [ f AN =1im, o [y fn dA.

Definicién A.2.9. Sea (X, %, p) un espacio de medida. Definimos la relacion ~
en L1(X) como sigue: decimos que f ~ g si y solo si [, |f — g| d\ = 0, donde
f,9 € L1(X). Denotaremos por Li(X) al espacio que resulta de tomar al espacio

L1(X) cociente la relacion que acabamos de definir.

Definicién A.2.10. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Definimos los espacios
L,(X), conl<p< oo, como

Lp(X) ={f : [fI" € L. (X)}.

Proposiciéon A.2.11. Sea (X,X, 1) un espacio de medida. Entonces los espa-
1
cios Ly(X), con 1 < p < oo, con la norma [ f[|, = ([ [fIP d\)" son espacios

normados. Mds aun son espacios de Banach.

Definicién A.2.12. Sea (X, X, pn) un espacio de medida. Definimos el espacio
Loo(X) como

Loo(X) ={f: [ es acotada casi donde sea },

es decir, f es acotada excepto en conjunto de medida cero.

Proposiciéon A.2.13. Sea (X, X%, 1) un espacio de medida. Entonces el espacio
Loo(X) con la norma || f||, = mf{M > 0: u({z: f(x) > M}) =0} es un espacio

normado. Mds aun es un espacio de Banach.

A.3. Convergencia

En espacios de medida hay distintos tipos de convergencia (en medida, en L,,
casi donde sea, uniforme). En el texto solo ocuparemos dos tipos de convergencia,

la convergencia casi donde sea (a. e.) y la convergencia uniforme. En este caso
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mencionaremos el teorema de Egorov y el teorema de Lusin. Las pruebas de ambos
teoremas se pueden encontrar en [29] (p 73 y 55 respectivamente) o de igual forma
en [21] (seccién 2.3, p. 62 y 64).

Teorema A.3.1. (Teorema de Egorov) Sean (X,%, 1) un espacio de medida con
w(X) < 0oy (fu)i2, una sucesion de funciones medibles tal que f, — f casi
donde sea para una funcion medible f. Entonces para toda € > 0 eziste un conjunto
E C X tal que p(F) < oo y f, — f en E°.

Teorema A.3.2. (Teorema de Lusin) Sea f : [a,b] — R una funcién Lebesgue
medible y € > 0, entonces existe un conjunto compacto E C [a,b] tal que m(E°) < €

y [ restringida a E es continua.

A.4. Densidad de Lebesgue

Definicién A.4.1. Sea A un subconjunto Lebesgue-medible de R. Denotemos por
m la medida de Lebesgue en R. Definimos la densidad de A en el punto x, denotada

por Da(z), como

cuando este limite existe. B.(z) es la bola de radio r centrada en x.

Para F C Ry x € R definimos las funciones:

“(E
0. (B, z) = limint T O @)

y—at y—x

(E
d_(F,x) :=liminf m(En (x,y)).

y—T~ r—vy

Lema A.4.2. Sea G : [a,b] — R una funcion continua y U C (a,b) un conjunto

abierto. Entonces el conjunto

Ug:={xe€U: existey >z tal que (z,y) CU y G(z) > G(y)}

es abierto. Mds ain, si (c,d) es un subconjunto de Ug, entonces G(c) > G(d).
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Demostracion. Por como hemos definido Ug es abierto. Sea (¢, d) un subconjunto
de Ug. Veamos que G(z) > G(d) para todo x € (¢, d). Sea s := max{r € [z,d] :
G(z) > G(r)} y supongamos que s < d. Entonces G(x) < G(d) y s € Ug. Entonces
existe t > s con (s,t) CU y G(s) > G(t). Sit < d, entonces G(z) > G(s) > G(t),
lo que contradice la maximalidad de s. Y si ¢t > d, entonces G(d) > G(x) >
G(s) > G(t) implica que d € Ug, una contradicciéon. Entonces s = d y por tanto
G(z) > G(d). O

Teorema A.4.3. Sea E C R medible. Entonces el conjunto A := {x € E :

di(E,x) < 1} tiene medida exterior cero.

Demostracion. Es suficiente probar que A, := {z € EN[-n,n]: d (F,r) < 5

tiene medida exterior cero. Consideremos la funcién G : [—n,n] — R definida por

G(z) =m*(EN(—n,n)) — e

Siz <y se tiene que G(y) — G(z) = m*(EN(x,y)) —ni;7 por las propiedades de

medida exterior. Dado que 0 < m*(EN(x,y)) < y—x, se sigue que G es continuo.

Sea € > (. Por monotonia de la medida exterior existe U C (—n, n) tal que A, C U

y m*(U) < m*(A,) + e Dado que d\(F,r) < 25 para todo x € A,, entonces

A, C Ug. Sea (¢, dy) los subconjuntos de Ug. Entonces por el lema tenemos que

G(cx) > G(dy,) para todo k y por tanto m*(E N (¢, dy)) < n(cnk—;ld’“). Entonces por

las propiedades y la definicén de una medida exterior tenemos que
n n

*(A,) < (A, N (ep,di)) < —(dy, — = ——m"(Ug).

m’( )_zk:m( (ck k))_zk:nJrl(k cx) = ———m"(Us)

n(m*(An)+e)
n+1

prueba el teorema. O

Entonces m*(A4,) < , v asi m*(4,) < ne. Por tanto m*(4,,) =0, lo que

De forma andloga tenemos que B := {x € E' : d_(F,x) < 1} tiene medida exterior
cero. Entonces d_(F,z) = d(E,z) = 1 para casi todo z € E y esto prueba el

siguiente teorema.
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Teorema A.4.4. (Teorema de densidad de Lebesque) Sea A un subconjunto Lebesgue-

medible de R. Entonces para casi todo punto x de A se tiene que
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i AN By ()
Da(x) = lim m(B,(r))

existe y es iqgual a 1.
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