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Resumen

Con el propósito de hallar nuevos métodos para la detección de alertas tem-

pranas, en este trabajo se propone el uso de los algoritmos de visibilidad

[41]-[44], los cuales mapean series de tiempo a redes. Asimismo, se pone

a prueba la utilidad y efectividad de este novedoso método de análisis de

series de tiempo. Para ello se estudiaron dos importantes modelos de la

f́ısica que presentan transiciones de fase: el modelo de Ising en dos dimen-

siones y el modelo de Kuramoto. Se analizaron algunas de las propiedades

topológicas de las redes resultantes mediante los algoritmos de visibilidad

natural y horizontal de las series de tiempo obtenidas mediante simulaciones

computacionales, tales como la distribución de grado, el grado promedio, la

longitud de camino más corto promedio, la transitividad y la detección de

comunidades mediante el algoritmo infomap. Lo anterior con la finalidad

de presentar un estudio comparativo entre ambos sistemas que muestre los

cambios cualitativos y cuantitativos de las redes ante las transiciones de fase,

y aśı poner a prueba la versatilidad de dicho método.

Se halló que para las series de tiempo cercanas a la transición de fase,

la distribución de tamaños de comunidad de las redes obtenidas mediante

el algoritmo de visibilidad natural cumplen una ley de potencias. Por otra

parte, en el algoritmo de visibilidad horizontal, únicamente la longitud de

camino más corto promedio resultó de utilidad como alerta temprana , sin



embargo, algunos valores como el grado promedio resultaron de utilidad para

describir la dinámica de ambos sistemas.
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2.2 Teoŕıa de redes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Algoritmos de visibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.1 Algoritmo de visibilidad natural (AVN) . . . . . . . . . 36

2.3.2 Algoritmos de visibilidad horizontal (AVH) . . . . . . . 37

3 Desarrollo, resultados y análisis 41

3.1 Descripción de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.1 Algoritmo de visibilidad natural en ambos modelos . . 46

3.1.2 Algoritmo de visibilidad horizontal en ambos modelos . 62

3.2 Resultados generales y un análisis comparativo . . . . . . . . . 78



3.3 El algoritmo de visibilidad natural para... . . . . . . . . . . . . 79

3.4 El algoritmo de visibilidad horizontal para... . . . . . . . . . . 82

4 Conclusiones 85



Introducción

Si bien, las transiciones de fase entre los estados de agregación de la mate-

ria o entre el estado de materiales ferromagnéticos son de interés y han sido

profundamente estudiados por la f́ısica, fenómenos tales como extinciones de

especies[18], cambios en el clima[19], ataques epilépticos[20], etc. son de alto

impacto y pueden entrar en la categoŕıa de sistemas que presentan transi-

ciones de fase. Por ello, recientemente, se ha mostrado un gran interés en el

estudio de alertas tempranas, para desarrollar métodos que ayuden a prever

cuándo una transición de fase se encuentra próxima a ocurrir, empleando

principalmente técnicas como el análisis de series de tiempo o análisis de

imágenes[22].

En el presente trabajo se estudiaron en particular dos modelos clásicos de

la f́ısica que presentan transición de fase: el modelo de Ising en dos dimen-

siones y el modelo de Kuramoto, pues ambos son modelos muy estudiados y

recientemente se ha investigado detalladamente sobre las alertas tempranas

que presentan ambos modelos mediante el análisis de series de tiempo [23]-

[13], aśı como con el uso del algoritmo de visibilidad natural[45] en el caso

del modelo de Ising. Sin embargo, en el presente trabajo se pone a prueba la

efectividad del algoritmo de visibilidad natural en el modelo de Kuramoto y

también se empleará el de visibilidad horizontal para comprobar su utilidad.

Cabe mencionar que tanto el modelo de Ising como el de Kuramoto han
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sido empleados para modelar diversos sistemas que son campo de estudio de

áreas de conocimiento como la bioloǵıa y la socioloǵıa, de hecho, el mod-

elo de Kuramoto tiene sus oŕıgenes en el modelado de la sincronización

de luciérnagas [5]. Por ello, en este trabajo no sólo se pretende probar la

efectividad de las alertas tempranas en sistemas f́ısicos, sino que se sug-

iere la implementación de éstas para diversos sistemas, de diversas ramas

del conocimiento, incluyendo los sistemas complejos. Dicho lo anterior, esta

investigación tiene como objetivo principal, mediante un estudio compara-

tivo entre ambos modelos, brindar herramientas generales para la predicción

de transiciones de fase para aquellos casos en los cuales el comportamiento

dinámico del sistema se pueda describir a través series de tiempo.

Este trabajo se divide en cuatro caṕıtulos:

1. Modelo de Kuramoto, modelo de Ising y sus transiciones de

fase: En este caṕıtulo se describirán los dos modelos que presentan

transición de fase y se darán las bases para el desarrollo de las simula-

ciones computacionales que serán indispensables para la obtención de

las series de tiempo.

2. De series de tiempo a redes: En esta sección se proporcionarán los

conceptos necesarios para el análisis que se hará sobre los modelos de-

scritos en la primera parte, se hablará sobre los métodos convencionales

para la detección de alertas tempranas, aśı como su fundamento. Pos-

teriormente se hará un breve estudio de teoŕıa de redes a modo de

repaso, en donde se describirán algunos conceptos y definiciones básicos

incluyendo el algoritmo infomap para la detección de comunidades y se

concluirá el caṕıtulo con la descripción de los algoritmos de visibilidad

natural y horizontal.
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3. Desarrollo, resultados y análisis: En este apartado se describe el

procedimiento con el cual se aplicaron las herramientas de análisis del

segundo caṕıtulo, aśı como la implementación de los modelos, en donde

se presentan y se describen los resultados.

4. Conclusiones: Finalmente, en este caṕıtulo se presenta una śıntesis

de la investigación, se evalúa la efectividad de los métodos propuestos

como alertas tempranas y se proponen posibles ĺıneas de investigación

a futuro sobre el tema.
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Caṕıtulo 1

Los dos modelos y sus

transiciones de fase

Existe una basta cantidad de sistemas que presentan cambios cualitativos

abruptos cuando uno de sus parámetro vaŕıa ligeramente. En f́ısica, a dichos

cambios se les denomina “transiciones de fase”, están relacionadas con un

fenómeno propio de los sistemas dinámicos llamado bifurcaciones[1] y ocur-

ren cuando se presenta una singularidad en la enerǵıa libre y por lo tanto la

primera derivada es discontinua, sin embargo, dicho término se puede exten-

der a objetos de estudio de diversas áreas del conocimiento, los cuales pueden

ser campo de investigación de las ciencias de la complejidad, que estudian

sistemas compuestos de un gran número de elementos que interactúan entre

śı, presentando una dinámica global no lineal.

En este caṕıtulo se describirán dos modelos esenciales de la f́ısica; el

primero de ellos es el modelo de Kuramoto, el cual trata el problema de un

gran número de osciladores armónicos acoplados en donde la transición de

fase se presenta al variar la constante de acoplamiento entre los osciladores,

y como se verá más adelante, al incrementar dicho valor, el sistema se sin-

5



6

cronizará pasando del “desorden” al “orden” en el sentido temporal. Por otra

parte, el modelo de Ising describe la dinámica de un material ferromagnético,

y en dos dimensiones consiste en una red cuadrada en donde cada celda puede

ocupar dos estados distintos, y resulta que al incrementar la temperatura, el

sistema transita del “orden” al “desorden” en un sentido espacial.

Se eligieron estos dos modelos como objeto de estudio ya que ambos se

han empleado para investigar otro tipo de sistemas relevantes además de los

f́ısicos. Vale la pena consultar las fuentes [5]-[12] si el lector desea algunos

de estos ejemplos de aplicaciones de los modelos, y particularmente [6]-[7],

ya que en éstos se aplica el modelo de Kuramoto y el de Ising, respectiva-

mente, para describir el mismo sistema. Por otro lado, los dos modelos han

sido profundamente estudiados desde el campo de la f́ısica y son relativa-

mente fáciles de resolver y simular, lo cual nos permitirá centrarnos en la

detección de las alertas tempranas empleando algoritmos de visibilidad. En

las siguientes secciones se describirán con mayor detalle ambos modelos y se

retomarán las aplicaciones.

1.1 Modelo de Kuramoto

En la década de 1960, Arthur Winfree estudió el comportamiento de un gran

número de ciclos ĺımite de osciladores interactuando para estudiar la sin-

cronización colectiva de las luciérnagas, en donde propuso un modelo bajo los

supuestos de que los osciladores son cercanamente idénticos y el acoplamiento

entre estos es pequeño, aśı, el sistema se puede describir mediante una aprox-

imación de campo medio, en donde la evolución de la fase θ̇i de cada oscilador

i está dada por una combinación lineal de la frecuencia natural ωi de dicho

oscilador y el estado de todos los osciladores acoplados entre śı, el cual se
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puede describir si se considera que la sensibilidad de cada oscilador con el

ritmo colectivo está determinada por una función Z(θi) y la contribución de

tal oscilador con el ritmo colectivo por una funciónX(θi) en donde θi es la fase

del oscilador i, de manera que dicha combinación lineal puede escribirse como

θ̇i = ωi +

(
N∑
j=1

X(θj)

)
Z(θi). (1.1)

La ecuación 1.1 describe el modelo de Winfree para N osciladores acopla-

dos, y mediantes aproximaciones anaĺıticas y simulaciones computacionales,

Winfree halló que para un reducido rango de frecuencias naturales y un valor

de acoplamiento suficientemente grande, el sistema se sincroniza y además

presenta una transición de fase, en la cual, si los osciladores del sistema tienen

frecuencias en un amplio rango, de manera que se encuentre desincronizado,

y se reduce dicho espectro, repentinamente un conjunto de osciladores se sin-

cronizarán.

Yoshiki Kuramoto comenzó a estudiar el trabajo de Winfree y probó que

la dinámica a largo plazo de un conjunto de osciladores débilmente acopla-

dos, en donde la interacción entre éstos es igualmente pesada, puede estar

descrita por los senos de la diferencia de las fases

θ̇i = ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi), (1.2)
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en donde K es la constante de acoplamiento entre los osciladores en unidades

de frecuencia [2] 1 y los valores de las frecuencias naturales están distribui-

dos con una densidad de probabilidad g(ω) simétrica con respecto a alguna

frecuencia Ω, de tal forma que se cumple g(Ω−ω) = g(Ω +ω) y mediante el

cambio θi → θi + Ωt se puede transformar el sistema descrito en la ecuación

1.2 a uno equivalente en donde el promedio de las frecuencias naturales es

cero y g(−ω) = g(ω).

A continuación se describirá un desarrollo del modelo que nos permite

describir la sincrońıa en el modelo, aśı como el valor de K en el cual ocurre

la transición. Dicho desarrollo se basa en las referencias [3] y [4], las cuales

pueden consultarse para mayores detalles.

Se define el parámetro de orden

reiψ =
1

N

N∑
j=1

eiθj , (1.3)

en donde ψ es la fase promedio en el sistema, y r es una cantidad del com-

portamiento colectivo, la cual representa la coherencia de las fases de los

osciladores (la imágen 1.1 puede ayudar a esclarecer el significado de r y ψ).

Si se multiplica la ecuación 1.3 por e−iθi , la parte imaginaŕıa está dada por

rsin(ψ − θi) =
1

N

N∑
j=1

sin(θj − θi). (1.4)

La ecuación 1.4 se puede sustituir en 1.2, y aśı, el modelo puede expresarse

en términos de las variables de campo medio r y ψ de la siguiente forma:

1En general, se puede definir una matriz de acoplamiento, en donde cada elemento Kij

represente la constante de acoplamiento entre los osciladores i y j, las cuales pueden ser
no necesariamente iguales para todos los osciladores. Sin embargo, los cálculos en estos
modelos se vuelven sumamente complicados, por ello se considera Kij = K/N



9

Figura 1.1: La magnitud del parámetro de orden incrementa conforme se
concentran más las fases de los osciladores en un sólo punto, mientras que la
dirección del vector indica la fase promedio (Imágen tomada de la referencia
[3])

θ̇i = ωi +Krsin(ψ − θi), i = 1, 2, ..., N. (1.5)

Por otra parte, el parámetro de orden descrito en la ecuación 1.3 puede

reescribirse como

reiψ =

∫ π

−π
eθ

(
1

N

N∑
j=1

δ(θ − θj)

)
dθ, (1.6)

y en el ĺımite cuando N →∞, la distribución de las fases de los osciladores

se puede describir por una distribución de densidad de probabilidad ρ(θ, ω, t)

en lugar de las funciones delta de Dirac de la ecuación 1.6, y aśı, se puede

expresar el parámetro de orden como

reiψ =

∫ π

−π

∫ ∞
−∞

eθρ(θ, ω, t)g(ω)dωdθ. (1.7)

Dado que la ecuación 1.5 describe la velocidad angular de los osciladores

v = ω + Krsin(ψ − θ), se puede usar la ecuación de continuidad para la

densidad ρ

∂ρ

∂t
+

∂

∂θ
{[ω +Krsin(ψ − θ)]ρ} = 0, (1.8)
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la cual se puede resolver con la condición de normalización

∫ π

−π
ρ(θ, ω, t)dθ = 1, (1.9)

en donde ρ = 1/(2π) y r = 0 es una solución trivial, llamada solución

incoherente debido a que describe un estado en donde la distribución de las

fases es igualmente probable en el intervalo [−π, π] y dado que r = 0, no hay

coherencia entre las fases, mientras que la solución r = 1 y θi = ψ para todas

las fases i ∈ 1, ..., N es aquella en donde la coherencia es global.

Para analizar un estado en donde 0 < r < 1 basta notar que la fase de

cada oscilador se desplaza con una velocidad v = ω −Krsin(θ − ψ), y que

ésta se vuelve estable cuando ω = Krsin(θ − ψ) con −π/2 ≤ θ − ψ ≤ π/2,

mientras que la rapidez con la que cambia la fase de aquellos osciladores

con frecuencias naturales |ω| > Kr no se mantiene fija y por lo tanto el

movimiento no será uniforme, sin embargo, si consideramos la ecuación de

continuidad 1.8 en el caso estático, suponiendo r y ψ constantes, se obtiene

que el producto ρv es constante, lo cual implica que la densidad de osciladores

en un punto del ćırculo unitario, independiente del tiempo, es inversamente

proporcional a la velocidad de osciladores en dicho punto, y por lo tanto se

puede calcular la densidad de osciladores

ρ(θ, ω) =

 δ(θ − ψ − sin−1( ω
Kr

))H(cosθ) |ω| < Kr,

C
|ω−Krsin(θ−ψ)| |ω| ≥ Kr,

(1.10)

en donde H es la función de Heaviside y C es la constante que se puede calcu-

lar mediante la condición de normalización y resulta C =
√
ω2 − (Kr)2/2π.

Contar con una descripción de la densidad de osciladores, nos permite cal-
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cular r mediante la ecuación 1.7, en donde, a pesar de que se puede observar

que dicho valor se descompone en la suma de dos integrales correspondientes

a la contribución de los osciladores que se mantienen estables más la con-

tribución de aquellos cuyo dinámica está fuera de sincrońıa, la contribución

de estos últimos es nula. Para mostrar lo anterior, basta hacer el cálculo

r =

∫ π/2

−π/2

∫
|ω|<Kr

ei(θ−ψ)δ(θ − ψ − sin−1[ω/(Kr)])g(ω)dωdθ

+

∫ π

−π

∫
|ω|>Kr

ei(θ−ψ) Cg(ω)

|ω −Krsin(θ − ψ)|
dωdθ.

(1.11)

En la ecuación 1.11 se observa que en la segunda integral, la función de

densidad cumple la propiedad de simetŕıa ρ(θ, ω) = ρ(θ+π,−ω) y añadiendo

que g(ω) = g(−ω), se obtiene que la integral es nula. Por otra parte, en la

primer integral el dominio θ ha sido reducido debido a las propiedades de la

función de Heaviside y se obtiene

r =

∫
|ω|>Kr

cos
(
sin−1(

ω

Kr
)
)
g(ω)dω, (1.12)

dado que la integral corresponde a los osciladores estables, se puede hacer el

cambio de variable ω → Krsinθ, con −π/2 ≤ θ ≤ π/2 y dω → Krcosθdθ,

de modo que la integral 1.12 puede escribirse como

r = Kr

∫ π/2

−π/2
cos2θg(Krsinθ)dω, (1.13)

en donde se observa que, además de la solución incoherente r = 0, existen

otros valores 0 < r < 1 que representan estados en donde las fases de los os-

ciladores se encuentran parcialmente sincronizadas, y dividiendo la ecuación

1.13 entre r, se encuentra que dichos estados cumplen la ecuación
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1 = K

∫ π/2

−π/2
cos2θg(Krsinθ)dθ. (1.14)

El modelo puede presentar una transición de fase en donde la coherencia

global entre las fases de osciladores, determinada por el parámetro de orden

r, cambia de ser nula (r = 0) a un estado de sincronización parcial (r > 0). Si

consideramos la aproximación r → 0+ en la ecuación 1.13, se puede encontrar

el valor cŕıtico Kc del acoplamiento para el cual ocurre dicha transición y

resolviendo la integral, resulta

Kc =
2

πg(0)
. (1.15)

Para conocer el comportamiento de r en función de K, al menos en una

región cercana al valor cŕıtico Kc, se puede expandir g(Krsinθ) mediante

una serie de Taylor alrededor de r = 0 y la aproximación a segundo orden

estaŕıa dada por

g(Krsinθ) ≈ g(0) +
1

2
g′′(0)(Krsinθ)2, (1.16)

en donde el término de primer orden ha sido omitido debido a que la dis-

tribución de frecuencias tiene su máximo en ω = 0 y por lo tanto g′(0) = 0.

Sustituyendo 1.16 en la ecuación 1.14 se obtiene

1 = K

[
g(0)

∫ π/2

−π/2
cos2θdθ +

K2r2g′′(0)

2

∫ π/2

−π/2
cos2θsen2θdθ

]
, (1.17)

calculando las integrales y sustituyendo la ecuación 1.15, se encuentra

1 =
K

Kc

+
πK3r2g′′(0)

16
, (1.18)
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en donde es posible encontrar como depende r de K, y si consideramos que la

constante de acoplamiento es mayor al valor cŕıtico, pero son suficientemente

cercanos como para considerar que K3 ≈ K3
c , se puede deducir el valor

aproximado de r, dado por

r =

√
(Kc −K)16

K4
cπg

′′(0)
. (1.19)

La ecuación 1.19 muestra que al aumentar la constante de acoplamiento

de su valor cŕıtico, el parámetro de orden que describe la sincrońıa entre estos,

crecerá de manera proporcional a la ráız cuadrada de la diferencia entre la

constante de acoplamiento y su valor cŕıtico. En la figura 1.2 se observan

los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales comparados

con la curva teórica.

1.2 Modelo de Ising

Uno de los ejemplos clásicos de transición de fase en f́ısica es el modelo de

Ising, el cual describe la magnetización en materiales ferromagnéticos. Su

importancia radica en que es un modelo que tiene solución exacta en dos di-

mensiones y presenta una transición de fase anaĺıtica, la cual se logró describir

con el desarrollo de la f́ısica estad́ıstica; además, ha sido profundamente estu-

diado y modificado con algunas variantes para modelar sistemas de diversos

campos de estudio, como en la neuroloǵıa[7] [8], socioloǵıa [9] [10], cardioloǵıa

[11] y desarrollo de cáncer [12]. Cabe mencionar que el presente trabajo en

un principio surgió como una continuación de la referencia [13] en donde se

estudia exclusivamente el modelo de Ising, por lo que se puede encontrar un

análisis más especializado en él. A continuación se dará una descripción del

modelo basado en [14], sin embargo el análisis que se hará continuación no



14

Figura 1.2: Imágen obtenida de [3], en donde se muestran los valores de r
obtenidos mediante una simulación computacional en función de K, emple-
ando una distribución Lorentziana de frecuencias naturales, comparados con
la curva teórica para dicha distribución

es el único, por lo cual se sugiere consultar [15] si el lector desea un texto

más especializado en el tema.

Supongamos que se tiene un material ferromagnético a una temperatura

T = 0K, en donde todos los de los espines atómicos se encuentran alineados

en una misma dirección, de modo que el material tenga una magnetización

M 6= 0. Si el parámetro T se incrementa, las fluctuaciones térmicas irán

cobrando mayor importancia, provocando que algunos espines comiencen a

adquirir orientaciones aleatorias, sin embargo, como se explicará más ade-

lante, por cuestiones de minimización de la enerǵıa y debido a la interacción

entre las part́ıculas vecinas, el sistema tiende a orientar los espines en la di-
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rección predominante a pesar de las fluctuaciones. Cuando la temperatura

supera el valor cŕıtico Tc, las configuraciones aleatorias de los espines serán

predominantes y el sistema perderá su magnetización.

Figura 1.3: Representación del modelo de Ising en dos dimensiones, en donde
los dos posibles estados de cada celda están representados con una flecha que
puede estar orientado hacia arriba o hacia abajo (imágen tomada de [13])

El modelo en dos dimensiones consiste en una ret́ıcula cuadrada de N =

L × L celdas, en donde cada una representa a una part́ıcula y se puede

encontrar en los dos posibles estados s = +1 o s = −1 según la orientación

del esṕın de dicha part́ıcula (figura 1.3). De este modo, la magnetización

total del sistema queda descrita por la suma de los espines de cada celda y

se escribe de forma normalizada como

M =
1

N

N∑
i

Si, (1.20)

mientras que la enerǵıa del sistema, sin campo magnético externo, está dada

por el hamiltoniano
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H = −1

2

∑
〈i,j〉

JSiSj, (1.21)

en donde J > 0 es la constante de acoplamiento,
∑
〈i,j〉 indica que la suma

es sobre los primeros vecinos y se multiplica por 1/2 para eliminar la con-

tribución de los ı́ndices repetidos. Se puede notar que cuando todos los

espines tienen el mismo valor +1 o −1 la enerǵıa será mı́nima, y debido

a que el sistema minimiza su enerǵıa, cada esṕın tenderá a alinearse en el

mismo sentido en el que se encuentre la mayoŕıa de sus primeros vecinos.

Con la finalidad de estudiar la transición de fase que presenta el modelo,

se puede hacer un análisis de éste empleando teoŕıa de campo medio, en

donde se considerará el valor global de los espines como si se tratara de un

“campo” [14], y se ignorarán fluctuaciones temporales aśı como espaciales.

Aunque estas suposiciones se alejan un poco de los materiales ferromagnéticos

reales, la simplificación que se hará a continuación resulta útil y clara cuando

se pretende obtener información sobre el comportamiento global del sistema,

aśı como de su transición de fase.

Dada una celda i del sistema, la probabilidad de que ésta se encuentre en

el estado Si = −1 o Si = +1 se puede calcular usando una distribución de

Boltzmann

P (Si) =
exp

[
−β
(
JSi

∑
j Sj

)]
∑

Si=−1,+1 exp
[
−β
(
JSi

∑
j Sj

)] , (1.22)

en donde el denominador es la función de partición Z de los dos posibles

estados en los que se pueden encontrar Si, y β es igual a 1/(kBT ), en donde

kB es la constante de Boltzmann.

El valor promedio del esṕın correspondiente a la celda i se puede calcular
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empleando la ecuación 1.22

〈Si〉 =
∑

Si=−1,+1 SiP (Si)

=
exp

[
−β
(
J
∑

j Sj

)]
− exp

[
β
(
J
∑

j Sj

)]
exp

[
−β
(
J
∑

j Sj

)]
+ exp

[
β
(
J
∑

j Sj

)] , (1.23)

empleando la propiedad trigonométrica tanh(x) = (ex − e−x)/(ex + e−x) se

puede simplificar 1.23 en

〈Si〉 = −tanh

[
−β

(
J
∑
j

Sj

)]
. (1.24)

Obsérvese que Hi = (
∑

j JSj)Si no es más que la enerǵıa de interacción

del esṕın Si con sus vecinos; si suponemos que dicha enerǵıa se puede expresar

en términos del promedio de espines que hay en la red, podŕıamos reescribir

la enerǵıa como Hi = 〈Sj〉Si
∑
J , en donde la suma corre sobre los primeros

q vecinos dependiendo de la dimensión de la red, de modo que
∑

j J = qJ

con q = 4 en el modelo de dos dimensiones.

La suposición anterior de teoŕıa de campo medio en el modelo, nos permite

escribir la ecuación 1.24 como

〈Si〉 = −tanh [−β (qJ〈Sj〉)] . (1.25)

Sabemos que la magnetización es el promedio de los espines, por lo cual, con

un simple cambio de ı́ndices, la ecuación 1.25 resulta en la ecuación

M = tanh

[
qJM

kT

]
. (1.26)

Como es de esperar, el valor de M en la ecuación 1.26 se encuentra aco-
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tado entre ±1 (figura 1.4), lo cual es consistente con el modelo descrito, sin

embargo, buscamos encontrar los valores de M para los cuales se cumple

la ecuación 1.26, en donde M = 0 resulta claramente una solución. Em-

plear la aproximación tanh(x) ≈ x − x3/3 nos permite encontrar el valor

de Tc = qJ/kB para el cual, al usar valores de temperatura mayores a éste,

existen dos soluciones más de M dadas por

M = ±
√

3T

q

√
1− T

q
. (1.27)

Figura 1.4: en a se muestran las soluciones a la ecuación M = tanh[µM ]
para distintos valores de temperatura, en donde µ = Tc/T y en b se muestra
el diagrama de la transición

Lo anterior nos ilustra que el modelo, haciendo una suposición de campo

medio, presenta una transición de fase, en donde el sistema presenta campo

magnético nulo, y al aumentar la temperatura y superar el valor cŕıtico Tc,

el sistema se encontrará en alguno de los dos estados de M .
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1.2.1 Algoritmo de Metrópolis

Dado que cada esṕın puede encontrarse en dos posibles estados, el sistema

de N celdas se puede encontrar en 2N estados distintos y la probabilidad

P ({Si}) de observar una configuración de espines {Si} está determinada por

la ecuación

P ({Si}) =
exp[−E({Si})

kBT
]∑2N

Sj
exp[−E({Sj})

kBT
]
, (1.28)

en donde se puede observar que si la temperatura es muy alta E({Si}) <<

kBT , el numerador es cercano a 1 sin importar cual sea la configuración

de espines y por lo tanto las posibles configuraciones que puede presentar

el sistema serán mayormente equiprobables cuando T → ∞, en donde una

configuración t́ıpica será aquella con espines aleatorios; por otra parte, el

denominador es la función de partición Z, la cual es dif́ıcil de calcular, por

ello es conveniente realizar una simulación empleando cadenas de Markov, en

donde las probabilidades de transición cumplan la forma del Hamiltoniano,

aśı como la ley de minimización de la enerǵıa, de modo que el estado presente

del sistema esté determinado únicamente por su estado inmediato anterior.

En la referencia [16] se muestra que el sistema cumple con la ecuación de

balance detallado

P ({Si})Wi→j = P ({Sj})Wj→i, (1.29)

en donde Wn→m representa la probabilidad de que el sistema transite del

estado n al m, de modo que la función de partición se cancela y la probabili-

dad de transición queda únicamente determinada por la diferencia de enerǵıa

∆E = E({Sm})− E({Sn}), esto es
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Wi→j =

 exp
(
− ∆E
kBT

)
si ∆E > 0,

1 si ∆E < 0,
(1.30)

Por otra parte, se pide que el sistema cumple con el teorema ergódico, de

modo que todos los estados posibles son accesibles al sistema.

El algoritmo de Metrópolis es uno de los más famosos, ha sido utilizado

en f́ısica estad́ıstica con éxito y cumple con las propiedades anteriormente

descritas, además resulta fácil de programar y es computacionalmente rápido.

Para un sistema de espines, el algoritmo es el siguiente

1. Se inicia con una configuración de espines.

2. Se selecciona una celda i.

3. Se calcula la diferencia de enerǵıa ∆E obtenida al invertir el estado del

esṕın de dicha celda.

4. Si ∆E < 0 se invierte el sentido del esṕın y se regresa al paso 2. Si

∆E > 0, se genera un número aleatorio r con una distribución uniforme

con 0 < r < 1.

5. Si r < exp(−∆E/kBT ) se invierte el esṕın. De otro modo el sistema

no se modifica.

6. Se selecciona otra celda y se repite el algoritmo a partir del paso 3.

El algoritmo permite obtener datos de la evolución temporal de la mag-

netización del sistema para diferentes valores de la temperatura tomando en

cuenta el comportamiento determinista dado por el hamiltoniano, aśı como

las variaciones estocásticas dadas por las fluctuaciones térmicas.



Caṕıtulo 2

De series de tiempo a redes

Una serie de tiempo es la colección de una secuencia de observables en el

tiempo [17]. Su uso comprende un amplio campo de investigación tanto

en ciencias sociales como naturales, y principalmente utiliza técnicas de es-

tad́ıstica. La importancia del desarrollo del análisis de series de tiempo (AST)

radica en la utilidad que tiene para estudiar, controlar y explicar el compor-

tamiento de fenómenos dinámicos, aśı como su predicción.

Los sistemas descritos en el caṕıtulo 1 son sólo un par de modelos f́ısicos

que presentan transiciones de fase; sin embargo, muchos de los sistemas, tanto

reales como modelados, presentan cambios abruptos al variar ligeramente

uno de sus parámetros, algunos ejemplos son extinciones de especies[18], el

clima[19], ataques epilépticos[20] o cambios de estado de agregación de la

materia; y debido a que algunos de estos cambios son irreversibles o perjudi-

ciales, resulta de sumo interés desarrollar métodos para prever con suficiente

anticipación cuando un sistema se aproxima a una transición, y aunque no se

ha podido predecir el momento exacto en el que estas ocurren, recientemente

se han encontrado patrones temporales y espaciales1 en el comportamiento

1En el presente trabajo se estudiará exclusivamente la evolución temporal del sistema,

21
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de los sistemas cuando se encuentra próximo a una transición. A este tipo

de señales observables se les conoce como alertas tempranas[22].

Existe mucha literatura en donde se describen los métodos de AST para

la detección de alertas tempranas convencionales [22][21]; en [13] y [24] se de-

scriben algunos de estos conceptos enfocados en el modelo de Ising, mientras

que en este trabajo se describirá un reciente método para el AST, el cual se

propondrá como alerta temprana y ya ha sido probado en el modelo de Ising

[45]: Los algoritmos de visibilidad[40].

Se describirán brevemente los métodos convencionales, pues son de gran

importancia, ya que son demostrables en el sentido en que se pueden explicar

desde el punto de vista de los sistemas dinámicos.

2.1 Detección de alertas tempranas en series

de tiempo

En general se pueden clasificar las alertas tempranas en dos categoŕıas: las

basadas en mediciones y las basadas en modelos[21]; las primeras cuantifican

cambios en las propiedades estad́ısticas de la serie de tiempo, mientras que

las segundas constan en ajustar modelos a los datos. Con ambos métodos se

pretende detectar cambios en la memoria del sistema, aśı como la variación

de los datos de la serie de tiempo.

Cuando un sistema dinámico se encuentra próximo a una bifurcación,

ocurre un fenómeno conocido como ralentización cŕıtica(critical slowing down

en inglés), en el cual el sistema tarda más tiempo en retornar a su estado es-

table ante pequeñas perturbaciones. A continuación se expondrá un ejemplo

sin embargo, se sugiere consultar [22] como introducción a aquellos lectores con interés en
las alertas tempranas espaciales
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basado en [14] y [22].

Consideremos el sistema dinámico con el parámetro de control µ

f(x) =
dx

dt
= µx− x3, (2.1)

el cual tiene el punto de equilibrio inestable x∗0 = 0 y los dos puntos de equi-

librio estable x∗± = ±√µ cuando µ > 0, mientras que cuando µ ≤ 0 el único

valor de equilibrio es x∗ = 0, es decir, el sistema experimenta una bifurcación

en µc = 0. Si añadimos una pequeña perturbación ε al estado del sistema se

obtiene

f(x+ ε) = f(x) +
dε

dt
. (2.2)

Haciendo una aproximación a primer orden alrededor de los puntos de

equilibrio mediante una serie de Taylor resulta

f(x∗ + ε) ≈ f(x∗) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x∗
ε, (2.3)

y de las ecuaciones 2.2 y 2.3 se encuentran las ecuaciones de eigenvalores

dε

dt
= λ(x∗)ε, (2.4)

en donde λ(x∗) = ∂f/∂x|x∗ se puede calcular para los tres distintos valores

de equilibrio haciendo uso de la ecuación 2.1 y se obtiene que λ(x∗0) = µ,

mientras que λ(x∗±) = −2µ. La ecuación 2.4 aporta información sobre la

rapidez, directamente relacionada con λ, con la que el sistema retorna a sus

valores estables, o bien, se aleja de su punto de equilibrio inestable ante

una perturbación. El resultado anterior permite observar que la razón de

cambio de la perturbación se aproxima a 0, de manera aproximadamente
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lineal, cuando el parámetro de control se aproxima al valor cŕıtico, es decir,

el tiempo en el que el sistema retorna a su valor estable diverge cuando µ = µ0

Este fenómeno se relaciona también con el tiempo de relajación del sis-

tema cerca de la criticalidad. Otra forma de ilustrar el fenómeno es cal-

culando la variación del tiempo transitorio que le toma al sistema ir de un

estado inicial x(0) a x(tµ) en función del parámetro µ, el cual se puede cal-

cular mediante la integral

∫ tµ

0

dt =

∫ x(tµ)

x(0)

[fµ(x)]−1dx, (2.5)

en donde fµ representa a la función de la ecuación 2.1 dependiente del

parámetro de control. Separando los dominios de la integral cerca de µc = 0

se obtiene

t−µ (ε) =

∫ ε

x(0)

dx

x(µ− x2)
,

t+µ (ε) =

∫ √µ−ε
ε

dx

x(µ− x2)
,

(2.6)

para µ < 0 y µ > 0 respectivamente. El significado de las integrales 2.6 es,

para t−µ (ε), el tiempo que le toma al sistema ir de un punto x(0) a un valor

de ε muy próximo al único punto estable x∗0 ≈ ε; mientras que para µ > 0,

t+µ (ε) es el tiempo que le toma al sistema ir de un punto cercano al punto de

equilibrio inestable a alguno de sus valores estables x∗± = ±√µ.

Los cálculos resultan en estimaciones anaĺıticas del tiempo transitorio:
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t−µ (ε) =
1

2µ
ln

[
ε2(µ− x(0)2)

x(0)2(µ− ε2)

]
,

t+µ (ε) =
1

2µ
ln

[
(µ− ε2)(

√
µ− ε2)

ε2(µ− (
√
µ− ε)2)

]
.

(2.7)

Ambas funciones divergen en µc = 0, de hecho, para valores muy cercanos

a µc, el tiempo transitorio tiene la forma tµ(ε) ∼ 1/µ.

Qué el tiempo de relajación incremente cuando al encontrarse próximo

a la bifurcación tiene consecuencias en las series de tiempo del sistema, las

cuales son fáciles de medir y sirven como alertas tempranas de transiciones

de fase. En [25] se muestra de manera general el aumento en el tiempo de

retorno.

Intuitivamente se puede esperar un aumento en la autocorrelación entre

observaciones adyacentes xt y xt+1, ya que la ralentización provocará que

el sistema se parezca más a su estado anterior, lo cual se puede interpretar

como un aumento en la “memoria” del sistema. Lo anterior se puede ilustrar

con el siguiente ejemplo tomado de [22]:

Supongamos que la variable de estado de un sistema es perturbado repeti-

damente durante periodos de tiempo ∆t, de modo que el sistema retorna a su

estado de equilibrio de forma aproximadamente exponencial con una rapidez

λ. Un modelo simple autoregresivo se puede describir como

xn+1 − x∗ = eλ∆t(xn − x∗) + σεn,

yn+1 = eλ∆tyn + σεn,

(2.8)

en donde yn es la desviación de la variable de estado de su punto de equilibrio,

ε es un número aleatorio de una distribución normal y σ es la desviación
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estándar.

Si consideramos que λ y ∆t son independientes de yn, el modelo puede

ser descrito con un proceso autorregresivo de primer orden (AR(1))

yn+1 = αyn + σεn, (2.9)

en donde la autocorrelación α es cero para ruido blanco y cercano a 1 cuando

la autocorrelación es grande. Si calculamos el valor esperado del proceso

AR(1) de ambos lados obtenemos

E(yn+1) = αE(yn) + σE(εn), η = αη + 0⇒ η = 0. (2.10)

En donde η es el valor esperado de y y calculando la varianza se encuentra

V ar(yn+1) = E(yn)− 02 =
σ2

1− α2
. (2.11)

Como ya se mencionó, cerca de la bifurcación, la rapidez con la que el

sistema retorna a su punto de equilibrio tiende a cero, y como consecuencia,

la autocorrelación tiende a uno lo que implica que la varianza diverge en el

valor cŕıtico. Es por ello que la medición de varianza y la autocorrelación

en series de tiempo son buenas alertas tempranas de transiciones de fase,

resultado de la ralentización cŕıtica.

Cuando el sistema se aproxima a un bifurcación catastrófica, aumenta

la probabilidad de que éste transite a estados que anteriormente eran poco

probables de visitar debido a que las cuencas de atracción se aproximan y el

sistema presenta una alternancia entre ambas cuencas antes de que ocurra

la transición; este fenómeno se le denomina flickering [22]. La asimetŕıa es-

tad́ıstica (skewness en inglés) se puede medir mediante el tercer momento de

la distribución dando lugar a un buen indicador de alerta temprana, mien-
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tras que la curtosis, la cual está relacionada con el cuarto momento de la

distribución y mide la cercańıa de los datos a la media, funciona también

como alerta temprana, pues el sistema puede encontrarse en más estados

conforme se aproxima la transición y por lo tanto la dispersión de los datos

en torno a la media será mayor[21].

2.2 Teoŕıa de redes

Como se ha mencionado previamente, el estudio de los sistemas complejos ha

adquirido gran interés en diversas disciplinas; por lo general, estos se compo-

nen de un gran número de elementos que interactúan entre śı para dar origen

a una dinámica no lineal. Por ello, resulta de interés definir cuales son las

relaciones entre los los elementos, aśı como el tipo de interacciones. Una her-

ramienta muy poderosa para dichos fines es el estudio de la redes complejas,

que tiene su origen y fundamento matemático en la teoŕıa de grafos, y cuyas

aplicaciones son muy variadas y pueden ir desde redes de transporte, trans-

misión de enfermedades, redes neuronales, redes sociales, o como se verá más

adelante, en el análisis de series de tiempo, entre muchos otros ejemplos. A

continuación se describirán algunos de los fundamentos matemáticos básicos

de la teoŕıa de redes, sin embargo, se recomienda consultar las referencias

[28] y [29] si el lector desea mayores detalles.

La teoŕıa de grafos tuvo su origen cuando, en 1735, Euler resolvió el

problema de los siete puentes de Königsberg, y a partir de entonces se de-

sarrolló una sólida teoŕıa matemática, empleando, principalmente, elementos

de probabilidad, estad́ıstica y topoloǵıa.

Una red se compone de N nodos, los cuales se pueden etiquetar por

i = 1, 2, ..., N , y L conexiones entre los nodos, las cuales se representarán por
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parejas ordenadas (i, j) indicando que el nodo i está conectado con el nodo

j.

La información contenida en una red se puede sintetizar en la matriz de

adyacencia A, definida como una matriz de N ×N , en donde los elementos

de matriz se definen, en el caso general, como Aij = αij en donde αij es un

valor proporcional a la interacción del nodo i con el j, mientras que para

el caso más simple en donde la interacción entre pares de nodos es igual, se

acostumbra asignar el valor ij = 1, de modo que la matriz de adyacencia de

una red con interacciones equivalentes entre nodos se define como[29]

Aij =

 1 si hay un eje que apunta del nodo j al i

0 si los nodos i y j no están conectados entre śı
(2.12)

Observamos en la ecuación 2.12 que cuando Aij = 1 se habla de una

dirección, por ello, es preciso mencionar que se pueden clasificar dos tipos

de redes; las redes dirigidas son aquellas en las que el enlace entre pares de

nodos i y j tiene un sentido, es decir uno es la fuente y el otro es el receptor

y las conexiones no son necesariamente reflexivas. Por otro lado están las

redes no dirigidas, en donde la relación es reflexiva y la matriz de adyacencia

es simétrica, i.e. Aij = Aji.

Se define el grado ki de un nodo i como el número de enlaces que tiene con

otros nodos y se puede calcular de manera fácil en términos de los elementos

de la matriz de adyacencia. Para redes no dirigidas y no pesadas, el grado

de un nodo es

ki =
N∑
j=1

Aij =
N∑
i=1

Aij, (2.13)
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mientras que para redes dirigidas se define el grado de entrada kini como el

número de enlaces provenientes de otros nodos y que inciden en i, mientras

que el grado de salida kouti es el número de conexiones que van de i a otros

nodos, de esta manera, el grado total de un nodo es

ki = kini + kouti , (2.14)

y tanto kini como kouti también se pueden calcular en término de la matriz de

adyacencia como

kini =
N∑
j=1

Aij,

kouti =
N∑
i=1

Aij.

(2.15)

Para obtener información general de qué tan conectada es la red es con-

veniente calcular en promedio que grado tienen los nodos. Se puede calcular

el grado promedio para redes no dirigidas mediante la ecuación

〈k〉 =
1

N

N∑
i

ki

=
1

N

N∑
i,j

Aij.

(2.16)

Basta observar que, en una red dirigida, el número total de conexiones

de entrada en toda la red será igual que el total de salida para obtener,

empleando la ecuación 2.14, que
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〈kin〉 = 〈kout, 〉 =
1

2
〈k〉. (2.17)

La distribución de grado p(k) es una función que indica cual es la prob-

abilidad de que un nodo de la red, seleccionado al azar, tenga grado k, y

puede pensarse como un histograma normalizado dado por

p(k) =
Nk

N
, (2.18)

en donde Nk es el número de de nodos con grado k en la red y el denomi-

nador es el factor de normalización, de modo que
∑∞

k=0 p(k) = 1. Conocer

la forma de la distribución de grado es de gran importancia cuando se quiere

caracterizar a la red, pues para redes aleatorias, p(k) usualmente tiene forma

de distribución de Poisson, mientras que en las redes complejas reales, tales

como la red de WWW (World Wide Web)[32] o la red de interacciones entre

protéınas[31] por mencionar algunos ejemplos, se suelen observar distribu-

ciones de grado que cumplen ley de potencias p(k) k−γ, en donde γ >= 2

. A dichas redes se les llama invariantes de escala[30] y tienen la propiedad

de que al agregar nodos a la red, estos se enlazan de manera preferencial

con aquellos que tienen mayor grado, es decir, al agregar un nuevo nodo a

la red, la probabilidad de que éste se relacione con un nodo i está dada por

Π(ki) = ki/
∑

j kj. Se puede probar que una red construida con estas carac-

teŕısticas, en donde a cada instante de tiempo t se le agrega un nodo con un

enlace preferencia como se definió anteriormente, tenderá a una distribución

de grado p(k) k−γ que eventualmente será la misma sin importar el tiempo

y, por lo tanto, el tamaño de la red.

Entre dos nodos de una red se puede encontrar uno o varios caminos que
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los conecten siguiendo una ruta entre nodos conectados. El camino más corto

entre los nodos i y j, también llamada distancia dij. En redes no dirigidas

dij = dji, sin embargo en las dirigidas el camino se recorre en el sentido

determinado por las conexiones y por lo general no es reflexivo. Se define

la distancia promedio entre todos los pares de nodos de una red no dirigida

como

〈d〉 =
1

N(N − 1)

N∑
i6=j

dij. (2.19)

〈d〉 se puede interpretar como una medida de qué tan óptima es la red en

cuanto al flujo de información entre los nodos.

Otra medida que nos ayuda a describir la estructura de las redes es el coe-

ficiente de agrupamiento, también conocido como transitividad. Suponiendo

que un nodo i de una red no dirigida tiene ki vecinos en total, de los cuales,

li nodos vecinos están conectados entre śı, el coeficiente de agrupamiento se

define como

Ci =
li(
ki
2

) =
2li

ki(ki − 1)
. (2.20)

Gráficamente, Ci se puede interpretar como la razón del número de triángulos

centrados en i entre el número de posibles triángulos que se pueden formar

centrados en i, y se le denomina transitividad porque representa la proporción

en la que las parejas de nodos B y C están conectados, dado que ambos están

conectados con un nodo A.

Se puede calcular la transitividad promedio sobre todos los nodos de la

red mediante

〈C〉 =
1

N

N∑
i=1

Ci. (2.21)
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Una red puede dividirse en grupos, en donde los nodos que integran a

cada uno de los grupos compartan una caracteŕıstica en común. Existen

dos tipos de algoritmos computacionales con los cuales se puede realizar una

división de la red en grupos[29], en donde la principal diferencia radica en que

el número y tamaño de los grupos está fijado por el experimentador cuando

se implementan algoritmos de “partición de red” (graph partition en inglés),

en los cuales, el objetivo es minimizar el número de de enlaces entre grupos.

Por otra parte, cuando se implementan algoritmos del tipo “detección de

comunidades”, la red también se divide en grupos con pocos enlaces entre śı,

sin embargo el número de grupos no es fijo.

Recientemente se ha desarrollado un algoritmo para la detección de co-

munidades, llamado algoritmo infomap[36], el cual sigue un procedimiento

similar al algoritmo desarrollado por Blondel[33], del cual se hablará primero

para posteriormente hacer una analoǵıa con el algoritmo infomap.

Supongamos que ci representa el grupo al que pertenece el nodo i, el cual

se denota por algún número 1, ..., nc, en donde nc es el número de clases que

hay en la red, de modo que el número de enlaces entre los nodos del mismo

tipo estará dado por

∑
enlaces(i,j)

δci, cj =
1

2

∑
ij

Aijδci, cj, (2.22)

en donde δ es la delta de Kronecker y la suma es dividida entre dos para

eliminar los valores repetidos[29]. Suponiendo que los enlaces están conec-

tados aleatoriamente, el número de conexiones esperado entre los nodos i y

j con grados ki y kj respectivamente es kikj/2L, en donde L es el total de

conexiones en la red y, por lo tanto, el número esperado de enlaces entre

nodos del mismo tipo es
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1

2

∑
ij

kikj
2L

δci, cj. (2.23)

Calculando la diferencia entre las ecuaciones 2.22 y 2.23 se obtiene la

diferencia entre el número real y el esperado de ejes en la red de la misma

clase. Por convención, dicha diferencia se expresa dividida entre el número

de conexiones L

Q =
1

2L

∑
ij

(
Aij −

kikj
2L

)
δci, cj. (2.24)

La expresión 2.24 es la definición de modularidad, denotada por Q, la

cual toma valores estrictamente menores a 1, es positiva si hay más conex-

iones entre nodos del mismo tipo de los que pueden ser esperados con una

distribución aleatoria, y negativa si hay menos.

El algoritmo de detección de comunidades descrito en [33] tiene como

objetivo maximizar Q, el cual se divide en dos etapas, la primera inicia

asignando una comunidad a cada nodo de la red, de modo que en este primer

paso haya tantas comunidades como nodos. Posteriormente, para cada nodo

i se consideran sus vecinos i y se calcula el cambio en la modularidad asociada

al remover el nodo i de su comunidad y reubicada en la comunidad de j, de

modo que si la modularidad aumenta, el nodo i se deja en la comunidad de j,

y si no, se queda en su comunidad original. El proceso se ejecuta secuencial

y repetidamente para todos los nodos de la red hasta no obtener ningún

incremento en la modularidad. La segunda etapa del algoritmo consiste en

construir una nueva red, reemplazando cada comunidad por un nuevo nodo,

en donde el peso de las conexiones entre estos esté dado por la suma de los

pesos de las conexiones originales entre los nodos de las dos comunidades,

mientras que cada nuevo nodo estará auto-conectado a śı mismo con un
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enlace cuyo peso sea igual a la suma de los pesos de las conexiones de los

nodos en el interior de la comunidad correspondiente. Una vez que la nueva

red ha sido creada, se repite el procedimiento descrito en el primer paso.

El algoritmo descrito anteriormente no es el único, existen diferentes

métodos para detectar comunidades y cada uno puede dar distintos resul-

tados. En las referencias [34] y [37] se dan un par de ejemplos en dónde

el algoritmo infomap, el cual será descrito a continuación, logra una mejor

descripción en términos del flujo de un caminante aleatorio en redes dirigi-

das, además de que en [38] se calcula el ĺımite del algoritmo que se describió

anteriormente, el cual establece que las comunidades más frecuentes tendrán

un número de enlaces del orden de
√

2L o menor. Si el lector desea leer un

estudio comparativo entre diversos algoritmos de detección de comunidades,

se recomienda consultar [39].

Supongamos que se tiene una partición de una red no pesada, e intro-

ducimos un caminante aleatorio. Después de una considerable cantidad de

pasos, se puede estimar que cada nodo i será visitado con una frecuencia pi.

Si se obtiene el código de Huffman[35] asociado al proceso, se puede obtener

una descripción completa de la trayectoria del caminante aleatorio. Si se

divide cada módulo en una subred, y se obtiene el código de Huffman para

cada subred, dicha la longitud de la descripción completa se reduce significa-

tivamente, sin perder información siempre y cuando se obtenga un código

espećıfico de entrada y salida de cada uno de los módulos2.

Dada una partición M de una red de N nodos en nc grupos, el algoritmo

infomap busca minimizar la longitud esperada del código fuente L(M)3 de la

2Se recomienda consultar [34] si el lector desea una descripción completa y con ejemplos
sobre el algoritmo infomap

3Un código fuente C de una variable aleatoria X es un mapeo de X = {x} a
D∗ ={conjunto de cadenas infinitas de un D−alfabeto}. C(x) denota el código corre-
spondiente a x y l(x) denota la longitud de C(x).



35

descripción de un caminante aleatorio en la red[34]. Para ello se calcula la en-

troṕıa de Shannon H asociada al proceso, en donde, para una variable aleato-

ria X con frecuencias pi, la entroṕıa está dada por H(X) = −
∑n

1 pilog(pi).

Dicha cantidad provee el ĺımite inferior que puede alcanzar L [35], es decir, la

entroṕıa de Shannon establece el ĺımite en el cual el código fuente asignado

al proceso es óptimo. La longitud esperada de código fuente para la partición

M está dada por

L(M) = qyH(Q) +
nc∑
i=1

pi�H(Pi). (2.25)

La ecuación 2.25 es llamada map equation en la literatura en inglés; qy

es la probabilidad de cambiar de módulo en cada paso (
∑nc

i=1 qi y), H(Q) es

la entroṕıa de los códigos de entrada de cada módulo. Si la frecuencia con la

que se visita un nodo α está dada por pα, el término pi� =
∑

αini pα + qi y

y H(Pi) es la entroṕıa del código de los nodos que componen al módulo i,

incluyendo el código de salida.[34]

El algoritmo infomap busca minimizar el valor de la ecuación 2.25 so-

bre las posibles particiones de una red[36], para ello sigue un procedimiento

similar al de Blondel[33], el cual ya se ha mencionado brevemente, con la

diferencia de que la selección de los nodos se lleva en orden aleatorio y en

lugar de buscar incrementos en la modularidad, se busca disminuir 2.25. En

[37] se pueden encontrar algunos ejemplos en donde el algoritmo infomap ha

logrado obtener una modularidad mayor en comparación con el algoritmo de

Blondel.

Por otra parte, la longitud esperada de un código fuente está dada por L(c) =∑
x∈X p(x)l(x), en donde p(x) es la probabilidad de la variable x.
Las definiciones anteriormente mencionadas fueron obtenidas en la referencia [35], la

cual se recomienda consultar para mayores detalles
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2.3 Algoritmos de visibilidad

Recientemente se han desarrollado métodos para mapear series de tiempo

a redes, tales como los que se mencionan en [40], entre los que destacan

los algoritmos de visibilidad por ser de bajo costo computacional y fáciles

de programar, además de que heredan algunas propiedades de las series en

las redes obtenidas. Muchos de los resultados al aplicar tales algoritmos

parecieran ser poco justificados, sin embargo, haciendo un análogo con otro

tipo de transformaciones, como la transformada de Fourier, la cual se define

en el dominio de frecuencias, dichos algoritmos pueden ser entendidos como

una transformación de las series, definidas en el dominio del tiempo, a un

grafo definido en el dominio de visibilidad[40]. Sin embargo, es importante

mencionar que a diferencia de la transformada de Fourier, aún no se ha

encontrado un método que transforme la red resultante a la serie de tiempo

original, es decir, no tiene transformación inversa.

Se han definido varias clases de algoritmos de visibilidad; entre éstos

destacan el natural, el horizontal y el horizontal dirigido. el primero es

el más general, mientras que el horizontal es una subred del natural cuya

construcción geométrica permite demostrar diversos teoremas para series de

tiempo aleatorias.

2.3.1 Algoritmo de visibilidad natural (AVN)

A pesar de que no se han demostrado teoremas con rigor matemático para

los AVN, se ha mostrado que éstos preservan propiedades de las series de

tiempo en las redes resultantes, tales como mapear series aleatorias a redes

aleatorias, o periódicas a redes regulares, aśı como series fractales a redes

invariantes de escala[41].
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Dado {x(ti)}i=1,...,N una serie de tiempo de N datos, el criterio de visi-

bilidad natural establece que cada valor x(ti) estará asociado a un nodo i y

dos nodos arbitrarios a y b estarán conectados si para cualquier tc tal que

ta < tc < tb ocurre:

x(tc) < x(tb) + (x(ta)− x(tb))
tb − tc
tb − ta

.

(2.26)

En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de la construcción de la red me-

diante el algoritmo de visibilidad natural, en donde se observa que todos los

nodos, a excepción quizá de x(t1) y x(tN), tendrán grado k ≥ 2, ya que tienen

visibilidad al menos con sus dos datos adyacentes. Obsérvese que los grafos

resultantes son conectados, no dirigidos e invariantes bajo transformaciones

afines4, lo cual tiene cierta importancia, debido a que series de tiempo cuan-

titativamente distintas pueden mapear a grafos iguales, sin embargo, si se

usaran redes pesadas, en donde el peso de cada enlace fuera proporcional a

la pendiente de la recta que une a los datos, se podŕıa preservar información

cuantitativa en la matriz de adyacencia.

2.3.2 Algoritmos de visibilidad horizontal (AVH)

El criterio de visibilidad horizontal[42] establece que para una serie de tiempo

{x(ti)}i=1,...,N , en donde cada x(ti) está asociado a un nodo i conectado con

sus primeros vecinos, los nodos arbitrarios a y b están conectados si para

4Si se reescalan y/o trasladan los valores de la serie de tiempo tanto horizontal como
verticalmente, la red resultante se mantiene igual.
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Figura 2.1: En la imágen superior se muestra una representación del algo-
ritmo de visibilidad natural, mientras que en la inferior se ilustra la con-
strucción de la red mediante el algoritmo de visibilidad horizontal.

todo tc, tal que ta < tc < tb, se cumple:

x(tc) < x(ta), x(tb), (2.27)
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el criterio 2.27 luce mucho más simple que el de la desigualdad 2.26, y como

ya se mencionó, la red obtenida de una serie de tiempo mediante el AVH es

una subred de la que se obtendŕıa usando el AVN. La construcción geométrica

del AVH permite demostrar algunos teoremas y propiedades de la topoloǵıa

de las redes, además de que ha sido usado para caracterizar y distinguir series

caóticas y aleatorias[43][44]. A continuación se mencionarán las más impor-

tantes para fines de este trabajo, en donde se omitirán las demostraciones,

la cuales se pueden consultar en [42]

Teorema 2.3.1 El grado promedio de un grafo de visibilidad horizontal aso-

ciado a una serie periódica infinita de periodo T es

〈k(T )〉 = 4

(
1− 1

2T

)
. (2.28)

un resultado inmediato es que toda serie de tiempo infinita de un sistema

dinámico tendrá asociada una red con distribución de grado promedio 2 ≤

〈k(T )〉 ≤ 4, en donde 〈k(T )〉 = 4 corresponde a la serie de un sistema caótico

aperiódico o a una serie aleatoria, mientras que 〈k(T ) = 2〉 corresponde a

una serie constante.

Teorema 2.3.2 Dada una serie de tiempo bi-infinita {x(ti)}i=−∞,...,∞ de

variables independiente e idénticamente distribuidas con una densidad de

probabilidad continua f(x), tendrá asociado un grafo con distribución de

grado

P (k) =
1

3

(
2

3

)k−2

. (2.29)

El teorema 2.29 es de gran utilidad, ya que sin importar cual sea la

densidad de probabilidad con la cual se distribuye la serie de tiempo, permite

distinguir procesos aleatorios de caóticos, lo cual es de suma importancia,
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pues un proceso caótico se rige por una dinámica determinista, mientras que

uno aleatorio, no.



Caṕıtulo 3

Desarrollo, resultados y análisis

Se implementó el algoritmo de metrópolis con una malla de 100× 100 celdas

y condiciones a la frontera periódicas para realizar una simulación del modelo

de Ising, la cual se implementó en Python. Se obtuvieron 100 series de tiempo

para 34 valores distintos de temperatura, expresadas en unidades de J/kB,

entre T = 1.42 y T = 3.12 con intervalos de 0.05, en donde se consideró que

cada paso de tiempo se llevaba a cabo una vez que el algoritmo de metrópolis

seleccionaba, en orden aleatorio, a cada una de las 10000 celadas. Se obtu-

vieron series de tiempo de 5000 datos cada una, en donde se descartaron los

primeros 1000 debido a que es el tiempo que, en promedio, es necesario para

que la temperatura más baja que se considera en este trabajo alcance una

magnetización M = ±1 [13].

Se obtuvieron 100 series de tiempo para cada temperatura con las carac-

teŕısticas que se especificaron anteriormente para poder realizar un análisis

estad́ıstico y obtener las propiedades de ensamble de los resultados obtenidos.

Se aplicaron los algoritmos de visibilidad natural y visibilidad horizontal a

cada serie de tiempo y se calculó el grado promedio, la longitud de camino

más corto promedio, la transitividad promedio, las distribución de grado, de

41
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cada una de las redes, aśı como también se aplicó el algoritmo infomap para

detectar comunidades en la red y posteriormente se obtuvo la distribución de

tamaño de comunidades, lo anterior con las libreŕıas NetworkX e infomap,

disponibles para Python. Finalmente, para cada temperatura se promediaron

los 100 valores de cada una de las cantidades anteriormente mencionadas y

descritas en el caṕıtulo 2.

Las series de tiempo del modelo de Kuramoto se obtuvieron mediante una

simulación en donde se consideró una distribución de frecuencias gausseana.

El análisis fue análogo al de Ising, sin embargo, en este caso se consideraron

series de tiempo con valores de la constante de acoplamiento entre el intervalo

0.05 y 3.50, con espacios de 0.05, es decir, 70 valores de K.

Cabe mencionar que en el modelo de Ising el valor cŕıtico de temperatura

es aproximadamente Tc ≈ 2.27, mientras que la constante de acoplamiento

en el caso del modelo de Kuramoto se encuentra cercano a Kc ≈ 1.65, sin

embargo, el efecto de finitud y periodicidad de la malla, aśı como el efecto de

osciladores finitos, pueden causar que el valor cŕıtico se encuentre ligeramente

desplazado, es por ello que se han considerado tres regiones en cada uno de

los modelos, las cuales se determinaron bajo un juicio personal, resultado de

observar el comportamiento que se describe en las gráficas que se mostrarán

en este caṕıtulo; en el de Ising tomaremos el intervalo de T entre 1.42 y

2.17 como aquél en el que el sistema tiene magnetización, T entre 2.22 y 2.32

como el intervalo en el cual el sistema transita entre tener una magnetización

M ≈ 1 y M ≈ 0 y finalmente el intervalo de 2.37 a 3.12 en el cual el

sistema pierde su magnetización. En la figura 3.1 se pueden observar series

de tiempo correspondientes a cada una de las tres regiones descritas, en donde

el lector puede observar diferencias notables en los valores de M . Por otro

lado, en el modelo de Kuramoto consideraremos el intervalo de constantes
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de acoplamiento de 0.05 a 1.50 como aquellos valores en los cuales el sistema

está desincronizado, el intervalo de 1.80 a 3.50 correspondiente al estado en

el cual es sistema se encuentra sincronizado, y el intervalo entre 1.55 a 1.75

como aquél en el que el sistema transita entre ambos estados. En este caso

las series de tiempo de la figura 3.2 resultan ilustrativas
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(a) T < Tc

(b) T ≈ Tc

(c) T > Tc

Figura 3.1: Series de tiempo del modelo de Ising para distintas temperat-
uras. Obsérvese que los valores de la magnetización cambian drásticamente
dependiendo del valor de T
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(a) K < Kc

(b) K ≈ Kc

(c) K > Kc

Figura 3.2: Series de tiempo del modelo de Kuramoto para distintos valores
de acoplamiento K. La magnitud de |r| cambia notoriamente en los tres
valores de K
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3.1 Descripción de resultados

Este apartado se divide en dos partes. En la primera se estudian únicamente

las propiedades topológicas expuestas en el caṕıtulo 2 de las redes obtenidas

mediante el algoritmo de visibilidad natural (AVN), mientras que en la se-

gunda se analizan las redes resultantes del algoritmo de visibilidad horizontal

(AVH), en donde se presentarán los resultados de ambos modelos juntos con

la finalidad de hacer un análisis comparativo en ambas secciones.

3.1.1 Algoritmo de visibilidad natural en ambos mod-

elos

Se desarrolló un código en python para implementar el AVN (ecuación 2.26)

y generar una red de 4000 nodos. Las figuras 3.3 y 3.4 muestran ejemplos de

las visualizaciones de las redes para ambos modelos en las tres regiones que

se definieron previamente. Dichas visualizaciones se hicieron, en la primer

figura, implementando el algoritmo de Fruchterman y Reingold, mientras que

la segunda se visualizó acomodando los nodos en orden de aparición según

la serie de tiempo en un arreglo circular, empezando desde los 90 en sentido

contrario a las manecillas del reloj, ambas visualizaciones se hicieron con el

software Gephi. A simple vista se puede observar que la topoloǵıa de las

redes es distinta entre los dos modelos, y que, en ambos, la red sufre cambios

notables para la series de tiempo en el valor cŕıtico. Lo visual ayuda a

identificar rápidamente que el AVN detecta cambios en la zona cŕıtica, entre

éstos, resulta evidente un aumento en el número de enlaces y es de esperarse

un aumento en el grado promedio, aśı como un cambio en la distribución

de grado. En los siguientes apartados se cuantificarán diversas propiedades

topológicas de las redes, las cuales fueron descritas en el caṕıtulo 2.
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(a) T < Tc (b) K < Kc

(c) T ≈ Tc (d) K ≈ Kc

(e) T > Tc (f) K > Kc

Figura 3.3: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
natural del modelo de Ising ((a), (c) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))
para las tres regiones del parámetro de control empleando el algoritmo de
Fruchterman y Reingold.
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(a) T < Tc (b) K < Kc

(c) T ≈ Tc (d) K ≈ Kc

(e) T > Tc (f) K > Kc

Figura 3.4: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
natural del modelo de Ising ((a), (c) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f)) para
las tres regiones del parámetro de control en un arreglo circular y ordenado.
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Distribución de grado

Se promediaron las 100 distribuciones de grado de cada red, obtenidas por

la ecuación 2.18, con el mismo valor de parámetro de control. Las figuras

3.5 y 3.6 muestran, cada una, tres distribuciones de grado para tres distintos

valores del parámetro de control en escalas logaŕıtmicas. Ambas tienen en

común que la “cola ” de la distribución correspondiente al valor cŕıtico es mu-

cho más larga que en las regiones no cŕıticas, sin embargo, puede observarse

que, cuantitativamente, son diferentes.

Figura 3.5: Distribuciones de grado en el modelo de Ising obtenidas por el
AVN. En gris observamos una de las distribuciones para T < Tc, en negro
para T > Tc y en rojo para T ≈ Tc. La gráfica muestra las distribuciones
a partir de k = 2, ya que los nodos correspondientes a los datos iniciales y
finales con visibilidad de su único vecino ha sido omitido, pues una de las
propiedades del AV es que todos los nodos tienen al menos k = 2
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Figura 3.6: Distribuciones de grado en el modelo de Kuramoto obtenidas por
el AVN. En gris se muestra una de las distribuciones para K < Kc, en negro
para K > Kc y en rojo para K ≈ Kc. En este caso también se ha omitido
k = 1 de la distribución.

En el modelo de Ising se puede notar que el grado más frecuente es

Pmax(k) = P (3), mientras que en el de Kuramoto vaŕıa entre 12 y 36 de-

pendiendo del valor de la constante de acoplamiento. Por otra parte, el

grado máximo kmax se duplica en ambos modelos cuando el parámetro de

control se encuentra en su valor cŕıtico, con respecto a los valores de kmax en

las regiones no cŕıticas.

Grado promedio

Se empleó la ecuación 2.16 para obtener el grado promedio de cada red y se

obtuvo el promedio del ensamble de los promedios de los grados para cada

valor del parámetro de control. Los resultados de los modelos de Ising y

Kuramoto se muestran en las figuras 3.7 y 3.8 respectivamente.
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Figura 3.7: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVN en función
de la temperatura en el modelo de Ising. Obsérvese que conforme T → Tc,
la desviación estándar de la media, representada por las barras de error,
aumenta.

En la figura 3.7 observamos que hay una incremento abrupto en el grado

promedio al aumentar la temperatura a T ≈ Tc, y al incrementar más la

temperatura a la región T > Tc, se encuentra que el valor de 〈k〉 decae de

manera más abrupta que en la primer zona. Observando la figura 3.7 se

encuentra un comportamiento semejante al anterior, pero reflejado; es decir,

en este caso, es la tercer zona (K > Kc) en donde la cáıda entre la zona cŕıtica

y ésta es más abrupta en comparación a la cáıda entre la zona intermedia y la

primera K < Kc. El incremento del grado promedio en el la zona cŕıtica de

ambos modelos era de esperarse a partir de ver las distribuciones de grado.
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Figura 3.8: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVN en función
del acoplamiento K en el modelo de Kuramoto. Observamos un compor-
tamiento simétrico que resulta muy similar al que se observa en la figura 3.7
en términos cualitativos

Longitud de camino más corto promedio

El cálculo de la longitud de camino más corto promedio fue la operación que

requirió más tiempo de cómputo debido a que primero se calcula el camino

más corto entre todas las combinaciones posibles de nodos y posteriormente

se hace el promedio (alrededor de un minuto por red). En las figuras 3.9 y

3.10 se muestra 〈d〉, dado por la ecuación 2.19, en función de los parámetros

de control.
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Figura 3.9: Promedio de camino más corto en redes obtenidas mediante el
AVN en el modelo de Ising.

Resulta evidente que la desviación estándar de la media es significativa-

mente mayor en comparación a la del grado y la transitividad promedio, sin

embargo, se observa en ambas gráficas una tendencia en la que disminuye 〈d〉

a medida que el parámetro de control se aproxima al valor cŕıtico por ambos

sentidos y que el valor mı́nimo del ensamble se encuentra dentro de la región

de transición.
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Figura 3.10: Promedio de camino más corto en redes obtenidas mediante el
AVN en el modelo de Kuramoto. Al igual que en la figura 3.9, la desviación
estándar de los datos es grande; sin embargo, las semejanzas cualitativas
entre ambos modelos no son tan notorias entre ambas figuras.

Transitividad promedio

La transitividad o también llamado coeficiente de agrupamiento (clustering

coefficient en inglés), definida por la ecuación 2.21, se muestra en las gráficas

3.11 y 3.12 para los modelos de Ising y de Kuramoto respectivamente. En el

de Ising se observa que para T < Tc , 〈C〉 aumenta sutilmente conforme T

se aumenta hasta un punto en el cual 〈C〉 comienza a decaer cada vez más

rápido hasta entrar en la zona cŕıtica con T ≈ Tc, y en la tercer zona 〈C〉

comienza a crecer más lentamente. El comportamiento de 〈C〉 en función de

la temperatura en el modelo de Kuramoto es en sentido inverso al de Ising.
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Figura 3.11: Transitividad (clustering coefficient) promedio de redes
obtenidas mediante AVN en el modelo de Ising. Obsérvese que en la región
T < Tc el valor de 〈C〉 comienza a aumentar de forma constante al incremen-
tar T hasta cierto valor de temperatura a partir del cual 〈C〉 cae rápidamente.
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Figura 3.12: Transitividad (clustering coefficient) promedio de redes
obtenidas mediante AVN en el modelo de Kuramoto. Observamos que cerca
de la zona cŕıtica se preserva cierta simetŕıa con respecto a la figura 3.11

Detección de comunidades

Para la detección de comunidades se implementó el algoritmo infomap, de-

scrito en el caṕıtulo 2 a cada una de las redes. En las figuras 3.13 y 3.14 se

observan ejemplos de la visualización de las comunidades en las redes para

distintos valores del parámetro de control en el modelo de Ising y de Ku-

ramoto respectivamente, aśı como la representación de dichas comunidades

en la serie de tiempo. Dichas figuras nos ayudan a ver el tipo de estructuras

en la serie de tiempo que forma comunidades. Por otra parte, se puede ob-

servar que la diferencia entre los tamaños de las comunidades en las zonas

no cŕıticas no es tan drástica como en las zonas cŕıticas.
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Figura 3.13: Detección de comunidades con el algoritmo infomap en redes
obtenidas mediante el AVN en el modelo de Ising. Se eligió la gama de colores
del espectro visible de modo que el violeta corresponde a las comunidades más
grandes y las más pequeñas tienden al rojo. Arriba podemos observar la serie
de tiempo y la red asociada a T < Tc, y en medio y abajo, las correspondientes
a T ≈ Tc y T > Tc respectivamente. Obsérvese que, en T ≈ Tc, los valles en
la serie de tiempo, a diferentes escalas, forman comunidades.
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Figura 3.14: Detección de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVN correspondientes al modelo de Kuramoto.
El código de colores es el mismo que el que se usó en 3.13. Arriba podemos
observar la serie de tiempo y la red asociada a K < Kc, y en medio y abajo,
las correspondientes a K ≈ Kc y K > Kc respectivamente.

Para obtener información sobre el comportamiento de las comunidades

de las redes obtenidas mediante el AVN cuando los modelos se aproximan
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a la transición de fase, se procedió a calcular las distribuciones de tamaño

de comunidad. Para ello se calculó la distribución de tamaño de comunidad

asociado a la red, es decir, un “histograma normalizado” de la frecuencia

de aparición de comunidades conformadas por X número de nodos. Dicho

procedimiento se hizo para cada una de las 100 redes con el mismo valor del

parámetro de control y se obtuvo un promedio de dicha distribución.

Figura 3.15: Distribución de tamaños de comunidad en el modelo de Ising
en las tres regiones. En esta figura se muestra una comparación entre las
distribuciones correspondientes a las tres zonas de T y se observa que, en una
amplia región de tamaños de comunidad, la distribución correspondiente a
Tc = 2.27 sigue una recta en escalas logaŕıtmicas.

Las figuras 3.15 y 3.16 muestran la distribución de tamaño de comunidad

en cada una de las tres distintas regiones del modelo de Ising y de Kuramoto

respectivamente. En ambas se puede notar que la cola de la distribución

correspondiente al valor cŕıtico es más larga en comparación con las distribu-

ciones de las dos regiones no cŕıticas.
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Figura 3.16: Distribución de tamaños de comunidad en el modelo de Ku-
ramoto en las tres regiones. En esta imágen, la forma que recta que toma
la distribución de tamaños en K ≈ Kc no se encuentra tan definida como
en la figura 3.15, sin embargo, en comparación a las distribuciones de las
zonas no cŕıticas, es la distribución que mas se ajusta a una recta en escalas
logaŕıtmicas.

Además, podemos observar que mientras las distribuciones de las dos

regiones no cŕıticas tienen una forma curva que cae rápidamente en escalas

logaŕıtmicas, la distribución correspondiente al valor cŕıtico toma la forma

de una recta con pendiente negativa a partir de la comunidades de tamaños

chicos (de 21 nodos para el modelo de Ising y 49 nodos para el de Kuramoto),

considerando que en el de Ising se llegan a detectar comunidades de 300 nodos

y en el de Kuramoto de hasta 900 aproximadamente.
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Figura 3.17: Regresión logaŕıtmica de la distribución de tamaños de comu-
nidad en el modelo de Ising. La presente gráfica muestra una comparación de
los datos con la regresión logaŕıtmica, la cual se obtuvo tomando en cuenta
la distribución de tamaños de comunidad de 21 a 177 nodos.

Una vez que se observó que las distribuciones de tamaños de comunidad

siguen una ley de potencias, se obtuvieron las ecuaciones de las curvas que

describen a las distribuciones mediante una regresión logaŕıtmica, tomando el

segmento de tamaños de comunidad que más representa una recta en escalas

logaŕıtmica. El intervalo de tamaños de comunidades para hacer dicho ajuste

se consideró bajo un criterio personal, resultado de la observación de las

gráficas y se obtuvieron las distribuciones P (x) = (26.16± 6.882)x−2.26±0.058

y P (x) = (4.77 ± 1.7999)x−1.59±0.078 para los modelos de Ising y Kuramoto

respectivamente. En las figuras 3.17 y 3.18 se muestran las distribuciones en

la zona cŕıtica de ambos modelos comparados con el ajuste.
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Figura 3.18: Regresión logaŕıtmica de la distribución de tamaños de comu-
nidad en el modelo de Kuramoto. En esta gráfica se comparan los datos con
la regresión logaŕıtmica, la cual se obtuvo tomando en cuenta la distribución
de tamaños de comunidad de 49 a 213 nodos.

3.1.2 Algoritmo de visibilidad horizontal en ambos mod-

elos

Se implementó el AVH en python para obtener redes de 4000 nodos y se

hizo el mismo análisis que se hizo para las redes obtenidas mediante el AVN.

Las figuras 3.19 y 3.20 muestran algunos ejemplos de las redes obtenidas, en

donde no se observan cambios drásticos para los parámetros T y K en sus

valores cŕıticos en comparación a los que se notan mediante el AVN.
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(a) T < Tc (b) K < Kc

(c) T ≈ Tc (d) K ≈ Kc

(e) T > Tc (f) K > Kc

Figura 3.19: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
horizontal del modelo de Ising ((a), (c) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))
para las tres regiones del parámetro de control empleando el algoritmo de
Fruchterman y Reingold.
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(a) T < Tc (b) K < Kc

(c) T ≈ Tc (d) K ≈ Kc

(e) T > Tc (f) K > Kc

Figura 3.20: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
horizontal del modelo de Ising ((a), (c) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))
para las tres regiones del parámetro de control con los nodos ordenados en
un arreglo circular.
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Distribución de grado

Se obtuvieron las distribuciones de grado para ambos modelos, las cuales

mostraron variaciones muy sutiles entre las tres regiones. Además, éstas

mostraron tener un grado máximo considerablemente menor con respecto a

los obtenidos mediante el AVN (figuras 3.21 y 3.22).

Figura 3.21: Distribuciones de grado en el modelo de Ising obtenidas por el
AVH. Además de que el grado máximo es mucho menor al del AVN, se puede
observar que no hay diferencias tan importantes entre las distribuciones de
las tres regiones

A pesar de ello se procederá a medir el grado promedio y el resto de las

propiedades topológicas que se midieron en la sección anterior,
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Figura 3.22: Distribuciones de grado en el modelo de Kuramoto obtenidas
mediante el AVH. Al igual que en el modelo de Ising, el AVH crea nodos
con grado máximo mucho menor a los creados con el AVN, Además de que
las distribuciones son muy similares para distintos valores del parámetro de
control

Grado promedio

Las figuras 3.23 y 3.24 muestran los resultados obtenidos al calcular el grado

promedio para el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente. En 3.23

observamos que, en la región T < Tc, el grado promedio crece conforme

aumenta T hasta llegar a la región T ≈ Tc, en donde, disminuye el valor del

grado promedio repentinamente para recuperarse en la zona T > Tc, en la

cual el grado promedio sigue aumentando pero de asintótica. En la figura

3.24 se observa un comportamiento análogo al que ocurre en el modelo de

Ising, pero recorrido en sentido contrario.

Es importante resaltar que la mayoŕıa de las gráficas presentadas han

preservado cierta simetŕıa axial con respecto al valor cŕıtico entre ambos
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modelos; sin embargo, las del grado promedio de las redes obtenidas mediante

el AVH nos permite obtener ciertas interpretaciones.

Figura 3.23: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVH en el
modelo de Ising. Obsérvese que el valor de 〈k〉 va en aumento conforme
el sistema transita de la zona estática a aquella en la que predominan las
fluctuaciones estocásticas, mientras que en la zóna cŕıtica hay una caida en
dicho valor.
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Figura 3.24: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVH en el
modelo de Kuramoto. En este caso observamos el mismo comportamiento
culitativo que en la figura3.23, en donde se preserva la simetŕıa axial con
respecto al valor cŕıtico

Por una parte, en el algoritmo de metrópolis con el cual se obtuvo la

serie de modelo de Ising, podemos observar que en uno de los casos extremos

cuando T → 0⇒ exp(−∆E/kT )→ 0, y por lo tanto, el número aleatorio 0 <

r < 1 no podrá generar cambios en el sistema, y despues de un determinado

número de iteraciones, el sistema minimizará su enerǵıa hasta mantenerla fija

obteniendo como resultado una serie de tiempo constante. Si se considera

el caso opuesto en el cual T → ∞, el sistema se encontrará en constante

cambio de modo que la aleatoriedad del sistema se haga presente en la serie

de tiempo.

Por otra parte, un análisis análogo en el modelo de Kuramoto permite

ver que en el ĺımite cuando K → 0, se desprende de la ecuación 1.5 que

θi(t) = ωit+ ci, en donde ci es la fase inicial del oscilador i. Sustituyendo en
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la ecuación 1.3 se obtiene

reiψ =
1

N

N∑
j=1

ei(ωjt+cj). (3.1)

Si consideramos que la distribución de de frecuencias naturales de vi-

bración es simétrica con respecto a Ω = 0 y que la fase inicial de todos los

osciladores es la misma (los cuales cambiarán su fase rápidamente, pues el

acoplamiento es nulo), se puede escribir la ecuación 3.1 como

reiψ =
eic

N

∑
ωi∈{0,...,ωmax}

eiωt + e−iωt. (3.2)

Calculando la magnitud de r y empleando la propiedad 2cos(z) = eiz +

e−iz, se obtiene de la ecuación 3.2

r(t) =
2

N

∑
ωi∈{0,...,ωmax}

cos(ωit). (3.3)

Lo anterior se ha hecho para mostrar que cuando K → 0, |r(t)| no se

mantiene constante en el tiempo, pues al calcular la derivada resulta

dr(t)

dt
=
−2

N

∑
ωi∈{0,....ωmax}

ωisin(ωit), (3.4)

lo cual no necesariamente se anula.

Por otro lado, si consideramos el caso extremo en el cual K → ∞, se

obtiene θi = ψ para todos los osciladores, lo cual implica que r = 1 no tiene

dependencia temporal y por lo tanto se mantiene constante.

Las caracteŕısticas mencionadas anteriormente se relacionan con el grado

promedio mediante el teorema 2.3.1, el cual implica que para series de tiempo

constantes bi-infinitas, 〈k〉 = 2, que es la tendencia que siguen los sistemas
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cuando el parámetro de control se aproxima al valor en el cual las series de

tiempo se vuelven constantes, mientras que para las aperiódicas 〈k〉 = 4,

lo cual se relaciona con el crecimiento asintótico en la región en donde el

parámetro de control se aproxima al valor en el cual predominan la fluc-

tuaciones estocásticas o caóticas en las series de tiempo. Finalmente, la

disminución del grado promedio en la región de la zona cŕıtica, se relaciona

con que el sistema se encuentra en un umbral entre ambas dinámicas.

Longitud de camino más corto promedio

En las figuras 3.25 y 3.26 se muestra el promedio de las longitudes de camino

más corto. En éstas se observa que al tener menos enlaces que las redes

obtenidas mediante AVN, la magnitud de 〈d〉 es mayor, pero a diferencia

del AVN en donde 〈d〉 disminúıa en el valor cŕıtico y se presentaba una

amplia desviación de 〈d〉 para todos los valores de T y de K , en el AVH, 〈d〉

aumenta abruptamente en el valor cŕıtico y la desviación que se presenta es

mucho menor. Obsérvese que una vez más se presenta simetŕıa axial entre

las gráficas de ambos modelos.
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Figura 3.25: Promedio de longitud de camino más corto en AVH en el modelo
de Ising.

Figura 3.26: Promedio de longitud de camino más corto en AVN en el modelo
de Kuramoto



72

Transitividad promedio

La transitividad guarda una relación muy estrecha con el grado promedio

cuando se trata de series de tiempo aleatorias. De hecho se ha demostrado

para series de tiempo aleatorias que el coeficiente de agrupamiento local se

puede escribir en función del grado k como C(k) = 2/k [42]. Las figuras 3.27 y

3.27 muestran el coeficiente de agrupamiento de las redes de ambos modelos

a distintos valores del parámetro de control. Una comparación cualitativa

con las gráficas del grado promedio resulta muy similar principalmente en el

modelo de Kuramoto, mientras que en el de Ising se puede observar que en la

región T > Tc, el coeficiente de agrupamiento promedio aumenta en función

de la temperatura de manera aproximadamente lineal.

Figura 3.27: Transitividad (clustering coefficient) promedio en AVH en el
modelo de Ising
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Figura 3.28: Transitividad (clustering coefficient) promedio en AVH en el
modelo de Kuramoto.

Detección de comunidades

Finalmente, se implementó el algoritmo infomap para detectar comunidades

en las redes obtenidas mediante el AVH y comprobar si la distribución de

tamaños cumple o no alguna ley de potencias en el valor cŕıtico, aśı como

averiguar el tipo de estructuras en la serie de tiempo que conforman las

comunidades.

Las figuras 3.29 y 3.30 muestran ejemplos de las visualizaciones de las

comunidades detectadas para las tres distintas regiones del parámetro control

en el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente. En éstas se puede

notar que los grupos se componen de un número de nodos mucho menor que

los que se alcanzaban a formar en el caso del AVN y por consecuencia, el

número de comunidades detectadas se duplicó (300 comunidades detectadas

en ambos modelos aproximadamente para todos los valores del parámetro
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de control). También se observa que no se detecta ningún patrón particular

en la serie de tiempo correspondientes al valor cŕıtico como ocurŕıa con el

AVN. Para obtener mayor información sobre las comunidades en el AVH se

calcularon las distribuciones de tamaño de comunidad. Las figuras 3.31 y

3.32 muestran la distribución para un valor en cada una de las tres zonas del

parámetro de control en el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente.

El resultado es que a diferencia del AVN, no se encuentra ninguna ley de

potencias y las distribuciones son muy similares en los tres casos.
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Figura 3.29: Detección de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVH correspondientes al modelo de Ising. Se
empleó el código de colores descrito en la figura 3.13.
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Figura 3.30: Detección de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVH correspondientes al modelo de Kuramoto.
Se empleó el código de colores descrito en la figura 3.13.
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Figura 3.31: Distribución de tamaños de comunidad en el modelo de Ising
en las tres regiones con el AVH

Figura 3.32: Distribución de tamaños de comunidad en el modelo de Ku-
ramoto en las tres regiones con el AVH.
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3.2 Resultados generales y un análisis com-

parativo

Varias de las gráficas que han sido exhibidas presentan diferencias entre las

tres regiones que se definieron previamente para los parámetros de control

T y K. Aunque no todas funcionan como alertas tempranas, algunas nos

sirven para obtener información sobre el comportamiento del sistema como

es el caso del grado promedio en el AVH. Cabe destacar que en el modelo

de Ising resulta que en la primer región T < Tc el sistema presenta cierto

orden espacial en el cual la gran mayoŕıa de los espines se encuentran alin-

eados en una misma dirección, y más aún, si se considera el caso T = 0, la

serie de tiempo se vuelve constante. En el modelo de Kuramoto ocurre algo

similar en la tercera región K > Kc, sin embargo, en este caso el orden se

presenta en un sentido temporal, en donde la gran mayoŕıa de los osciladores

se encontrarán en sincrońıa, además de que si se considera K → ∞, la se-

rie de tiempo resultante será constante. Por otra parte, la tercera región

en el modelo de Ising T > Tc presenta “desorden” espacial, ya que, debido

a que las fluctuaciones térmicas se vuelven predominantes en el sistema, la

configuración de los espines es aleatoria para dichos valores de temperatura,

mientras que algo análogo sucede en el modelo de Kuramoto en la primera

región K < Kc, en donde los osciladores vibran a distintas fases, comple-

tamente fuera de sincrońıa. Por último, en ambos modelos se presenta la

transición de fase en la segunda región T ≈ Tc y K ≈ Kc. Las similitudes

que presentan ambos modelos en las tres regiones justifican la simetŕıa axial

que se observa entre las gráficas de las propiedades topológicas de las redes

en función del parámetro de control (grado promedio, transitividad promedio

y longitud de camino más corto promedio).
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A continuación se expondrá la efectividad de cada uno de los algoritmos

como alerta temprana, en donde se considerará que son útiles si la misma

propiedad topológica tiene el mismo comportamiento cualitativo en ambos

sistemas cuando éste se encuentra próximo a la transición de fase.

3.3 El algoritmo de visibilidad natural para

la detección de alertas tempranas

El AVN mostró detectar cambios en las redes incluso en la visualización de

éstas al variar el parámetro de control en ambos modelos. Las distribuciones

de grado tuvieron un dominio mucho más amplio en los valores cŕıticos, sin

embargo, resulta más cómodo usar una magnitud como alerta temprana en

lugar de una distribución.

En primer lugar, el grado promedio funciona como alerta temprana en

ambos modelos tanto para valores del parámetro de control menor al valor

cŕıtico como para valores mayores, pues un incremento de dicha magnitud

significa que el parámetro de control se aproxima a su valor cŕıtico en ambos

sentidos. Dicho valor está relacionado con el número de conexiones en la red,

lo cual indica que conforme el sistema se aproxima a la transición de fase, L

aumenta significativamente. Considerando que los algoritmos de visibilidad

son invariantes bajo transformaciones afines, el incremento en la varianza

en las series de tiempo de un sistema próximo a una transición de fase no

justifica el comportamiento de 〈k〉, sin embargo, el incremento en la auto-

correlación si lo hace, pues si suponemos que un valor xi está conectado con

xj, la probabilidad de que xi esté conectado también con xj−1 y xj+1 será

mayor conforme la auto-correlación de la serie de tiempo aumenta.

Debido a que el aumento en la auto-correlación genera que un elemento
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xi logre ver a una mayor cantidad de datos, la longitud de camino más

corto promedio se reducirá en las redes cuando el sistema se aproxime a

la transición de fase, lo cual significa que el flujo de información en la red

es óptimo en el valor cŕıtico. Cabe mencionar que las gráficas 3.9 y 3.10

muestran que la desviación de 〈d(T )〉 es mucho mayor en comparación a todas

las demás gráficas, sin embargo, en [45] se calcula la longitud de camino más

corto promedio para el modelo de Ising empleando redes desde 100 × 100

nodos hasta 300× 300 nodos y se logra reducir la desviación, además de que

es el valor que más vaŕıa según el número de nodos que se consideren en la

red. Es por esto que 〈d〉 funciona como alerta temprana en ambos sentidos

siempre y cuando se consideren series de tiempo suficientemente grandes, de

al menos 10,000 nodos, sin embargo el tiempo de cómputo que toma realizar

dicho cálculo y contar con series de tiempo tan grandes no siempre será lo

más práctico.

El coeficiente de agrupamiento promedio también funciona como alerta

temprana en ambos modelos. En el de Ising se puede observar que en la

primer región T < Tc al principio, 〈C〉 aumenta ligeramente de manera uni-

forme hasta cierto valor de temperatura en el cual 〈C〉 comienza a disminuir

drásticamente conforme la temperatura se aproxima al valor cŕıtico. En este

sentido, la transitividad promedio funciona mejor en la región de temperat-

uras mayores a la cŕıtica en el modelo de Ising, mientras que en el modelo

de Kuramoto funciona bien de ambos lados.

Cabe destacar que a pesar de que el número de conexiones y el grado

promedio aumenta en las redes correspondientes a los valores cŕıticos de

ambos modelos, la transitividad toma su valor mı́nimo en la transición de

fase.

La distribución de tamaños de comunidades obtenida mediante el algo-
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ritmo infomap resultó ser otra alerta temprana, ya que cerca del valor cŕıtico,

dicha distribución tomaba la forma de una ley de potencias.

AVN en modelo de Ising.

Alerta temprana
Región efectiva

T < Tc T > Tc Simétrico

〈k〉 ×
〈d〉 ×
〈C〉 ×
P (X) ×

Tabla 3.1: Tabla de utilidad de grado promedio, camino más corto prome-
dio, transitividad promedio y distribución de tamaños de comunidad (P (X))
como alertas tempranas dependiendo de la región por la cual se aproxima la
temperatura al valor cŕıtico en las redes de visibilidad natural en el modelo
de Ising.

A modo de resumen, las tablas 3.1 y 3.2 muestran las regiones de efectivi-

dad del grado promedio, camino más corto promedio, transitividad promedio

y distribución de tamaños de comunidad como alertas tempranas de las re-

des que se obtuvieron por el algoritmo de visibilidad natural. La mayoŕıa

resultaron ser efectivas en las dos regiones de los extremos.

AVN en modelo de Kuramoto.

Alerta temprana
Región efectiva

K < Kc K > Kc Simétrico

〈k〉 ×
〈d〉 ×
〈C〉 ×
P (X) ×

Tabla 3.2: Tabla de utilidad de grado promedio, camino más corto promedio,
transitividad promedio y distribución de tamaños de comunidad de las redes
obtenidas mediante el AVN como alertas tempranas dependiendo de la región
por la cual se aproxima la constante de acoplamiento al valor cŕıtico en el
modelo de Kuramoto .
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3.4 El algoritmo de visibilidad horizontal para

la detección de alertas tempranas

La visualización de las redes obtenidas mediante el AVH no mostró cambios

tan notables en comparación al AVN, sin embargo, las redes si mostraron

cambios importantes cuando se trataba de la región cŕıtica.

Al obtener las distribuciones de grado no se detectó demasiada diferencia

en función del parámetro de control, sin embargo, al calcular el grado prome-

dio se obtuvo un comportamiento análogo en ambos modelos, el cual refleja

la naturaleza de éstos, y aunque no necesariamente funciona como alerta

temprana, si puede ser útil para entender la dinámica de diversos modelos,

y en el mejor de los casos, de sistemas reales.

La longitud de camino promedio resultó ser la alerta temprana más efec-

tiva para el AVH, pues los valores de 〈d〉 crecen a más del doble en el valor

cŕıtico y es útil en la región de los valores de parámetro de control mayor y

menor al valor cŕıtico. Cabe observar que lo que sucede con 〈d〉 en el AVH es

opuesto a lo que ocurre con el AVN, y que para nuestros fines, la medición

de 〈d〉 resulta más útil como alerta temprana en el AVH que en el AVN.

Por otra parte, el uso de la transitividad promedio en el AVH como alerta

temprana es bastante limitado, pues el comportamiento en las regiones T <

Tc y en K > Kc en los modelos de Ising y de Kuramoto respectivamente,

a pesar de ser análogo, tiene distintos comportamientos y en T > Tc y en

K < Kc el comportamiento no es análogo, por lo cual su efectividad como

alerta temprana es nulo en dichas regiones.

La detección de comunidades en el AVH resultó de poca utilidad, pues la

distribución de tamaños de comunidad no mostró cambios importantes para

los valores cŕıticos, además de que no se detectaron comunidades con una
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estructura tan evidente como en el caso de las redes del AVN.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Esta investigación brinda un estudio comparativo entre el modelo de Ising y

el de Kuramoto, en donde se ha utilizado el AVN y el AVH para contrastar

la utilidad que ofrece cada uno para la predicción de transiciones de fase.

Para el AVN, el grado promedio resultó ser una buena alertas temprana

en ambos modelos, mientras que la transitividad promedio resulta efectiva

en el de Kuramoto, más no aśı en el de Ising, pues a pesar de que dicho

indicador muestra una discontinuidad en los dos modelos en la zona de tran-

sición, resulta que en la primera y tercera región hay intervalos en los que la

pendiente es positiva. Aún aśı, la transitividad es un indicador que vale la

pena continuar investigando, pues la pendiente positiva m que se aprecia en

la región en donde T < Tc se obtiene que m < 0.01, es decir, la pendiente

es muy cercana a cero, además de que cuando T se aproxima a Tc se puede

observar un comportamiento simétrico.

En el caso de la longitud de camino más corto promedio, a pesar de

que el valor mı́nimo del ensamble se encuentra en la zona de transición,

no resulta tan efectivo debido a que la desviación de los datos obtenidos

mediante este método es considerablemente mayor en comparación con el
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caso del grado y la transitividad promedio. Para disminuir la desviación de

la longitud de camino más corto promedio se podŕıan tomar en cuenta series

de tiempo más grande y quizá un ensamble mayor, no obstante, el tiempo de

cómputo para realizar dicho cálculo aumenta considerablemente de manera

no lineal al incrementar el tamaño de las redes, por lo que sugiero que este

indicador sea tomado en cuenta por el lector bajo las consideraciones que

aqúı se mencionan. Por otra parte, la detección de comunidades funcionó

no sólo como alerta temprana al hallar que la distribución de tamaños de

comunidad en ambos modelos cumple una ley de potencia, sino que nos

permite visualizar el tipo de estructuras en la serie de tiempo que forman

dichas comunidades: valles con formas similares y a distintas escalas; además,

el hecho de que la distribución de tamaños de comunidad cumpla con una ley

de potencias en el valor cŕıtico está relacionado con la invariancia de escala

que presenta el sistema en la transición de fase. Si bien, se ha observado que

algunos sistemas presentan leyes de potencia en los patrones espaciales[22] o

en la distribución de frecuencias, mostrando invariancia de escala temporal

[13] cuando el sistema sufre una transición de fase, en este trabajo se ha

mostrado que las series de tiempo presentan patrones que se repiten en la

serie de tiempo a diversas escalas temporales mediante el AVN.
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(a) 〈k(T )〉′ en el modelo de Ising (b) 〈k(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

(c) 〈C(T )〉′ en el modelo de Ising (d) 〈C(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

(e) 〈d(T )〉′ en el modelo de Ising (f) 〈d(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

Figura 4.1: Derivada numérica de los indicadores en ambos modelos mediante
el AVN
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(a) 〈k(T )〉′ en el modelo de Ising (b) 〈k(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

(c) 〈C(T )〉′ en el modelo de Ising (d) 〈C(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

(e) 〈d(T )〉′ en el modelo de Ising (f) 〈d(K)〉′ en el modelo de Kuramoto

Figura 4.2: Derivada numérica de los indicadores en ambos modelos mediante
el AVH

Por otro lado, a pesar de que la longitud de camino más corto resultó ser
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el único indicador que funcionó como alerta temprana en el caso del AVH, la

transitividad promedio proporcionó información valiosa para la descripción

de los sistemas. Una disminución de dicho valor indica que una transición de

fase se aproxima o que el sistema adquiere cada vez una configuración más

ordenada y con menos fluctuaciones.

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra la derivada numérica del grado, la

transitividad y el camino más corto promedio. En estas gráficas se puede

observar claramente, a excepción del camino más corto promedio mediante

el AVN, que estos indicadores presentan un cambio abrupto en su tenden-

cia cuando se aproxima la transición, por lo que se puede concluir que los

algoritmos que se emplearon como alertas tempranas detectan la transición

en los dos modelos que se estudiaron. Uno podŕıa preguntarse ¿con cuánta

anticipación se podŕıa inferir que alguno de estos modelos sufrirá una tran-

sición de fase empleando los algoritmos de visibilidad?. En este trabajo se

muestra que, mediante el AVN, en cuanto se detecte que el grado promedio

presenta un incremento, o bien, mediante el AVH si la longitud de camino

aumenta se puede afirmar que una transición se aproxima.

Dado que ambos algoritmos resultaron de utilidad en los dos modelos

tanto para la descripción del sistema, como para la alerta de transiciones

de fase, además de que tanto el modelo de Ising çomo el de Kuramoto se

han empleado para estudiar sistemas reales en las áreas de la ciencias so-

ciales, medicina o bioloǵıa [5]-[12], se propone como ĺıneas de investigación a

futuro comprobar su efectividad en más modelos que presenten cambios de

fase, incluyendo series de tiempo de sistemas reales y de diversas disciplinas.

Comprobar la efectividad en diversas disciplinas tendŕıa diversas utilidades

prácticas, cómo prever cuando va a ocurrir un ataque epiléptico con mayor

certeza al usar un nuevo indicador por ejemplo.
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Por otro lado, también se propone implementar el algoritmo de detección

de comunidades para investigar sobre la generalidad de la ley de potencias en

la distribución de tamaños de comunidad en las series de tiempo (obtenidas de

datos reales como de modelos de diversas disciplinas) durante la transición

de fase e implementar el AVH para verificar que el comportamiento de la

transitividad promedio es el esperado y comprender la dinámica de los estados

en los que se pueden encontrar los sistemas.



Bibliograf́ıa

[1] Kuznetsov, Yuri A. Elements of applied Bifurcation Theory, Second

Edition, Springer, New York, 1998.

[2] Kuramoto, Y., 1975 Int. Symp. on Mathematical problems in theoret-

ical physics,edited by H. Araki (Springer, New York), volume 39 of Lect.

N. Phys., pp. 420-422.

[3] Daniels, Bryan C. Synchronization of Globally Coupled Nonlinear Os-

cillators: the Rich Behavior of the Kuramoto Model, May 6, 2005

[4] Acebrón, Juan A. Bonilla, L. et. añ. The Kuramoto modell: A sim-
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