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Resumen

Con el propésito de hallar nuevos métodos para la deteccién de alertas tem-
pranas, en este trabajo se propone el uso de los algoritmos de visibilidad
[41]-[44], los cuales mapean series de tiempo a redes. Asimismo, se pone
a prueba la utilidad y efectividad de este novedoso método de analisis de
series de tiempo. Para ello se estudiaron dos importantes modelos de la
fisica que presentan transiciones de fase: el modelo de Ising en dos dimen-
siones y el modelo de Kuramoto. Se analizaron algunas de las propiedades
topologicas de las redes resultantes mediante los algoritmos de visibilidad
natural y horizontal de las series de tiempo obtenidas mediante simulaciones
computacionales, tales como la distribucion de grado, el grado promedio, la
longitud de camino mas corto promedio, la transitividad y la detecciéon de
comunidades mediante el algoritmo infomap. Lo anterior con la finalidad
de presentar un estudio comparativo entre ambos sistemas que muestre los
cambios cualitativos y cuantitativos de las redes ante las transiciones de fase,

y asi poner a prueba la versatilidad de dicho método.

Se hallé que para las series de tiempo cercanas a la transicion de fase,
la distribucién de tamanos de comunidad de las redes obtenidas mediante
el algoritmo de visibilidad natural cumplen una ley de potencias. Por otra
parte, en el algoritmo de visibilidad horizontal, inicamente la longitud de

camino mas corto promedio resulté de utilidad como alerta temprana , sin



embargo, algunos valores como el grado promedio resultaron de utilidad para

describir la dindmica de ambos sistemas.
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Introduccion

Si bien, las transiciones de fase entre los estados de agregacion de la mate-
ria o entre el estado de materiales ferromagnéticos son de interés y han sido
profundamente estudiados por la fisica, fendmenos tales como extinciones de
especies[18], cambios en el clima[19], ataques epilépticos[20], etc. son de alto
impacto y pueden entrar en la categoria de sistemas que presentan transi-
ciones de fase. Por ello, recientemente, se ha mostrado un gran interés en el
estudio de alertas tempranas, para desarrollar métodos que ayuden a prever
cuando una transicién de fase se encuentra préxima a ocurrir, empleando
principalmente técnicas como el analisis de series de tiempo o andlisis de
imagenes[22].

En el presente trabajo se estudiaron en particular dos modelos clasicos de
la fisica que presentan transicion de fase: el modelo de Ising en dos dimen-
siones y el modelo de Kuramoto, pues ambos son modelos muy estudiados y
recientemente se ha investigado detalladamente sobre las alertas tempranas
que presentan ambos modelos mediante el andlisis de series de tiempo [23]-
[13], asi como con el uso del algoritmo de visibilidad natural[45] en el caso
del modelo de Ising. Sin embargo, en el presente trabajo se pone a prueba la
efectividad del algoritmo de visibilidad natural en el modelo de Kuramoto y

también se empleara el de visibilidad horizontal para comprobar su utilidad.

Cabe mencionar que tanto el modelo de Ising como el de Kuramoto han



sido empleados para modelar diversos sistemas que son campo de estudio de
areas de conocimiento como la biologia y la sociologia, de hecho, el mod-
elo de Kuramoto tiene sus origenes en el modelado de la sincronizacion
de luciérnagas [5]. Por ello, en este trabajo no sélo se pretende probar la
efectividad de las alertas tempranas en sistemas fisicos, sino que se sug-
iere la implementacion de éstas para diversos sistemas, de diversas ramas
del conocimiento, incluyendo los sistemas complejos. Dicho lo anterior, esta
investigacion tiene como objetivo principal, mediante un estudio compara-
tivo entre ambos modelos, brindar herramientas generales para la prediccion
de transiciones de fase para aquellos casos en los cuales el comportamiento

dindamico del sistema se pueda describir a través series de tiempo.

Este trabajo se divide en cuatro capitulos:

1. Modelo de Kuramoto, modelo de Ising y sus transiciones de
fase: En este capitulo se describiran los dos modelos que presentan
transicién de fase y se daran las bases para el desarrollo de las simula-
ciones computacionales que seran indispensables para la obtencion de

las series de tiempo.

2. De series de tiempo a redes: En esta seccién se proporcionaran los
conceptos necesarios para el analisis que se hara sobre los modelos de-
scritos en la primera parte, se hablara sobre los métodos convencionales
para la deteccién de alertas tempranas, asi como su fundamento. Pos-
teriormente se hard un breve estudio de teoria de redes a modo de
repaso, en donde se describiran algunos conceptos y definiciones basicos
incluyendo el algoritmo infomap para la deteccién de comunidades y se
concluiré el capitulo con la descripcién de los algoritmos de visibilidad

natural y horizontal.



3. Desarrollo, resultados y anadlisis: En este apartado se describe el
procedimiento con el cual se aplicaron las herramientas de analisis del
segundo capitulo, asi como la implementacion de los modelos, en donde

se presentan y se describen los resultados.

4. Conclusiones: Finalmente, en este capitulo se presenta una sintesis
de la investigacién, se evalia la efectividad de los métodos propuestos
como alertas tempranas y se proponen posibles lineas de investigacion

a futuro sobre el tema.






Capitulo 1

Los dos modelos y sus

transiciones de fase

Existe una basta cantidad de sistemas que presentan cambios cualitativos
abruptos cuando uno de sus parametro varia ligeramente. En fisica, a dichos
cambios se les denomina “transiciones de fase”, estan relacionadas con un
fenémeno propio de los sistemas dindmicos llamado bifurcaciones[1] y ocur-
ren cuando se presenta una singularidad en la energia libre y por lo tanto la
primera derivada es discontinua, sin embargo, dicho término se puede exten-
der a objetos de estudio de diversas areas del conocimiento, los cuales pueden
ser campo de investigacién de las ciencias de la complejidad, que estudian
sistemas compuestos de un gran nimero de elementos que interactian entre

si, presentando una dinamica global no lineal.

En este capitulo se describiran dos modelos esenciales de la fisica; el
primero de ellos es el modelo de Kuramoto, el cual trata el problema de un
gran numero de osciladores armonicos acoplados en donde la transiciéon de
fase se presenta al variar la constante de acoplamiento entre los osciladores,

y como se vera mas adelante, al incrementar dicho valor, el sistema se sin-



cronizara pasando del “desorden” al “orden” en el sentido temporal. Por otra
parte, el modelo de Ising describe la dinamica de un material ferromagnético,
y en dos dimensiones consiste en una red cuadrada en donde cada celda puede
ocupar dos estados distintos, y resulta que al incrementar la temperatura, el

sistema transita del “orden” al “desorden” en un sentido espacial.

Se eligieron estos dos modelos como objeto de estudio ya que ambos se
han empleado para investigar otro tipo de sistemas relevantes ademas de los
fisicos. Vale la pena consultar las fuentes [5]-[12] si el lector desea algunos
de estos ejemplos de aplicaciones de los modelos, y particularmente [6]-[7],
ya que en éstos se aplica el modelo de Kuramoto y el de Ising, respectiva-
mente, para describir el mismo sistema. Por otro lado, los dos modelos han
sido profundamente estudiados desde el campo de la fisica y son relativa-
mente faciles de resolver y simular, lo cual nos permitird centrarnos en la
deteccion de las alertas tempranas empleando algoritmos de visibilidad. En
las siguientes secciones se describiran con mayor detalle ambos modelos y se

retomaran las aplicaciones.

1.1 Modelo de Kuramoto

En la década de 1960, Arthur Winfree estudié el comportamiento de un gran
numero de ciclos limite de osciladores interactuando para estudiar la sin-
cronizacion colectiva de las luciérnagas, en donde propuso un modelo bajo los
supuestos de que los osciladores son cercanamente idénticos y el acoplamiento
entre estos es pequeno, asi, el sistema se puede describir mediante una aprox-
imacion de campo medio, en donde la evolucién de la fase 6; de cada oscilador
1 esta dada por una combinacién lineal de la frecuencia natural w; de dicho

oscilador y el estado de todos los osciladores acoplados entre si, el cual se



puede describir si se considera que la sensibilidad de cada oscilador con el
ritmo colectivo estd determinada por una funcién Z(6;) y la contribucién de
tal oscilador con el ritmo colectivo por una funcién X (6;) en donde 6; es la fase

del oscilador 7, de manera que dicha combinacién lineal puede escribirse como
. N
0; = w; + (Z X(«%)) Z(6;). (1.1)

La ecuacién 1.1 describe el modelo de Winfree para N osciladores acopla-
dos, y mediantes aproximaciones analiticas y simulaciones computacionales,
Winfree hall6é que para un reducido rango de frecuencias naturales y un valor
de acoplamiento suficientemente grande, el sistema se sincroniza y ademés
presenta una transicion de fase, en la cual, si los osciladores del sistema tienen
frecuencias en un amplio rango, de manera que se encuentre desincronizado,
y se reduce dicho espectro, repentinamente un conjunto de osciladores se sin-

cronizaran.

Yoshiki Kuramoto comenzé a estudiar el trabajo de Winfree y probé que
la dindmica a largo plazo de un conjunto de osciladores débilmente acopla-
dos, en donde la interaccion entre éstos es igualmente pesada, puede estar

descrita por los senos de la diferencia de las fases

. KX



en donde K es la constante de acoplamiento entre los osciladores en unidades
de frecuencia [2] ! y los valores de las frecuencias naturales estédn distribui-
dos con una densidad de probabilidad g(w) simétrica con respecto a alguna
frecuencia 2, de tal forma que se cumple g(Q — w) = ¢(2 + w) y mediante el
cambio #; — 0; + Qt se puede transformar el sistema descrito en la ecuacién
1.2 a uno equivalente en donde el promedio de las frecuencias naturales es
cero y g(—w) = g(w).

A continuacién se describira un desarrollo del modelo que nos permite
describir la sincronia en el modelo, asi como el valor de K en el cual ocurre
la transicién. Dicho desarrollo se basa en las referencias [3] y [4], las cuales

pueden consultarse para mayores detalles.

Se define el pardmetro de orden

w 10;
e =+ E e, (1.3)

en donde v es la fase promedio en el sistema, y r es una cantidad del com-
portamiento colectivo, la cual representa la coherencia de las fases de los

osciladores (la imdgen 1.1 puede ayudar a esclarecer el significado de r y ).

Si se multiplica la ecuacién 1.3 por e~ la parte imaginarfa estd dada por

M:

rsin(y — 6;) sin(0; — 6;) (1.4)

J:1

La ecuacion 1.4 se puede sustituir en 1.2, y asi, el modelo puede expresarse

en términos de las variables de campo medio r y ¢ de la siguiente forma:

'En general, se puede definir una matriz de acoplamiento, en donde cada elemento K;;
represente la constante de acoplamiento entre los osciladores ¢ y j, las cuales pueden ser
no necesariamente iguales para todos los osciladores. Sin embargo, los cdlculos en estos
modelos se vuelven sumamente complicados, por ello se considera K;; = K/N



OOOQ

(a} Ir| =018 (b} || = 0.44 (c} Ir| =091 (@) || =099

Figura 1.1: La magnitud del pardmetro de orden incrementa conforme se
concentran mas las fases de los osciladores en un sélo punto, mientras que la
direccién del vector indica la fase promedio (Imégen tomada de la referencia

31)

0; = w; + Krsin(y — 6;),i =1,2,..., N. (1.5)

Por otra parte, el parametro de orden descrito en la ecuaciéon 1.3 puede

reescribirse como

re = /: e’ (% ; 5(0 — @)) de, (1.6)

y en el limite cuando N — o0, la distribucion de las fases de los osciladores
se puede describir por una distribucién de densidad de probabilidad p(6,w, t)
en lugar de las funciones delta de Dirac de la ecuacion 1.6, y asi, se puede

expresar el pardmetro de orden como

re’ = /ﬂ/ p(0, w, t)g(w)dwdd. (1.7)

Dado que la ecuacion 1.5 describe la velocidad angular de los osciladores
v = w + Krsin(y) — 6), se puede usar la ecuacién de continuidad para la
densidad p
dp 0

o + 30 [w+ Krsin(y — 0)]p} =0, (1.8)
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la cual se puede resolver con la condiciéon de normalizacion

/W (0, w,1)d0 = 1, (1.9)

—Tr

en donde p = 1/(2m) y r = 0 es una solucién trivial, llamada solucidn
incoherente debido a que describe un estado en donde la distribucién de las
fases es igualmente probable en el intervalo [—m, 7] y dado que r = 0, no hay
coherencia entre las fases, mientras que la solucién r = 1 y 6; = ¢ para todas

las fases © € 1,..., N es aquella en donde la coherencia es global.

Para analizar un estado en donde 0 < r < 1 basta notar que la fase de
cada oscilador se desplaza con una velocidad v = w — Krsin(f — 1), y que
ésta se vuelve estable cuando w = Krsin(f — ) con —m/2 < 0 — 1) < 7/2,
mientras que la rapidez con la que cambia la fase de aquellos osciladores
con frecuencias naturales |w| > K7 no se mantiene fija y por lo tanto el
movimiento no sera uniforme, sin embargo, si consideramos la ecuacion de
continuidad 1.8 en el caso estatico, suponiendo r y v constantes, se obtiene
que el producto pv es constante, lo cual implica que la densidad de osciladores
en un punto del circulo unitario, independiente del tiempo, es inversamente
proporcional a la velocidad de osciladores en dicho punto, y por lo tanto se

puede calcular la densidad de osciladores

o(8.00) = 6(0 — 1 — sin'(+£))H(cosh)  |w| < K, (1.10)

C
lw—Krsin(0—1)] ’UJ’ > KT’

en donde H es la funcién de Heaviside y C' es la constante que se puede calcu-
lar mediante la condicién de normalizacién y resulta C' = /w? — (K7r)?/27.

Contar con una descripcion de la densidad de osciladores, nos permite cal-
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cular r mediante la ecuacién 1.7, en donde, a pesar de que se puede observar
que dicho valor se descompone en la suma de dos integrales correspondientes
a la contribucion de los osciladores que se mantienen estables mas la con-
tribucion de aquellos cuyo dindamica estd fuera de sincronia, la contribucion

de estos ultimos es nula. Para mostrar lo anterior, basta hacer el calculo

w/2
/ /l o ei(Ofw)(S(G — 1 — sin—1w/(Kr)])g(w)dwdd

'S =
7 Cy(w)
i(6—1) g\w
+ e : dwdd.
—7 J|w|>Kr |w - KTSZTL(Q - ¢)|

(1.11)

En la ecuacion 1.11 se observa que en la segunda integral, la funcién de
densidad cumple la propiedad de simetria p(f, w) = p(f+7, —w) y anadiendo
que g(w) = g(—w), se obtiene que la integral es nula. Por otra parte, en la
primer integral el dominio # ha sido reducido debido a las propiedades de la

funcion de Heaviside y se obtiene

W

r = /w|>KT cos (Sm_l(K_r)> g(w)dw, (1.12)

dado que la integral corresponde a los osciladores estables, se puede hacer el
cambio de variable w — Krsinf, con —7/2 < 0 < 7/2 y dw — Krcosfdb,

de modo que la integral 1.12 puede escribirse como

w/2
r= Kr/ cos*0g(Krsind)dw, (1.13)
—7/2

en donde se observa que, ademas de la solucién incoherente r = 0, existen
otros valores 0 < r < 1 que representan estados en donde las fases de los os-
ciladores se encuentran parcialmente sincronizadas, y dividiendo la ecuacion

1.13 entre r, se encuentra que dichos estados cumplen la ecuacién
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1=K v cos*0g(Krsind)do. (1.14)

—r/2
El modelo puede presentar una transicién de fase en donde la coherencia
global entre las fases de osciladores, determinada por el parametro de orden
r, cambia de ser nula (r = 0) a un estado de sincronizacién parcial (r > 0). Si
consideramos la aproximacién r — 07 en la ecuacién 1.13, se puede encontrar

el valor critico K, del acoplamiento para el cual ocurre dicha transicién y

resolviendo la integral, resulta

K, = . (1.15)

Para conocer el comportamiento de r en funciéon de K, al menos en una
regiéon cercana al valor critico K., se puede expandir g(Krsinf) mediante
una serie de Taylor alrededor de r = 0 y la aproximacién a segundo orden

estaria dada por

g(Krsinf) =~ g(0) + %g"(O)(KTsmG)Q, (1.16)

en donde el término de primer orden ha sido omitido debido a que la dis-

tribucién de frecuencias tiene su maximo en w = 0 y por lo tanto ¢'(0) = 0.

Sustituyendo 1.16 en la ecuacién 1.14 se obtiene

/2 K2p24" /2
=K [g(())/ cos*0df + %(O)/ 0082986n20d9] : (1.17)
—7/2 —7/2

calculando las integrales y sustituyendo la ecuacion 1.15, se encuentra

= 5 N 7.(.](37”29//(0)

—_— 1.1
K. 16 ’ (1.18)
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en donde es posible encontrar como depende r de K, y si consideramos que la
constante de acoplamiento es mayor al valor critico, pero son suficientemente
cercanos como para considerar que K3 ~ K2, se puede deducir el valor
aproximado de r, dado por

(K. — K)16

= _— 1.19
"=\ Kirgi(0) (1.19)

La ecuacién 1.19 muestra que al aumentar la constante de acoplamiento
de su valor critico, el parametro de orden que describe la sincronia entre estos,
crecerd, de manera proporcional a la raiz cuadrada de la diferencia entre la
constante de acoplamiento y su valor critico. En la figura 1.2 se observan
los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales comparados

con la curva tedrica.

1.2 Modelo de Ising

Uno de los ejemplos clésicos de transicion de fase en fisica es el modelo de
Ising, el cual describe la magnetizacion en materiales ferromagnéticos. Su
importancia radica en que es un modelo que tiene solucién exacta en dos di-
mensiones y presenta una transicion de fase analitica, la cual se logré describir
con el desarrollo de la fisica estadistica; ademés, ha sido profundamente estu-
diado y modificado con algunas variantes para modelar sistemas de diversos
campos de estudio, como en la neurologia[7] [8], sociologia [9] [10], cardiologia
[11] y desarrollo de cancer [12]. Cabe mencionar que el presente trabajo en
un principio surgié como una continuacién de la referencia [13] en donde se
estudia exclusivamente el modelo de Ising, por lo que se puede encontrar un
analisis mas especializado en él. A continuacién se dard una descripcion del

modelo basado en [14], sin embargo el andlisis que se hard continuacién no
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Figura 1.2: Imdgen obtenida de [3], en donde se muestran los valores de r
obtenidos mediante una simulacién computacional en funcién de K, emple-
ando una distribuciéon Lorentziana de frecuencias naturales, comparados con
la curva tedrica para dicha distribucion

es el unico, por lo cual se sugiere consultar [15] si el lector desea un texto

mas especializado en el tema.

Supongamos que se tiene un material ferromagnético a una temperatura
T = 0K, en donde todos los de los espines atémicos se encuentran alineados
en una misma direccién, de modo que el material tenga una magnetizacion
M # 0. Si el parametro T se incrementa, las fluctuaciones térmicas iran
cobrando mayor importancia, provocando que algunos espines comiencen a
adquirir orientaciones aleatorias, sin embargo, como se explicarda mas ade-
lante, por cuestiones de minimizacién de la energia y debido a la interaccion

entre las particulas vecinas, el sistema tiende a orientar los espines en la di-
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reccién predominante a pesar de las fluctuaciones. Cuando la temperatura
supera el valor critico T, las configuraciones aleatorias de los espines seran

predominantes y el sistema perdera su magnetizacion.

Figura 1.3: Representacion del modelo de Ising en dos dimensiones, en donde
los dos posibles estados de cada celda estan representados con una flecha que
puede estar orientado hacia arriba o hacia abajo (imagen tomada de [13])

El modelo en dos dimensiones consiste en una reticula cuadrada de N =
L x L celdas, en donde cada una representa a una particula y se puede
encontrar en los dos posibles estados s = +1 0 s = —1 segun la orientaciéon
del espin de dicha particula (figura 1.3). De este modo, la magnetizacién
total del sistema queda descrita por la suma de los espines de cada celda y

se escribe de forma normalizada como

1 N
M = NZS“ (1.20)

mientras que la energia del sistema, sin campo magnético externo, esta dada

por el hamiltoniano
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1
H = —§;JSZ~S]~, (1.21)
7

en donde J > 0 es la constante de acoplamiento, ) indica que la suma
es sobre los primeros vecinos y se multiplica por 1/2 para eliminar la con-
tribucion de los indices repetidos. Se puede notar que cuando todos los
espines tienen el mismo valor +1 o —1 la energia serd minima, y debido
a que el sistema minimiza su energia, cada espin tendera a alinearse en el

mismo sentido en el que se encuentre la mayoria de sus primeros vecinos.

Con la finalidad de estudiar la transicién de fase que presenta el modelo,
se puede hacer un analisis de éste empleando teoria de campo medio, en
donde se considerard el valor global de los espines como si se tratara de un
“ . . , . ) :

campo” [14], y se ignoraran fluctuaciones temporales asi como espaciales.
Aunque estas suposiciones se alejan un poco de los materiales ferromagnéticos
reales, la simplificacion que se hard a continuacion resulta 1til y clara cuando
se pretende obtener informacion sobre el comportamiento global del sistema,

as{ como de su transicién de fase.

Dada una celda ¢ del sistema, la probabilidad de que ésta se encuentre en
el estado S; = —1 0 S; = +1 se puede calcular usando una distribucion de

Boltzmann

exp [—ﬁ (JSi > Sj>i|
D Si— 1,41 €7D [—5 (JS,' 2 Sj)]

en donde el denominador es la funcién de particion Z de los dos posibles

(1.22)

estados en los que se pueden encontrar S;, y 5 es igual a 1/(kgT), en donde

kg es la constante de Boltzmann.

El valor promedio del espin correspondiente a la celda ¢ se puede calcular
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empleando la ecuacién 1.22

<Si> = Zsi=—1,+1 SiP(Si)

L) B TG0 I

eap [_5 (J ) Sj)} + exp [ﬁ (J > Sj)] 7

empleando la propiedad trigonométrica tanh(z) = (e® — e *)/(e* + e %) se

puede simplificar 1.23 en

(S;) = —tanh [—5 (JZ Sj>] . (1.24)

Obsérvese que H; = (3_;JS;)Si no es mds que la energfa de interaccién
del espin S; con sus vecinos; si suponemos que dicha energia se puede expresar
en términos del promedio de espines que hay en la red, podriamos reescribir
la energia como H; = (S;)S; > J, en donde la suma corre sobre los primeros
q vecinos dependiendo de la dimensién de la red, de modo que ) i J =qJ

con ¢ = 4 en el modelo de dos dimensiones.

La suposicién anterior de teoria de campo medio en el modelo, nos permite

escribir la ecuacién 1.24 como

(i) = —tanh [=5 (¢J(S;))] (1.25)

Sabemos que la magnetizacion es el promedio de los espines, por lo cual, con

un simple cambio de indices, la ecuacién 1.25 resulta en la ecuacion

M
M = tanh [%] . (1.26)

Como es de esperar, el valor de M en la ecuaciéon 1.26 se encuentra aco-
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tado entre £1 (figura 1.4), lo cual es consistente con el modelo descrito, sin
embargo, buscamos encontrar los valores de M para los cuales se cumple
la ecuacion 1.26, en donde M = 0 resulta claramente una solucién. Em-
plear la aproximacién tanh(z) ~ x — x®/3 nos permite encontrar el valor
de T. = qJ/kp para el cual, al usar valores de temperatura mayores a éste,

existen dos soluciones mas de M dadas por

T T
MoV T (1.27)

q q

Figura 1.4: en a se muestran las soluciones a la ecuacién M = tanh|uM]
para distintos valores de temperatura, en donde p = T,./T y en b se muestra
el diagrama de la transicion

Lo anterior nos ilustra que el modelo, haciendo una suposicion de campo
medio, presenta una transicién de fase, en donde el sistema presenta campo
magnético nulo, y al aumentar la temperatura y superar el valor critico T,

el sistema se encontrara en alguno de los dos estados de M.
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1.2.1 Algoritmo de Metrépolis

Dado que cada espin puede encontrarse en dos posibles estados, el sistema
de N celdas se puede encontrar en 2V estados distintos y la probabilidad
P({S;}) de observar una configuracién de espines {S;} estd determinada por

la ecuacién

colE5
P({Sl}) = 9N BE({S].}) ) (128)
5; €% - kpT ]

en donde se puede observar que si la temperatura es muy alta E({S;}) <<
kgT, el numerador es cercano a 1 sin importar cual sea la configuracién
de espines y por lo tanto las posibles configuraciones que puede presentar
el sistema seran mayormente equiprobables cuando 7" — oo, en donde una
configuracion tipica serd aquella con espines aleatorios; por otra parte, el
denominador es la funcién de particiéon Z, la cual es dificil de calcular, por
ello es conveniente realizar una simulacion empleando cadenas de Markov, en
donde las probabilidades de transicién cumplan la forma del Hamiltoniano,
asi como la ley de minimizacion de la energia, de modo que el estado presente

del sistema esté determinado tinicamente por su estado inmediato anterior.

En la referencia [16] se muestra que el sistema cumple con la ecuacién de

balance detallado

PASHWiny = P{S; )W, (1.29)

en donde W, _,,, representa la probabilidad de que el sistema transite del
estado n al m, de modo que la funciéon de particion se cancela y la probabili-

dad de transiciéon queda unicamente determinada por la diferencia de energia

AE = E({Sn}) — E({Sh}), esto es
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exp <—ki—b;> si AE > 0,

Wi, = (1.30)

1 si AE <0,

Por otra parte, se pide que el sistema cumple con el teorema ergddico, de
modo que todos los estados posibles son accesibles al sistema.

El algoritmo de Metropolis es uno de los més famosos, ha sido utilizado
en fisica estadistica con éxito y cumple con las propiedades anteriormente
descritas, ademas resulta facil de programar y es computacionalmente rapido.

Para un sistema de espines, el algoritmo es el siguiente

1. Se inicia con una configuracién de espines.
2. Se selecciona una celda 1.

3. Se calcula la diferencia de energia AFE obtenida al invertir el estado del

espin de dicha celda.

4. Si AE < 0 se invierte el sentido del espin y se regresa al paso 2. Si
AFE > 0, se genera un nimero aleatorio r con una distribuciéon uniforme

con 0 <r<l1.

5. Sir < exp(—AE/kgT) se invierte el espin. De otro modo el sistema

no se modifica.

6. Se selecciona otra celda y se repite el algoritmo a partir del paso 3.

El algoritmo permite obtener datos de la evolucién temporal de la mag-
netizacion del sistema para diferentes valores de la temperatura tomando en
cuenta el comportamiento determinista dado por el hamiltoniano, asi como

las variaciones estocasticas dadas por las fluctuaciones térmicas.



Capitulo 2

De series de tiempo a redes

Una serie de tiempo es la coleccién de una secuencia de observables en el
tiempo [17]. Su uso comprende un amplio campo de investigacién tanto
en ciencias sociales como naturales, y principalmente utiliza técnicas de es-
tadistica. La importancia del desarrollo del analisis de series de tiempo (AST)
radica en la utilidad que tiene para estudiar, controlar y explicar el compor-
tamiento de fenémenos dindmicos, asi como su prediccion.

Los sistemas descritos en el capitulo 1 son sélo un par de modelos fisicos
que presentan transiciones de fase; sin embargo, muchos de los sistemas, tanto
reales como modelados, presentan cambios abruptos al variar ligeramente
uno de sus pardmetros, algunos ejemplos son extinciones de especies[18], el
clima[19], ataques epilépticos[20] o cambios de estado de agregacion de la
materia; y debido a que algunos de estos cambios son irreversibles o perjudi-
ciales, resulta de sumo interés desarrollar métodos para prever con suficiente
anticipacion cuando un sistema se aproxima a una transicién, y aunque no se
ha podido predecir el momento exacto en el que estas ocurren, recientemente

se han encontrado patrones temporales y espaciales’ en el comportamiento

'En el presente trabajo se estudiard exclusivamente la evolucién temporal del sistema,

21
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de los sistemas cuando se encuentra proximo a una transicién. A este tipo
de senales observables se les conoce como alertas tempranas|22].

Existe mucha literatura en donde se describen los métodos de AST para
la deteccién de alertas tempranas convencionales [22][21]; en [13] y [24] se de-
scriben algunos de estos conceptos enfocados en el modelo de Ising, mientras
que en este trabajo se describird un reciente método para el AST, el cual se
propondra como alerta temprana y ya ha sido probado en el modelo de Ising
[45]: Los algoritmos de visibilidad[40].

Se describiran brevemente los métodos convencionales, pues son de gran
importancia, ya que son demostrables en el sentido en que se pueden explicar

desde el punto de vista de los sistemas dindmicos.

2.1 Deteccion de alertas tempranas en series

de tiempo

En general se pueden clasificar las alertas tempranas en dos categorias: las
basadas en mediciones y las basadas en modelos[21]; las primeras cuantifican
cambios en las propiedades estadisticas de la serie de tiempo, mientras que
las segundas constan en ajustar modelos a los datos. Con ambos métodos se
pretende detectar cambios en la memoria del sistema, asi como la variaciéon
de los datos de la serie de tiempo.

Cuando un sistema dindamico se encuentra préximo a una bifurcacion,
ocurre un fenémeno conocido como ralentizacién critica(critical slowing down
en inglés), en el cual el sistema tarda més tiempo en retornar a su estado es-

table ante pequenas perturbaciones. A continuacién se expondra un ejemplo

sin embargo, se sugiere consultar [22] como introduccién a aquellos lectores con interés en
las alertas tempranas espaciales
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basado en [14] y [22].

Consideremos el sistema dindamico con el parametro de control p

_dx 3

fla) =5 = po— 2 (2.1)

el cual tiene el punto de equilibrio inestable 2 = 0 y los dos puntos de equi-
librio estable x% = +,/p cuando p > 0, mientras que cuando p < 0 el tinico
valor de equilibrio es z* = 0, es decir, el sistema experimenta una bifurcacion
en u. = 0. Si anadimos una pequena perturbacion € al estado del sistema se

obtiene

flx+¢€) = f(x)+ —. (2.2)

Haciendo una aproximacién a primer orden alrededor de los puntos de

equilibrio mediante una serie de Taylor resulta

Lo

f@'tea~ f@)+ 50 e (2.3)

y de las ecuaciones 2.2 y 2.3 se encuentran las ecuaciones de eigenvalores
de
— = Max)e 2.4
= Mz, (24)

en donde A(zx) = 0f/0z|,~ se puede calcular para los tres distintos valores

de equilibrio haciendo uso de la ecuacién 2.1 y se obtiene que A(zf) = u,
mientras que A(z}) = —2u. La ecuacién 2.4 aporta informacién sobre la
rapidez, directamente relacionada con A, con la que el sistema retorna a sus
valores estables, o bien, se aleja de su punto de equilibrio inestable ante
una perturbacion. El resultado anterior permite observar que la razén de

cambio de la perturbacion se aproxima a 0, de manera aproximadamente



24

lineal, cuando el parametro de control se aproxima al valor critico, es decir,

el tiempo en el que el sistema retorna a su valor estable diverge cuando p = pyg

Este fenémeno se relaciona también con el tiempo de relajacion del sis-
tema cerca de la criticalidad. Otra forma de ilustrar el fenémeno es cal-
culando la variacion del tiempo transitorio que le toma al sistema ir de un
estado inicial 2(0) a x(t,) en funcién del parametro p, el cual se puede cal-

cular mediante la integral

[Fa= | Z:H)[fu(w)]‘ld% (2.5

en donde f, representa a la funcién de la ecuacién 2.1 dependiente del
parametro de control. Separando los dominios de la integral cerca de . = 0

se obtiene

t (e)= /6 —d$
: z(0) r(p —a?)’

\/ﬁ—s
£(e) = / _dr
W=

para u < 0 y p > 0 respectivamente. El significado de las integrales 2.6 es,

(2.6)

para t; (¢), el tiempo que le toma al sistema ir de un punto z(0) a un valor
de € muy proximo al dnico punto estable z§ ~ €; mientras que para p > 0,
t7(c) es el tiempo que le toma al sistema ir de un punto cercano al punto de

equilibrio inestable a alguno de sus valores estables x% = +,/u.

Los calculos resultan en estimaciones analiticas del tiempo transitorio:
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ooy = g [ —2(0)%)
W) =5, _as<o>2<u—e2>]

1L [ —e) (Ve — 52)}
20" | 2= (Vi)
Ambas funciones divergen en p,. = 0, de hecho, para valores muy cercanos

a [, el tiempo transitorio tiene la forma t,(e) ~ 1/p.

Qué el tiempo de relajaciéon incremente cuando al encontrarse préximo
a la bifurcacién tiene consecuencias en las series de tiempo del sistema, las
cuales son faciles de medir y sirven como alertas tempranas de transiciones
de fase. En [25] se muestra de manera general el aumento en el tiempo de

retorno.

Intuitivamente se puede esperar un aumento en la autocorrelacion entre
observaciones adyacentes x; v x;11, ya que la ralentizaciéon provocard que
el sistema se parezca mas a su estado anterior, lo cual se puede interpretar
como un aumento en la “memoria” del sistema. Lo anterior se puede ilustrar

con el siguiente ejemplo tomado de [22]:

Supongamos que la variable de estado de un sistema es perturbado repeti-
damente durante periodos de tiempo At, de modo que el sistema retorna a su
estado de equilibrio de forma aproximadamente exponencial con una rapidez

A. Un modelo simple autoregresivo se puede describir como

* pVAY
Tpi1 — " = e

Ty —2") + 0€p,
(2.8)
Yns1 = By, + o€y,

en donde y,, es la desviacién de la variable de estado de su punto de equilibrio,

€ es un numero aleatorio de una distribuciéon normal y o es la desviacion
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estandar.

Si consideramos que A y At son independientes de y,, el modelo puede

ser descrito con un proceso autorregresivo de primer orden (AR(1))

Ynt1 = QYp + €y, (2.9)

en donde la autocorrelacion « es cero para ruido blanco y cercano a 1 cuando
la autocorrelacion es grande. Si calculamos el valor esperado del proceso

AR(1) de ambos lados obtenemos

E(Yns1) = aE(yn) + 0E(e,),n =an+0=n=0. (2.10)
En donde 7 es el valor esperado de y y calculando la varianza se encuentra

0.2

1—a?

Var(yns1) = E(ya) — 0° = (2.11)

Como ya se menciond, cerca de la bifurcacion, la rapidez con la que el
sistema retorna a su punto de equilibrio tiende a cero, y como consecuencia,
la autocorrelacién tiende a uno lo que implica que la varianza diverge en el
valor critico. Es por ello que la medicién de varianza y la autocorrelacion
en series de tiempo son buenas alertas tempranas de transiciones de fase,
resultado de la ralentizacion critica.

Cuando el sistema se aproxima a un bifurcacién catastréfica, aumenta
la probabilidad de que éste transite a estados que anteriormente eran poco
probables de visitar debido a que las cuencas de atraccién se aproximan y el
sistema presenta una alternancia entre ambas cuencas antes de que ocurra
la transicion; este fendmeno se le denomina flickering[22]. La asimetria es-
tadistica (skewness en inglés) se puede medir mediante el tercer momento de

la distribuciéon dando lugar a un buen indicador de alerta temprana, mien-
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tras que la curtosis, la cual estd relacionada con el cuarto momento de la
distribucién y mide la cercania de los datos a la media, funciona también
como alerta temprana, pues el sistema puede encontrarse en mas estados
conforme se aproxima la transicién y por lo tanto la dispersion de los datos

en torno a la media serd mayor[21].

2.2 Teoria de redes

Como se ha mencionado previamente, el estudio de los sistemas complejos ha
adquirido gran interés en diversas disciplinas; por lo general, estos se compo-
nen de un gran ntimero de elementos que interactiian entre si para dar origen
a una dinamica no lineal. Por ello, resulta de interés definir cuales son las
relaciones entre los los elementos, asi como el tipo de interacciones. Una her-
ramienta muy poderosa para dichos fines es el estudio de la redes complejas,
que tiene su origen y fundamento matematico en la teoria de grafos, y cuyas
aplicaciones son muy variadas y pueden ir desde redes de transporte, trans-
mision de enfermedades, redes neuronales, redes sociales, o como se vera mas
adelante, en el analisis de series de tiempo, entre muchos otros ejemplos. A
continuacion se describiran algunos de los fundamentos matematicos basicos
de la teoria de redes, sin embargo, se recomienda consultar las referencias
[28] y [29] si el lector desea mayores detalles.

La teoria de grafos tuvo su origen cuando, en 1735, Euler resolvio el
problema de los siete puentes de Konigsberg, y a partir de entonces se de-
sarrollé una solida teoria matematica, empleando, principalmente, elementos
de probabilidad, estadistica y topologia.

Una red se compone de N nodos, los cuales se pueden etiquetar por

1 =1,2,..., N, y L conexiones entre los nodos, las cuales se representaran por
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parejas ordenadas (i, j) indicando que el nodo ¢ estd conectado con el nodo
j.

La informacion contenida en una red se puede sintetizar en la matriz de
adyacencia A, definida como una matriz de N x N, en donde los elementos
de matriz se definen, en el caso general, como A;; = o;; en donde oy; es un
valor proporcional a la interaccion del nodo i con el j, mientras que para
el caso mas simple en donde la interaccion entre pares de nodos es igual, se
acostumbra asignar el valor ;; = 1, de modo que la matriz de adyacencia de

una red con interacciones equivalentes entre nodos se define como[29]

1 si hay un eje que apunta del nodo j al ¢
4, = y un eje que ap j (2.12)
0 silos nodos 7 y j no estan conectados entre si

Observamos en la ecuaciéon 2.12 que cuando A;; = 1 se habla de una
direccion, por ello, es preciso mencionar que se pueden clasificar dos tipos
de redes; las redes dirigidas son aquellas en las que el enlace entre pares de
nodos ¢ y j tiene un sentido, es decir uno es la fuente y el otro es el receptor
y las conexiones no son necesariamente reflexivas. Por otro lado estan las
redes no dirigidas, en donde la relacion es reflexiva y la matriz de adyacencia
es simétrica, i.e. A;; = Aj;.

Se define el grado k; de un nodo ¢ como el nimero de enlaces que tiene con
otros nodos y se puede calcular de manera facil en términos de los elementos
de la matriz de adyacencia. Para redes no dirigidas y no pesadas, el grado

de un nodo es

ko= A=) Ay, (2.13)
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mientras que para redes dirigidas se define el grado de entrada k! como el
nimero de enlaces provenientes de otros nodos y que inciden en 7, mientras
que el grado de salida k¢ es el ntimero de conexiones que van de i a otros

nodos, de esta manera, el grado total de un nodo es
ki = k" + k9™, (2.14)

y tanto k" como k2“* también se pueden calcular en término de la matriz de

adyacencia como

N

mn

ki _§ Aij>
j=1
N

out __ E .
=1

(2.15)

Para obtener informacion general de qué tan conectada es la red es con-
veniente calcular en promedio que grado tienen los nodos. Se puede calcular

el grado promedio para redes no dirigidas mediante la ecuacion

= Sk

| (2.16)
==Y Ay
N 4

Basta observar que, en una red dirigida, el ntimero total de conexiones
de entrada en toda la red serd igual que el total de salida para obtener,

empleando la ecuaciéon 2.14, que
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Lok, (2.17)

(k) = (k) =

La distribucién de grado p(k) es una funcién que indica cual es la prob-
abilidad de que un nodo de la red, seleccionado al azar, tenga grado k, y

puede pensarse como un histograma normalizado dado por
p(k) = — (2.18)

en donde Ny es el nimero de de nodos con grado k£ en la red y el denomi-
nador es el factor de normalizacién, de modo que » ;- p(k) = 1. Conocer
la forma de la distribucién de grado es de gran importancia cuando se quiere
caracterizar a la red, pues para redes aleatorias, p(k) usualmente tiene forma
de distribucion de Poisson, mientras que en las redes complejas reales, tales
como la red de WWW (World Wide Web)[32] o la red de interacciones entre
proteinas[31] por mencionar algunos ejemplos, se suelen observar distribu-
ciones de grado que cumplen ley de potencias p(k) k77, en donde v >= 2
. A dichas redes se les llama invariantes de escala[30] y tienen la propiedad
de que al agregar nodos a la red, estos se enlazan de manera preferencial
con aquellos que tienen mayor grado, es decir, al agregar un nuevo nodo a
la red, la probabilidad de que éste se relacione con un nodo i esta dada por
II(k;) = ki/ >_; kj. Se puede probar que una red construida con estas carac-
teristicas, en donde a cada instante de tiempo ¢ se le agrega un nodo con un
enlace preferencia como se definié anteriormente, tenderd a una distribucién
de grado p(k) k=7 que eventualmente serd la misma sin importar el tiempo

y, por lo tanto, el tamano de la red.

Entre dos nodos de una red se puede encontrar uno o varios caminos que
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los conecten siguiendo una ruta entre nodos conectados. El camino més corto
entre los nodos ¢ y j, también llamada distancia d;;. En redes no dirigidas
d;; = dj;, sin embargo en las dirigidas el camino se recorre en el sentido
determinado por las conexiones y por lo general no es reflexivo. Se define
la distancia promedio entre todos los pares de nodos de una red no dirigida

Ccomo

(d) = m ; dyj. (2.19)

(d) se puede interpretar como una medida de qué tan éptima es la red en

cuanto al flujo de informacién entre los nodos.

Otra medida que nos ayuda a describir la estructura de las redes es el coe-
ficiente de agrupamiento, también conocido como transitividad. Suponiendo
que un nodo ¢ de una red no dirigida tiene k; vecinos en total, de los cuales,
[; nodos vecinos estan conectados entre si, el coeficiente de agrupamiento se

define como

Lo 2
C; = O CE) (2.20)

Graficamente, C; se puede interpretar como la razén del nimero de triangulos

centrados en ¢ entre el nimero de posibles tridangulos que se pueden formar
centrados en 7, y se le denomina transitividad porque representa la proporcion
en la que las parejas de nodos By C' estan conectados, dado que ambos estan

conectados con un nodo A.

Se puede calcular la transitividad promedio sobre todos los nodos de la

red mediante

(C) = %ZC (2.21)
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Una red puede dividirse en grupos, en donde los nodos que integran a
cada uno de los grupos compartan una caracteristica en comun. FExisten
dos tipos de algoritmos computacionales con los cuales se puede realizar una
divisién de la red en grupos[29], en donde la principal diferencia radica en que
el nimero y tamano de los grupos esta fijado por el experimentador cuando
se implementan algoritmos de “particién de red” (graph partition en inglés),
en los cuales, el objetivo es minimizar el nimero de de enlaces entre grupos.
Por otra parte, cuando se implementan algoritmos del tipo “deteccién de
comunidades”, la red también se divide en grupos con pocos enlaces entre si,

sin embargo el nimero de grupos no es fijo.

Recientemente se ha desarrollado un algoritmo para la deteccion de co-
munidades, llamado algoritmo infomap[36], el cual sigue un procedimiento
similar al algoritmo desarrollado por Blondel[33], del cual se hablara primero

para posteriormente hacer una analogia con el algoritmo infomap.

Supongamos que ¢; representa el grupo al que pertenece el nodo 7, el cual
se denota por algin nimero 1, ..., n., en donde n. es el nimero de clases que
hay en la red, de modo que el nimero de enlaces entre los nodos del mismo

tipo estara dado por

1
Z (SCi,Cj = QZAU(SC“CJ’ (222)
ij

enlaces(i,j)
en donde § es la delta de Kronecker y la suma es dividida entre dos para
eliminar los valores repetidos[29]. Suponiendo que los enlaces estan conec-
tados aleatoriamente, el nimero de conexiones esperado entre los nodos 7 y
j con grados k; y k; respectivamente es k;k;/2L, en donde L es el total de
conexiones en la red y, por lo tanto, el nimero esperado de enlaces entre

nodos del mismo tipo es
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1 kik;
5 %: E5Ci, Cj. (223)
Calculando la diferencia entre las ecuaciones 2.22 y 2.23 se obtiene la
diferencia entre el ntimero real y el esperado de ejes en la red de la misma
clase. Por convencion, dicha diferencia se expresa dividida entre el ntimero

de conexiones L

Q — i Z (A” — 2—L]> (50,‘,0]‘. (224)

ij

La expresion 2.24 es la definicion de modularidad, denotada por (@, la
cual toma valores estrictamente menores a 1, es positiva si hay mas conex-
iones entre nodos del mismo tipo de los que pueden ser esperados con una

distribucién aleatoria, y negativa si hay menos.

El algoritmo de deteccién de comunidades descrito en [33] tiene como
objetivo maximizar @), el cual se divide en dos etapas, la primera inicia
asignando una comunidad a cada nodo de la red, de modo que en este primer
paso haya tantas comunidades como nodos. Posteriormente, para cada nodo
1 se consideran sus vecinos ¢ y se calcula el cambio en la modularidad asociada
al remover el nodo 7 de su comunidad y reubicada en la comunidad de j, de
modo que si la modularidad aumenta, el nodo 7 se deja en la comunidad de j,
y si no, se queda en su comunidad original. El proceso se ejecuta secuencial
y repetidamente para todos los nodos de la red hasta no obtener ningun
incremento en la modularidad. La segunda etapa del algoritmo consiste en
construir una nueva red, reemplazando cada comunidad por un nuevo nodo,
en donde el peso de las conexiones entre estos esté dado por la suma de los
pesos de las conexiones originales entre los nodos de las dos comunidades,

mientras que cada nuevo nodo estara auto-conectado a si mismo con un
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enlace cuyo peso sea igual a la suma de los pesos de las conexiones de los
nodos en el interior de la comunidad correspondiente. Una vez que la nueva
red ha sido creada, se repite el procedimiento descrito en el primer paso.

El algoritmo descrito anteriormente no es el tnico, existen diferentes
métodos para detectar comunidades y cada uno puede dar distintos resul-
tados. En las referencias [34] y [37] se dan un par de ejemplos en dénde
el algoritmo infomap, el cual serd descrito a continuacién, logra una mejor
descripcion en términos del flujo de un caminante aleatorio en redes dirigi-
das, ademds de que en [38] se calcula el limite del algoritmo que se describié
anteriormente, el cual establece que las comunidades mas frecuentes tendran
un nimero de enlaces del orden de v2L o menor. Si el lector desea leer un
estudio comparativo entre diversos algoritmos de deteccion de comunidades,
se recomienda consultar [39)].

Supongamos que se tiene una particiéon de una red no pesada, e intro-
ducimos un caminante aleatorio. Después de una considerable cantidad de
pasos, se puede estimar que cada nodo ¢ sera visitado con una frecuencia p;.
Si se obtiene el c6digo de Huffman[35] asociado al proceso, se puede obtener
una descripcion completa de la trayectoria del caminante aleatorio. Si se
divide cada moédulo en una subred, y se obtiene el codigo de Huffman para
cada subred, dicha la longitud de la descripcion completa se reduce significa-
tivamente, sin perder informacién siempre y cuando se obtenga un cédigo
especifico de entrada y salida de cada uno de los médulos?.

Dada una particion M de una red de N nodos en n. grupos, el algoritmo

infomap busca minimizar la longitud esperada del cédigo fuente L(M)? de la

2Se recomienda consultar [34] si el lector desea una descripcién completa y con ejemplos
sobre el algoritmo infomap

3Un cédigo fuente C' de una variable aleatoria X es un mapeo de X = {z} a
D* ={conjunto de cadenas infinitas de un D—alfabeto}. C(x) denota el cédigo corre-
spondiente a x y I(x) denota la longitud de C(z).
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descripcién de un caminante aleatorio en la red[34]. Para ello se calcula la en-
tropia de Shannon H asociada al proceso, en donde, para una variable aleato-
ria X con frecuencias p;, la entropia estd dada por H(X) = — > ] pilog(p;).
Dicha cantidad provee el limite inferior que puede alcanzar L [35], es decir, la
entropia de Shannon establece el limite en el cual el cédigo fuente asignado
al proceso es 6ptimo. La longitud esperada de codigo fuente para la particién

M esta dada por

L(M) = 4 H(Q)+ Y pic H(P,), (2.25)

La ecuaciéon 2.25 es llamada map equation en la literatura en inglés; g
es la probabilidad de cambiar de médulo en cada paso (>, ¢ ), H(Q) es
la entropia de los codigos de entrada de cada modulo. Si la frecuencia con la
que se visita un nodo «a estd dada por pq, el término p;e, = > . Do+ ¢
y H(P;) es la entropia del cédigo de los nodos que componen al médulo i,

incluyendo el cddigo de salida.[34]

El algoritmo infomap busca minimizar el valor de la ecuacién 2.25 so-
bre las posibles particiones de una red[36], para ello sigue un procedimiento
similar al de Blondel[33], el cual ya se ha mencionado brevemente, con la
diferencia de que la seleccién de los nodos se lleva en orden aleatorio y en
lugar de buscar incrementos en la modularidad, se busca disminuir 2.25. En
[37] se pueden encontrar algunos ejemplos en donde el algoritmo infomap ha
logrado obtener una modularidad mayor en comparacion con el algoritmo de

Blondel.

Por otra parte, la longitud esperada de un cddigo fuente estd dada por L(c) =
> wex P(@)l(z), en donde p(z) es la probabilidad de la variable x.

Las definiciones anteriormente mencionadas fueron obtenidas en la referencia [35], la
cual se recomienda consultar para mayores detalles
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2.3 Algoritmos de visibilidad

Recientemente se han desarrollado métodos para mapear series de tiempo
a redes, tales como los que se mencionan en [40], entre los que destacan
los algoritmos de visibilidad por ser de bajo costo computacional y faciles
de programar, ademas de que heredan algunas propiedades de las series en
las redes obtenidas. Muchos de los resultados al aplicar tales algoritmos
parecieran ser poco justificados, sin embargo, haciendo un analogo con otro
tipo de transformaciones, como la transformada de Fourier, la cual se define
en el dominio de frecuencias, dichos algoritmos pueden ser entendidos como
una transformacion de las series, definidas en el dominio del tiempo, a un
grafo definido en el dominio de visibilidad[40]. Sin embargo, es importante
mencionar que a diferencia de la transformada de Fourier, atin no se ha
encontrado un método que transforme la red resultante a la serie de tiempo
original, es decir, no tiene transformacién inversa.

Se han definido varias clases de algoritmos de visibilidad; entre éstos
destacan el natural, el horizontal y el horizontal dirigido. el primero es
el mas general, mientras que el horizontal es una subred del natural cuya
construccion geométrica permite demostrar diversos teoremas para series de

tiempo aleatorias.

2.3.1 Algoritmo de visibilidad natural (AVN)

A pesar de que no se han demostrado teoremas con rigor matematico para
los AVN, se ha mostrado que éstos preservan propiedades de las series de
tiempo en las redes resultantes, tales como mapear series aleatorias a redes
aleatorias, o periddicas a redes regulares, asi como series fractales a redes

invariantes de escala[41].
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Dado {#(t;)}i=1,. ~ una serie de tiempo de N datos, el criterio de visi-
bilidad natural establece que cada valor x(t;) estara asociado a un nodo 7 y
dos nodos arbitrarios a y b estaran conectados si para cualquier t. tal que

t, < t. < tp ocurre:

tb_tc

z(te) < x(tp) + (x(ta) — x(tb))tb e

(2.26)

En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de la construccion de la red me-
diante el algoritmo de visibilidad natural, en donde se observa que todos los
nodos, a excepcién quiza de x(t1) y z(ty), tendran grado k > 2, ya que tienen
visibilidad al menos con sus dos datos adyacentes. Obsérvese que los grafos
resultantes son conectados, no dirigidos e invariantes bajo transformaciones
afines?, lo cual tiene cierta importancia, debido a que series de tiempo cuan-
titativamente distintas pueden mapear a grafos iguales, sin embargo, si se
usaran redes pesadas, en donde el peso de cada enlace fuera proporcional a
la pendiente de la recta que une a los datos, se podria preservar informacién

cuantitativa en la matriz de adyacencia.

2.3.2 Algoritmos de visibilidad horizontal (AVH)

El criterio de visibilidad horizontal[42] establece que para una serie de tiempo
{z(t;) }i=1,. ~, en donde cada z(t;) estd asociado a un nodo i conectado con

sus primeros vecinos, los nodos arbitrarios a y b estdn conectados si para

4Si se reescalan y/o trasladan los valores de la serie de tiempo tanto horizontal como
verticalmente, la red resultante se mantiene igual.
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Figura 2.1: En la imagen superior se muestra una representacién del algo-
ritmo de visibilidad natural, mientras que en la inferior se ilustra la con-
struccion de la red mediante el algoritmo de visibilidad horizontal.

todo t., tal que t, < t. < tp, se cumple:

x(t.) < x(ta), x(ty), (2.27)
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el criterio 2.27 luce mucho més simple que el de la desigualdad 2.26, y como
ya se menciond, la red obtenida de una serie de tiempo mediante el AVH es
una subred de la que se obtendria usando el AVN. La construcciéon geométrica
del AVH permite demostrar algunos teoremas y propiedades de la topologia
de las redes, ademés de que ha sido usado para caracterizar y distinguir series
cadticas y aleatorias[43][44]. A continuacién se mencionaran las mas impor-
tantes para fines de este trabajo, en donde se omitiran las demostraciones,

la cuales se pueden consultar en [42]

Teorema 2.3.1 El grado promedio de un grafo de visibilidad horizontal aso-
ciado a una serie periodica infinita de periodo T es

(T)) = 4 (1 _ %) | (2.28)

un resultado inmediato es que toda serie de tiempo infinita de un sistema
dindmico tendrd asociada una red con distribuciéon de grado promedio 2 <
(k(T)) < 4, en donde (k(T)) = 4 corresponde a la serie de un sistema cadtico
aperiédico o a una serie aleatoria, mientras que (k(T) = 2) corresponde a

una serie constante.

Teorema 2.3.2 Dada una serie de tiempo bi-infinita {x(t;)}ic—0o.. 0o de
variables independiente e idénticamente distribuidas con una densidad de

probabilidad continua f(z), tendrd asociado un grafo con distribucion de

P(k) = % (;)k_z. (2.29)

El teorema 2.29 es de gran utilidad, ya que sin importar cual sea la

grado

densidad de probabilidad con la cual se distribuye la serie de tiempo, permite

distinguir procesos aleatorios de cadticos, lo cual es de suma importancia,
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pues un proceso caotico se rige por una dinamica determinista, mientras que

uno aleatorio, no.



Capitulo 3

Desarrollo, resultados y analisis

Se implementé el algoritmo de metrépolis con una malla de 100 x 100 celdas
y condiciones a la frontera periédicas para realizar una simulacién del modelo
de Ising, la cual se implement6 en Python. Se obtuvieron 100 series de tiempo
para 34 valores distintos de temperatura, expresadas en unidades de J/kg,
entre T'=1.42 y T' = 3.12 con intervalos de 0.05, en donde se considerd que
cada paso de tiempo se llevaba a cabo una vez que el algoritmo de metrépolis
seleccionaba, en orden aleatorio, a cada una de las 10000 celadas. Se obtu-
vieron series de tiempo de 5000 datos cada una, en donde se descartaron los
primeros 1000 debido a que es el tiempo que, en promedio, es necesario para
que la temperatura mas baja que se considera en este trabajo alcance una
magnetizaciéon M = +1 [13].

Se obtuvieron 100 series de tiempo para cada temperatura con las carac-
teristicas que se especificaron anteriormente para poder realizar un analisis
estadistico y obtener las propiedades de ensamble de los resultados obtenidos.
Se aplicaron los algoritmos de visibilidad natural y visibilidad horizontal a
cada serie de tiempo y se calculé el grado promedio, la longitud de camino

mas corto promedio, la transitividad promedio, las distribucion de grado, de

41



42

cada una de las redes, asi como también se aplicé el algoritmo infomap para
detectar comunidades en la red y posteriormente se obtuvo la distribucién de
tamano de comunidades, lo anterior con las librerias NetworkX e infomap,
disponibles para Python. Finalmente, para cada temperatura se promediaron
los 100 valores de cada una de las cantidades anteriormente mencionadas y

descritas en el capitulo 2.

Las series de tiempo del modelo de Kuramoto se obtuvieron mediante una
simulacion en donde se consideré una distribucién de frecuencias gausseana.
El analisis fue andlogo al de Ising, sin embargo, en este caso se consideraron
series de tiempo con valores de la constante de acoplamiento entre el intervalo

0.05 y 3.50, con espacios de 0.05, es decir, 70 valores de K.

Cabe mencionar que en el modelo de Ising el valor critico de temperatura
es aproximadamente T, ~ 2.27, mientras que la constante de acoplamiento
en el caso del modelo de Kuramoto se encuentra cercano a K. =~ 1.65, sin
embargo, el efecto de finitud y periodicidad de la malla, asi como el efecto de
osciladores finitos, pueden causar que el valor critico se encuentre ligeramente
desplazado, es por ello que se han considerado tres regiones en cada uno de
los modelos, las cuales se determinaron bajo un juicio personal, resultado de
observar el comportamiento que se describe en las graficas que se mostraran
en este capitulo; en el de Ising tomaremos el intervalo de T entre 1.42 y
2.17 como aquél en el que el sistema tiene magnetizacion, T entre 2.22 y 2.32
como el intervalo en el cual el sistema transita entre tener una magnetizacién
M ~ 1y M = 0y finalmente el intervalo de 2.37 a 3.12 en el cual el
sistema pierde su magnetizacion. En la figura 3.1 se pueden observar series
de tiempo correspondientes a cada una de las tres regiones descritas, en donde
el lector puede observar diferencias notables en los valores de M. Por otro

lado, en el modelo de Kuramoto consideraremos el intervalo de constantes
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de acoplamiento de 0.05 a 1.50 como aquellos valores en los cuales el sistema
estd desincronizado, el intervalo de 1.80 a 3.50 correspondiente al estado en
el cual es sistema se encuentra sincronizado, y el intervalo entre 1.55 a 1.75
como aquél en el que el sistema transita entre ambos estados. En este caso

las series de tiempo de la figura 3.2 resultan ilustrativas
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Figura 3.1: Series de tiempo del modelo de Ising para distintas temperat-
uras. Obsérvese que los valores de la magnetizacién cambian drasticamente

dependiendo del valor de T’
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3.1 Descripcion de resultados

Este apartado se divide en dos partes. En la primera se estudian tinicamente
las propiedades topoldgicas expuestas en el capitulo 2 de las redes obtenidas
mediante el algoritmo de visibilidad natural (AVN), mientras que en la se-
gunda se analizan las redes resultantes del algoritmo de visibilidad horizontal
(AVH), en donde se presentaran los resultados de ambos modelos juntos con

la finalidad de hacer un andlisis comparativo en ambas secciones.

3.1.1 Algoritmo de visibilidad natural en ambos mod-

elos

Se desarrollé un c6digo en python para implementar el AVN (ecuacion 2.26)
y generar una red de 4000 nodos. Las figuras 3.3 y 3.4 muestran ejemplos de
las visualizaciones de las redes para ambos modelos en las tres regiones que
se definieron previamente. Dichas visualizaciones se hicieron, en la primer
figura, implementando el algoritmo de Fruchterman y Reingold, mientras que
la segunda se visualizé acomodando los nodos en orden de aparicién segin
la serie de tiempo en un arreglo circular, empezando desde los 90 en sentido
contrario a las manecillas del reloj, ambas visualizaciones se hicieron con el
software Gephi. A simple vista se puede observar que la topologia de las
redes es distinta entre los dos modelos, y que, en ambos, la red sufre cambios
notables para la series de tiempo en el valor critico. Lo visual ayuda a
identificar rapidamente que el AVN detecta cambios en la zona critica, entre
éstos, resulta evidente un aumento en el nimero de enlaces y es de esperarse
un aumento en el grado promedio, asi como un cambio en la distribucién
de grado. En los siguientes apartados se cuantificaran diversas propiedades

topoldgicas de las redes, las cuales fueron descritas en el capitulo 2.
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(a) T<T. (b) K < K.
() T~T, d) K ~ K,
(e) T >T. (f) K > K.

Figura 3.3: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
natural del modelo de Ising ((a), (¢) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))
para las tres regiones del pardmetro de control empleando el algoritmo de
Fruchterman y Reingold.
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(a) T < T, (b) K < K.
(¢) T =T, (d) K = K,
() T>T, (f) K > K.

Figura 3.4: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
natural del modelo de Ising ((a), (¢) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f)) para
las tres regiones del parametro de control en un arreglo circular y ordenado.



49

Distribucién de grado

Se promediaron las 100 distribuciones de grado de cada red, obtenidas por
la ecuacion 2.18, con el mismo valor de parametro de control. Las figuras
3.5 y 3.6 muestran, cada una, tres distribuciones de grado para tres distintos
valores del parametro de control en escalas logaritmicas. Ambas tienen en
comun que la “cola” de la distribucion correspondiente al valor critico es mu-
cho més larga que en las regiones no criticas, sin embargo, puede observarse

que, cuantitativamente, son diferentes.

Figura 3.5: Distribuciones de grado en el modelo de Ising obtenidas por el
AVN. En gris observamos una de las distribuciones para T" < T, en negro
para T > T, y en rojo para T =~ T,.. La grafica muestra las distribuciones
a partir de £ = 2, ya que los nodos correspondientes a los datos iniciales y
finales con visibilidad de su tnico vecino ha sido omitido, pues una de las
propiedades del AV es que todos los nodos tienen al menos k = 2
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Figura 3.6: Distribuciones de grado en el modelo de Kuramoto obtenidas por
el AVN. En gris se muestra una de las distribuciones para K < K., en negro
para K > K.y en rojo para K ~ K.. En este caso también se ha omitido
k =1 de la distribucién.

En el modelo de Ising se puede notar que el grado mas frecuente es
Ppa:(k) = P(3), mientras que en el de Kuramoto varfa entre 12 y 36 de-
pendiendo del valor de la constante de acoplamiento. Por otra parte, el
grado maximo k., se duplica en ambos modelos cuando el pardmetro de
control se encuentra en su valor critico, con respecto a los valores de k,,,, en

las regiones no criticas.

Grado promedio

Se empled la ecuacion 2.16 para obtener el grado promedio de cada red y se
obtuvo el promedio del ensamble de los promedios de los grados para cada
valor del pardmetro de control. Los resultados de los modelos de Ising y

Kuramoto se muestran en las figuras 3.7 y 3.8 respectivamente.
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Figura 3.7: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVN en funcién
de la temperatura en el modelo de Ising. Obsérvese que conforme 7" — T,
la desviacién estdndar de la media, representada por las barras de error,
aumenta.

En la figura 3.7 observamos que hay una incremento abrupto en el grado
promedio al aumentar la temperatura a 7' ~ T, y al incrementar mas la
temperatura a la regién T' > T, se encuentra que el valor de (k) decae de
manera mas abrupta que en la primer zona. Observando la figura 3.7 se
encuentra un comportamiento semejante al anterior, pero reflejado; es decir,
en este caso, es la tercer zona (K > K.) en donde la caida entre la zona critica
y ésta es mas abrupta en comparacion a la caida entre la zona intermedia y la
primera K < K.. El incremento del grado promedio en el la zona critica de

ambos modelos era de esperarse a partir de ver las distribuciones de grado.
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Figura 3.8: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVN en funcién
del acoplamiento K en el modelo de Kuramoto. Observamos un compor-
tamiento simétrico que resulta muy similar al que se observa en la figura 3.7
en términos cualitativos

Longitud de camino mas corto promedio

El calculo de la longitud de camino mas corto promedio fue la operaciéon que
requirié mas tiempo de cémputo debido a que primero se calcula el camino
mas corto entre todas las combinaciones posibles de nodos y posteriormente
se hace el promedio (alrededor de un minuto por red). En las figuras 3.9 y
3.10 se muestra (d), dado por la ecuacién 2.19, en funcién de los parametros

de control.
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Figura 3.9: Promedio de camino mas corto en redes obtenidas mediante el
AVN en el modelo de Ising.

Resulta evidente que la desviacion estandar de la media es significativa-
mente mayor en comparacién a la del grado y la transitividad promedio, sin
embargo, se observa en ambas gréficas una tendencia en la que disminuye (d)
a medida que el parametro de control se aproxima al valor critico por ambos
sentidos y que el valor minimo del ensamble se encuentra dentro de la region

de transicién.
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Figura 3.10: Promedio de camino més corto en redes obtenidas mediante el
AVN en el modelo de Kuramoto. Al igual que en la figura 3.9, la desviacion
estandar de los datos es grande; sin embargo, las semejanzas cualitativas
entre ambos modelos no son tan notorias entre ambas figuras.

Transitividad promedio

La transitividad o también llamado coeficiente de agrupamiento (clustering
coefficient en inglés), definida por la ecuacién 2.21, se muestra en las graficas
3.11 y 3.12 para los modelos de Ising y de Kuramoto respectivamente. En el
de Ising se observa que para 7' < T, , (C) aumenta sutilmente conforme 7'
se aumenta hasta un punto en el cual (C) comienza a decaer cada vez mas
rapido hasta entrar en la zona critica con T ~ T, y en la tercer zona (C'
comienza a crecer mas lentamente. El comportamiento de (C') en funcién de

la temperatura en el modelo de Kuramoto es en sentido inverso al de Ising.
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Figura 3.11: Transitividad (clustering coefficient) promedio de redes
obtenidas mediante AVN en el modelo de Ising. Obsérvese que en la regién
T < T, el valor de (C) comienza a aumentar de forma constante al incremen-
tar T" hasta cierto valor de temperatura a partir del cual (C) cae rapidamente.
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Figura 3.12: Transitividad (clustering coefficient) promedio de redes
obtenidas mediante AVN en el modelo de Kuramoto. Observamos que cerca
de la zona critica se preserva cierta simetria con respecto a la figura 3.11

Deteccion de comunidades

Para la deteccién de comunidades se implement6 el algoritmo infomap, de-
scrito en el capitulo 2 a cada una de las redes. En las figuras 3.13 y 3.14 se
observan ejemplos de la visualizacién de las comunidades en las redes para
distintos valores del parametro de control en el modelo de Ising y de Ku-
ramoto respectivamente, asi como la representacion de dichas comunidades
en la serie de tiempo. Dichas figuras nos ayudan a ver el tipo de estructuras
en la serie de tiempo que forma comunidades. Por otra parte, se puede ob-
servar que la diferencia entre los tamanos de las comunidades en las zonas

no criticas no es tan drastica como en las zonas criticas.
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Figura 3.13: Detecciéon de comunidades con el algoritmo infomap en redes
obtenidas mediante el AVN en el modelo de Ising. Se eligio la gama de colores
del espectro visible de modo que el violeta corresponde a las comunidades mas
grandes y las més pequenas tienden al rojo. Arriba podemos observar la serie
de tiempo y lared asociada a T’ < T, y en medio y abajo, las correspondientes
al ~T,.y T > T, respectivamente. Obsérvese que, en T' = T,, los valles en
la serie de tiempo, a diferentes escalas, forman comunidades.



58

Figura 3.14: Deteccion de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVN correspondientes al modelo de Kuramoto.
El cédigo de colores es el mismo que el que se us6 en 3.13. Arriba podemos
observar la serie de tiempo y la red asociada a K < K., y en medio y abajo,
las correspondientes a K ~ K.y K > K. respectivamente.

Para obtener informacién sobre el comportamiento de las comunidades

de las redes obtenidas mediante el AVN cuando los modelos se aproximan
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a la transiciéon de fase, se procedié a calcular las distribuciones de tamano
de comunidad. Para ello se calculé la distribucién de tamano de comunidad
asociado a la red, es decir, un “histograma normalizado” de la frecuencia
de aparicién de comunidades conformadas por X nimero de nodos. Dicho
procedimiento se hizo para cada una de las 100 redes con el mismo valor del

parametro de control y se obtuvo un promedio de dicha distribucion.

Figura 3.15: Distribucién de tamanos de comunidad en el modelo de Ising
en las tres regiones. En esta figura se muestra una comparacién entre las
distribuciones correspondientes a las tres zonas de T' y se observa que, en una
amplia regién de tamanos de comunidad, la distribucién correspondiente a
T, = 2.27 sigue una recta en escalas logaritmicas.

Las figuras 3.15 y 3.16 muestran la distribucién de tamano de comunidad
en cada una de las tres distintas regiones del modelo de Ising y de Kuramoto
respectivamente. En ambas se puede notar que la cola de la distribucién
correspondiente al valor critico es mas larga en comparacién con las distribu-

ciones de las dos regiones no criticas.
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Figura 3.16: Distribucién de tamanos de comunidad en el modelo de Ku-
ramoto en las tres regiones. En esta imagen, la forma que recta que toma
la distribuciéon de tamanos en K = K, no se encuentra tan definida como
en la figura 3.15, sin embargo, en comparacién a las distribuciones de las
zonas no criticas, es la distribucién que mas se ajusta a una recta en escalas
logaritmicas.

Ademas, podemos observar que mientras las distribuciones de las dos
regiones no criticas tienen una forma curva que cae rapidamente en escalas
logaritmicas, la distribucién correspondiente al valor critico toma la forma
de una recta con pendiente negativa a partir de la comunidades de tamanos
chicos (de 21 nodos para el modelo de Ising y 49 nodos para el de Kuramoto),
considerando que en el de Ising se llegan a detectar comunidades de 300 nodos

y en el de Kuramoto de hasta 900 aproximadamente.
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Figura 3.17: Regresién logaritmica de la distribuciéon de tamafios de comu-
nidad en el modelo de Ising. La presente grafica muestra una comparacién de
los datos con la regresion logaritmica, la cual se obtuvo tomando en cuenta
la distribucién de tamanos de comunidad de 21 a 177 nodos.

Una vez que se observo que las distribuciones de tamanos de comunidad
siguen una ley de potencias, se obtuvieron las ecuaciones de las curvas que
describen a las distribuciones mediante una regresién logaritmica, tomando el
segmento de tamanos de comunidad que maés representa una recta en escalas
logaritmica. El intervalo de tamanos de comunidades para hacer dicho ajuste
se considerd bajo un criterio personal, resultado de la observacién de las
graficas y se obtuvieron las distribuciones P(z) = (26.16 4= 6.882)x~226£0.0%8
v P(z) = (4.77 £ 1.7999)2~ 1590078 hara los modelos de Ising y Kuramoto
respectivamente. En las figuras 3.17 y 3.18 se muestran las distribuciones en

la zona critica de ambos modelos comparados con el ajuste.
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Figura 3.18: Regresion logaritmica de la distribucién de tamanos de comu-
nidad en el modelo de Kuramoto. En esta grafica se comparan los datos con
la regresién logaritmica, la cual se obtuvo tomando en cuenta la distribucion
de tamanos de comunidad de 49 a 213 nodos.

3.1.2 Algoritmo de visibilidad horizontal en ambos mod-

elos

Se implementé el AVH en python para obtener redes de 4000 nodos y se
hizo el mismo anélisis que se hizo para las redes obtenidas mediante el AVN.
Las figuras 3.19 y 3.20 muestran algunos ejemplos de las redes obtenidas, en
donde no se observan cambios drasticos para los pardmetros 7'y K en sus

valores criticos en comparacién a los que se notan mediante el AVN.
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(a) T<T. (b) K < K.
() T~T, d) K ~ K,
(e) T >T. (f) K > K.

Figura 3.19: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
horizontal del modelo de Ising ((a), (c) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))
para las tres regiones del pardmetro de control empleando el algoritmo de
Fruchterman y Reingold.
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(a) T <T. (b) K < K.
() T=T, (d) K = K.
(e) T>T. (f) K> K.

Figura 3.20: Ejemplo redes obtenidas mediante el algoritmo de visibilidad
horizontal del modelo de Ising ((a), (¢) y (e)) y de Kuramoto ((b), (d) y (f))

para las tres regiones del pardmetro de control con los nodos ordenados en
un arreglo circular.
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Distribucién de grado

Se obtuvieron las distribuciones de grado para ambos modelos, las cuales
mostraron variaciones muy sutiles entre las tres regiones. Ademas, éstas
mostraron tener un grado maximo considerablemente menor con respecto a

los obtenidos mediante el AVN (figuras 3.21 y 3.22).

Figura 3.21: Distribuciones de grado en el modelo de Ising obtenidas por el
AVH. Ademsés de que el grado maximo es mucho menor al del AVN, se puede
observar que no hay diferencias tan importantes entre las distribuciones de
las tres regiones

A pesar de ello se procederd a medir el grado promedio y el resto de las

propiedades topologicas que se midieron en la seccién anterior,
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Figura 3.22: Distribuciones de grado en el modelo de Kuramoto obtenidas
mediante el AVH. Al igual que en el modelo de Ising, el AVH crea nodos
con grado maximo mucho menor a los creados con el AVN, Ademas de que
las distribuciones son muy similares para distintos valores del parametro de
control

Grado promedio

Las figuras 3.23 y 3.24 muestran los resultados obtenidos al calcular el grado
promedio para el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente. En 3.23
observamos que, en la region T < T,, el grado promedio crece conforme
aumenta 7' hasta llegar a la regién T' ~ T,, en donde, disminuye el valor del
grado promedio repentinamente para recuperarse en la zona 7" > T,, en la
cual el grado promedio sigue aumentando pero de asintética. En la figura
3.24 se observa un comportamiento analogo al que ocurre en el modelo de
Ising, pero recorrido en sentido contrario.

Es importante resaltar que la mayoria de las graficas presentadas han

preservado cierta simetria axial con respecto al valor critico entre ambos
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modelos; sin embargo, las del grado promedio de las redes obtenidas mediante

el AVH nos permite obtener ciertas interpretaciones.

Figura 3.23: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVH en el
modelo de Ising. Obsérvese que el valor de (k) va en aumento conforme
el sistema transita de la zona estatica a aquella en la que predominan las
fluctuaciones estocéasticas, mientras que en la zona critica hay una caida en
dicho valor.
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Figura 3.24: Grado promedio de redes obtenidas mediante el AVH en el
modelo de Kuramoto. En este caso observamos el mismo comportamiento
culitativo que en la figura3d.23, en donde se preserva la simetria axial con
respecto al valor critico

Por una parte, en el algoritmo de metrépolis con el cual se obtuvo la
serie de modelo de Ising, podemos observar que en uno de los casos extremos
cuando T' — 0 = exp(—AE/kT) — 0, y por lo tanto, el nimero aleatorio 0 <
r < 1 no podra generar cambios en el sistema, y despues de un determinado
numero de iteraciones, el sistema minimizara su energia hasta mantenerla fija
obteniendo como resultado una serie de tiempo constante. Si se considera
el caso opuesto en el cual T — o0, el sistema se encontrard en constante
cambio de modo que la aleatoriedad del sistema se haga presente en la serie
de tiempo.

Por otra parte, un analisis analogo en el modelo de Kuramoto permite
ver que en el limite cuando K — 0, se desprende de la ecuaciéon 1.5 que

0;(t) = w;t + ¢;, en donde ¢; es la fase inicial del oscilador i. Sustituyendo en
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la ecuacién 1.3 se obtiene

1 N
— N Z (th+cj (31)

Si consideramos que la distribucién de de frecuencias naturales de vi-
bracién es simétrica con respecto a {2 = 0 y que la fase inicial de todos los
osciladores es la misma (los cuales cambiardn su fase rapidamente, pues el
acoplamiento es nulo), se puede escribir la ecuacién 3.1 como

ic

re’ = ~ Z et 4 e, (3.2)

wi€{07-~-7wma9¢}

®

Calculando la magnitud de 7 y empleando la propiedad 2cos(z) = €% +

e~ se obtiene de la ecuacién 3.2

r(t):% S cos(wit). (3.3)

wie{oymvwmaz}
Lo anterior se ha hecho para mostrar que cuando K — 0, |r(t)| no se

mantiene constante en el tiempo, pues al calcular la derivada resulta

dr(t) =2 .
=~ Z w;isin(wgt), (3.4)

w; €{0,....wmax }
lo cual no necesariamente se anula.

Por otro lado, si consideramos el caso extremo en el cual K — oo, se
obtiene 6; = 1) para todos los osciladores, lo cual implica que r = 1 no tiene
dependencia temporal y por lo tanto se mantiene constante.

Las caracteristicas mencionadas anteriormente se relacionan con el grado

promedio mediante el teorema 2.3.1, el cual implica que para series de tiempo

constantes bi-infinitas, (k) = 2, que es la tendencia que siguen los sistemas
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cuando el parametro de control se aproxima al valor en el cual las series de
tiempo se vuelven constantes, mientras que para las aperiédicas (k) = 4,
lo cual se relaciona con el crecimiento asintético en la regiéon en donde el
pardmetro de control se aproxima al valor en el cual predominan la fluc-
tuaciones estocdsticas o cadticas en las series de tiempo. Finalmente, la
disminucién del grado promedio en la region de la zona critica, se relaciona

con que el sistema se encuentra en un umbral entre ambas dinamicas.

Longitud de camino mas corto promedio

En las figuras 3.25 y 3.26 se muestra el promedio de las longitudes de camino
mas corto. En éstas se observa que al tener menos enlaces que las redes
obtenidas mediante AVN, la magnitud de (d) es mayor, pero a diferencia
del AVN en donde (d) disminuia en el valor critico y se presentaba una
amplia desviacién de (d) para todos los valores de T'y de K , en el AVH, (d)
aumenta abruptamente en el valor critico y la desviacién que se presenta es
mucho menor. Obsérvese que una vez més se presenta simetria axial entre

las graficas de ambos modelos.
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Figura 3.25: Promedio de longitud de camino mas corto en AVH en el modelo
de Ising.

Figura 3.26: Promedio de longitud de camino mas corto en AVN en el modelo
de Kuramoto
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Transitividad promedio

La transitividad guarda una relacién muy estrecha con el grado promedio
cuando se trata de series de tiempo aleatorias. De hecho se ha demostrado
para series de tiempo aleatorias que el coeficiente de agrupamiento local se
puede escribir en funcién del grado k como C(k) = 2/k [42]. Las figuras 3.27y
3.27 muestran el coeficiente de agrupamiento de las redes de ambos modelos
a distintos valores del parametro de control. Una comparacién cualitativa
con las gréaficas del grado promedio resulta muy similar principalmente en el
modelo de Kuramoto, mientras que en el de Ising se puede observar que en la
region T' > T,, el coeficiente de agrupamiento promedio aumenta en funcion

de la temperatura de manera aproximadamente lineal.

Figura 3.27: Transitividad (clustering coefficient) promedio en AVH en el
modelo de Ising
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Figura 3.28: Transitividad (clustering coefficient) promedio en AVH en el
modelo de Kuramoto.

Deteccion de comunidades

Finalmente, se implementé el algoritmo infomap para detectar comunidades
en las redes obtenidas mediante el AVH y comprobar si la distribucién de
tamanos cumple o no alguna ley de potencias en el valor critico, asi como
averiguar el tipo de estructuras en la serie de tiempo que conforman las
comunidades.

Las figuras 3.29 y 3.30 muestran ejemplos de las visualizaciones de las
comunidades detectadas para las tres distintas regiones del parametro control
en el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente. En éstas se puede
notar que los grupos se componen de un nimero de nodos mucho menor que
los que se alcanzaban a formar en el caso del AVN y por consecuencia, el
nimero de comunidades detectadas se duplicé (300 comunidades detectadas

en ambos modelos aproximadamente para todos los valores del pardmetro
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de control). También se observa que no se detecta ningin patrén particular
en la serie de tiempo correspondientes al valor critico como ocurria con el
AVN. Para obtener mayor informacién sobre las comunidades en el AVH se
calcularon las distribuciones de tamano de comunidad. Las figuras 3.31 y
3.32 muestran la distribucién para un valor en cada una de las tres zonas del
parametro de control en el modelo de Ising y de Kuramoto respectivamente.
El resultado es que a diferencia del AVN, no se encuentra ninguna ley de

potencias y las distribuciones son muy similares en los tres casos.
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Figura 3.29: Deteccién de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVH correspondientes al modelo de Ising. Se
empleo el codigo de colores descrito en la figura 3.13.
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Figura 3.30: Deteccién de comunidades mediante el algoritmo infomap en
redes obtenidas mediante el AVH correspondientes al modelo de Kuramoto.
Se empled el cédigo de colores descrito en la figura 3.13.
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Figura 3.31: Distribucién de tamanos de comunidad en el modelo de Ising
en las tres regiones con el AVH

Figura 3.32: Distribucién de tamanos de comunidad en el modelo de Ku-
ramoto en las tres regiones con el AVH.
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3.2 Resultados generales y un analisis com-

parativo

Varias de las graficas que han sido exhibidas presentan diferencias entre las
tres regiones que se definieron previamente para los pardametros de control
T y K. Aunque no todas funcionan como alertas tempranas, algunas nos
sirven para obtener informacién sobre el comportamiento del sistema como
es el caso del grado promedio en el AVH. Cabe destacar que en el modelo
de Ising resulta que en la primer region T° < T, el sistema presenta cierto
orden espacial en el cual la gran mayoria de los espines se encuentran alin-
eados en una misma direccion, y més aun, si se considera el caso T' = 0, la
serie de tiempo se vuelve constante. En el modelo de Kuramoto ocurre algo
similar en la tercera region K > K., sin embargo, en este caso el orden se
presenta en un sentido temporal, en donde la gran mayoria de los osciladores
se encontraran en sincronia, ademas de que si se considera K — oo, la se-
rie de tiempo resultante serd constante. Por otra parte, la tercera region
en el modelo de Ising 7" > T, presenta “desorden” espacial, ya que, debido
a que las fluctuaciones térmicas se vuelven predominantes en el sistema, la
configuracion de los espines es aleatoria para dichos valores de temperatura,
mientras que algo andlogo sucede en el modelo de Kuramoto en la primera
region K < K., en donde los osciladores vibran a distintas fases, comple-
tamente fuera de sincronia. Por ultimo, en ambos modelos se presenta la
transicién de fase en la segunda region T~ T, y K ~ K,.. Las similitudes
que presentan ambos modelos en las tres regiones justifican la simetria axial
que se observa entre las graficas de las propiedades topoldgicas de las redes
en funcién del pardmetro de control (grado promedio, transitividad promedio

y longitud de camino més corto promedio).
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A continuaciéon se expondra la efectividad de cada uno de los algoritmos
como alerta temprana, en donde se considerara que son tutiles si la misma
propiedad topolégica tiene el mismo comportamiento cualitativo en ambos

sistemas cuando éste se encuentra préximo a la transicién de fase.

3.3 El algoritmo de visibilidad natural para

la deteccién de alertas tempranas

El AVN mostré detectar cambios en las redes incluso en la visualizacién de
éstas al variar el parametro de control en ambos modelos. Las distribuciones
de grado tuvieron un dominio mucho méas amplio en los valores criticos, sin
embargo, resulta mas cémodo usar una magnitud como alerta temprana en
lugar de una distribucion.

En primer lugar, el grado promedio funciona como alerta temprana en
ambos modelos tanto para valores del parametro de control menor al valor
critico como para valores mayores, pues un incremento de dicha magnitud
significa que el parametro de control se aproxima a su valor critico en ambos
sentidos. Dicho valor esta relacionado con el niimero de conexiones en la red,
lo cual indica que conforme el sistema se aproxima a la transicion de fase, L
aumenta significativamente. Considerando que los algoritmos de visibilidad
son invariantes bajo transformaciones afines, el incremento en la varianza
en las series de tiempo de un sistema proximo a una transicién de fase no
justifica el comportamiento de (k), sin embargo, el incremento en la auto-
correlacién si lo hace, pues si suponemos que un valor x; estd conectado con
xj, la probabilidad de que x; esté conectado también con x;_; y ;41 serd
mayor conforme la auto-correlacion de la serie de tiempo aumenta.

Debido a que el aumento en la auto-correlacion genera que un elemento
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x; logre ver a una mayor cantidad de datos, la longitud de camino mas
corto promedio se reducira en las redes cuando el sistema se aproxime a
la transicién de fase, lo cual significa que el flujo de informacién en la red
es 6ptimo en el valor critico. Cabe mencionar que las graficas 3.9 y 3.10
muestran que la desviacién de (d(T")) es mucho mayor en comparacion a todas
las demés gréficas, sin embargo, en [45] se calcula la longitud de camino mas
corto promedio para el modelo de Ising empleando redes desde 100 x 100
nodos hasta 300 x 300 nodos y se logra reducir la desviacién, ademéas de que
es el valor que mas varia segin el nimero de nodos que se consideren en la
red. Es por esto que (d) funciona como alerta temprana en ambos sentidos
siempre y cuando se consideren series de tiempo suficientemente grandes, de
al menos 10,000 nodos, sin embargo el tiempo de computo que toma realizar
dicho céalculo y contar con series de tiempo tan grandes no siempre sera lo

mas practico.

El coeficiente de agrupamiento promedio también funciona como alerta
temprana en ambos modelos. En el de Ising se puede observar que en la
primer regién T < T al principio, (C') aumenta ligeramente de manera uni-
forme hasta cierto valor de temperatura en el cual (C') comienza a disminuir
drasticamente conforme la temperatura se aproxima al valor critico. En este
sentido, la transitividad promedio funciona mejor en la regién de temperat-
uras mayores a la critica en el modelo de Ising, mientras que en el modelo

de Kuramoto funciona bien de ambos lados.

Cabe destacar que a pesar de que el numero de conexiones y el grado
promedio aumenta en las redes correspondientes a los valores criticos de
ambos modelos, la transitividad toma su valor minimo en la transicién de

fase.

La distribucion de tamanos de comunidades obtenida mediante el algo-
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ritmo infomap resulto ser otra alerta temprana, ya que cerca del valor critico,

dicha distribucién tomaba la forma de una ley de potencias.

AVN en modelo de Ising.

Region efectiva

Alerta temprana T <T,|T>T, | Simétrico
(k) X
(d) X
(@) x
P(X) X

Tabla 3.1: Tabla de utilidad de grado promedio, camino mas corto prome-
dio, transitividad promedio y distribucién de tamanos de comunidad (P (X))
como alertas tempranas dependiendo de la regién por la cual se aproxima la
temperatura al valor critico en las redes de visibilidad natural en el modelo

de Ising.

A modo de resumen, las tablas 3.1 y 3.2 muestran las regiones de efectivi-

dad del grado promedio, camino mas corto promedio, transitividad promedio

y distribucién de tamanos de comunidad como alertas tempranas de las re-

des que se obtuvieron por el algoritmo de visibilidad natural. La mayoria

resultaron ser efectivas en las dos regiones de los extremos.

AVN en modelo de Kuramoto.

Region efectiva

Alerta temprana K < K. | K> K. | Simétrico
(k) X
{d) X
(C) X
PX) >

Tabla 3.2: Tabla de utilidad de grado promedio, camino mas corto promedio,
transitividad promedio y distribucién de tamanos de comunidad de las redes
obtenidas mediante el AVN como alertas tempranas dependiendo de la region
por la cual se aproxima la constante de acoplamiento al valor critico en el

modelo de Kuramoto .
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3.4 El algoritmo de visibilidad horizontal para

la deteccién de alertas tempranas

La visualizacién de las redes obtenidas mediante el AVH no mostré cambios
tan notables en comparacién al AVN, sin embargo, las redes si mostraron

cambios importantes cuando se trataba de la regién critica.

Al obtener las distribuciones de grado no se detecté demasiada diferencia
en funcién del parametro de control, sin embargo, al calcular el grado prome-
dio se obtuvo un comportamiento andlogo en ambos modelos, el cual refleja
la naturaleza de éstos, y aunque no necesariamente funciona como alerta
temprana, si puede ser 1til para entender la dindamica de diversos modelos,

y en el mejor de los casos, de sistemas reales.

La longitud de camino promedio resulté ser la alerta temprana mas efec-
tiva para el AVH, pues los valores de (d) crecen a mas del doble en el valor
critico y es 1util en la region de los valores de pardametro de control mayor y
menor al valor critico. Cabe observar que lo que sucede con (d) en el AVH es
opuesto a lo que ocurre con el AVN, y que para nuestros fines, la medicion

de (d) resulta mas 1til como alerta temprana en el AVH que en el AVN.

Por otra parte, el uso de la transitividad promedio en el AVH como alerta
temprana es bastante limitado, pues el comportamiento en las regiones T' <
T.y en K > K. en los modelos de Ising y de Kuramoto respectivamente,
a pesar de ser analogo, tiene distintos comportamientos y en 7' > T, y en
K < K, el comportamiento no es analogo, por lo cual su efectividad como
alerta temprana es nulo en dichas regiones.

La deteccién de comunidades en el AVH resulté de poca utilidad, pues la
distribucién de tamanos de comunidad no mostré cambios importantes para

los valores criticos, ademas de que no se detectaron comunidades con una



estructura tan evidente como en el caso de las redes del AVN.
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Capitulo 4

Conclusiones

Esta investigacion brinda un estudio comparativo entre el modelo de Ising y
el de Kuramoto, en donde se ha utilizado el AVN y el AVH para contrastar

la utilidad que ofrece cada uno para la prediccién de transiciones de fase.

Para el AVN, el grado promedio resulté ser una buena alertas temprana
en ambos modelos, mientras que la transitividad promedio resulta efectiva
en el de Kuramoto, més no asi en el de Ising, pues a pesar de que dicho
indicador muestra una discontinuidad en los dos modelos en la zona de tran-
sicidn, resulta que en la primera y tercera region hay intervalos en los que la
pendiente es positiva. Aun asi, la transitividad es un indicador que vale la
pena continuar investigando, pues la pendiente positiva m que se aprecia en
la regién en donde T' < T, se obtiene que m < 0.01, es decir, la pendiente
es muy cercana a cero, ademas de que cuando 1" se aproxima a T, se puede
observar un comportamiento simétrico.

En el caso de la longitud de camino mas corto promedio, a pesar de
que el valor minimo del ensamble se encuentra en la zona de transicién,
no resulta tan efectivo debido a que la desviaciéon de los datos obtenidos

mediante este método es considerablemente mayor en comparacion con el
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caso del grado y la transitividad promedio. Para disminuir la desviacién de
la longitud de camino mas corto promedio se podrian tomar en cuenta series
de tiempo mas grande y quiza un ensamble mayor, no obstante, el tiempo de
computo para realizar dicho calculo aumenta considerablemente de manera
no lineal al incrementar el tamano de las redes, por lo que sugiero que este
indicador sea tomado en cuenta por el lector bajo las consideraciones que
aqui se mencionan. Por otra parte, la deteccion de comunidades funcioné
no solo como alerta temprana al hallar que la distribucién de tamanos de
comunidad en ambos modelos cumple una ley de potencia, sino que nos
permite visualizar el tipo de estructuras en la serie de tiempo que forman
dichas comunidades: valles con formas similares y a distintas escalas; ademas,
el hecho de que la distribucién de tamanos de comunidad cumpla con una ley
de potencias en el valor critico esta relacionado con la invariancia de escala
que presenta el sistema en la transicion de fase. Si bien, se ha observado que
algunos sistemas presentan leyes de potencia en los patrones espaciales[22] o
en la distribucién de frecuencias, mostrando invariancia de escala temporal
[13] cuando el sistema sufre una transicién de fase, en este trabajo se ha
mostrado que las series de tiempo presentan patrones que se repiten en la

serie de tiempo a diversas escalas temporales mediante el AVN.
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(a) (k(T))" en el modelo de Ising (b) (k(K))’ en el modelo de Kuramoto
(c) (C(T)) en el modelo de Ising (d) (C(K))" en el modelo de Kuramoto
(e) (d(T))" en el modelo de Ising (f) (d(K))’ en el modelo de Kuramoto

Figura 4.1: Derivada numérica de los indicadores en ambos modelos mediante
el AVN
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(a) (k(T))" en el modelo de Ising (b) (k(K))’ en el modelo de Kuramoto
(¢) (C(T)) en el modelo de Ising (d) (C(K))" en el modelo de Kuramoto
(e) (d(T))" en el modelo de Ising (f) (d(K))" en el modelo de Kuramoto

Figura 4.2: Derivada numérica de los indicadores en ambos modelos mediante
el AVH

Por otro lado, a pesar de que la longitud de camino més corto resulto ser
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el inico indicador que funcion6 como alerta temprana en el caso del AVH, la
transitividad promedio proporcioné informacion valiosa para la descripcion
de los sistemas. Una disminucién de dicho valor indica que una transicion de
fase se aproxima o que el sistema adquiere cada vez una configuracién més

ordenada y con menos fluctuaciones.

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra la derivada numérica del grado, la
transitividad y el camino més corto promedio. En estas graficas se puede
observar claramente, a excepciéon del camino mas corto promedio mediante
el AVN, que estos indicadores presentan un cambio abrupto en su tenden-
cia cuando se aproxima la transicion, por lo que se puede concluir que los
algoritmos que se emplearon como alertas tempranas detectan la transicién
en los dos modelos que se estudiaron. Uno podria preguntarse jcon cudnta
anticipacion se podria inferir que alguno de estos modelos sufrird una tran-
sicion de fase empleando los algoritmos de visibilidad?. En este trabajo se
muestra que, mediante el AVN, en cuanto se detecte que el grado promedio
presenta un incremento, o bien, mediante el AVH si la longitud de camino

aumenta se puede afirmar que una transiciéon se aproxima.

Dado que ambos algoritmos resultaron de utilidad en los dos modelos
tanto para la descripcién del sistema, como para la alerta de transiciones
de fase, ademas de que tanto el modelo de Ising como el de Kuramoto se
han empleado para estudiar sistemas reales en las areas de la ciencias so-
ciales, medicina o biologfa [5]-[12], se propone como lineas de investigacién a
futuro comprobar su efectividad en mas modelos que presenten cambios de
fase, incluyendo series de tiempo de sistemas reales y de diversas disciplinas.
Comprobar la efectividad en diversas disciplinas tendria diversas utilidades
préacticas, como prever cuando va a ocurrir un ataque epiléptico con mayor

certeza al usar un nuevo indicador por ejemplo.
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Por otro lado, también se propone implementar el algoritmo de deteccion
de comunidades para investigar sobre la generalidad de la ley de potencias en
la distribucién de tamanos de comunidad en las series de tiempo (obtenidas de
datos reales como de modelos de diversas disciplinas) durante la transicién
de fase e implementar el AVH para verificar que el comportamiento de la
transitividad promedio es el esperado y comprender la dinamica de los estados

en los que se pueden encontrar los sistemas.



Bibliografia

1]

KuzNETSOV, YURI A. Elements of applied Bifurcation Theory, Second
Edition, Springer, New York, 1998.

Kuramoro, Y., 1975 Int. Symp. on Mathematical problems in theoret-
ical physics,edited by H. Araki (Springer, New York), volume 39 of Lect.
N. Phys., pp. 420-422.

DanieLs, BRYAN C. Synchronization of Globally Coupled Nonlinear Os-

cillators: the Rich Behavior of the Kuramoto Model, May 6, 2005

ACEBRON, JUAN A. BONILLA, L. et. an. The Kuramoto modell: A sim-

ple paradigm for synchronization phenomena, Reviews of modern physics,

volume 77 N.1, 2005

A. WINFREE Biological rhythms and the behavior of populations of cou-

pled oscillators, Journal of Theoretical Biology, 16(1):15-42, July 1967

CaBRAL J, LuckHoo H, WooOLRICH M, JOENSSON M, MOHSENI H,
BAKER A, KRINGELBACH ML, DECO G (2014) Exploring mechanisms
of spontaneous functional connectivity in MEG: How delayed network

interactions lead to structured amplitude envelopes of band-pass filtered

oscillations, Neurolmage (90) 423-435

91



92

[7] MARINAZZO D, ET. AL. (2014), Information transfer and criticality in

the Ising model on the human coennectome, PLoS ONE 9(4): €93616.

[8] DasT TK, ADEYASINGHE PM, CRONE JS, ET. AL. (2014) Highlight-
ing the structure-function relationship of the brain with the ising model

and graph theory., Biomed Res Int:237898

9] JARMAN, M ET. AL. (2015) The Critical Few: Anticonformist at the
Crossroads of Minority Opinion Survival and Collapse]. Artificial Sci.
and Soc. Sim.18(1): 6

[10] CASTELLANO C, FORTUNATO S, LORETO V (2009) Statistical physics

of social dynamics. Rev Mod Phys 81: 591-646

[11] Rice JJ, StoLoviTZKY G, TU Y, TOMBE PP (2003). Ising Model of
cardiac filament activation with neares-neighbor cooperative interactions.

Biophys J 84:897-909

[12] TorQuaTO S (2011) Toward an Ising model of cancer and beyond.
Phys Biol 8(1): 015017

[13] CALDERON A., CARLOS ANALISIS DE EARLY WARNINGS EN EL
MODELO DE ISING EN 2D, 2016

[14] SoLE, RICHARD V (2011) Phase Transitions. Princeton University

Press

[15] YEOMANS,J.M. Statistical Mechanics of Phase Transitions, Oxford
University Press, 1992

[16] LANDAU DavID P., BLINDER KURT A Guide to Monte Carlo Simu-

lations in Statistical Physics, Cambridge University Press, 2009



93

[17] CHATFIELD, CRISTOPHER, The analysis of time series : an introduc-

tion, 6th ed, Chapman and Hall/CRC.

[18] DRAKE JOHN M. AND GRIFFEN BLAINE D.(2010) Farly warning
signals of extinction in deteriorating environments Nature 467(7314)

(September 2010) 456-9

[19] LENTON, T.M. et. al. Tipping elements in the Earth’s climate system,
Proc. Natl Acad. Sci. USA 105, 1786-1793 (2008)

[20] LiTT, B. ET AL Epileptic seizures may begin hours in advance of clinical

onset: a report of five patients Neuron 30, 51-64 (2001).

[21] DAkos V, CARPENTER SR, Brock WA, ELLiISON AM, GUTTAL
V, ET AL. (2012) Methods for Detecting Early Warnings of Critical
Transitions in Time Series Illustrated Using Simulated Fcological Data.

PLoS ONE 7(7): e41010. doi:10.1371/journal.pone.0041010

[22] SCHEFER M, BASCOMPTE J, BROCK WA, ET. AL.(2009) Early warn-

ing signals for critical transitions, Nature 461: 53-59

[23] GARCiA-GuDINO D, LaNDA E, MENDOZA-TEMIS J, ALBARADO-
IBANEZ A, TOLEDO-ROY JC, MORALES IO, ET AL. (2017) Enhance-
ment of early warning properties in the Kuramoto model and in an atrial
fibrillation model due to an external perturbation of the system. PLoS

ONE 12(7): €0181953. https://doi.org/10.1371/journal.pone.0181953

[24] MoORALES 1.O., LANDA E, ANGELES CC, ToLEDO JC, RIVERA AL,
TEMIS JM, ET AL. (2015) Behavior of Early Warnings near the Criti-
cal Temperature in the Two-Dimensional Ising Model. PLoS ONE 10(6):
e0130751. doi:10.1371/journal.pone.0130751



94

[25] WisSEL C (1984) A universal law of the characteristic return time near

threshols. Oecologia 65: 101-107.

[26] VAN NEs, E. H. y SCHEFFER, M. Slow Recovery from Perturbations
as a Generic Indicator of a Nearby Catastrophic Shift, The American
Naturalist, The American Naturalis 169, 738-747 (2007).

27) DAKOS, V. et. al. Slowing down as an early warning signal for abrupt-

climate change Proc. Natl Acad. Sci. USA 105, 14308-14312 (2008)
28] BARABASI AL Network Science, PDF Version: November 2012

[29] NEwWMAN M.E.J. Networks An Introduction, Oxford University Press
Inc., New York, 2010

[30] BARABASI AL, ALBERT R Fmergence of scaling in random networks.

Science 286(5439):509-512 (1999)

[31] S. MasLov & K. SNEPPEN Specificity and stability in topology of
protein networks. Science, 296:910-913 (2002)

[32] H. JEONG, R.ALBERT, & A.L. BARABASI. Internet: Diameter of the
world-wide web. Nature, 401:130-131, 1999.

[33] V. BLONDEL, J. GUILLAUME, R. LAMBIOTTE, E. MECH, J. Stat

Mech.: Teory Ezp. 2008, P10008 (2008)

[34] RosvaLL M, AXELSSON D, BERGSTROM CT The map equation, The

European Physical Journal Special Topics,178 (1), 13-23 (2009)

[35] CovER TM, THOMAS JA, Elements of Information Theory (Wiley Se-
ries in Telecommunications and Signal Processing), Wiley-Interscience,

2006



95

[36] BOHLIN L., EDLER D., LANCICHINETTI A.,ROSVALL M Community
detection and visualization of networks with the map equation framework,

Measuring Scholarly Impact. Springer, 2014.

[37] RosvAaLL M., BErRGSTROM C.T. Maps of random walks on com-

plex networks reveal community structure. Proceedings of the National

Academy of Sciences 105.4 (2008): 1118-1123.

[38] FORTUNATO, S. AND BARTHELEMY, M. Resolution limit in community

detection,PNAS 2007 104 (1) 36-41

[39] YANG, Z., ALGESHEIMER, R., & TESSONE, C.J. A Comparative Anal-
ysis of Community Detection Algorithms on Artificial Networks, Scien-

tific Reports. 2016; 6

[40] NUNEZ, A.M., L. LAacasa, J.P. GoMEZ, & B. LuQuE (2012), Vis-
ibility algorithms: A short review., In: Y. Zhang (ed.), New Frontiers in
Graph Theory, InTech, Rijeka, 119-152.

[41] Lacasa L., LuQue B., BALLESTEROS F., LuQuE J. & Nuno J.C.

(2008) From time series to complex networks: the visibility graph. . Proc.

Natl. Acad. Sci. USA 105, 13, 4972-4975.

[42] LuQuE B., LAcAsA L., BALLETEROS F., & LuQue J. (2009) Hor-
1zontal visibility graphs: exact results for random time series. Phys Rev

E 80, 046103 (2009).

[43] LuQuE B, Lacasa L, BALLESTEROS F.J. & ROBLEDO A (2012)
Analytical properties of horizontal visibility graphs in the Feigenbaum

scenario, CHAOS 22, 013109 (2012)



96

[44] LacasA, L. & TorAL, R (2010) Description of stochastic and chaotic
series using visibility graphs, Phys. Rev. E 82, 036120 (2010).

45] Zuao L, LLW, YANG C, HAN J, SU Z, ZoU Y (2017) Multifractality
and Network Analysis of Phase Transition. PLoS ONE 12(1): e0170467.
doi:10.1371 /journal.pone.0170467



	Portada 

	Resumen
	�Indice
	Introducci�on
	Capítulo 1. Los dos Modelos y Sustransiciones de Fase
	Capítulo 2. De Series de Tiempo a Redes
	Capítulo 3. Desarrollo, Resultados y Análisis
	Capítulo 4. Conclusiones
	Bibliografía

