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Capitulo 1

Introduccion

Desde que las matematicas aparecen en la historia de la humanidad, el ser
humano las ha utilizado para resolver muchisimos problemas précticos tales co-
mo la reparticién de terrenos, el cobro de tributos, la construccién de ciudades
o el estudio de los cuerpos celestes. Debido a la belleza intrinseca de las ma-
tematicas y al gran papel que han jugado en el desarrollo de las civilizaciones,
los seres humanos se han dado cuenta de lo valioso que es estudiar y crear nuevas
matematicas para lograr entender problemas cada vez mas complejos.
Histéricamente la fisica siempre ha sido una mina de oro para las matematicas.
El ejemplo més conocido de esto sin duda es la teoria del calculo diferencial cu-
yos métodos fueron utilizados por Isaac Newton para estudiar el movimiento de
los cuerpos en el espacio. Newton descubrié una ecuacién sencilla que relaciona
la fisica del movimiento de cuerpos con el calculo diferencial y en particular con
las ecuaciones diferenciales. Cabe mencionar que Leibniz también desarrollo una
teoria del célculo diferencial.

A pesar de que en el siglo XVIII grandes cientificos como Euler, Lagrange y
Laplace aplicaron con éxito las ideas de Newton y Leibniz a diversos problemas,
siempre hubo duda y escepticismo acerca de los fundamentos 16gicos, fisicos y
filoséficos del calculo diferencial. Por ejemplo, en 1734 el filésofo Irlandés publico
El Analista, en este trabajo Berkeley no critica la utilidad del calculo diferencial
sino la falta de fundamentos en sus ideas y pruebas. Berkeley argumenta que el
concepto fisico de velocidad depende de intervalos espaciales y temporales, asi,
la velocidad instantanea, para la cual la longitud de dichos intervalos es cero, no
es una nocion fisica [9]. Aun asi, siempre prevalecié la idea de que las matemati-
cas eran el lenguaje con el cual habian sido escritas las leyes de la naturaleza y
por lo tanto ciertos conceptos matematicos tenian una estrecha relacién con la
fisica de la naturaleza.

Con los trabajos para fundamentar el calculo diferencial y en general a las
matematicas, la vision de ellas comenzé a cambiar. Se empezé a concebir a
las matemaéticas como un conjunto de proposiciones que pueden ser derivadas,
independientemente de la fisica, a partir de un sistema axiomatico. En su pro-
blema numero 6 David Hilbert se pregunta acerca de la posibilidad de crear un



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

sistema axiomatico para la fisica. Finalmente, la visién de las matematicas cam-
bi6 radicalmente cuando Godel demostré que cualquier sistema axiomético lo
suficientemente poderoso para describir la aritmética de los ntimeros naturales,
o bien tiene contradicciones, o tiene proposiciones que no son demostrables a
partir de los axiomas.

Lo anterior aunado a que la fisica estudia problemas cada vez méas complejos,
los cuales requieren de un mayor conocimiento previo y simplificaciones para
estudiarse de manera matematica, ha causado que por fin las mateméticas y la
fisica tomen caminos separados.

Los objetivos de este trabajo son: describir las nociones fisicas basicas, tanto
de la mecénica clésica como de la relatividad especial y, ver como se pueden
usar la geometria de contacto y simpléctica para estudiar las ecuaciones de
movimiento en estas dos ramas de la fisica. Se tiene particular cuidado en el
proceso que hay que seguir para, a partir de la segunda ley de Newton, obtener
unas ecuaciones equivalentes a esta ley. En caso de que las fuerzas que aparecen
en esta ley sean conservativas estas ecuaciones describen un campo vectorial
en una variedad simpléctica, si a estas fuerzas anadimos fuerzas de friccion
proporcional a la velocidad de la particula las ecuaciones describen un campo
vectorial en una variedad de contacto. En el caso de la relatividad especial
también se hace énfasis en la importancia que adquiere el campo de fuerzas para
la descripcién de las ecuaciones de movimiento. Esta importancia se traduce en
que el campo de fuerzas tiene que satisfacer las ecuaciones de Maxwell. Bajo
ciertas condiciones sobre este campo veremos que se puede usar a la geometria de
contacto para estudiar la manera en la que este campo se propaga en el espacio.
Las ideas basicas de la geometria simpléctica y de contacto se describen en los
capitulos 2 y 3 respectivamente, en los capitulos 4 y 5 veremos como usar estas
teorias en la mecdnica clasica y la relatvidad especial respectivamente. En este
trabajo no se asume ningun prerrequisito de fisica y tampoco se hace un analisis
profundo de estas ideas. Respecto a la parte matemaética sdlo se requieren los
resultados basicos de formas diferenciables.



Capitulo 2

Geometria Simpléctica

2.1. Geometria simpléctica

En este capitulo discutimos las bases de la geometria y simpléctica y los sis-
temas Hamiltonianos. Los sistemas Hamiltonianos sirven para describir sistemas
mecanicos en los cuales la energia se conserva. Estos sistemas estan definidos en
variedades simplécticas. El espacio de funciones de una variedad simpléctica es
un dlgebra de Lie cuyo corchete esta relacionado con la razén de cambio de fun-
ciones a lo largo de sistemas Hamiltonianos. Veremos como ciertas propiedades
de esta algebra de Lie se traducen en propiedades geométricas de los sistemas
Hamiltonianos.

Definicién 1. Sean M una variedad diferenciable y w € A2M una 2-forma
diferencial. Diremos que (M,w) es una variedad simpléctica si, w es cerrada
(dw = 0) y no degenerada, esto tltimo quiere decir que para todo punto p € M
y todo vector ¢ € T, M no nulo, existe un vector n € T,M tal que w(§,n) # 0.

Recordemos que para cada p € M, una 2-forma w define una aplicacién
alternante y bilienal w,: T, M x T,,M — R. Como primera observacién tenemos
que si (M, w) es una variedad simpléctica entonces, para cada p € M podemos
definir una transformacién lineal

[:T,M — (T,M)*

como I(§) = w(-, &) el hecho de que w sea no degenerada implica que I es un
isomorfismo.

Si escogemos un producto interior en 7}, M, como w es alternante, la matriz de 1
respecto a una base ortogonal es antisimétrica, asi, det(I) = detI' = det(—1I) =
(=1)™det(I). Por lo tanto, no puede haber variedades simplécticas de dimensién
impar.

Ejemplo 1. El espacio vectorial R*" con las coordenadas usuales (p1, - .., Pn,

5



6 CAPITULO 2. GEOMETRIA SIMPLECTICA
q1,---,qn) equipado de la 2-forma

w = dei/\dqi, (2.1)

i=1

es una variedad simpléctica. En efecto, tenemos que w = d(>_ p; dg;) y en con-
secuencia dw = 0. Ademas,

(2o i

w ( s ; ) = det dp] op; dp‘j 9q; =1
) . o 9
O3 943 Ui \zp;) i 5

como la condicién de ser no degenerada es véalida en una base concluimos que
w es no degenerada.

Ejemplo 2. El espacio cotangente T*M de una variedad diferenciable M es
una variedad simpléctica. Para ver esto consideremos el siguiente diagrama,

T(T*M) —— T*M

o j

TM —— M

siv e TMy w* e T*M tienen el mismo punto base en M podemos tomar
su producto (v, w*), asi, definimos 6(§) := (DII(&),7(£)). Sean q = (q1,---,qn)
coordenadas locales de M y (q,p) = (¢1, -+, Gn;DP1,---,Pn) las coordenadas de
T*M asociadas a las coordenadas q de M. Un vector ¢ con punto base (q,p)
se escribe de la forma

- 0 0
=) Aia,p)5- + Bila,p)—.
> Aap)g, + Bila)
Por un lado, DII(¢) = (q, Y Aiz2;) mientras que, si p = 3 p; dgi, 7(€) = (q, p)
de forma tal que,

0(¢) = Z Aipi.
i=1

Notemos que 0(%) =0y 0(%) = p; y por lo tanto, en las coordenadas (q, p)
la 1-forma 6 se escribe,

n
0=> pidg = pdq.

i=1
La expresion anterior si define un elemento en T*(T* M) pues este espacio, de
manera local, se descompone como T*(U) x T*(R™) y arriba hemos visto que
se anula en la parte correspondiente a T*(R"™).
El ejemplo anterior muestra que si definimos w = d(f) entonces w es cerrada y
como en cada punto es no degenerada concluimos que (M,w) es una variedad
simpléctica.
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Definicién 2. Sean (M,w) y (N,®) dos variedades simplécticas, una funcién
diferenciable f: M — N es un simplectomorfismo si f*(©) = w.

El teorema de Darboux asegura que alrededor de cualquier punto en una
variedad simpléctica, existen coordenadas (p,q) tales que la 2-forma w se es-
cribe w = d(}_;_, pi dg;), a unas coordenadas con estas caracteristicas se les
llama coordenadas simplécticas, para ver un prueba de este resultado ver [1] .
El resultado anterior implica que cualesquiera dos variedades simplécticas son
localmente simplectomorfas, esto es, hay un difeomorfismo local que lleva la 2-
forma de una variedad en la 2-forma de la otra.

El isomorfismo I~ ': T*M — TM nos permite asociar a cada funcién suave
H: M — R un campo vectorial Xy definido como Xz := I"!(dH). Vamos a
calcular la matriz de I en coordenadas simplécticas,

0 0 o 0
I = | = § dp; ANdg; | —, =0,
(31%') (3pj> (317; 32%) = i ( ; 3pl>

y por otro lado,

0 0 0
I — _ 2 Y —dp. - 2
(5) = (= 30 ) =i s (= 5
0 0
=dp; dg; (8@) — dp; (8}%) dg; = —dg;.

0
1 = —ady,
(31%') 4

por la antisimetria de w tenemos que,

0
1 = dp;.
(50 ) = v
Por lo tanto,

"\ OH " OH 0 L O0H 9
_ 71
K =1 ( o ) 250 0 " Opi 0

Lo anterior nos dice que,

Asi, la ecuacion diferencial asociada al campo vectorial Xg es

. oOH
Di = —
0q;
onm (2.2)
q; = 3172'.

La ecuacion diferencial anterior es muy importante pues, como veremos més
adelante, muchos sistemas fisicos se pueden describir mediante esta ecuacién en
donde H es la energia del sistema.
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Definicién 3. Sea (M,w) una variedad simpléctica y H: M — R una funcién
diferenciable. A la tripleta (M,w, H) le llamaremos sistema Hamiltoniano y
al flujo del campo vectorial Xp, donde dH = w(-, Xg), le llamaremos flujo
hamiltoniano. En todo este capitulo vamos a asumir que el flujo g}, del campo
vectorial Xy es completo, esto es g%, existe para todo t € R.

El campo vectorial Xy tiene algunas propiedades importantes, primero que
nada, dH = I(Xg) = w(-,Xg) y por lo tanto dH(Xp) = 0. Esto quiere decir
que la funciéon H permanece constante a lo largo de las curvas que son solucién
a la ecuacién (2.2) o dicho de otro modo, estas curvas estdn contenidas en las
superficies de nivel de la funcién H.

Usando que w es cerrada, la definicién de Xp y la férmula de Cartan (ver [6]),

EXHW =1ixy (dw) + d(iXHw) = —ddH,
donde ixw = w(X,-), y asi obtenemos,

Proposicién 2.1. Sea (M,w, H) un sistema Hamiltoniano, entonces Lx, w =
0.

2.2. El algebra de Lie de las funciones suaves

En muchos problemas fisicos se tiene interés por varias funciones que depen-
den de la posicién que ocupa el sistema, por ejemplo, la distancia a un punto,
el angulo que se forma con cierta direccién, la energia, el trabajo o las funciones
coordenadas de un sistema de referencia particular. Asi pues, dado un sistema
Hamiltoniano (M,w, H) y f € C°°(M) una funcién diferenciable, definimos la
derivada total de f como,

df(x) d(fogy(x)|
a dtH o~ W(Xn),

donde g%, : M — M es el flujo del campo vectorial Xp. La expresién anterior
nos dice como cambia la cantidad f a lo largo de las soluciones del sistema
Hamiltoniano. Podemos escribir la derivada total como:

daf

% :XHf = df(XH) :w(XH,Xf) = —W(Xf,XH),

y por lo tanto, en coordenadas simplécticas,

o _~oHop oM of
dt _i:1 Op; 0q;  0q; Op;

La expresién anterior es una ecuacién diferencial (parcial) para la funcién f y
en particular, si f = ¢; o f = p; obtenemos las ecuaciones (2.2).
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Definicién 4. Sea (M,w, H) un sistema Hamiltoniano y f,g € C*°(M) dos fun-
ciones diferenciables. Definimos el corchete de Poisson de fy g como { f,g} =
w(Xs,X,). En coordenadas simplécticas (p,q) tenemos que:

B " df 9g Of Og
{far=>_ % 9~ Ba To (2.3)

i=1

Como Xy =1 ~1(df) y tanto el operador d como I son R-lineales, el corchete
de Poisson {, }: C®(M) x C*®(M) — C*°(M) es R-lineal. El operador d no
es C'°°(M)-lineal pero, como d(fg) = f dg + gdf obtenemos que el corchete de
Poisson satisface la regla de Leibniz:

{h.fg} =f{hg}+{h f}g

Esta propiedad quiere decir que la expresién { h, -} es un campo vectorial tan-
gente a M, en coordenadas simplécticas

oh
{hapi} - - 8(]@

Oh
Op; ’

{haqi}:

y por lo tanto, {h,-} = Xj,. Claramente { , } es antisimétrica, la dltima pro-
piedad que cumple el corchete de Poisson es la identidad de Jacobi (ver [1]):

{fAgnht+{g{hri}+{h{fg}}=0. (2.4)

Una consecuencia de la identidad de Jacobi es la siguiente, la asociacién f —
Xr=1 ~1(df) es R-lineal, el conjunto de campos vectoriales tiene un corchete
de Lie [X,Y], la identidad de Jacobi implica que la asociacién anterior es un
morfismo de élgebras de Lie. Para ver esto vamos a mostrar que [Xf, Xg|h =

{{f,9},h} yenconsecuencia {{ f,g}, -} = Xyyqy = [Xy, Xg].
Usando que X, = dh(X,) = { g, } obtenemos:
(X7, X,h = X;Xgh— X, Xsh
=X{g.h} =X { [, h}
:{f7{gah}}+{ga{haf}}a

por lo tanto, usando la identidad de Jacobi, [X;, X,lh = —{h,{f,g}} =
{{f,9},h}, asilos vectores [X;, Xyl y {{f, 9} -} son el mismo vector.

Antes vimos que el Hamiltoniano H es constante a lo largo del flujo del
campo vectorial Xg. Si f es una funcién suave,

d
di; =w(Xy, Xp)={H, [}

y por ende, la cantidad f se conserva si y sélamente si { H, f } = 0.



10 CAPITULO 2. GEOMETRIA SIMPLECTICA

Definicién 5. Sea (M,w, H) un sistema Hamiltoniano, a una funcién f tal que
{H, f} =0 la llamaremos constante de movimiento y de manera m4s general
diremos que dos funciones f,g € C*(M) estin en involucién si { f,g} = 0.

Otra consecuencia importante de la identidad de Jacobi es que si f y g
son constantes de movimiento, entonces { f, g} también es una constante de
movimiento, en efecto por la identidad de Jacobi,

_{Hv{fag}}:{f7{gaH}}+{gv{Haf}}:O'

El hecho de que la asociacién f — Xy es un morfismo de dlgebras de Lie tiene
una importante consecuencia geométrica, si { f,g} = 0 entonces los flujos de
los campos vectoriales X; y X, conmutan.

Teorema 2.1. Sean (M*",w, H) un sistema Hamiltoniano y gt; = el flujo de
este sistema. Si existen n constantes del movimiento H = f1,..., f, € C®(M)
tales que { fi, f; } entonces, si ¢ € R es un valor reqular de F = (fi,..., fn),
para todo x € Mo = F~1(c) tenemos que gt;(x) € M. y existen coordenadas
(uy,...,un) de M, alrededor del punto x tales que Xp = Far -

Demostracion. Como cada f; es constante a lo largo del flujo de Xy entonces
F = (f1,..., fn) es constante a lo largo del flujo de Xpg. Esto implica que si
x € M, entonces g% (x) € M..

Definimos una parametrizacién g: U — V C M, de M, alrededor de z de la
siguiente manera, g(ui, ..., u,) = g}‘: 0---0 g}‘f con U una vecindad suficiente-
mente pequeiia del 0 € R™. El hecho que 0 = { f;, f; } = [Xy,, Xy,] implica que
g esta bien definida. Si pensamos a cada f; como otro Hamiltoniano, la misma
hipétesis { f;, f; } nos dice que los flujos g}, preservan la curva de nivel M, y
por lo tanto g(u) € M, para toda v € U. Por la definicién de la parametrizacién

tenemos que % = Xy,. Como c es un valor regular de F' entonces df, ..., df,
son linealmente independientes y asi g es efectivamente una parametrizacion de
M. alrededor del punto x. Bajo esta parametrizacion 8%1 = Xy = Xg. O

Si anadimos la hipdtesis de que alguna de las hipersuperficies definidas por
fi = c es compacta entonces se puede mostrar que M, es homeomorfo a un toro.
M34s atin, se pueden construir coordenadas simplécticas (@1, ..., @n, J1, .-, Jn)
tales que las coordenadas J; parametrizan a los distintos toros y las coordenadas
; son coordenadas angulares en los toros. Para ver una prueba de esto ver [1].



Capitulo 3

Geometria de Contacto

Hemos visto que no pueden existir variedades simplécticas de dimensién
impar. Las variedades de contacto son el andlogo a las variedades simplécticas
pero en dimensién impar. En este capitulo estudiaremos sistemas Hamiltonianos
de contacto. Estos sistemas son el andlogo de los sistemas Hamiltonianos para
variedades simplécticas. También veremos la utilidad de la geometria de contacto
para resolver ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. Para definir a
una variedad de contacto necesitamos de algunos preliminares.

Definicién 6. Sea M una variedad diferenciable. Una distribucion de hiperpla-
nos es un subhaz ¢ de codimensién 1 del haz tangente T'M.

El haz vectorial TM /¢ es de dimensién 1 y, para cada p € M, si U C M es

una vecindad de p en la cual el haz TM /€ es trivial, tomemos oy, € T((TM/€)})
una seccién local que no se anula (el argumento de ag; son secciones del haz
(TM/€)v) y definimos la 1-forma ay como oy (v) := aj;oIl(v), donde IT: TM —
TM/¢ es la proyeccién candnica. Como TM /¢ es de dimensién 1 punto a punto
ay; define un isomorfismo y por lo tanto ker(ay) = ker(Il|y) = &y. Asi, de
manera local, toda distribuciéon de hiperplanos estd dada por el kernel de una
1-forma.
La 1-forma a que define de manera local a la distribucién de hiperplanos no
es Unica y, la distribucién estd definida por una 1-forma global si y solamente
si el haz TM/¢ es trivial. En efecto, si dicha 1-forma global « existe, como
ker(ay) = &p, la funcién de TM en M x R dada por (p,v) — (p,a,(v)) indu-
ce un isomorfismo de TM/& en M x R. Para la afirmacién reciproca notemos
que en la construccién anterior, si TM /¢ es trivial podemos tomar U = M.
Por 1ltimo, notemos que si en un espacio vectorial V tomamos «, 8 € V* ta-
les que ker(a) = ker(8) # V entonces, tomando z ¢ ker(3) tenemos que
V = ker(B) ® (z) y haciendo A = % obtenemos (o + A\3)x = 0 y por lo tanto
a = Aj.

Supongamos que en una carta local U C M la distribuciéon de hiperplanos

11



12 CAPITULO 3. GEOMETRIA DE CONTACTO

queda definida por las 1-formas « y 3, por lo anterior, existe una funcién diferen-
ciable A\: U — R que no se anula y es tal que o = A\3. Asi, da = dAAB+ANdS
y por lo tanto,

dale = Mdp|e.

En particular, ran(da) = ran(dg).

Definicién 7. Sea M una variedad diferenciable y & una distribucién de hiper-
planos. Diremos que (M, &) es una variedad de contacto si para cualquier carta
U C M en la cual la distribucién £ estd definida por la 1-forma « tenemos que
da¢ tiene rango maximo.

Si la variedad M tiene dimensiéon par entonces los hiperplanos £ son de
dimension impar y por lo tanto la 2-forma da no puede tener rango méximo,
asi, las variedades de contacto son de dimensién impar.

Proposicion 3.1. Sea M una variedad diferenciable y & una distribucion de
hiperplanos definida por el kernel de la 1-forma «. Son equivalentes:

1. dale tiene rango mdzimo.
2. aA(da)™ es una forma de volumen.

Demostracion. Primero que nada, si vy, ..., V2,41 SOn vectores tenemos que

a A (da)(v1,. .., vopt1) =

Z 591 00V (1))d(Vo(2), Vor(3)) - AdX(Vg(2n) 5 Vor(2n+1) ) -

0€Sant1

Supongamos que dale es no degenerada y sea vi,vs, ..., Usn—1, V2, Una base
simpléctica de forma tal que para k un ntmero impar da(vg,vg+1) = 1y sea
U2n41 Un vector que completa al conjunto anterior para formar una base. Como
V1, ...,V € & = ker(a) tenemos que

a A (da)(v1,. .., Vapt1) =

Z 5gn 0a(van+1)da(Vs(2), Vo(3)) -+ - dA(Vg(2n)s Vo (2n+1))-
o(1)=2n+1

Como los vectores vy, ..., v, son una base simpléctica de £, para que uno de
los sumandos anteriores no se anule, cada uno de los factores da(vy(iy, Vo(i+1))
tiene que ser de la forma da(ve(k),Vo(k)+1) si o(k) es impar o de la forma
da (Vo (k), Vo(k)—1) Si o (k) es par. En caso de que o (k) sea par al cambiar el orden
de los argumentos de da obtenemos un signo menos pero la nueva permutacion
obtenida al hacer este cambio también arroja un signo menos asi, podemos llevar
a cada uno de los sumandos a la forma

a(van—1)da(vy, v2) - - - do(Ve(2n—1), Vo (2n)),
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y por lo tanto o A (da)™(v1,...,v2n41) # 0y asl a A (da)™ es una forma de
volumen. Si ahora suponemos que a A (da)” es una forma de volumen, sean
v1,...,V2, una base de £ y v, 41 un vector que completa a este conjunto para
formar una base de todo el espacio. Nuevamente

0+# aA (da)™(v1,...,0on41) =

Z sgn Ua(v2n+1)da(va(2)7 UO‘(S)) T da(va(Zn)v UJ(Qn—i—l))v
o(1)=2n+1

y entonces al menos uno de los sumandos no se anula. Para que esto suceda
cada uno de los factores da(vg(k), va(kﬂ)) no se debe de anular. Asi, para cada
vector v; con i = 1...,2n existe un vector v; tal que da(vg,v;) # 0y por lo
tanto dafe es no degenerada. O

Asi, una manera alternativa de definir una variedad de contacto es pidiendo
que para cualquier 1-forma « que defina a la distribucién de hiperplanos de
manera local, se tenga que a A (da)™ # 0.

Ejemplo 3. Sea M una variedad diferenciable, a un hiperplano en un espa-
cio tangente Ty M se le conoce como un elemento de contacto. Afirmamos que
el conjunto de todos los elementos de contacto es una variedad de contacto.
Primero veamos que este conjunto coincide con la proyectivizacién del espacio
cotangente de M, PT*M. En efecto, si V' es un hiperplano en T, M entonces
V = ker(a) con a € TyM y Ao tiene el mismo kernel que o si A # 0. Asf,
podemos identificar a cada hiperplano en 7, M con un elemento de PT;M y
claramente cada elemento de este conjunto define un hiperplano en T, M. Al
proyectivizar cada uno de los espacios T; M obtenemos el haz fibrado PT™M.
Este espacio viene equipado de manera natural con una distribucién de hiper-
planos. Si ¢, ...,q, son coordenadas localesen U C M v q1,--.,Gn,P1,---,Pn
son las coordenadas inducidas en T* M consideremos los abiertos U; en los cua-
les p; #0. Si g: PT*M — M es la aplicacién cociente entonces podemos definir
las cartas usuales ;: ¢(U;) — R2"~! del proyectivo mediante

b1 p
(qlv"'aqnv[pl:"':pn])'_) (qlﬂ"'7qn77"'7n>'
Di Dbi

Cuando p; # 0 # p; entonces el cambio de coordenadas viene dado por v; = Z—;

sil#iyv = ui Para cada carta U; consideremos la 1-forma
J

n
a; = dg; + Z v dg;.
1=1,1#]
La derivada exterior de esta 1-forma tiene rango maximal, por lo tanto, si en las
distintas cartas q(U;) el kernel de estas 1-formas coinciden, entonces ellas definen
una estructura de contacto. Usando la expresion del cambio de coordenadas en
la interseccién ¢(U; NU;) tenemos que,

Uiy = 0.
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Veamos ahora que esta estructura de contacto no puede ser definida por una
1-forma global. Si este fuera el caso entonces tendriamos una 1-forma global « y
funciones diferenciables nunca nulas g; definidas en los abiertos q(U;) tales que
gialy, = a; y gjaly; = a;. Sustituyendo esto en la igualdad anterior obtenemos
u;jg; = g;- Aplicando esto mismo pero ahora a la igualdad u;o; = o obtenemos
u;g; = g; y por lo tanto u;u; = 1 lo cual no puede ser. Asi pues vemos que no
todas las estructuras de contacto pueden ser definidas por una 1-forma global.
Al conjunto PT* M se le conoce como la la variedad de elementos de contacto.

Cabe mencionar que, al igual que en la geometria simpléctica, en la geometria
de contacto no hay invariantes locales. Esto quiere decir que cualesquiera dos
variedades de contacto son localmente difeomorfas mediante un difeomorfismo
que manda la estructura de contacto de una en la estructura de contacto de la
otra. Para ver esto consultar [1].

3.1. Hamiltonianos de Contacto

En el capitulo anterior, para cada sistema Hamiltoniano (M, w, H) definimos
un campo vectorial Xy tal que la funcion H: M — R es una constante de
movimiento (H se conserva a lo largo del flujo de Xg). En la mecédnica cldsica
los sistemas Hamiltonianos se utilizan para modelar sistemas de particulas en los
cuales la energia H se conserva. En esta seccién vamos a hacer algo andlogo para
una terna (M, a, H) en donde M es una variedad de contacto cuya estructura de
contacto estd globalmente definida por el kernel de la 1-forma «. En el siguiente
capitulo vamos a ver que este tipo de sistemas se pueden utilizar para modelar
sistemas con fuerzas de fricciéon que son proporcionales a la velocidad. Como las
fuerzas de friccién disminuyen la velocidad y, si no aplicamos nuevas fuerzas la
friccién eventualmente detiene a los objetos, la energia H no se puede conservar.

Definicién 8. Sea (M, &) una variedad de contacto con estructura de contacto
& = kera con « una 1-forma definida globalmente. Si H: M — R es una funcién
diferenciable llamaremos sistema Hamiltoniano de contacto alaterna (M, a, H).
Diremos que un campo vectorial X es un campo vectorial de contacto si Lxa =
fa para alguna funcién no nula f: M — R. Esto es equivalente a que (g% ).(£) =
&, es decir, el flujo g% del campo vectorial X preserva a la estructura de contacto
(ver [3]).

En un sistema Hamiltoniano (M, w, H) el hecho de que w es una 2-forma no
degenerada nos permite asociar a este sistema un campo vectorial X mediante
la igualdad dH = w(-, H). En este caso tenemos:

Definicién 9. Sea (M, «a, H) un sistema Hamiltoniano de contacto, definimos
un campo vectorial Xy por las igualdades

EXHQ = fHOé —-H :a(XH), (31)

en donde fg: M — R es una funcién diferenciable.
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En lo siguiente vamos a ver que estas igualdades efectivamente definen un
campo vectorial. Usando la férmula de Cartan tenemos que Lx,, o = do(Xpg, )+
d(a(Xpg)) =da(Xg,) —dH y por lo tanto,

da(XH7 ) = fgpa+dH (32)

Esta es la igualdad andloga a dH = w(-, Xpg). En este caso dH(Xy) = Hfy
y asf la funcién H no es una constate de moviemiento. Para determinar a la
funciéon fy vamos a usar el campo de Reeb R, asociado la 1-forma «. Este
campo vectorial esta definido por las igualdades,

da(R,) =0 a(Ry) = 1.

La primera igualdad no dice que R, € kera que por defincién de variedad
de contacto tiene dimensién 1. La segunda igualdad nos dice que elemento
de kera es el campo vectorial R,. De la igualdad (3.2) tenemos que fga =
do(Xp,-)—dH y al evaluar en el campo de Reeb R, obtenemos fiy = —dH(R,,).
Asi, la funcién fg estd determinada de manera unica por la 1-forma « y la fun-
cién H.

Veamos ahora si que las condiciones (3.1) determinan al campo vectorial Xg.
Supongamos primero que fga + dH = 0, en este caso de la igualdad (3.2)
obtenemos da(Xg,-) = 0. Por lo tanto Xy = AR, con A: M — R una fun-
ci6én diferenciable y ademas —H = a(Xg) = a(AR,) = A. Supongamos ahora
que fga+ dH # 0, vamos a obtener una expresiéon local para el campo X .
Para esto vamos a hacer uso de un sistema coordenado andlogo a las coor-
denadas simplécticas. En estas coordenadas (q, p,y), llamadas coordenadas de
Darboux, la 1-forma « que define a la estructura de contacto se escribe como
a=dy— Z?lej dg; (ver [1]). Asi, doo = =) dp; Ndg; = > _dg; ANdp;. Sien
estas coordenadas
n
XH :iz_:l (qzaaq +p288 > +yaay

entonces el lado izquierdo de la igualdad (3.2) es
0 )
dg; A dp; Zqz a0’ +dg; A dp; Zpiafpw
K2 i=1 K3
9 i)
(f(8) (&) (k) (2

da;(-) dp; (-) da; (-
Gi0ij dp; — pidij dq; = qu dp; — pi dg;.

1=1

da(XH, )

Di

S~—
Q.
I

Il
M- M- 1
1t

W
Il
-

1y
El lado derecho de la igualdad (3.2) es

frro+ dH = Z (<8H> dpi + @5 - pri) dqi> T (?j +fH) d
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Comparando ambos lados obtenemos fg = _% ¥,
i = OH
o Op;
— 8HJr OH (3.3)
Di = 94 Di ay .

Para obtener una expresién para y notemos que dy = o+ Y, p; dg; y en conse-
cuencia,

] n n aH
y:dy(XH)za(XH)—l—;pidqiZ;pia—pi—H. (3.4)
Como en coordenadas de Darboux el kernel de la 2-forma ZZ dg; N\ dp; = da
estd generado por el vector 6%, en estas coordenadas el campo de Reeb R,

coincide con el vector 8%' Asi, en el caso en que fgpa + dH = 0 tenemos que
las coordenadas del campo vectorial Xg son ¢; =p; =0y y = —H. En el caso

simpléctico teniamos que el Hamiltoniano H se conserva a lo largo del flujo del
campo vectorial X g, en este caso de (3.2) tenemos que

AH(Xn) = ~fuel(Xu) =~ H. (3.5)

3.2. Ecuaciones Diferenciales Parciales de Pri-
mer Orden

En esta seccién vamos a estudiar ecuaciones diferenciales para funciones
u: M — R. Para esto vamos a considerar el espacio J'(M) := T*M x R, este
espacio resulta ser una variedad de contacto y podemos pensar a una ecuacion
diferencial parcial como una funcién F: J'(M) — R. Usando la estructura de
contacto a cada ecuacién parcial le vamos a asociar un campo de direcciones
que va a ser muy importante en la construcciéon de soluciones a esta ecuacion.
En esta seccién seguimos a [2].

Definicién 10. Sea M una variedad diferenciable, el espacio de 1-jets de M es
la variedad J!(M) := T*M x R. Una ecuacién diferencial parcial en M es una
funcién F: J*(M) — R. Diremos que una funcién u: M — R es una solucién
de la ecuacién diferencial determinada por F' si para todo q € M tenemos que

F(dug,u(q)) =0. Siqi,...,q, son coordenadas locales de M entonces u es una
solucién si y sélo si F(q1,- -, qn, g—;, cee aaT“,u(ql, .oy qn)) = 0.

A toda funcién diferenciable u: M — R le podemos asociar su I-grdfica que,
en las coordenadas locales (q,p) de T*M inducidas por las coordenadas q =
(g1, 4n) de M estd definida por J' (u) := { (q, P, y)|ly = u(q),pi = 5= }. De
manera global J!(u) = { dug,u(q) }.

Tenemos que u: M — R es una solucién de la ecuacién diferencial deter-
minada por F siy sélo si J1(u) C { F = 0}. Usando las coordenadas locales
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q podemos parametrizar a J'(u) mediante q 2 (q, é%’ ceey gT“,u(q)). Si con
esta carta local de M identificamos a un abierto de J*(M) con R™ x R™ x R (si
II: T*M — M es la proyeccion y las coordenadas ¢y, . .., q, estan definidas en

V C M entonces II71(V) = R™ x R™) entonces,

00 _ 9 N Pu 0 oud
Oq:;  0q; = 04:0q; Op; ~ 0q; Oy’

(3.6)

Con esto vemos que los primeros n renglones de la matriz D® forman a la matriz
identidad y por lo tanto D® tiene rango méximo, esto quiere decir que J!(u)
es una subvariedad diferenciable de J!(M) de dimensién n.

En coordenadas locales (q,p,y) de J(M) definimos la 1-forma,

n
a=dy—> pidg,

i=1

La importancia de esta 1-forma reside en el hecho de que si u: M — R es una
funcién suave entonces du = 37", §& dg; y como a lo largo de la 1-gréfica J* (u)
tenemos que p; = g—;‘i entonces « se anula a lo largo de J'(u), esto quiere decir
que para todo x € J*(u), T J (u) C ker(ay).

Como el coeficiente de dy en la 1—forma « es 1, entonces ker(a,) se proyecta
de manera biyectiva al espacio (q, p), usando a estas tltimas coordenadas como
coordenadas de ker(ay) tenemos que do = — > | dp; A dg; y por lo tanto do
tiene rango maximo. Esto quiere decir que en el abierto V' C M en el cual estan
definidas las coordenadas ¢;, la 1-forma « define una estructura de contacto en
n-4V) x R.

A continuacién vamos a ver que la construccion anterior define una forma de
contacto en todo J*(M). La afirmacién es que la distribucién de hiperplanos
€ :=ker(a) en II71(V) x R es la cerradura de la unién de todos los espacios
tangentes de 1-graficas de funciones u: V' — R. Ya hemos visto que T'J*(u) C &,
asi

U TJ (u) C €,
ueC> (V)
como & es cerrado,
U 77w ce
weCo (V)
Para la otra contencién, en coordenadas locales tenemos que el espacio tangente
a J'(u) estd generado por lo vectores g—:f_ de la expresién (3.6). Cada uno de
estos n vectores esta en la distribucién &, notemos ademaés que los vectores aip
satisfacen a(a%.) = 0. Como la interseccién del espacio tangente a J1(u) y este

ultimo subespacio es el vector cero y ambos tienen dimensién n su suma es la
distribucién £. Asi pues basta ver que podemos aproximar arbitrariamente bien
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vectores de la forma Y . ; aiﬁ%im mediante vectores en TJ!(u) para alguna
funcién u: V — R.

Si u,v: M — R son funciones diferenciables entonces T, J'(u), T, J*(v) C & ¥
por la estructura lineal de este ultimo espacio y la linealidad de la derivada,
basta ver que podemos aproximar arbitrariamente bien a los vectores B%M«'
Supongamos que en nuestras coordenadas qi, . . . , ¢, el punto z esta representado
por el punto 0 € R™ y consideremos la funcién u(qi, . . ., ¢,) = 2¢7, de acuerdo a
la expresién (3.6) el vector 8%_ +aaip pertenece a T, J'(u), si tomamos a € R

i@ i@
lo suficientemente grande podemos hacer que el vector %6%1» + 8%1, esté tan
9

cercano como queramos al vector TR Con lo anterior tenemos la
i

Proposicién 3.2. Sea M una variedad diferenciable y sea J'(M) el espacio de
1-jets de M, entonces el conjunto

¢= U 1w

ueC> (M)
define una estructura de contacto en J*(M).

Definicién 11. Sea F': J'(M) — R una ecuacién diferencial parcial en M, di-
remos que F' es no singular si para todo z € { F' = 0 } tenemos que dim(T,{ F =
0}N&;) = 2n—1. Esto es lo mismo que {F = 0 } sea transversal a la distribucién
£. Si F es una ecuacién parcial no singular entonces la estructura simpléctica
de £ nos permite asociar un campo de direcciones X definido como el comple-
mento ortogonal de T{ F = 0} N & respecto a la estructura simpléctica w de &.
Llamaremos caracteristicas de la ecuacion F a las curvas integrales del campo
de direcciones X.

& = ker(a) HE=0}

Figura 3.1: El espacio ortogonal a las direcciones de las caracteristicas.

La importancia de las caracteristicas queda ilustrada en la siguiente,

Proposicion 3.3. Sea u: M — R una solucion a la ecuacion diferencial parcial
no singular determinada por F: J'(M) — R. Entonces las caracteristicas de la
ecuacion F son tangentes a la 1-grdfica J* (u).

Demostracion. Primero que nada, el campo de direcciones X de las caracteristi-
cas satisface w(X, X) = 0, esto quiere decir que X C X+ :=T{F =0}nN¢&.
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Segundo, como la derivada exterior conmuta con funciones diferenciables, si
i: JH(u) — JYH(M) es la inclusién, i* (w) = i*(da) = d(i*(a)) = 0 pues TJ' (u) C
& = ker(a). A las subvariedades N tal que i*(w) = 0 se les conoce como sub-
variedades isotrépicas, veamos que una subvariedad isotrépica no puede tener
dimensién mayor a n, en efecto, si W := TN+ entonces 2n = dim(N) +dim(W)
pero por la isotropia de N tenemos que TN C W y en consecuencia la dimension
de la subvariedad N no puede exceder a n. Por ltimo tenemos que T'J! (u) C &
y TJY(u) C T{F =0} y por ende TJ'(u) C T{F =0}N¢& = X", esto nos
dice que T'J!(u) es ortogonal al campo de direcciones X. Con todo lo anterior
X estd forzado a estar en T'J!(u) pues en caso contrario X & T'J!(u) serfa un
subespacio isotrépico de dimensién n + 1. O

1

J (u)

Figura 3.2: Las caracteristicas son tangentes a la 1-grafica J*(u)

Definiciéon 12. Si W C M es un abierto tal que W es una subvariedad sua-
ve, dados un dominio I' € OW, una funcién suave ug: I' — R y una ecuacién
diferencial parcial F': J'(M) — R, el problema de Cauchy con condicién ini-
cial uy consiste en encontrar una solucién u: W — R a la ecuacién diferencial

determinada por F' tal que u’ = up.
r

En lo siguiente vamos a usar a las caracteristicas de la ecuacién F' para
construir una solucién local al problema de Cauchy. Como primer paso vamos
a calcular, en coordenadas locales, al campo vectorial que genera el campo de
direcciones X de las caracteristicas.

Lema 3.1. En las coordenadas (q, p,y) de J*(M) inducidas por las coordenadas
locales q de M, el campo de direcciones X estd generado por el campo vectorial

OPO (O, 0Fy 0 0r 0
“— Op; 9q; dg; "y ) Opi T Opidy’
Demostracion. Recordemos que como cada hiperplano de la distribucién £ se
proyecta de manera biyectiva en el plano (q, p), las funciones g, p sirven como
coordenadas de &, en ellas vamos a calcular T{F = 0} N ¢ = X1, Tomemos
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un vector Z?zl (aia%i + bl-a%l) + Ca% si este vector estd en la distribucion £ =

Zpiai = C.

Si este mismo vector estd en T{ F = 0} entonces

3%&1 Opi ’ 5yc_ .

ker(dy — > pi dq;) entonces

n

=1

De estas dos ecuaciones obtenemos que en las coordenadas q, p el espacio orto-
gonal a las caracterfsticas X+ queda descrito por

" [(OF OF oF
; |:(aqz + aypz) a; + (,mbz] =0. (3.7)

En estas mismas coordenadas la 2-forma w se escribe como w = — > dp; A dg;
y la matriz asociada en estas coordenadas es la matriz

0 1
(o)
asi el producto de dos vectores v = Zq'ia%i + piaiw w = Zaia%i + bia%i es
igual a
n
w(v,w) =Y dibi — pia;.
i=1

Comparando esta expresion con la ecuacién (3.7) que describe a X+ obtenemos
las primeras 2n ecuaciones para X:

. _OF
Qi_api

. (OF OF
pi__<8qi+3y>’

oF O

la tltima ecuacién claramente es § = > p; 5, -
:

Tomemos ahora un punto gy € OW, como W es una variedad con frontera
podemos encontrar coordenadas ¢, ..., q, definidas en un subconjunto V tales

que I'NV queda descrito por la ecuacion g,, = 0, supongamos que en las coorde-

nadas que q induce en J'(M) tenemos que gTF‘ = 0. Bajo estas condiciones
" lqo

podemos construir una subvariedad N C J' (V') de dimensién n — 1 e isotrépica
(la 2-forma se anula en esta subvariedad) de la siguiente manera: Por nuestra
hipétesis la ecuacién

8u0 auo

F 1y 71)077‘ I RN
(q o 0q1 la Odn—1

,¢,UO(Q)> =0

q
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a’ug
T Qanl

admite una solucién ¢(qi,...,Gn—1,0, ‘g—gf

, ,u(q)) para puntos q
q q

cercanos a qo. Asi, definimos a N C J*(M) como los puntos de la forma

dug Oug
N = n—;0777~-~777 5 )
{ (ql’ =1 Bg Oqn—1 ¢ uo) }

donde wug y sus derivadas estdn evaluadas en el punto (q1,...,¢,—1,0) y la fun-
cion ¢ estd evaluada en este mismo punto, en el valor de ug en este punto y las
derivadas de ug en este punto. Llamaremos a N la variedad inicial. El hecho de
que este conjunto sea una subvariedad y que w se anule en ella es idéntico al caso
de 1-graficas de funciones. La proposicién 3.3 sugiere que si tomamos puntos en
la n — 1 variedad N y los movemos usando a las caracteristicas obtenemos una
solucién a la ecuacion diferencial determinada por F'. Para formalizar lo anterior
llamemos ¢* = (q(s),p(s),y(s)) al flujo del campo vectorial que genera a las
direcciones de las caracteristicas.

N

Figura 3.3: Construccién de una solucion al problema de Cauchy.

Lema 3.2. Si en el punto qo € I' tenemos que gTF # 0, entonces la asociacion

(@1, -y Gn-1,8) & (q1(8),---,qn(s)), donde las funciones q;(s) son las proyec-
ciones de las caracteristicas al espacio q y la condicion inicial del flujo de las
caracteristicas es tomada en la variedad inicial N, es un difeomorfismo local
alrededor de (qo,0).

Demostracion. Para s = 0 la funcién G es la identidad en I', asi pues basta
calcular %—f. Si IT denota la proyeccion de R™ x R™ x R en el primer factor,

oG d oF OF
28 Mg = (e,
O0s ls=0 ds s=0( () (6}91’ ’8pn) ’
por el lema 3.1. Asi pues det <DG’ > = gF 0. O
(q0,0) Pn

El lema anterior nos permite construir una funcién u para puntos cercanos
a qp, en efecto, si q esta lo suficientemente cerca a qg podemos escribir q =
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G(q,s) para algunos @ € I' y s € R, definimos u(q) = y(q,s) donde ¢g° =
(a(s), p(s),y(s)) es el flujo de las caracteristicas de la ecuacién. A continuacién
vamos a probar que la funcién que acabamos de construir es una solucién local al
problema de Cauchy, para esto vamos a probar que la n variedad Z que consiste
en las caracteristicas con condicién inicial en la n — 1 variedad inicial N coincide
con la 1-gréfica de la funcién u. En el siguiente lema no suponemos que do es
no degenerada.

Lema 3.3. Sea V' una variedad diferencial con una distribucion de hiperplanos
¢ dada por una 1-forma no nula «. Consideremos un campo vectorial no nulo
X en la distribucion («(X) = 0) y sea g° su flujo, entonces g:(§) = & si y
solamente si da(X,v) = 0 para todo campo vectorial v € .

Demostracion. Tenemos que g3(§) = £ si y s6lo si Lxa = Aa para alguna
funcién A\: V. — R. Si en un punto p ocurre que A(p) = 0 entonces en este
punto tenemos que Lxa = « con la férmula de Cartan obtenemos 0 = Lxa =
(ixod)a+(doix)a = da(X, -). Si A(p) # 0 entonces Lxa = (ixod)a+(doix)a
si y sélo si ker(Lxa) = ker(a) = &, nuevamente con la férmula de Cartan
tenemos que Lxa = (ix o d)a + (d o ix)a, pero como X € ker(a) entonces
Lxa=(ix od)a, asi ker(Lxa) =& si sélo si d(a,v) =0 para todov € . O

Proposicién 3.4. Sean W C M un abierto con frontera suave y F: JY(M) —
R wuna ecuacion diferencial parcial no singular. Dada una condicion inicial
up: I' € OW — R consideremos la subvariedad isotrépica N C J*(M) aso-
ciada a esta condicion inicial. Si para un punto qo € I' C OW, en coordenadas
locales 5711 # 0 entonces la funcion u(q) = y(q,s) , donde q = G(q,s) y
g% = (a(s),p(s),y(s)) es el flujo caracteristico con condicion inicial en el punto
de N correspondiente q € ', es una solucion local al problema de Cauchy.

Demostracion. Por construccion la subvariedad inicial N € { F = 0} y el campo
de direcciones X de las caracteristicas de la ecuacién F satisface X € X+ =
T{F=0}n& CT{F =0} asi, las caracteristicas con condicién inicial en N se
mantienen en { F' = 0}. Sea Z la n variedad de las caracteristicas con condicién
inicial en la variedad inicial N, hemos visto que Z C { F' =0} y ahora veremos
que también es tangente a la distribucién €. Para todo punto x € N tenemos que
T.7Z =T, N®X, este espacio esta contenido en la distribucién £, consideremos la
inclusién i: { F =0} — JY(M) y la 1-forma i*(a), donde & = ker(a), tenemos
que X € ker(i*a) y si v € ker(i*a) entonces v € EN{F =0} = X+ y por
lo tanto da(X,v) = 0. Por el lema anterior y como T,,Z C & para todo x € N
obtenemos TZ C & = ker(a), de esto se sigue que dy — > . p;dg; =0 en Z y por
lo tanto g—; = p;. Esto iltimo quiere decir que Z es efectivamente la 1-grafica

de la funcién u, como Z C {F = 0}, u es una solucién local al problema de
Cauchy. O

Ejemplo 4. En este ejemplo vamos a tomar por M a M x Ry, (el subindice ¢
indica que esta coordenada va a funcionar como tiempo y a veces la denotaremos
por qo y a veces con t) en este caso J'(M) = T*M x R; x R? (una copia de R es
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para la coordenada pg de T* M correspondiente a go =t y la otra corresponde
a la coordenada que registra los valores de funciones u: M — R) y entonces
la proyeccion candnica de este espacio a T*M x R; nos permite jalar funciones
H:T*M xR — R a J'(M). Para dicha funcién consideremos la siguiente
funcién que estd definida en J (M),

F =po+ H(z,t),

donde z es un punto de T*M, notemos que 5)75) = 1, ademas %—5 =0, asf el
)

vector g estd en T{F = 0}, pero este vector nunca estd en la distribucién
§ y por lo tanto podemos aplicar la proposicién anterior. Si para una funcién
S: M =M xR — R denotamos por dSq a la diferencial respecto a M entonces
la funcién anterior representa la ecuacién diferencial parcial

oS

E + H(dSq,t) = O7

En coordenadas locales q de M esto se escribe como

esta es la famosa ecuacion de Hamilton-Jacobi. El campo vectorial que genera
las direcciones de las caracteristicas estd dado por las ecuaciones

. OH . OH
Po = *E pbi=— o
. . OH

Go=1 Gi = ap

Notemos que las dos ecuaciones de la derecha son idénticas a las ecuaciones
diferenciales de un sistema Hamiltoniano sélo que en este caso el Hamiltoniano
puede depender del tiempo. Si H no depende del tiempo t, puesto que las 1-
graficas de las soluciones estdn en el subconjunto { F = 0}, entonces pg = —H
y asi obtenemos que el Hamiltoniano H es invariante a través del tiempo.

Ejemplo 5. Consideremos la ecuacién diferencial parcial para una funcién

S(q,t) dada por
oS a8
— +H — =0.
5+ (q7 8q,q,t,5(Q)) 0

Con la notacién (¢g = t, p = % y po = —H para la 1-grafica del cualquier
solucién) del ejemplo anterior y usando a y como una coordenada que registra
los valores de las funciones S, las caracteristicas de esta ecuacién estan dadas

por
o — — ai_Hai g, — — 67_'_ 87
Po = ot By bi = X Y23 dy

— . OH
qo = Qz—api'
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n

OH
y=) pim——H
; Op;

Estas son las ecuaciones (3.3) y (3.4). A diferencia de la igualdad (3.5) en este

caso tenemos que el cambio en el Hamiltoniano H = —pg esta dado por
. H H
o oH g oH
ot y

Esto es andlogo al caso simplético en el cual el Hamiltoniano se conserva y el

ejemplo anterior en el cudl el cambio en el Hamiltoniano estd dado por %—Ij.

Hemos visto que, bajo ciertas condiciones podemos usar a las caracteristicas
para construir soluciones locales de una ecuacién diferencial parcial. Al final
del siguiente capitulo veremos que podemos hacer lo opuesto, conociendo su-
ficientes soluciones de la ecuacién diferencial parcial podemos encontrar a las
caracteristicas. La idea es la siguiente: cada solucién de la ecuacién parcial de-
termina una 1-grafica en J'(M) que es de dimensién n. Si conseguimos n de
ellas cuyas 1-graficas se intersectan de manera transversal entonces puesto que
cada 1-gréfica estd formada por caracteristicas (lema 3.1), su interseccién tiene
que ser una caracteristica.

Ejemplo 6. Consideremos una variedad Riemanniana (M, g), el isomorfismo
que define g entre TM y T* M nos permite considerar a la métrica g como una
funcién en T* M, al igual que en el ejemplo anterior, para cada ¢ € Rsy podemos
considerar la funcién F = % (g — ¢?) : J'(M) — R. Si en un abierto coordenado
tenemos que g = > i, dz? entonces en esta carta F' = 1 (3" p? — ¢?) y asf las
caracteristicas de la ecuacién { F' = 0} estdn dadas por:

n
gi = p; pi=0 j=>_p
=1

SiparaI' = { ¢, = 0} consideramos el problema de Cauchy con condicién inicial
ug = 0, entonces para construir la subvariedad inicial N, tenemos que p; = 0

para i = 1...,n — 1 y en consecuencia p, = =c. Asi, las caracteristicas con
condicién inicial en la subvariedad N quedan descritas por ¢;(s) = g0, pi(s) =0
para i = 1...,n, g,(s) = £cs y y(s) = c?s. Si tomamos unidades en las cuales

¢ = 1 podemos pensar que las soluciones a los problemas de Cauchy de esta
ecuacion, con ug = 0, nos indican el tiempo que tarda en llegar a un punto g
una sefial emitida desde la subvariedad I'. A la ecuacién diferencial parcial

n 8U 2
Z (a%‘) —1=0

i=1

se le conoce como la ecuacion Eikonal.
Si I" no es globalmente un plano, puede ocurrir que dos caracteristicas con con-
diciones iniciales en dos puntos distintos de la subvariedad inicial N se proyecten
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Figura 3.4: Propagacion local de senales.

al mismo punto en M. Cuando lo anterior ocurre el lema 3.2 deja de funcionar.
Este fendmeno se puede apreciar muy bien si reflejamos una senal de luz en un
vaso o superficie convexa. A una cierta distancia de la superficie podemos ver
puntos donde la intensidad de la luz es mucho mayor que en otras partes. Estos
puntos se corresponden a caracteristicas que se proyectan a un mismo punto.

Figura 3.5: Propgacion global de senales.

Otra manera de estudiar la propagacién de senales en una variedad Rieman-
niana (B, g) es la siguiente: Si la sefial se propaga con velocidad ¢ consideremos
la forma cuadritica en M = B x R definida por g — c? dt?. Esta forma define
un polinomio homogéneo en cada T,y M y por lo tanto define una hipersuperficie

en PT*M que es la variedad de elementos de contacto de M. Si ¢y, ..., g, son
coordenadas de B y qo,q1,---,qn coordenadas de M = B x R entonces en la
carta afin dada por pg = —1 este polinomio se convierte en g — ¢ y en esta

carta afin la 1-forma que define la estructura de contacto de PT*M se vuel-
ve a = dgy — > i, p;i dg; (ver ejemplo 3). Con la hipersuperficie definida por
g — c® = 0y la estructura de contacto podemos definir a las caracteristicas de
manera idéntica a como lo hicimos antes y es claro que estas caracteristicas
coinciden con las del ejemplo anterior. Este hecho también va de acuerdo a que
las variedades de contacto no tienen invariantes locales.
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Capitulo 4

Mecanica Clasica

Desde que en 1687 Isaac Newton publicara sus Principia Mathematica las
ecuaciones de movimiento han servido para modelar y estudiar, desde un punto
de vista matematico, diversos problemas fisicos. A pesar de su sencillez, casi
nunca es posible obtener soluciones explicitas de estas ecuaciones. A lo largo
de la historia se han creado diversos métodos para estudiar casos particulares
(pero lo suficientemente generales) de las ecuaciones de movimiento. En este
capitulo estudiaremos las ecuaciones de Euler-Lagrange, las de Hamilton y la
ecuacién de Hamilton-Jacobi. Estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones
de movimiento de los sistemas conservativos.

4.1. Las leyes de Newton

Si tenemos un sistema mecédnico conformado por una particula de masa m
en R3, el objetivo de la mecénica clésica es describir la trayectoria que sigue la
particula. Esto quiere decir que para cada tiempo t € R debemos encontrar una
funcién x = z(t): R — R? tal que z(t) es la posicién de la particula al tiempo ¢.
Para lograr esta descripcién necesitamos usar algin sistema de referencia (coor-
denadas) de R3. En su famoso libro Principia Mathematica, Newton postula la
existencia de una clase especial de sistemas de referencia llamados sistemas de
referencia inercial, en ellos, una particula en la cual no actiia ninguna fuerza
se mueve a velocidad constante y las leyes de la naturaleza son las mismas en
distintos marcos de referencia inercial. Lo anterior es conocido como la primera
ley de Newton, en su segunda ley se postula que, para cada sistema mecanico,
en un sistema de referencia inercial existe un campo de vectores F': R3 — R3
tal que

mi = F(x),

. .’ 7 . 2 .
donde & es la aceleracién de la particula (& = ‘37?) y m es la masa, si llamamos

ap:= m‘é—f el momento lineal podemos escribir lo anterior como,

dp _

L =F (4.1)

27
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La igualdad anterior es llamada la ecuacion de Newton y es una ecuaciéon di-
ferencial de segundo orden en z y por lo tanto nos proporciona un método
para encontrar la trayectoria que sigue el sistema mecdnico. Notemos que la
segunda ley parece implicar la primera, si F/(x) = 0 para toda z € R® entonces
‘fi—f = ¢ con ¢ un vector constante, pero no olvidemos que para que la igual-
dad m& = F(x) sea cierta debemos estar en un sistema de referencia inercial.

T =

Asi pues, para encontrar la trayectoria que sigue la particula basta calcular
la fuerza F' que actiia sobre la particula y resolver la ecuacién de Newton (4.1).
Como primer paso, la primera ley de Newton nos dice que si en un sistema de
referencia inercial, la particula no se queda en reposo ni sigue una linea recta a
velocidad constante, entonces hay una fuerza que esta actuando en la particula.
Ademas, Newton también postula que la fuerza total que actia en una particula
es la suma de la fuerzas que actian en la particula.
En los siguientes ejemplos vamos a tomar como sistema de referencia inercial
a las coordenadas rectangulares de R™. Para muchos fenémenos mecanicos en
la Tierra un sistema de coordenadas rectangular fijo es, hasta un muy buen
grado de aproximacién, un sistema de referencia inercial. Lo mismo ocurre con
un sistema rectangular en el sistema solar al estudiar el movimiento de cuerpos
celestes.

Ejemplo 7. Cuando vamos en una autopista y tomamos una curva muy pro-
nunciada sentimos una fuerza (fuerza centrifuga) que nos jala hacia la parte
exterior de la curva. Esto se debe a que, si a: R — R? representa la trayectoria
que sigue el carro entonces & = AT 4+ BN, donde T es el vector tangente a la
autopista y N es el vector normal. El motor del carro sélo puede hacer fuerza en
la direccién tangente (la direccién de las llantas), es por eso que algunas auto-
pistas estdan ligeramente inclinadas. Esta inclinacién ayuda a mantener el carro
dentro de la autopista aunque con la velocidad adecuada, los pasajeros siempre
pueden experimentar la fuerza centrifuga. Esto se debe a que la componente de
la fuerza en la direccién normal tiene norma igual a la rapidez con la que el
carro de se desplaza.

Figura 4.1: Un carro desplazdndose en una carretera con velocidad v.

Ejemplo 8. La fuerza de gravedad que actia sobre una particula en la Tierra
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puede ser considerada constante F' = g. Asi, una particula bajo el campo gra-
vitatorio de la Tierra sigue una trayectoria de acuerdo a mi# = g. De aqui es
inmediato que las trayectorias son lineas rectas (velocidad inicial paralela a g)
o parabolas. Consideremos ahora el caso en que la particula estd restringida a
moverse en un péndulo circular, nuevamente la fuerza de gravedad actia en la
particula pero ademsds, la cuerda que une a la particula con el centro del péndulo
hace una fuerza F"¢® sobre la particula para mantenerla en el péndulo.

Figura 4.2: Péndulo bajo la fuerza de gravedad.

Si tenemos un sistema mecanico conformado por n particulas de masas m;
entonces, en un sistema de referencia inercial, la i-ésima particula sigue una
trayectoria de acuerdo a

dpi

dt
con p; = m;2; el momento lineal de la i-ésima particula y F; la fuerza total que
actla en esta particula. Podemos escribir

:Fi7

n
Fi= Y Fy+F™,
=15

donde Fj; es la fuerza debida a la interaccién entre la i-ésima y j-ésima particula
y Ff™ es la fuerza exterior que actia en la i-ésima particula. Por ejemplo, si
consideramos la fuerza gravitatoria que ejercen los planetas y el Sol entre ellos
entonces en nuestro sistema no hay fuerzas exteriores, por otro lado si sélo
analizamos la érbita de un planeta alrededor del Sol, la aceleracién F/myg,; del
Sol debida a la interaccion gravitatoria es tan pequena que la podemos despreciar
y entonces, en el planeta sélo actiia una fuerza gravitatoria externa debida al
Sol. La tercera ley de Newton asegura que

r

j

=-F

Jis
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y ademas la direccion de estos vectores coincide con la direcciéon de la recta que
une a estas dos particulas. Podemos pensar que las funciones Fj; forman una
matriz antisimétrica y con esto vemos que

n n
DD WD A
i=1 j=1,j%#1 i<j 1>]
Asi,
pl erzt Fezt
1

n n
i=1 i=

Si M := > m, es la masa total del sistema, al vector

mix;
Tem =
, M
1=1
se le conoce como centro de masa del sistema y a pey, = M e, como el momento
lineal total. Notemos que,

dpcm ~ dpi £
= = " 4.2
dt dt ’ (42)

i=1

esto quiere decir que el centro de masa del sistema se mueve como si linicamente
la fuerza total exterior actuara en él.

Ahora vamos a usar la tercera ley de Newton para obtener un resultado
andlogo a la igualdad (4.2) pero para la cantidad

n
L= E mix; X &
i=1

a esta cantidad se le conoce como el momento angular total. Derivando respecto
al tiempo

n n
dL
E mlxzxxl—i—xlxxlzg x; X Fj,

sustituyendo,
n
ngxF EszF13+Exzx ij—l—ga:ixFie“,
i<j i>] i=1

el segundo sumando es igual a

in XFij :—sz iji:—Zajj XFZ

i>j i>j i<j
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asi,

dL -
E = Z(aﬁl — $j) X Fij + ZS(}Z' X Fiext.

i<j i=1
La tercera ley de Newton dice que la fuerza Fj; tiene la direccién del vector

x; —x; y por lo tanto:
n

dL
= > @ x B (4.3)
i=1

4.2. Leyes de conservacion

Definicién 13. Consideremos un sistema mecanico conformado por n particu-
las. Diremos que este sistema es un sistema cerrado si es libre de fuerzas exte-
riores, esto quiere decir que para cada i = 1,...n tenemos que F*! = 0.

De esta definicidn, las igualdades (4.2) y (4.3) obtenemos de manera inme-
diata el siguiente teorema:

Teorema 4.1. FEn cualquier sistema cerrado el momento lineal total y el mo-
mento angular total se conservan.

A continuacién vamos a imponer una condicién més al campo de fuerzas.
Si el sistema estd conformado por una sola particula diremos que el sistema es
conservativo si existe una funciéon U: R? — R tal que F = —VU. En este caso
definimos la energia del sistema como la cantidad

1
H = imﬂc + U(z).

La importancia de las definiciones anteriores reside en que la energia de este
sistema se conserva, en efecto,

dH

= = EE) + (VU (), &) = (& F) = (F.4) = 0.

Para un sistema de n particulas podemos pensar que el espacio de todas las
posibles configuraciones espaciales es R3".

Definicién 14. Consideremos un sistema mecénico conformado por n particu-
las de masas m;. Diremos que el sistema es conservativo si existe una funcién
U:R3™ — R tal que F; = V,,U. A U se le conoce como la energia potencial,
ademas definimos la energia cinética T, y la energia H del sistema como

I
H:T(l’l,,$n)+U($1,7$n)

De manera andloga a lo que si hizo anteriormente obtenemos:
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Teorema 4.2. La energia de un sistema mecdnico conservativo se conserva.

Ejemplo 9. Una particula en R3 bajo un campo de fuerzas centrales es un
sistema mecanico en el cual, la fuerza sélo depende de la distancia r de la
particula a un punto fijo que tomaremos por el origen. Asi, las curvas de nivel

de U son esferas concéntricas y por lo tanto F' = —VU tiene la misma direcciéon
que el vector de posicién. Con la anterior vemos que %(z x &) = 0y por lo

tanto el momento angular de este sistema se conserva. Como el vector z X & es
constante la particula se desplaza en el plano normal a este vector.

4.3. El principio de D’Alembert

Si tenemos una particula de masa m en R? la cual est4 restringida a moverse
en una subvariedad M C R3, podemos descomponer al vector de fuerza F' como
una suma F = Ft 4 Fr¢s donde F es la fuerza exterior que actiia sobre
la particula y F"¢® es una fuerza que mantiene a la particula en la subvariedad

y
M. Sila fuerza F"°® estd en la direccién normal a la subvariedad entonces, para
b
todo vector tangente 7 a la subvariedad M.

(F — Feet 1) = 0.

FTES

Feu;t

Figura 4.3: Las fuerzas de restriccién.

Usando la ecuacién de Newton % = F y como F"¢® es normal a la subvariedad

dt
tenemos que,

(fl—f —F,7) =0. (4.4)
a la igualdad anterior se le conoce como el principio D’ Alembert, notemos que
cuando la subvariedad M es R3 recuperamos la ecuacién de Newton. A conti-
nuaciéon vamos a usar este principio para derivar la ecuacion de Fuler-Lagrange
que satisface este sistema mecanico cuando la fuerza F°*! es conservativa. En
este caso, U(x) = — f;o Fert dl — U(zo) donde la integral de linea se calcula
sobre cualquier camino que una a zy con x. Si nos restringimos a caminos que
estén contenidos en la subvariedad M, el tangente a la subvariedad es ortogonal
a F"* y entonces U(x) = — ffo (Fert 4 Fres) dl — U(zo) y por lo tanto la fuerza

total F' = F** 4 F"¢S admite un potencial U.
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Sean q1,...,qn coordenadas locales de M, x1,x9,x3 coordenadas rectan-
gulares de algtin marco de referencia inercial de R® y ¢(¢) una solucién a la
ecuacién mi = F. Consideremos una variacién pequena q(t, €), (q(t,0) = ¢(t)),

de la trayectoria ¢(t) que sigue la particula. El vector 7 := gz 8%(:) o es tan-

gente a M en el punto ¢(t) y las coordenadas rectangulares de este vector son
Z 3xz (9(]3
3qj Oe

En lo siguiente todas las derivadas respecto a € estaran evaluadas en € = 0y
por lo tanto vamos a omitir el simbolo de evaluaciéon. Tenemos que:

Z dpz Z 8301 8qj
3q] Oe
i 3 ( d2!L‘i 8,%,) 6qj‘
= m —.
Ny —1 dt? q; Oe
Si usamos la regla para derivar un producto obtenemos,

dp B i 3 dx; Ox; dzx; d [ 0Ox; 0q;
G =2 (Z dt < dt g, > "t dt <aqj)> Be (45)

j=1 \i=1

€= O

Por otro lado, en las coordenadas cartesianas de la subvariedad z(t) = x(q(t))
la i-ésima componente de la velocidad es

“lz%% zg%
J

al derivar respecto a ¢; obtenemos,

0q; \ dt ) 9q;’

Si sustituimos esto en la igualdad (4.5) y cambiamos el orden de las derivadas
con respecto a ¢; y ¢t tenemos que:

dp B i 3 d (dx; 0 [dz; dr; 0 [dz; 0q;
ks >Z(Z;mdt(dtaq-j(dt))mdtaqj<dt))ae'

j:1 1=

dx;

De la energia cinética T' = % Zz 1 ( ) obtenemos

ar i’: dr; 9 (da;
an dt 6(]] dt
3

%_Emdtaqj<dt>’

1=




34 CAPITULO 4. MECANICA CLASICA

y podemos escribir la igualdad anterior como:

Z (dt (57-) - 50 ) 3 (16)

Como la fuerza F' es conservativa (F' = ——) el término (F, ) es simplemente

la derivada de —U en la direccién de 7 y esto es igual a ) — (?zl'] %4; G definimos
J

L =T — U entonces usando la igualdad (4.6) obtenemos:

dp " /d (0L OL\ 0q;
0= F.r)= — == ) - =) =< 4.7
i Z(dt (aqj) aqj) de (4.7)
Jj=1
Como la igualdad anterior debe satisfacerse para cualquier variacién entonces
para cada j = 1,...,m debe ocurrir que:
d (0L oL
— <> - —=0. (4.8)
t aqj 8(]j

Las ecuaciones anteriores son de gran importancia pues, como veremos en la
siguiente seccion, se pueden derivar de un principio variacional.

Ejemplo 10. Consideremos un péndulo de longitud 1 el cual esta restringido
a moverse en el plano xy bajo la accién de la fuerza de gravedad (0,—g). Si
ponemos el origen de este plano en el pivote del péndulo podemos describir
la posicién del extremo libre del péndulo mediante el angulo # que forma con
la parte negativa del eje y. La fuerza de gravedad admite por potencial a la
funcién U(x,y) = mgy, en coordenadas angulares = sen(f),y = — cos(f) y
22492 = 62 y por lo tanto el Lagrangiano para este sistema es

L= 2(m +9%) — U:%92+mgc0s(9)

v la ecuacién de Euler-Lagrange es
6 = —gsen(h).

En relacion con el ejemplo 7 de un carro moviéndose en una autopista, la
friccion y calentamiento de las llantas hacen que no podamos encontrar un
potencial que describa este sistema. Ademds los pasajeros de la parte trasera
del carro estaran de acuerdo a que no en todas las partes del carro se siente la
misma fuerza y por lo tanto no parece muy util modelar a todo un carro como
una sola particula.

Si ahora suponemos que la fuerza que actia sobre la particula se descompone
como F = Fevt 4 pres — prot L pmp 4 [res donde FPO es una fuerza que
obtenemos mediante un potencial U y F™P es una fuerza que no se puede obtener
mediante un potencial entonces,

(F™ 1) = anp< 815qu> :i<§:ana ) 6%
’ Oq; € ' 9q; ) Oe’

j=1 \i=1
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Si definimos,
3

ox;
D; Fret (4.9)
J ; 8q]

entonces podemos escribir la igualdad (4.7) como,

_,dp OL\ oL '\ 94
07< £ Z(dt(aqj) dq; D]) Oe

Asi, obtenemos que
d (0L oL

<8qj> 4, + Dj. (4.10)
En muchos casos las fuerzas no potenciales son fuerzas de fricciéon debidas al
contacto entre la particula y la superficie donde se mueve. Una manera de mo-
delar estas fuerzas de friccién es suponer que son proporcionales a la velocidad
de la particula, como estas fuerzas frenan a la particula la constante de propor-
cionalidad es negativa.

Ejemplo 11. Volviendo al ejemplo 10 si suponemos que F™ = —m\(Z,y)
entonces, como x = sen(f) y y = cos(#), de la igualdad (4.9) obtenemos:

Dy = —mA(i(—sen(0)) + 3 cos(0)) = —mA(sen?(0)0 + cos®(0)0) = —mA0.
Por lo tanto las ecuaciéon de movimiento es:

mé = —mgsen(h) — mA0.

4.4. Las ecuaciones de Euler-Lagrange

El principio de minima accién asegura que, dado un sistema mecénico con-
servativo, de todas las posibles trayectorias que unen a los puntos ¢; y g2 la
trayectoria fisica que sigue el sistema es tal que la funcién,

to

Stathana) = [ L. dt
ty

toma un valor critico. Tomando pequenas variaciones de la solucién fisica que

empieza en el punto ¢; y termina en g2 podemos llegar a las ecuaciones de Euler-

Lagrange (4.8).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange sélo dependen de los valores de L en
una vecindad arbitrariamente pequena de cada punto, en coordenadas loca-

les q1, ..., ¢, una variacién de la solucion fisica a puede escribirse como « + s
donde B(t1) = B(t2) = 0, asi,

dS(a + sB) = /; Zl (3L(a(t),d(t)at) Bilt) + OL((t), (), )

ds

1=
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tenemos que,

/W = |- /;t(qu) (0t

(gi - % (gi)) Bi(t)dt. (4.11)

Como « es un punto critico de S, para cualquier variacién 3 con S(t1) = B(t2) =

0 tenemos que,
(0L d [(OL
— = — | = i(t)dt =0,
/t1 Z(aqz‘ dt (&ii))ﬁ()

i=1
podemos tomar variaciones tales que 3; = 0 salvo para un indice, si el integrando
que queda no fuera cero idénticamente podriamos tomar la variacién de tal forma
que la integral no se anule y por lo tanto, para cada i =1,...,n,

oL d (OL\ _ 0
8qi dt 8qz N

Si nuestro sistema se desarrolla en R™ y tomamos algin sistema rectangular
inercial x1,...,x,; tenemos que,

1

y por lo tanto,

dS(a+ spB)
ds

0L
s=0 o 8ql

Bi(t)

ta ta
2
t1 th

=1

L:T—Uz%jJQ—U(x),

donde #? = &% + - + 42, y entonces la ecuacién de Euler-Lagrange para este
sistema es,

d ou

o M) =5,

Si el sistema estd restringido a moverse en una subvariedad M C R" el principio
de minima accién asegura que, de entre todas las trayectorias que unen a los
puntos q; y g2 y que ademads estdn contenidas en M, la trayectoria fisica es un
punto critico de,

= F(x).

ta
m
S(z(t)) = 59’3(1&)2 — U(x(t)) dt.
ty
Supongamos que en cada punto de la solucién fisica o tenemos un vector tan-
gente 7 a la subvariedad M tal que 7(¢1) = 7(¢g2) = 0, en una carta local de
M podemos considerar la variacién « + s7 (aqui hacemos un abuso de notacién
identificamos « y 7 con sus imdgenes bajo la carta coordenada) el principio de

minima accién asegura que,

to M
s=0 /tl Z

=1

dS(a+ s7)
ds

OU(a(t))

0= ox

(mc’v(t)%(t) - T(t)> dt
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e integrando por partes el primer término,

2 Z . 0U(a) 2 dp
O——/t1 Z(mai—l— B )Tidt——/tl (E—F,ﬂdt.

=1

Como la igualdad anterior es valida para cualquier vector tangente a la subva-
riedad M a lo largo de la solucién a que cumpla 7(g1) = 7(g2) = 0, concluimos

que,

<% —F,7)=0. (4.12)

La diferencia de esta igualdad con el principio de D’Alambert es que en la
igualdad (4.4) no hay ninguna restriccién sobre el campo vectorial 7. Asf pues,
cuando un sistema mecanico esta restringido a moverse en una subvariedad de
R™, las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan ser una manera alternativa de
escribir las ecuaciones de movimiento.

o+ ST

o+ ST

Figura 4.4: Variaciones permitidas en el principio de D’Alembert (izquierda) y
en el principio de minima accién (derecha).

Ejemplo 12. El Lagrangiano es un funcién que estd definida en el espacio
tangente T'M , en donde M es la variedad de todas las posibles configuracién en el
espacio de nuestro sistema. La variedad T'M esta formada por todos los vectores
tangentes a puntos de la variedad M. Ejemplos de esto son los siguientes. Del
espacio R™ su espacio tangente es simplemete R"™ x R™. Para el circulo S,
el hecho de que podamos recorrer al circulo sin parar implica que su espacio
tangente es TS' 22 S! x R que es un cilindro. Si el espacio de posiciones es T™,
un producto de n circulos, entonces TT™ =2 T™ x R™. Este hecho al igual que el
anterior son consecuencia de que 7" es un grupo de Lie para todo n. El grupo
de Lie SO(3) es el espacio de todas las posibles configuraciones en el espacio
de un cuerpo sélido que gira en R?® alrededor de un punto fijo. Nuevamente

TSO(3) =2 SO(3) x RS,

Ejemplo 13. En un campo de fuerzas centrales (ejemplo 14) la conservacién
del momento angular nos asegura que la particula estd restringida a moverse
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en un plano, si tomamos coordenadas en las cuales este plano estd descrito por
el conjunto { z = 0} y luego usamos coordenadas polares (r, ) en este plano,
entonces x = rcos(f),y = rsen(f) y en consecuencia la energia cinética es
T = 2(7? 4+ r?0%) y por lo tanto el Lagrangiano de este sistema es

L= %(r2 +r20%) - U(r).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

v
or

mr26 = 0.

mr =

En las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.8) notemos que si el Lagrangiano
L no depende de la variable g; entonces la cantidad g—; se conserva. A las
J

funciones p; = g—; se les conoce como momentos generalizados, esto se debe
J

AL . _ .
a que en coordenadas rectangulares iD= mdj, que es el momento usual.
En la siguiente seccién vamos a escribir las ecuaciones de movimiento usando a
los momentos generalizados p; en lugar de las velocidades ¢;. Como preliminar,

para cada g € M las funciones 3—5’ definen una funcién T,M — (T,M)* dada
por !
n n o n
e, 9L(q,4)

pIIFCIRS) SECTUNIES o

= Oule = Ou i=1
Si la matriz a% %—g es invertible entonces de manera local podemos escribir

q

a las velocidades ¢; en términos de los momentos generalizados.

4.5. Las ecuaciones de Hamilton

Para una particula en R? en la cual actian ciertas fuerzas debidas a la
energia potencial U, hemos definido la energia de la particula como la cantidad
H =T(i)+ U(x), donde T' = Fi es la energfa cinética, el Lagrangiano de este
sistema es L = T — U y por lo tanto H = 27T — L. Usando la definiciéon de T'
vemos que:

2T = %x = pi. (4.13)
La importancia de la energia H es que es una cantidad conservada. Para un
sistema mecanico en general no tenemos una descomposicion del Lagrangiano
como L =T — U, sin embargo, la expresién (4.13) sugiere que definamos una
cantidad,

H = Zpiq'i — L. (4.14)
=1

a la funcién H le llameremos el Hamiltoniano. Al final de la seccién anterior

. . . 2 . . .
vimos que, si para cada ¢ € M, la matriz %qg es invertible entonces las funciones
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p; = g—; definen un difeomorfismo de un abierto U C T'M en un abierto de T* M.
Usando la inversa podemos escribir ¢; = ¢;(p, q) y por lo tanto podemos escribir
H = H(p,q). Tenemos que

dH = d()_pidi — L)

i=1

= oL oL oL
= lidpi + pidgi — —dg; — -—dq; | — - di,
;(q pi + piddi — 5= ddi = 5 - q) o

como p; = g—(i entonces,

” oL oL
dH = <Qi dp; — dqz’) — o7 dt,
P (9qi ot

usando la ecuacién de Euler-Lagrange p; =

d (oL _ oL :
7 (87171 = 8%) concluimos que,

n

. . oL
dH =" (¢i dpi — p; dg;) — 5 -
=1

Por otro lado,

", (OH OH OH
dH:; <8pidpi+aqidqi> + —dt.

Comparando esta igualdad con la anterior obtenemos:

. OH
Pi = —
0q;
- OH (4.15)
q; = 5‘pi'

Al sistema de ecuaciones diferenciales anterior se les conoce como ecuaciones
de Hamilton. Si H no depende del tiempo y H define una funcién en 7*M (la
definicién de H es local), las ecuaciones de Hamilton coinciden con el sistema de
ecuaciones (2.2) asociadas al sistema Hamiltaniano (T*M,w, H) y por lo tanto
el Hamiltoniano H es constante a lo largo del flujo asociado a las ecuaciones
(4.15). M4s atin, en el capitulo 2 vimos que si f,g eran constantes a lo largo
del flujo del sistema Hamiltoniano entonces { f, g } también es constante a lo
largo de este flujo. Vamos a probar este mismo resultado pero para el caso en el
que f, g si dependen del tiempo. Primero que nada definimos un corchete para
f,9: T*"M xR — R,

{f,9} =wld:f,dzg),

donde w es la 2-forma canénica de T*M y d, denota la diferencial respecto a
T*M (el espacio cotangente a T* M xR se descompone de manera canénica como
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T*(T*M)®R? y d, es la proyeccion a este factor). En coordenadas simplécticas
este corchete coincide con la expresién (2.3) y asi tenemos que,

daf

Ty Y

por lo tanto f es una constante del movimiento si y solamente si

af
{H.f}=—%;
Supongamos que f,g: T*M x R — R son constantes de movimiento, queremos
calcular,
d{f.g} f, 9} _ o{f.g} f7 9}

usando la identidad de Jacobl y que f y g son constantes del movimiento, el
primer sumando es igual a

Usando la igualdad (2.3) el segundo sumando es igual a,

z”: o*f 09, 9f &g *f g L 9f 9%g

Dtop; 0a;  op, 010, \Otdq, opi  Oq; tops)

of dg
avg}—'_{fua

Sumando esta ultima igualdad con la anterior obtenemos que si f, g son cons-
tantes de movimiento entonces { f, g } también es una constante del movimiento.

Consideremos el sistema Hamiltoniano (R*",w, H) con w = >.dp Adq y
supongamos que af = 0, esto quiere decir que el Hamiltoniano no depende de
la coordenada ¢;. Usando las ecuaciones de Hamilton vemos que p; = 0 y por
lo tanto p; es una constante del movimiento. Para cada ¢ € R consideremos

la funcién sz(pz,...7pmq2,...,qn) =H(p1 =¢,pa,.-,Pnyq2,---,qn). Si hace-

mos W = w — dp1 Adqi, y logramos encontrar las soluciones pa(t), ..., pul(t),
q2(t), ..., qn(t) al sistema Hamiltoniano (R?"~2,&, H) entonces obtenemos que
0H

G = 87[)1(0,1?2(07. .- 7pn(t)7QQ(t)7‘ : '=Qn(t)) = f(c>t)'

Asi pues, si el Hamiltoniano no depende de una coordenada el ntimero de gra-
dos de libertad del sistema Hamiltoniano desciende en dos. En particular, si el
Hamiltoniano sélo depende de los momentos H = H(p) entonces p; = 0 y por

ende,
o0H
37]7'(017 ooy Cn) =
7
por lo tanto ¢;(t) = «;t + A;. A los sistemas Hamiltonianos que admiten un
Hamiltoniano que sélo depende de los momentos se les conoce como siste-

mas totalmente integrables. En la siguiente seccién estudiaremos la ecuacién

i =
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de Hamilton-Jacobi, esta ecuacién, cuando admite una solucién que depende
de ciertos pardametros, nos ayuda a encontrar un cambio de coordenadas en las
cuales el nuevo Hamiltoniano sea una constante y por lo tanto los momentos p
y las posiciones q son cantidades conservadas.

Ejemplo 14. En un campo de fuerzas centrales tenemos que el Lagrangiano es
L = 2(7 +1r20?) — U(r). Para este sistema tenemos que,

oL oL

9
=—=mr =— =mr-f
Pr O Po 90
=P o= L0
m mr
Por lo tanto el Hamiltoniano H es igual a
2 2 2 2 2 2
Dy Py Dy Py Dy Py
H=—"+4+-"F-L=—+ "5 —| —/—+ - U(r
m  mr? m - mr? (Qm 2mr? ( )>
2 2
by Py U
== T).
2m + 2mr? +U(r)
En este caso tenemos que %—Ig = 0y asi pp = 0 y con esto basta resolver el
sistema
_p U s Pr
" omr3 Or m’

Si logramos resolver este sistema obtenemos al radio r en funcién del tiempo t.
Por lo tanto sélo requerimos una integracién respecto al tiempo para resolver la
ecuacion

-_3H_ Po

- oy = (4.16)

Veamos que la conservacién del momento angular implica la segunda ley de Ke-
pler. En coordenadas polares, el area delimitada por dos semirectas que forman
angulos 6y, 6 y una curva r = r(f) estd dada por la integral,

0 2 t

1 r2(6) 1/22 do
A(0y,01,7(0 :/ do == | r20(r))= dr,
(00,61,7(0)) 2 2), O(1)) =

donde 0(t;) = 0;. Sustituyendo la ecuacién (4.16) obtenemos,

to
M%&MW:/—@w:BQh4@
t1

2m 2m

Por lo tanto, obtenemos la segunda ley de Kepler, una particula desplazandose
bajo las fuerzas de un campo central barre dreas iguales en tiempos iguales.

Para obtener las ecuaciones de Hamilton usamos las ecuaciones de Euler-
Lagrange. A su vez, usamos la ecuaciéon de Newton y una fuerza conservativa
para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.8). En caso de que la fuerza
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Figura 4.5: Area en coordenadas polares

también conste de una parte no conservativa las ecuaciones de Euler-Lagrange
; d (8L _ oL _ Y3 np dz; .
deben cambiarse por ; ({Tq) = a—q+Dq, endonde D, =7 | F; ¥ (ecuacio-

nes (4.10) y (4.9)). Si en coordenadas rectangulares tenemos que F;'"" = —m\i;
y L=T—U, como p; = mx; = % entonces la ecuacién (4.10) se vuelve
dpi oU
=— Api ) . 4.17
dt (8.731 + b ) ( )

A continuacién vamos a obtener estas ecuaciones usando un sistema Hamilto-
niano de contacto (seccién 3.1), esta parte estd basada en [7] . Recordemos que
al espacio M de todas las posibles posiciones de una particula en R? le podemos
asociar su espacio de 1-jets J1(M) := T* M x R. Este espacio viene equipado de
manera intrinseca de una estructura de contacto £ tal que si (q,p) son coorde-
nadas simlpécticas de T* M entonces la estructura de contacto & estd definida
por el kernel de la 1-forma o = dy— ), p; dg;. Asi pues (q, p, y) son coordenadas
de Darboux.

Supongamos que tenemos un sistema mecanico en 7% M con Hamiltoniano H =
T+U:T*M — R. Si consideramos la funcién H: J'(M) — R definida por
ﬂ'(q, p,y) = H(p,q, )+ Ay, entonces el campo vectorial de contacto asociado al
sistema Hamiltoniano de contacto (J'(M),a, H ) estd dado por las ecuaciones:

OH
pi=— < +Pi)\)

8%‘
. OH
¢ = o;
" 9H
y=> pig——H
i—1 3pi

En coordenadas rectangulares la primera de estas ecuaciones es la ecuacion
(4.17).

Ejemplo 15. En el ejemplo 11 vimos que si a un péndulo plano de masa m y
longitud 1 le anadimos fuerzas de friccion proporcionales a la velocidad entonces
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en coordenadas polares las ecuacién de movimiento es:
0 = —gsen(f) — A6.

En este caso el Lagrangiano del sistema sin friccién es L = %92 + mgcos(d) y
por lo tanto el Hamiltoniano es H = ﬁpg — mgcos(f) con py = mb. Asi, las
ecuaciones del campo vectorial asociado el sistema Hamiltoniano de contacto
con funcién H = H + Ay son,

po = — (mgsen() + pg)
g — P
m

. 1
Y= %pg + mgcos(f) — Ay.

La primera de estas ecuaciones es la ecuacién de movimiento de un péndulo con
friccion.
Ejemplo 16. Si para una particula en R? usamos coordenadas esféricas (r, 6, ¢),
en donde 7 es la distancia al origen, 6 es el angulo entre el eje = y la proyeccién de
la particula al plano xy, y ¢ es el dngulo entre la particula y el plano zy (figura
4.6), entonces, bajo las fuerzas debidas a un potencial U(r, 0, ¢) el Lagrangiano
para este sistema es:
m .
L= 0} (7'"2 + 72 cos?(p)6? + ngbQ) —U(r,0,p).

xT

Figura 4.6: Coordenadas esféricas

Con esto las ecuaciones de Euler-Lagrange son,

e = mr(eo ()0 + %) - 57
U
Do = a0

Py = —mr? cos(p) sen(p)h* — g—g
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Si anadimos fuerzas de fricciones proporcionales a la velocidad, como = =
rcos(f) cos(p),y = rsen(f) cos(p) y z = rsen(p), entonces de acuerdo a (4.9)
tenemos que

D, = —mM- = —\p, Dy = —mAr? cos(gp)2é =—-X\pp D, = —mA\r?p = —ADg.
Usando las igualdades,

q=Pr j— P o= Lo
m mr2 cos2(p) mr2’

podemos escribir las ecuaciones de movimiento (4.10) como:

2 2
P Py Py _OU _
LS E— cos?(p) * mr3  Or Apr
oU
L _oU
Do 20 Do

) = 0’/ v >\ .
Pe cos3(p) mr2  dyp Pe

No es dificil ver que estas ecuaciones se obtienen del sistema Hamiltoniano de
contacto con funcién

~ 1 p2 p2
H=_—|pP+—-"2 _+22)4+U(r0 Ny =H + )
2m (pr * 72 cos? () - 7'2) +U(0,0)+ 2y TN

en donde H es el Hamiltoniano de la particula sin fuerzas de friccion.

4.6. El método de Hamilton-Jacobi

En esta secciéon presentamos el método de Hamilton-Jacobi, este método
consiste en encontrar un cambio de coordenadas en las cuales las ecuaciones de
movimiento sean faciles de resolver. Dado un sistema mecdanico con lagrangiano
L, usamos el principio de minima accién para deducir las ecuaciones de movi-
miento. Este principio asegura que el sistema fisico sigue una trayectoria para
la cual S = [ Ldt adquiere un valor critico. Fijemos ahora un punto go € M y
un tiempo ¢y y consideremos la funcién:

q
S(qo,to)(Q7t) ::/ Ldt,

q0

donde la integral es a lo largo de la trayectoria fisica que a tiempo ty pasa por
Qo y a tiempo t para por g. Si en las coordenadas locales ¢y, . . ., ¢, hacemos una
variacion en la i-ésima direccién del punto final ¢ entonces, usando la igualdad

(4.11) obtenemos,
S 0L /tz oL d (0L
=+ ——(Z)) at
¢ 94 Jy, \Oqi dt \9g;
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Como la solucién a lo largo de la cual se esta calculando la integral del lado
derecho satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos
oS 0L )
dgi  0¢ "

(4.18)

Si ahora calculamos la derivada a lo largo de las soluciones,

s _ 95

L

De la definicién (4.14) del Hamiltoniano H y sustituyendo la igualdad (4.18)
obtenemos,

oS oS
—(gi,t) =—H | —, q . 4.1
.0 = 1 (5ot (1.19)

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Hamilton-Jacobi y su impor-
tancia estd en el hecho en que usando las soluciones a esta ecuacién podemos
encontrar coordenadas en las cuales las ecuaciones de movimiento son muy faci-
les de resolver. Veremos esto a continuacién.

En la proposicién 2.1 vimos que el flujo Hamiltoniano preserva la 2-forma
canénica w de T* M. En este caso el campo vectorial Xz asociado las ecuaciones
de Hamilton (4.15) satisface la identidad w(-, Xg) = d,H y entonces, aplican-
do la féormula de Cartan y el hecho de que w es cerrada vemos que el flujo
del campo vectorial Xy preserva la 2-forma w. A las tranformaciones de T M
que preservan w se les conoce como transformaciones candnicas. Su importan-
cia radica en que si en coordenadas locales (p, q) la transformacién se expresa
como P = P(p,q,t),Q = Q(p,q,t) entonces existe una funcién K, definida
en el dominio de las nuevas coordenadas, tal que las ecuaciones de movimiento
adquieren la forma:

. oK
e
. oK
G=1r

Es decir, en las nuevas coordenadas la funcién K funge como Hamiltoniano para
las ecuaciones de movimiento.

En las coordenadas dadas por el flujo de las ecuaciones de Hamilton, ;cual
es el nuevo Hamiltoniano K'? Denotemos por h; a este flujo. Si en las coordena-

das (p,q) estd dado por P = P(p,q,1),Q = Q(p,q,?), i.e. (P,Q) = h(p,q),

entonces, si en las nuevas coordenadas dejamos correr el flujo un tiempo 7,

h-(P,Q) = h; o hy(p,q) = hty-(p,q) = (P, Q).

Esto quiere decir que en las nuevas coordenadas P=Q;=0 y por lo tanto el
Hamiltoniano K es una constante. {Cémo obtenemos las coordenadas (p, q) en
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funcién de las coordenadas (P, Q)7 Supongamos que las funciones @Q; al tiempo
to forman un sistema coordenado para un abierto de M. Si en la accién S ahora
permitimos que el punto inicial gy varie en la carta determinada por las funciones
Q; al tiempo tg. Entonces S = S(q, @, t) y de manera andloga a como se dedujo
la igualdad (4.18) obtenemos,

25
Qi

Si 68:—8% es invertible entonces podemos escribir q = q(P, Q) y sustituyendo

—F;. (4.20)

en la igualdad (4.18) obtenemos p = p(P,Q). Todo lo anterior lo podemos
codificar en la 1-forma:

dS = (pidg; — P;dQ;) — H dt.
=1

De manera mds general, si P = P(p,q,t),Q = Q(p,q,t) es una transfor-
macién candnica y en estas nuevas coordenadas el Hamiltoniano es la funcion
K, entonces existe una funcién diferenciable F' tal que:

n

dF = Z(pid(h' — P;dQ;) — (H — K) dt,

i=1

si la funcién F' satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi (4.19) entonces K = 0
y por lo tanto en las nuevas coordenadas P, = Ql = 0, para ver mas deta-
lles de esto consultar [4]. Asi, si encontramos una solucién S de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi que depende de manera diferenciable de n pardmetros inde-
pendientes (); entonces tomando P; = ft%gj y aplicando el método anterior,
podemos resolver las ecuaciones de movimiento.

Si S: M xR — R es una solucién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi, a
partir de ella podemos obtener una solucién S a la misma ecuacion pero que de-
penda de n pardmetros. En efecto, sea So(Q) = S(Q,0) y consideremos la
funcién S(q,t,Q) = S(q.t) — So(Q), como las derivadas temporales y res-
pecto g; de Sy S coinciden entonces S es una solucién a la ecuacién de

Hamilton-Jacobi que depende de manera diferenciable de los parametros Q;

s _ _9Sy _ 88
PUCS 50; = 700 T bai |,y

Supongamos ahora que el Hamiltoniano H no depende del tiempo, sabe-
mos que H se conserva en el tiempo y entonces debe ocurrir que H (g, g—j) =F
y por lo tanto % = —F. Asi, parece razonable buscar una solucién de la for-
ma S(q,t) = S(q) — Et, como la funcién S es una solucién a la ecuacién de

Hamilton-Jacobi entonces ~
gla 25\ _ g
& 0q; o

A la ecuacién anterior se le conoce como la ecuacion de Hamilton-Jacobi libre
de tiempo. Supongamos que encontramos una solucién S(g;) a esta ecuacién que
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depende de manera diferenciable de los n pardmetros Q; y es tal que H(qg;, g—f)
es constante para cualesquiera @; fijos. Entonces, si hacemos

S(qi, Qist) = (i, Qi) — H <CI¢7 25) t = 5S(q:, Qi) — B(Qi)t, (4.21)

tenemos que S es una solucion de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi. Por lo tanto, si
el Hamiltoniano H no depende del tiempo basta resolver la ecuaciéon de Hamilton
Jacobi libre de tiempo.

Ejemplo 17. Consideremos un sistema mecéanico con un grado de libertad y
2
Hamiltoniano H = 2 + U(q). La ecuacién de Hamilton-Jacobi libre de tiempo

es: )
1 (08
_ _ = E =
y por lo tanto,

& = VEm(E - U().

Integrando y usando la férmula (4.21), la solucién a la ecuacién de Hamilton-

Jacobi es .
S(q, E,t) = \/2m/ VE—-U(x)ds — Et.
qo0

De aqui obtenemos

pa.B) = 2 = 55 = VBB -0

_P(Q7E7t) = @

E:\/f/quELU(x)_

Notemos que la cantidad E — U(q) es la energfa cinética del sistema y por lo

t.

tanto ;;TSE > () excepto en los puntos donde U adquire su maximo valor posible
E, asi de manera local podemos escribir ¢ = ¢(P, F, t). En la expresion,

t—P( Et)—ﬁ— @/qdix
PR TN 2 )y VESTG)

el lado derecho es la conocida férmula para el tiempo que le toma a la particu-
la desplazarse del punto gy al punto ¢. Asi pues, en este caso las cantidades
conservadas Pp, Q1 son el tiempo inicial y la energia respectivamente.

Arriba vimos que si el Hamiltoniano H no depende del tiempo, para encon-
trar una solucién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi basta encontrar una funcién
& a5 . . <z
S(qi, Q) tal que H(q;, W) sea constant'e, para ca@a Q; fijos. A contmufimon
vamos a describir el método de separacién de variables, cuando este método
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funciona siempre es posible encontrar dicha funcién S. Supongamos que pode-
mos escribir,

aS a8 a8 a8 aS
H y . o lny :H 'y vcccolUn—1 " s ¥n ny o )
(ql Oq I 3qn> (ql oq T Dy ¢ <q aqn>>

si proponemos una solucién de la forma S = S’(q1, ..., ¢n) + Sn(gn) entonces la
ecuaciéon de Hamilton-Jacobi libre de tiempo se vuelve,
05’ a5’ oSy
H . o dn-1, 53— sPn | dn, 5 — =E.
<QI7 8q1 ) y dn—1 8(]77,71 ¢ (q aqn ))

Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria ¢,, (qn, %2") = . Ahora basta
encontrar para cada @, una solucién de
05’ 05’ )
91, 7554 —177aQ =FE.
( 8ql " aqnfl "

Si podemos escribir la expresién anterior como

oS’ oS’ oS’
H — ... o, ———— _ _
<QI5 aqla y qn—2; aqn727¢n 1 <Qn 1 3qn1,Qn>) )

entonces podemos volver a aplicar el método anterior. Si podemos aplicar i veces
este método entonces obtenemos funciones Sy, (¢n, @n), - - - Sn—i+1(@n—i+1, @n—i+1,

!
.., @Qp). En el n-ésimo paso y tltimo, tenemos que resolver H ( g1, %, Q2,...,Qn
=FE.

Ejemplo 18. En el ejemplo 14 vimos que el Hamiltoniano para un particula
en R? bajo la influencia de un campo de fuerzas centrales es,

7p3+ D3

H =
2m  2mr?

+U(r).
La ecuacién de Hamilton-Jacobi libre de tiempo es
1 (8S\* 1 [0S\
— | = — = =F.
2m (87“) +2mr2 (80) +Ulr)

Para poder separar las variables de esta ecuacién multiplicamos ambos lados de
la ecuacién anterior por 2ms? para obtener la ecuacién equivalente,

r? (gf)Q —2mr? (U(r) — E) + (g”g)Q =0.

El hecho de que el Hamiltoniano no dependa de la varaible 6 ahora se traduce
en que podemos separar a la variable 6 en la forma,

So(0,Q2) = Q29,
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y por lo tanto py = Q2. Ahora tenemos que resolver la ecuacién

2
2 (a;:) —2mr?® (U(r) — E) + Q3 = 0.

La solucién a esta ecuacion es:

Qo E / \/2m - )—@dR

Por lo tanto las cantidades conservadas en este ejemplo son la energia F = Q1 y
el momento angular al cuadrado Q2 = p3. La solucién a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi es:

S(T,G,E,Q27t):/r\/2m(U(R)— E) - deR—i—Qg@ Et.

Tenemos que,

oS " dR
PQ(T,G,E,QQ,Z‘:):—@: % > —9,
2 S B () - ) - G
y por lo tanto,
dR
0(7‘ E PQ,QQ RQ 5 — P2. (422)
V(U () - B) - %

Si al tiempo t( tenemos que r(tg) = 1o y 0(to) = 0y entonces 0y = (rg, E, Py) =
—Ps. Asi, — P, es el angulo que la particula forma con el eje x al tiempo ty. Por
otro lado,

’ dR
Pi(r, E,Q2,t) =t — m/ro \/2m(U(R) o = (4.23)

R2
asi, P = Pi(ro, E,Q2,t0) = to es el tiempo inicial. Adem4s,

on __ m
T U -B) - %

y usando el teorema de la funcién inversa podemos obtener una expresion de
la forma r = r(Py, E,Q2,t). Por lo tanto, si fijamos la energia E, el momento
angular ()2, el tiempo inicial P; = tg y el momento angular @2, la expresion
(4.22) y la funcién inversa respecto a r de (4.23) nos dan al radio r y dngulo 0
como funciones del tiempo.

Ejemplo 19. En este ejemplo vamos a estudiar una particula en R? bajo los
efectos de la gravedad debida a dos centros fijos. Para esto vamos a usar coor-
denadas elipticas, si tomamos coordenadas cartesianas de modo que los dos
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centros de gravedad tengan coordenadas (%c, 0), las coordenadas elipticas estan
definidas como

x(p,0) = ccosh(p) cos(d) y(p,0) = csenh(y) sen(h).
Para cada g € R fijo tenemos que

x? n y? _ (ccosh(yp) cos(6))? n (csenh(y) sen())? _1
(ccosh(pp))?  (csenh(pp))? (ccosh(pp))? (csenh(yg))? 7

y por lo tanto las curvas (x(¢o,0),y(po,0)), con ¢y € R son elipses. Como
cosh(pg) > senh(y)o estas elipses tienen semieje mayor a = ccosh(yp) y semieje
menor b = senh(pg). Si los focos de esta elipse tienen coordenadas (£¢,0) en-
tonces & = a? — b® = ¢? y por ende todas estas elipses tienen a sus focos en los
centros de gravedad. Si ahora hacemos 6 = 6, fijo, de manera andloga podemos
concluir que las curvas (x(y, 6p), y(p,00)) son hipérbolas cuyos focos estdn en
los centros de gravedad.

Tenemos que,

@ = ¢(cos(0) senh(p)¢p — sen() cosh(y)h)
7 = c(sen(0) cosh () + cos(8) senh(p)f),

y con esto

i + 92 = (cos?(0) senh?(p) + sen?(#) cosh? () (¢? + 62)
(cosh? () — cos?(0)) (% + 62).

Asi, la energia cinética en coordenadas elipticas es

T = 5(&% + ) = 5 (cosh® (ip) — cos”(9)) (¢ + 6°).

La energia potencial debida a los dos centros de gravedad es

k k
U(T1,T2)=—(1+2>7

1 T2

en donde 1 = /(x +¢)2 +y2, r2 = /(x —¢)? +y? son las distancias de la

particula a los centros de gravedad y k1, ko son constantes positivas. Ahora,

1 =+/(ccosh(p) cos(6) 4 ¢)2 + (csenh (i) cos(6))?

:C\/COShQ((p) cos?(6) + senh? () sen?(p) 4 2 cosh(y) cos(6) + 1

:C\/COShQ((p) —sen2(0) + 1+ 2 cosh(yp) cos(h)
=c| cosh(p) + cos(6)].
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Como el valor minimo de cosh(p) es 1 y el valor maximo de cos(f) es 1 te-
nemos que ;1 = c(cosh(p) 4+ cos(f)). De manera ansloga podemos ver que
ro = ¢(cosh(p) — cos(f)) y con esto obtenemos que

(k1 + k2) cosh(p) + (ko2 — k1) cos(0) _ k cosh(p) + k cos()
¢(cosh?(p) — cos2(6)) ¢(cosh?(p) — cos2(6))

U(‘»Ov 0) = -

Asi, el Lagrangiano para este sistema es,

k cosh(e) + k cos(6)
¢(cosh?(p) — cos2(6))

L= %02(cosh2(<p) —cos?(0)) (¢ + 62) +

Con esto el Hamiltoniano es,

_ P2, + pg — 2me(k cosh(p) + k cos(6))
B 2me? (cosh? () — cos?(h)) '

Asi, la ecuacién de Hamilton-Jacobi libre de tiempo de este sistema es:

(%)2 + (%)2 — 2me(k cosh(g) + k cos(0))

5 =F
2mc?(cosh”(p) — cos?(0))

)

que podemos escribir como

as
o6

(gi) ~ 2me cosh(p)(Eccosh(p) + k) + ( ) 2 +2mecos(0)(Eccos(0) — k)

=0

De la expresion anterior es claro que las variables se pueden separar. Primero
resolvemos

95,\’
(&p) — 2mc cosh(p)(Eccosh(p) + k) = Qa,

que tiene por solucién a

Se(p, E,Q2) = /v Q2 + 2mccosh(p) (Eccosh(¢) + k) do.

%o

Con esto ahora tenemos que resolver la ecuacién

839 2 7,
Qs + ((%) + 2mccos()(Eccos(f) — k) =0

cuya solucién es

Se(0,E,Q) = /90 \/_ (Q2 + 2mc cos(a) (Ec cos(ar) — I;;)) dao.
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Para finalizar este capitulo vamos a analizar la ecuacién de Hamilton-Jacobi
para sistemas Hamiltonianos de contacto. Al final de la seccién anterior vimos
que este tipo de sistemas pueden modelar algunos sistemas mecanicos en los cua-
les aparecen fuerzas disipativas que impiden la conservacion de la energia. Fn el
ejemplo 5 vimos que, en las coordenadas de Darboux (q, p, y), las caracteristicas
de la ecuacién diferencial parcial,

oS oS
= +H
5+ ( ' 3q .S, t)

coinciden con las ecuaciones que definen al campo vectorial X g asociado al Ha-
miltoniano H. Veamos ahora que bajo ciertas condiciones una solucién S(q, Q, t)
a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi nos ayuda a encontrar las curvas integra-

les del campo vectorial Xp. Primero, para cada Q fija definamos p; := g(i y
Pi(q,t) = E%i. Tenemos que,
"L 928 dg; . 9%S
aqjaQZ dt 8758(@21-’
ademas
2 H H H 0928 H
0°S Z 0 8pj OH 0S | Z 0 0°S 8 P ,
0Q,0t < Op; 9Q; " ay 0Q; « Op; 861]3621
y asi,
N 9% (‘i%_m{) oH ,,
t — 0q;0Q; \ dt  Ip; oy "
Si imponemos las condiciones det (aan) #0y dt = —%—ZH entonces obte-
nemos las condiciones p OH
4 _ 2 (4.24)
dt apj

Ahora, para Q fijo, un calculo similar al anterior muestra que

dpi  ~~ 028 (dqj 8H) <8H OH > <8H oH )
= — 5 )~ \a-t+t—5pi)= + 5D
t — 0q;0q; \ dt  Op; 0q; oy dq; Oy
(4.25)
Por dltimo,
a8 dq] 85 " OH
— = — — H. 4.2

Z aq] dt jz:;pj apj ( 6)

Las ecuaciones (4.24),(4. 25) (4.26) son las mismas que las ecuaciones (3.3) y

590G #0y —%—I;Pi podemos aplicar
el método de Hamilton-Jacobi al igual que en el caso de sistemas conservativos.

Para ver un ejemplo de esto consultar [7].

(3.4). Asi, bajo las condiciones det (



Capitulo 5

Relatividad Especial

Al principio del capitulo anterior presentamos las leyes de Newton, estas
leyes dependen fuertemente de estar utilizando un sistema de referencia iner-
cial como sistema coordenado. Después vimos que bajo ciertas condiciones las
ecuaciones de Newton son equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, la
ventaja de estas ultimas es que no dependen del sistema coordenado que se
esta utilizando, en unas coordenadas qi,...,q, cualesquiera basta calcular el
Lagrangiano L para obtener dichas ecuaciones. Una desventaja de este método
es que nociones fisicas muy claras como velocidad y momento se pierden y en su
lugar hablamos de velocidades generalizadas q y momentos generalizados g—é.
En este capitulo volveremos a usar sistemas de referencia inerciales para discutir
algunas nociones fisicas de mucho interés para la relatividad espacial.

A finales del siglo XIX se crefa que habia una sustancia llamada éter la cual se
encontraba en el espacio. Estrellas, planetas y demés objetos celestes se despla-
zaban a través del éter, la luz también usaba el éter para propagarse a través
del espacio. Asi pues hubo un gran interés por medir la velocidad de esta sus-
tancia. En 1887 Michelson y Morley disenaron un experimento para determinar
la direccién en la cual se movia el éter, de acuerdo a este experimento la luz
deberfa moverse mas rapido cuando la direccién del vector que va del Sol a la
Tierra coincide con la direccién en la que el éter se desplaza. Como bien sabe-
mos los resultados del experimento fueron desconcertantes, la velocidad de la
luz parecia ser la misma sin importar la direccién en la que se le media. Esto
contrastaba fuertemente con un principio del cual casi todos hemos sido testigos
cuando viajamos en un carro en una avenida de dos sentidos: Si un observador
A se mueve a velocidad constante v respecto a otro observador B, entonces si
un objeto se mueve con velocidad w respecto a B, el mismo objeto se mueve con
velocidad v + w respecto al sistema A. Esto es una consecuencia del principio
de relatividad galileano.

53
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5.1. El principio de relatividad

Si nos encontramos viajando en un carro o en el metro mas o menos a ve-
locidad constante, practicamente todos hemos sido testigos de que los objetos
dentro del vehiculo en cuestién se comportan casi como se comportarian si es-
tuvieran en un parque o en un laboratorio los cuales, para los ojos humanos,
parecen estar en reposo a diferencia del carro o el metro. Si estamos observando
algtin fenémeno fisico y giramos nuestro cuerpo en alguna direccién, las leyes
de la fisica obviamente son las mismas una vez que hemos girado a todos los
objetos en cuestién en la misma direccién en la que giramos nuestro cuerpo. A
través del tiempo hay muchos fenémenos fisicos que no cambian, la gravedad o
un animal corriendo se comportan de la misma manera hoy que hace 1000 anos.
Lo mismo podemos decir de la fuerza y el perro aqui y en China, en ambos
lugares las leyes que rigen el movimiento son las mismas.

Podemos sintetizar todo lo anterior de la manera siguiente: las ecuaciones de
movimiento son invariantes bajo un cierto grupo de transformaciones. Para que
lo anterior tenga sentido debemos precisar 1) quiénes son las ecuaciones de mo-
vimiento y 2) cudl es el grupo de transformaciones. En el caso de la mecénica
clésica tenemos a la ecuacién de Newton mi = F(z, &,t). La ecuacién de New-
ton sélo es valida en sistemas de referencia inerciales y como mencionamos al
principio de esta seccién, otro sistema de referencia que se mueve a velocidad
constante respecto al primero también parece ser un sistema de referencia iner-
cial. Para cada tiempo t las coordenadas de ambos sistemas estan relacionadas
por una traslacién x = z’ + vt, donde z’ son las coordenadas del segundo sis-
tema y v es la velocidad con la que el primer sistema coordenado ve moverse
al segundo. También mencionamos que las rotaciones, traslaciones espaciales y
temporales parecen no alterar las leyes de la mecéanica.

La fuerza es una funcién F: R? x R? x R — R? y ahora postulamos que esta
fuerza debe de ser invariante bajo movimientos a velocidad constante g(z,t) =
(x + vt,t), traslaciones g(z,t) = (x + a,t + s) y rotaciones g(x,t) = (Ax,t)
con A una rotacién. Al grupo formado por estas transformaciones se le conoce
como el grupo de Galileo y al enunciado: las ecuaciones de Newton son inva-
riantes bajo el grupo de Galileo se le conoce como el principio de relatividad
Galileano. De este principio se sigue que la fuerza no depende del tiempo, de la
misma manera, la fuerza que ejerce una particula situada en el punto z; en otra
particula situada en el punto x; no depende de las posiciones de x; y x; pues las
ecuaciones de movimiento son invariantes bajo traslaciones espaciales. Asi esta
fuerza sélo depende de las posiciones relativas x; — z; de ambas particulas. La
invarianza bajo movimientos a velocidad constante nos dice que la fuerza entre
estas dos particulas tampoco puede depender de las velocidades & (la velocidad
de una particula depende del sistema inercial que estemos usando) si no sélo de
su velocidad relativa ©; — &;, mds atn, la invarianza bajo rotaciones nos dice
que la fuerza no depende de la direccién de los vectores x; — x; y &; — @, sino
solo de su norma.

Es claro que hay muchos fenémenos fisicos que no satisfacen este principio de
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relatividad, por ejemplo, no es lo mismo poner un satélite con cierta velocidad
inicial alrededor de la Tierra que ponerlo con esa misma velocidad alrededor del
Sol, sin embargo existen muchisimos fenémenos fisicos que, con un alto grado de
precision, si lo satisfacen. Por tltimo, si tenemos dos sistemas de referencia iner-
ciales y hacemos una rotacién para que sus ejes coordenados coincidan, tenemos
que las coordenadas de ambos se relacionan por x = 2’ + vt y en consecuencia
de  da’ ,
wzazﬁ—&—v:w + v.
Es decir, si el observador primado z’ ve que un objeto de desplaza con velocidad
w, entonces el observador no primado x ve a este mismo objeto moverse con
velocidad w’ + v. Posiblemente este 1ltimo hecho es bien conocido y aceptado
por todos los humanos pero como mencionamos al principio del capitulo, a
principios del sigo XIX la gente empezd a dudar de esto pues los experimentos
mostraban que la luz tiene la misma velocidad en cualquier sistema de referencia
inercial.

5.2. Fundamentos de la relatividad especial

Desde que la gente aprendi6 la gran utilidad del principio de relatividad Ga-
lileano y las leyes de Newton, hasta finales del siglo XIX, nadie dudaba de la
utilidad y veracidad de estos conceptos. Esto se debié en gran medida a que los
fenémenos que no satisfacen estos principios con un buen grado de precisiéon, se
mueven, de acuerdo a un sistema de referencia inercial, con velocidades cercanas
a la velocidad de la luz. En esta seccién veremos algunos de los fundamentos
de la relatividad especial, esta teoria funciona para describir la mecanica de
particulas que se mueven con velocidades cercanas a la velocidad de la luz.

La primera diferencia de la relatividad especial con la mecanica clasica es en la
forma en que interactiian las particulas. En la mecanica clasica la independencia
de la fuerza F' del tiempo y las velocidades implica que la interacciéon de dos
particulas ocurre de manera inmediata, por ejemplo, la fuerza de gravedad entre
dos planetas se presenta de manera inmediata sin importar que se encuentren
en el sistema solar o en galaxias distintas.

Asi pues, un primer postulado de la relatividad especial es el siguiente: la in-
teraccién entre dos particulas o una particula y un campo de fuerzas tiene un
tiempo de propagacién y antes de ese tiempo las particulas no se ven afectadas
por las otras particulas o el campo. Para todos los fenémenos fisicos existe una
velocidad méaxima de propagacion, esta velocidad determina el tiempo tras el
cual las particulas comienzan a interactuar. El hecho de que haya una velocidad
maxima de propagacién implica que ninguna particula se puede mover con una
velocidad mayor a la velocidad maxima de propagacién. Experimentalmente se
ha comprobado que nada se puede mover mas rapido que la velocidad de la
luz y, como mencionamos al principio del capitulo, la velocidad de la luz es la
misma en todos los sistemas de referencia inerciales. La velocidad de la luz tiene
un valor de ¢ = 2,988 x 10'%m/seg.
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El grandisimo valor de la velocidad de la luz explica por qué la mecéanica clasica,
que no toma en cuenta la propagacion de interacciones, funciona tan bien: en
un sistema de referencia inercial, cuando las velocidades de nuestras particu-
las son muy pequenas en comparacién con la velocidad de la luz entonces la
velocidad de la luz tiene un valor relativo muy grande y pareciera que todas
las interacciones suceden de manera inmediata. Mas adelante, en las férmulas
que obtendremos, veremos que si el valor relativo de ¢ tiende a infinito entonces
recuperamos la mecéanica clésica.

En lo siguiente el tiempo va a jugar un papel muy importante, vamos a
describir un evento mediante sus tres coordenadas espaciales (z,y, z) y el tiempo
t. Asi un evento quedars especificado por un punto en R*, donde la primera
coordenada corresponde al tiempo. A este conjunto le llamaremos el espacio
tiempo y a veces llamaremos a los puntos del espacio tiempo como eventos. A
continuaciéon vamos a expresar de manera matematica el hecho de que la luz tiene
la misma velocidad en todos los marcos de referencia inerciales. Supongamos que
en el sistema de referencia inercial (¢, x,y, z) se emite una senal que se propaga
a la velocidad de la luz desde el punto a = (t1,21,¥1,21). Si la sefnial llega al
punto b = (ta, 22, Yy, 22) entonces la senal recorri6 una distancia c(to — 1) y esta
distancia al cuadrado es igual a (79 — x1)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)? y por lo
tanto

0=c*(ta —t1)” — (w2 — 21)* + (Y2 — 11)* + (22 — 21)%.

Si en otro sistema de referencia inercial los puntos a y b tienen coordenadas
(1,2, u1, 21) v (th, xh, yh, 25) entonces el mismo razonamiento nos lleva a con-
cluir que

Aty —t1) — (w2 —21)° + (Y2 —1)> + (2 — 21)° =
Aty — 1) — (2 — 21)* + (o —y1)? + (25 — 21)°

A la cantidad s? = c(ty — t1)% — (2 — 21)% + (y2 — y1)? + (220 — 21)% se le
conoce como el intervalo entre los eventos (t1,x1,y1,21) v (t2, T2, Y2, 22). De la
invarianza de la velocidad de la luz se sigue que si en un sistema de referencia
inercial el intervalo entre dos eventos es cero, entonces es cero en todos los
demas sistemas de referencia inerciales. Si los eventos estan infinitamente cerca
podemos escribir

ds? = Adt? — dz® — dy® — d2°.

Hemos visto que si ds = 0 en un sistema de referencia inercial entonces ds’ = 0
en cualquier otro sistema de referencia inercial, asi para cada p € R*, ds? y
ds'? determinan la misma cuddrica en cada plano tangente T, R*. Esta cuddrica
resulta ser un cono al cual se le conoce como el cono de luz. De esto concluimos
que ds? = ads’? donde a es una funcién que sélo depende del valor absoluto de
la velocidad relativa de ambos sistemas de referencia y no de las coordenadas
espaciales ni del tiempo pues esto contradiria el hecho a que, en ausencia de
fuerzas el espacio es homogéneo e isotrépico (el espacio se ve igual en todos los
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puntos (homogeneidad) y en todas las direcciones (isotropia)). Consideremos
tres sistemas de referencia inerciales K, K1 y K5 y sean v, v las velocidades de
Ky y K> relativas a K y v12 la velocidad de K> relativa a K;. Tenemos que

ds? :a(|v1\)d8? ds? :a(|v2|)ds§ dsf :a(|vlg|)dsg,

entonces,
()

ds* = a(|v1])a(|ve|)ds; = a(|vs|)

a(|v12|)ds?, (5.1)
de aqui obtenemos

aloal) _ o
() ~ #0120

Pero v12 depende de la magnitud de vy y vg y del dngulo entre ellos (por ejemplo
si v1 y v son colineales obtenemos una cierta vis y para v; y —ve claramente
obtenemos una vio distinta, ver figura 5.2) y entonces a tiene que ser una cons-
tante, la igualdad (5.1) nos dice que esta constante es igual a 1. Por lo tanto
concluimos que ds = ds’, esto quiere decir que el intervalo entre dos eventos es
el mismo en cualquier sistema de referencia inercial.

Figura 5.1: El vector v12 depende de vy y vg

Veamos ahora que si para cualesquiera dos sistemas de referencia inerciales ocu-
rre que ds = ds’ entonces una particula que se mueve a la velocidad de la luz
en uno de los dos sistemas coordenados, también se mueve a la velocidad de la
luz en cualquier otro sistema coordenado. En efecto, en el sistema coordenado
en el cual la particula se mueve a la velocidad de la luz tenemos que

o o dr*+dy?+ dz2?
A==
dt?

y asi ds = 0, como ds’ = ds entonces en el otro sistema de referencia inercial
(t',2',y',2") ocurre que ¢ dt'? = dz'? + dy'? + dz'? y por lo tanto,

, dl‘/2 —|—dy’2 +dZ/2
v = dt/Z =

Resumiendo tenemos la siguiente proposicion:
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Proposicion 5.1. El hecho de que la velocidad de la luz sea igual en todos los
sistemas de referencia inerciales es equivalente a que ¢® dt? — dx? — dy?> — dz? =
2 dt"? —dz'? —dy'?> —dz'? para cualesquiera dos sistemas de referencia inerciales.

Supongamos ahora que tenemos dos eventos (t1,z1,y1,21) ¥ (t2, %2, Y2, 22)

tales que en otro marco de referencia ambos eventos suceden en el mismo punto
del espacio fisico, es decir, 2, = 2|,y5 = ¢} v 25, = 2{. Asi, tenemos que
s? = s = A(th — t})?> > 0. En la siguiente seccién veremos que la condicién
52 > 0 es suficiente para la existencia de un sistema de referencia inercial en el
cual ambos eventos ocurren en el mismo punto del espacio fisico.
Si para los dos eventos existe un sistema de referencia inercial en el cual t§, = ¢/,
los eventos son simultdneos y entonces s = s = —((wy — 21)% + (y2 — v1)? +
(22 — 21)?) < 0. También veremos que esta tltima condicién, s> < 0, basta para
que en algun sistema de referencia inercial ambos eventos sean simultaneos.

5.3. La transformacion de Lorentz

En la seccién anterior vimos que la cantidad ds? = c?dt? — dx? — dy? —
dz? no depende del sistema de referencia inercial que estemos utilizando para
dar coordenadas a los eventos del espacio tiempo. Asi pues la transformacion
que relaciona las coordenadas de dos sistemas de referencia inerciales debe de
preservar esta forma cuadratica, al grupo de transformaciones que preservan
esta cantidad y la orientacién del eje temporal se le conoce como el grupo de
Lorentz Notemos que todas las rotaciones del espacio fisico (x,y, z) preservan
a la forma cuadritica ds? pues ellas preservan la forma da? + dy? + dz? y la
coordenada del tiempo no se ve afectada por esta rotaciéon. Supongamos que
tenemos dos sistemas de referencia inerciales (¢, z,y,2) y (¢,2',y',2") y que el
sistema primado se mueve con velocidad V respecto al primero, vamos a calcular
la transformacion de Lorentz que relaciona a ambos sistemas coordenados. Por
lo anterior podemos suponer que los ejes (z,y,2) y (2,3, 2’) coinciden y que V
estd en la direccién del eje x. Asi, y = 4/, z = 2z’ y por lo tanto la transformacién
de Lorentz que relaciona las coordenadas de ambos sistemas de referencia debe
de preservar a la forma c?dt? — dz?. Esta forma cuadritica define una familia
de hipérbolas (c2dt? — dx? # 0) y un cono (c%dt?> — dz? = 0) en el plano (¢, z).
Por lo tanto la transformacién de Lorentz que buscamos debe de preservar esta
familia de curvas. Al igual que las transformaciones que fijan a circunferencias
concéntricas en el origen son rotaciones de la forma

x = 2’ cos(0) — 3 sen(6) y = 2" sen(0) + y' cos(6),

las transformaciones que preservan nuestra familia de hipérbolas son de la forma

/

x = 2’ cosh(v)) + ct’ senh(z)) t= % senh(1)) + t cosh(v)).
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En efecto de las expresiones anteriores obtenemos

senh? (1))

2
dt? = —z dx'? + - senh(v)) cosh (1) da’ dt’ + cosh?(v)) dt'?

da® = cosh?(v)) dz'? + 2c cosh (1)) senh(vp) da’ dt’ + ¢? senh? (1) dt'?,
y por lo tanto,

2 dt? — daz® = (senh®(¢)) — cosh?(¢))) da'® + *(cosh? (1)) + senh? (1)) dt'?

=2 dt’? — dz"?.

Para escribir esta transformacién en términos de la velocidad V' con la cual
el sistema primado se mueve respecto al no primado, notemos que si en las
ecuaciones anteriores ponemos ' = 0 obtenemos x = c¢t’ senh(¢)) y t = t’ cosh(v))
y x es la posicién en el espacio que el sistema no primado asigna al sistema de
referencia primado. Por ende

_dx  cdt'senh(v))
V= dt — dt'cosh(v) ¢ tanh(y),
de la identidad cosh?(¢)) — senh?(1)) = 1 obtenemos cosh?(¢)) =

sustituyendo lo anterior obtenemos

1
1—tanh?(z)) y

1 v
cosh(¢)) = ———— senh(¢) = S
1- %

v? vz
c? 1

-
Si sustituimos esto en la transformacién de Lorentz obtenemos que las coorde-
nadas de ambos sistemas de referencia inerciales estan relacionadas por:

'V t' + Ha’
x:L j et (5.2)

2 2.
1-% V1-%

Notemos que cuando ¢ — oo (fisicamente esto quiere decir que el valor de
la velocidad V' con la que el sistema primado se mueve respecto al sistema no
primado es muy pequefia en comparacion con la velocidad de la luz) recuperamos
la transformacién del grupo de Galileo

x=a +Vt t=t.

Para obtener la transformacién inversa de la transformacion de Lorentz que
acabamos de obtener notemos que, de acuerdo al sistema primado el sistema no
primado se mueve con velocidad —V y por lo tanto

' =~z —Vt) t'=~(t— %), (5.3)
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Proposiciéon 5.2. Consideremos un sistema de referencia inercial, dos eventos
(t1, 21,91, 21), (t2, T2, Y2, 22) del espacio tiempo y el intervalo

2 =c(ta— 1) — (22— 1) — (Y2 —11)* — (22 — 21)°.
FEntonces:

1. Existe un sistema de referencia inercial en el cual los eventos ocurren en el
mismo punto en el espacio (z = b, y| = v, 21 = 25) si y sdlo si s*> > 0.
Si te > t1 entonces en cualquier sistema de referencia inercial ocurre que
th > 1.

2. Existe un sistema de referencia inercial en el cual los eventos son si-
multdneos () = th) si y sélo si s> < 0. Si ta > t1 también podemos
encontrar un sistema de referencia inercial en el cual th > t].

Demostracion. Ya hemos visto que si los eventos ocurren en el mismo punto en
el espacio o son simultdneos entonces s? > 0 o s? < 0. Supongamos que s > 0,
primero vamos a encontrar un sistema de referencia inercial en el cual 2} = ).
De la transformacion 5.3 obtenemos que
! /
0=ua5 —z1 =7(x2 —z1 — V(ta — t1))
£ — X2—Xx1
yasi V = ol
52 > 0 tenemos que

Esta velocidad es menor a la velocidad de la luz pues como

Flta —t1)? > (w2 —21)* + (Y2 —y1)* + (22 — 21)® > (22 — 31)?,

2
y por lo tanto ¢? > % = V2. Sity > t;, supongamos que en algiin sistema

de referencia inercial ocurre que t}, < #], en este caso

\%4
0< tll - t’2 = —’Y(tQ — tl - cfQ((EQ — {I?l)),

y entonces ty —t; < 612(332 — 1), COMO % < 1 tenemos que c(ta —t1) < (x2 — 1)
y al elevar al cuadrado obtenemos una contradiccién.

Si ahora s? < 0 podemos hacer una rotacién en el espacio tridimensional (z, ¥, 2)
de tal forma que la recta que une a los puntos (x1,y1, 21) con (x2, Y2, 22) sea para-
lela al eje x. Después de este cambio los eventos tienen coordenadas (t1,z1,0,0)
y (t2,72,0,0) y asi ¢*(ta —t1)? < (2 — 21)?, usando nuevamente la transforma-
cion 5.3,

%
0=ty —th =~(ta —t1 — ?S(xz — 1))

_ 2ta—ty 2 _ 4 (ta—t1)®
y entonces Vy = ¢ Irml.COHlOV = C lza—a1)?

mitida. Si t3 > t; y queremos que

< 2, lavelocidad V si estd per-

1%
"}/(tg 7t1 — 672(1? 7(131)) = tl2 7t/1 < O,

entonces debe ocurrir que V) = cgﬁ <V < ¢, como Vy < ¢ podemos

encontrar una velocidad que cumpla lo anterior. O
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La proposicién anterior nos dice que, para cada evento (t1,x1,y1,21) la for-
ma cuadratica divide al espacio tiempo en tres regiones distintas. Para todos
los eventos (t,z,y, ) para los cuales s?> > 0, el tiempo ¢ tiene dos posibilidades
t >t ot < ti, ala primera regién se le conoce como el futuro del evento
(t1,21,y1,21) v a la segunda como el pasado. Tal como afirma la proposicién
estar en el futuro o el pasado de un cierto evento no depende del sistema de
referencia inercial que estemos utilizando para dar coordenadas a los eventos del
espacio tiempo. Por otro lado, para los eventos tales que s2 < 0, la proposicién
nos dice que las nociones de futuro y pasado no tienen sentido. Esto va de acuer-
do a que, como hemos postulado, nada puede viajar a una velocidad superior a
la velocidad de la luz, precisamente para los eventos para los cuales s? < 0 esta
ultima condicién se viola. Asi, estos eventos jamas se veran afectados por una
senal o campo de fuerzas que tenga origen en el evento (t1, 1,41, 21)-

t
ds =0

futuro

pasado

Figura 5.2: El futuro y pasado de un evento en el espacio tiempo.

Usando la transformacién de Lorentz (5.2) podemos obtener la regla de corres-
pondencia que relaciona las velocidades que dos sistemas de referencia inerciales
asignan a una misma particula, tenemos que:

dt = y(dt' + % da’) dz = ~(dz' + V dt')
dy = dy’ dz = d7,
T / dz’

por lo tanto, si v, = ‘fl—t Y Uy = o

_dx' +Vadt'  da' 4V dt

Cdt+ Ydo dt (1+ L))
vtV
14 S

Vg
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De manera anédloga obtenemos:

/
—1 Uy
Uy = —_—
’
—1 U,
/l} = E— .
=7 (14—0‘/211;8)

Puesto que en el limite cuando ¢ — oo, v — 1, al tomar este limite recupera-
mos la regla para transformar las velocidades entre dos sistemas de referencia
inerciales de la mecéanica clésica.

_ / ./ ./
Uy =V + v, vy =1y UV, = U,

5.4. Las ecuaciones de la Relatividad Especial

De acuerdo al principio de minima accién, en la mecanica clasica una particu-
la libre sigue una trayectoria para la cual la integral [ 2 (da?+dy®+dz?) alcanza
un minimo. En efecto, una particula libre se desplaza en una linea recta a velo-
cidad constante y sabemos que de todas las trayectorias recorridas a velocidad
constante que unen a dos puntos, aquella que minimiza la distancia euclidiana
v/dz? + dy? + dz2 es una linea recta. En analogfa con esto, postulamos que en
la relatividad especial una particula libre sigue una trayectoria para la cual

/ads7

con o € R adquiere un minimo. Tenemos que,

ds = \/c2dt? — (da? + dy? + dz?) = cy/1 — Z—z,

donde v es la velocidad de la particula libre en cuestion y v* = v-v = v2+v; 402

es su rapidez. Asi, la funcién
2
/ v
L=ac\/1-—
c

debe de ser el Lagrangiano de la particula libre. Para determinar el valor de «,
en el limite cuando ¢ — oo, debe ocurrir que este Lagrangiano se convierte en
aquel de la particula libre en la mecénica clasica. Cuando ¢ — oo tenemos que
2 — 0y expandiendo L en series de potencias de la variable 7 obtenemos,

v?2 av?
L =ac 1——2%050——.
c 2c

El término ac no afecta a las ecuaciones de movimiento y asi debe ocurrir que
2
Qv

2c

= m% y entonces, &« = —mec. Por lo tanto el Lagrangiano de la particula
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libre en la relatividad especial es:

2
v
L=—-mc*\/1— —-
c
De esta expresién obtenemos el momento relativista:

OL mv

%:pzivz.
V-~ =

En el caso de la particula libre tenemos que la energia H es igual a la energia
cinética T y en este caso tenemos que

2 2
T:P'V*L:mivach 1—”—2
v2 C

=

-1
2 2
:( 1—;) (mv2+m02 (1—;))
me?

-2

Para escribir la energia cinética en términos del momento p calculemos

T2 m2c? — m?v?

-5 ~Pb'P= o2

c 1-%
mQCQ,

y por lo tanto & = p? + m?c? (p? = p - p). Asi

T = c/p? + m2c2. (5.4)

La interaccién de varias particulas puede describirse usando el concepto de cam-
po de fuerzas. Cuando decimos que una particula actia en otra podemos pensar
que la particula crea un campo de fuerzas alrededor de ella y las demés particulas
se ven afectadas por este campo de fuerzas. En la mecanica cldsica un campo de
fuerzas creado por una particula afecta de manera inmediata a todas las demés
particulas. En la relatividad, debido a la velocidad de propagacién de las inter-
acciones, un campo de fuerzas creado por una particula afecta a las demads sélo
después de que ha transurrido un cierto tiempo y el campo de fuerzas alcanza
a las demas particulas. Asi, en la relatividad el campo de fuerzas adquiere un
significado fisico, una particula interactia con el campo de fuerzas y después de
un cierto tiempo la segunda particula interactiia con el campo de fuerzas.

Dos campos de fuerza muy conocidos son el electromagnético y el gravitatorio,
este ultimo es el objeto de estudio de la relatividad general. En este trabajo
unicamente hablaremos del campo electromagnético. Experimentalmente se ha
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comprobado que la interacciéon de una particula con el campo electromagnético
depende de un parametro e llamada la carga eléctrica, este parametro puede to-
mar cualquier valor real. La fuerza que una particula con carga e siente debido
a un campo electromagnético puede escribirse como

F=¢E+ %0 x H.
C

Al campo vectorial E se le conoce como el campo eléctrico y a H como el campo
magnético. Cabe mencionar que la particula a su vez afecta al campo electro-
magnético pero, si el valor absoluto de e es muy pequeno podemos despreciar
estos cambios. La fuerza debida al campo electromagnético puede obtenerse
mediante el Lagrangiano

/ 2
L =—-mc? 1—v—2+EA~V—e¢,
c c

donde A: R* — R? y ¢: R* — R son funciones en el espacio tiempo conocidas
como el potencial vectorial y el potencial escalar respectivamente. Con este
Lagrangiano el momento generalizado es

OL mv
ov w2 C

Con esto la ecuacion de Euler-Lagrange puede escribirse como

d
— <p+ ¢ ) = EVA-v—egrad(b—i— Sy x rotA,
dt c c c

donde VA - v es la matriz derivada de A respecto a x,y, z aplicada al vector v.

Usando que
dA  0A
o A -
dt ot VAV,

podemos escribir lo anterior como:
d 10A
dit) =—e (cat —&—gradcﬁ) + Zv X rotA

(5.5)
—¢E+ SvxH
C

Estas son las ecuaciones de movimiento de la relatividad especial. Tenemos que:
10A
E=—-(-—— d
(25 +oraa)
H = rotA.

(5.6)

1 3
Usando que %((1 -%)2)=%01- Z—;)_ﬁv - v obtenemos que

1 3
ar d 5 v?\ "2 v\ "2 .
Pl me (1_c2> —m(l—c2 V-V,
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por otro lado,

y asi,

1
) ) v2\ 2 ,+v2dT
v=m - — V-V -
p c? c? dt

_(y_v*\dT , v*dl _dT
- 2 ) dt 2 dt dt’

Sustituyendo la expresién (5.5) para p obtenemos

dT

— =cE-v. 5.7

o (5.7)
Ejemplo 20. Consideremos un campo electromagnético con E = 0 y H cons-
tante en el espacio y en el tiempo. A un campo como este se le conoce como
campo magnético constante y uniforme. Si escogemos la direcciéon de dicho cam-
po en direccién del eje z entonces H = (0,0, H) y las ecuaciones de movimiento
(5.5) son:

) e ) e .
px:EH'Uy py:_EHUI p. = 0.

Notemos que,

T mc? v mv

—v= — | - = —— =p,

2 | — p

c2 c2

y de la igualdad (5.7) obtenemos que en este caso % = 0 y en consecuencia

. 2 . ’ .
v = Zp. Asi, tenemos las ecuaciones:

Ug = WUy Uy = —Wuyg v, =0,

donde w = Z H. Por lo tanto en el plano (vz,vy) las soluciones a las ecuaciones
anteriores son circunferencias y estan dadas por

vy = v cos(wt + ) vy = —vp sen(wt + ) VU, = Vg,-

Las condiciones iniciales son el radio de la circunferencia vy, el angulo inicial «
y la velocidad inicial en el eje z, vg,. Integrando obtenemos que la trayectoria
que sigue la particula estd dada por:

Vo Vo
x =x¢ + — sen(wt + ) Yy =yo + — cos(wt + «) z = 29 + vo,t.
w w
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Asi, bajo el campo de fuerzas de un campo magnético constante y uniforme,
la particula describe un hélice con eje en direccion del campo magnético. Si la
velocidad inicial en direccién del eje z es cero entonces la particula se mueve en
un circulo en el plano z = zj.

Figura 5.3: Trayectoria de una particula bajo un campo magnético constante.

5.5. Ondas electromagnéticas

Como mencionamos anteriormente, en la teoria de la relatividad especial,
el campo electromagnético adquiere una importancia fundamental para descri-
bir las interacciones entre particulas cargadas: un campo electromagnético se
propaga en el espacio y sélo después de un determinado tiempo las particulas
interactiian con el campo. Hasta ahora hemos supuesto que las cargas de las
particulas no afectan al campo electromagnético y encontramos que

1 /0A
E=-—- (aat—i—grad¢> H=rot A.

c

De estas ecuaciones es facil obtener ecuaciones que no involucren a los poten-
ciales A y ¢. En efecto, recordando que rot grad = 0 y divrot = 0 obtenemos

10
E - A. -
rot ey (rot A) — rot grad ¢

10
ooty

divH = divrot A = 0.

Por lo tanto,

E- °'H
rot at (5.8)

divH = 0.
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Estas son las primeras dos ecuaciones de Mazxwell y ellas no determinan com-
pletamente al campo electromagnético. Las otras dos ecuaciones de Maxwell
son

10E 4n
tH=~-— 4+ —j
o c Ot + c']
divE = 47p,

donde p es la densidad de carga y j es el vector de densidad de corriente. Para
ver como obtener estas dos ecuaciones consultar [5]. La integral de la densidad
de carga p en algiin volumen V nos dice cuél es la cantidad de carga contenida
en ese volumen y el vector de densidad de corriente j es una medida de cuanta
carga fluye a través de un elemento de area. En este trabajo estudiaremos el
caso en el que p = 0y j = 0. Bajo estas condiciones las ecuaciones de Maxwell
se vuelven

rotE:fla—H divH=0
c Ot
1 0B (5.9)
rotH= —— divE = 0.
c Ot

A los campos electromagnéticos que satisfacen estas ecuaciones se les conoce
como ondas electromagéticas. A continuacién veremos que las ondas electro-
magnéticas satisfacen la ecuacién de onda. Para esto recordemos que el campo
eléctrico y magnético estan definidos por

E=————grado H =rot A.
c

donde A y ¢ son los potenciales vectorial y escalar. Un célculo sencillo muestra
que si remplazamos a estos potenciales por

A=A +gradf ¢/:¢>*E*

entonces estos nuevos potenciales determinan al mismo campo electromagnético
que A y ¢. En particular, resolviendo ¢ = %% siempre podemos tomar el
potencial escalar igual a cero. Asi, E = —%% y sustituyendo esto en la igualdad

ot
rotH = %%—? de (5.9) obtenemos,

1 92A
2 o2’
En esta igualdad A es el operador Laplaciano y significa que se lo aplicamos a
cada coordenada del vector A. Ahora veremos que podemos tomar al potencial

vectorial A de tal forma que div A = 0. De la igualdad divE = 0 de (5.9)
obtenemos

rotrot A = —AA + graddiv A = —

0 .. . O0A .
adsz = dwg =divcE = 0.

Asi, la funcién div A no depende del tiempo. Una consecuencia del teorema de
Helmholtz es que dada una funcién g: R? — R y un campo vectorial v: R? —
R3 con divv = 0 que decaen al infinito més rapido que T% (fisicamente esta
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ultima hipdtesis siempre es razonable) entonces es posible encontrar un campo
vectorial B tal que div B = g y rot B = v. Para darnos una idea de lo anterior,
supongamos que tenemos un campo vectorial B que satisface las dos condiciones
anteriores y consideremos la ecuacion de Poisson

—AF = B.

Si las componentes de B son acotadas y decaen al infinito més rapido que
entonces la ecuacién anterior admite una soluciéon. Si definimos U := divF
W := rot F entonces

1
72
y

rot W =rotrotF = —AF + graddivF = B + grad U,

y por lo tanto,
B =—gradU +rot W.

Veamos las ecuaciones que satisfacen la funcién U y el campo vectorial W.
Tomando la divergencia,

g=divB = —divgradU + divrot W = —AU.
Si ahora tomamos el rotacional,

v=rotB = —rotgradU + rotrot W
= —AW + graddivrotF
= -AW.

Asf pues, dados una funcién ¢g: R?® — R y un campo vectorial v: R? — R3, si
resolvemos las ecuaciones —AU = gy —A W = v, entonces el campo vectorial
B = —gradU + rot W tiene como divergencia a g y como rotacional a v.
Aplicando esto a ¢ = div A y v = 0 obtenemos un campo vectorial B y como
R3 es simplemente conexo B = grad f para alguna funcién f: R? — R. Asi,
A’ = A — grad f tiene divergencia cero. Notemos que este cambio de potencial
vectorial no afecta nuestra previa eleccién del potencial escalar ¢ = 0 pues f no
depende del tiempo. Asi pues tenemos que el potencial vectorial para las ondas
electromagnéticas satisface

1 0°A

AA — — =
c? Ot?

Como el orden en que tomamos las derivadas no importa, al tomar la parcial
respecto al tiempo de esta igualdad obtenemos que el campo eléctrico E también
satisface esta ecuacién. Tomando el rotacional vemos que el campo magnético
también la satisface. Asi, si f: R* — R es una entrada del campo eléctrico o
magnético entonces f satisface:

1 0%f
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A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de onda. Si la onda en cuestién
s6lo depende de una direccion en el espacio entonces la onda se llama onda plana
si tomamos el eje z como esta direccién, entonces la ecuacion de onda se vuelve

10%f  O*f

2o a2

No es dificil convencerse que las soluciones a esta ecuaciéon son de la forma
f(z,t) = fi(t = £) + fo(t + 2). La funcién f, es una onda propagandose con
velocidad c en el sentido positivo del eje z. En efecto, f1 toma los mismos valores
en rectas de la forma xz = ¢t + a. Asi, si a~t = 0 tenemos que f1(0 — 2) = f(x),
a tiempo ¢t > 0 la onda se ve igual que f(x) pero trasladada una distancia ct
en el sentido positivo del eje x. Lo mismo ocurre con la funcién fa(t + Z) pero
ahora esta onda viaja en el sentido negativo del eje x.

Para simplificar nuestro estudio de las ondas electromagnéticas vamos a consi-

w = f(z) t =1 w = f(x) t=1
x x

Figura 5.4: Una onda propagandose en la direccion positiva del eje z.

derar ondas monocromdticas, estas ondas estan caracterizadas por ser periddi-
cas en el tiempo. Asi, una onda monocromética se puede escribir de la forma

flz,y,2,t) = f(x,y, z) cos(wt + ) y la ecuacién de onda se vuelve
Af+51=0.
c

Si ademas la onda es plana tenemos que,

82
G )
22 ¢

Las soluciones a esta ecuacién son de la forma a cos(w(t+%)+a). En general po-
demos escribir a las componentes de una onda plana monocromatica que se pro-
paga en la direccién del vector unitario n € R?* como a cos(w(t—2%)+«), donde
n-x es el producto escalar usual de R3. Si definimos al vector k = (4, “n) € R*
y denotamos por (, ) al producto escalar definido por ( (¢, z,y, 2), (¢, 2',y',2"))
podemos escribir a una onda plana monocromética como

acos((k, (t,x,y,2)) + a).
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N
VUV

Figura 5.5: Onda monocromatica.

Al argumento del coseno se le conoce como la fase de la onda. Notemos que el
vector k satisface (k,k) = 0.

En general las ondas electromagnéticas no son planas pero, si la amplitud y
la direccién de propagacién permanecen practicamente constantes en distancias
del orden de la longitud de onda A = % entonces, en una vecindad U de un
punto xo € R? podemos introducir el concepto de superficie de onda. Esta su-
perficie esta caracterizada por todos los puntos que a un tiempo fijo tq tienen la
misma fase que el punto xy a tiempo ty. Para una onda plana monocromatica
las superficies de onda son planos perpendiculares a la direccién de propagacion
dados por la ecuacion n-x = b+wty+a donde b es la fase de la onda a tiempo tg
en el punto xg. En la vecindad U podemos hablar de la direccién de propagacion
de la onda que es la direccién normal a la superficie de onda. A las curvas que
son tangentes a la direccién de propagacién de la onda se les conoce como rayos.
Al estudio de la propagacién de ondas mediante el uso de rayos se le conoce co-
mo dptica geométrica. Asi, la 6ptica geométrica estudia la propagacién de ondas
cuya longitud de onda A es muy pequena.

Para una onda monocromética podemos escribir sus componentes como f =

[ iy

Figura 5.6: Superficies de onda de una onda monocromatica plana y de otra no
plana. Localmente podemos sustituir a la onda no plana por una que si lo es.

acos(¥) con ¥: R* — R. En una vecindad U del punto (tg,xg) podemos hacer
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la expansion ¥ = ¥y + %—‘ft + grad ¥ - x. En esta vecindad podemos sustituir
a la superficie de onda por su plano tangente y suponer que la onda es plana.
Comparando la expansién de ¥ con el vector k = (%, “n) que da la fase de

una onda monocromética plana, obtenemos:
ov
W
ot

—grad ¥ :%n,

Recordando que (k, k) = 0 obtenemos que ¥ satisface la ecuacién:

B @@ e

Esta ecuacion se le conoce como la ecuacion Eikonal y sus curvas de nivel son
las superficies de onda.

Al final del capitulo 3 estudiamos un modelo para la propagacién de senales
en una variedad Riemanniana (B, g). Como vimos en esta seccién, este modelo
se corresponde con la propagacién de ondas electromagnéticas cuya longitud de
onda A\ es muy pequena.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo del capitulo 4 estudiamos distintas maneras para obtener las ecua-
ciones de movimiento de una particula en R3. En particular estudiamos sistemas
de una particula, restringida a una superficie o curva diferenciable de R3, en la
cual actuan fuerzas que son derivables de un potencial o a lo més, las fuerzas
no potenciales son proporcionales a la velocidad de la particula. A lo largo de
los anos estos dos casos han sido ampliamente estudiados pero, el segundo de
ellos, presentado como aqui, en términos de Hamiltonianos de contacto ha sido
estudiado recientemente en [7]. Hay algunas preguntas que son de interés en
este tema. Si a un sistema conservativo le anadimos fuerzas de friccién lineales,
para obtener las ecuaciones (3.3) y (3.4) necesitamos fijar un sistema coorde-
nado. Una vez hecho esto calculamos la 1-forma a = y — > pdq y con ello, el
campo vectorial X g queda totalmente determinado por las ecuaciones (3.1). En
coordenadas rectangulares vimos que las ecuaciones que definen al campo Xgy
coinciden con las ecuaciones de movimiento de una particula bajo la influencia
de una fuerza potencial y a fuerzas de friccién lineales. En los ejemplos 15 y
16 vimos que para el caso de una particula moviéndose en un circulo o en R3,
usar coordenadas angulares o coordenadas esféricas obtenemos las ecuaciones
de movimiento correctas. Esto da la esperanza a que haya algiin resultado que
relacione las ecuaciones en distintos sistemas coordenados o més atn, que este
modelo aparentemente dependiente de las coordenadas en realidad no dependa

de ellas. En el caso de fuerzas conservativas, %—Ij = 0 y la dltima ecuacién (3.4)

del campo vectorial X resulta ser y = Zp,;g—Hi — H = L. Asi la dltima coor-
denada del flujo X es la accién S calculada a lo largo de las soluciones a las
ecuaciones de movimiento. La accién S también es una solucién a la ecuacién de
Hamilton-Jacobi. En el caso de contacto es interesante saber quién es la funcion
Sy si se puede interpretar como una especie de accién a través de la cual tam-
bién podemos obtener las ecuaciones de movimiento. También seria interesante
saber si se puede hacer depender al Hamiltoniano de un sistema conservativo
de un parametro adicional y para obtener las ecuaciones de otro tipo de fuerzas
no potenciales.

Hay otro tipo de sistemas que se pueden estudiar mediante sistemas Hamilto-
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nianos. Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de Relatividad Especial se
pueden obtener mediante un Lagrangiano. Haciendo la transformada de Legen-
dre de este Lagrangiano podemos escribir las ecuaciones de movimiento mediante
un Hamiltoniano.

Las variedades de contacto también son ttiles para obtener soluciones locales a
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. Las ecuaciones que definen
ambos tipos de sistemas Hamiltonianos (simpléctico o de contacto) son parte
de las ecuaciones de las caracteristicas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi. En el
caso simpléctico el método de Hamilton-Jacobi nos permite obtener las solucio-
nes a las ecuaciones de movimiento haciendo uso de las soluciones a la ecuacion
de Hamilton-Jacobi. En el caso de contacto, con una condicién extra a la solu-
cién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi, el método de Hamilton-Jacobi también
funciona.

En afos recientes se ha descubierto que muchos otros tipos de sistemas fisicos se
pueden modelar mediante el uso de variedades de contacto [8]. En [10] se da una
descomposién del campo electromagnético como suma de tres campos vectoria-
les dos de los cuales resultan ser los llamados campos de Beltrami. Estos campos
vectoriales siempre inducen estructuras de contacto en el espacio en el que estan
definidos. La importancia de la descomposiciéon anterior es que desacopla a las
ecuaciones de Maxwell. Para entender la fisica de este procedimiento hace falta
conocer el concepto mateméatico de la helicidad y el concepto fisico de la po-
laridad. Asi pues no siempre es del todo claro como cierto tipo de fenémenos
fisicos se pueden modelar mediante estructuras de contacto o simplécticas pero
sin duda hay un gran numero de ellos .

Es por eso que para entender a fondo cierto tipo de sistemas Hamiltonianos es
bueno tener una buena idea de la fisica que hay detras de ellos. Por otro lado, en
los dltimos afios la geometria de contacto se ha desarrollado bastante (al grado
de que ya hay tpologia de contacto) y esto da pie a que cada vez se pueda hacer
un estudio mas detllado de aquellos fenémenos que se pueden modelar mediante
sistemas Hamiltonianos.
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