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����
� �
���� �� � �������&� �������� �� ��� X �� 	�	���� ��� � ����
� #
	��� �����	
�������� � � !����� f3� � ��� ��������� �� ����
� �
���� �� �
�������&� 
�	����� �� ��� Y �� 	�	���� ��� � ����
� # 	��� �����	
�������� �
� !����� f2 # � ��� ������� �� ����
� �
���� �� � �������&� �������� �� ���
Y �� 	�	���� ��� � ����
� # 	��� �����	
�������� � � !����� f4�

)����� � �	 ���	 �����	 ��� ������� �	 ������ !�����	 �� ��
��� �� �	
������	� � ����
� ��	����� ���	 ����������	 ����	�&
���	 ����������	 �������
����� ������� � ��������&� �
����� # ���*��� � ���������&� �#�+�� �������,��
 	��	 ����������	 	� ���������� �������� �	 �����	 φ, θ # ψ ��	
�����������
# 	�� ��������	 ���� �����	 �� -���./�#��� 0���� �����	 ����� 	� �������
��	 �� � 	�������� 	����&��

 � � �������,� 	� ��	��� ��� � ��� �� ������� φ �����	
���� � ��� X ��
	�	���� �� ����
�� � ��� �� ������� θ �����	
���� � ��� Y �� 	�	���� ��
����
� # � ��� �� ���*��� ψ �����	
���� � ��� Z �� 	�	���� �� ����
��

1�	 ��	 !�����	 ��	�����	 ��� 	� ������ �� ���������� �� � ������ 	�� �	
!�����	 �� !�����&� ��� � ���� # � ��
��� ��������	�� �������� �� � ������ ��
� 
�	��� � �
���� � 
�������  � �$�����	 �������	� �	��	 !�����	 ���������	���
� �	 !�����	 ���������	�

���� �����	
� ����� �� �����

%��� �'
��	�� �	 ���������	 # ���������&� �� �� ����
� �2���� 	� ���������
����� �������	� 
��� �	 �����	 ��  ��� ��
��	����� ��� ���������� ��� 	��
�	� ���	 �����	� )� ��	 �'�	��� �	 �����������	 ZXZ� ZY Z # XY Z3 �	��
4���� ��������&� �	 �������� �� ����������	 ���� �����	 �� -���./�#��
� 5����	 �� (������ # 	�� ���	 �����	 �	���	 
��� ��	������ ��� ������&�
������ �� � �	
����  ������ ��������	���� � ����$	 �� ���	 ���������	 	���	���	
�� ����� �� ���	 �� 	�	���� �&�� �� � ��� �	��� �������	3 
������ 	� ����
�� ����� � ��� X� ��	
�$	 � 	�	���� ��	������ 	� ���� �� ����� � ��� Y #
�������� � ����� 	�	���� �������� 	� ���� �� ����� � ��� Z�
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 ������� ������������ �� ������ ������� �� ����������� SI ����

���� ������ �� ���������� �� ��������� �� ����� ���� ������ ������� ���

�� ������ ������� ���������� SB �� ������ �� ����� ���� ������� � ��� ��

�� �� ������� ���� ��� ������ �� �� ����� �� ����! �� ������� ��� ��� ���"��

��� ������� ���� ���� ��������� ��� ��� #���� ������$ ������ �� %���� ���

������� ���� �� ���� ����������� �� ������� ����� &���� � �������� �� ��

������� � �����&� ��� ��� X� �� ������ ����"���� �� ������ �������� ������ ��

�����$ �� �����$ ��� �������� ��� �� ����� XY ��� ������ �� ���������� � ��

������ &������ �� ������ �������� ��������� �� ����� ��� ����� �� �������

� ��� �� �������� � 1m �� �������� ��� ���� �"������� ��� ������� ����$ ���

��$ �� ����� �������� �� ����� XZ �� �� ������ �� �����������
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������ �����	
 �� ���������

�� �� ����	��
�� �	 ��� ������ �	 ���	� XY Z � 	� �� ��
�
���� 	� ���	���
��
��� �� ��	 �	 ����� �	 ��	� ������ φ, θ � ψ ��	 ����	�����	� �� ������	�� ���	�	�
� ��
���� �	� ��	����

�������� ������	


�� �� �����
�� �	 �� ����� φ � �� 
���
���
�� � �� �	�	��� 	 
���
	��� �	�
��	��� ������� ���� 	�	 �	 �
�� 	� ejeX ��	 	� 	� 	�	 �	 ������	� 	� 	� �
��	��
�	 ��	��� SB � �
	��� 	� ����� ���
�
�� 	� �	��
�� �����
�� �
����� !� "�� �	�#
�������	� �	 	��	 ���
�
	��� ��� ��� $�	���� f2 � f4 ����	�����
	��	� �� motor2
�motor4� �	��	��
���	��	� %	�	 	&
��
� �� �	�	��
�
��
� 	���	 	���� ���� �	�	���
��� ���
��
�� 	� 	� ����� � '��	 �	����� ���
�
�� ������ f2 	� ����� ��	 f4�

�������� ���	�	


�� �� �����
�� �	 �� ����� θ � �� 
���
���
�� ���
� ��	����	 � ���� �	�
��	��� ������� ���� 	�	 �	 �
�� 	� eje Y � ��	 	� 	� 	�	 �	 ���	�	� 	� 	� �
��	��
�	� ��	��� SB � �
	��� 	� ����� ���
�
�� 	� �	��
�� �����
�� (��� �	�	��� 	��	
���
�
	��� �	�	 ���	� �� �	�	��
�
��
� 	���	 ��� $�	���� f1 � f3 ����	�����
	�#
�	� �� motor1 � motor3� �	��	��
���	��	� �� ����� �	����� ���
�
�� ������ f3
	� ����� ��	 f1� �� �� �
�����)! �	 ��	���� �� 
���
���
�� ���
� 	� $�	��	 �	�
�����
����	�� ������ �	 ��� �	 ��� �
�����
��	� ����� ���	� �	 
�
�
�� 	� ��	���

������� �������

�� �� �����
�� �	 �� ����� ψ �	��	��� �� 	�	 �	��
��� Z� �	��	��
����� ��
��	���� �
	��� ���
�
�� 	� �	��
�� ���
�����
�� *���
'� �	 �����	 ���� ���
#
�
	��� �	 �	�
�� � ���� �	�	����� �	�	 	&
��
� �� �	�	��
�
��
� 	���	 ��� ���	�
�	 $�	���� (f1, f3) � (f2, f4) � 	� ����� �	����� ���
�
�� ������ 	� 	����	 �	 ��
���	�� �	 $�	���� (f1, f3) 	� ����� ��	 	� 	����	 �	 �� ���	�� �	 $�	���� (f2, f4)�

�������� ������	� �	 �
������

+ ����
����
�� �	 ��	����� ��� ����
�	� �	 �����
�� ��	 �	��	�	���� �� ��
	�#
���
�� �	 �� ��	��� �,�
�� ������� ���	�	��� �	 ���� 	�	�

"� ��
�	�� 	� �� �����
�� �
�� X � ����	�����	 �� ���
�
	��� �	 ������	��
	� �	�
�� �����
�� �	 �� ����� φ ���	�	��� �	� 	�	 X� ����� ��
�	� � �� �
��	��
�����	���� X

′
Y

′
Z

′
� �	 ���
	�	 � ����'� �	 �� �
��
	��	 ����
�-

R̃x(x, φ) =

⎛⎝ 1 0 0
0 cos (φ) − sin (φ)
0 sin (φ) cos (φ)

⎞⎠ . ���.!

�� �� �
����� ! �	 
������ 	��	 �
�� �	 �����
���

�)
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3.95m �������� ����� � ������ ������ �� ��� �� �� ����������� ����� �� ����
���� � ����� ��� ����� ��������� �� ���� ��� �� ������ ���� ������!�� ����� �
��������� �� ������������� �� � �������" � ������ ����!���� �� ����� �������
��� ������ ����� � ���� # � ������ ������� � ����� �� ����� ��������� ������
����� � ����� $�� ����% �� ��������" &������� � ������� ������ �������
� �������� �� ������� �� ������ ��� $�� $���� �� � �������
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�� ������� �� 	� 
������ ���� Y � �

������� �	 ���������� �� ������
�� ���
� 
������ �� �� ����	� θ �	
�����
 ��	 ����� ��� Y

′
� ����� �
���� �	

������� ��
������ X
′′
Y

′′
Z

′′
� �� ������� � �
���� �� 	� ��������� ���
���

R̃y(y, θ) =

⎛⎝ cos (θ) 0 sin (θ)
0 1 0

− sin (θ) 0 cos (θ)

⎞⎠ . �����

 � 	� !������"� �� �	���
� ���� ���� �� 
�������
�� #	���� 
������ �� 	� 
������ ���� Z � �

������� �	 ���������� ��

���$���� �� ���
� 
������ �� �� ����	� ψ �	
�����
 ��	 ����� ��� Z
′′
,%�������

�	 ������� ��
������ X
′′′
Y

′′′
Z

′′′
� �� ������� � �
���� �� 	� ��������� ���
���

R̃z(z, ψ) =

⎛⎝ cos (ψ) − sin (ψ) 0
sin (ψ) cos (ψ) 0

0 0 1

⎞⎠ . ���&�

 � 	� !������'� �� �	���
� ���� ���� �� 
�������

���� �����	 
������ ������	

 � �����	� 
�	�����
 	�� �
�� 
�������� �������� �

��� ���������� � �
����
�� 	� ��������� ���
�� �
�����

R̃I = R̃z(z, ψ)· R̃y(y, θ)· R̃x(x, φ) . ���(�

�� ���
�� 
���	����� ���
��� 	� �
�������� 
�	����� ��	 ������� SB �� �	
������� SI � ���� ���� ��


R̃I =

⎛⎝ cos θ cosψ sinφ sin θ cosψ − sinψ cosφ sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ
sinψ cos θ sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ
− sin θ sinφ cos θ cosφ cos θ

⎞⎠
���)�

 ��� ���
�� 		��� ��	 ������� �� ��
����� ��	 ��
�� SB �	 ������� *��
���
��	 SI �������� 	� 
�	����

SI = R̃I ·SB . ���+�

,� ����� �����
 	� ��
����� �����
�	 �� ����� ����	�� �� 
������
·
Θ̄ =( ·

φ,
·
θ,

·
ψ

)
�� 	�� ���������� ��	 ����
 ��	����� ����	�
 ��	 ��
�� ω̄ =

(ω1, ω2, ω3)�  � ����
����� -��
 ����
 %��
·
Θ̄ �= ω̄� �� ���


ω1 �=
·
φ ,

ω2 �=
·
θ , ���"�

ω3 �=
·
ψ .

�'
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�� ������ �����	
�
 ������ ω̄ �� �� ������ ��� ������ � �� ���� 
�� ���


� �����	�� 
�� ������� �	������ ���
·
Θ̄ �� �� 
��	��
� �������� 
� ��� ����

��� 
� ��������� ������� � �	��
�� �� ������	���� �������� ��� �����	���� 
��
������ ��	
� �� �� �	����� 
� ����
���
�� 
�� ������ SB � ��� �� ��� �� 
����
�������� ��� ����������� 
�� ������ �����	
�
 ������ ω̄ �� 
	��� �	������ ���
����������� 
� ����� �����	
�
�� �������� � �� ���� 
� ��� ���� 
�� �	�����
����
���
� 
�� ������ SB ���  !"

·
φ1 =

·
φ ,

·
φ2 = 0 , #!�$%
·
φ3 = 0 ,

·
θ1 = 0 ,
·
θ2 =

·
θ cos (φ) , #!�!&%

·
θ3 = −

·
θ sin (φ) ,

·
ψ1 = −

·
ψ sin (θ) ,

·
ψ2 =

·
ψ sin (φ) cos (θ) , #!�!!%

·
ψ3 =

·
ψ cos (φ) cos (θ) .

'�� ����� ����������� 
� ω̄� �� �	���

ω1 =

[ ·
φ1 +

·
θ1 +

·
ψ1

]
=

[ ·
φ−

·
ψ sin (θ)

]
,

ω2 =

[ ·
φ2 +

·
θ2 +

·
ψ2

]
=

[ ·
θ cos (φ) +

·
ψ sin (φ) cos (θ)

]
, #!�!(%

ω3 =

[ ·
φ3 +

·
θ3 +

·
ψ3

]
=

[
−

·
θ sin (φ) +

·
ψ cos (φ) cos (θ)

]
.

)	��������� ���� �����	�� ���
� ���������� ����

ω̄ =

⎡⎣ 1 0 − sin (θ)
0 cos (φ) sin (φ) cos (θ)
0 − sin (φ) cos (φ) cos (θ)

⎤⎦
⎛⎜⎜⎝

·
φ
·
θ
·
ψ

⎞⎟⎟⎠ . #!�!*%

�� ���	���	�� 
� �� ��	�����	�� ��
	���� �� ��� 
� ��� ������ 
� ����� ��
�� ���	����� ���� �	����� �	���������	��� 
�
� ��� �� �����������	�� ����� ���
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���������� 	� �
�������

�� ���� ���	�
�� �� ����������� ��� ��
������� ��������� �
� �������� ��
������ �� ���� ��� �
����������� � �
� ��� ������ � �
 ���������� �� �����������

���� ������ �
��� �� ����
����� ��� �
����� � ��� �
� �� �
����������� ����
��������� ����� ���� �
 ������ ���� ��� �� �� �� ������� ��� ����
��� ��� �
�����
������������� ��������� ��� �
� �
���� ������� ����������� ��������� �� ����
���
� ���� f1, f2� f3 � f4�  ���!"�#$� ��� �
����� �� ���������� ��� �� ���� � ��
�
���� �� ��������� �������� ��� �� ��
���� �� �� ������� �� ������� �� ����
���

���� ���� �

�� ���� (Weight) �� �� �
���� ��� �� �
� �� �������� ����� �� �
�����������
%���� �� &����� �� ����� ����� �� ������� �������� SI � ���� ����� ���������� �� ��
���������� Z� '� ��
���� � ��� (��� 
������ �� ���� ������ �� ���� ���� �������
�� �� ������ �
�� �� ���� �� �� ����
�� ��� ������
����� ���������� ��������
)��� �� �� ��������� � ���
�� �
���(���� ��������� �� ���� ����� ��� ������� ����
���������� ��� 
� ����� ��������� mq �
� �� �� ���� ��� �
����������� � ��
���� �� �� ����
�� mp (t) �
� �� ������� �� �� �������

* ���������� ��� ������� ��� +��%���, -".� �
� �� ����)� 
� ������� �����
�� ���� ��� �
���� �� �������� ���� ������
���� �� �� ���� �� �� ����
�� ��
����������� ���
�� ���
�� �� �� ��������� �������� ��� �
������������ ���� �	 
�
���
�� %��������� !���������$ ��������� � �� ��������� �� ������ �� �� ����
���

/� ���� �� ����� �� �� �������� ����

g = −9.81
m

s2
, !0�"$

�������� �� ���� �� ��������� �������� ��
������ %���� ���� �� �� ������� ��
���������� � �� �1����� �� �� ������ ���
�����

W I =

⎛⎝ 0
0

mT (t)g

⎞⎠ , !0�0$

0#



�����
mT (t) = mq +mp(t) . ����	


� �������� T �� ������ � �� ���� ����� ��� �������� ����� �� ��� �������
����� �������� �� ����� �� ��������� � ������ �� ���� �������� ���� ����������
�� ��������� �� ������ �� �� ����� ��������

mT ≡ mT (t) . ���!	

���� ������ 	� �
���� �����	� ��� ��� 
������


� ���"� (Thrust)� �������� �� �� ���� ��� �� ����� T � �� �� ���#�
$���� ������ �� $���� �� �������� �� ������������ � ���� ������������� ���
��� $%����� �� ��� ����� �������� ���� ���#�� �� �� ���� �� ������� ����
f1, f2, f3 � f4� &� ��'�!	� (��� � �������� �� ������� �� ��� ����� �������
��� ��%�������


� ����� �� � ����� �� �� ����� �� %��� �"���� ����� �� �"� �� �����������
�� ��������� �� ������ �� ��������� �� �� ���#� ����  ���� � ��"��� ���������
�� � �"� � ���� �� �����

τm = r × F . ���)	

*� �������� ������������ ��� �� ����� ��� ����� ������ ������������ � ��
+�������� �� ��� um �� � �"� �� ����������� ,-. � ���� ���� ���

Potm = τmum . ���/	

0�� ���� �� ����� �� �� �� ���� �� �� ���#� �� ���"� Ti �� ���+�� ����
����� ,-. ������ ������������ �� ������� �� � +�������� �� ��� um� ���

Ti = kmu
2
mi , ���-	

����� km �� �� ��������� ������ ��� ����� ��� ��� ����������� �����������

��� ������ ����#��� �� ��� ������������ �� ������������� ������������ � ��
���#� �� �������� �� � 1��� � +���������� ����� ��� 1"� ������� ,�.�

�� ��� ���������� ��� ����� �������� ������� ������� ������� �� �� �����
XY ��� ������� ��� ����� SB � ��� �� �� �� ���"� ���������� ����� TB �����
�� ������������ �����%� ����� ���� ���������� �� �� �"� +������� Z �� � �������
����������� (�� �� ������ ������ �� ���"� �� ��� ����� �������� �� ���"�
����� �� �� ������� ��� ����� ��

TB =

⎛⎜⎜⎝
0
0

km
4∑
i=1

u2mi

⎞⎟⎟⎠ . ���2	

*�� ���������� ��+�������� �������� ��� ������������ ������������� � ��������
���	� �������� ������������ �� ��� +������ �� ����� ���#�� �� ���"�  ��������
��� ��� ��������

�)
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�
 �������	 �� �#$���� ��������� � �	 ��	��
� �� �����
 �
	�� ������ �#$���� ��
����	 
 �������
��� #
$
�� %	 �
�	���� �
 ����
 �� ���
���	�� �� �&����

���� ����

Froz = 6πηRsphV , '!�()

��	�� Rsph �� �� �
��� ��� �#$��� ��������� η ���� �
 ��������
� ��� 
��� � V
�
 �������
� ��� �#$���� *�	��#�
	�� �� �����	� ��	��
	�� ���� 	 �
���� ��

��
����

kroz = 6πηRsph , '!�+,)

�
 ����
 �� 
��
���� ����� �� ������
 �	����
� SI ���� ����� ����

F rozI = − kroz

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠ . '!�++)
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�
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/
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���&��
���	 �� ��
���
 �
	�� ��
��
�
 ��	 �������
��� ���
���
��	�� #
$
� � �#$���� ���������� ��� �
	�� �
�
�������
��� ��	 ��
	���� �
 �
�	��� �� �
 ����
 �� ���
���	�� �� ���������	
�

� �
��
�� �� �
 �������
�� ���� ��

Froz = − kV 2 . '!�+!)

���� ��������� �����	
� �� �	 �	��
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 ����
 �� ��������� �	 ��	���� ��	��
����
� ���
� �� �� ����
 ����
 ���� �� ����1
� �� 	����
��� �	��������
 �	 ��
������ �
 �� �� ���� �� 	 �
���������� �� #
��
	�� �������#�� 
 �
�����
�����#
���	�

�� ���� �����
� �
 ����
 �� ���������  !� 0" ��	 �� 
���� �� �
� �����	���
��� ��
���	��

F = P ·A , '!�+0)

P =
1

2
ρv2 , '!�+2)
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����� P �� �� �	��
�� �� �	���� �� �� �
������ A �� �	�� �� �� ���
���� ρ ��
����
��� �� �� �
���	� � v �� �����
��� �� ���
��� �� ��������� �� �� �����
����
�	��
�� �
���
���

�����
���� �� �	��
�� � �� ��� �	���� �� �
����� ��	� 	�!�� � �� �	�� �� ��
���
��� ��
�
"��� #��� ��$� ��� �� �������%� �� &��� ��� ���
���
�� 	��
�� �� ��
�	��
�� �� ���
�� �� �� �
���	�� '�� (�	�� ����	���
�� 	���
�	� ��� ������ ��
���	 �� �	�� �� �� ���
��� �� ����"�� �� ����
��� �� �� �
���	� � �
�
���� ���
�� ��������	� �� �����
��� �� ���
��� ���
)� �� ����� ���
��	 �� ����	 �� ��
�	��
�� ������ �� ����������

*�	� �� ������ ��������� �� ���� ���
� �� ��
 � �� ����	� �	
�	�	
� ��� ��
�
���	� ��� ���
���� �� �� �
	���
�� ���
�
�� ��� ��� Y �
��� ����� �� �
�����

��	�
�� SI � �������� �� (��	"� �� 	��	����� �� ��	� �� �� �
	���
�� ������� −Y
�������� ����

FRI =

⎛⎝ 0
−P ·A

0

⎞⎠ . ����+�

���� �� ��	� �� �� �
 �
���� ����
��� ����� �������� �� �� �	��
�� ���	,��
��
��	�� �
 �� �� �
����� �� �
��� �� �	����	� �
 
���� -��
)� �� ����� ���!�	
�� ��� �����
!���
���� ��� (�	
����� ��� 
��
��� ��� ��� �
������ ./�* �	�����
��� 0.7 bares � ��� .,	
��� ��� 1.5 bares �� �	��
�� �� �� ���
��� #��� ��$�

�� ���
������
� ���	� ��� ��
����� �� �	��
�� bar � Pascal �� �� �
 �
����

1 bar = 100 000
N

m2
. ����0�

1
 �� ��
 � ��� ���
��� ���� ��	��	� �� �� 0.017 pulgadas #��� ��$� ���� ��
��	�2
��������� 0.43mm� � �
 �� ����
��	�	� �� ��	��	� �
	����	� �� �	�� ��

A = πr2 = 1.45× 10−7m. ����3�

4&�	�� �
 �� ��
�
"� ��� �
����� ./�*� �� �� �������0� �� �
��� ��� �� �	��
��
�� ���
�� �� �� ���
��� �� ��

P = 70 000
N

m2
. ����5�

6
��������� ��	� ��� �����
!���
���� �� �� ���
��� � �	��
�� ����
��	�����
�� �� �������%� 	������ ��� �� �� �
��� �� �� (��	"� �� 	��	����� �	
 
���� ��
�� ���
��� ��

Froz = 0.1016
N

m2
. ����7�

������ ����	
�� ��	������

�� ����
�� �� ���� ����
�� �� ��	 ��� �
�
��  ���	�� ��	� ����	 �����
�
����
�� ���� &�		��
�����
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�� ������� �	
��
��� ���� ��� 	� �� �	

���	��� �	�����	 �� ���� �	 
	����
�� �� ���������� �	 ��� �����
�� ��
 ����	
����� �����
��	��� �� �����
� �������
	� ������� ��
������� ��	 �	 �	������� 	� �� ���	
��	 � �����
 ��
����� ���
�	������ ����  �����
�	! �� ���� �	 �
����	
	����  �� 	
������� ��� ��� ���

���	
������� ��	 �	"�
 �� �	�	�! #�� ������ ���$��	��	 	� �� ���������� �	
�����
� 	� ���������	�  ��� �%"	����� �
�������	� ��� ��	 �� �����
� ��	��	 � ��
���	
��	 � �����
 �	�������� ����
�	� �	 ���	��	 	� 	��	 �����  ��	 	� 
	%��	
�	� 	� �	��
 ����%�	! ��� �������� ��������� ��� 	� ���
�	 �	 ��
	 ����
�����
��	 �
����� � �� ���	&� ���	
��� �

���
� �� �����
� ��	 �	 	���	��
� 	� 	� �	���
���� �	 ��
��! '��	 �	������ ��	�	 	�����
�
�	 	� �� ��
�	 ���	
��
  	�����	�
�	 �	 �	������ (������� �	 �
��	���)� � 	� �� ��
�	 ���	
��
� �� ��	 �	 �����	
���� (������� �	 �������)! *�
� ���� �	 ������� �	
��
��� 	� �� (������� �	
�
	����)� 	� �� ��	 �� �����
� ��	�� �� ��	
�� �	 �� ������� ��
 ��� ����������
�	��	 �� �	������ ��	"���� ��
 �� ��������� �	 �� �����
� ��� ��� ��%
	�
	����
	� 	� ������ �	������!

#�� �
	� ��� ����� �	 �������� ��	 ��� �	 ��������+ ��� �������� ,-.�� ���
��%
���� �	 �
��	���  ��� �������� ����	�������	�!

�������� �	��
��� ����

��� �������� �	
��
���� �	��������� ,-�. /,��� -����	 ��0 .
	���
	1
�	 ��
���	
���� ��
 �	�	����
 ��� �
	���� �	 	��
��� 	� ����� �	 2 bares  ��

����	
���
 �� �����
� � ��� ���� 0.7 bares �	 �
	���� 	� �� %������� /1 bar =
14.5038 psi1� �� ��	 �	����� �� �� �
 ������� �	 ��
	 ��
� �
�����
 ���
%�	�� ������������ ��
 �� ��	 	� ����
	��
 �	%	 �	�	
 ����	��	 ���	����  ���
�����������	� �	 ��
	 ��� �	 	���
 ��������������! 2�� 	��� �	��
 �
	���� �	
������ �	 ��	�	 ��� ��
��	�����	��� �	 �� �����
�  � ��	 �� ��
��
 �� �%�����
�	 �
� 	����� ��� �	��� �
	����� �	 ����	
��� �	��� �����
� ��	
� �	 ��� ��	���
� �����
� �	 ������� 	 	� 
	%��	 �	 �� �����
�  �	 �	�	
� �	��� ��%	 �	 �����
�
	� 	� ��
	! #�� 	�%�
��� �� ��������� �	 ���������� 	� �	��
� ���� �� ����� ��	 ��
�	 ��� �������� ����	�������	�! �� ��������� � �� ���	
��	 � �����
 	� 	��
	 �3  
�4 ��!

�������� �	��
��� ����	���

#�� ��� ���%������� �	 ��� �������� ,-�.  ��� �������� ����	�������	�� �	�

� �	 	���� ������������ ��
 	����� �	 	����! 5
�%�"�� � ��� �
	���� �	 ��
	 � ��
������ �	 �� %������� �� �
 ��	 ��� ,-�. ��� �� ��	 ��� 
	��	
���	���� �� ����
�
	��
 ��� �	��
	�� �	�������� �� ������� �	 ��
	 ������
 �� �	 ��� ��������
����	�������	�! 5��%�6� 	� �� ���������� ��� �	�	"���	� � ��� ����	�������	�� 	�
�� ���������  �	������� �	 ����������� �	
� ��� ��� �
	���� �	 �
�%�"� �	��
�
��	��� 	��� �	 2 � 2.5 bares �	 �
	���� ����
� ��� 3 � 4 bares �	 �
	���� �	 ���
����	�������	�  � 	� �� %�������� �	 1.5 bares! 7�� �
�� �	���"� �	 	��	 ���� �	
������� 	� ��	 �	
���	� 	� ��� �	 ���	
��� ����� �	 ����������� ����	��� �
�%�"�
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T I = R̃I

⎛⎜⎜⎝
0
0

km
4∑
i=1

u2mi

⎞⎟⎟⎠ . *.�.5+
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T I =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
[sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ] km

4∑
i=1

u2mi

[sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ] km
4∑
i=1

u2mi

[cosφ cos θ] km
4∑
i=1

u2mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . *.�.3+
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Th = km
(
u21 + u22 + u23 + u24
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d

dt

(
m(t)

d r(t)

dt

)
=

∑
F , ������
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�	�� ��� ��
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���� 	����������� �
 ��
�
� �
� ��� 
����	��
� �
� ���	&
�	
��� �
 �������	"� �
� �
���� �
 ���� �
� �����	�"��
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d

dt

⎡⎣mT

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠⎤⎦ =

⎛⎝ 0
0

mT g

⎞⎠+

⎛⎝ [sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ]Th
[sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ]Th

[cosφ cos θ]Th

⎞⎠
− kroz

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠−
⎛⎝ 0

P ·A
0

⎞⎠ . ����'�

(
����������� 
� ���� 	���	
���

d

dt

⎡⎣mT

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠⎤⎦ = mT

⎛⎜⎝ d2x
dt2
d2y
dt2
d2z
dt2

⎞⎟⎠+
dmT

dt

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠ . ����)�
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mT

⎛⎜⎝ d2x
dt2
d2y
dt2
d2z
dt2

⎞⎟⎠+
dmT

dt

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0

mT g

⎞⎠+

⎛⎝ [sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ]Th
[sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ]Th

[cosφ cos θ]Th

⎞⎠
− kroz

⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠−
⎛⎝ 0

P ·A
0

⎞⎠ . ����+�
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��

mT

⎛⎜⎝ d2x
dt2
d2y
dt2
d2z
dt2

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 0
0

mT g

⎞⎠+

⎛⎝ [sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ]Th
[sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ]Th

[cosφ cos θ]Th

⎞⎠
−

(
dmT

dt
+ kroz

)⎛⎝ dx
dt
dy
dt
dz
dt

⎞⎠−
⎛⎝ 0

P ·A
0

⎞⎠ . ����,�

�-



������ ��� �� �	�
�� �� � ���
��� ��� 
����
������ �� ������� ���� ���

������ Th ������
����� ��� ��� �������  ����� �� � ���
��� 
��� 	�����

���� �
� ������� �
� ���� � �
� ��� 
������� ���� ����  ������������

����� �� � �������
��� �� � ������ �� �� ���� �� ��� ����� �� ��


����
������ �� ������ �� ���������� �� ���
��� �����
�� � 
����� �� ��

�� 
������� � ����

��� �� ��� �� ���� ����������

�� �� ����� ������ ��� 
����
������� �� ��
��� �� �� ���� �� ����� ���

������� �� �� 	����� ���� � ������ ����� ��� �� ���
� �� ������� �� �

	���� �� �����
��� �� � �
�
��� �� ����� �� ��� �������� ������� �� ���

����� �� ������� ��
� 
��������� �� ������ �� ����
����� ��� ����� ������

� ������� �� 
��������� � 	���� �� �����
��� ��� �� ����� � ���
� � �������

�� �� ��������� 
� ���� �� ��������� �� ���
� ��� ������ 
� ������ ��

��� ��������

!"



�������� 	

����������	 
� �������

��� ��� ����		���
 	�
 ����� �����
 �������	�
 ��� ���������� �� 	� ���
������ ��	 ������������ �� �
�� ������	� 
� ��� �	 �
����� �� 
� ����������
�
����� �	 ����� �� ��
�� ��� �		� 
� ��� �
� �� ��
 �����	�
 ����	��

��� 
��	�� ���	���
� �� 	� 	������� � ��� 
�� ���
�
�����
 ��� 	�
 ����	�
 ��
��	� ��� 	� ��
������� ��	 ����� ������ ��� ��� 
�� ��
 ��������
 ���
	� ��
������� ��	 ������������

���� ����� 	
 ����	�

�� ������� ��	 ����������� 
��� 
� ����� � � �
 �	 ���������� �� ���!���
� �
 �	 ��� �� 	�
 �����
 ����� 	� ������ �� ���
������� ��	 ������� ����	�
"#� $%�

������ ����� 	
 �������
 	
 ���


�	 ����� �� 	�
 �����
 
� ����
��� ��� ���� ��� 	�
 �&	���
 � � ��� 	�
����� �
�������� ��� �	 
���� 	�
 �����
 �� ��
�� 
�
����� �	 ������
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�
������ ����������� ����	 ����� �� �� �����
�� ���	�

FD =
1

2
ρCDAV

2
Avion , ($�#)

����� ρ �
 	� ���
���� ��	 *����� CD �	 ���+������ ����������� �� �
�
������
��� �
 ������� ��	 �,��� �� -����	�
� A �
 	� 
���+��� �	� � VAvion �
 	�
������ ��	 �� ��� �	����� �	 *���� (�� �	 ��
� ��	 ����������� 
� ���� ��
	� ��	������ �� ��� �� 	� �&	���)� .���
� ��� ������ �	 �&���� �� 	� ��
���
�������� 1

2ρV
2 �� 	� ���(/�#0)�
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τD = rprop × FD , ($�/)

$/



����� rprop �� �� ���	� �� �� 
��	�� ���������� � FD �� ���	�����	� ������ � ������
�� ����� �� �� �����	�� �����	�� �� 
� ����	������ ��� ���� �� ������ �� ������ ��
�� ����� �� �� 
��	��� �� ���	�� �� ����	���� �� ���	� �������� �� �� 
��	�� ����
�������� �� ����� �� ��������

�� �����	�� ��� �����	��� ��� �����	����� �	���� V � ������� u �� �� 
��	��
 !� "# ���$ ���� ���

V = u× rprop , "�"�

������� �� ������ ���� �����	�� � ����	����� ��� �� ���"�!�� �� ����� ���
�������� � ������ �� �� 
��	�� ���$ ���� ���

τD =

(
1

2
r3ρCDA

)
u2 , "�%�

����������� ���� kD �� ����	�� ���������

kD =

(
1

2
r3ρCDA

)
, "�&�

�� ��������� ��� �� ����� �� �������� �� �� 
��	�� ������� ��� �������	���� ��
�������� �� �� �����	��� �������

τDi = kDu
2
i . "�'�

(��� ����� �����	��	�$ ��� ��� ����� �� ����� ��������� ��� ��� Z ��� �	�����
��� �������

������ ����	
����� �	 ���	��� ������


)�� ��*�	�	��� �� ������� ������� L̄ �� ��� ����+����  !� "# �������� �� ��
����� ����� �� ���� �� �	�� r̄ ��

L̄ ≡ r̄ × p̄ , "�,�

����� p �� �� �������� ��*�	�� ���� �� �������� �� �� ���� ��� �� �����	���

p ≡ mv . "�-�

�� ����� τ �������� ��� �	��� ����� ��� ����	�� ��� ��*�	�	��

τ ≡ r × F , "�.�

����� F �� �� ������� ��� �� /�0��� ��� �� �1����� ����

F =
dp

dt
=

d

dt
(mv) . "�!2�

(���	����� ��� ����"�.� � "�!2� �� �	���

τ = r ×m
·
v̄ = r × ·

p̄ . "�!!�

""
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·
L̄ =

d

dt
(r̄ × p̄) =

( ·
r̄ × p̄

)
+

(
r̄ × ·

p̄
)
, �	
��

���� ����
·
r̄ × p̄ =

·
r̄ ×mv̄ = m

( ·
r̄ × ·

r̄
)
≡ 0 , ������

���	
�� ·
L̄ =

(
r̄ × ·

p̄
)
= τ . �����

���� ��������� ����� �
 �������� �� ����� τ � �	� �� 	�� ������ �� 
� �������
��� �� 	�� �	���� � ����	��� � �������� �
 ������� ���	
�� �� 	� �	����� �	�
	������� �� �
 �������  �����������
 ��� metro·Newton� �� ������ 
�� ������
�	� 
�� �� ���!�"�� �	��	� �� ����� �� ��������� ���������� #�� ����� �� �	�����
��������������� ��� ��	�
�� ���� �� ����� ��������� ��� 
�� �	� 
�� ��������
�������� �� ��	
�� �	�	������� �	������ $��������� 
�� �������� ���������

%� 
� ��	����� �������� �� �!���&� �	� �� �	������ �� ������ �������� 
�
����&��� �������
 ��
 ������� ���	
�� �� ����� �� ������ �� ������&�� �� ��"�
�	� ���� '(
��� ������!	)� ��� 	�� ����� �� 
� ����� ����
 �
������� �� �"� Z ��

������� ��
 �	����� �� ������ 
� �������� �� ���� '(
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τz = (−1)
i+1

kDu
2
i . ����,�

-'��� )� �� �	��� ��
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�� 
� ����� �� �	�.���� �� ��"� �	� �
 ��&�������
�� �	�.��� �� 
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 Z �� �
 �������
��
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�� �	���� '(
����
�	� �	����� 
�� �	����� �� ��������� �������,�� ��������

τψ = kD
(
u21 − u22 + u23 − u24

)
, ����+�

����� 
�� �(������ ������&�� ������������ � 
�� '(
���� ��
 motor1 ) motor3
�	� ����� �� ������� '������ ) 
�� �(������ ������&�� � 
�� '(
���� ��
 motor2 )
motor4 �	� ����� �� ������� ����'�������

���� ����� 	
 �����
�

�� ��"� �	� �
 ��&������� �� !�
����� ��������� ��� �
 *��	
� φ�� /������1��

� ������� �
 �����	�
�!��� ����� 
�� �	����� �� ���	"� T 2 ) T 4 ��������� ��� �

motor2 ) �
 motor4 ��������&������� ����2�1�� �� �� ������ ���� L � 
� ���������
��
 ������ ��
 �	����������� � �	�
�	��� '(
���� �������� 
� ����� �� ����� �������
��

τφm2
= L2 × T 2 ,

τφm4
= L4 × T 4 .
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τφm2 = Lkmu
2
2 ,

τφm4 = Lkmu
2
4 .
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 ����������	�� 	�� � �
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 	!	 Y �	
 ����	�� �	
 ��	��� " ��	 	
  �#�
� φ 	� �������� 	� �	����� $������
%�� 
� �����& ��	 	��	  �#�
� �	��
�	 �������� �����	 ������ 	
 ����������	��
�	 ���
��� $���� 
� �	�	�$�& ��� 
� ��	 ���� ���	�	� 
� ����� ����	������	��	 �	
��
���	� �	 �	��� � 
� ����� �	
 motor2 
� ����� �	
 motor4& 	� �	���

τφ = Lkm
(
u22 − u24

)
. ���'�

�� 	���	��	 ��	 �� 	���� ������ ��� �#��
	�& �� $�" ��
���	�

���� ����� �	 ��
	�	�

(	 ���	�� �� 
�#� � 
� ����� ���	����& 	
 ������	��� �	 ���	�	� � �#�
�
θ�& )�#����& 
� ���#��� 	
 �	���
���	 	���	 
�� *�	���� T 1 " T 3 #	�	����� ��� 	

motor1 " 	
 motor3 �	��	������	��	

τθm1
= L1 × T 1 ,

τθm3
= L3 × T 3 .

���+�

������	�
τθm1

= Lkmu
2
1 ,

τθm3
= Lkmu

2
3 .

�����

,�� ������ �	 ���	�	� �	
 ����������	�� 	�� � �
��	���� ��� 	
 	!	 X �	

����	�� �	
 ��	���& " 	
  �#�
� θ 	� �������� 	� �	����� $������ %�� 
� �����&
	��	  �#�
� 	� �������� ������ 	
 ����������	�� �	 ���
��� $���� ��	
���	& ���

� ��	 
� ����� ����	������	��	 �
 ���	�	� �	 ����	�	 �	������ � 
� ����� �	

motor3 
� ����� �	
 motor1& 	��� 	�

τθ = Lkm
(
u23 − u21

)
. �����

-�� 	���& �	 ������	��� 
�� ������ 	� 	
 ����	�� SB

τφ = Lkm
(
u22 − u24

)
,

τθ = Lkm
(
u23 − u21

)
,

τψ = kD
(
u21 − u22 + u23 − u24

)
.

�����

����� ��� 
�� 	�������	� ��� ����� ��	 #���	���� 	
 ������	��� �	
 ���.
�������	�� �	��	��� � �� �	���� �	 ���� " �	����	� �	������� 
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���� �� ������� ��� �
�������	��� ������	� �� ���	�� �� ����

	�������� �� ���������� �� �
����

���� ������	
�� � ����� ���� �
 �����	 ����	

���� ��	���� ��� ��
������� �� ��������	� �� ��	����� �� 
� ����� ��
�
����� ��� �
� ���	�� �� �� ��
����� �
������	�� ������� ! ���� �� �������
��	������� "�# (

dL̄

dt

)
fijo

= τ̄ , � ��!

����� �� �
�$����� %&'�( �� ��&��� � �
� ��	� �������� �
� ���
���� � ���	�� ��
�� ����
�� �� )�*	�� � ���� ��� ������ �� 
� ���	��� �� ���������� �������� �
�
�� ����� �� �� �
��� 	����+� �������� ���� ���	��� �� ������	�����

���� 
� ���	�� Q̄ ����	����� "�# �� 	���� �
�(
dQ̄

dt

)
fijo

=

(
dQ̄

dt

)
rot

+
(
ω̄ × Q̄

)
, � �,!

��	����� ���������� ��� �� ���� ��!(
dL̄

dt

)
fijo

=

(
dL̄

dt

)
Body

+
(
ω̄ × L̄

)
, � ��!

� ���

·
L̄Body +

(
ω̄ × L̄

)
= τ̄ , � � !

�
� ��� ��� ��
������� �� ��������	� �� �
��� �� 
� �
���� �$-��� �� 
� �����
�� �
������

�.
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���

L̄ = Ĩ· ω̄ , �����

��
�� Ĩ �� �� ��
��� �� �
����� ��� ����� �� ���	�
��� ��
���
�� �
 �� ���	��
�� �� ����� �� ������� �� ������� �� ���� ������
 
� ��������� �� ��� ��
������
�� �� ������� �� 
 ��
��� ��� 
 ������ �� ���� ������� ���	��

·
L̄ = Ĩ· ·

ω̄ . �����

 �
��	�
��� �� �� !������� �� �������"�
 ��� ������
�� �� !��� ���� �� �����
������

τ̄ = Ĩ· ·
ω̄ +

(
ω̄ × Ĩ· ω̄

)
. ���#�

$�	� �� ��
������
 ��� �%�� ������
���� ���
����� ��
 ��� �%�� ��� �����&
�������� �� ��
��� �� �
����� �� �� '��	� �����
��� ���� ��

Ĩ =

⎡⎣ Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

⎤⎦ . ���(�

���	��� �� �� ��	����� ��� ������������ ������ ��

Ixx = Iyy . ���)�

������ ����������
�� �� ������� ��* �� �� !�����#� �� �"���
�(
ω̄ × Ĩω̄

)
=

((Izzωyωz − Iyyωyωz) , (Ixxωxωz − Izzωxωz) , (Iyyωxωy − Ixxωxωy)) . ���+,�

!
��
���� �� �� !����#� �� ���
�
 ��� ������
�� �� !��� �������������

τφ = Ixx
·
ωx + (Izz − Iyy)ωyωz ,

τθ = Iyy
·
ωy + (Ixx − Izz)ωxωz ,

τψ = Izz
·
ωz + (Iyy − Ixx)ωxωy .

���++�

-��� �� ������������ �� ���
� �� �� ������ �� '��*�� �.���
�� ��

τ̄ = (τφ, τθ, τψ) . ���+/�

���� ������	
�� � �	�����
�	 �
�������

� ��'���
��� �� ��� ������
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��� �
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�����������	
 �� ��������� ��� ���������
��� ��������� ����� 	�	�� �
�

·
ωx =

τφ
Ixx

−
(
Izz−Iyy
Ixx

)
ωyωz ,

·
ωy = τθ

Iyy
−

(
Ixx−Izz
Iyy

)
ωxωz ,

·
ωz =

τψ
Izz

−
(
Iyy−Ixx
Izz

)
ωxωy .

������

��
����� ����
	�����	
 ��� �
���� 	� �� ��������� ��� ������
��� 	�� �
���
�����
 �
����
��� �����

d2φ
dt2 =

Lkm(u2
2−u2

4)
Ixx

−
(
Izz−Iyy
Ixx

)
dθ
dt
dψ
dt ,

d2θ
dt2 =

Lkm(u2
3−u2

1)
Iyy

−
(
Ixx−Izz
Iyy

)
dφ
dt
dψ
dt ,

d2ψ
dt2 =

kD(u2
1−u2

2+u
2
3−u2

4)
Izz

−
(
Iyy−Ixx
Izz

)
dφ
dt
dθ
dt .
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 �� "����� �������� �� ������#��
�
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� �
����
� 	� ������� Ixx � Iyy �
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� �� %� 	�&�	
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�� ����� �� �� ��� �
� �� ������ � ���� � �� �������� ������� ���������
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����� ���� �� �� ����� � �������� ��������
�������� �� �
� �� �� ����� �� �������� �� ���
������� � 
�� ����������� �
������ �� ����
��� � �
����� � ������ ��� ���� ���������� �� ����� � �������
�
� �� �
���������� �� ��������

������� �� ��������� �� �
��� ������ �� �
���������� �������� �� �������
���� ��� ���������� � ����
�� �

���� ������	
�� �� �	����
�
 �� �	�����
�	 ���

��
��	 �� ����

���� �� �������� �� �
��� �� �
����������� ��� ��
������� �
� ��������
�
 ���������� �� ���
������ �� �� !����" � ����"�"# � ���� �� �������� �� �
���
������� ��� �
���� � ��������� �� �� ���
����� �� ������ �� ��
����� � ���������
�� �� ������ � ���� �� �
� ����������� x, y, z � �� ���������� � �� ������
���
�����

d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt
=

Th
mT

(sin θ cosφ cosψ + sinφ sinψ) , �$�% 

d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt
=

Th
mT

(sin θ sinψ cosφ− sinφ cosψ) , �$�" 

d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g =

Th
mT

(cosφ cos θ) , �$�& 

��� Th �� �� ���
�� ������� ��� �������� ����"�"" � � �� '� 
��� mT ≡
mT (t)�

&(



��� �������	�� 
� �������	� �	������� �� ��������	 �� �������� ����������
�� ����� ��	���� ���� ��� ������	�� �	������ �� ��	�������	 ���� �������	��

d2φ

dt2
+

(
Izz − Iyy
Ixx

)
dθ

dt

dψ

dt
=

Lkm
Ixx

(u22 − u24) , �����

d2θ

dt2
+

(
Ixx − Izz
Iyy

)
dφ

dt

dψ

dt
=

Lkm
Iyy

(u23 − u21) , �����

d2ψ

dt2
+

(
Iyy − Ixx

Izz

)
dφ

dt

dθ

dt
=

kD
Izz

(u21 − u22 + u23 − u24) . �����

���� �������	�� �� ���������	 
���
� � �� ����� � 
�� ���
���!���� ���� ���
����	�� 
� �	����� Ixx � Iyy ��	 �������� "�	 �������� �� #� 
���
�
� 
�$�����
�	 �� %���� ��� ��	���� ���� ����&���� �	 ����� �	 ��� ������ �� ���
���!����
��	����� ���'	 ��$�� %���� 
� �� ������!	 
� �� ��	�� 
� ���� � ��� �� ��
��$�� 
� ���
�� 	� ��� ���(�����

���	
� �� �	���&� �� ����� 
� �	 
��	 �)� ��� ���
���!����� #�*��!����
� ����!������ ��	������	� �� ������� �� �������
� � ����� 
�� ��	$�	� 
�
%���&�� � ��� +�� ��� �����
�� ���� ���� ����!���� 
� ��� ���� �� ��+�����
+�� �� ���
���!���� ���� ����� ��)������ ) �	�	��� 
�����	�� ��� ������
�
��
�	������� 
� ��
� �	� 
� ��� ������ ���� %�	��!	 
�� ����� ���� +�� ��
����	��� �� 
�������� , ��� �� �� #� ��	��
���
� ���� �� �������� �	����� 
��
����� 
�� ���
���!�����

, ��	�	����!	 �� �	���&���	 
������� ���� 
� �������	�� �$�	
� ������
��)������� �	 �� ��������

���� ������	
�� ��

��� �� ���
� �	������ XZ

"� �� +����� +�� �� ��	�� 
� ���� 
�� ���
���!���� �����	�&�� �	 �	 ���	�
������� ���� ��	 ��	���-�� ��� ������� 
� ��� ��������� φ = ψ = 0 ) �������
+�� �� �	���� 
� ������� θ ������ ��	 �� ������ ,� �	������� ���� ��	
����	��
�	 �� ������.� �� ������ +�� �� ���)����!	 
�� ����$� Th �� 	���� ����.�..��

� 
�	
� �� �	���� +�� �� ���
���!���� �����	��� ��	�	�
� �� ���	� �������
XZ 
�� ������ 
� ����������� ,� 	� ������� +�� �� ���
���!���� ���� �����
�� ������ �$� (ψ = 0) ��� �$�� X � Y 
� ����� ������� ����
�	�
�� SI ) SB
+��
�	 ��������� �	�� ����� �	 �
� ����	�� /������0��

���� ��� ����� %��	�� ) ������ 
�� ���
���!���� ���	�	 �	 �� 
������!	
X ������� ) 	������� �����������	�� 
��#� ������	� ���
� �	
������ �� ��
������ +�� �� ���
���!���� �� �	���	� #���� �
���	� � #���� ���� ��	���	
�
�	 �	���� θ 
���	� 
� ���� ���	��� +�� ��� ���� 
�� �	����� �����	���	 �$��
� ������� � ����� 1	����	
� ���� ��	
����	�� �	 ��� �������	�� 
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�� ������ �� ��	��
� ��� �����
	�� ��������
�� ��������

d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt
=

Th
mT

sin θ , �����

d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g =

Th
mT

cos θ , �����

d2θ

dt2
=

Lkm
Iyy

(u23 − u21) , �����

�
 ��
��� �� �� ��������� �� ������ ��

u2 = u4 , ������

�� ������ ��� ����������� ��� motor2 � motor4 ��
 �������  ��!"�� �� �� ������#�
�� 	��
�

u21 − u22 + u23 − u24 = 0 , ������

��!��
�
�� ��	�� ������
��

u21 + u23 = 2u22 , ����$�

%
��!�
	� �� �!�&� �� �� ����$�$$� ����

Th = 4kmu
2
2 . ����'�

(����&�
�� �� �� ��������� �� ����� �

u22 = u24 =
mT

4km sin θ

[
d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt

]
, ������

� ���
� �!�
�� ��� �������� �� ��� ���������� ����� � ��
�� �� �������'� ��
	��
� (

Th
mT

)2

=

[
d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt

]2
+

[
d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g

]2
, ������

��	�	��
�� Th� �������'�� ����

u42

(
4km
mT

)2

=

[
d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt

]2
+

[
d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g

]2
, ����#�

��
�� �� �����&�� u2 � ��� �� ��������� �� �� ����
 ��	�
�� ��� ����������� ���
motor2 � motor4�

 � ������� ��� ��������� � ����� �� ��	��
� �� �������)


��



tan θ =

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, ������

�� 	
�� ����	��� �� ���
� �� 	���	� θ 	� �
�	��� ��� ����� �� �� 	�	�
�� ������� �� ���� �� �� �����	���� �
� �� ����� ������ �� 	���� �� ����
��� 	
����	����� �� �� ���� XZ�

���� 	��	
��� ��� �� ���	
��	��� �� �� ����� ��������� 	� �
�	��� ���
������ �� 
��� ��� �	������� � ���� �� ������ �� ������ u1

u21 = u22 −
Iyy

2Lkm

d2θ

dt2
, ����!�

�
����
���� �� �� �	����� � �� ������ u3

u23 = u22 +
Iyy

2Lkm

d2θ

dt2
. ������

�� ����� �	
�	����� �� ���
��� ����"��� �� �
��� 	��	
��� ����	������� �
������ �� �� �	�������� #� �� ���
� θ = 0� �� "��	���� �� �� 	
��� ����� ��
�� ����� � �
 "
�� �� ���� "����	��$ �� θ > 0� �� "��	���� u3 ���� ���� �
�
u1 � �� 	
����	����� �� ��	������ %�	�� ��������$ �� θ < 0� �� "��	���� u1 ����
���� �
� u3 � �� 	
����	����� �� ��	������ %�	�� ������

�� ����� "��	������� �� �&���� �
� ���� ������� �� �� motor1 �� �� ����
�
� ���� �
���� �� �� motor3, ������ ����	�� �
� �� "��� �
� ������
�� ��
	
����� �� �� "��	���� u1 �� �� ���� �
� ���� �
������ �� 	
����� �� ��
"��	���� u3� ��� �� �� ����	���� ����� �� �	����� � ��� �� 
� ���
���� ���
������� � �� ����� ��� %�	% �� �
� ���� �
� �� "
�� ��� �������� �� ���
'� ����
�� �� 	
��� ����� %���� �� ��� 	������� �� �� ������

(���� �%��� �� ���� ��� �	
�	���� ��� "
�� 	�)��� �� ���� XZ ��
	��� �
� �� �����"���� �� ���
� θ �� �� �����	���� "����	��� �� � �
� ��
�
)	����� ������ ��� �
� "����� �
����� �� ��	����� �� 	�	�
����� �����
��� �	
�	���� �����&���	�� �� 
�� �����	���� ������ �
� ��������������� ��
	�)�� �� ���� XZ� �� %�� ��	����� 	
���� ����� ��� ��� "��	������ ��
	��� 
� �� �� ����� 	� �
�	��� ��� ����� ���� �
� �� 	
����	�����
���	���� ��	%� �����	�����

* 	����
�	��� �� �����+���� �'����� �����	
����� �� ���� �� ���� �����
	�� �� ������	� ����	,)	� �� �� ����� ������ 	����� �"������� 	�
����
�� ��� �� 	���� ��� �����	����� �� ��	������ �� �� ���� XZ ��� �������
�� �������� SI �

������ ����	�
��� �
����� ���
��
��
 ��
��
��
�

#� �� �
���� �
� �� 	
����	����� ������
� "����	������� 	� "��	���� 	��-
����� v0z� ��� �	
�	���� �����&���	�� �� �� �����	���� ��	������� �
� �� %��

. 



�� �������	 
��
x(t) = 0 ,
y(t) = 0 ,
z(t) = v0zt .

�����

��� �
��
 ���������
 
� �	��� �� �	������	�� ��
�	��� �� �� ��������� �����

� �� ������� ��� �� ��������� 
�� v0z = 0.2m/s� �� �� ������ � 
� ����� ���
θ = 0 � �� ��
 ��
����!� � ���"� �� ��������� �� ��
 ����	�
 ����	�
 ��#� 
�	
�����

u1 = u2 = u3 = u4 = uvertical , �����

$�	 �� ���� �
���� �� ������%�� 
� ����	 ���&� �� �
�� ��
� �


uvertical =

√
mT

4km

[(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
v0z − g

]
. �����

������ �����	
�
� �	 �	 ��	� ���

��
$�'
 �� ��#�	 ��
$������ $�	� �������	 �
��#�� �� ����	��($��	� � ���
����	� )*� 
��� 
�	+ ����
�	�� ��� �� ��$�*� �� ��
 ����	� ����	�
 ���$��
� ��
$�
� ��� 
�
����� �������
 �������� �� �'	���� v0z = 0 �� �� ������(� ����	��	
�
 
�)������ ��� ��
 ����	� ����	�
 ������ ���������

ufijo =

√
−mT g

4km
. ���,�

������ �������	� ������	��

���� �� ����	��($��	� �
��	+ �� �� $���� XZ� �� ��
$���������� ��	�������
�������� � ����	
� ����� �������� � ����� ��	+
� -�	� �
�� ��
� $�	������	 �� ���
�� ��	����� 
� ��
$���� ��	������������ � ��������� ���
����� v0x 
�� ���#��	

� ����	� z0 ��
 ���������
 $�	��'�	���
 �� �� �	������	�� 
�	+�

x(t) = v0xt ,
y(t) = 0 ,
z(t) = zo .

���.�

��� �
��
 ���������
 
� �	��� �� �	������	�� ��
�	��� �� �� �������� ��
�� 
�
���� �� ��#�	���	��� ����� ���#�'� 
� �� ������� ��� �� ��������� 
��
v0x = 0.2m/s� /�
��������� �
��
 �0$	�
����
 �� �� ������ � 
� �#�����

tan θ = −
(

1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
v0x
g
, �����

�� ���� ���� ��� 
� �� ��
� $�	������ ���
������ �
 ����	� 
� �� ��
$����������
�
 
�� �$����	 $����	�� �� +����� �� ��#���� θ ���#�'� $�	������ ���
����� ��
�� ����$��

.,
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Trayectoria vertical

������ ��	
 ���������� xz �������� ������� � ����� � ������ ���� ����

���� � ������ � ������� ��� �� ���� ���� � �� ����� ��� �� ��������

� ����� �������� � �� �������� �� ���������� ������ � � ���� � � ����

�� ��������� (x, y, z) = (0, 0, 0)m � ������ ��������� ����� �������� �

����� (x, y, z) = (0, 0, 3.95)m� ��  � � ����! ��� �������� � ������ �

v0z = 0.2m/s� ���� �������� ��� ������ � ����� � ���� �" �� � 19.75 s�
�� ��#��� � �"��� � ������ � �� ������!� ����$���� �� ���"����

%%



���� �������� 	
 	� ��
	
�� ��	����� ���
� ��������� �
���
�� ��	
�
��
X ��� 	
	���� �� �������
�� �� ����
������ ����� 
���
��	� �� ������ θ
��
���� �� 	���
�� ���
� � �	�� 
���
���
�� 	� ���	
��� ���������� �� ����
��� ������� �� �� �����
��� ��� motor3 ��� �
	�
������� �� �
	�� ���� ���
������� �� �� �����
��� ��� motor1� �
��� ���
�� �	�� �� ��	 ��	�� �!"# �
� �!$#

Iyy
2Lkm

d2θ

dt2
. � �%&#

'� ������ ���� 	� ��
�� ��� �� ��	������
���� 	��� 	�� ��
������ � �� 	�
���� ��������� ��� ��� ��� �� ����
������ �� �
��� �� 
���
���
�� ���
�� ��
������ θ ���� �������� ���	�����

d2θ

dt2
= 0 , � �%(#

�� �� ���� �� ��	 ����
�����	 ��	�� �!"# � � �!$#� 	� ��	��� ��� ��	 �����
����	
�� ��	 ����� �����	 	�� 
�����	

u1 = u2 = u3 = u4 = uhorizontal , � �%"#

� �� �� ���� �!&# 	� ������ 	� ���� ���)�

uhorizontal =

√
mT

4km

4

√[(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
v0x

]2
+ g2 . � �%$#

�� �� ����� �� ��� �� ������ �	���� ���	������ �	 
�������� ���� ���� ���

�
�
������� �� 	� ���� �	����� �� ����
������ �	�� ������������� ��
�������
�	 ���
� �� ������ �� ������� θ �	 ���� � ��	 ����� �����	 �
���� �� �
	��
����
��� �� �����
��� ������� ��� ��� ��	�����	� ��
����������� �� ���*
���� ���� 
���
��	� �� �� 
�	����� �� �
���� ��� ����� ��� ���� ��� �� ��	
��	 �����	 ��
�����	 	��� �� ��� X ������� 	� �����
��� �� �
� �
����	 ���
�� ���� ����	�� ���� �
	�
��
 �� 	���� �	�� �	 ��� �����
 ��� �� ����
�
��
�� ��� �� �� ��	� �� ����� �	����� �� ������ ����� �� ��	 �����	 ���������
���	����� �� �� ���� ��� ��� �����
�� �� ���
�� 
���
���
��� ��	 ����� �����	
������� � �
� ��� �� �
	�� ���� �� �����
��� ������ ���� ����	� ���� �%$#�
������
���� �	+ �� ������ �� ������� ,��� ��� �	�� 
���
���
�� �
�
�� �� ��	*
������
���� ��
������ � �����
��� ���	����� v0x 	
� ��
� �� ����� z0� -� ���
�� �� 	���
�� &�%�. ��� � ��	� �� ��� �� ����� 	� �������� ���	������ �� ���*
�
��� ��� ������ �����
�� ��� �	��	 �����	 �� �����
��� �	���� ���� ��� ��
��� ������ ��� 	� �
��� �� �� ��	� ��� ����� 	�	����
��� ���
�� � ��� �	�� ���
�� ������ ����� ��	 ����������	/ ��� ���
��� ��� ������� ,�� �� ����� �
��� ��
������ ��� ��	����� �� ������� ���
� ��������� 0
���&�1#�

���� ���� ��
�
����� ��� �� ��	� �� �� ��� �� ����
������ ����
�� 	�
����� ��
����������� ��� ���
� 	�	 ��	����	� 
���
��� � ������� 	� �	��+�
�������� �� �� ���
�
���� �� �� ����� Y Z � �� �����
�
���� 	�+� �������
��� ��� �� ������ �� �������� φ.
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Trayectoria horizontal

������ ��	
 ���������� xz ����������� �� ������������ ���� �� ����� � ��

���� � � ����� (x, y, z) = (0, 0, 3.95)m � ����� � �� �������� ��������

v0x = 0.2m/s ��� ����� � �� �������� X �������� ������ �� ����� � ���

������� ����� �������� � ����� (x, y, z) = (2, 0, 3.95)m� �� ������ � �����

� ������ � �� �������� ���� ���� �� ��������

!"
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Trayectoria circular

������ ��	
 ���������� xz ��������� � ����� � ������ ������� � � ������������
������� �� ����� (x, y, z) = (0, 0, 3.5)m �� ����� XZ, ��������� ����� 0.5m
���� � ���� �� ���� ���� ����� ������� � ����� �� ����� � ������� � ��
�������� � ����� 0 ≤ t ≤ 2π� �� ������ � ����� � ������ � ��  ��!��	"#�

������ ����	�
��� ������

$�� ���������� ��� �������� ���� �� � ����� %� � ������������ ����
�� �&����� �������� '��� ��� ��� � ��� ����( � ��� � )���� ���������� %�
� ������������ �� ������� � ������ ������� ��� ��� ����� ����� � ����( �
����( ��������� ��� ��������� ���������� ����� �� ����� ��� �������� �
����� ������ z0 ��� �� %� ��� �������� �����*������ %� ������ �������� ���

x(t) = A sin t ,
y(t) = 0 ,
z(t) = A cos t+ zc ,

!��	"#

���� A � � ����� �� �&����� ���� ����� � � ����� C (x, y, z) = C (0, 0, zc)�
�� � ��� %� � ����� �� A = 1.5m � %� zc = 2m( ��� ���� �������� �

������� �� �&����� � � ����� XZ �� ������ � ����������� � �� �������� �
����� 0 ≤ t ≤ 2π( ����!��	#( ���� ����� � � ����� C (x, y, z) = C (0, 0, 2)m(
%� � ������������ ������� � ������ ������� �������� �� ����� (x, y, z) =
(0, 0, 3.5)m � ��������� ����� 0.5m � ������ ���� ����� ����� � �����

+,



���������	 ����� ��
���	��� �� 
� �������� �� 

��� �

tan θ =
A

[
sin t−

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
cos t

]
A

[
cos t+

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
sin t

]
+ g

. ������

���������	 θ ������� �	�� 
� �������	���� �� ��
��
�� 
�� ��
	������� �� 
	�
�����	 �	�	��� �	�	 ������� ��
 �����	�

������ ������	
�� 	
 �
 	����	 ������
��

 	��!����	 �� �	�	 
�� ������	��� ���
�"���� ���� ���"�� �
 �#���
	� ������$��
�� �	������ 
� !���� �� ��� �
����� %�� ������	��� �����&������ '�����

x(t) = A sin t ,
y(t) = 0 ,
z(t) = B cos t+ zc ,

����(�

�	��� A �� �
 �����)� ���	� ������)� *	��"	���
�� B �
 �����)� ���	� ������)�
�������
� � �
 �����	 �� 
� �
���� �� �
 ����	 C (x, y, z) = C (0, 0, zc)�
+� �� �
��� '�� 
� 
	������ �� 
	� �����)�� ��� A = 2m� B = 1m � '�� zc =

2m� �	� 
�� ������	��� ������	��� �� �	��
��� ��� �
���� *	��"	���
 �� �
 �
��	
XZ ��
 ������� �� 
��	���	��	 �� �� �������
	 �� �����	 0 ≤ t ≤ 2π� ,������-��
���	 �����	 �� �
 ����	 C (x, y, z) = C (0, 0, 2)m� '�� �
 ������������	 ���	����.
�� ������	 *	����	 ��������	 ��
 ����	 (x, y, z) = (0, 0, 3)m � �����������	
*���� 1m �� �
���� ���� ������ �	��� �
 ���
	�
���������	 ����� ��
���	��� �� 
� �������� �� 

��� �

tan θ =
A

[
sin t− cos t

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)]
B

[
cos t+ sin t

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)]
+ g

. ������

���������	 θ ������� �	�� 
� �������	���� �� ��
��
�� 
�� ��
	������� �� 
	�
�����	 �	�	��� �	�	 ������� ��
 �����	�

������ ������	
�� 	
 �
 �	
� �	�����

� 
� �������	��� �.� ���	������ ���� 
	� !��� '�� �� ������ �� ���� ������
/��	 '�� �� ����� ������ ��� �����!��� �������
 �	�	 
� '�� �	��#� ��� ���
������ �	������ ����"�� ����� 
� ����� �.� �
�� �� 
� ����� ���� ������ ���0
���
���� �� 
� ������� � ������ �	� �	�������	� *	��"	���
�� � �� ��)���	 �	�	
� �	�	 *���� *���� �������	 �	�� �� �����!���� ��	����� �� �
��� ���"�� ���
�������	��� ���	���
 �������
 �	� 
�� ���������� ������	��� �����&������

x(t) = A sin (k − ωt) ,
y(t) = 0 ,
z(t) = v0zt+ z0 .

����-�
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Trayectoria elíptica

������ ��	
 ���������� xz ������� ����������� � ����� � ������ ������� � �
������������ ������� �� ����� (x, y, z) = (0, 0, 3)m �� �����XZ ���������
����� 1m ���� � ���� �� ���� ���� ����� ������� � �������� �� ����� �
������� ������ � �������� � ����� 0 ≤ t ≤ 2π� �� ��� �� � ����� � ������
� �� !��"��#$%�

	&



�� ����� �����	
���� 2A �� �� ���
 �� �� ������ �� �� �
��
����� z �� �	���
��� �� �������
 ���� � �� ���
�	��� �
������� v0z ����
 ���
� �� �����	�
� �
��� �� �����	������
 ������ ������ 	�	�	�� z0� ���������
 ����� �����	
��� �� ��
��������� �� ����� �

tan θ = −
Aω

[
ω sin (k − ωt) + cos (k − ωt)

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)]
(

1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
v0z − g

. ������

��	�	���
 v0z = − 0.01m/s� �
� ����� �����	
��� �� ��� � �� �������
�	� ���
	!
��� �
������ �� �� "	�������� �
� �� ��� �� ���
����� ��� ����� �������� �� 4m
�
� ���
 �� �� �	���
 �� ����
 �� 108π s ���	������� � 339.292 s� �������	���

1 cm ���� ������
� #� �� �� �� �
��� ���� �	���
 �� ����
 �� ��� �� ���
����
����� �	��
� �
�����
� ��� ���
� ���
 �� $���� ��� �� �������
�	� �
 ����	�� ����
�� ����
 �� ��� �
�
 �� �����	������
 �
���� 	���	����
�� �
��	�������� � ���
$�� 
� �	���� �
��	��� L = 0.3m� �� �
��	����� ���� �	���
 �� ����
 ����	����
� 0.557m �� ������ � ��	 �� ��	�� ������ �� ����
� �� ����
 �� �
� ��������
�
�������	
� ���� �
�����	� ���� �������
�	� �
�% k = π� ω = 1

6
1/s� A = 2m �

z0 = 3.95m�

���� ������	
�� 	
 �
 ���	����� 
� ��
 ��


���� �	 �����

&
��	���� �� ���
 ��� ������� ���� �� ���� �� �����	������
 �
 �	�� �
$��
�' �	��
 (ψ = 0) , ���
 �' ����� 	���	����� ��	� ��� �
����
� (φ �= 0)� ������
�� �����
 ��	� �� (����� 
 ��	� ����� �θ �= 0), �
�
 �� �� �����	� �� ���
����	
��� �����	
���� ����� �
��	�����	
��� ����	��� �����	$	� ��� �������
�	�
��� �����	������
 ��� �������� �� ���� �
 ���� �	�	���� � ���������� �� ��
����
� �	�
 ��� ����� ��� ��$	����	� � ���� �����	�� �
� ��� ���� �

��������
�����)��	��� x(t)� y (t)� z (t)�

#�� �����	
��� �� �
�	�	���
 ���������� �������*�� ������ ���+�� ���� �� 
�	��!
���	�� ��� �����	������
 �� �	���	,��� �
�


d2φ

dt2
=

Lkm
Ixx

(u22 − u24) , ����+�

d2θ

dt2
=

Lkm
Iyy

(u23 − u21) , ������

(Iyy − Ixx)
dφ

dt

dθ

dt
= kD(u

2
1 − u22 + u23 − u24) . ����-�
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Trayectoria senoidal

������ ���	 
��������� xz ��������� �� �� ���������� ��������� ���� �� ������
�� �������� ����� �� �� ����� �� �� ����� � ��� ������ �� 3.95m ���� ������ ����
������� �� �� ������� � �������� � ��� �������� �������� v0z = − 0.01m/s,
�� ����� �������� 1 cm ��� ������� ������� �� ������ ����� �� 108π s �����
������� � 339.292 s� ������ �� �� ��� �� ������� ����� ���� �������� ��� ����
����� ������ ���������� �� �� ����� �� �� ����� � � ��� ������ �� 0.557m
����� �� ����� ��� ����� ���� ������ ������� �� ��� � �� ������� � ������ ��
�� ��!��"#$ �� �� ��� ��� ������� �� ��� ���������� ���	 k = π� ω = 1

6
1/s �

A = 2m�

�%



�� ������ ����	
	� ����

d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt
=

Th
mT

sin θ cosφ , �����

d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt
= − Th

mT
sinφ , ������

d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g =

Th
mT

cosφ cos θ . ������

�	
 ������� ������ 
 ����� � ��
� � ���� ��� ���������� � ��������
���� �����
�� �� ����� � �����
� ��������� � �� �������� � �� ��
���� 

���	 ������ � ��  �������� �� ������ � ���!

− P ·A
mT

, ����"�

�� #� $��%� �������� � ��  ���"�"&�� ���� P 
 �� ��
��� � 
����� � �� ���'
���� # A � 	�� � �� ��������� � ����� �� ��
  �
����()� # ������ �������

�� ������� *� 
 ������ 
��
 +�����
 �������
 
 �����

tan θ =

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, ����(�

�� ������� ��� ��  ������&�� ,��	
� �� ������� ��
  �
������� # ������ 
 �'
������ �� -��
���

sec θ tanφ = −
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, ������

������ �� �������� 
 ���

sec2 θ tan2 φ =

[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2 , ������


�
����#��� sec2 θ ��� �� 
������ ��������

sec2 θ = tan2 θ + 1 , ����.�


 ���

(
tan2 θ + 1

)
tan2 φ =

[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2 , ����&�

�"



��� ������� 	
����� φ(t) �� ���� � ��� ���������	 θ(t), ���� ��������	 �
��������� �� � ������� �����	� �� �������� ���

tanφ =

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt√[

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

]2
+

[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2 .
������

�� �� ���������� � ������ �� ������ ��������� ������������� �
	�  �!
"��	� ��� �����������	 �� �#����	� �� � ������	�� ���$������ ��������

%� $�& �	�	���	� �	�  �"��	�' �� �� �������()�' ���(��' ���(��' ����*� �
�+�++� �� 	
����� �� ��"������ ������ �� �����	��� ������� �� �� �����	 ��
�� $��	������ �� �	� �	�	���

u22 − u24 =
Ixx
Lkm

d2φ

dt2
, ����,�

u23 − u21 =
Iyy
Lkm

d2θ

dt2
, ����*�

u21 − u22 + u23 − u24 =
(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
, ������

u21 + u22 + u23 + u24 =
−mT

km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
. ����+�

-� ���� �� ��	 �&������	 �� �� ���������� � ����+� ����(
u21 + u22 + u23 + u24

)
+

(
u21 − u22 + u23 − u24

)
= 2

(
u21 + u23

)
, ����(�

.	�' ��  ��� /���� ������� �� �� ��� �� �	
�� ��� ��	 �&������	 �� �
�������*�' ���	����

2
(
u21 + u23

)
+ 2

(
u23 − u21

)
= 4u23 . ������

0��������' �� �� �����	��� �����	��� �� 	
����� � ��������� �� � $�!
�	���� ��� motor3 ���	�� �	�	 u3

4u23 =
−mt

km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
+

(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
+ 2

Iyy
Lkm

d2θ

dt2
. ������

1	� �� ��	���������	 � �	"	 �� ��������� �� �������	��� �� �� ����	 ��
�� $��	������' ��� ��� � ���������� �	����������  ��$#� �� � ������	!
�� ����������	�� ��� �����������	 � �� �	�  �"��	� �� 
����	 φ � �
���	
θ' ����	� ��� � ����	� �������	� ���
 �� �� ���������� � ������ ��
�#�
/�������� �� �#����	� �� � ������	��

�(



u21 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
+

1

4

(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
− Iyy

2Lkm

d2θ

dt2
, ������

u22 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
− 1

4

(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
+

Ixx
2Lkm

d2φ

dt2
, ������

u23 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
+

1

4

(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
+

Iyy
2Lkm

d2θ

dt2
, ������

u24 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
− 1

4

(Iyy − Ixx)

kD

dφ

dt

dθ

dt
− Ixx

2Lkm

d2φ

dt2
. ������
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 ������
 ��� ��
���������� ������� ��� �
 ���
�����
�����
�� 
�������� � ���������� 
�� ��� ��� �� ������� Ixx � Iyy ��
���
���  ���!���� 	�� �� �
���� �
 ���
����� �
�
 �
 "������
�� 
����
�� ��
�
�
 ��� �� �� ������ ��� ��
���������� �� �#����� �� �
 ��
$������
 �������

�� �� ��
��� �����������
� ����
�

u21 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
− Iyy

2Lkm

d2θ

dt2
, ����%�

u22 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
+

Ixx
2Lkm

d2φ

dt2
, ����&�

u23 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
+

Iyy
2Lkm

d2θ

dt2
, ����'�

u24 =
−mT

4km sinφ

[
d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt

]
− Ixx

2Lkm

d2φ

dt2
. ����(�

�!



������ ��� ��	� 
�
��� 	
 ��
������
 �� 	
 ������
�
 Y ���	���
������
���� 	
� ��
������
� �� X � Z �� ���	��
� �
�
 
	�	
� φ(t) � θ(t).

���
� ��
����� ������
� ��� ��
 ��
������
 
�����
��
 �� �	 ���
�� �����
��� ������
 ��� �	 �
��������� �� 	
� ��	���
��� 
���	
��� �� 
�
 ��� �� ���
������� ����� �
�
� ��� ���
� ����������� �� ������ ��	 ������� ������� ��
������
��� ���
���
� ��� �
��� �� �����	
� ��� �� 	�� ���� ����	�� �������

	 ����� �� �
�
 �� 	
 
����
�� �
�
 	���
� ��
�
� 	
 ��
������
 
�����
��
�
���� ��� �	 ����	� ψ ��� �� �
 ���
�� ��	� �� ���� �	�	� ����� ����� ��
�� ��

�����
����
��

���� ������	
� ���
����	� 
� 
� 
����	�  �� ����

�� �
 �	�
���� 	��
���

�	 
�� ��� �����
	 �
�
 �	 �
	 ������� �� 	�� ����	�� ��	 �
��������� ��
 !� �� ����� ������
� �� �� ������� 	
� ���"#�$%� "#�&%� � 	
� ���"#�'%� "#�&%� ��
	� ��� �� ������ 	
� ���������� �����������

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

= tan θ cosψ + tanφ
sinψ

cos θ
, "#�()%

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

= tan θ sinψ − cosψ
tanφ

cos θ
, "#�(#%

�� ���
 *	���
 ��
��� �� �������

tanφ

cos θ
= tan θ tanψ − secψ

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, "#�((%


���
� �	��
��� 
	 �
��
�� 	
� ���"#�()% � "#�(#% � �������	
� �� �������

[
d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

]2
+

[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2
= tan2 θ +

(
tanφ

cos θ

)2

, "#�(+%

##



�� ��������� �� �	
��
� �� �����[
d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

]2
+

[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2
= tan2 θ +

⎡⎣tan θ tanψ − secψ

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

⎤⎦2

, ��
��

������������� �� 	������� � ������� �� 	����� �� ��������� ������������	� ��
�� �	
��
��� �� ������ ��������� 	����	� �

0 = tan2 θ − 2 sinψ tan θ

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

+ ��
��

sin2 ψ
[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
− cos2 ψ

[
d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2 ,

���� �	��	��� ����� ����� �� ��� �	��	��� �� ������� �����

Ax2 +Bx+ C = 0 , ��
 !�

����� ��� 	��"	������ ���
A = 1 , ��
 #�

B = − 2 sinψ

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, ��
 $�

C =
sin2 ψ

[
d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

]2
− cos2 ψ

[
d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

]2
[
d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

]2 ,

��
 %�
��� �� &�� ��� ��� ����	����� &����� ������������ ���

tan θ = sinψ

d2y
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dy
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

± cosψ

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

. ��
 ��

�
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�� ��� 	
� ���� 	
� �� 
���������� �
��� �� �� ����� XZ �� ��	
���� 	
�
�� ���
�� �� ����� θ ��� �������� �� ���� ������ �� ������ 	
� �� ����	
� ��
����
�� �� �� ������� �������� Y � �� �������� ������������� 
� �������� ��
�� ������� −Y ������ �� ���
�� ��������� ��� �� ����� �� ����
�� 	
� ����
�� �� ��	
���� �� �� ��������  �!"�#$%� ��������� � 	
� �����&� �� ���
�� ��
������� φ ��� �������� �� ���� ��� �� ������ ���� '���� �� ������ ���������
�� ��  �!"�#(% ���� ���  ��!"�)*% � !"�#+% �� �������

 ������� ��� �
������ �����
����� �� �������� ���� �� ����� �� ����
��� ��� ���
������

d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt
=

Th
mT

sin θ cosφ , !"�,"%

d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt
= − Th

mT
sinφ− P ·A

mT
, !"�,-%

d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g =

Th
mT

cosφ cos θ . !"�,,%

.�� �
������ ���� ��� ���
��� �� ��������� ��
��� ���� ��

d2φ

dt2
=

LKm

Ixx
(u22 − u24) , !"�,/%

d2θ

dt2
=

LKm

Iyy
(u23 − u21) , !"�,*%

(Iyy − Ixx)
dφ

dt

dθ

dt
= kD(u

2
1 − u22 + u23 − u24) . !"�/(%

���� 	
� �� �����'��� ��  �!"�,-% �� ��� '���� 	
� �� ���� ������0�������
�� �� ��������� Y �� ��	
���� 	
�

d2y

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dy

dt
= 0 , !"�/+%

��� �� �����

sinφ = − P ·A
Th

, !"�/$%

�� ����� ���� ������������ �� ���
�� ��������� �� �� ��	
���� �� ������� 	
�
�� 
���������� �������0� �������� ���� ���
�� �� ������� φ �����������

",



��� �� ����	� 
� �������� P · A� ��� ���� ��
�� �� �������� ���� �� ������ θ �
������� 
� 
���
�� �� ��������� � ������� �������

tan θ =

d2x
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dx
dt

d2z
dt2 +

(
1
mT

dmT
dt + kroz

mT

)
dz
dt − g

, ������

 �� ������
� ��� �� ������!��� � 
����� �� ������
� ���� �� "���"����� ���#$
��
� �� �� ����� 
�
���
� �� �� ������ ��% ����� ���
� ����
� �&� ����
�
�� ���
��������� � 
��� �������� �� �� ������ 
� �������� φ ���� ��"����� ��
�"��'� �'����
� �� �� �� ����� 
� �� ������ �� �������

(� ��� "������ �� ������!��� ���!�� � ���!)� ������������ �� ������
�
�
�������� 
� �� "������ ���� �� ������!*� 
��� ��"���� ��� �� ������ 
�� ������

� �������� φ� �������� �"��
� �� ���
��
� 
� �� ��������� � ������ �
����� (

Th
mT

cosφ

)2

=

[
d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt

]2
+

[
d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g

]2
, ����+�

��������
� Th� ������!���  ��
�

u42

(
4km cosφ

mT

)2

=

[
d2x

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dx

dt

]2
+

[
d2z

dt2
+

(
1

mT

dmT

dt
+
kroz
mT

)
dz

dt
− g

]2
, ������


��
� �� 
���'�� u2 � ��� �� ������!,� � �������� �� ������
�
� 
�� motor2
� motor4�

�� ��� ���-���� � .�� ������
� �/������� ���� �������� �/��-����"����
�� ������
�
� �������� 
� ��
� ��� 
� �� "����� 
�� ���
��������� ����
 �� � ������ 
� "�� 
������ ����������� �������� ���� �����	�� ������
����-#��� 0� .�� ����
���
� �� ���������� ����������� ����� ��������� ��

����� 
� 1��� ������ ��� ��������  �� ���"���� ������ � ���� �� ����� 
�
�����
�� 0� ����
��� �
�"� �� ��� 
� ����������� �������� �� ����� � �
"���� #���"����  �� �� �� ��� ������� ��� 
� �� �������� �������� ���
�
���"������ ���������� � ��� � ������
� ��������� �� ������� 
�� ������ 
�
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�

�� �������	 �� 
�������� ����������� �� �� �������� �������� ���� ���������
����������� ��� ���� ����� �� �������������� �� ������	� � ���� ����������
�������� �� �� ����������� �� �� �������� ���������� ������ ������� ���� ��
���	����� ��� ������ �� ��� � ����� �� �� ���������

�� �� ����� ��� ����������� ���� �
������ ������ ����� ���� �� ������ ��
������� �� �� ����� XZ ��� ����� �� ����������� �� ��� ������ �� ����!
����� ����������� ��� �������� ��� �� �� ���������� X � Z �� ��
������� ����� � �������� �� ������� � ������ �������� �� �� ������ ��
��� ���������� ���� ��������� �� �� ��������� ��� ������ �� ���
��� ������������� "��#$��% � #$�&%�

'� (��� �� ����������� �������� � ��������� � �� ������� �������� ���!
������ � �������� �������������� �� ���������� �������� �� �� ������
������ ���� 
������ ��� ������ ���������� �� "��#$��)% � #$��*%�

&� (��+� �,������� ���� �� ���������� u1 u2 u3 � u4 ���� 
������ ���
������ � ������� �� �� ��������� ��
��������� ��������� "��#$��% �
#$�-% �� ��� 
���� ��� ���� �� ��������� ���� ���� ��������

.� �� ������� ������������� ��� ����� �� ��������� ��
��������� ������!
��� "��#$��% � #$�-% �/���� ���������� �������� ����� ���� �� 	�����
�� ����������� ��� ������������� φ(0) θ(0) ψ(0) ���� ���� �� ��������
��� ������ �� ��� ��� ������������� x (0) y(0) z(0)� �� �������� ��� ��!
����� ������������� �� �����/���� �� "��#$�.% � #$�-% ��� ����������
� �� ���	���� ���������� ��� ������������� �� ����� � �������� φ(t) θ(t) 
ψ(t) ���������� �� ������� ��� ������� ��� ������ ����� �� 0����!1����
���� ������� ��������� ��
��������� ��������� 2�-3� �� ������� �������!
����� ���� �� 
������� φ(t) θ(t) ψ(t) �� �� ��������� �� ������ �� �����
�� �� "��#$��% � #$�-% /���� ��� �� ������ �� ���������� u1 u2 u3 �
u4� (� ��� ������ � ������� �� ����� �� ��������� ���� x (t) y(t) 
z(t) �� ����� � �������� �� ����������� ������ ��� �� ������ �� ��� ���
������������� � ������ �� �� ���������� �������� �� � �������

$*
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�� φ(t)�
θ(t)� ψ(t) ��� 	����
 �� ��� ��� 	����
 � ��� �� �����	�� �� 	��� �
�
�
�� 	����
 �� ��� � L = 0.3m� �� ��� � �� �
������ �� 	��� ����
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��� 	
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�� 	����
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 ��� �������� ���������
�� ������ ��� ��!"	� �
 �������
 
������
�

���� �����	
��� 	� ���
	��

#�������
 �� ��� �� #�
$� � 
������! �� ���
� �� 	
�"	����� �� �
�������

kroz ��� � ����� 
��� �� 	�����	�����
 �� �� ��� 	

������� ���	���� ����%
�
 �� �
	� 	
� �� ����� &��� �� 	
������ ��
��� ��� �
�
� km� �� 	
�"	����� ��
������� kD �� 	��� '(��	�� �
 ���
�� �� ���� �
����
 �� ����	�� � �����%
�
�� ��� 	�����	�����
 � �
���!� �
 ���
 ��������
 �� �� ��� �� �����)�
�� �

*� ��� �
��� ��� 	�����	�����
 �� 	����� �� ���
�� 	
� ������� �

mq = 1.247 kg , +���,

�� �� 	��� �� ��� �� 	��� �
�
� 	
� � '(��	� �

mmotor = 0.067 kg . +��-,

.
��������
 �� ���
� �� �� ��������� �	�+-��,� �� �������� ��� ��
 ���
	�����	�����
 �� ������ �� ���
�� �

Wq = 12.233N . +��/,

0� ������ ����������� ���� �����"	�� �� �����
��
 �� �
 	!�	��
 � �� 
�%
���	��� �� �
 ���
 � 	
�������! ��� �� ��� �� �� ���
�� �! �� 	���� ��
������� �� �� 1 kg

mp(t = 0) = 1 kg . +��1,

2���������� �� ��� ���	��� ��� ����� 	�����	�����
%������� ��!

mT (t = 0) = [mq +mp(t = 0)] = 2.247 kg , +���,

�
� �
 ��� �� ��
 ���	��� ��� ����� �� 	
������ �� ����
� �	�+-�-,� �

Wsistema(t = 0) = 22.043N . +���,

&��� ������ �� 	
������ ��
��� km �� 	��� �
�
�� �� �� ��� �� �����)�
�� ����	�� ��� �� ���	���	�� �� �����3
 ω0 �)���� �� �
��	��� �� �
 �
�
��
���� ������� 
������� �� ��� ��� 	�����	�����
 mq �

ω0 = 555.018 rad/s , +��4,

�5



���������	 ���� 
��	� �� �� �������� � ��������	 	� �� �������

km
(
u21 + u22 + u23 + u24

)
= 12.233N ,

�� ����� ��� �� 	������� ��� �	�	� ��

km = 9.928× 10−6 N

(rad/s)
2 . �����

���� 
��	� �� �� �	����� ���� �	� ����	 �	�	��� �� ��� �� 	������� ���
�	� ������	�� �� ����� 
�� ��� ��� �������� �� ���� 	������� �	�

[km] = kg ·m. �����

�� ��� � � !�	�	 
������"�� ��
	���	��� �	� �����	 (rpm) ��� ��������
�	� ������	 (rad/s) , �� �	� ��������	� ��� �� ����� 
��	���� ������� �� �	�
�	�	��� �� �	����� �� ����
������ �� rpm ������	 ��	 �� �� ��������� �����!�

1 rad/s =
30

π
rpm = 9.549 rpm , ���#$�

�	� �	 ��� 	�
�������	 � rpm, �� %������� �� ���&�'	 ��� ��&� ����� ���
�	�	� ���� ��������� �	������� �� �����!����	 ��

ω0 = 5300.03 rpm . ���##�

������ �����	
�
 ��	�� 
� ���������	�� u0

(	� �	� ���	� ������	��� �� �	��&�� 	&����� �� %������� �� ���&�'	 u0 ����
��������� �� ������� �����!����	)�������� *� 
��	���� ������� �+���� ���
��&�� ����� ��� �	�	� �� 	&����� ��������	 ��� ��������� � ����� 	� �	 ���
�������

u0 = 745.032 rad/s , ���#��

� �����	 �� ����
������ �� �� �����#$� �� �����

u0 = 7114.540 rpm . ���#��

(	� ���� 
��	���� �� �	���!� �� �	� �	�	���, �� ����� ��������� �� �������
����������	�	 -'	 �� ���.� ����	 ��� �����	 ����������	����

������ �����	���� 
� �����	���� kroz � 
� �������� kD

�� �� ���!� ���, ��������	 �� ��� �� ��	/�� �� ��'	 ��� �� 	�-����� ��
�	"������	 ��� �0���������� �� �����!����	 �� �� 
���	 ��� ���	 �	� ��
�����#$�

kroz = 6πηRsph , ���#1�

�#
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η = 1.8× 10−5 kg

m · s , �����

�� �
��
 ��
 �����	���
 
� �����	� ��� ��
 ��	����
 �� kroz 
��

[kroz] =
kg

s
. ����

���� ��	�	��� �� ��� �� �����
 � �������� ��
 �������
 �� 	����	� ��� �����	�
�������� �
�� 
� ���
	����� ���� �� �!"��� �
#��	�� $�%� ���� ���� 
� 
����� ���
���� 
� ��
�� 
	� ���
	����� �� ��
� �� ��
 ������
� 
� ��������� �� ��� �
#���
�� �� ��� ���� ������	��� 
� ���	� 
� ����� �� ������ �� ����&� �� �� !����	��
�� �'�
	
 � �� ��������	��� ���� �� �� �� 
�
 !����
 �	 �� ����&� �� �� �	
����� (�

������
 
� ����� ���� ��
�
 ��������
 � ��� �	
����	� L = 0.3m ��� ������
�� ��
�� )�"� �
��
 ���
	�����	���
� �� ���	� �� �� �
#��� �


Rsph = 0.085m, ���*�

���� �
�� ����+	���	��� 
� �	��� ��� �� ���,�	���� �� �����	����� -���.��/��
�	��� �� �����

kroz = 2.88× 10−5 kg

s
. ���0�

1��� 
� ���
	���� ��� ���� �� ��
� 
� ��������� �� �� �
#��� �� ���	� Rsph�
�� ��
� �� �� �
#��� �������� ��� �	���� msph (t) ���
 �� �	����� �� �	
�	�
�������� ��� �� ��� ��
 �������
 �� 	����	� ���!	�� ���	�� � ��� �� �	�����
��������

Ixx (t) = Iyy (t) = 2mrL
2 +

2

5
msph (t)R

2
sph ,

Izz (t) = 4mrL
2 +

2

5
msph (t)R

2
sph , ���2�

��� �"������ �� 	�	�	� ��� ����� (t = 0 s) 
� �	���� ��
 
	3�	����
 ������


Ixx (0 s) = Iyy (0 ) = 0.01777 kg ·m2 ,

Izz (0 s) = 0.02983 kg ·m2 , ��./�

� � �� �	���� ��!	����	� t = 96π s = 301.593 s ��
 ������
 
��

Ixx (96π s) = Iyy (96π s) = 0.014889 kg ·m2 ,

Izz (96π s) = 0.026949 kg ·m2 . ��.��

���� �� ��
� ��� ���,�	���� �� ����
��� kD� 
� ���
	���� �� ����� ��

kD = 0.0005 . ��..�

�� ��� ��� �� ����� �� �� kroz 
� ��������� ��"�
 ��� ����
��	� ���� ��� ��

���������	�
 �!���	��
 �� ��
 
	�����	���
 � �����
 �� ��
 
����	���
 �����	��

��	��	��� ��� ��
 ���������	�
 ����4�	��
�

.
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���
������� �������� �� �� 
��� XZ ��� ������� �� ��������� �� ����������
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� �� ���� ��� ��������� �� �������	
��� �� ��
�������� �� �� �����	� �� �

! ���������	� �� �������� ��� ��������� ��� ������ �� ������������ �� ��

�������� ��� �������	
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��� ��� �������� ����� ��
� �� �����

������ ����	�
��� �
����� ���
��
��
 ��
��
��
�

"��� ��� �� �������	
��� �������� �������������� �� �������� ������� �� ��
����� ����� ���� ��� �� ����� 
��� ���� �� � ��
���� � �� ��������� 
���
��������� ���
����� �� �� 
��� �#� �� ������	� ��� �������� �� ��������
�� �� ����� �� �� ������ ��� �������	
��� �� �� ���$��  %� ���� ����������
�� ����� �� �������� �������� v0z � �� ��� �� �������	
��� �� �� ��������

�� �� ��������	� �� ����� ��� �� �������	
��� ���
���� ��� ����� �������
(x, y, z) = (0, 0, 0)m �� ��� �������� �� ������ �� 20 cm ���� �������
v0z = 0.2m/s� &���$'�(%� )� 
� �#��
� �� ����� ��� �� ����
 �� ���� ��������
��� �� 19.75 s� �� ��������� ��� ������ �� 3.95m �� � ��� �� ������� ��
����
� 
����� �� 
���� ����� �� 
���� ��
���� 
��� ������� ����������� �� 
�������
*� ������� �� ���
���� � �� ��� �
������ 
������� �� ���� ����
 �� ����
��� ������� 
�������� ��������� ���$'��%� +���������� �� 
�������� �� ��
���$��  %� �� �������� ������� u �� ���� ��� 
��� ���� ��
 �� ���� ��������
��� �������	
��� � �� �������� �������� ��������� ������� ���

uvertical = 887.417 rad/s , $'� ,%

 
� �� ������������ �� �� ���$'�(-% �� �����

uvertical = 8474.210 rpm . $'� .%

*�
���� �� �� ���������� �� �����#� ���$'�/%� �� ������ 142.384 rad/s
��� �� �� �������� �� ��� �� ���� ����  ���������������� 1359.670 rpm
�0���� &���������� �� ���� �������� ������� uvertical �� ������ �� ��
�#�
����� ���$ �  %� ������� 
� �� ����� ����� ��

Thvertical = 31.273N , $'� �%

���� ��
���� �� �� ���$'�'%� �� 9.230N ���� ��� �� ��
�#� �������� 
���
��������� �� 
�� ��� �������� � ��� �����
����1� � ��� ���� �� 0.940 kg�
*� ���� ���������� 
������ �� ������� �� ���
���� � �������� �������� �
���� �������� ��� 
��� ������ ������������� � ���� ����� ���������	� ��
������� �� ������ (φ = θ = 0)�

',
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������ ��	
 ���� �� �������� ��� ������� �� �������� � ������������� ��������

��� �������� ��������� v0z = 0.2m/s ������� �� ������ �� 19.75 s ��� � ���

������ ��� ����� �� 3.95m� �� ����� ������� � � �������� �� � ������� 11
�� ����� � ������� ������ ����� � ���� �� � ������ ��� ����� �� ������� ��

������ ���� ��� � ��� �� ���� ���� �� �������� ��� �� ��� ������� �� �������

� ������� ����������� � 1 kg �������� ���  ���� ��������� ����������� ��

���� ���� ������ � ���� � �� ��������� ������ � ����� ��� �� ���������

� 1m �� ��������� �� ��� ��������� �� �������������� ��  ���� ���������

��!�� ��� ��"������ ���� ��������� � �#������� �� �������������� �� ��$��� ��

�#����� � ������ �� � ������� ���%���� �� ���#����

�&



������ �����	
�
� �	 �	 ��	� ���

���� ��� ��	 
����� �����	 	� ��� 
��	������� ������
�	� ���� ��� �� 
���
���
������ 	� ������� ������� ��� �� �� ����� ��� �	��
��� ���������� 
��� ���
�� ��	 �����	 �� �! �� 	�	������ �� 
����� ����� ��� ��	� ��� 	�	���� �������
����	 
�� �� ����
���� ������� ��	
���� �� �� "
��#��$�� %� ����
���� �������
���� ���� 	�	������ �� ��	� ��� 	�	���� "
������� 	� � ���� �� �� "
����&�� '
�� � 	�� ���� 
��� ����

u0 = 745.032 rad/s ,

� ��� �� ���������
�� �� �� "
����&(� 	� �����

u0 = 7114.540 rpm . ������

)� ��� 	� � ���� ��� 
�� �	�� ����
���� ������� 	� 
��	���� �� �����
������ "
������� ��� ��	 
����� �����	

Th0
= 22.043N . ����*�

+�� �� �� 
�	� ��� �	
��	� �����
��� �� �	�� ���� �� ����� �� ��	���'� ��
������� ' �� ����� ��� �� 
�����
������ 	� ������� �	�� �� ' ��� �� �� �����
����
� �� � �� �� ��
����
��� ��  ����
�� �� 
� �
�� (φ = θ = 0)�

������ �������	� ������	��

,��� ����	� �� ����

��� �������� �� ��� X ��� 	�	��� �� �� �������� 	�
�����-� �� "
��#��.�� �� ����� 	� ����
�� ��� �� 
�����
������ 	� ��	���-��! ��
��
�������� � ��
�� ���!	 	��/� �� 	���� ��� ������ �� ����
���� 
��	����� v0x
������� � ��� ������ ��� z0� �� �� "
��#��#� 	� ���� 
�� ��	������ ��� �� !�����
θ ������
� 
��	����� �� �� ����� 	� �� 	� �� ��������� �	� ����������

0� 	� ���	���� ��� �� �������� 	� ��	���-��� ��
�� ��������� �� ��
����
���
��� !����� θ 	� �����! ��� ��
�� �� 	������ �������  ������ �� 1������ �	�� 	�

��	���� ��������� �� 
������� �� �� ����
���� ��� motor3 ' ��	���'����
�� �	� 
������� ��� 
������� �� �� ����
���� ��� motor1� 2�� ��- ��� ��

�����
������ '� �	�! ��
������� ���� ������� ��� �	� ��
����
��� ��� !�����
θ ��	 
����� �����	 �� ��!� ����� 
�� �� �	� ����
���� ������� ����� ����	
��	
���� �� �� "
��#��3��

0� 	� ���	���� ��� �� 
�����
������ 	� ��	���-��� ��
�� ���!	� �� ��
����
���
��� !����� θ 	� �����! ��� ��
�� �� 	������ ����������� 	� ����� �� 1������ �	��
	� 
��	���� ��������� �� 
������� �� �� ����
���� ��� motor1 ' ��	���'����
�� �	� 
������� ��� 
������� �� �� ����
���� ��� motor3� 2�� ��- ��� ��
�������� '� �	�! ��
������� ���� ������� ��� �	� ��
����
��� ��� !����� θ ��	

����� �����	 �� �� ����� 
�� �� �	� ����
���� ������� ����� ����	� "
��#��3��

%� �������$� ��	��� �� ����� ��� 
�����
������ ��
�� �������� �� �� ����

���
��	����� X � �� ����
���� 
��	����� v0x = 0.2m/s � ��� ������ ��� �� 3.95m� 0�
����
�� �� ��
����
��� θ = 22.721�� "
��#��#�� ��
�� �� 1����� ��� 
�����
������ ���
	� �������� ���� 
��	����� �� �������� ����-����� � �� ����
���� ��
�������

�#
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������ ��	
 ���� ���������� ��� ������� �� �������� �� ����� ������� �

������������� �� ���� ������ ���������� � ��� ����� �� 3.95m� ��� ���� ����
�� ���� �� �������� ������ � �������� �� �� ����� ��� �� � ����� ��� �� �

����� ���� ������� � �������� � ����������� ��� ����� � ��������� ��� �� �����

������ ������� �� � ���� ������� XZ�   ������� ������ ����� � ������ ���
����� �� ������� �� ������ ���! ���� �� ���� ���� �� ������ ���������� �� "��

������� �� ������� � ������� ����������� � 1 kg �������� ��� #���� ���������
"���������� �� ���� ���� ������ � ���� � �� ��������� ������ � ����� ���

�� ��������� � 1m �� ��������� �� ��� ��������� �� �������������! �� #����

��������� ����� ��� ��$������ ���� ��������� � ��������� �� �������������� ��

��%��� �� ������� � ������ �� � ������� ���&���� �� ��������

��
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������ ��	
 ���� ��������� ��� ������� �� �������� �� ����� ������� � ����

���������� �� � ������� ����� �� �������� � ���� ��������� ����� � ������� ��

���� XZ� ��������� �������� X �� � ������ ��������� �� ����� (0, 0, 3.95)m �

��� �������� �� 0.2m/s ��� �� ����� �� ���������� ��������� �� ����� �� ������

�� �������� �� θ = 22.721�� ��� ���� ���� �� ���� �� �������� � ������������� �

����� ���������� ���� �� �� ������ ���������� �� ��  �� �� �� �� ��������� �

������� ������ ����� � ���� �� � ������ ��� � ����� �� ������� �� ������

���  �� ����������� � 1 kg �������� ��� !���� ��������� ����������� �� ����

���� ������ � ����� �� ��������� ������ � �����  �� �� ��������� � 1m ��

��������� �� ��� �� ������ �� ������������� " �� !���� ��������� ��#�� ���

��$������ ���� ��������� � �%������� �� � ��������� �� ������ �� �%����� �

������ �� � ������� ���&���� �� ���%����

�'



���� ���� ���	 
� ���	 �	 �� �������� ��� � ���
��������	 ������
� ���	 ���
�� �������� � � ����� ���� ��� ��� ��� � ���
��������	 �� ���� ������
	 ��
����	 θ = 22.721� � ���	�
��
	 ��� � ��	��
�
 ������ ���� � ����� �� 	�
�����	 �	�	���

u1 = u2 = u3 = u4 = uhorizontal , ������

� ��	��
�
 
� ��
� ��	 ���� ���� ���	 
� ���	  	���	��� ��

uhorizontal = 775.741 rad/s , ����!�

	 �	� � ����������� 
� � "�����#$� �� �����

uhorizontal = 7407.790 rpm . ���%$�

&	�����
	 �	� � '��������� 
� ���(��	) "�����*�) �� ������ 30.708 rad/s ���
�� � ��	��
�
 
� ���	 
� ��
� �	�	�) 	 ��������������� 293.248 rpm �+����
,��������) �	� ���� ��	��
�
 ������ uhorizontal �� 	(����� �� ������ �	��)
"��������) ������
	 �	� 	� �����	 �	�	���

Thhorizontal = 23.897N , ���%#�

��� �	�����
	 �	� � ���	 ������) "�������) �� 1.854N ���	� ��� � ������ �-.
���	 �������
	 ���� ��������� � �������) 	 ��� �	�����	�
��-� � ��� ���� 
�
0.189 kg. "��� 
�'������� �� 
�(� � ��� � �����	 ���� �	��
	 ������
	) ���	�.
��� � 
�������� 
� ������ 
� ��
� �	�	� �� �	 �� ������� �������	 � �������
SI ) ���� � ���	 ��� '	���� 	� �����	 �	�	��� �� � ������� 
� ���
��������	
SB ������ ������
	 � ����	 θ �������	 � ��� Z 
� ������� 
� �(	���	��	)
,������/�� �	� 	 ����	) � ������ Thhorizontal �� ���� 
���
�
	 �� 
	� �	��	���.
���) ���  	���	��� Thx ��� �� ������� 
� 
������� � ���
��������	  ���� �

���� � � 	��� ������� Thz ��� �� ������� 
� ���������	 � � ����� ��� z0�

���� �	�	��� � ��	� 
� ������ ������� Thz ��  ��� ��	 
� � ,������/� �

� � �������

cos θ =
Thz

Thhorizontal
, ���%��

���	����
Thz = 22.043N , ���%%�

��� �	����
� �	� � ������ Th0
) "������*�) 
� ���	 
� ���	 ������
�
	�

����
	 � ����� �����) ���� �	�	��� � ��	� 
� ������  	���	��� Thx ��
������ � �������

sin θ =
Thx

Thhorizontal
, ���%/�

���	����
Thx = 9.230N , ���%0�

��� �	�����	�
��-� � ��� ���� 
� 0.940 kg� "��� ��	� �	����
� �	� � ������
������� �+��� 	(����
	 �� � ���	 
� �	�������	 ������� �
��������) ���� ��
��(	� �� ����� 
� ������ ��(������� ��� ��	��
�
 �	������� v0 = 0.2m/s�

��



z0 Thhorizontal = 23.897N
θ = 22.721

XY
Thx = 9.230N Thz = 22.043N



������ ����	�
��� ������

�� �� �����	� 
���� �� ��� ��� ���� ��������� ��� ����������� �������� ���
���������� ������������ � �������� ����� ����� ��� �� ����
��� � �������� �� ����
�� �������	����� ������ �� ����� � ��� ������ z0 = 3.5m � �������� �� �!�����
�� �� ������ t = 2π s� "�� �����#�� ���� ����$������ ��� �� ����� ����� �� ��
��������� �� ���������� kroz �������� ����� ��� �� ������ ��� �!������� ����
���� ������� ���������� �� �� #��%�� ���������� ��� ������������ �� ���� �!�����
������� �������� ��� �������� � �������� �� ����� �� �����#����� �� ��������� kroz
&���� ����$������ � �� ����� ������ '��� �������� ��(�� ����� ��� )�#���*�
 � �*�* 
� �*�+ �������� �� ����������� ��������� ������ ���� ������� �� kroz ��#��������
���������� ,�� ���� ������������ �� �������� ��� �� ������ �� ����� t = 96π s ���
�������� � 5.026minutos � 301.593 s� �� �� ���� �� ������ - �!������ ����������
.��� �� ���#�	 ��� �� ������� ��� �������� �� �� ��������� �� ���� �� ��� 96π s�
�� ���� �� ������� ���������� ���� ���� ���� �� ����� ��

dmT (t)

dt
=

−1

96π
kg/s = − 0.00331 kg/s , �*��* 

����� mT (t) = mq +mp(t), �� �� ���� ����� ��� ������� �������	�����/��������
�� �� )�#��*�
 � �� �!����� �� ����� ��(� ���������� �� ����������� ����� �������

��� �� ����
��� � ��� �!������ �� ����� �������� ����������� �� ����� �������� ���
�� �������	����� ��������� ��� ��� ���������� ���������� �� ����� �� �� ���������
�� ���������� ��������� �� �� ��������	� �� kroz = 5.24885 kg/s� "� ������� ��� ��
������ �� ���� �� �� �������� �� �� ��������� �� �� ����������� ����� ��#��������
&���� �� �����&�� ���� �� ���� � ��� �� kroz �� ����� ��� �� ����� ����� � ��������
����� ��� �!������ ��� 0��������1�

�� �� )�#��*�* � �� ������� ��� ��� �!������ �� ����� �������� �������� � ������
�� ��� ���������� ��������� ��������� ��� �� �!����� �� ����� ��(� ���������������
� �� ������	� ����!����� �� ������ �� ������ �� ���� ��� �������	����� �� ��������
������ �� �� ����������� ������ �� ����� �� �� ��������� �� ���������� ���������
�� �� ��������	� �� kroz = 5.28295 kg/s�

)���������� �� �� )�#��*�+ �� �!����� �� ����� ��(� ���������� �� �����������
����� ������� ��� �� ����
��� � ��� �!������ �� ����� �������� ����������� �� �����
�������� ��� �� �������	����� ��������� ��� ��� ���������� ���������� �� ����� ��
�� ��������� �� ���������� ��������� �� �� ��������	� �� kroz = 5.31229 kg/s� "�
������� ��� �� ������ �� ���� ��� �������	����� �� �� ��������� �� �� �����������
����� ��#�������� &���� �� ���������� ���� �� ���� � ��� �� kroz �� ����� ��� ��
����� ����� � �������� ����� ��� �!������ ��� 0��������1�

�� �� )�#��*�- � �� ������� �� �������������� ��� ��#��� �� ������� θ ��/
����� ��� ����� ������� ��� �� ������ ��� �!������� �� �������	����� ������ �� �����
��������� &���� �������� ��� �� ��� �� ����� ������� �� ��������

θ (t = 0 s) = + 22.982� ,

� ���� ��� ���� ��������� �!������ �� �������� �� ���� �������� &���� �������� �
&���� ������ �� ��#��� θ ������ ����� ������� ��������� � ��#������� ���� �	���� ���
���2���� �� ���� �� ������� ��������� �� ��#��� θ �� ����������� )�#��*�- �
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����	��� � �� ������� �� ���� ������ �� �!������ � ����"� �� � �����#�
���"����$ �� �!����� ��� "���� �� ��� ���������� ���������� � � �����%�
��!��� � ��� � kroz = 5.24885 kg/s �� ����� ��� � ���� �����
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������ ��	
 ���� ������� ��� ��� ��������� �� ���������� ����� ��� � ����
����� � ������ �� ���� ���� ���������� � ����������� ���� ������� ��� �
������� ! � �� ������� �� ���� ������ �� �"������ � ����#� �� � �����$�
���#����% �� �"����� ��� #���� �� ��� ���������� ���������� � � ���������
��"��� � ��� � kroz = 5.31229 kg/s �� ����� ��� � ���� �����
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�� ��������	
 �� ��	� ����
 �� ���� � ��� �
�����
��� ��� �� �� ��������
� �
�� 	�����	
���� ���� �� ���� ��� �������� �� ������
� �
����	
� �� �� 	����

t = 96π s� �
� �
 ��� �� ���
����� ���� ��� ��������� � ���� �������� �
� ����
�
���
��� ��	���
� �� ���� ������
� ��� ������
� �� �� ��������
 ���� �
� �
	
���
����� ��������� �� ���������� �� �
	����� ���� ���	�� ��� �� ���
���� �� �����
� ��� ����� ���������� ���	�
 �� �� 	�����	
���� ��	
���� ���� ���������� ����
��� �� ���� �
������� �� ����������� �� �� ���� � � 	����� �
� ������
� � ��
	����
 �
��	��	�� �� ��� !����"#�$% � "#�&'% �� ����	�� ��� ��� ���
������� ��
��� �������
��� X � Z 
������ �� �
��� ��������� ���������
 ������� �
� ����
�
���
��� ��	���
�� �
� �
 ��� �� 	����
 �� ����
 �� ���� ������
 �� ���	����
�
��	��	��

( �
�	�������� �� ����	�� �� ���
� �� �� ����������� θ ��� 	���� �� ������)
���	��
 �� ���	�
 ���	
� ���	��	
� �� �� ������� 	�����	
��� ��������

θ
(
t =

π

2
s
)

= − 13.439� ,

θ (t = π s) = − 17.384� ,

θ

(
t =

3

2
π s

)
= + 6.406� ,

θ (t = 2π s) = + 23.175� .

*��� ���������� �� 
� ��� �������
��� ��� ����
 θ� �� �� !���"#�&&% �� ����)
	�� �� �
��
�	�����	
 �����	� �� ������ ������
 �� ����
� �� �
� �+ ������
�
���	��	�� �� �
����	� �� ���
�� ���
 �
� �� �����	����	��� �� ��� �� ����
 ��
�����	���
 �
�
 � �
�
 ,��	� 	������� �� �� ���
� -���

θ (t = 301.593 s) = + 37.394� .

.� !���"#�&/% ����	�� �� �
��
�	�����	
 ��� motor2 �����	� �
� ����
 ��)
��	
� �� ����
� .� ���
����� ������� �� u2ini = 714.662 rad/s � �� �� ��� �� ��)
������ ���� �����
 �� ���������	��
 �0� ����� 	
�� �� ���	���� �� ���������	�
�� u2ini = 6824.520 rpm� .� ���
����� -��� �� u2fin = 573.080 rad/s � �� ��
��� �� ������	� ���� ���	��	�� �
�
 �� ���
 ��� ���������	��
� �� ���������	� ��
u2fin = 5472.520 rpm� �� ���
�	��	� ���
���� ��� �� 	����� �
� ����
� ���
)
��� ���� �� motor4� ���"1�&'%� *��� ���������� �� 
� �� �
��
�	�����	
 ��� u2�
�� �� !���"#�&2% �� ����	�� ���
 �� �
��
�	� �� ���
���� �� ������ ������
 ��
����
�

3�� ��� �
�
����� ��� ���
������� u2 � u4� �� ��� ����"1�&�% � "1�&$% ��
�������� ��� ���
������� u1 � u3� .� !���"#�&�% ����	�� ��	�� ���
������� �
����)
�
�����	�� �� motor1 � motor3� ������	������	�� �����	� �
� ����
 ����	
� ���
���� �� ����
�

.� ���
����� ������� ��� motor1 �� u1ini = 715.546 rad/s � �� �� ��� �� ��)
������ ���� �����
 �� ���������	��
 �0� ����� 	
�� �� ���	���� �� ���������	�
�� u1ini = 6832.970 rpm� .� ���
����� -��� �� u1fin = 573.683 rad/s � �� ��

+�



Ángulo de cabeceo en trayectoria circular
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������ ��	
 ����� �� ������� θ� �� ������� � �������������� �� ����� θ
������� �� �	 ������� ��� ����� � �������������� �� ������� ��� � ����� ���
����� ��� ���� !� �������"���� � �������� �� ������� " ��� ������ �����
����� !����� ������!�� " ������!�� ������ � ��� ���� ������ �� ������� � ���
����!� ���� ���� ��������� #���� �  ����� " #���� ������ $ ����� ������ ��
θini = 22.982� �������� ��� � ����� %�� �� θfin = 37.394��

Vx durante un minuto del vuelo circular
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������ ��&
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Vz durante un minuto del vuelo circular
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������ ��	
� �������� � �� �������� Z. � ������ �� � ������������ �
�� �������� Z ������ � ����� �������� ���������� ����� ��� ������ ������
������� ��� �� �� � ����� � ���� � ���� ������� � ������ ���������

Ángulo de cabeceo en el primer círculo
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������ ��		�  ����� � ��!�� θ ������ � ����� ������� � ����� "� ������#
������ ����� � �������� ��� �� $����� � ����������� θ(t = 0 s) = 22.982�
% ����� � ����� ������� ��� �� $����� θ (t = 2π s) = 23.175�.
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Velocidad motor 2
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Velocidad motores 1 y 3
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������ ��	
� ��������� u1 � u3� � ������� ��� ��������� �� motor1 �
motor3 ������ ��� ����� ������� �� ���� � ����� �� ���� �������� � �����
�������� ������� �� �������� u1 � �� ���� ������� � ����� ���� �� ��������
u3� ���� �� ��� ������ ��� ������� ��������

�� � ������ ���� �������� ���� � ��� �� ������������� �� �������� �
u1fin = 5478.270 rpm�

 � �������� ������� �� motor3 � u3ini = 713.776 rad/s � � �� �� � �!
���� ���� ������ � ������������ �"� ����� ���� �� �������� �� ��������
� u3ini = 6816.060 rpm�  � �������� #��� � u3fin = 572.477 rad/s � � ��
�� � ������ ���� �������� ���� � ��� �� ������������� �� �������� �
u3fin = 5466.760 rpm�

$��� �������%�� ���� ���� ���������� �� ����&��	'( ������ �� ��������!
����� ������ � ����� ������� � ��������� � ������ �� ��� ������ ���
������� �������� ��� ������� �� � ���� �� ������������ � ��� ��!
��)� ������� � �����)������ ���*�� ��� �� �� )���� ��� ������ ��������
�� �������� � ��� ������ ���� �)��� ��� �����%������� ���������

+� ���� Th �� � �)��� ��� ��� ��������� ���������� ������ ���
����� ������� � ���� � ������ � �� ����&��	�(� � ������ �� � ���� ��
����������� �)��� � �� ��� ������ ����� �� �������� ����� � ������
�� ������� ���� � � ��� ����� ���� ������ �� ������������ ����� �
�� ���������� �������� ��������� ,�� ��� ��������� �������� �� � ���������
� ��� �� ���� ������� Thini = 20.282N � ������� �� � ��� ������� ��
������ �Wsistema = 22.043N � - ��� ��������� #���� � ��� �� � ����
#��� � Thfin = 13.042N � � ����� �� � ��� �� ������������ ��� ������� �
Wq = 12.233N � +� �� ����&��	.( � ������ � ������������� �� ���� Th
� � ����� ������� � ���������

./



Velocidad motores 1 y 3 primer círculo
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Empuje Th durante el primer círculo
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� ����� Th �� �� ����� ������� �� ���������� �� ������ �� �����
�������� ��� ��� ������ ������ ������� �� ������������� ������� �� �����
�������� �� ����� �� ������ ��� �� ����� Thini = 20.282N �

���������� �� �� �������	� �� ������ �� !���� ������� ��� �� �������������
�� �� ����� XZ �����"� �� #�$�� ��������� �� ����� ������� �� ������

�� ��%����� ��� �������� �� ��� ������ #��������� �� ��������� ��%���� ��
������������ ���� ���� ���� �� �� ���&������� ���������

������ ����	�
��� 
� � �
�� �
������

'��� (�� �� ������������� ������� ���� �� ����� �� ������ ������ ��� ���&����)
��� �������� �������� ��&� ������� A ��� �� 2m ���� ��$��� �������� �� ���#�
�� ����� �� 4m� ��������� �� ����� �� �� ����� (x, y, z) = (0, 0, 3.95)m� �� ������
�� �� ������ & �� �� ����� ���� �� �� ������ �����*�* � +�� �� ���� �� �� ��������
��������� ���� �������� ���� ���&������� �� ����% �� ����*�,- ��� ��� ���%�����
k = π & ω = 1

6
1/s� �� ����� �� ����� ������� �� ����� t = 108π s� ����

�(������ � 5.654minutos � 339.292 s� ��� ���� ����� �� �������� �.������)
�� ����� ������ �� �� /������ ���� &� (�� ��� ��� ���������� ����"������ ����
12π s �� ����� �� ������

0� �� ���� ���������� ��� ���� ��������� ����*�,- � & ���� �� ���� ��� �����)
� �������������)�������� �� ����� (�� �� ��������� ������� �� ���� ����������
��

�1



�2

0

2

X �m�

�1

0

1Y �m�

0

1

2

3

4

Z �m�

������ ��	
� ������ �������� �� ������� �� ����� ������� �� ����� �������� �����

�� ����� ��� �� ������������� ������� �� ��������� �� ������ �� ������ ��� �����

��������� ���� ������� �� ����� ���� ������� �� ����� ! ��� ���������� ������� ��

����� "�� �� ��������� � 1m �� ��������� ��� ���� � "������ ��� �������������� ��

�������� �������� ������� �� �� ����� ������ �� ���� �� �� ������� �#� �� ����� ��

������� �� ������ ���� "�� ������������ ����������� � 1 kg, ��� ����� ���������
�� ����� ��$� ��� ��%������� ���� ������� �� ��$�� �� ��������� �� �� ���������

&� ��#��� �� ������� � ������ �� �� �������� �������� ��� ���������


	



·
x(0) = 1

3
m/s ,

·
y(0) = 0m/s ,
·
z(0) = −0.01m/s .
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Velocidad en la dirección X
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������ ��	
� �������� � �� �������� X. � ������ �� � ������������ �
�� �������� X ������ � ����� �������� ���������� ����� ��� ������ ������
������� ��� �� �� � ����� � ���� � ���� ����� �� ��� � ������
���������

� �� ������� ��� �� ���� � �������� ���!�"� ��� ������ �!�#� �����$
���� �� �������� � �������� ���� �!����� ��% �� � ������������ ��������
� �� ��� ������ ��������� � �� ��������� "�� � ����%� ��� �� �"����� � �
���� ������ ���� �������� �� �������� � �� �������� � ��� ������ �
������������ �! �� ������#���� ���� �� �#� ���� ������ �������� � ��$
���������� � �� �������� X. &��� ��������� ���!�"� � �!���� � � ��#�����
�� ���� '��������� ��� ���������� � �������� ������ ��	�(� � �� �� � ��)� ��
��� ����� ��������� � ���) ����� Th � ����� � ��� �������� � ���)
������� Thz  ���� � ���) '��������� Thx  �� ������� �� �� � � #�����
� ����������� θ, �� �� � �� *����� ���)� + ���% � ������  �� � #�����
� ��!�� θ ��# ��������� ���������� ��� � ������������ '��������� ��
������������� ��� �� �� � ���� �� �#� �#���� � ��������� '��������� ���
��� ������� �� �������� � ��� ������ �� ������ �! ��������� �#��

+���"� � ��!� ���� � �������� � #����� � ��!�� θ� � ��� &���,-�
./
 ,-�
�/ � �!���� ��� ��������� u2  u4 ������������� �� motor2  motor4�
������������ �� ������������� � ������ � �� ����,��		/� 0� ��������
������� � u2ini = 816.932 rad/s  � �� �� � ����� ���� ������ � ������$
������ �*� ����� ���� �� �������� �� �������� � u2ini = 7801.130 rpm� 0�
�������� 1��� � u2fin = 698.406 rad/s  � �� �� � ������ ���� ��������
���� � ��� �� ������������ �� �������� � u2fin = 6669.290 rpm�

2� �� ������� �� �� �������� u4 �� motor4 � �� ����� �� �� ��
motor2� &��,-�
./� 3��� ���������� �)�� �� �������������� � �� ����,��	(/ �
������ �� ��������� � u2 ������ � ����� ����� �� ����

45



Velocidad motor 2

0 50 100 150 200 250 300
t �s�

550

600

650

700

750

800

u2 �rad�s�

������ ��		
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�������� ���� ������ � ������������� ��� ����� ���� � �������� �� ����������

�� u2ini = 7801.130 rpm� � �������� ��� �� u2fin = 698.406 rad/s � �� �

��� �� �������� ���� ��������� ��� � ���� �� �������������� �� ���������� ��
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Velocidad motor 2 en el primer ciclo
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������ ��	
� �������� u2 ������ � ����� ����� �� ���� �������� � ������
�� �� ������������� � ������� ��� �� �� ����� �� ������������ �� ��������
������� � u2ini = 816.932 rad/s � �� �������� � u2ini = 7801.130 rpm� ��
������ � � ��� � ������ � �� ������!� ��������� �� ��� ����

"�� �# �������� �� �������� u2� � ��� $���%&�'() � %&�'*) � �������� ���
��������� u1 � u3 ������������� �� motor1 � motor3� ������������ $�
�� ����%��	+) � ������ �� ������������� ������ ���� � ��������� ���� �
� ���� �� ���� ��������� � ������ �� ��� ������ ��� ������� ��������

�� �������� ������� �� motor1 � u1ini = 816.956 rad/s � � �� �� � �,
���� ���� ������ � �������!���� �-� ����� ���� �� �������� �� ��������
� u1ini = 7801.360 rpm� �� �������� ���� � u1fin = 698.430 rad/s � � ��
�� � ������ ���� �������� ���� � ��� �� �������!����� �� �������� �
u1fin = 6669.520 rpm�

�� �������� ������� �� motor3 � u3ini = 816.908 rad/s � � �� �� � �,
���� ���� ������ � �������!���� �-� ����� ���� �� �������� �� ��������
� u3ini = 7800.900 rpm� �� �������� ���� � u3fin = 698.382 rad/s � � ��
�� � ������ ���� �������� ���� � ��� �� �������!����� �� �������� �
u3fin = 6669.060 rpm�

.�� ��� ��������� �������� �� � ��������� � ��� �� ���/ �������
Thini = 26.502N � ������� �� � ��� ������� �� ������ �Wsistema = 22.043N �
0 ��� ��������� ����� � ��� �� � ���/ ���� � Thfin = 19.370N � �
����� �� � ��� �� �������!���� ��� ������� � Wq = 12.233N �

$� ���/ Th �� � � ��� ��� ��� ��������� ���������� � ������ � ��
����%��	�)� � ������ �� �� ����������� � ��� � �� ��� ������ ����� ��
�������� ����� � ������ �� ������� ���� � � ��� ����� ���� ������
�� �������!���� ����� � �� ���������� ������� ��������
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Velocidad motores 1 y 3
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Velocidad motores 1 y 3 en el primer ciclo
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Empuje Th en vuelo senoidal
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 ����� Th �� ����� ��������� �� ����� �� ������� � ����� �� ���
����������� ������������ �� ������ ��� �� ������������ ������ � ��� ��� �����
��� ������� �� ��������� ����� �� ������� �� �������� ���� � �� ���� ������
���� �������� �� ������������ ������ �� �� ����������� �������� ����������

����������� �� �� �������	� �� ������� �� ���� XZ ������ �� �� �������
������ ����!� �� 305.363 s �� ������
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������� �"� �� ����� � ������� � ����� ���  � ���������� ����������� �

1 kg� ��� ����� �������� � ����� ��#� ��� ��$������ ���� ���������� �#�� ��

�!������� � �� ������� %� ��"&�� � �!��� � ������ � �� �������� ��������

�� ���!����

'(



����������	�

�� ��������� 	� 
�������� kroz ������
� ��
� ��
��
 ��� �� ���	
�����
�

	���
�� �� �
������
� �
���
�� ���� ��� �������
�� �� ���� �
	����

	� ������	� 	� 	��	� �� ���
� ��� �� ��
������� ����	� �� ��� 	�

������ �� ������ � �� ���
�� 	� �
���� ��� �� �
� �� 
������ 	�� ��	�

	����� �� ���������� �������
 ��� ��	��� 	�� ������ 	� �������� θ
	�� ���	
�����
� ��
� ��� �
������
� � �����	�	 ��������� �� � ��� 
����

!�
������ � 	� ���� ����
� 	���
���
 ����
����������� �� ����
 	� ��

��������� 	� 
�������� kroz�

"�� ����
� ����
������ 	� ������
 �� ����
 	� �� ��������� 	� 
������#

�� kroz ��
 � �
���
 �� ����� 	� �� ���	
�����
� 	��	� ��� ���� ����
���

��	��	� ��	
 �� ������ 	� �������� � �� �����	�	 ��� �� ��� �� 	��#

������ ����� 	�� ��
����
�� ��� ������
�� ��
� ��	�
 	����$�
 	� ���

��������� �� ��������� 	� 
�������� �� �� ����� 
����

%����	� �� ������ ��� ��� 
���

	�� ��� �
���	�� �� ����	� !�
�
�� �

�� ��������� 	� 
�������� kroz �� ����
 ��� �� ����
 	���� �� �
������
�

����
������ �� 	������ !��� �� 	�
��!� 	� �� �
������
� ���� ���& � ��

��������� 	� 
�������� kroz �� ����
 ��� �� ����
 	���� �� �
������
�

����
������ �� 	������ !��� �� ����
	� 	� �� �
������
� ���� ����

� �� ������ ��� ������ 	� ������ �� ���� 	� ������� � �� ���� 	�� ��#

���� ���	
�����
�#����
�� ����
� ��
� ������ 
�����
�
 �� �
������
�

�
���
�� ��	����	� �� ����
 	� �� ��������� 	� 
�������� kroz� ���� 
�#

�����	� ����
� �� �����	�	 	� ��� kroz 	����	���� 	�� ����� � ������

	����	���� 	� �� ���� 	�� �������

�� ���� �
��
�
������ ��� ���� 	� �
�����
���� �� �� ������� 	� ��#

��
� '��� � ���(� �� 	��
� �� �$� �� ����� 	� ����� � �� �	� ��� ��

�����	�	 	� ����
� 	��� �����
�� �� ��� ������ �� ���
��
 ��� ����

������ ��� ���� 	� ������� ������ �� 
���� 	� ��	�
 !���
 ���� �� 	���

� ��� �� �� ������
� ����
 ��� ���� 	� �
�����
���� ����� ��� 	� �����#

�� 	� ����
�� ���� �������
 �� ����� 	� ����� ������� � 	����
 ��

���� 	� ������� � 	����
 �� ����� 	� ����� ������� � �������
 ��

���� 	� ��������

)*



�� ����� �	 
�	�� ��� 	� ������ � 	� 	������� �	��� �� ����� ���	�� �	

����� 	� �	��� ���	���� 	� ��	��� �	 
�	��� �	����	 ���	�	� ��� ����

����	 �	 ������	��� kroz ��� ��	���� ��� 	�	����� �� 	� ��	��� �	�����

���	�����	 �� �	 ��� ���� 
�	��� 	� �� ����	����� ������ ����� �	 �����

���	 � �� ����	����� �������� �	�	��� �	�� �� �	��� ��	 	� ��������	��

�	���� ��� 
�	����� ��� �	��	 �� �	�!�����	���� �	��	�� �	 �� ����	���

��� ��	�� ��� ��� ���	����	�� ���� "�	 ��	 	� �#���� �	 �����������

�	 �� �������	 �	 ������	��� �	� ��� �	�����	� ���	 �	�� �	 �������

	� �� �	��� $�%�&

'��!���	 �� ���� �	 �� ������� ��	 ��(� 	� ��������	�� 
� ��������	��

��� 	� ��(��� �	 ��		� θ 
� ���	������� ���� �	 �	�	 � ��	 ��� �����	�

��������	� �� 
	������ �����	 	� ����	�� 
� �	���	��� ����� ��� �� ��	

	� ��������	�� �	�	 ��������	 ��� ���� ���	���� 	��� ���������

)	 �	��
���� ��� 	�����	� �	 ��
���	��� ��(����	� � �	� 	���� �	 ����

�	� ��������	�� � ������ �	 ��� !���������� �	 *	+��� � ���	�� �����

�	��� !�	���� 	��	���� ��� �� �	� ������	��� �� 	� ���	 � 	� 	����	 �	

�	���	�� ���(����� 	� �� �������� �	 �� �������� , ������ �	 ��"�� 	�����

�	� �	 ��
���	��� �	 "��	��� ��� ���������	� ��	����� ���� �	���
	�

	� �����	�� �	 ��	 	� ��������	�� �	 ��	
� 	� ��� ����	����� ���� ���

�� ������ ��� ���	� 
	������ )	 ��������� ��������� ����� �	 ��
���	���

�	� ��������	�� ������� �� ����� 
	����� XZ �� ����� �	 �� �	��

(���	 �	 ���(������� ��	 �	������ 
��������� 	� ���	�� �	 ������� �	�

��������	���

�� ��(��� �	 ��		� θ 	��� ���	���	��	 �	�������� �� 	� �	�������

��	��� "��������� �	� ��������	��� 	� �	��� � ����� ��������� �	 ��

�	����
	 �	 �	���� ����� 	����	 "��������� 	� 	�� ���	����

-	 ��� ��
���	���� 
	����� � "���������� �	 ���	�� ��	 �� ��������� ��

�������	 �	 ������	��� �����#� ��������	 	� ��(��� �	 ���������� ����

�����	 �� 
	������ ��(���� �	 ��� �����	� � ��� ����� ��������	 	� 	��

���	 �����. �"��� ��	�� �� ���	���� �� �������	 �	 ������	��� �����#�

���	��� 	� ��(��� �	 ���������� ���	��� �� 
	������ ��(���� �	 ���

�����	� � 	� 	����	 ������ , ����� !������ ����� ��(��� �	 ����������

�� ����� ��� ����� �	 
�	�� 	� ��� ��	 �	 �	���	�	 �� ��(��� �	 ���������

θ ��!	�	��	 �	 	�� �	 �����	 ��	 θ �� 	��� ������

)	 �	�� ��� ������� ����	���� 	� ��� 	� ��	 	� ��
	� �	 ������� �	 ����	��

(� �������	 �	����	������ �� ������� �	�����	 ��� ���(�	�� ��	���� �

��� ����	����� )�� ��� 	�	����� �� ����	���� 	���
�	�� � ��
	� �	� ��	���

�	 �	����� ��	 ����� 	� �	��� ��	 � ����� ������ �	� ��������	�� ��

��	���� � �� 	������ �	 �� ������� ��������	� ��	��� �	 ��	 �����#� "����

��	��� � �����	� �������� � ��"� ���(�	��� �	����	� ��	 �� �	 ��	�	�

�	���	��� ���� ��	 �	 ������ ��	 	� ����	�� 	� ��� �	�����	 ������ �

�	���������	� �	
	��

/0



�� ������� 	
� �� �
��� �� �
���������� ���
���� �
��� ������� 	
� ����

���������� �
� ��������� ������ ��� ���������� � ��������� ������� ���� ��

� ������ � �
���� � 	
� � ����� � ���� �� �
� �
������� ���� � �� �
��

���������� 	
� ���
��� �� �
��� � ����
��������� � ��	
���� ������� �� ���

���������� � ��� ���� � �������� !�� ���� �� ���
��� �� ��"���� ���

��� 	
� ��������� 	
� ���������� ���� ���� � ����� ��	
����� �#��#�����

����������� �
� ����"��� ���� #���������� �������������� $%� � �����

� ������� ���� �� %&' 	
� ��� �
� ���
��� �� (������� � ����������� 

�� ������ 	
� �� ���
���� �� �������� �������� �� ���� ����� �
� ���


����� ��������� � ������ �� ��������� � ��"������� ��� �� ���� kroz�
�� 	
� �������� ���� ���)����� �
����� ������� �������� ��� ���
����

��� ���������� ��� ��� ���
������ �
�*����� �� ������� �����*� 	
� ����

��������� ���
��� �
� ���+�� �� ����� 	
� �� ������� �� 
��� �� ������ �

���,��� � ����� � 	
� ��� ����� � �����
��� 	
� ��������� ���� ����� ����

�� ��������� � ���� ����� �����
��� ���� ������ 

-����"�� ������� ��� ����������� �)����� ���� �� �������� � ����"�����

��
���� � ��������� �)� �)�������� �� 	
� �
��� �� �
���� ������+��

���� �� �
���� �� ����
��� � �� ������� 

�� ��+����� � ���� ����� �� �
����� ������������������ .�� ���)������ 	
�

������� ����
���� ���� 	
� ��� ���
����� �� ���
������ ������������������

�� ���
������ ����� � 
�� ������ ����� � ������� � �����"��� ��� ��

	
� ������ � ���� �� ����� ����
���� �� ���� �����+� �� ������� �������

� �
��� �� �#��#
�� ����������� ������������ �
/������� ���� ��� ��

���������� 

01



���������	
�

��� �����	�
� 
���
� �� �� �����
��� � ���	��� ����� �� ������� ���������
������ � !�"�� #$$$�

�#� �%���� ��
&���
�� '� �� '"(�") ��� �� �� '*%!+*,-� ������� '���
!�.���� ���
�/�� #$$0�

�1� �2���
�� 	�
&���
�� +�3��� 4�������� "�����56���� 7�3��&��. 2�	5
����� *(2�� �8�� ���
�/�� ����� �9:9�

�0� �*������

�/� � �� ����
���� �� 	�
���
��� 6����� +����� )��/� ����5
.��;
� ��������� &�����5�	���
���� �9<9�

�:� =���>� � �	���	����
�/� �� �� 
���������� ���� �� �������
�/� �� ��
?��������=� ������ ������ !
&��	�@� %�
����� �� *�.�������� )���������
�� ����� "���� #$�#�

�<� A�������� � 
������ �� �� &���
/����� ?����������A� 4���&��	� B�����
��C�� )��������� �� !������ #$$D�

�D� �E���
����� ����	�
� !�	�������� ��� 2��������

�F� ������ � �� ������	�� ������ ���� ���	 G�� 	����� �������.�� %��5

&�� 4���� ��H ����@���� ��I�� ��"!)����(,� B���	�J ��9� 7�.�J
�0#5�::� "���� #$�F�

�9� ������ 
������ 
�����
���� .����� KKK�
���
�����
��
�	L
���
�LM�������

��$� �"� �������
���� �� 	�
&���
�� ������ N�������� ��3��� �� N����@�K� �

4��K +���� �9D1�

���� �'� ������ ����.��;
�� �� 
������� �����
�/��� 7���� !���� ���� ��5
���� 2����� -���.�I�� ������ � 
��
� ���	����� �� ������
�/� � ������
�/�
��� ����	/���� �O	��� 11� �����L!�����	3�� �� #$$D�

��#� �7����� ����.��;
�� 	����� �� ���� P�.�� 4��I���I5,�3�� !����� ��5
���� 2�!B*�"7� ������ � 
��
� ���	����� �� ������
�/� � ������
�/� ��
��>� �� 
����
���� � ������� �� ����	/����� �O	��� <#� ��
��	3�� ��
#$$D�

91



���� ����	
������ �
�	��� �� ������� �
	������ �� �� ������� ������
��
�
���� �
 !��" #
���� $
��
�%
���

��&� �'��(
����) *	)����� $+�	 ,� !�+��� -��
� �� .�

����� ��������/
��
)
*+%���	��� 0�����)� ��0� 1�	 2������� �113�

��4� �.5����� -�%
�� -
���"� ,�(�� $������)� 2�������� 0�����
����� �11��

��3� �/������ ���	
����� 1�6�

1&


	Portada 
	Resumen 
	Contenido 
	Introducción 
	Capítulo 1. Modelo Mecánico Analítico del Sistema
	Capítulo 2. Movimiento de Tralación 
	Capítulo 3. Movimientos de Rotación 
	Capítulo 4. Fromulación de Euler (Movimientos Angulares) 
	Capítulo 5. Problema Inverso 
	Capítulo 6. Simulaciones 
	Conclusiones 
	Bibliografía 

