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Modelo y simulacién de un cuadricoptero (en
cruz) con aplicaciones en la industria de las
pinturas.



Resumen

En este trabajo se desarrolla el modelo matemaético y la simulaciéon compu-
tacional del vuelo de un cuadricoptero en determinadas trayectorias llevando
sobre su centro de masa una pistola con pintura, siendo capaz de pintar una
pared en el plano X7 describiendo trayectorias planas verticales como los son
circulos, elipses y funciones armoénicas, entre otras.

Se tratd al cuadricdptero como un cuerpo rigido para modelar su orientacién
en el espacio a través de las ecuaciones de Euler y el movimiento de su centro de
masa con la mecanica de Newton. Se hara notar que se requieren parametros de
control diferentes para cada caso de vuelo, es decir, para diferentes trayectorias
y varios tiempos de recorrido, ya que este ultimo caso implica que las tasas de
aplicacion de pintura sean distintas.

Se verifica que el modelo mecanico y matematico realizado basado en las
formulaciones de la mecanica analitica de Newton y Euler resulta idoneo para
tratar el vuelo del cuadricoptero.
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Introduccion

Los vehiculos aéreos no tripulados UAV (Unmanned Aerial Vehicle), cono-
cidos comtnmente como drones (plural de dron de acuerdo al Diccionario de la
Real Academia de la Lengua Espaifiola), han ganado mucho interés en la actua-
lidad debido a la gran cantidad de tareas que se pueden desarrollar con ellos.
Inicialmente su uso era con fines militares y con aspecto de aviéon, pero se han
vuelto tan populares entre la sociedad civil, que se les han encontrado multi-
ples aplicaciones como pueden ser: vigilancia, combate de incendios, filmacion,
rescate, exploracion, construccion, recreaciéon, entre otros.

Existen diversos tipos y clasificaciones de estos drones: segin su uso, se
clasifican en militares y civiles; segiin sus alas, hay drones de ala fija y drones
multirotor; segin su control, los hay auténomos o controlados remotamente.
De entre los drones multirotor, los hay con cuatro motores (cuadricoptero) en
forma de cruz o en forma de equis, con 6 motores (hexacoptero) y 8 motores
(octacoptero).

Sobre este tema se han presentado diversos trabajos en el &mbito académico,
por ejemplo la tesis de maestria que Guilherme Vianna Raffo [6], en la que esta-
blece el modelo y control de seguimiento de trayectoria de un cuadricoptero; o
el articulo [7] en el que primero obtienen las ecuaciones completas que describen
la dindmica del cuadricéptero, tanto rotacional como traslacional, para después
crear un entorno de simulacién en el programa Matlab con el cual se prueban
y observan los resultados de varias entradas y controladores, para conseguirlo
resuelven las ecuaciones diferenciales utilizando el método de Euler y realizan
ajustes utilizando un algoritmo de control.

También, utilizando controladores PID se desarrollé6 un sistema capaz de
navegacion autonoma y deteccion via remota de incendios [8]. Se usan estos
controladores para lograr un vuelo estabilizado en las trayectorias de navegacion
y ayudar en la planificacion de las mismas, quedando el dron como un sistema
de sensor aéreo auténomo para la planificacion del movimiento.

En el sector de la construccién también estan incursionando los drones. Por
ejemplo, la compania japonesa Komatsu que fabrica principalmente maquinaria
para la industria de la construccion y la empresa californiana desarrolladora de
software para el analisis de datos Skycatch tienen un acuerdo de colaboracion,
con el que Komatsu comenzo6 a utilizar la tecnologia de Skycatch para hacer su
maquinaria mas eficaz [9]. Hasta antes, Komatsu utilizaba topografos humanos
para sus mapeos tardando varios dias en dicho proceso, pero con los drones de



Skycatch a su cargo le toma minutos escanear y crear mapas tridimensionales
precisos del terreno, mismos que se envian directamente a los vehiculos de la
construcciéon. Principalmente su plan es que los drones monitoreen el sitio de
construccién y a los vehiculos desde el aire y sobre la marcha ir actualizando los
planes segin sea necesario.

También la compania de tecnologia china DJI llegd a un acuerdo en el ano
2016 con Skycatch para lanzar una aplicacion de vuelo en el sistema iOS que
se podra integrar en los tltimos modelos de drones de DJI. Esta aplicacion
permite recopilar datos de forma auténoma y el usuario solo tiene que delimitar
el terreno a analizar, la aplicacién genera la ruta mas adecuada y el dron vuela
sin salirse de ese espacio. Finalmente se crean mapas 3D de alta resolucion a los
que se pueden acceder en la propia aplicacion.

Incluso empresas importantes en desarrollo de software y programacion esta-
blecen récords Guinness ademaés de crear espectaculos al volar el mayor niimero
de drones de forma simultanea. Inicialmente fue Intel quien lo hizo al volar 100
drones en noviembre de 2015. Mas tarde, la misma compania rompié su récord
al volar 500 drones en un festival de Alemania en octubre de 2016, dos anos
después volveria a romper su récord al volar mas de 1200 drones en conjunto
durante la ceremonia de apertura de los Juegos Olimpicos de Invierno de 2018
celebrados de Pieonchang, Corea del Sur. Meses después, la compania china Bei-
jing Yi-Hang Creation Science & Technology Co rompi6 el récord al volar 1374
drones modelo «Ehang» simultaneamente en la ciudad de Xi’an de ese mismo
pais.

Esta tltima empresa, dedicada a la creacion de los UAV, anuncié en el afio de
2016 nuevos drones con la capacidad de transportar pasajeros y en 2017 anuncié
planes para lanzar un servicio auténomo de taxi aéreo en Dubai. También ha
trabajado con un proyecto del Instituto de Sistemas Autonomos de Nevada para
un taxi teledirigido que transporta un solo pasajero hasta por 23 minutos con
el dron «Ehang 184», mismo que fue presentado en 2016 y es el primer avién no
tripulado de pasajeros en el mundo.

Cada vez mas companias, como Amazon, DHL, Google, 7-Eleven, Uber, Do-
mino’s, entre otras, tratan de aprovecharse de la facilidad que brindaria utilizar
drones para la entrega de productos y servicios. Hay una disputa por quién
realizé la primera entrega con drones en el mundo, pues en 2014 una pizzeria
logré la primera entrega a domicio en la ciudad de Bombay en la India.

Estos trabajos y hechos sirvieron como motivaciéon y apoyo para la realiza-
cion de la presente tesis en la cual se realiza el modelo y la simulaciéon de un
cuadricoptero en forma de cruz capaz de pintar superficies verticales, como una
pared en el plano XZ, de manera auténoma, para ello el cuadricoptero carga
en su centro de masa una pistola con pintura que podria decidirse vaya dismi-
nuyendo con el tiempo al ser aplicada en la pared o que se mantenga constante
mediante un sistema de realimentacion.

En los primeros capitulos se describe la Fisica involucrada en el vuelo del
cuadricoptero, se muestra que es conveniente tratarlo como «cuerpo rigido» por
lo que la formulacién matematica utilizada es la mecénica del cuerpo rigido de
Euler, ademas de la mecénica de Newton necesaria para describir el movimien-



to del centro de masa, es decir, Euler para describir las rotaciones y Newton
para describir las traslaciones. Entonces fue necesario definir dos sistemas coor-
denados tridimensionales, uno fijo en Tierra llamado sistema de laboratorio y
denotado como S y otro fijo al cuerpo con su origen en el centro de masa del
cuadricoptero y los ejes alineados con los brazos denotado como Sp, el eje X de
este sistema se alinea con la parte frontal y trasera del cuadricoptero mientras
que el brazo izquierdo y derecho se alinean con el eje Y. La formulacion de
la mecanica analitica de Euler y Newton ha sido aplicada en diversos trabajos
para describir tanto la dindmica del centro de masa como del sistema rigido en
términos de los «angulos de Eulery.

El cuadricoptero estara sometido a cuatro fuerzas, algunas inherentes al pro-
pio cuerpo y otras externas. Si se elige que la pintura que lleva el cuadricopte-
ro no sea recargable, el peso del sistema cuadricéptero-pintura disminuird con
el tiempo de manera lenta debido a la aplicacion de la pintura. La fuerza de
sustentacion y responsable de los movimientos del cuadricoptero en el espacio
tridimensional se debe principalmente al empuje generado por los cuatro moto-
res colocados cada uno en el extremo de sus brazos, variando estas fuerzas de
empuje se consiguen movimientos horizontales, verticales y rotatorios del cuer-
po pero es necesario introducir una matriz de rotaciones sucesivas para ir del
sistema fijo al cuerpo hacia el sistema de laboratorio. Al moverse en el aire, el
cuerpo presenta resistencia aerodinamica que, haciendo analogia con la friccion,
se dirige en sentido opuesto al movimiento por lo que el término llevara signo
negativo, esta fuerza se considera en las tres dimensiones x,y, z del sistema de
laboratorio y se tratard con la ley de Stokes, aunque se mostrara al final de la
tesis que el coeficiente necesario para que los resultados numéricos coincidan con
las soluciones analiticas debera ser enormemente mayor que el obtenido a través
de la ley de Stokes. Las tres fuerzas senaladas corresponden al vuelo simple del
cuadricoptero y para esta tesis se agrega una cuarta fuerza considerada de retro-
ceso ya que es originada en la boquilla de la pistola al aplicarse la pintura, dicho
empuje serd pequeno pero dado que el vuelo del cuadricoptero es susceptible a
pequenas perturbaciones seran consideradas sus repercusiones. Para facilitar el
problema del vuelo del cuadricoptero, la pistola que aplica la pintura se coloca
sobre el centro del mismo, es decir, sobre su centro de masa, de esta manera se
mantiene la simetria del cuerpo y las ecuaciones con su tensor de inercia son
mas simples.

En los capitulos posteriores se muestran algunas de las trayectorias que el
cuadricoptero puede realizar en el plano X Z, las ecuaciones de movimiento que
se obtienen para resolver dichas trayectorias y finalmente se muestran los resul-
tados obtenidos de las simulaciones haciendo la comparacion entre las soluciones
analiticas y las numéricas. Inicialmente se propone una trayectoria paramétrica
x(t), y(t), z(t) en el plano vertical XZ que el cuadricoptero recorra cubriendo
toda la pared. Dada la trayectoria se obtienen la primera y segunda derivada
temporal de las coordenadas paramétricas y se sustituyen en las ecuaciones di-
ferenciales obtenidas con las formulaciones de Newton y Euler, luego se obtiene
el angulo 6 que corresponde al dngulo principal de los calculos debido a que se
eligié que el vuelo sea en un plano vertical; una vez conocido el comportamiento



del angulo 0 se obtienen las velocidades que deben tener cada uno de los cuatro
motores en funcion del tiempo para que el cuadricéptero se mueva describiendo
la trayectoria previamente definida. Finalmente, las velocidades de los motores
se introducen en las ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan el vuelo
del cuadricoptero y se resuelven numéricamente con un paquete que incluye una
rutina simple de Runge-Kutta [16]. El control debe ser tal que balanceé el peso
del sistema que va cambiando con el tiempo de manera lenta, el empuje generado
por los cuatro motores, la friccion del cuerpo con el medio (aire) y el retroce-
so generado en la boquilla de la pistola al aplicar la pintura. Al resolver dicho
problema, se consigue que el cuadricoptero recupere la trayectoria antes dada,
es decir, realice los desplazamientos tridimensionales necesarios para «cubriry
la superficie que se desea pintar.

Como trabajo posterior, también se podria elegir que la pintura sea enviada
a la pistola a través de una manguera conectada a una compresora que puede
estar a nivel de piso o en el techo del lugar. En este modo de realimentacién
se elimina el problema de que la masa va disminuyendo, pues se mantendria
constante el nivel de pintura dentro de la pistola en todo momento, solo que este
caso el peso del sistema cambiaria debido a que la columna de pintura dentro
de la manguera variard con la altura del cuadricéptero, ademés de que dicha
manguera aplicaria una fuerza adicional cuando el cuadricéptero se desplace con
movimiento horizontales.

Esta tesis se plante6 con la finalidad de mostrar la aplicacion que se le
puede dar, dentro de la industria de las pinturas, a un objeto como lo es el
cuadricoptero y a la Fisica que lo envuelve, y es tan solo una de la gran variedad
de aplicaciones que se le pueden dar dentro de otras &reas, siendo estas las
razones por la que cada vez este tipo de drones va ganando mayor interés en la
sociedad. Esta vez se decidi6é pensar en un &rea como la industria de las pinturas
y de llevarse a cabo la construcciéon de un proyecto como el de esta tesis, podria
sustituirse el trabajo de varias personas por el de sélo un cuadricéptero, y si
acaso el de un operador, beneficidndose en casos como el de reducir gastos pero
sobre todo el de evitar accidentes al pintar superficies a gran altura, lo que
representa un alto riesgo para la integridad de la persona y mas gastos para la
industria en poélizas de seguro.

En conclusion, el objetivo de esta tesis es establecer el comportamiento de los
motores del cuadricéptero, es decir, las velocidades de cada uno de ellos como
funcion del tiempo y de la trayectoria paramétrica dada para que el centro
de masa del cuerpo describa trayectorias prescritas que permitan pintar una
superficie de forma automatizada.



Capitulo 1

Modelo mecanico analitico del
sistema

Para la obtencién del modelo matemaético se seguiran los lineamientos de las
tesis de maestria [5], [6] y el articulo [7].

1.1. Modelo

Para la descripcion del modelo se usaran dos sistemas coordenados tridimen-
sionales considerados sistemas derechos, es decir, si se hace el producto cruz de
los ejes X e Y se obtiene el eje Z, Fig.(1.1).

XxY=2. (1.1)

Se considera al cuadricoptero, cuya configuraciéon es en «cruzy, como un
cuerpo rigido en el espacio, situado en un sistema de coordenadas tridimensional
que serd llamado Sp y que esta fijo al él, cuyo origen del sistema esta en el
centro de masa y los ejes alineados con los brazos del cuerpo. Al alinear los
brazos del cuadricéptero con los ejes coordenados se elige de manera arbitraria
que la parte frontal corresponda al motor, apuntando en la direccion del eje X
positiva y la parte trasera corresponda al motors apuntando en la direccién X
negativa, mientras que el brazo izquierdo corresponda al motors apuntando en
la direccién Y positiva y el brazo derecho corresponda al motor, apuntando en
la direccion Y negativa, Fig.(1.2). Para contrarrestar los efectos giroscopicos que
los motores provocan en el vuelo del cuadricéptero, el motor; y motors giraran
en el sentido horario y sus velocidades de rotaciéon seran denotadas como uq y us
respectivamente, mientras que el motors y motor, giraran en sentido antihorario
y sus velocidades de rotaciéon serédn denotadas como us y uy respectivamente.

Ademés del sistema coordenado fijo al cuerpo Sg, ya que se tratara al cua-
dricoptero como cuerpo rigido, para localizarlo en el espacio también se definiré
un sistema inercial Sy fijo respecto a Tierra, que sera llamado sistema de labora-



Figura 1.1: Sistema derecho de coordenadas. Si se hace el producto cruz de los
ejes X e Y se obtiene el eje Z.
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Figura 1.2: Configuracion de un cuadricoptero del tipo «cruzy. Se muestra la
direccién de rotacion, representada por flechas, de cada uno de los motores,
representados por circulos, para compensar los efectos giroscopicos ocasionados
por ellos mismos. La parte frontal del cuadricoptero es el motor; representado
en circulo color verde y su velocidad de rotacién se denota como u; mientras que
la parte trasera del cuadricoptero es el motors representado en circulo color rojo
y su velocidad de rotacion se denota como ug, estando ambos motores alineados
sobre el eje X del sistema Sp fijo al cuerpo; el lado izquierdo del cuadricoptero
es el motors representado en circulo color rojo y su velocidad de rotacion se
denota como wus mientras que el lado derecho del cuadricoptero es el motory
representado en circulo color rojo y su velocidad de rotacién se denota como uy,
estando ambos motores alineados sobre el eje Y del sistema fijo al cuerpo.
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torio, entonces para ir del sistema fijo al cuerpo hacia el sistema de laboratorio
serd necesario introducir una matriz de rotaciones sucesivas que relacione los
dos sistemas. Ambos sistemas coordenados se muestran en la Fig.(1.3).

El cuerpo estaré sometido principalmente al empuje generado por las cuatro
fuerzas coplanares (en el plano XY del sistema Sp del cuerpo) que sus cuatro
motores provocan, Fig.(1.4), y a tres torcas que éstos motores generan. El cuerpo
es simétrico, por lo que dos fuerzas estaran alineadas con el eje X y dos fuerzas
con el ejeY. Por la manera arbitraria en que se eligié la disposicion de los
motores, las fuezas f1 y fs3 estan sobre el eje X, quedando f; en el extremo
positivo y f3 en el extremo negativo, mientras que las fuerzas fs y fi quedaron
en los extremos positivo y negativo del eje Y respectivamente. Con esta eleccion
se definié que el frente del cuerpo apunte en la direccion positiva del eje X del
sistema fijo al cuerpo y sera correspondiente a la fuerza fi, la parte trasera del
cuerpo apunta en la direccién negativa del eje X del sistema fijo al cuerpo y
serd correspondiente a la fuerza f3, el lado izquierdo del cuerpo apunta en la
direccién positiva del eje Y del sistema fijo al cuerpo y sera correspondiente a
la fuerza f5 y el lado derecho del cuerpo apunta en la direccion negativa del eje
Y del sistema fijo al cuerpo y serd correspondiente a la fuerza fy.

Debido a las tres torcas que generan las cuatro fuerzas de empuje de los
motores, el cuerpo describe tres movimientos giroscépicos denominados balanceo
(roll), cabeceo o inclinacién (pitch) y guifiada u orientacion (yaw), Fig.(1.5).
Estos movimientos se identifican mediante los angulos ¢, 6 y 1 respectivamente
y son conocidos como angulos de Tait-Bryan. Sobre dichos angulo se detallara
més en la siguiente seccion.

En la Fig.(1.5) se ilustra que el eje de balanceo ¢ corresponde al eje X del
sistema del cuerpo, el eje de cabeceo 6 corresponde al eje Y del sistema del
cuerpo y el eje de guinada v corresponde al eje Z del sistema del cuerpo.

Las dos fuerzas restantes que se habran de introducir en el modelo, son las
fuerzas de fricciéon con el aire y el empuje (retroceso) generado en la boquilla de
la pistola al aplicar la pintura. En términos generales, estas fuerzas contrarrestan
a las fuerzas anteriores.

1.2. Rotacién general del cuerpo

Para expresar las rotaciones y orientacién de un cuerpo rigido se requieren
nueve elementos, pero los dngulos de Euler representan una alternativa que solo
usa tres angulos. De ellos existen las convenciones ZXZ, ZY Z y XY Z; esta
dltima convencién es conocida en matematicas como angulos de Tait-Bryan
o Angulos de Cardano y son tres angulos usados para describir una rotacién
general en el espacio Euclideo tridimensional a través de tres rotaciones sucesivas
en torno de ejes del sistema movil en el cual estan definidos; primero se rota
en torno al eje X, después el sistema resultante se rota en torno al eje YV y
finalmente el nuevo sistema obtenido se rota en torno al eje Z.
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Z(m)

Figura 1.3: Sistemas coordenados. El sistema derecho de coordenadas S; lla-
mado sistema de laboratorio se representa en linea roja gruesa mientras que
el sistema derecho coordenado Sp se muestra en linea roja delgada y esta fi-
jo al cuadricéptero con origen en su centro de masa; se aprecia que los brazos
del cuadricoptero estan alineados con este tltimo sistema, siendo el frente del
cuadricoptero el motor representado en circulo color verde y apuntando en la
direccién positiva del eje X. El cuadro horizontal en lineas punteadas simula el
suelo, es decir, esta alineado con el plano XY del sistema de labotarorio y el
cuadro vertical en lineas punteadas representa la pared que habra de pintarse
y que se encuentra a 1m de distancia del lado izquierdo del cuadricoptero, esto
es, un plano paralelo al plano X Z en el sistema de labotarorio.
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Figura 1.4: Fuerzas coplanares en el plano XY del sistema Sg fijo al cuerpo.
Se muestra la direcciéon de rotacién representada por flechas, de cada uno de
los cuatro motores del cuadricéptero y la fuerza ascendente que cada uno de
ellos genera: la fuerza f; corresponde al motor; representado en circulo color
verde que apunta en la direccion positiva del eje X, la fuerza f> corresponde al
motors representado en circulo color rojo que apunta en la direccién positiva del
eje Y, la fuerza f3 corresponde al motors representado en circulo color rojo que
apunta en la direccién negativa del eje X y la fuerza f, corresponde al motor,
representado en circulo color rojo que apunta en la direccién negativa del eje Y.
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Figura 1.5: Rotaciéon general del cuadricoptero. En la figura se aprecia que el
eje de balanceo ¢, representado en linea verde, corresponde al eje X del sistema
del cuerpo, es decir, el cuadricoptero se balancea hacia la derecha o izquierda
alrededor del eje X y resulta positivo en sentido horario; el eje de cabeceo 0,
representado en linea azul, corresponde al eje Y del sistema del cuerpo, es decir,
el cuadricoptero se inclina hacia adelante o atras alrededor del eje Y y resulta
positivo en sentido horario; finalmente, el eje de guiniada v, representado en linea
roja, corresponde al eje Z del sistema del cuerpo, es decir, el cuadricoptero gira
sobre su eje vertical Z y resulta positivo en sentido antihorario.
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1.2.1. Angulos de Tait-Bryan

Es la convencion de los dngulos de Euler XY Z y es la utilizada en navegaciéon
por lo que se trata de tres d&ngulos ¢, 6 y ¥ que corresponden al balanceo, cabeceo
y guinada del cuerpo.

1.2.1.1. Balanceo

Es la rotaciéon de un dngulo ¢ o la inclinacién a la derecha e izquierda del
cuerpo tomando como eje de giro el eje X que es el eje de balanceo en el sistema
de cuerpo Sg, siendo el dngulo positivo en sentido horario, Fig.(1.7). Las res-
ponsables de este movimiento son las fuerzas fs y f4 correspondientes al motors
y motory, respectivamente. Debe existir un desequilibrio entre ellas para generar
una variacion en el angulo y éste resulta positivo cuando fo es mayor que fy.

1.2.1.2. Cabeceo

Es la rotacién de un angulo 6 o la inclinacién hacia adelante y atras del
cuerpo tomando como eje de giro el eje Y, que es el eje de cabeceo en el sistema
del cuerpo Spg, siendo el angulo positivo en sentido horario. Para generar este
movimiento debe haber un desequilibrio entre las fuerzas f; y f3 correspondien-
tes al motor; y motors, respectivamente. El dngulo resulta positivo cuando f3
es mayor que fi. En la Fig.(1.6) se muestra la inclinaciéon hacia el frente del
cuadricoptero tomada de una de las simulaciones justo antes de iniciar el vuelo.

1.2.1.3. Guinada

Es la rotacion de un angulo 3 respecto al eje vertical Z, perpendicular al
cuerpo, siendo positivo en sentido antihorario. También se conoce como movi-
miento de deriva y para generarlo debe existir un desequilibrio entre los pares
de fuerzas (f1, f3) y (f2, f4) y el angulo resulta positivo cuando el empuje de la
pareja de fuerzas (f1, f3) es mayor que el empuje de la pareja de fuerzas (fa, f1).

1.2.1.4. Matrices de rotaciéon

A continuacién se muestran las matrices de rotacion que representan la orien-
tacién de un cuerpo rigido rotando alrededor de cada eje.

La primera es la rotacion tipo X y corresponde al movimiento de balanceo,
es decir, rotacion de un angulo ¢ alrededor del eje X, dando origen a un sistema
coordenado X'Y'Z' y se obtiene a través de la siguiente matriz:

i 10 0
Ry(z,¢) = 0 cos(¢) —sin(¢) | . (1.2)
0 sin(¢) cos (o)

En la Fig.(1.7) se ilustra este tipo de rotacion.
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Figura 1.6: Angulo de cabeceo. Se muestra al cuadricoptero a una altura de
3.95m inclinado hacia el frente tomado de una de las simulaciones antes de ini-
ciar el vuelo. Las lineas punteadas en rojo son auxiliares para visualizar mejor la
ubicacion del cuadricoptero en el espacio, el cuadro horizontal en lineas puntea-
das grises simula el suelo y el cuadro vertical al fondo en lineas punteadas grises
simula la pared que habra de pintarse, finalmente el cilindro amarillo muestra
la cantidad de pintura en tiempo real que queda en la pistola.
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Figura 1.7: Rotacién del dngulo de balanceo ¢. Se rota un angulo ¢ alrededor
del eje X, por lo que este eje queda fijo, es decir, X = X', el eje Y se convierte
en el nuevo eje Y/ y el eje Z se convierte en el nuevo eje Z’, ambos rotados el
adngulo ¢. En la figura se muestra el cuadricoptero inclinado hacia su derecha
en una vista trasera alineada con el eje X que entra a la imagen, por lo que el
motory esta oculto por el motors representado en circulo color rojo.
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La segunda es la rotacion tipo Y y corresponde al movimiento de cabeceo,
. ., 4 . / .
es decir, rotaciéon de un angulo 6 alrededor del nuevo eje Y , dando origen al
. 1" " " . L . . .
sistema coordenado X Y Z vy se obtiene a través de la siguiente matriz:

B cos(f) 0 sin(0)
R,(y,0) = 0 1 0 . (1.3)
—sin(d) 0 cos(0)

En la Fig.(1.8) se ilustra este tipo de rotacion.
La dltima rotacion es la rotaciéon tipo Z y corresponde al movimiento de
guinada, es decir, rotacién de un angulo ¢ alrededor del nuevo eje Z ,quedando

"ot

el sistema coordenado XY Z y se obtiene a través de la siguiente matriz:

B cos(¢p) —sin(vp) 0
R.(z,¥)=| sin(¢) cos(v) 0O |. (1.4)
0 0 1

En la Fig.(1.9) se ilustra este tipo de rotacion.

1.3. Vector velocidad angular

Es posible relacionar las tres rotaciones sucesivas arriba mencionadas a través
de la siguiente matriz producto

EI :Ez(zaw)f{y(yae)éx(xacb) (15)

La matriz resultante describe la orientacion relativa del sistema Sp con el
sistema S y esta dada por

cosfcosty singsinfcosy —sinycosp sinfcos@cosy + sin ¢psin
Ry = sint®cosf singsinfsiny + cos¢pcosyy sinfsiny cos ¢ — sin ¢ cos P
—sinf sin ¢ cos 6 cos ¢ cos b
(1.6)
Esta matriz lleva del sistema de coordenas del cuerpo Sp al sistema fijo
inercial S7 mediante la relacion

S[:E['SB. (1.7)

Se puede asociar la derivada temporal de estos angulos de rotaciéon @ =

(qb,é‘,w) con las componentes del vector velocidad angular del cuerpo w =

(w1, ws,ws). Es importante hacer notar que © # @, es decir

w1 7£ Q.ba
ws # 8, (1.8)
ws £ .



Figura 1.8: Rotacion del angulo de cabeceo 6. La figura muestra al cuadricoptero
inclinado hacia adelante visto de perfil desde su lado derecho por lo que el motors
queda oculto por motor, representado en circulo color rojo. Después de haber
hecho la rotacién de balanceo anterior del cuadricoptero alrededor del eje X se
obtuvo un nuevo sistema original X'Y’Z’ fijo al cuerpo representado en color
gris, ahora se rota un angulo 6 alrededor del eje Y’ cuya direcciéon positiva entra
a la figura, con lo que este eje queda fijo, es decir, Y/ =Y, el eje X'’ se convierte
en el nuevo eje X" y el eje Z’ se convierte en el nuevo eje Z'', ambos rotados el
adngulo 6. El frente del cuadricoptero es el motor; representado en circulo color
verde, mientras que el motors es la parte trasera del cuadricoptero representado
en circulo color rojo, mientras que el motory y motor, estan alineados sobre el
ejeY'.
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Figura 1.9: Rotacion del angulo de guinada ). Después de haber hecho las dos
rotaciones anteriores de balanceo y cabeceo del cuerpo alrededor de los ejes X y
Y respectivamente, se obtuvo un nuevo sistema original X”Y"” Z" fijo al cuerpo
que en la figura se representa en color gris, ahora se rota un angulo v alrededor
del eje Z” cuya direccién positiva sale de la figura, por lo que este eje queda
fijo, es decir, Z" = Z", el eje X" se convierte en el nuevo eje X" y el eje Y
se convierte en el nuevo eje Y, ambos rotados el angulo . En la figura se
muestra el cuadricoptero desde una vista superior, el frente del cuadricoptero
es el motor; representado en circulo color verde, mientras que el motors es la
parte trasera del cuadricoptero representado en circulo color rojo, finalmente
el motors y motor, representados en circulos color rojo son el lado izquierdo y
derecho del cuadricoptero respectivamente.

21



El vector velocidad angular @ es un vector que apunta a lo largo del eje

de rotacién del cuerpo, mientras que © es la derivada temporal de los 4ngu-
los de balanceo, cabeceo y guinada. Es conveniente expresar las ecuaciones del
cuerpo rigido en el sistema de coordenadas del cuerpo Spg, por lo que se deben
expresar las componentes del vector velocidad angular @ en dicho sistema. Las
componentes de estas velocidades angulares a lo largo de los ejes del sistema
coordenado del cuerpo Sp son [1]

('bl = ¢7
(752 = 07 (19)
(éSS = 07
6, = 0,
92 = écos(qb), (1.10)
93 = —9sin(¢)7
¢1 = —¢sin(9),
¢2 = q.ﬁsin((é)cos(e), (1.11)

vy = dcos(¢)cos(h) .

Con estas componentes de @, se tiene

= |outbhri] = o= daine)
v = '¢2+92+¢;_'9cos(¢)+¢sin(¢)cos<a>], (1.12)
ws = |y 405+ ) :_—ésmw)wcosw)cos(e)].

Finalmente, esta relacién puede expresarse como

1 0 —sin (6) ¢
w= |0 cos(¢p) sin(¢)cos(0) o | - (1.13)
0 —sin(¢) cos(¢)cos(6) 1/)

La estimacion de la orientaciéon mediante el uso de los dngulos de Euler no
es aplicable bajo ciertas circunstancias, dado que la representacién posee una
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singularidad en el punto donde el dngulo de cabeceo 6 = 7/2, ya que esto no
permite distinguir entre el 4&ngulo de cabeceo 6 y el dngulo de guinada v, lo cual
tampoco permite el célculo de la orientacion (a este fenémeno se conoce como
gimbal lock). Cualquier representacion de los angulos de Euler utilizada tendra
dicho problema, sin importar el orden de las rotaciones.

Cuando se estudia el movimiento de un cuerpo rigido resulta conveniente
descomponerlo en un movimiento de traslacién y un movimiento de rotacion.
Para analizar el movimiento de traslacion se utiliza la formulacién de Newton y
para estudiar el movimiento de rotacion, se utiliza el formalismo de Euler [1, 3].
En el siguiente capitulo se estudiard la dindmica del cuadricéptero respecto al
centro de masa utilizando el formalismo de Newton.
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Capitulo 2

Movimiento de traslacion

En este capitulo se establecerdn las ecuaciones dinamicas que gobiernan el
centro de masa del cuadricéptero y que dan origen a su movimiento de traslacion.

Como primer punto se discutirén las fuerzas a las que el cuadricéptero esta
sometido, estas son: su propio peso mas el de la pistola con pintura, las fuerzas
aerodinamicas ejercidas por sus cuatro motores coplanares, denotadas en mag-
nitud como f1, fa, f3y f1, Fig.(1.4), las fuerzas de rozamiento con el aire y la
fuerza de retroceso ejercida por la boquilla de la pistola al aplicar la pintura.

2.1. Peso W

El peso (Weight) es la fuerza con la que la gravedad atrae al cuadricoptero
hacia la Tierra y, visto desde el sistema inercial Sy, solo tiene componente en la
coordenada Z. De acuerdo a los fines buscados en esta tesis, el peso sera variable
en el tiempo pues la masa de la pintura ird disminuyendo lentamente conforme
ésta se va aplicando a alguna superficie. Entonces, la masa total del sistema sera
conformada por un valor constante m, que es la masa del cuadricéptero y la
masa de la pintura m, (t) que es variable en el tiempo.

A diferencia del problema del «cohetes [1], que es también un sistema donde
la masa del cuerpo es variable, esta disminucién en la masa de la pintura no
proporciona empuje alguno en la direccion vertical del cuadricoptero, pero si un
empuje horizontal (retroceso) contrario a la direcciéon de salida de la pintura.

Se toma el valor de la gravedad como

g=-981 g (2.1)

entonces el peso se considera negativo apuntando hacia abajo en el sistema de
laboratorio y se expresa de la manera siguiente

0
W, = 0 , (2.2)



donde
my (t) = mg + my(t). (2.3)

El subindice T se refiere a la masa total del sistema, misma que ira disminu-
yendo conforme se pinta la superficie. A partir de este momento, para simplificar
la redaccion se tomaré la siguiente notaciéon

my =mr (t) . (2.4)

2.2. Fuerza de empuje generada por los motores

El empuje (Thrust), denotado en magnitud por la letra T, es la fuerza
hacia arriba que habra de sustentar al cuadricoptero y serd proporcionada por
las hélices de los cuatro motores, cuyas fuerzas en magnitud se denotan como
f1s fo, f3y f1, Fig.(1.4). Para su anélisis se supondra que los cuatro motores
son idénticos.

El torque de un motor es la torca que éste ejerce sobre el eje de transmision
de potencia, es decir, la tendencia de una fuerza para girar un objeto alrededor
de un eje o punto de apoyo

Tm =T x F. (2.5)

La potencia desarrollada por el torque del motor resulta proporcional a la
velocidad angular w, de su eje de transmision [7] y esta dada por

Pot,, = T, . (2.6)

Con esto se tiene que la magnitud de la fuerza de empuje T; que provee cada

motor [7] resulta proporcional al cuadrado de su velocidad angular wu,,, asi

E = kmu?nqy ’ (27)
donde k,, es una constante propia del motor con las dimensiones apropiadas.
Este modelo utilizado en las formulaciones de cuadricopteros corresponden a la
fuerza de arrastre en un fluido a velocidades altas con flujo laminar [2].

Al ser coplanares los cuatro motores, siempre estaran ubicados en el plano
XY del sistema del cuerpo S, por lo que el empuje ascendente total T’z sobre
el cuadricoptero también tiene solo componente en el eje vertical Z de su sistema
coordenado. Por lo tanto, sumando el empuje de los cuatro motores, el empuje
total en el sistema del cuerpo es

Tg = (2.8)

0

0

4
i=1

Los diferentes movimientos posibles del cuadricoptero (traslaciones y rotacio-
nes), dependen directamente de los valores de estas fuerzas de empuje generadas
por los motores.
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2.3. Fuerza de arrastre (rozamiento)

Al moverse en el aire los cuerpos presentan resistencia aerodindmica. Anéalo-
gamente a la friccién, tal resistencia se presenta en sentido opuesto al movi-
miento del cuerpo a través del aire, por lo que en el modelo del cuadricoptero se
considerara esta fuerza con signo negativo oponiéndose al movimiento a través
del aire. Dicha fuerza es referida en la ley de Stokes [2], con la que se estudia
la friccion de objetos esféricos y en general es valida cuando dichos objetos se
mueven a velocidades bajas. En magnitud, la fuerza de rozamiento se expresa
como sigue

sz = 67TT]RSphV, (2.9)

donde Ry, es el radio del objeto esférico, n serd la viscodidad del aire y V'
la velocidad del objeto. Renombrando el término constante como un factor de
arrastre

kroz = 6mnRspp (2.10)

la fuerza de arrastre desde el sistema inercial S; puede verse como

dx

_ jt

Frozp = —kroz | ¢ . (2.11)
4
dt

Por tanto, se observa que la resistencia esta dada por una fuerza proporcio-
nal a la velocidad lineal en cada direccién. Mas adelante se detallard bajo qué
correcciones resulta conveniente el uso de esta aproximacion.

Hay que mencionar el hecho de que dicha aproximacion se realiza cuando se
trata con velocidades relativamente bajas y objetos esféricos, pues cuando las
velocidades son grandes, la magnitud de la fuerza de rozamiento es proporcional
al cuadrado de la velocidad, esto es

Fro. = —kVZ. (2.12)

2.4. Retroceso generado en la salida de la boqui-
lla de la pistola

Al aplicar la pintura en cierta direccion, por conservacion del momento angu-
lar [1, 3] la presion de salida provoca una fuerza de retroceso en sentido contrario.
A pesar de que dicha fuerza serd muy pequefia, es necesario introducirla en el
modelo ya que el vuelo de un cuadricoptero es bastante susceptible a cualquier
perturbacion.

Se puede estimar la fuerza de retroceso [2, 3| con el apoyo de las siguientes
dos ecuaciones

F = P.A, (2.13)
1
P = §pv2, (2.14)
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donde P es la presion de trabajo de la pistola, A el area de la boquilla, p la
densidad de la pintura y v su velocidad de salida. La Ec.(2.14) es la denominada
presion dindmica.

Conociendo la presiéon a la que trabaja la pistola aerografica y el area de la
boquilla utilizada [11, 12], con la Ec.(2.13) se hace una estimacion rapida de la
presion de salida de la pintura. Una forma alternativa requiere que ademas de
saber el area de la boquilla se conozca la densidad de la pintura y midiendo con
un anemometro la velocidad de salida, también se puede estimar el valor de la
presion usando la Ec.(2.14).

Para el modelo planteado en esta tesis se elige de manera arbitraria que la
pintura sea aplicada en la direccién positiva del eje Y vista desde el sistema
inercial Sy, entonces la fuerza de retroceso se dara en la direccién opuesta —Y
quedando como

0
Fgr, = -P-A]. (2.15)
0
Como se verd en la siguiente seccién, estos calculos de la presién podrian
evitarse si en la pistola se tiene un barémetro digital. También se puede confiar
en las especificaciones del fabricante que indican que las pistolas HVLP trabajan
con 0.7 bares y las Hibridas con 1.5bares de presion en la boquilla [11, 12].
La equivalencia entre las unidades de presion bar y Pascal es la siguiente

N
1bar = 100000 — . (2.16)
m

Si se elige una boquilla cuya abertura es de 0.017 pulgadas [11, 12], esto es
aproximadamente 0.43 mm, y si se considerara la abertura circular, el area es

A=7r?=145%x10""m. (2.17)
Ahora, si se utiliza una pistola HVLP, de la Ec.(2.16) se tiene que la presiéon
de salida en la boquilla es de

N
P =70000 . (2.18)

Finalmente, para las especificaciones de la boquilla y presién consideradas,
de la Ec.(2.13) resulta que la magnitud de la fuerza de retroceso originada en
la boquilla es

N
Fro: = 01016 — . (2.19)
2.4.1. Pistolas aerograficas

El objetivo de esta seccién es dar una visién general para tener conocimiento
de esta herramienta.
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2.4.1.1. Funcionamiento

La pistola aerografica [11, 12] es la herramienta mediante la cual se reali-
za la aplicacion de las pinturas por pulverizado convirtiendo la pintura liquida
en finisimas particulas que se depositan en la superficie a pintar formando una
pelicula lisa y uniforme. La tasa de transferencia y la ergonomia son las ca-
racteristicas que mejor la definen. Son usadas comunmente en la aplicacién de
pintura en automoviles y los objetivos principales son que la pintura llegue a la
superficie a pintar denominada soporte, se asiente en este mismo y que el rebote
sea el menor posible. Las pistolas funcionan con el aporte de aire comprimido
que gracias a su diseno interno, arrastra la pintura que se encuentra en el dep6-
sito de carga. Este depdsito puede encontrarse en la parte superior y entonces
se le denomina «pistola de gravedady, o en la parte inferior, lo que se conoce
como «pistola de succiény. Otro tipo de pistola aerografica es la «pistola de
presiény, en la que la pintura llega al cuerpo de la pistola por una conduccién
desde un depoésito alejado, por la impulsién de la pintura con una sobrepresion
en el citado deposito.

Son tres los tipos de pistolas que més se utilizan: las pistolas HVPL, las
hibridas de gravedad y las pistolas convencionales.

2.4.1.2. Pistolas HVLP

Las pistolas aerograficas denominadas HVLP (High Volume Low Pressure)
se caracterizan por necesitar una presion de entrada en cacha de 2bares y por
pulverizar la pintura a tan solo 0.7bares de presion en la boquilla (1bar =
14.5038 psi), lo que demanda un mayor consumo de aire para producir una
buena atomizacién, por lo que el compresor debe tener suficiente potencia y las
instalaciones de aire han de estar acondicionadas. Con esta menor presion de
salida se tiene mas aprovechamiento de la pintura ya que al formar un abanico
de proyeccion con menos presion, se pulveriza menos pintura fuera de las piezas
a pintar, se disminuye el rebote de la pintura y se genera menos nube de pintura
en el aire. Sin embargo, la distancia de aplicacién es menor, casi la mitad que la
de las pistolas convencionales. La distancia a la superficie a pintar es entre 10 y
15 cm.

2.4.1.3. Pistolas hibridas

Son una combinacién de las pistolas HVLP y las pistolas convencionales, pe-
ro se estan posicionando por encima de ellas. Trabajan a una presién de aire a la
salida de la boquilla mayor que las HVLP con lo que los requerimientos al com-
presor son menores, demandando un consumo de aire similar al de las pistolas
convencionales. También en la aplicacion son semejantes a las convencionales, en
la distancia y velocidad de aplicacién, pero con una presiéon de trabajo menor,
siendo esta de 2 a 2.5 bares de presiéon contra los 3 a 4bares de presiéon de las
convencionales y, en la boquilla, de 1.5 bares. Una gran ventaja de este tipo de
pistola es que permiten el uso de diversos tipos de casquillos, pudiendo trabajar
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con productos de distintas viscosidades. Con este tipo de pistolas se pierde algo
en el aprovechamiento de la pintura pero se gana en una aplicacién mas facil.

2.4.1.4. Abanico de proyeccién

La presion de aplicacion debe ser ajustada a las caracteristicas de la pistola
que se utilice. Una novedad de algunas de las pistolas actuales es la posibilidad de
llevar incorporado un medidor digital de presiéon en la empunadura de la pistola.
De esta manera se obtiene un valor mas exacto de la presién. El didmetro de
boquilla debe ajustarse a la viscosidad de la pintura y al tipo de pistola, el que
ha de emplearse se indica en la ficha técnica de los productos.

La forma del chorro de pintura proyectado se llama «abanico» y se puede
regular la pistola para que sea mayor o menor, mas redondeado o alargado.
Para conseguir esto es importante el disenio del cabezal de la pistola aerogréfica.
El regulador de abanico permite el paso de aire por los cuernos del casquillo
y ayuda en la atomizacién del producto que sale por el pico. El regulador de
abanico permite variar la huella de aplicacién, o patron de pulverizacion. Si
se tiene el regulador de abanico abierto totalmente la huella alcanza su valor
méaximo (con forma ovalada o rectangular) y el resultado es un acabado de
maxima calidad. Pero si se cierra el abanico la huella seria més pequena (con
forma circular), la concentracion de producto mayor y el acabado més basto.
Esto permite ajustarse a las caracteristicas de la superficie a pintar. Referente a
la regulacion de la presion, conviene situar en la entrada de cacha un manémetro.

2.5. Ecuaciéon de movimiento del centro de masa

A excepcion de la fuerza de empuje, Ec.(2.8), notese que las otras tres fuerzas
analizadas arriba se toman desde el sistema inercial S;. Es conveniente descri-
bir la mecéanica del cuadricoptero (formulacion de Newton) desde este sistema
inercial, por lo que serd necesario expresar la fuerza de empuje en dicho sistema.
De la Ec.(1.7) se tiene que el empuje en el sistema inercial es

T, =R; (2.20)

0
0
4
km Z u?m,
i=1

- Sustituyendo en la Ec.(1.6) se desarrolla el producto, por lo que el empuje
T'; visto desde el sistema inercial queda como sigue

4
[sin 6 cos ¢ cos 1 + sin @ sin ] kp, . uZ,

i=1

_ 4
T;=| [sinfsintcos¢ —singcosy)] kp, > u2, | - (2.21)
i=1

4
[cos pcos O] kp, D u2,.
=1

K3
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La sumatoria es el empuje generado por los motores y se puede renombrar
como
Ty = km (ui +u3 +u3 +uj) . (2.22)
Recordando que la segunda ley de Newton dice que la derivada del momento
respecto al tiempo es igual a la suma de las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo

d dr(t) —

= | mt =SN'F, 2.23

AT (229
como ya se han obtenido las fuerzas que actuarin sobre el cuadricoptero, solo
falta el término de la izquierda en la ecuacién anterior.

Al agrupar las fuerzas involucradas se pueden ver las ecuaciones del movi-
miento de traslacion del centro de masa del cuadricoptero de la manera siguiente

d éit” 0 [sin 0 cos ¢ cos 1 + sin @ sin ] T},
o | j; = 0 + | [sinfsine cos ¢ — sin ¢ cos Y] Ty,
4 mrg [cos ¢ cos O] Ty,
dz
ar 0
—koe | E || P-A | (2.24)
d—i 0

Desarrollando el lado izquierdo

— dz % dz
d gt 5 me t
L dt a2 dt

Entonces la Ec.(2.24) queda como sigue

Lz d
d% me jt
d 1 _
K I IRl W A
<% a
0 [sin 0 cos ¢ cos 1 + sin @ sin ] Tj,
0 + | [sinfsin cos ¢ — sin ¢ cos ] Ty,
mryg [cos ¢ cos 0] Ty,
dr 0
— Ko —Z - P-A|. (2.26)
T 0

Agrupando el término para la velocidad queda

(flz% 0 [sin @ cos ¢ cos 1) + sin @ sin ] T},
mr % = 0 + | [sinfsine cos @ — sin ¢ cos ] T,
& mrg [cos ¢ cos O] Ty,
iz
@ 0
d t
- ( mr + k;roz) % - P : A . (227)
dt H 0
dt

30



Notese que el efecto de la rotacion del cuadricoptero es utilizar parte del
empuje T}, proporcionado por los motores a través de la rotacién como fuerzas
netas hacia adelante, hacia atras o hacia los costados, dando lugar a propulsiones
ademas de la sustentacion de la aeronave en el aire. De esta manera, en el
cuadricoptero se utiliza el movimiento de rotacion respecto al centro de masa
para controlar la direccion en que se desea impulsarlo.

En el vuelo simple del cuadricoptero, es decir, en su tipo de vuelo mas
estable, no hay fuerzas ajenas y resulta obvio que no aparece el término de la
fuerza de retroceso de la ecuacion de arriba. En los primeros analisis de esta
tesis se omitird dicha componente para mostrar las soluciones del vuelo simple
y después se considerara la fuerza de retroceso que se tiene al aplicar la pintura.

En el siguiente capitulo se estudiardn las torcas que origina cada empuje de
los motores.
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Capitulo 3

Movimientos de rotacion

Una vez detalladas las cuatro fuerzas principales que intervienen en la di-
namica del cuadricoptero, en este capitulo se hara el estudio de su movimiento
respecto al centro de masa, para ello se hard uso de tres variables angulares
que suelen utilizarse en la literatura y que son consistentes con los angulos de
Euler para la descripcion del cuerpo rigido, pero que son mas adecuadas para
la descripcién del cuadricoptero.

3.1. Torca de guinada

La rotacion del cuadricéptero sobre su propio eje es el movimiento de guinada
y es el giro de los motores quien lo origina por conservacién del momento angular
1, 3].

3.1.1. Torca de arrastre del aire

El torque de los motores se necesita para hacer girar las hélices y ejercer la
fuerza ascendente que al superar las fuerzas de arrastre sustente al cuerpo.

Se tomara como modelo la resistencia aerodinamica total creada por un avion
en vuelo

1
FD = ngDAV./%\vion ; (31)

donde p es la densidad del fluido, Cp el coeficiente aerodinamico de resistencia
que es funcién del numero de Reynolds, A es la superficie alar y Vayion €s la
rapidez del objeto relativa al fluido (en el caso del cuadricoptero se trata de
la velocidad de giro de la hélice). Notese que aparece el término de la presion
dingmica 1pV? de la Ec.(2.14).

Como las hélices son las que habran de sustentar al cuadricoptero, entonces
la torca de arrastre de una de ellas se obtiene por

TD = Tprop X FD R (32)
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donde Tpyop es €l radio de la hélice (propeller) y Fp la resistencia creada a través
de ella. En la ecuacién anterior se ha considerado que toda la fuerza se ejerce en
la punta de la hélice, es decir, se considera el radio completo de la hélice para
calcular el brazo de palanca.
La ecuacién que relaciona las velocidades lineal V y angular 7 de la hélice
[1, 3] esta dada por
V =T XTprop, (3.3)

tomando en cuenta esta ecuaciéon y combinando con la Ec.(3.1), la torca del
arrastre a través de la hélice esta dada por

1
™D = (2r3pCDA> u?, (3.4)
renombrando como kp el término constante
L
kD - 57“ pCDA 5 (35)

se encuentra que la torca de arrastre en la hélice resulta ser proporcional al
cuadrado de su velocidad angular
TD; = k‘Duf . (36)

Cada motor contribuird con una parte de torca alrededor del eje Z del sistema
del cuerpo.

3.1.2. Conservacién de momento angular

Por definicién, el momento angular L de una particula [1, 3] respecto de un
punto desde el cual se mide 7 es

L

FXP, (3.7)
donde P es el momento, definido como el producto de la masa por la velocidad
D=mu. (3.8)
La torca T respecto del mismo punto es, también por definicion
T=7FxF, (3.9)
donde F es la segunda ley de Newton que se expresa como
dp d

F=— = (mv). (3.10)

Combinando las Ecs.(3.9) y (3.10) se tiene

T =TXmb=Txp. (3.11)
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Entonces

= d s e
L—ﬁ(rxp)—c“xp)—i—(rxp), (3.12)
pero como
?xp:fxmz‘):m(?xf)zm (3.13)
resulta .
L= (fxﬁ) =7. (3.14)

Esta expresion define el concepto de torca 7, que es una medida de la tenden-
cia de una fuerza a producir o modificar el momento angular de un cuerpo. Sus
unidades en el Sistema Internacional son metro- Newton, es decir, las mismas
que las de trabajo, aunque se trata de conceptos distintos. Los pares de fuerzas
accién-reacciéon son iguales pero de signo contrario por los que los momentos
internos se anulan mutuamente, quedando tinicamente los momentos externos.

De la ecuacién anterior se observa que en ausencia de torcas externas la
derivada temporal del momento angular es cero, es decir, se conserva. Se dijo
que cada hélice contribuye con una parte de la torca total alrededor de eje Z del
sistema del cuerpo, es decir, la rotacién de cada hélice origina un movimiento de
rotacion al cuadricoptero. Esta es la razén por la que dos hélices deberan girar
en el sentido de las manecillas del reloj y las otras dos en sentido antihorario,
para que las unas compensen el movimiento giroscopico de las otras. Dicho lo
anterior, conviene escribir la Ec.(3.6) como sigue

7. = ()" kpu . (3.15)

Ahora ya se puede calcular la torca de guinada. Se dijo que el movimiento
de guinada es la rotacién de un angulo v respecto al eje vertical Z en el sistema
del cuerpo, Fig.(1.9), y esta dada por la suma del torque de las cuatro hélices
que superan las fuerzas de arrastre, Ec.(3.15), entonces

Ty =kp (ui —uj +uj —uj) , (3.16)

donde los términos positivos corresponden a las hélices del motor; y motors
que giran en sentido horario y los términos negativos a las hélices del motors y
motory que giran en sentido antihorario.

3.2. Torca de balanceo

Se dijo que el movimiento de balanceo (descrito por el dngulo ¢), Fig.(1.7),
lo origina el desequilibrio entre las fuerzas de empuje T y T4 generadas por el
motory y el motory respectivamente, Ec.(2.7). Si se denota como L a la distancia
del centro del cuadricoptero a cualquier hélice, entonces la torca de estos motores
es L

Téme = Lo x Ty,

1
Thms = Ly xTy. (3 7)
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También de la Ec.(2.7) se deriva que

— 2
Toma = Lkmu2’

T¢7n4 = Lkmui . (318)

Recuérdese que los brazos de balanceo del cuadricoptero estan alineados con
el eje Y del sistema del cuerpo y que el &ngulo ¢ es positivo en sentido horario.
Por lo tanto, que este angulo resulte positivo ocurre cuando el cuadricoptero
se inclina hacia la derecha, por lo que para obtener la torca correspondiente de
balanceo se resta a la torca del motory la torca del motory, es decir

T = Lk, (u3 — uj) . (3.19)

Es evidente que si estas torcas son iguales, no hay balanceo.

3.3. Torca de cabeceo

De manera andloga a la torca anterior, el movimiento de cabeceo (dngulo
), Fig.(1.8), lo origina el desbalance entre las fuerzas T y T3 generadas por el
motory y el motors respectivamente

Ty — fl X Tl R
- = 2
?Qm?’ = L3 X T3 . (3 0)
Entonces )
T, = Lknuy,
7o, = Lknu3. (3.21)

Los brazos de cabeceo del cuadricoptero estéan alineados con el eje X del
sistema del cuerpo, y el angulo 6 es positivo en sentido horario. Por lo tanto,
este angulo es positivo cuando el cuadricoptero se inclina hacia adelante, por
lo que la torca correspondiente al cabeceo se obtiene restando a la torca del
motors la torca del motory, esto es

To = Lkm (u§ — i) . (3.22)

Con esto, se obtuvieron las torcas en el sistema Sp

Ty = Lk,, (u% — ui) ,
Ty = Lky, (u3 —ui) , (3.23)
Ty = kp (u%—ug—i—u%—ui) .

Estas son las ecuaciones dindmicas que gobiernan el movimiento del cua-
dricoptero respecto a su centro de masa y permiten describir la orientacion
instantanea del mismo respecto a un sistema de referencia fijo en el cuerpo.

En el proximo capitulo se revisara la manera de trasladar la descripcion de
un sistema de coordenadas fijo en el cuerpo a un sistema de coordenadas situado
en Tierra.
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Capitulo 4

Formulacion de Euler
(movimientos angulares)

Ahora, se estudiara la dinamica del cuadricoptero respecto al centro de masa
utilizando el formalismo de Euler.

4.1. Ecuaciones de Euler para un cuerpo rigido

Para obtener las ecuaciones de movimiento de rotacién en un campo de
fuerzas hay que partir de la ecuacion fundamental Ec.(3.14) para la dinamica

rotacional [1] -
L
(&) s, "
L fijo

donde el subindice «fijo» se refiere a que esta relacion fue deducida a partir de
la féormula de Newton y sélo serd valida en un sistema de referencia inercial que
se halla en el suelo también conocido como sistema de laboratorio.

Para un vector @) arbitrario [1] se tiene que

i), (i), v ena
— = +(wxQ), (4.2)
< dt fijo dt rot
entoces, combinando con la Ec.(4.1)
dL dL _
() = <) +(wx L), (4.3)
dt fijo dt Body
0 sea
Lpody + (@ x L) =7, (4.4)

que son las ecuaciones de movimiento de Euler de un cuerpo rigido en un campo
de fuerzas.
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Ahora, el momento angular se relaciona con la velocidad angular (en notaciéon
tensorial) de la siguiente manera

L=1Iw, (4.5)

donde I es el tensor de inercia del cuerpo que permanece constante en el tiempo
si el cuerpo es rigido; se aprecia de esta ecuaciéon una propiedad de los tensores:
que el producto de un tensor por un vector da otro vector. Ademaés

L=1&. (4.6)
Finalmente, de la Ec.(4.4) se reescriben las ecuaciones de Euler para el cuerpo
rigido
f:i~w+(wxf-a;). (4.7)
Como se consideran los ejes coordenados alineados con los ejes del cuadri-
coptero, el tensor de inercia es de forma diagonal, esto es

[ L. 0 0
I=| 0 I, o0 (4.8)
0 0 I.

Ademas, de la simetria del cuadricoptero resulta que

Ahora, desarrollando el producto cruz de la Ec.(4.7) se obtiene

(@ X f@) =

(Lzwyws — Tyywyw. ) , (Tppwaw, — Lawews) , (Tyywawy — Ipgwawy)) . (4.10)

Entonces, de la Ec(4.7) se tienen las ecuaciones de Euler desarrolladas

T = Iza:w:v + (Izz - Iyy)wywz s
To = Iyywy + (I:EI - Izz) WaWyz , (411)
Tw = Izz&}z + (Iyy - Igggg) wxwy .

Para el cuadricoptero se tiene que el vector de fuerzas externas es

T = (Ty,To, Ty) - (4.12)

4.2. Ecuaciones de movimiento angulares
A diferencia de las ecuaciones del centro de masa, es conveniente describir

los movimientos angulares del cuadricoptero (formulacion de Euler) desde el
sistema Sp que esta fijo en el cuerpo.
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Reescribiendo la Ec.(4.11), las aceleraciones angulares estan dadas por

N _ T¢ _ Izz_lyy

Yo =T, L. ) Wy%zs
o Te Tpp—1.-

Wy = o — (fza=lzz ) oy 4.13
)= 72— (L) wy. (4.13)
: Iyy—lua

W, = ITi — (= ) wewy

Entonces, introduciendo las torcas de la Ec.(3.23), las ecuaciones del movi-
miento rotacional seran

2o _ Lhm(u3—ui)  (L.—1,,) do dv

dt2 - Tow I,m dt dt

20 Lhm(ui—ul)  (L,-1.) dédv (4.14)
a2 = Ty I,y dt dt :
&2y ko(ui-uitui—ul)  (1,,—L. o do

az T.. I.- dt dt

Notese que por la simetria del cuadricoptero la tltima ecuacién se simplifica
porque los momentos de inercia I, e I, son iguales. Sin embargo, se ha dejado
la forma general de la ecuacién para que pueda usarse en futuras aplicaciones,
como en las que el cuadricoptero lleve algin peso adicional y que éste no se
coloque sobre su centro de masa.
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Capitulo 5

Problema inverso

En este capitulo se estudiard cémo deben depender con el tiempo los dngulos
de descripcién del cuadricdptero para dar lugar a una trayectoria preestablecida,
es decir, si se pide que el centro de masa de la aeronave describa determinada
trayectoria se mostraréan cuales deben ser sus angulos de inclinacién como fun-
cion del tiempo para que ello se cumpla. Esta es la razon de llamarle problema
inverso, ya que no se trata del problema del seguimiento de una trayectoria a
partir del conjunto de fuerzas y torcas dado, sino establecer la misma y obligar
que el cuadricoptero la recorra.

Primero se analizara el vuelo simple del cuadricoptero (cargando la pistola
pero sin aplicaciéon de pintura).

5.1. Ecuaciones que gobiernan el movimiento del
centro de masa

Para el problema del vuelo del cuadricoptero, las ecuaciones que describen
su movimiento se obtuvieron en el Cap.(2), Ec.(2.27). Para el analisis del vuelo
simple, sin fuerza de retroceso en la boquilla, se separa la ecuacién de movimien-
to del centro de masa en sus componentes x, y, 2z y se reescriben de la manera
siguiente

Pz ( 1 dmyp k:mz) dx
+ -

dt2 " \mp dt

T
—h (sinfcos ¢ cos) +singsiny) ,  (5.1)
mr dt mr mr

2 1 T
% + (WT + k;;:;) % = th (sinfsinty cos ¢ —sinpceosyy) , (5.2)
d*z 1 dm kroz \ dz T
e (detT mT> = 9= m—}; (cos pcosb) | (5.3)

donde T}, es el empuje generado por motores, Ec.(2.22), y se ha usado my =
mT(t).

39



Las ecuaciones de movimiento angulares se obtuvieron el Cap.(4), Ec.(4.14).
De igual manera, para los siguientes andlisis se renombraran estas ecuaciones

d>¢ 1., —1I,,\ dody Lk, , o 9

o <1m >dtdt = T, L) (54)
d29 Ima: - Izz dd) d’l/} Lkm 2 2

e +<1) ada - 1, ST (55)
d?y L, — ..\ dodb kp, 9 9 9

e +<z) aa ~ ormeraee G0

Estas ecuaciones se simplifican debido a la simetria del cuadricéptero pues los
momentos de inercia I, e I, son iguales. Sin embargo, se ha decidido dejarlas
en su forma més general para utilizarse en casos en los cudles el cuadricéptero
transporte algin objeto fuera de la posicion de su centro de masa o por si el
objeto de estudio no sea simétrico.

Cuando se analiza el vuelo de un dron (ya sea cuadricoptero, hexacoptero
u octacoptero), generalmente se calcula su recorrido a partir del conjunto de
fuerzas a las que estd sometido, pero para propoésitos de esta tesis se requiere
que el cuadricéptero siga cierta trayectoria y entonces determinar las velocidades
angulares de cada uno de los motores como funcion del tiempo para que la
aeronave la describa. A esto se le ha considerado como el problema inverso del
vuelo del cuadricoptero.

A continuacién se analizaran diversos tipos de movimientos fijando varias
trayectorias en el espacio.

5.2. Movimiento confinado al plano vertical X/

Si se quiere que el centro de masa del cuadricéptero permanezca en un plano
vertical basta con constrenir los valores de las variables ¢ = ¢ = 0 y permitir
que el angulo de cabeceo # cambie con el tiempo. Al insertarse estas condiciones
en la Ec.(5.2) se muestra que la proyeccion del empuje T, es nulo, Ec.(2.22),
de donde se infiere que el cuadricoptero permanece confinado al plano vertical
X7 del sistema de laboratorio. Al no permitir que el cuadricoptero gire sobre
su propio eje (¢ =0) los ejes X e Y de ambos sistemas coordenados S; y Sp
quedan paralelos entre ellos en todo momento, Fig.(1.3).

Como las partes frontal y trasera del cuadricéptero apuntan en la direccién
X positiva y negativa, respectivamente, dicho movimento puede inducirse si se
permite que el cuadricéptero se incline hacia adelante o hacia atris generando
un adngulo 6 distinto de cero mientras que los otros dos angulos permanecen fijos
e iguales a cero. Insertando estas condiciones en las ecuaciones de movimiento
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de arriba se obtiene las siguientes expresiones reducidas

d?z 1 dmy ko dx Ty
il _ 3 — = " sind 5.7
dtz (TI’LT dt + mT> dt mr s ( )

d?z 1 dmp ko )\ dz T3
il - i = 0 5.8
dt2 + <mT dt mT) dt g mr o8 ( )

d?6 Lk, , o 9
a2 = I, (uz —uy), (5.9)
en donde, de la Ec.(5.4), se deriva que

U2 = Uy , (510)

es decir, las velocidades del motory y motor, son iguales. Ademaés, de la Ec.(5.6)
se tiene
uf —u3 +ui —uj =0, (5.11)

combinando estas ecuaciones
uf +uj = 2u3, (5.12)
finalmente el empuje de la Ec.(2.22) queda
T = 4kmus3 . (5.13)

Despejando de la Ec.(5.7), se llega a

9 9 mr dx 1 dmr  kpo. )\ do
Y, QR L L o 5.14
Y2 T g sing {dtQ + (mT a e ) at] (5.14)

o bien, sumando los cuadrados de las Ecs.(5.7), (5.8) y usando la Ec.(5.13) se

tiene
2 2 2
ﬂ — di + Lme + Kros dﬁ
mr) | dt? mp  dt my ) dt

a2z 1 dmp ko, \ dz 2
ey (T &= 1
+ |:dt2 + <mT dt + mT) g:| ’ (5 5)

sustituyendo T}, Ec.(5.13), queda
2 (A \? [dz 1 dmr  kpoy\ dz]?
U2 - + + >,
mr dt? mp dt my ) dt

d?z 1 dmy  kpoz )\ dz 2
— | —— - - 5.16
+[dt2+(mT dt +mT> dt g] ' (5.16)

donde al despejar us y por la Ec.(5.10) ya se pueden obtener las velocidades del
motory y motory.
Al dividir las Ecs.(5.7) y (5.8) se obtiene la expresion
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4d2z 1 _dmr + kroz dx
dt2 mr dt mo dt

d2z 1 dm kro. | dz ’
dt? + (74 + 7) a9

mp dt mo

(5.17)

la cual proporciona el dngulo de cabeceo 6 como funcién del tiempo si se conoce
de antemano la forma de la trayectoria que se desea imponer al centro de masa
del cuadricéptero en el plano X Z.
Para calcular las dos frecuencias de los motores restantes como funcién del
tiempo, se usan las Ecs.(5.9) y (5.12). Primero se obtiene wu;
L, d*0

2 2
=ujy — — 5.18
ul u2 2Lkm dt2 ) ( )

sustituyendo en la Ec.(5.12) se obtiene ug

I, d*0

En estas ecuaciones, la segunda derivada se puede calcular directamente a
partir de la Ec.(5.17). Si el angulo 6 = 0, la velocidad de los cuatro motores es
la misma y su vuelo solo sera vertical; si 6 > 0, la velocidad u3 serda mayor que
u1 y el cuadricéptero se inclinara hacia adelante; si 0 < 0, la velocidad u seré
mayor que ug y el cuadricéptero se inclinara hacia atras.

En estas velocidades, el término que esta restando en el motor; es el mismo
que estd sumando en el motors nétese entonces que el valor que disminuye el
cuadrado de la velocidad u; es el mismo que debe aumentar el cuadrado de la
velocidad wug, esto ya se apreciaba desde la Ec.(5.12) pero da un resultado més
general y se trata del hecho de que para que el vuelo sea estable, el empuje total
de los cuatro motores habra de ser constante en todo momento.

Hasta ahora, en todas las ecuaciones del vuelo confinado al plano XZ es
claro que solo interviene el angulo 6 de la trayectoria vertical, por lo que es
suficiente obtener todos sus valores durante el recorrido. En conclusién, dadas
las ecuaciones paramétricas de una trayectoria plana, que arbitrariamente se
confind al plano X7, se han encontrado cudles deben ser las velocidades de
cada uno de los motores como funcion del tiempo para que el cuadricoptero
describa dicha trayectoria.

A continuacién se analizaran ejemplos particulares en donde se podra saber
c6mo la dindmica especifica de los motores origina ciertos movimientos comunes.
En todos los casos, las trayectorias son recorridas en el plano X Z del sistema
de laboratorio S;.

5.2.1. Movimiento vertical ascendente (despegue)

Si se quiere que el cuadricoptero despegue verticalmente con velocidad cons-
tante vg,, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria ascendente que se han
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de utilizar son

x(t) = 0,
yt) = 0, (5.20)
2(t) = wpst.

Con estas ecuaciones se traza la trayectoria mostrada en la Fig.(5.1), donde
se ha elegido que la velocidad sea vy, = 0.2m/s. De la Ec.(5.17) se tiene que
0 =0y de las Ecs.(5.18) y (5.19) la velocidad de los cuatros motores debe ser
igual

Up = U2 = U3 = Ug = Uyertical » (521)

por lo que, usando la Ec.(5.16), su valor comun en este caso es

mr 1 dmr  kroa
- . + —ql . .22
Uyertical \/4km |:< dt ) Voz g:| (5 )

5.2.2. Suspendido en un punto fijo

Después de haber despegado, para mantener estable al cuadricoptero a una
altura fija solo sera necesario que el empuje de los cuatro motores compense el
peso del sistema, entonces haciendo el término vy, = 0 en la ecuacién anterior
es suficiente que los cuatro motores tengan velocidad

Ufijo = —_——. (523)

5.2.3. Movimiento horizontal

Como el cuadricéptero estard en el plano X7, el desplazamiento horizontal
equivale a moverse hacia adelante o hacia atras. Para este caso particular de que
la aeronave se desplace horizontalmente a velocidad constante vg, sin cambiar
su altura zg las ecuaciones paramétricas de la trayectoria seran

x(t) = wvoat,
yt) = 0, (5.24)
2(t) = 2.

Con estas ecuaciones se traza la trayectoria mostrada en la Fig.(5.2) en
el sistema de laboratorio, donde también se ha elegido que la velocidad sea
voz = 0.2m/s. Sustituyendo estas expresiones en la Ec.(5.17) se obtiene

1 d k:TOZ x
tanf = — <mT+> UL7 (5.25)
mr dt mr g

lo cual dice que si la masa permanece constante, es decir, si el desplazamiento
es sin aplicar pintura, el dngulo de cabeceo # también permanece constante en
el tiempo.
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X(m) Trayectoria vertical

0

Figura 5.1: Trayectoria xz vertical. Representa el despegue y ascenso para ini-
ciar el proceso de pintado desde la parte alta de la pared, con la finalidad
de evitar descuelgues en la pintura. La trayectoria inicia en el suelo en el ori-
gen coordenado (z,y,z) = (0,0,0) m y asciende verticamente hasta alcanzar el
punto (z,y,z) = (0,0,3.95)m. Ya que se eligi6 una velocidad de ascenso de
v, = 0.2m/s, para alcanzar esta altura el tiempo de vuelo debe ser de 19.75 s.
La grafica se obtiene a partir de la solucién analitica del problema.
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Como ejemplo, si se quisiera desplazar hacia adelante, direccién positiva

X del sistema de laboratorio, el cuadricéptero debera inclinarse un angulo 6

abriendo en sentido horario y esta inclinacién se consigue aumentando el valor

del cuadrado de la velocidad del motors pero disminuyendo el mismo valor del

cuadrado de la velocidad del motor;. Dicho término esta en las Ecs.(5.18) y
(5.19)

I, d*0

2Lk, dt? "

Por tanto, como se quiere que el desplazamiento solo sea horizontal y no se
vaya elevando, una vez que el cuadricdptero ya tiene la inclinacion debida el
adngulo 0 debe permanecer constante

(5.26)

d*6

por lo que, de las mencionadas Ecs.(5.18) y (5.19), se observa que las velocidades
de los cuatro motores son iguales

Up = U2 = U3 = U4 = Uhorizontal » (528)

y de la Ec.(5.16) se deduce su valor comtn

2
mr 4 ]- me kroz 2
orizonta I . 529
Up, tal = ”4k \/ mT e +mT)7)0:| +g ( )

En el hecho de que el d&ngulo resulte constante, es importante hacer notar que
inicialmente en su modo estable el cuadricoptero esta completamente horizontal,
es decir, el angulo de cabeceo # es nulo y los cuatro motores tienen la misma
magnitud de velocidad angular, pero para desplazarse horizontalmente la aero-
nave debe inclinarse en un instante de tiempo muy breve, para ello uno de los
dos motores alineados sobre el eje X aumenta su velocidad de giro mientras que
el motor opuesto debe disminuir la suya. Esto es para cumplir con la condicién
de que en el caso de vuelo estable el empuje total de los motores permanezca
constante por lo que, una vez obtenida la debida inclinacién, los cuatro motores
vuelven a girar con el mismo valor de velocidad angular entre ellos, Ec.(5.29),
manteniendo asi el &ngulo de cabeceo fijo, pero esta inclinacién origina un des-
plazamiento horizontal a velocidad constante vg, sin variar la altura zg. Se vera
en la seccién 6.2.3 que a pesar de que la altura se mantendré constante, la mag-
nitud del empuje obtenido con estos valores de velocidad resulta mayor que la
del empuje que se tiene en el caso del vuelo suspendido, debido a que esta vez
el empuje tendra dos componentes: una vertical para mantener fija la altura y
otra horizontal para desplazar la aeronave hacia adelante, Fig.(6.4).

Como dato adicional, para el caso en el que el cuadricoptero también se
mueva horizontalmente pero hacia sus costados, izquierda o derecha, se estaria
hablando de un movimiento en el plano Y Z y el procedimiento seria analogo
pero con el angulo de balanceo ¢.
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Y -2 : -
(m)y 5 X(m) Trayectoria horizontal

0

Figura 5.2: Trayectoria xz horizontal. El cuadricéptero parte del centro de la
pared en el punto (x,y,z) = (0,0,3.95)m y recorre a la velocidad constante
voz = 0.2m/s dos metros en la direccion X positiva durante un lapso de diez
segundos hasta alcanzar el punto (x,y, z) = (2,0,3.95) m. La grafica se obtiene
a partir de la solucién analitica del problema.
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X(m) Trayectoria circular

0

2 7(m)

S TR ) L0y ST R LR LA TR T W L I S T S

Figura 5.3: Trayectoria zz circular. Se traza en sentido horario y el cuadricéptero
partira del punto (z,y, 2) = (0,0, 3.5) m del plano X Z, descendiendo hasta 0.5m
sobre el nivel del suelo para evitar tocarlo y regresa al punto de partida en un
intervalo de tiempo 0 < ¢ < 27. La gréfica se obtiene a partir de la Ec.(5.30).

5.2.4. Movimiento circular

Una trayectoria més elaborada surge si se permite que el cuadricoptero trace
un circulo vertical. Para los fines de esta tesis, se elige de forma arbitraria que
el cuadricoptero lo describa en sentido horario pero sin llegar hasta el suelo, es
decir, iniciando con movimiento horizontal hacia la derecha pero partiendo de
cierta altura zy por lo que las ecuaciones paramétricas que conviene utilizar son

z(t) = Asint,
yt)y = o0, (5.30)
z(t) = Acost+ z.,

donde A es el radio del circulo cuyo centro es el punto C (z,y,2) = C (0,0, z.).
Si se elige que el radio sea A = 1.5m y que z. = 2'm, con estas ecuaciones se
completa un circulo en el plano X Z del sistema de laboratorio en un intervalo de
tiempo 0 < ¢ < 2m, Fig.(5.3), cuyo centro es el punto C (z,y, z) = C (0,0,2) m,
que el cuadricoptero recorrera en sentido horario partiendo del punto (z,y,z) =
(0,0,3.5) m y descendiendo hasta 0.5m de altura para evitar tocar el suelo.
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Insertando estas relaciones en la Ec.(5.17) se llega a

A [sint— (%T%"—f + ’:;1—0;) cost}

tanf = (5.31)

A [cost—i— (im + %) sint} +g .

mp dt

Obteniendo # durante toda la trayectoria, se calculan las velocidades de los
cuatro motores como funcién del tiempo.

5.2.5. Movimiento en una elipse horizontal

Modificando un poco las ecuaciones utilizadas para trazar el circulo, Ec.(5.30),
se consigue la figura de una elipse. Las ecuaciones paramétricas quedan

x(t) = Asint,
y(t) = 0, (5.32)
2(t) = Bcost+ z,

donde A es el semieje mayor (semieje horizontal), B el semieje menor (semieje
vertical) y el centro de la elipse es el punto C (z,y,2) = C (0,0, z.).

Si se elige que la longitud de los semiejes sea A =2m, B=1my que z, =
2m, con las ecuaciones anteriores se completa una elipse horizontal en el plano
X Z del sistema de laboratorio en un intervalo de tiempo 0 < ¢t < 27, Fig.(5.4),
cuyo centro es el punto C (z,y,z) = C (0,0, 2) m, que el cuadricoptero recorrera
en sentido horario partiendo del punto (z,y,z) = (0,0,3)m y descendiendo
hasta 1m de altura para evitar tocar el suelo.

Insertando estas relaciones en la Ec.(5.17) se llega a

Alfsint — cost (L dmr 4 beas)]

mp dt mr

tanf = (5.33)

: 1 dm Eyoz ’
B [Cost+51nt (nTTTT + W)} +g
Obteniendo # durante toda la trayectoria, se calculan las velocidades de los
cuatro motores como funcién del tiempo.

5.2.6. Movimiento en un seno vertical

Es la trayectoria més importante para los fines que se buscan en esta tesis.
Dado que se desea pintar una superficie vertical como la que podria ser una
pared, conviene empezar desde la parte més alta de la misma para evitar des-
cuelgues en la pintura y pintar con movimientos horizontales e ir bajando poco
a poco hasta haber cubierto toda su superficie. Entonces, se elige trazar una
trayectoria senoidal vertical con las siguientes ecuaciones parameétricas

x(t) = Asin(k—wt),
yit) = 0, (5.34)
2(t) = ot + 20 -
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Y(m)g 5 -2 X(m) Trayectoria eliptica

0

Figura 5.4: Trayectoria zz eliptica horizontal. Se traza en sentido horario y el
cuadricoptero partira del punto (z,y, z) = (0,0, 3) m del plano X Z descendiendo
hasta 1m sobre el nivel del suelo para evitar tocarlo y regresando al punto de
partida durante el intervalo de tiempo 0 < ¢ < 2. La grafica se obtiene a partir
de la Ec.(5.32).
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En estas ecuaciones, 2A es el ancho de la pared, de la componente z se tiene
que el descenso serd a la velocidad constante v, (cuyo valor es negativo) y
que el cuadricéptero tendra altura inicial zy. Insertando estas relaciones en la
Ec.(5.17) se llega a

Aw {w sin (k — wt) + cos (k — wt) (%d%T + @)}

tan = — — - = T (5.35)
(miTigltT + Trl‘;f) Vo — 4
Eligiendo v, = — 0.01™/s, con estas ecuaciones se traza la trayectoria senoi-

dal mostrada en la Fig.(5.5), con la que se recorrerd una pared cuadrada de 4m
por lado en un tiempo de vuelo de 1087 s equivalente a 339.292 s, descendiendo
1 em cada segundo. La razoén de tomar este tiempo de vuelo es que la aeronave
trace ciclos completos del seno, pero se busca que la trayectoria no termine hasta
el suelo ya que como el cuadricoptero volara inclindndose continuamente y sus
brazos tienen longitud L = 0.3 m, al considerar este tiempo el vuelo terminaré
a 0.557m de altura y asi se evita llegar al suelo. El resto de los parametros
necesarios para conseguir esta trayectoria son: k = m, w = %1/5, A=2my
20 = 3.95m.

5.3. Movimiento en una trayectoria no plana sin
giro de guinada

Considere un caso méas general para el cual el cuadricoptero no gira sobre
si mismo (¢ = 0), pero si puede inclinarse hacia sus costados (¢ # 0), ademas
de hacerlo hacia el frente o hacia atras (6 # 0), como ya se estudio en las
secciones anteriores. Estas consideraciones permiten describir una trayectoria
del cuadricoptero muy general, la cual no estd limitada a permanecer en un
plano, sino que puede ser arbitraria y estd descrita por las tres coordenadas
paramétricas x(t), y (t), z (¢).

Las ecuaciones de movimiento angulares, Ecs.(5.4), (5.5), (5.6), para la orien-
tacion del cuadricoptero se simplifican como

d2¢ Lk,

Tz - -, (5-36)
d?6 Lk,
R (uj —ui), (5.37)
vy
do do
(Iyy — Iza) wa kp(uf —u3 +ul —uj). (5.38)

Por otro lado, las ecuaciones para el centro de masa, Ecs.(5.1), (5.2), (5.3),
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X (m) Trayectoria senoidal
0

Z (m)

g e b o b po e o Y

Figura 5.5: Trayectoria zz senoidal. Es la trayectoria utilizada para el proceso
de pintado, inicia en el centro de la pared a una altura de 3.95 m para evitar des-
cuelgues en la pintura y desciende a una velocidad constante vy, = — 0.01m/s,
es decir, desciende 1cm cada segundo durante un tiempo vuelo de 1087 s equi-
valente a 339.292 s, tiempo en el que ha trazado nueve ciclos completos del seno
hasta quedar nuevamente en el centro de la pared y a una altura de 0.557m
sobre el nivel del suelo para evitar tocarlo. La grafica se obtiene a partir de

la Ec.(5.34) en la que los valores de los pardmetros son: k = m, w = §lsy
A=2m.
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se pueden escribir como

d?z 1 dmpr  kpoo \ dx Ty
— —_— — = ——sinfcos 5.39
dt2 (mT dt mr dt mr Smyeos ¢ ’ ( )
d?y 1 dmy  kro:\ dy T,
— 4 ——== = = kg 5.40
dt2 <mT dt + mr > dt mr squ, ( )
d’z 1 dmp  kpor\ dz 1y
— =+ )2y = 6. 5.41
dt2 <mT dt mr ) dt g mr €08 QZ)COS ( )

Mas adelante, cuando se aborde el caso de vuelo con aplicacién de pintura,
para compensar la fuerza de retroceso originada en la boquilla de la pistola se
deberé agregar en la Ec.(5.40) un factor de empuje

_P-A
mr

, (5.42)

que ya habia aparecido en la Ec.(2.27), donde P es la presion de salida de la pin-
tura y A el area de la boquilla, en tanto que las Ecs.(5.39) y (5.41) permanecen
sin cambio. Si se dividen estas ultimas ecuaciones se obtiene

d’x 1 dmr | kpos \ da
S+ (i) g

mrp dt mr

a2z _1 dmgp Eroz | dz _
dt2 + (mT dt + mT) dt

tanf =

, (5.43)

que coincide con la Ec.(5.17). Ademaés, al dividir las Ecs.(5.40) y (5.41) se en-
cuentra la expresion

d? 1.d kro: | d
t2y+(m7T a T mT)zT?z
secftangp = — o o o , (5.44)
?*(WTWJF J{’TZ)E*Q
elevando al cuadrado se tiene
|:d2y ( 1 dmrp kmz) dyi|2
72 dt dt
sec® ftan? ¢ = . 1m; . mT b 5 (5.45)
z m Croz z
[W"'(FTTT"' mT)a—g]
sustituyendo sec? @ por la siguiente identidad
sec?f =tan?60 + 1, (5.46)
se tiene
[diy 4 (;u i k) @]2
2 dt dt
(tan2 0+ 1) tan® ¢ = . 1m; . e . 3 (5.47)
ae T (7TtT+ ) ﬁ_g}



que permite obtener ¢(t) si antes ya fue determinado 6(t), pues insertando la
Ec.(5.17) en la ecuacion anterior se encuentra que
d? 1 d Eroz | d
o (et ) %
2 2
P 1 d krox )| d a2 1d oz ) d
I+ (e ) ] [+ (e + ) 42—
(5.48)
De las Ecs.(5.17) y (5.48) se pueden determinar explicitamente ambos an-
gulos del cuadricéptero en términos de la trayectoria previamente impuesta.
Una vez conocidos los angulos, de las Ecs.(5.36), (5.37), (5.38), (5.40) y

(2.22) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales para el cuadrado de
las velocidades de los motores

tan ¢ =

uj —uj = LI,”ZR % : (5.49)

uj —ui = LIIZ %, (5.50)

ol —ud = %%% (5.51)

ui+uld+ul+ui = ﬁ [f;é/+ (T;LT+ f;‘;) Z] .(5.52)
Al sumar el lado izquierdo de las Ecs.(5.51) y (5.52) queda

(uf +ud +ul +ul) + (uf —uj +uj —uj) =2 (uf +uj), (5.53)

ahora, si a esta ultima ecuacién se le suma el doble del lado izquierdo de la
Ec.(5.50), entonces

2 (uf +u3) +2 (u —uf) = 4u3. (5.54)

Finalmente, de las ecuaciones anteriores se obtiene la expresién para la ve-
locidad del motors denotada como us

— My d2y 1 me kroz dy
qui=—"" |22 7 ic
U S g Lzﬁ * (mT @ mr ) @
(Ly — Loa) dé d 1,, d%

Uy = Laa) €96V, o Ly @70 5.55

Y ey dtdt T STk, do (5.55)

Con un procedimiento analogo se encuentran las expresiones para el resto de
las velocidades, que estan determinadas completamente a través de la trayecto-
ria tridimensional del cuadricéptero y de los angulos de balanceo ¢ y cabeceo
0, mismos que ya fueron expresados arriba en las Ecs.(5.17) y (5.48) también
tinicamente en términos de la trayectoria
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ui

2
U

uj =

_|_

w2 =

—mr [d%y
4k, sin [dt? * (
1 (Iyy — Ipy) do db

kp  dt dt

—mr d2
Ay, SiD [dtg i (
— Ipy) do df

4  kp dtdt
_ d?

_—mr [y

4k,, sin¢ | dt?

1 (Iyy — I:E:v) dﬁ@

4 kp dt dt
—mr [dzy

4

4

Topsing |2 (

1Ly — Iua) do do
kp

4 dt dt

ime ko dﬁ
mr dt mr dt
I,, d%6
2Lk, dt?’ (5.56)
ime kroz diil/
mr dt mr dt
Izr d2¢
— 5.57
2Lk, dt?’ (5.57)
Lme + kroz dﬁ
mr dt mr dt
1,, d%
2Lk, dt?’ (5.58)
Lme kroz dﬁ
mr dt mr dt
Lo d°¢
5Lk, di2 (5.59)

Para esta tesis, la simetria del cuadricoptero permite que las ecuaciones
generales anteriores se simplifiquen aiin mas, pues los momentos I, e I, son
iguales, Ec.(4.9). Por lo tanto, las ecuaciones para las velocidades angulares de
cada uno de los motores del cuadricoptero en términos de la trayectoria prescrita
en el espacio tridimensional quedan

W= T

Y7 4k, sin
W= T

27 4k, sing |
W= T

37 4k, sing |
W= — T

7 4k, sing |

By (g | b
| dt? myp dt mr
-@ + Lme kroz
dt? myp dt mr
'd2y 1 me kroz
ﬁ+det+mT
Py (L g e
dt? mr dt mr

|~ 3Lk, a2

2
Ly 470 (5.60)

Low &9
2Lk, di?

(5.61)

1,, a6

2Lk, dt2’

(5.62)

(5.63)

2Lk, dt2 -



Notese que solo aparece la trayectoria en la coordenada Y explicitamente,
pero las trayectorias en X y Z se utilizan para calcular ¢(t) y 6(t).

Estas ecuaciones muestran que una trayectoria arbitraria en el espacio puede
ser descrita por el cuadricéptero si las velocidades angulares de cada uno de sus
motores estan dadas por estas expresiones en funcion del tiempo. Ademas, es
importante enfatizar que bastoé con controlar dos de los tres angulos respecto
al centro de masa de la aeronave para lograr trazar la trayectoria arbitraria,
esto es, el dngulo 1 que se ha tomado nulo en este célculo tiene cierto grado de
arbitrariedad.

5.4. Cualquier trayectoria en el espacio y un gra-
do de libertad interno
El caso mas general para el cual ninguno de los dngulos del cuadricoptero es

fijo se puede estudiar si se dividen las Ecs.(5.1), (5.3), y las Ecs.(5.2), (5.3), con
lo que se tienen las siguientes expresiones

d’z 1 d k dz
Loy (St ) |
de2 dt dt sin
= e = tanfcosy + tan¢ v (5.64)
a2z L dmp | kpoz ) dz _ cos
dt2 mr dt mr dt
dzy ( 1 dmrp k.. ) dy
dt? dt dt tan
= e = tan#siny — cos ¢ (5.65)
diz+( dmy | k )dfzf cosf’
dt2 mr  dt mr dt
de esta ultima ecuacién se obtiene
d2y 1 d kro- | dy
tan ¢ WJF(E dtTJFTLT)E
= tanftant — sec , (5.66)
cos &2z 4 (1 dmp | kros ) dz _
dt2 T dt mT dt

ahora, elevando al cuadrado las Ecs.(5.64) y (5.65) y sumandolas se obtiene

2
d? 1.d Kros 1.d kroz ) d
[ + (s + ) ] + [r“(m i+ )
d2z 1 dz
[dtfr(nT )7 }

= tan’6 + <

tan ¢
cos 6

)2 . (5.67)
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al sustituir la Ec.(5.66) se tiene

d d dz]? d?q 1 d k dy1?
S+ () 8]+ [0+ (s + )

mr dt mo
2

d2z 1 dmp | kros |\ dz _
{dﬁ +<mT a T m )dt 9}

dzy me kroz dy
az + ( + dt

mr dt mo

=tan?6 + [tanftaney — secz/J (5.68)

desarrollando el cuadrado y tomando en cuenta la identidad trigonométrica de
la Ec.(5.46), la dltima expresion conduce a

0 = tan®’f — 2sinetand - + (5.69)
d2z + 1 dmr + k:,,.oz) dz
t2 mr dt mp i )
2
1 d kroz | d 2 d 1 d kroz | d
S ’(/} [ (mT thT mT) d:'1{1| — COS |:dt§ + (mT dtT + mT) d§i|

esta ecuacion tiene forma de una ecuacién de segundo orden

Ar? + Br+C =0, (5.70)
donde los coeficientes son
A=1, (5.71)
a2y ( 1 dmg kmz) dy
2 dt dt
B = —2siny — 1’”; - e ’ , (5.72)
a T+ (WTTtT + mT) a9
22 d*y 1 dmrp roz | Ay d’z dmr roz \ dz 2
e i T ki T —cos?y [ 4 e )
= 2 3
d? 1 d roz |\ d
[szJF(nTT ot mT)(Tf— }
(5.73)
por lo que sus dos soluciones quedan determinadas por
dy 1.d kros \ d
aw T (WTf + o ) at
tanf = sin e . k y
z roz 4
= T (WTTf t e ) @
d*z 1 dmg | kpo: | do
w T \mr o ) dt
+ cosp o nr (5.74)
ﬁ_’_(id T_|_k7‘nz)dz
dt2 mr dt mr dt



Por tanto, para que el cuadricoptero describa una trayectoria especifica sera
necesario imponer la dindmica de dos de sus angulos de inclinacién mientras
que el tercer dngulo es arbitrario y se le podria dar un movimiento adicional,
por ejemplo hacerlo rotar sobre su propio eje.

5.5. Compensaciéon del empuje de la pistola

Se vi6 que para que el cuadricéptero vuele en el plano X Z se requiere que
el dngulo de cabeceo 0 sea distinto de cero. Ahora, al elegir que se aplique la
pintura en la direccién positiva Y, la aeronave experimentara un retroceso en
la direccién —Y debido al empuje originado por el chorro de pintura que sale
de la boquilla de la pistola, Ec.(5.42), obligando a que también el dngulo de
balanceo ¢ sea distinto de cero. Por lo tanto, dicho factor se agrega solamente
en la Ec.(5.40) pero las Ecs.(5.39) y (5.41) no cambian.

Entonces, las ecuaciones particulares con retroceso para el centro de masa
son las siguientes

APz 1 dmr  kpoo\ dx Th
it - = —“gin# 5.75
dt? (mT dt + mT> dt mr sinfcos g, (5.75)
d?y 1 dmr  kror \ dy Ty . P-A
- <me/*‘mT @ " Tmptme- o (76
d?z 1 dmr  kpo» \ dz Ty
- T = _ = = 0. 5.77
az t (mT dt mT> it Y mr €05 @05 (570

Las ecuaciones para los dngulos se mantienen igual, esto es

a2 LK,,
420 LKm o
W = Iyy (U3 — Ul) N (579)
do df
(Iyy = Le) oo = = kp(ui — w3 +u3 —uj). (5.80)

Para que se satisfaga la Ec.(5.76) de tal forma que no haya desplazamiento
en la coordenada Y se requiere que

d?y 1 dmr  kror \ dy
— —_— — =0 5.81
dt? +<mT @ mr ) dt ’ (5:81)
por lo tanto
P-A
sing = — T (5.82)

es decir, para contrarrestar el empuje originado en la boquilla se necesita que
el cuadricoptero permanerzca inclinado este angulo de balanceo ¢ determinado
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por la fuerza de retroceso P - A. Por otro lado, la ecuacion para el angulo 6 se
obtiene de dividir la Ecs.(5.75) y (5.77), entonces

2
x 1 _dmr kroz | dx
dt2 + ( mr dt + mr ) dt

tane:d2 1 d k d

, (5.83)

mr dt mo

que coincide con la Ec.(5.17), es decir, los resultados para el movimiento confi-
nado en un plano deducidas en la seccion 5.2 siguen siendo vélidos atn cuando
el cuadricoptero se debe inclinar en el dngulo de balanceo ¢ para compensar el
empuje ejercido en la boquilla de la pistola al pintar.

De esta manera, las Ecs.(5.17), (5.18) y (5.19) proporcionan las velocidades
angulares de los motores, pero la Ec.(5.16) debe cambiar por un factor del &ngulo
de balanceo ¢. Entonces, sumando los cuadrados de las Ecs.(5.75) y (5.77) se

tiene
Th s = [F2 o (Ldmr | ko) dz]”
mr | dt2 mp dt mr ) dt

a2z T R 2
I & 84
+{dt2+<mT dt +mT)dt } ' (5:84)

sustituyendo Ty, Ec.(5.13), queda

! 4k,, cos ¢ 2_ d27x+ ime_’_kjmz dj 2
2 mr o dt2 mr dt mr dt

a2z 1 dmp ko, \ dz 2
Se (2T = 5.85
+[dt2+<mT dt +mT>dt ] ' (5:85)

donde al despejar uy y por la Ec.(5.10) se obtienen las velocidades del motorsy
y motory.

En este capitulo se han obtenido expresiones para calcular explicitamente
las velocidades angulares de cada uno de los motores del cuadricoptero para
que su centro de masa describa trayectorias prescritas para realizar labores
especificas. Se han considerado en particular trayectorias planas verticales vy,
dentro de éstas, ciertos casos especiales que permitan llevar a cabo la labor de
pintado. Se consider6é ademaés el caso de trayectorias generales no planas y se
mostro finalmente que en el caso general una de las variables angulares puede
permanecer arbitraria si solo se pretende controlar la posicion del centro de
masa.
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Capitulo 6

Simulaciones

Se aplicaré el formalismo desarrollado en el capitulo anterior para especificar
trayectorias que debe seguir el cuadricéptero. Se llevaran a cabo simulaciones
numéricas de las trayectorias de la aeronave utilizando valores realistas para los
parametros del sistema. L.os pasos a seguir son los siguientes:

1. Se define una trayectoria para efectuar cierta labor como el proceso de
pintado en el plano X Z del sistema de laboratorio, lo que resulta en ecua-
ciones paramétricas que dependen solo de las coordenadas X y Z en el
tiempo. Luego, se obtienen la primera y segunda derivada en el tiempo de
estas coordenadas para sustituirlas en las ecuaciones del centro de masa
del cuadricoptero, Ecs.(5.1) y (5.3).

2. Dada la trayectoria prescrita y calculadas sus dos primeras derivadas tem-
porales, se calculan analiticamente las velocidades angulares de los cuatro
motores como funcién del tiempo utilizando las Ecs.(5.10) a (5.19).

3. Dichas expresiones para las velocidades uy, us, ug y uy como funcion del
tiempo se insertan en las ecuaciones diferenciales ordinarias, Ecs.(5.1) a
(5.6), de tal forma que todas las cantidades estén bien definidas.

4. Se resuelve numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, Ecs.(5.1) a (5.6), fijando condiciones iniciales tanto para los dngulos
de orientacion del cuadricoptero ¢(0), #(0), ¥(0), como para las posiciones
del centro de masa del cuadricoptero x (0), y(0), 2(0). Se comienza por re-
solver numéricamente el subconjunto de Ecs.(5.4) a (5.6) que corresponde
a la dinamica rotacional del cuadricoptero de donde se obtienen ¢(t), 6(t),
¥ (t) utilizando un paquete que incluya una rutina simple de Runge-Kutta
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias [16]. Se sustituye interpo-
lando para las funciones ¢(t), 6(t), 1(t) en el intervalo de tiempo de vuelo
en las Ecs.(5.1) a (5.6) junto con los valores de velocidades uy, uz, ug y
uy. De esta manera se resuelve el sistema de ecuaciones para x (t), y(t),
z(t) de donde se recupera la trayectoria seguida por el centro de masa del
cuadricoptero a partir de las velocidades angulares de sus motores.
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5. Una vez conocidos los movimientos angulares y la trayectoria del centro
de masa como funcién del tiempo, a partir de estos se obtiene la posicién
de cada uno de los motores. Esto se consigue sabiendo las rotaciones ¢(t),
0(t), ¥(t) del centro de masa del cuerpo y que la distancia de cada motor
al centro de masa es L = 0.3m, ya que es la longitud de cada brazo
del cuadricoptero. Al obtenerse estas cinco posiciones, correspondientes
al centro de masa y los cuatro motores, se trazan con ayuda del mismo
paquete de programaciéon en tiempo real [16], lo que permitie visualizar
de manera muy grafica los resultados obtenidos.

6.1. Parametros del sistema

Siguiendo la ley de Stokes se obtendra el valor de coeficiente de rozamiento
k.o. que se tiene sobre el cuadricéptero en las tres coordenadas espaciales debi-
do al roce con el aire. Para la constante propia del motor k,,, el coeficiente de
arrastre kp en cada hélice, los valores de masa, momentos de inercia y dimen-
siones del cuadricoptero se tomaran los datos utilizados en la tesis de maestria

I5].

La masa total del cuadricéptero sin cargar la pistola con pintura es

my = 1.24Tkg, (6.1)

de la cual la masa de cada motor con su hélice es
Mamotor = 0.067 kg . (6.2)

Considerando el valor de la gravedad, Ec.(2.1), la magnitud del peso del
cuadricoptero sin llevar la pistola es

W, =12.233N. (6.3)

De manera arbitraria, para simplificar el desarrollo de los calculos y la ob-
tencion de los datos se considerard que la masa de la pistola mas la carga de
pintura sea de 1kg

my(t=0)=1kg. (6.4)

Finalmente, la masa inicial del sistema cuadricoptero-pintura seré
myp(t =0) = [mg +m,(t =0)] =2.247 kg, (6.5)

por lo que el peso inicial del sistema al comenzar el vuelo, Ec.(2.2), es
Wiistema(t = 0) = 22.043 N . (6.6)

Para estimar la constante propia k,, de cada motor, en la tesis de maestria
[5] deducen que la frecuencia de trabajo wp minima de rotacion de los motores
para sustentar solamente la masa del cuadricoptero m, es

wo = 555.018 Tad/s s (67)
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insertando este valor en la Ec.(2.22) e igualando con la Ec.(6.3)
ke (ui +u3 +u3 +uj) = 12.233 N,
se tiene que la constante del motor es

N

(odfe)?

Em = 9.928 x 1076 (6.8)

Este valor ha de tomarse para los cuatro motores ya que se considera que
son idénticos. Se puede ver que las unidades de esta constante son

Al ser més comodo visualizar revoluciones por minuto (rpm) que radianes
por segundo (red/s), en los resultados que se tenga velocidad angular de los
motores se mostrara su equivalencia en rpm haciendo uso de la siguiente relacién

30
1rad/s = — rpm = 9.549 rpm (6.10)
ﬂ'

por lo que convirtiendo a rpm, la frecuencia de trabajo que debe tener cada
motor para sustentar solamente al cuadricoptero es

wo = 5300.03 rpm . (6.11)

6.1.1. Velocidad minima de sustentaciéon u,

Con los datos anteriores es posible obtener la frecuencia de trabajo ug para
sustentar el sistema cuadricoptero-pintura. La velocidad angular minima que
deberé tener cada motor se obtiene igualando las Ecs.(2.22) y (6.6) con lo que
resulta

ug = 745.032 rad/s (6.12)
y usando la equivalencia de la Ec.(6.10) se tiene

ug = 7114.540 rpm . (6.13)

Con dicha velocidad de rotacién de los motores, se puede sustentar el sistema
manteniéndolo fijo en algin punto del espacio tridimensional.

6.1.2. Coeficiente de rozamiento k,,. y de arrastre kp

En la seccion 2.3, siguiendo la ley de Stokes se dijo que el coeficiente de
rozamiento que experimentara el cuadricoptero en su vuelo estd dado por la
Ec.(2.10)

krox = 6mnRspp (6.14)
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donde el valor de la viscosidad del aire es

k
n=18x10" n%g , (6.15)

de estas dos ecuaciones se aprecia que las unidades de k., son

kg

[kroz] = s

(6.16)

Para utilizar la ley de Stokes y calcular los momentos de inercia del cuadri-
coptero, éste se considerard como un objeto esférico [5], para ello se supone que
toda su masa, sin considerar la masa de los motores, se concentra en una esfera
en la que para determinar su radio se toman en cuenta el tamano de la bateria,
el chasis y la electrénica, pero no el de sus brazos ni el tamano de la pistola. Los
motores se toman como masas puntuales a una distancia L = 0.3m del centro
de masa. Bajo estas consideraciones, el radio de la esfera es

Rapn = 0.085m, (6.17)

dada esta aproximacion, se tiene que el coeficiente de rozamiento, Ec.(2.10),
tiene el valor
_5 kg
Ero» = 2.88 x 1077 =2 (6.18)
s
Como se considera que toda la masa se concentra en la esfera de radio Rgpp,
la masa de la esfera dependera del tiempo myypy, (t) pues la pintura va dismi-
nuyendo, por lo que los momentos de inercia también variaran con el tiempo,
quedando

Lo (6) = Ly (6) = 22 o Zimagn (0) R
L.(t) = 4m,L*+ %msph (t)R2,, . (6.19)
por ejemplo, al inicio del vuelo (¢t = 0s) se tienen los siguientes valores
I, (0s)=1,(0) = 001777kg-m?,
L.(0s) = 0.02983kg-m?, (6.20)
y a un tiempo arbitrario t = 967 s = 301.593 s los valores son
Iy (967 s) = I, (967s) = 0.014889kg-m?,
I..(967s) = 0.026949kg-m?. (6.21)
Para el caso del coeficiente de arrastre kp, se consideré un valor de
kp = 0.0005. (6.22)

Se vera que el valor de la k,,, se encuentra lejos del necesario para que las
trayectorias obtenidas en las simulaciones a través de las soluciones numéricas
coincidan con las trayectorias analiticas.
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6.2. Tipos y detalles de vuelo

El cuadricéptero tiene seis grados de libertad, que son sus desplazamientos
en el espacio tridimensional y las respectivas rotaciones en cada dimension, pero
solo se tienen cuatro grados de control que corresponden a los cuatro motores.
Esto obliga a que la aeronave tenga que inclinarse si se quiere tener un despla-
zamiento horizontal en el plano X7 del sistema de laboratorio. Los diferentes
tipos de vuelo que realizara el cuadricoptero se especificaron en la secciéon 5.2.

A continuacién se detallan las condiciones que habran de establecerse en los
parametros del cuadricoptero para que describa dichos tipos de vuelo.

6.2.1. Movimiento vertical ascendente (despegue)

Para que el cuadricoptero ascienda verticalmente, la velocidad angular de los
cuatro motores debe ser la misma para cada uno y superior a la requerida para
mantenerlo suspendido en un punto fijo. La ecuacion que describe la velocidad
de los motores en el ascenso del cuadricoptero es la Ec.(5.22), donde interviene
el factor de velocidad constante vy, a la que el cuadricoptero se va elevando.

En la simulacioén se elige que el cuadricéptero despegue del origen coordenado
(z,y,2) = (0,0,0)m con una velocidad de ascenso de 20c¢m cada segundo,
vo: = 0.2m/s, Fig.(6.1). Si por ejemplo se elige que el tiempo de vuelo vertical
sea de 19.75 s, se alcanzaré una altura de 3.95m con lo que se consigue empezar
a pintar la pared desde la parte superior para reducir descuelgues de pintura.
Como durante el despegue no se ird aplicando pintura, en este tiempo la masa
del sistema permanece constante, Ec.(6.5). Introduciendo los pardmetros en la
Ec.(5.22), la velocidad angular u de cada motor para este tipo de vuelo vertical
del cuadricoptero a la velocidad constante mencionada resulta ser

Uyertical = 8874177ad/5 5 (623)
o por la equivalencia de la Ec.(6.10) se tiene
Upertical = 8474.210 rpm. (624)

Comparado con la frecuencia de trabajo, Ec.(6.7), se tienen 142.384 rad/,
mas en la velocidad de giro de cada motor, o equivalentemente 1359.670 rpm
extra. Finalmente, con esta velocidad angular wyerticqr S€ Obtiene un empuje
total, Ec.(2.22), generado por los cuatro motores de

Ty =31.273 N, (6.25)

vertical

que, comparado con la Ec.(6.6), es 9.230 N mayor que el empuje requerido para
sustentar el peso del sistema, lo que corresponderia a una masa de 0.940 kg.
Con esta resultante positiva se consigue el despegue a velocidad constante y
cabe mencionar que para moverse verticalmente no debe haber inclinacién de
balanceo ni cabeceo (¢ = 6 = 0).
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Figura 6.1: Vuelo de despegue sin consumo de pintura. El cuadricéptero asciende
con velocidad constante vy, = 0.2m/s durante un tiempo de 19.75 s con lo que
alcanza una altura de 3.95m. La figura muestra a la aeronave en el segundo 11
de vuelo, el cilindro amarillo simula la masa de la pistola con carga de pintura en
tiempo real, por lo que en este caso del despegue que no hay consumo de pintura
el cilindro corresponde a 1kg completo. Las lineas punteadas horizontales en
color gris simulan el suelo y las verticales simulan la pared que se encuentra
a 1m de distancia del lado izquierdo del cuadricéptero, las lineas punteadas
rojas son auxiliares para visualizar la ubicacién del cuadricoptero. La grafica se
obtiene a partir de la solucién numérica del problema.
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6.2.2. Suspendido en un punto fijo

Dado que los cuatro motores se han considerado idénticos, para que el cua-
dricoptero se mantenga volando fijo en un punto del espacio, Fig.(6.2), cada uno
de los motores habrd de sustentar la cuarta parte del peso del sistema, girando
todos con la velocidad angular descrita en la Ec.(5.23). La velocidad angular
minima para sustentar el peso del sistema, Ec.(6.6), se obtuvo en la Ec.(6.12) y
debe ser para cada motor

ug = 745.032rad/s |

o por la equivalencia de la Ec.(6.10) se tiene

ug = 7114.540 rpm . (6.26)

También se obtuvo que con esta velocidad angular se consigue un empuje
total, Ec.(6.6), por los cuatro motores

Th, = 22.043 N . (6.27)

Como en el caso del ascenso vertical, en este tipo de vuelo no disminuye la
pintura y al pedir que el cuadricoptero se mantenga estable y fijo en un punto
tampoco debe haber inclinacion de balanceo ni cabeceo (¢ = 6 = 0).

6.2.3. Movimiento horizontal

Para moverse en direcciéon paralela al eje X del sistema de laboratorio se
utiliza la Ec.(5.24), de donde se aprecia que el cuadricoptero se desplazara hacia
adelante o hacia atras segun el signo del término de velocidad constante wvg,
volando a una altura fija zg. De la Ec.(5.25) se tuvo como resultado que el angulo
0 permanece constante en el tiempo si no se va perdiendo masa (pintura).

Si se quisiera que la aeronave se desplazara hacia adelante, la inclinacién
del angulo 6 se tendra que hacer en sentido horario bajando el frente, esto se
consigue aumentando el cuadrado de la velocidad del motors y disminuyendo
la misma cantidad del cuadrado de la velocidad del motor;. Una vez que el
cuadricoptero ya estd inclinado, para mantener fija esa inclinaciéon del dngulo
0 los cuatro motores deberan girar con la misma velocidad angular entre ellos
descrita en la Ec.(5.29).

Si se quisiera que el cuadricoptero se desplazara hacia atras, la inclinacién
del angulo 0 se tendra que hacer en sentido antihorario subiendo el frente, esto
se consigue aumentando el cuadrado de la velocidad del motor; y disminuyendo
la misma cantidad del cuadrado de la velocidad del motors. Una vez que la
aeronave ya estd inclinada, para mantener fija esa inclinacién del dngulo 6 los
cuatro motores deben girar con la misma velocidad angular entre ellos, Ec.(5.29).

La Fig.(6.3) muestra el vuelo del cuadricoptero hacia adelante en la direccion
positiva X a la velocidad constante vg, = 0.2™/s a una altura fija de 3.95m. Se
aprecia la inclinacion 6 = 22.721°, Ec.(5.25), hacia el frente del cuadricoptero que
se requiere para conseguir el movimiento horizontal a la velocidad mencionada.
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Figura 6.2: Vuelo suspendido sin consumo de pintura. La figura muestra al
cuadricoptero en vuelo estable suspendido a una altura de 3.95m. Con este tipo
de vuelo se consigue colocar la aeronave en un punto fijo en la parte alta de la
pared para empezar a recorrer la trayectoria que cubra la superficie que se desea
pintar ubicada en el plano vertical X Z. El cilindro amarillo simula la pistola con
carga de pintura en tiempo real, como en este caso de estado suspendido no hay
consumo de pintura el cilindro corresponde a 1 kg completo. Las lineas punteadas
horizontales en color gris simulan el suelo y las verticales simulan la pared que
se encuentra a 1 m de distancia del lado izquierdo del cuadricéptero, las lineas
punteadas rojas son auxiliares para visualizar la ubicacién del cuadricoptero. La
grafica se obtiene a partir de la solucion numérica del problema.
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Figura 6.3: Vuelo horizontal sin consumo de pintura. La figura muestra al cua-
dricoptero en el segundo cinco de iniciado el vuelo horizontal hacia la derecha del
plano X Z, direccién positiva X de la pared, partiendo del punto (0,0,3.95)m a
una velocidad de 0.2 /s con un angulo de inclinacion positivo, es decir en senti-
do horario, de # = 22.721°. Con este tipo de vuelo se mantiene al cuadricoptero a
altura constante. Como en las figuras anteriores en las que no se va pintando, el
cilindro amarillo simula el peso de la pistola mas la carga de pintura en tiempo
real que corresponde a 1 kg completo. Las lineas punteadas horizontales en color
gris simulan el suelo, las verticales simulan la pared que se encuentra a 1m de
distancia del lado izquierdo del cuadricoptero y las lineas punteadas rojas son
auxiliares para visualizar la ubicacion de la aeronave. La grafica se obtiene a
partir de la soluciéon numérica del problema.
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Para este tipo de vuelo no se requiere que el cuadricoptero ascienda sino que
se mantenga a la altura fija. Una vez que el cuadricoptero ya esté inclinado un
angulo 0§ = 22.721° y recordando que la velocidad angular serd la misma en los
cuatro motores

Uy = Uz = U3 =Uq4 = Uhorizontal » (6.28)
la velocidad de cada uno para este caso de vuelo horizontal es
Uhorizontal = T75.7417ad/s, (6.29)
o por la equivalencia de la Ec.(6.10) se tiene
Uhorizontal = 1407.790rpm . (6.30)

Comparado con la frecuencia de trabajo, Ec.(6.7), se tienen 30.708 7ad/s mas
en la velocidad de giro de cada motor, o equivalentemente 293.248 rpm extra.
Finalmente, con esta velocidad angular uporizonta; S€ Obtiene un empuje total,
Ec.(2.22), generado por los cuatro motores
= 23897 N, (6.31)

Thh,orizontal

que comparado con el peso inicial, Ec.(6.6), es 1.854 N mayor que el empuje mi-
nimo requerido para sustentar el sistema, lo que corresponderia a una masa de
0.189 kg. Esta diferencia se debe a que el cuerpo esta volando inclinado, enton-
ces la direccion del empuje de cada motor ya no es vertical respecto al sistema
S7, pues el plano que forman los cuatro motores en el sistema del cuadricoptero
Sp estard inclinado el dngulo 6 respecto al eje Z del sistema de laboratorio,
Fig.(6.4). Por lo tanto, el empuje T},,,.,...,., s¢ verd dividido en dos componen-
tes, una horizontal T}, que se encarga de desplazar el cuadricéptero hacia la
derecha y otra vertical T}, que se encarga de sustentarlo a la altura fija 2.

Para conocer el valor del empuje vertical T},_ se hace uso de la Fig.(6.4) y
de la relacién

Th
cos = ———— | 6.32
Thho'r'izontal ( )
entonces
Ty, =22.043 N, (6.33)

que coincide con el empuje Ty, Ec.(6.27), del caso de vuelo suspendido.
Usando la misma figura, para conocer el valor del empuje horizontal T}, se
utiliza la relacion

T
sinf = —"le (6.34)
Thhorizont,al
entonces
Ty, =9.230 N, (6.35)

que corresponderia a una masa de 0.940 kg. Este valor coincide con el empuje
vertical extra obtenido en el caso del movimiento vertical (despegue), pues en
ambos se eligio de manera arbitraria una velocidad constante vy = 0.2m/s.
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Figura 6.4: Componentes del empuje en el vuelo horizontal. El empuje generado
por los cuatro motores para desplazar al cuadricoptero de manera horizontal a
cierta altura zo es Th,,,,...one = 23.897 N. El plano que forman los motores en
el sistema del cuadricoptero formara un angulo § = 22.721° respecto al plano
horizontal XY del sistema de laboratorio, por lo que dicho empuje tendra dos
componentes, una horizontal 7}, = 9.230 N y otra vertical T}, = 22.043 N.
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6.2.4. Movimiento circular

En la seccién 5.2.4, se vio que para describir una trayectoria circular las
ecuaciones parameétricas a utilizar estan dadas por la Ec.(5.30), mediante la cual
el cuadricoptero inicia su vuelo a una altura zp = 3.5m y completa un circulo
en un tiempo t = 27 s. Sin embargo, para aproximarse mas al valor ideal de la
constante de rozamiento k,.,, conviene pedir que se tracen mas circulos, pues
esto permite visualizar en la grafica resultante las desviaciones de cada circulo
trazado respecto del anterior y entonces se puede ir corrigiendo el pardmetro k..
hasta aproximarse a un valor ideal. Para entender mejor esto, las Figs.(6.5), (6.6)
y (6.7) muestran la trayectoria recorrida usando tres valores de k., ligeramente
distintos. Las tres trayectorias se obtienen con un tiempo de vuelo t = 967 s que
equivale a 5.026 minutos o 301.593 s, en el cual se trazan 48 circulos completos.
Como se eligié que la pintura sea aplicada en su totalidad al cabo de los 967 s,
la tasa de consumo resultante para este tipo de vuelo es

me (t)
dt

donde my (t) = mg + m,(t), es la masa total del sistema cuadricoptero-pintura.

En la Fig.(6.5), el circulo en color rojo representa la trayectoria ideal trazada
con la Ec.(5.30) y los circulos en color amarillo representan el vuelo descrito por
el cuadricoptero obtenidos con los resultados numeéricos. El valor de la constante
de rozamiento utilizado en la simulacion es k;.,, = 5.24885 k9/s. Se aprecia que el
centro de masa de la aeronave se va desviando de la trayectoria ideal ligeramente
hacia la derecha, esto se debe a que la k..., es menor que el valor ideal y entonces
traza los circulos més «abiertosy.

En la Fig.(6.6), se aprecia que los circulos en color amarillo trazados a través
de los resultados numéricos coinciden con el circulo en color rojo correspondiente
a la solucién analitica, es decir, el centro de masa del cuadricoptero se mantiene
dentro de la trayectoria ideal. El valor de la constante de rozamiento utilizado
en la simulacion es kyo, = 5.28295 kg/s.

Finalmente, en la Fig.(6.7) el circulo en color rojo representa la trayectoria
ideal trazada con la Ec.(5.30) y los circulos en color amarillo representan el vuelo
descrito por el cuadricéptero obtenidos con los resultados numéricos. El valor de
la constante de rozamiento utilizado en la simulacién es k... = 5.31229+9/s. Se
aprecia que el centro de masa del cuadricéptero se va desviando de la trayectoria
ideal ligeramente hacia la izquierda, esto se debe a que la k;.,, es mayor que el
valor ideal y entonces traza los circulos méas «cerradosy.

En la Fig.(6.8), se muestra el comportamiento del angulo de cabeceo 6 du-
rante los cinco minutos que se trazan los circulos, el cuadricoptero inicia el vuelo
inclinado hacia adelante por lo que su valor inicial es positivo

-1
= —kg/s = —0. kg/s .
o6 Y 0.00331 kg/s (6.36)

O(t=0s) = + 22.982°,

y dado que para describir circulos la aeronave se debe inclinar hacia adelante y
hacia atras, el &ngulo 6 oscila entre valores positivos y negativos, pero nétese que
conforme la masa de pintura disminuye el angulo 6 va aumentando, Fig.(6.8).
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5 Kroz menor=5.24885 kg/s
1 X (m)
0

Figura 6.5: Vuelo circular con una constante de rozamiento menor que el valor
ideal. El circulo en color rojo representa la trayectoria ideal trazada con la
Ec.(5.30) y los circulos en color amarillo se obtienen a través de la solucion
numérica, se observa que éstos se van desplazando ligeramente a la derecha
debido a que la k.., = 5.24885%39/s es menor que el valor ideal.
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Kroz ideal=5.28295 kg/s

Y L X (m)
r/g/ﬂ
4 R |
3
Zm , . O

Figura 6.6: Vuelo circular con un valor ideal de la constante de rozamiento. Se
observa que los circulos en color amarillo trazados a través de los resultados
numéricos coinciden con el circulo en color rojo correspondiente a la solucién
analitica, el valor ideal utilizado en la simulacion es ko, = 5.28295 kg/s.
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Kroz mayor=5.31229 kg/s
X (m)
0

Figura 6.7: Vuelo circular con una constante de rozamiento mayor que el valor
ideal. El circulo en color rojo representa la trayectoria ideal trazada con la
Ec.(5.30) y los circulos en color amarillo se obtienen a través de la solucion
numérica, se observa que éstos se van desplazando ligeramente a la izquierda
debido a que la k... = 5.31229 k9/s es mayor que el valor ideal.
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El incremento de este dangulo se debe a las condiciones que se le impusieron a
la trayectoria, pues se pide que describa 48 circulos completos en un tiempo
t = 967 s, por lo que su velocidad debe ser periddica y debe alcanzar los mismos
valores extremos en cada circulo. Sin embargo, al ir perdiendo masa los motores
deben disminuir su frecuencia de rotacion para evitar que la aeronave se eleve
y asi pueda permanecer dentro de la trayectoria, entonces debe inclinarse cada
vez mas para compensar la disminucién en el empuje y trazar los circulos a un
tiempo constante. En las Figs.(6.9) y (6.10) se muestra que las velocidades en
las direcciones X y Z oscilan de forma peridédica alcanzando siempre los mismos
valores extremos, con lo que el tiempo de vuelo de cada circulo se mantiene
constante.

A continuacion se muestra el valor de la inclinacion 6 que tendra el cuadri-
coptero en cuatro puntos distintos de la primera trayectoria circular

7.r o
G(t—is) = 13439°,
O(t=rs) = —17.384°,
0<t§7rs =+ 6.406°,
9(t=2rs) = +23.175".

Para visualizar mejor las variaciones del dngulo 6, en la Fig.(6.11) se mues-
tra su comportamiento durante el primer circulo de vuelo. En los 47 circulos
restantes su conducta es anédloga pero con la caracteristica de que el angulo va
aumentando poco a poco hasta terminar en un valor final

0(t=301.593s) = -+ 37.394".

La Fig.(6.12) muestra el comportamiento del motory durante los cinco mi-
nutos de vuelo. La velocidad inicial es wug,,, = 714.6627ad/s y es la que se re-
quiere para cuando el cuadricoptero atin carga toda la pintura, su equivalente
es ug,,, = 6824.5207rpm. La velocidad final es ug,,, = 573.08072d/s y es la
que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
ug,,, = 5472.520 rpm. Es importante recordar que se tendrdn los mismos valo-
res para el motory, Ec.(5.10). Para visualizar mejor el comportamiento del us,
en la Fig.(6.13) se muestra como se comporta al recorrer el primer circulo de
vuelo.

Una vez conocidas las velocidades us y ug, de las Ecs.(5.18) y (5.19) se
calculan las velocidades u; y ug. La Fig.(6.14) muestra estas velocidades corres-
pondientes al motor; y motors, respectivamente, durante los cinco minutos que
dura el vuelo.

La velocidad inicial del motory es uy,,, = 715.5467ad/s y es la que se re-
quiere para cuando el cuadricoptero atin carga toda la pintura, su equivalente
es uy,,, = 6832.9707rpm. La velocidad final es ui,,, = 573.683rad/s y es la

ini
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Angulo de cabeceo en trayectoria circular
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Figura 6.8: Angulo de cabeceo #. Se muestra el comportamiento del dngulo @
durante los 48 circulos que traza el cuadricoptero, se aprecia que el angulo au-
menta conforme va disminuyendo la cantidad de pintura y que ademés oscila
entre valores positivos y negativos debido a que para trazar los circulos la ae-
ronave debe irse inclinando hacia el frente y hacia atras. El angulo inicial es
Oini = 22.982° mientras que el angulo final es 0;, = 37.394".

Vx(m/s)
2? Vx durante un minuto del vuelo circular

AN |

HARARARRAN

Figura 6.9: Velocidad en la direccién X. Se muestra que el desplazamiento en
la direccion X oscila de forma periddica alcanzando siempre los mismos valores
extremos, con lo que el tiempo de vuelo de cada circulo se mantiene constante.
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Vz(m/s)
2? Vz durante un minuto del vuelo circular
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Figura 6.10: Velocidad en la direccién Z. Se muestra que el desplazamiento en
la direccion Z oscila de forma periddica alcanzando siempre los mismos valores
extremos, con lo que el tiempo de vuelo de cada circulo se mantiene constante.

Theta (°)
301

Angulo de cabeceo en el primer circulo

t(s)

-20

Figura 6.11: Angulo de cabeceo § durante el primer circulo de vuelo. El cuadri-
coptero empieza el recorrido con un angulo de inclinacion 6(t = 0s) = 22.982°
y cierra el primer circulo con un 4ngulo 6 (¢t = 27 s) = 23.175°.
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Figura 6.12: Velocidad us. Se muestra el comportamiento del motor, durante
los cinco minutos de vuelo. La velocidad inicial es ug,,, = 714.6627ad/s y su
equivalente es ug,,, = 6824.520 rpm. La velocidad final es uz,,, = 573.080 rad/s
y su equivalente es ug,,, = 5472.520 rpm.
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Figura 6.13: Velocidad us durante el primer circulo. Se muestra la conducta del
motory para trazar el primer circulo; el comportamiento durante los circulos
restantes es totalmente anélogo, con la caracteristica de que va disminuyendo
su velocidad de giro.
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Figura 6.14: Velocidades w1 y wu3. Se muestran las velocidades del motor, y
motorsg durante los cinco minutos que dura el vuelo, la linea continua en color
amarillo representa la velocidad u; y la linea punteada en color rojo la velocidad
us. Notese que los valores son sumamente cercanos.

que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
U1y, = 5478.270 rpm.

La velocidad inicial del motors es ug,,, = 713.7767ad/s y es la que se re-
quiere para cuando el cuadricoptero atin carga toda la pintura, su equivalente
es ug,,, = 6816.060rpm. La velocidad final es ugz,,, = 572.477rad/s y es la
que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
U3y, = 9466.760 rpm.

Para visualizar mejor estas velocidades, la Fig.(6.15) muestra su comporta-
miento durante el primer circulo de recorrido. Se aprecia que sus valores son
sumamente cercanos, esto demuestra que el vuelo del cuadricoptero es muy sen-
sible incluso a perturbaciones pequenas por lo que basta con variar ligeramente
la velocidad de sus motores para obtener los desplazamientos requeridos.

El empuje T}, que se obtiene con las velocidades encontradas durante los
cinco minutos de vuelo se muestra en la Fig.(6.16), se aprecia que el empuje va
disminuyendo debido a que los motores reducen su velocidad porque el sistema
va perdiendo masa y de esta manera poder mantener al cuadricoptero dentro de
la trayectoria circular prescrita. Con las velocidades iniciales que se mostraron
se tiene un empuje inicial T}, , = 20.282 N, mientras que el peso inicial del
sistema es Wistema = 22.043 N. De las velocidades finales se tiene que el empuje
final es T}, = 13.042 N, en tanto que el peso del cuadricoptero sin pistola es
W, = 12.233 N. En la Fig.(6.17) se muestra el comportamiento del empuje T},
en el primer circulo de recorrido.
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Figura 6.15: Velocidades u; y us durante el primer circulo. Se muestra el com-
portamiento del motor; y motors en el primer circulo de recorrido, la linea
continua en color amarillo representa la velocidad u; y la linea punteada en
color rojo la velocidad us.
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Figura 6.16: Empuje T} en vuelo circular. El empuje se obtiene a partir de las
velocidades encontradas, se aprecia que va disminuyendo debido a que los moto-
res reducen su velocidad porque el sistema va perdiendo masa y de esta manera
poder mantener al cuadricéptero dentro de la trayectoria circular prescrita.
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Figura 6.17: Empuje T}, en el primer circulo de recorrido. Se muestra el empuje
generado por los cuatro motores mientras el cuadricoptero recorre el primer
circulo. El vuelo lo empieza con un empuje T, . = 20.282 N.

ini

Finalmente, en la Fig.(6.18) se muestra la figura pintada por el cuadricoptero
en la pared X Z después de haber completado el primer circulo de vuelo.

El anélisis del movimiento en una elipse horizontal es totalmente analogo al
desarrollado para este caso de la trayectoria circular.

6.2.5. Movimiento en un seno vertical

Para que el cuadricoptero recorra toda la pared se eligié trazar una trayecto-
ria senoidal vertical cuya amplitud A sea de 2m para cubrir entonces un ancho
de pared de 4m, iniciando el vuelo en el punto (z,y, z) = (0,0, 3.95) m, es decir,
en el centro y en el punto alto de la pared, Fig.(5.5). Como se dijo en el capitulo
anterior, para recorrer esta trayectoria se usara la Ec.(5.34) con los pardmetros
k=my w= % 1/s. Se simula el vuelo durante un tiempo ¢ = 1087 s, esto
equivale a 5.654 minutos o 339.292 s, con este tiempo se completan exactamen-
te nueve ciclos de la funcién seno ya que con las ecuaciones paramétricas cada
127 s se cumple un ciclo.

De la mismas ecuaciones del seno vertical, Ec.(5.34), y dado el peso del siste-
ma cuadricoptero-pintura, se tiene que la velocidad inicial en cada coordenada
es
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Figura 6.18: Circulo pintado. Se muestra la figura pintada de color amarillo sobre
la pared por el cuadricoptero después de completar un circulo de vuelo, las lineas
punteadas horizontales en color gris simulan el suelo y las verticales simulan la
pared que se encuentra a 1 m de distancia del lado izquierdo del cuadricoptero, el
cilindro amarillo ubicado en el suelo simula el peso de la pistola méas la carga de
pintura en tiempo real que inicialmente correspondia a 1 kg, las lineas punteadas
en color rojo son auxiliares para visualizar mejor la ubicacién de la aeronave.

La grafica se obtiene a partir de la solucién numérica del problema.
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x(0) = 3m/s,
y(0) = 0m/s, (6.37)
z(0) = —0.01m7/s.

Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria requerida y el peso del sistema
fijan las velocidades iniciales asi como el dngulo inicial de inclinacién, por lo que
si se cambia el peso se obtendra un angulo inicial diferente. Este conjunto de
condiciones iniciales dice que para que el cuadricoptero describa la trayectoria
senoidal vertical descendente, su vuelo debera iniciar con una inclinaciéon en
el dngulo de cabeceo 6§ = 35.480°, Fig.(1.6), moviéndose hacia la derecha y
descendiendo 1 e¢m cada segundo. Como el tiempo de vuelo elegido de ¢ = 1087 s
equivale a 339.292 s, el cuadricéptero descenderd aproximadamente 3.393m y
dado que inicia a una altura zg = 3.95m es esta es la razén por la que su vuelo
termina a 0.557 m sobre el nivel del suelo, Fig.(6.19).

Como se elige que toda la pintura sea aplicada en el tiempo de vuelo esta-
blecido, la tasa de consumo es

me -1

- = kg/s = —0. kg/s . .
p o 0.00294 kg/ (6.38)

Al cumplirse un ciclo del seno cada 127 s que equivalen a 37.699 s, el cua-
dricoptero desciende 37.699 cm, de aqui se deduce que para asegurarse de cubrir
toda la pared con pintura trazando este tipo de vuelo, basta con ajustar la bo-
quilla de la pistola de tal forma que el abanico de proyeccion sea de 19 cm. Es
decir, la separacién vertical mas grande entre dos lineas de la trayectoria sera
de 37.699 cm, entonces sera suficiente con que el tamano del abanico sea de la
mitad para que se cubran 19 cm de la pared en el recorrido de ida y otros 19 cm
en el de regreso. Esta deduccion también puede hacerse al ver la Fig.(6.19). El
tiempo y la altura final se eligieron asi porque la longitud de cada brazo del cua-
dricoptero es L = 0.3m y dado que éste vuela inclinado por tener que realizar
movimientos horizontales, entonces con el tiempo de vuelo mencionado termina
a una altura de 0.557m, evitando asi tocar el suelo, Fig.(6.19).

Una vez iniciado su vuelo con el dngulo de inclinaciéon mencionado, durante
el tiempo del recorrido dicho angulo € va cambiando como se muestra en la
Fig.(6.20), dado que la trayectoria son ciclos de la funciéon seno en la que el
cuadricoptero vuela hacia adelante y hacia atras, el angulo 6 va oscilando entre
valores positivos y negativos. Notese que conforme transcurre el tiempo y la
masa de pintura va disminuyendo, el dngulo de cabeceo 6 va aumentando.

Para entender la razén de este aumento conviene mostrar que al ir osci-
lando en valores positivos y negativos, el desplazamiento del cuerpo en la di-
reccion horizontal X siempre alcanza sus valores extremos V, . = f% mfs y
Virie = %m/s, como se aprecia en la Fig.(6.21), sin importar que el sistema
vaya perdiendo masa. Esta situacion es inherente a las ecuaciones paramétricas
elegidas para este tipo de vuelo, pues de la Ec.(5.34) se tiene que la velocidad
en la direcciéon X es

z(t) = %cos (é) m/s. (6.39)
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Figura 6.19: Altura final. El cuadricdptero inicia su vuelo a una altura de 3.95m
v lo termina a una altura sobre el suelo de 0.557 m después de haber completado
nueve ciclos del seno, esto se elige asi para evitar tocar el suelo, tomando en
cuenta que el cuadricéptero se inclina en el vuelo y que la longitud de sus brazos
es L = 0.3m. La grafica se obtiene a partir de la solucion analitica del problema.
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Figura 6.20: Comportamiento de 6 durante el vuelo senoidal. El angulo inicial
es 0 = 35.480° y el adngulo final después de haber completado nueve ciclos es
0 = 52.693°. Se aprecia que conforme va disminuyendo la masa del sistema
cuadricoptero-pintura el angulo de cabeceo va aumentando. La grafica se obtiene
a partir de la solucién analitica del problema.
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Figura 6.21: Velocidad en la direccién X. Se muestra que el desplazamiento en
la direccién X oscila de forma periodica alcanzando siempre los mismos valores
extremos, con lo que el tiempo de vuelo de cada ciclo del seno se mantiene
constante.

A ir disminuyendo la masa de pintura, también los motores deberan dismi-
nuir su frecuencia de rotacioén para obligar asi que el cuadricoptero permanezca
en la trayectoria prescrita, de lo contrario éste se elevaria por la pérdida en el
peso, entonces para compensar la reduccién en la velocidad de sus motores el
cuadricoptero debe ir inclindndose cada vez méas para mantener constante el des-
plazamiento en la direccion X. Esta situacion también se observé en el anélisis
del vuelo horizontal sin aplicaciéon de pintura, seccién 6.2.3, en la que se dijo que
por volar inclinado el empuje total T}, se divide en una componente de empuje
vertical Tj,_ y otra de empuje horizontal T}, y que mientras mayor es el angulo
de inclinacién 6, mayor es este tltimo empuje. De aqui se concluye que el angulo
de cabeceo 6 esta directamente relacionado con el desplazamiento horizontal del
cuadricoptero, esto es, si se quiere ir mas rapido en movimiento horizontal pero
sin aumentar la velocidad de los motores la aeronave debe inclinarse maés.

Después de saber como se comporta el d&ngulo de cabeceo 6, de las Ecs.(5.10)
y (5.16) se obtienen las velocidades ug y u4 correspondientes al motors y motory,
respectivamente. Su comportamiento se muestra en la Fig.(6.22). La velocidad
inicial es wg,, , = 816.932rad/s y es la que se requiere para cuando el cuadri-
coptero ain carga toda la pintura, su equivalente es wus, , = 7801.130 rpm. La
velocidad final es up,,, = 698.40672d/s y es la que se necesita para sustentar
solo el peso del cuadricoptero su equivalente es uz,,, = 6669.290 rpm.

Hay que recordar que la velocidad wuy del motor, es la misma que la del
motors, Ec.(5.10). Para visualizar mejor su comportamiento, en la Fig.(6.23) se
muestra la variaciéon de uy durante el primer ciclo del seno.
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Figura 6.22: Velocidad us. Se muestra el comportamiento del motor, durante
el vuelo senoidal; la velocidad inicial es ug,,, = 816.9327ad/s y es la que se
requiere para cuando el cuadricoptero ain carga toda la pintura, su equivalente
es up,,, = 7801.1307pm; la velocidad final es up,,, = 698.4067ad/s y es la
que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
ug,,, = 6669.290 rpm. La gréfica se obtiene a partir de la solucién analitica del
problema.
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Figura 6.23: Velocidad us durante el primer ciclo del vuelo senoidal. Se aprecia
que su comportamiento es ciclico pero que su valor va disminuyendo, la velocidad
inicial es ug, , = 816.9327ad/s y su equivalente es us, , = 7801.130rpm. La
grafica se obtiene a partir de la solucién analitica del problema.
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Una vez conocida la velocidad uz, de las Ecs.(5.18) y (5.19) se calculan las
velocidades uy y ug correspondientes al motor; y motors, respectivamente. En
la Fig.(6.24) se muestra su comportamiento durante todo el recorrido, como en
el caso del vuelo circular, se aprecia que sus valores son sumamente cercanos.

La velocidad inicial del motor; es uq,,, = 816.9567ad/s y es la que se re-
quiere para cuando el cuadricoptero atin carga toda la pintura, su equivalente
es uy,,, = 7801.360rpm. La velocidad final es u,,, = 698.43072d/s y es la
que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
uy,,, = 6669.520 rpm.

La velocidad inicial del motors es ug,,, = 816.9087ad/s y es la que se re-
quiere para cuando el cuadricoptero atin carga toda la pintura, su equivalente
es ug,,, = 7800.900rpm. La velocidad final es usz,,, = 698.3827ad/s y es la
que se necesita para sustentar solo el peso del cuadricoptero, su equivalente es
ug,,, = 6669.060 rpm.

Con las velocidades iniciales que se mostraron se tiene un empuje inicial
T},,,. = 26.502 N, mientras que el peso inicial del sistema es Wistema = 22.043 N.
De las velocidades finales se tiene que el empuje final es T}, = 19.370 N, en
tanto que el peso del cuadricoptero sin pistola es W, = 12.233 N.

El empuje T}, que se obtiene con las velocidades encontradas se muestra en la
Fig.(6.26), se aprecia que va disminuyendo debido a que los motores reducen su
velocidad porque el sistema va perdiendo masa y de esta manera poder mantener
al cuadricoptero dentro de la trayectoria senoidal requerida.
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Figura 6.24: Velocidades w1 y uz. Se muestra el comportamiento del motor, y
motors en toda la trayectoria, la linea continua en color amarillo representa la
velocidad w; y la linea punteada en color rojo la velocidad ugz. Se aprecia que
van disminuyendo conforme la cantidad de pintura disminuye y que los valores
entre ellos son sumamente cercanos.

ul , u3 (rad/s)

rVelocidad motores 1 y 3 en el primer ciclo
820
!'\\

Lo\ " i .
800F %\ i \ 7
3 \ ) \ ’

L 1 i \ f §

[ \ f ‘\ :’
780 \ / \ /

L \ 7 \ I

[ v i \ /

L \ J \ !
760 - \ ! \ /

L \ 7 )

i Y 7 \ f

L LY f A I
740 - \ f k !

\ / \ /

i .’ \ /

L \ 7

L % of
720 I\II‘I\II‘I\I\‘I\I\‘I\I\‘I\ﬁ’\‘l\l\‘l\ t(S)

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 6.25: Velocidades u; y usz en el primer ciclo de recorrido. Se muestra el
comportamiento del motory y motors durante el primer ciclo del seno, la linea
continua en color amarillo representa la velocidad w; y la linea punteada en
color rojo la velocidad us.
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Figura 6.26: Empuje T} en vuelo senoidal. El empuje se obtiene a partir de las
velocidades encontradas, se aprecia que va disminuyendo debido a que los moto-
res reducen su velocidad porque el sistema va perdiendo masa y de esta manera
poder mantener al cuadricoptero dentro de la trayectoria senoidal requerida.

Finalmente, en la Fig.(6.27) se muestra la pared X7 pintada por el cuadri-
coptero después de 305.363 s de vuelo.
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Figura 6.27: Pared pintada después de 305.363 s de vuelo. Se muestra la pared
pintada de color amarillo por el cuadricéptero usando la trayectoria senoidal,
las lineas punteadas horizontales en color gris simulan el suelo y las verticales
simulan la pared que se encuentra a 1m de distancia del lado izquierdo del
cuadricoptero, el cilindro amarillo que se ubica en el suelo simula el peso de la
pistola més la carga de pintura en tiempo real que inicialmente correspondia a
1 kg, las lineas punteadas en color rojo son auxiliares para visualizar mejor la
ubicacion de la aeronave. La grafica se obtiene a partir de la solucién numérica
del problema.
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Conclusiones

= La constante de rozamiento k,.. necesaria para forzar que el cuadricoptero
describa la trayectoria prescrita tuvo que aumentarse en cinco o6rdenes
de magnitud, de donde se infiere que la aproximacién usando la ley de
Stokes en cuanto a la fuerza de friccién con el aire no resulta del todo
idonea. Es conveniente efectuar una medicion del angulo de inclinacion 6
del cuadricoptero para una trayectoria a velocidad constante en linea recta
horizontal y de esta manera determinar experimentalmente el valor de la
constante de rozamiento k..

= Una manera experimental de obtener el valor de la constante de rozamien-
to k.. seria grabar el vuelo de un cuadricéptero desde una vista lateral,
pudiendo medir el 4ngulo de inclinacién y la velocidad con la que se des-
plaza. Estos dos pardmetros son necesarios para poder despejar de las
ecuaciones la constante de rozamiento en un vuelo real.

= Teniendo en cuenta que los recorridos son trazados en sentido horario, si
el coeficiente de rozamiento k,.,, es menor que el valor ideal, la trayectoria
experimental se desfasa hacia la derecha de la trayectoria analitica; si el
coeficiente de rozamiento k..., es mayor que el valor ideal, la trayectoria
experimental se desfasa hacia la izquierda de la trayectoria analitica.

= Si se cambian los tiempos de vuelo, la tasa de consumo o la masa del sis-
tema cuadricoptero-pintura, siempre serd posible recuperar la trayectoria
prescrita modificando el valor de la constante de rozamiento k,,.. Este re-
sultado sugiere la posibilidad de una k,,, dependiente del tiempo e incluso
dependiente de la masa del sistema.

= Se eligi6 arbitrariamente una tasa de transferencia en el consumo de pin-
tura «uno a unoy, es decir, se fijo el tiempo de vuelo y se pide que la
totalidad de pintura debe agotarse en ese tiempo, sin importar que esto
implique una tasa de consumo lineal. La razén de poder hacer esto se debe
a que no es necesaria elegir una tasa de transferencia especifica de consu-
mo de pintura, pues aumentar el tiempo de vuelo equivale a disminuir la
tasa de consumo y disminuir el tiempo de vuelo equivale a aumentar la
tasa de consumo.
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En tipos de vuelo como el circular o el eliptico, pedir un mayor niimero de
ciclos, es decir, aumentar el tiempo de vuelo, permite obtener una cons-
tante de rozamiento k., méas precisa. Por ejemplo, si el tiempo definido
corresponde al de una sola vuelta en la trayectoria circular quizé se apro-
xime a la trayectoria analitica deseada pero al pedir que el cuadricoptero
recorra mas vueltas, los pequenos desfasamientos respecto de la trayecto-
ria ideal son mas apreciables. Esto hace que el método de aproximaciéon
de la constante de rozamiento sea muy aceptable. Este tema se discutié
en la seccién 6.2.4

Conforme la masa de la pintura que carga el cuadricéptero va disminuyen-
do, el 4ngulo de cabeceo 6 va aumentando. Esto se debe a que los motores
disminuyen su velocidad porque el sistema va perdiendo masa, por lo que
el cuadricoptero debe inclinarse mas para compensar esta situacion.

Se derivaron las ecuaciones de movimiento angulares y del centro de masa
del cuadricoptero a partir de los formalismos de Newton y Euler, inclu-
yendo fuerzas externas como la del rozamiento con el aire y el empuje de
retroceso originado en la boquilla de la pistola. A partir de dichas ecuacio-
nes de movimiento se hicieron las modificaciones adecuadas para resolver
el problema de que el cuadricoptero se mueva en una trayectoria tutil pa-
ra pintar una pared vertical. Se simularon distintos tipos de movimiento
del cuadricoptero confinado al plano vertical XZ con ayuda de un len-
guaje de programacién que permitié visualizar el proceso de pintado del
cuadricoptero.

El angulo de cabeceo 6 esta directamente relacionado con el desplaza-
miento horizontal del cuadricéptero, es decir, a mayor inclinacién de la
aeronave se tendra mayor empuje horizontal en esa direcciéon.

De los movimientos vertical y horizontal, se aprecia que al disminuir la
constante de rozamiento también disminuye el &ngulo de inclinacién, dis-
minuye la velocidad angular de los motores y por tanto disminuye el em-
puje total; ahora bien, al aumentar la constante de rozamiento también
aumenta el angulo de inclinacién, aumenta la velocidad angular de los
motores y el empuje total. A mayor friccién, mayor angulo de inclinacion.

En todos los tipos de vuelo en los que se requiere un angulo de inclinaciéon
0 diferente de cero se supone que 6 ya esta listo.

Se deja como trabajo posterior el caso en que el nivel de pintura se manten-
ga constante realimentando la pistola mediante una manguera conectada a
una compresora. Si, por ejemplo, la compresora estuviera a nivel del suelo,
se tendria que tomar en cuenta que a mayor altura del cuadricéptero la
presion a la entrada de la pistola disminuye, ademas de que también habra
inercia y torques asociados a dicha manguera, detalles que no se pueden
despreciar dado que se mostré que el sistema es muy sensible incluso a
perturbaciones leves.
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= Se verificd que el vuelo del cuadricoptero envuelve mucha Fisica, que para
describirlo fue necesario tratar con rotaciones y diferentes teorias como la
de Newton y Euler, y que a pesar de ello no fue suficiente debido a lo sus-
ceptibible que resulta el vuelo a perturbaciones y pequenos cambios en las
condiciones de cada tipo de recorrido. Con esto se intuyen la razones por
las que companias que desarrollan este tipo de drones requieren agregarles
electronica muy avanzada, como giréscopos, acelerémetros, GPS y tipos
de control como el PID que son muy comunes en Robética y Electronica.

= Se mostré que la solucién al problema planteado en esta tesis pudo re-
ducirse solamente a variar la constante de rozamiento con el aire k..,
ya que modificando este parametro pudieron hacerse coincidir las solucio-
nes analiticas con las soluciones numéricas. Se verificé también que dicha
constante resulta muy alejada del valor que se obtiene al usar la teoria de
Stokes, a pesar de que las tesis y articulos que sirvieron como apoyo para
el desarrollo de esta tesis introducen dicha teoria.

= Analizar primero los movimientos bésicos como el vertical y horizontal
ayudaron a comprender més facilmente lo que sucede en vuelos complejos
como lo fueron el circular y el senoidal.

= El objetivo de esta tesis se cumpli6 satisfactoriamente. Los parametros que
debieron incluirse para que los resultados se obtuvieran satisfactoriamente
se encuentran dentro de una realidad fiable y posible de realizar, por lo
que llevar a cabo el modelo propuesto en este trabajo es posible siempre
y cuando se agreguen componentes electrénicos auxiliares como los ya
mencionados.
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