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INTRODUCCION

Sea X un espacio compacto y f : X — X una funcién continua. Mediante la
herramienta de los limites inversos se define un nuevo espacio compacto X, y un
homeomorfismo f : Xoo = Xoo. Es natural preguntarse sobre la relacién entre
propiedades dindmicas de (X, f) y (Xoo,f). En 1970 R. Bowen demostrd que la
entropia de f es igual a la entropia de f . En 1995 Xiandong Ye. demostré una
generalizacién del resultado de R. Bowen. En este trabajo analizaremos la genera-
lizacién de Xiandong Ye. Este andlisis estd basado en el articulo [20], Topological
entropy of the induced map of the inverse limit space, de Xiandong Ye.

Para explicar con mas detalle de que trata este trabajo, es necesario mencionar
antes algunas definiciones y herramientas que necesitaremos.

Sean X un espacio compacto y ¢ : X — X una funcién continua. Sea « una
cubierta abierta de X, N(«) denota el niimero de elementos de una subcubierta de
a de cardinalidad minima.

Si a y 8 son dos cubiertas abiertas de X, sean

avVfB={ANB:Acay B e p},

vy Ha)={p"'(A): A€ a}.
Para una cubierta abierta o« de X y n € IN, sea

n—1

V @) =av ) v v 0 ().
k=0
1
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En el Corolario [I.17 demostramos que el siguiente limite existe

n—1
h(f,a) :nlggo%mjv (\/ fk(a)>.

k=0

Definimos la entropia topoldgica de f como
h(f) =sup{h(f,a) : a es una cubierta abierta de X}.

Esta definicién de entropia fue dada en 1965 por Adler, Konheim y McAndrew en
el articulo [I].

Ahora vamos a definir lo que es un limite inverso. Sean {X;}{2; una sucesién
de espacios compactos de Hausdorff y para cada i € IN f; : X;11 — X; funciones
continuas y suprayectivas. Sea

o0
Xoo = {fin(Xi, fi) = {(!El,(EQ, .)€ HXi : fi(ziy1) = x;, para todo i € ]N} .
i=1
El espacio X es llamado el limite inverso de las funciones { f;}22; y las funciones
{fi}22, son llamadas funciones de ligadura. En particular si X; = X y f; = f para
cada ¢ € IN, denotaremos al limite inverso como

o0
Xf = EEI(X, f) = {(Il,xg, N ) S 21_[1X7 : f(xi—i-l) = x;, para todo i € N} .
En la seccién 2.1 del libro [11]], se da un estudio detallado sobre los limites
inversos. Ahi se demuestra que el limite inverso de espacios compactos de Hausdorff
es un espacio compacto de Hausdorff.
Si X y Y son espacios compactos y de Hausdorff, y h : X =Y, f: X - Xy
g:Y — Y son funciones continuas, decimos que el diagrama

y <" x

|,

y <" x

conmuta si para todo z € X, h(f(x)) = g(h(x))
Siguiendo con la notacién que llevamos de limite inverso, X, = lUm(X;, f;),
—

ahora consideraremos una sucesién de funciones continuas {g; : X; — X;}3°, tal
que los siguientes diagramas conmutan.

(1) X, f1 X, f2 X,

SR

X< Xy <2 X5

Las funciones {g; }$2, son llamadas funciones originales. Estas funciones inducen
una funcién continua g : Xoo — Xoo dada por

9oo(Z) = (g1(21), g2(22),...), paraT = (z1,22,...) € Xe.

A g se le llama funcidn inducida en el limite inverso Xoo. Si goo €s un homeo-
morfismo g, se llama homeomorfismo inducido.
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Si en el diagrama tenemos que para cada : € N, X; = X, 1 y fi = ¢, deno-
taremos a goo COMO goo = f y se le llamara funcion corrimiento de f. En este caso
para todo T = (x1,x2,...) € Xeo

f(:]']l,I'Q, . ) = (f(zl),$1,$2, .. )

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo. En el libro [IT] se prueba
que el limite inverso de continuos es un continuo. Un continuo es descomponible si
se puede expresar como unién de dos subcontinuos propios. Un continuo es indes-
componible si no es descomponible. Diremos que un continuo es hereditariamente
descomponible si todo subcontinuo no degenerado es descomponible.

Al intervalo cerrado [0,1] € R lo denotaremos como I. Un continuo no dege-
nerado M es encadenable si M es el limite inverso X, de funciones continuas y
suprayectivas {f; : I — I}$°,. Un estudio detallado sobre continuos encadenables
se da en la tesis [10].

Sea X un espacio compactoy f: X — X. Dado n € N, sea

fr=fofo-of.
—veces

Dado = € X, decimos que z es un punto periddico de f de periodo n si f*(z) =
y fi(z) # x para toda 1 <1i < n.

Después de haber mencionado las herramientas que necesitaremos, ahora si da-
remos la explicacion de lo que trata este trabajo.

En la seccién 1.1 empezaremos dando algunas propiedades sobre cubiertas abier-
tas de un espacio compacto, para luego demostrar algunas propiedades de la en-
tropia topoldgica.

En la seccién 1.2 daremos una prueba de que la entropia de la funcién corri-
miento es igual a la entropia de la funcién original. La prueba que haremos es una
versién detallada de la prueba que dio R. Bowen en [6]. La demostracién dada por
R. Bowen utiliza muy fuerte las propiedades de la funcién corrimiento, mientras
la demostracién del Teorema [2.1] que da como corolario el resultado de R. Bowen,
utiliza otras técnicas.

En la seccién 1.3 daremos algunos lemas que nos ayudaran a demostrar los re-
sultados principales, sélo demostraremos dos de esos lemas, los deméas daremos la
referencia.

Los resultados principales de este trabajo se encuentran en el capitulo 2. El teo-
rema principal es el Teorema[2.1] que nos dice que la entropfa de la funcién inducida
en el limite inverso, go : Xoo — X0, €s igual al limite de las entropias de las funcio-
nes originales {g;}5°,. Este teorema tendrd varias consecuencias. La consecuencia
inmediata es un corolario que nos dice que la entropia de una funciéon f: X — X
es igual a la entropia de su funcién corrimiento, f : Xt — X¢. Este resultado fue
demostrado en 1970 por R. Bowen en [6]. Asf el Teorema [2.1] generaliza el resultado
de R. Bowen.

Otra aplicacién que tendremos es el Teorema [2.4] que nos dice que todo homeo-
morfismo inducido sobre un continuo hereditariamente descomponible y encadena-
ble tiene entropia cero. El Teorema [2.4] apoya a la conjetura de M. Barge dada en
[8] que nos dice que todo homeomorfismo en un continuo hereditariamente descom-
ponible y encadenable tiene entropia cero.

Finalizaremos el capitulo 2 con un par de corolarios, que son una generalizacién
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de un resultado conocido por M. Barge y J. Martin dado en [4].

En el capitulo 3 daremos algunos ejemplos de como calcular la entropia de algu-
nas funciones inducidas usando el Teorema [2.1] También daremos el ejemplo de un
homeomorfismo en un continuo encadenable y hereditariamente descomponible que
no es un homeomorfismo inducido, mostrando asi que el Teorema [2.4/ no demuestra
directamente la conjetura de M. Barge dada en [§].

Cabe mencionar que la conjetura de M. Barge dada en [8] ya fue demostrada en
el 2010 por Christopher Mouron en el articulo [14].
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1. PRELIMINARES

1.1. Entropia. En esta seccién empezaremos con algunas definiciones y propie-
dades que tienen que ver con cubiertas abiertas de un espacio compacto, con ayuda
de estas herramientas podremos demostrar algunas propiedades de la entropia de
una funcion.

Siempre que nos refiramos a un espacio X estaremos pensando que X es un
espacio compacto y Hausdorff.

Si « es una cubierta abierta de X, denotaremos a |a| como el nimero de ele-
mentos de la cubierta abierta a.

Definicién 1.1. Si« es una cubierta abierta de X, N(a) denota el nimero de con-
juntos de una subcubierta de a de cardinalidad minima. Si « y B son dos cubiertas
abiertas de X, entonces

avVp={ANB:AcayBecp}

Observacion 1.2. Si «, 3,7y son tres cubiertas abiertas de X, entonces

i) (VB Vy=aV(BVy).
i) aVpB=pFVry.

Definicién 1.3. Sean «, 8 cubiertas abiertas de X, diremos que
a<p
st para todo B € B existe U € « tal que B C U.

Proposicion 1.4. Sean a, o, 3,3 cubiertas abiertas de X tales que o < o’ y
B < ', entonces
aVvB=<advp.

Demostracion. Sean AN B €’V 3, con A’ € o’ y B’ € 5. Por hipétesis existen
AcayBeftalque A C Ay B’ C B. Luego

ANB CANB
yANBeaVg. a
Observacion 1.5. Sean «a, S cubiertas abiertas de X, entonces
a<aVp y B<aVp.

Definiciéon 1.6. Sea X compacto y a una cubierta abierta de X. Definimos la
entropia de o como
H(a) =In(N(a)).

Proposicion 1.7. Sean o y 8 cubiertas abiertas de X tal que o < 3, entonces
N(o) <N(B) y H(a) < H(B).

Demostracion. Sea 1 subcubierta de 8 tal que N(8) = |51| = n para algtin n € IN.
Luego (1 se puede escribir como

1 ={B1,Ba,...,Bn}

con B; € f paracadai € {1,...,n}.
Como « < 3, para cada i € {1,...,n} existe 4; € a tal que
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Como {Ay,...,A,} es subcubierta de a, entonces N(a) < n = N(). Por lo tanto
N(a) < N(B).

Como In es una funcién creciente, se sigue que
H(a) < H(P).

Proposicion 1.8. Sean o y B cubiertas abiertas de X. Si o < 3 entonces
N(aV ) =N(B).
Demostracion. Sabemos que § < aV 8. Veamos que aV § < .

Sea B € 3, como o < [ existe A € a tal que B C A, luego B C ANB,y
ANB € aV . De la Proposicién [L.7] se sigue que N(a'V ) = N (). O

Proposicion 1.9. Sean o y B cubiertas abiertas de X, entonces
N(aVp)<N(a)N(B) y H(avpB) < H(a)+H(B).
Demostracion. Sean o y 5’ subcubiertas de a y 8 respectivamente, tales que
N(a)=lo'| 'y N(B)=|8.
Entonces o' V 3’ es subcubierta de a vV 8y |’ V 8| < |&/||8']- Se sigue que
N(aVp) < N(@)N(B),
y de aqui H(aV B) < H(a) + H(B). O

Sea ¢ : X — X, una funcién continua. Si « es una cubierta abierta de X
denotaremos a ¢! (a) como

¢ M) ={¢ 1 (A): Aea}.
Nétese que p~1(a) es un cubierta abierta de X.

Proposiciéon 1.10. Sean o y 5 cubiertas abiertas de X y sea p : X — X una
funcion continua. Si a < 3, entonces

-1 -1
e (a) <9 (B).
Demostracion. Se sigue del hecho de que la imagen inversa respeta contenciones.

]

Proposicion 1.11. Sean a y S cubiertas abiertas de X, entonces
e HaVvB) =9 Ha) Ve l(B).
Demostracion. Se sigue del hecho de que la imagen inversa de una interseccién de

conjuntos es la interseccién de las imagenes inversas de los conjuntos. (I

Proposicion 1.12. Sean X,Y espacios compactos, a una cubierta abierta de Y y
¢ : X =Y una funcion continua. Entonces

N(p™H(a)) < N(a).
Demostracion. Sea [ es una subcubierta finita de a tal que
18] = N(a).
- {B1732>" ) n}v = N(a), entonces {90_1( 1) _1(ﬂ2) ~790_1(6n)} s

una subcublerta de ¢~1(a) con cardinalidad menor o igual que n.
Por lo tanto N (¢ 1(a)§ N(a). O
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Corolario 1.13. Sea ¢ : X — X una funcion continua. Sea o una cubierta abierta
de X. Entonces H(p *(a)) < H(a).

Observacion 1.14. Sean X, Y espacios compactos, o una cubierta abierta de Y
y ¢ : X =Y una funcion continua y suprayectiva. Entonces

N(p™!(a)) = N(a).

Demostracion. Sea {o~1(A1),...,¢ 1(A,)} una subcubierta de ¢~ !(a) tal que
n = N(p~!(a)). Como ¢ : X — Y es suprayectiva, entonces

n
Y = U A,
=1

Luego {41,...,A,} es subcubierta de a. Por lo tanto
N(a) <n=N(p~(a)).
Por la Proposiciéon se da la igualdad. O

Lema 1.15. Sea o una cubierta abierta de X y ¢ : X — X, una funcion continua.
Dado n € N, sea

n—1
H,=H(aVe '(a)V-- Ve " (a)=H <\/ ga_k(a)> .

k=0
Entonces Hy 4, < H,, + Hy, para todo n,m € IN.

Demostracion. Sean n, m € IN, entonces

Hpim=H (aV e Ha) V.-V " " (a))
=H(aVe Ha)V--- Ve ™ a) Ve ™ (aVeta) V- Ve "Ha)))
<H(aVe Ha) V- Ve ™ (a)) + H(aVetHa) V- Ve "(a))
=H,, + H,.

La segunda igualdad se da por la Proposicién La desigualdad es por la Pro-
posicién y la Proposicion [1.9 O

El siguiente lema es una propiedad sobre sucesiones de niimeros reales. Este lema
serd muy importante para definir la entropia de una funcién.

Lema 1.16. Sea {a,}52, una sucesion de numeros reales, tales que 0 < a,, para

todon € N y aptm < an + am para todo n,m € N. Entonces el lim %" existe.
n—oo

Demostracion. Notemos que de la hipotesis se sigue que para todo s,t € IN,

(2) st = Qg f g4 ...+ g S as+as+---+as =tas.
[ ——

t—veces t—veces
Sea m € IN y n > m. Luego por el algoritmo de la division,
n="Mgn + Tn,

con g, € Ny 0 <r, <m. Entonces se cumple que

dn 1 Tn
3 4n _
( ) n m mn
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De la ecuacién () se sigue que a,, < ¢nam + ar, ¥

a’l < dnQm + Ay, )
n n n
Luego
, a , a a n
limsup{—} < lim nm +

Como 0 < r, < m, de la ecuacién se sigue que

h'msup{%l} < %,

va que para cada n € IN, r,, toma sélo una cantidad finita de valores.
Como esto fue para toda m € IN, entonces

(27 Am
If —} <inf{— :m € N}
1msup{n}_1n{m m }
De la definicién de liminf se sigue que
a a a
1t 1 < inf{-" :m € N} < liminf{—"}.
1msup{n}71n{m m }71m1n{n}
Por lo tanto

’ n
lim —
n—oo N

am
= inf{—: IN}.
1n{m m e IN}

(I

Corolario 1.17. Sea ¢ : X — X wuna funcion continua y « una cubierta abierta
de X, entonces

H(Vw*mo
k=0

lim
n—o00 n
existe.
Demostracion. Se sigue de los Lemas y O

Finalmente, gracias a todas las herramientas que hemos construido definiremos
la entropia de una funcién.

Definicién 1.18. Sea ¢ : X — X una funcion continua y o una cubierta abierta
de X, definimos a h(p,a) como

’

H(Vwkmo
h(p,a) = lim k=0

n—00 n

h(p) = sup{h(p,a) : a es una cubierta abierta de X}.
A h(p) se le llama la entropia de ¢ : X — X.



ENTROPIA DE LA FUNCION INDUCIDA EN EL LIMITE INVERSO 9

1.2. Entropia de la funcién corrimiento. En esta seccién demostraremos que
la entropia de la funcién corrimiento es igual a la entropia de la funcién original. La
prueba que daremos es una versién detallada de la que dio R. Bowen en [6]. Para de-
mostrar este hecho daremos antes algunas herramientas. Empezaremos recordando
la definicién de la funcién proyeccion.

Definicién 1.19. Sean {X;}°, una sucesion de espacios compactos de Hausdorff.
Para cada i > 1, sea f; : X;y1 — X; una funcion continua y suprayectiva. Para
cada j € N, sea 7 : lim(X;, f;) — X, dada por

—

7Tj(.’E1,.’£2, .. ) = Zl'j
para cada (x1,x2,...) =T € l{iﬂl(Xh fi). La funcion m; es llamada la j-ésima pro-
yeccion del limite inverso.

Siguiendo con la notacién de la Definicién [1.19} en la Proposicién 2.1.9 de [I1]
se demuestra que la coleccién

r= {77;1(U) : U es un subconjunto abierto de X},

es una base para la topologia de lim(Xj, f;).
«—

En esta seccién consideraremos limites inversos con una sola funcién de ligadura,
f: X — X,y para cada m € IN las funciones proyeccién serdn tomadas como

T m(X, f) = X.
—

Las siguientes propiedades sobre la funcién proyeccién seran herramientas técni-
cas que nos ayudaran a demostrar el teorema principal de esta seccion.

Observacion 1.20. Sea X un espacio compacto y f : X — X una funcion continua
y suprayectiva. Sean U C X, n € N y j < n, entonces

TN U) =7 ().

J

Demostracion. Sea T € lim(X, f). Entonces T € 7T;1<U) siysélosiz; € Usiy sélo
—

si f*I(x,) € Usiysélosixz, € f/~"(U) siysélosizenr,(f~"(U)). O

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Sea f : X — X una funcién continua

y suprayectiva. Sea § = {B1, Ba,..., Bk}, con k € IN, una cubierta abierta de X.
Para n € IN, denotaremos a g} como

Bt ={n, Y(B1),...,m,; (By)}.
Observemos que 37 es una cubierta abierta de im(X, f). Ademds 8 = «, *(3).
—

La funcién inducida en el limite inverso, f : len(X, f) = 1<1'£1(X7 f), estd dada
por

f((l?l,iﬁz, .. ) = (f(xl),l‘l,l‘g).

También a f la llamaremos funcidn corrimiento.

Lema 1.21. Sea X wun espacio compacto y de Hausdorfff. Sea f : X — X una
funcion continua y suprayectiva. Entonces

h(f) = sup{h(f, Br):n €Ny es cubierta abierta finita de X }.
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Demostracion. Es claro que
sup{h(f, %) :n € N y B es cubierta abierta finita de X} < h(f).
Observemos que para la definicién de h( f ) basta usar cubiertas abiertas finitas, ya
que lim(X, f) es compacto. Entonces para mostrar la otra desigualdad tomemos «
una (;bierta abierta finita de lim (X, f).
Como {m,1(U):neNy UE abierto de X} es una base para 1<1ln(X7 f), enton-
ces existe k € IN tal que

{m) (1), 7} (U2), o [ (Uk)} = o
es una cubierta abierta de hm(X f), con Uy,..., Uy abiertos de X, tal que para
cada i € {1,...,k}, 7, 1 (U ) estd contenido en algin elemento de a.

Con lo cual se cumple que a < a'.
Sea N = méx{n; : ¢ € {1,...,k}}. Entonces por la Observacién se cumple
que para cada i € {1,...,k}.

1 i—N

(4) Ty (F N U) = 7 (U

Como o’ es una cubierta abierta de hm( f) v la funcién 7wy es suprayectiva,
entonces

y={mNw) - 26{1 Sk}
es una cubierta abierta de X. Por la ecuacién 7 se cumple que o = v} .
Luego tenemos que R
h(f,a) < B(f,) = h(f. k)
< sup{h(f, Bx):n € Ny B es cubierta abierta finita de X}.
Por lo tanto,

h(f) = sup{h(f,5:) : n € N y S es cubierta abierta finita de X}.
(]
Observacién 1.22. Sean U un conjunto abierto de X, m > O,n € N y T €
@(X, f). Entonces T € f~™(m, 1(U)) si y sdlo si x, € f~™(U).
Demostracion. T € f~"(x; 1 (U)) siy sélo si f™(T) € 7, (U) siy sélo si
(f™(x1),...,2x1,22,...) € m, (U)
siy sélo si f™(x,) € U siy sélo si x, € f~™(U). O

Lema 1.23. Sean X un espacio compacto de Hausdorff, f : X — X una funcion
continua y suprayectiva, 8 una cubierta abierta finita de X, m > 0, n € IN. Sea f
la funcion inducida en lim(I, ). Entonces

—

N@V BV v B = N(Byv 1B Vv 7 (B)
Demostracion. Sean {B;; € f:i € {l,...,s},j€{1,...,m}} tal que

{Bi, N fH(Biy) -0 f™(Bi, ) Yo
es una subcubierta de 3V f=1(B) V.-V f=™(8) que cumple que

=N@BVHB) V-V fT™(B)).
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Por la Observacién [1.22] se sigue que
{m (Bi) N f 7,  (Bia)) 0 0 7 (0 (B ) e
es una subcubierta de 8%V f~1(8%) V.-V f=™(5). Con lo cual tenemos que
NB N FTHE) V-V T BR) S s = NBV FTHB) V-V F7(8)).

Usando otra vez la Observacién obtenemos la otra desigualdad.
Por lo tanto

N(BVFTHBYV -V FT™B) = N(By vV 1B V-V F7™(B5)-

Finalmente demostraremos el Teorema esperado.

Teorema 1.24. Sea X un espacio compacto de Hausdorff, v f : X — X una
funcion continua y suprayectiva. Sea f : Um(I, f) — Um(Z, f) la funcidn inducida
— —

en el limite inverso. Entonces h(f) = h(f).

Demostracién. Usando el Lema[I.23] obtenemos que para cualquier cubierta abierta
finita 8 de X y para toda n € IN, h(f, Bx) = h(f,p).
Por el Lema tenemos que
h(f) = sup{h(f, %) : n € N y 3 es cubierta abierta finita de X}
= sup{h(f, ) : B es cubierta abierta finita de X}
= h(f).
O

La idea que seguimos en la demostracion del Teorema |l1.24]es, en esencia, la dada
por R. Bowen en 1970, en [6].

1.3. Algunos Lemas. A continuaciéon enunciareamos algunos lemas que nos
ayudaran a demostrar los resultados principales de este trabajo. Demostraremos
dos lemas, en los otros daremos la referencia de donde se encuentran demostrados.
En esta seccién I representa el intervalo [0,1] C R.
El Lema serd muy importante para demostrar el Teorema

Lema 1.25 (P. Walters, An Introduction to Ergodic Theory. [17]). Sean X1, X
espacios compactos y f1 + X1 — Xo, fo : Xo — X5 funciones continuas. Sea
¢ X7 — X9 una funcion continua y suprayectiva tal que el siguiente diagrama
conmuta.

X2 <L X1
f2\L f1l
@
Xg < X1
Entonces para cada o cubierta abierta de X5 se cumple que
h(faya) = h(fi. 07 (a)).
Con lo cual se cumple que h(f2) < h(f1).

Demostracion. Como ¢ : X7 — X, es suprayectiva, por la Observacién se
cumple que para toda cubierta abierta 5 de X5

(5) N(e™'(B)) = N(B).
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Por hipdtesis se cumple que fy 0 ¢ = p o f1, entonces se sigue por induccién que
para toda i € IN

faop=ypofi.
Luego para toda A C X5 e i € IN tenemos que
e H(A) = ¢ (2 (A)).
De esto se sigue que para toda « cubierta abierta de Xs,
(6) e Ha) = o7 (f5 ().
Sea a una cubierta abierta de Xs y n € IN. Entonces
N (V3 eV 2 (@) VeV " a)
=N (¢~ (aV (@) V 2 (@) VeV @)
=N (e M) Ve ((fs () Ve (a2 @) V- Ve (f; " (a))
=N (¢ ) Ve Q) Ve @) Ve VT T @)

La primera igualdad se sigue de la ecuacion , la segunda igualdad es por la
Proposicion y la dltima igualdad es por la ecuacion @
Se cumple que para toda n € IN

N (Vv f3 )V [y 2 (@) VeV 5 o)
=N (¢ ) VT e Q) Ve @) Ve VT Q) -
Entonces h(fa, @) = h(f1,¢ ().
Luego para toda a cubierta abierta de X,
h(f2,a) < h(f1).

Por lo tanto, h(f2) < h(f1).
O

El proximo lema que demostraremos es el Lema Para demostrarlo necesi-
tamos los Lemas [T.26] [[.27] y [[.28] que a continuacién enunciamos.

Lema 1.26 (D.R. Read. Confluent and related mappings [15]). Si f: X =Y, es
una funcion continua y suprayectiva, con Y un continuo encadenable. Si C' es un
subcontinuo de Y, entonces existe H subcontinuo de X tal que f(H) =C.

Lema 1.27 (A. Aliaga, W. Olano y M. Rubio. No existencia de funciones continuas
entre continuos hereditariamente descomponibles e indescomponibles. [2] ). Sea X
un continuo hereditariamente descomponible y'Y un continuo. Si existe una funcion
continua y suprayectiva f : X — Y, entonces Y es un continuo descomponible.

Lema 1.28 (M.Barge y J. Martin. Chaos, periodicity, and snakelike continua. [4]).
Si f: I — 1 es una funcion continua y lim(1, f) es un continuo hereditariamente
—

descomponible, entonces el periodo de cada punto periddico de f es una potencia de
dos.

Una versién detallada de la demostracién del Lema [1.28] se encuentra en mi tesis
de licenciatura, Dindmica y Limites Inversos, [16].
El Lema se usard para demostrar el Teorema [2.4
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Lema 1.29. Sea M wun continuo hereditariamente descomponible y encadenable.
Sea F : M — M un homeomorfismo. Si f : I — I es una funcion continua y
@ : M — I es una funcion continua y suprayectiva que hace conmutar el siguiente
diagrama,

M<E M
wi q)l
f
IT<1 7

entonces el periodo de cada punto periédico de f : I — I es una potencia de dos.

Demostracion. Observemos que ¢ induce una funciéon continua en los limites inver-
sos lim(M, F)) = Mp, y im(I, f) = Iy, ¢ : Mp — Iy dada por
— —

@ (@) = (p(@1), p(22), .., p(20), - .) -
Como F es un homeomorfismo, Mp es homeomorfo a M. Luego Mg es un continuo

hereditariamente descomponible.
Sea C' un subcontinuo no degenerado de hHm(I ,f). Por el Lema hay un

subcontinuo H de M tal que $(H) = C. Luego por el Lema C' es un continuo
descomponible. Por lo tanto lim(7, f) es hereditariamente descomponible y por el
—

Lema el periodo de cada punto periédico de f es una potencia de dos. O
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2. ENTROPIA DE LA FUNCION INDUCIDA

Empezaremos demostrando el Teorema que es el teorema principal de este
trabajo. Veremos que el Teorema [2.1] es una versién més general que el Teorema
Después daremos algunas consecuencias que se derivan del Teorema[2.1] Antes
de empezar con el teorema principal daremos la siguiente convencién.

Sean {X;}$°; una sucesién de espacios compactos y {f; : Xiy1 — X;}52, una
sucesion de funciones continuas. Para cada ¢,j € IN con ¢ < j, las funciones
fij + Xj41 — X, estan definidas por

(7) fig=Tfiofixz10--0fj.
A veces denotaremos a lim(X;, f;) como Xo.
—
Teorema 2.1. Sea {X;}2, una familia de espacios compactos y de Hausdorff.

Para cada i € N sean f; : X;01 — X; y gi + Xi — X, funciones continuas, con f;
suprayectiva, que hacen conmutar los siguientes diagramas:

X, f1 X, f2 X4
g1 i 92 \L g3 i
X, f1 X, f2 X,

Sea goo : Um(X;, f;) — Um(X;, fi) la funcidn dada por
— —
Goo (21,22, ...) = (g1(21), g2(22), . . )
para toda (x1, 2, ...) € Im (X, f;). Entonces
«—
h(gso) = lim h(g;).
1— 00
Demostracion. Como para cada i € IN el diagrama

fi
Xi<=—X;11

gil 9i+1i
fi

Xi<—Xin1
conmuta, entonces por el Lema [I.25] tenemos que
®) hg:) < h(gis1), para todo i € IN.

También para cada i € IN se cumple que el siguiente diagrama
Xi <" X
gi \L oo i
T

conmuta. Entonces por el Lema tenemos que
(9) h(g;) < h(9so), para todo i € IN.
De las ecuaciones y @D se sigue que

1im h(g;) < h(geo)-

1—> 00
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Ahora veamos la demostracién de la otra desigualdad.
Sea « una cubierta abierta finita de X, pues X, es compacto.

Como

{ﬂi_l(Ui) : U; es un abierto de X;, i € IN}
es base de X, existe m € N tal que 8 = {Vi,...,V,,} es una cubierta abierta de
Xoo con V; = w1 (Uy,) v Un, € X, para cada 1 < i < m, tal que cada V; estd
contenido en algtin elemento de a. Con esto tenemos que o < 3. Se sigue que
Mgoo: @) < h(goo, B).-
Sea N = méax{n; : 1 <i<m}.
Sean
W;=U,, sini=N y W= (fu,n-1)""(Un,), sin; <N.

Para recordar la notacién de f,,, y—1 veamos la ecuacién . Como 3 es una
cubierta abierta de X, y las funciones de ligadura son suprayectivas se sigue que
’}/: {Wl,...,Wm}

es una cubierta abierta de Xy.
Como para cada s,t € IN con s < t se cumple que
fs,t—l O Ty = Ts,
entonces si n; < N tenemos que
' (Wi) = 75" ((Faiv—1) "1 (Un,)) = 7, (Un,)-
Luego
T (Wi) = . (Un,)-

De esto se sigue que

Como el diagrama

gNi gooi
Xy <2 X

conmuta, por el Lema tenemos que

h(goo, B) = h(gn,7)
Luego
h(goos @) < h(goo, B) = h(gn,7) < h(gn) < lim h(g:) vy

1— 00
Moo, ) < lim h(g;).
71— 00

Por lo tanto,
h(goo) < lim h(g;).

i—00

O

En la demostracién del Teorema [2.1]seguimos, en esencia, la argumentacion dada
por X. Ye en [20].

Gracias al Teorema [2.I] obtenemos una demostracién muy corta del Teorema
.24
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Corolario 2.2. Sea X un espacio compacto Hausdorff y f : X — X una fun-
cion continua y suprayectiva. Entonces la entropia topoldgica del homeomorfismo
corrimiento f: Xoo — Xoo €s igual a la entropia de f: X — X.

Demostracion. Si para cada i € IN, g; = f, entonces se cumple que el diagrama

X<l x

fl fl
f
X<—X
conmuta, ademas go, = f . Luego por el Teorema tenemos que

h(f) = h(goo) = lim h(g;) = lim h(f) = h(f).

El Lema [2.3]lo necesitaremos para demostrar el Teorema [2.4]

Lema 2.3 (M. Misiurewicz. Horseshoes for mappings of interval. [I3] ). Sea f :
I — I una funcion continua tal que cada uno de sus puntos periédicos tiene periodo
alguna potencia de dos. Entonces

h(f) = 0.

El Teoremaapoya a la conjetura de M. Barge dada en [8]: S{ M es un continuo
encadenable hereditariamente descomponible y f : M — M es un homeomorfismo,
entonces h(f) = 0.

Teorema 2.4. Sea M = lm(I, f;) un continuo hereditariamente descomponible
—

con funciones de ligadura suprayectiva, {f; : I — I1}32,. Sea F : M — M un
homeomorfismo inducido. Es decir, existen funciones continuas {g; : I — I}32,
tales que para todo i € IN

giofi=fiogit1, y F(x1,22,23,...) = (91(x1), g2(x2),...).
Entonces h(F) = 0.

Demostracion. Como para cada i € IN el diagrama

M<E_ M

|

g
J <

conmuta y F': M — M es un homeomorfismo, entonces por el Lema [1.29] para
cada i € IN el periodo de cada punto periddico de g; es una potencia de dos. Luego
por el Lema para cada i € IN, h(g;) = 0. Por el Teorema

h(F) = lim h(g;) = 0.
11— 00
Por lo tanto h(F) = 0. O

La conjetura de M. Barge aparecié en 1991 en el articulo [§]. Esta conjetura ya
fue demostrada en el 2010 por Chirstopher Mouron. La demostracién se encuentra
en el articulo [I4].
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El siguiente resultado es un teorema famoso de M. Barge y J. Martin dado en
Z

Teorema 2.5. Sea f: I — I es una funcion continua. Supongamos que f: 1 — I
tiene un punto periodico cuyo periodo no es potencia de dos, entonces el limite
inverso lim(I, f) contiene un subcontinuo indescomponible.

—

Para demostrar el Corolario necesitamos el Lema |2.6

Lema 2.6 (R. Bowen and J. Franks. The periodic points of maps of the disk and
the interval. [7]). Si f : I — I es una funcidén continua que tiene un punto periddico
cuyo periodo no es potencia de dos, entonces

h(f) > 0.

Con ayuda del Teorema [2.I]obtenemos el Corolario[2.7], que es una generalizacién
del Teorema 2.5

Corolario 2.7. Sea M un continuo encadenable tal que M = lim(I, f;) con funcio-
—

nes de ligadura suprayectivas {f; : I — 1}52,. Sea F': M — M un homeomorfismo
inducido por las funciones continuas {g; : I — I}5°,.

Si existe i € IN tal que g; : I — I tiene un punto periddico con periodo no
potencia de dos, entonces M contiene un subcontinuo indescomponible.

Demostracion. Supongamos que M es un continuo hereditariamente descomponi-
ble. Entonces por el Teorema [2.4] h(F) = 0. Por el Lema y como el diagrama

I<" M

gil Fl
<" M
conmuta, entonces
0 < h(g:) < h(F).

Lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto M contiene un subcontinuo indescomponible. O

Finalizaremos este capitulo con una generalizacién en otra direccién del Teorema
[2.5] Pero antes mencionaremos los Lemas 2.8 y 2.9] que nos ayudardn a demostrar
el Teorema .10l

Lema 2.8 (X. Ye. The dynamics of homeomorphisms of hereditarily descomposable
chainable continua. [19]). Sea M wun continuo hereditariamente descomponible y
encadenable. Si f : M — M es un homeomorfismo, entonces el periodo de cada
punto periddico de f es una potencia de dos.

Lema 2.9 (R.Williams. One-dimensional nonwandering set. [I8]). Sea M un con-
tinuo y f : M — M una funcién continua, entonces

Per(f) = Per(f).
Donde Per(f) denota los periodos de f y Per(f) denota los periodos de f, Y

f: My — My es la funcion inducida en el limite inverso My.
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Teorema 2.10. Sean M un continuo hereditariamente descomponible y encadena-
ble, f : M — M wuna funcion continua con un punto periédico cuyo periodo no es
potencia de dos. Entonces el limite inverso My contiene un subcontinuo indescom-
ponzible.

Demostracion. Supongamos que My es un continuo hereditarimente descomponi-
ble. Como f : My — M; es un homeomorfismo y My es un continuo encadenable,
ya que M es encadenable. Entonces por el Lema [2.§ el periodo de cada punto
periodico de f es una potencia de dos.

Por el Lema Per(f) = Per(f), luego el periodo de cada punto periédico de
f es una potencia de dos, esto es una contradiccién.

Por lo tanto M} contiene un subcontinuo indescomponible. [
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3. ArLcuNos EJEMPLOS

En este capitulo, con ayuda del Teorema calcularemos la entropia de algunas
funciones inducidas. También daremos un homeomorfismo de un espacio heredita-
riamente descomponible y encadenable que no es una funcién inducida, mostrando
asi que el Teorema [2.1] no resuelve inmediatamente la conjetura de M. Barge, que
dice que todo homeomorfismo de un continuo encadenable y hereditariamente des-
componible tiene entropia 0.

Para construir nuestros ejemplos necesitamos utilizar algunas funciones que a
continuacién describimos.

Para cadan € Ny r € {0,1,...,n — 1}, sea g, : I — I la funcién lineal por
partes dada por la formula

nr —r, siresparyxe [Z, 2L
(10) gula) = o 1
—nx+r+1, sirimparyxe [Z, ZH]

Observemos que g; es la funcién identidad, go es la funcién conocida como la funcion
tienda.
Las graficas de go, g3, se muestran en la Figura[l]

o Ly

v
v

FiGcura 1.

En [3] se demuestra que para toda n,m € IN,

(11) 9m ©Gn = Gn © Im = Gnm
En el Ejemplo 5.2 de la tesis de Belén Espinosa [9], se demuestra que para toda
nelN
h(gn) = In(n).
Ahora si daremos algunos ejemplos de limites inversos y unas funciones inducidas.
Con ayuda del Teorema [2.1] calcularemos la entropia de esas funciones inducidas.

Ejemplo 3.1. Sean M = {ni,ng,ns,...} CN, sea
Ky =1{Z = (x1,72,23,...) : & = gn, (Ti41) para todo i € IN}.
Si M = {n} para algin n € IN, I(ﬁ\;} se denota como Ky = K.

Sea m € IN. Por la ecuacion (11)), los siguientes diagramas conmutan.
Iny Gy

I I I
gm i gm \L gm l
I I I

Gy Gno
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A partir de este diagrama obtenemos la funcion inducida Gy, : Kyy — Ky dada por

gm(xlax% . ) = (gm(ml)»gm(xZ)v . )
Por el Teorema[2.1], la entropia de g, estd dada por

MGm) = i h(gm) = hlgm) = In(m).

Observemos que si m > 1, h(Gm) = In(m) > 0. Si g, : Kny — Ky es un ho-
meomorfismo, entonces por el Teorema debe pasar que Ky debe contener un
subcontinuo indescomponible.

Otras propiedades dinamicas de las funciones §,, : Kny — Kjy, siguiendo la idea
dada en el Ejemplo (3.1} los estudia H. Méndez en [12].

En el Ejemplo denotaré el subconjunto [0, 1] C R.

Construiremos un limite inverso 1{311([ , f) con una sola funcién de ligadura, y

con ayuda de las funciones ¢g; : I — I dadas en la ecuacién ([10) construiremos
inductivamene unas funciones [; : I — I, tal que los diagramas

< 1t
1<l 1l 7

conmutan.
Usando el Teorema [2.1] veremos que la entropia de la funcién inducida por las
funciones {l; : I — I}$°, en lim(I, f) es infinita.
—
Para el siguiente ejemplo necesitamos el Lema la demostracién de este lema
se encuentra en la Proposicién 5, pagina 193 de [5].

Lema 3.2. Sea f:[0,1] — [0,1] una funcidn continua. Sea A C [0,1] un conjunto
cerrado tal que f(A) = A. Entonces

h(fla) < h(f).

Empezaremos definiendo la funcién f : I — I, que nos dara el limite inverso
lim(I, f).
—

Ejemplo 3.3. Sea f: I — I la funcion continua dada por

2z, siz€0,1],

fz) =

1, sizelz, 1.
La grdfica de f se muestra en la figura[g.

Sea q: [3,1] = [0,1], el homeomorfismo dado por q(z) =2z — 1, para x € [3,1].
Sea g3 : I — I la funcion dada en la ecuacion (@)
Seanly: I — I, lp=1dy
x, si z € [0, %],
() =
g logsoq(x), size [%, 1].

La grdfica de ly, se muestra en la Figura[3
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FiGura 2.

v

FIGURrA 3.

Observacion 3.4. FEl diagrama

f
-—

1 1
loi lli
1 1

f
<
conmuta. Es decir, para toda x € I, lyo f(z) = foli(x).

Demostracion. Sea x € I. Si z € [0, 3], entonces f(z) = 2.

Por lo tanto lo(f(x)) = 2z. Ademés f(I1(z)) = f(x) = 2.
Size[i,1], f(z) =1. Luego

o(f(x)) =lb(1)=1, y f((x)=flg ogsoq(x)) =1,

pues si z € [,1], entonces ¢~ 0 g3 0 g(z) € [5,1]. Ver Figura
Sea g5 : I — 1, la funcion dada en la ecuacion @)
1l (22), siz€0,3],
Sea ly : I — I dada por la(z) =

qil © g5 © Q(‘r)a stz e [%’ 1]
La grdfica de ly se muestra en la Figura[{

21
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y N

v

Fi1GUrA 4.

Observacion 3.5. El diagrama
1<l 1

lli lzi
j

conmuta.

Demostracién. Siz € [0, 1], 1 (f(z)) = l1(22), ¥

Fon) = £ (5ee)) =2(3) hize) = n(20),

pues 1l,(2z) € [0, ]. Ver Figura
Siwze (s, L(f@)=11) =1y
fola(z)=[f(qg " ogsoq(z)) =1,

pues ¢~ ' o g5 0 q(z) € [4,1]. Ver Figura

El paso inductivo.
Supongamos definida la funcion l; : I — 1.
Sea ga(it1)+1 : I — I, la funcion dada en la ecuacion @)

Sea liy1 : I — I dada por
3(li(22)),

liva(z) = _ )
q! 0 gagi+1)+1 0 q(x), size(z,1].

Observacion 3.6. El diagrama

!
-

I I
lil Lit1
I f

1T

es conmutativo.
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Demostracion. Six € [0, 3], L;(f(2)) = ;(22).
Por otro lado

Fzea(o) = 7 (50:20) ) =2 (500201 ) = (20),

pues 1(1;(22)) € [0, 3].
Siz€ g1, L(f(@)=L1) =1y

fliv1(2) = f(a" 0 gagir1y41 0 (@) =1,
ya que ¢~ o go(it1)41 0 q(z) € [5,1]. O

Observemos que para toda i € IN, el diagrama

Liliy
[5:1] =——1[5,1]

20 27
q q
0,1] <= 0,1]

es conmutativo.

Como q : [0,1] — [0,1] es un homeomorfismo, entonces por el Lema se
sigue que

h(li|[%,1]) =1In(2: + 1).
Luego por el Lema[3.3 se sigue que
h(l;) > In(2i + 1).

Los hechos importantes sobre las funciones {l; : I — I}22,, se dan en la siguiente

observacion.

Observacién 3.7. i) Para toda i > 0, h(l;) > In(2i + 1).

1) Los siguientes diagramas:

conmutan. Si goo : lim(I, f) — Um(Z, f) es la funcion inducida, entonces
«—

i) Wm(I, f) es homeomorfo a [0, 1], esto es porque f es mondnota. Ver Ejemplo
-
2.3 de [16].

Con este procedimiento hemos construido una funcion

goo :1(1, f) = 1im(7, /)

con entropia infinita.
A partir de ella concluimos que existe una funcion L : [0,1] — [0,1] con entropia
nfinita. O
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Recordemos que el resultado de R. Bowen nos ayudé a encontrar la entropia
del homeomorfismo corrimiento de una funcién continua f : I — I. Observemos
que la funcién corrimiento se obtiene como una funcién inducida de los siguientes
diagramas conmutativos.

/ /

(12) I I I
i f f% f f%

En el Ejemplo 3.1} utilizamos distintas funciones de ligaduras {g,, : I — I|i > 1}
para definir el limite inverso lim(7, g,,) v una sola funcién g,, : I — I que hace
—

conmutar los siguientes diagramas,

I I I
gmi gmi gmi
g g 9m g

para definir la funcién inducida g, : Um(I, g,,,) = Um(I, gn, ).
— —
El Ejemplo nos dice que el Teorema [2.1| generaliza el resultado de R. Bowen,
en el sentido de que podemos poner distintas funciones de ligadura {gn, }5°; en el

diagrama .
En el Ejemplo [3:3] utilizamos una sola funcién de ligadura f : I — I para definir
el limite inverso lim(7, f) y una familia de funciones continuas distintas
—

{l; : T — I|i > 0}, que hacen conmutar los siguientes diagramas,

PR SR
lol lll lzl
PR SR

para definir la funcién inducida g : 1(1'31([, f)— 1(1’31([, f).

El Ejemplo [3.3| nos dice que el Teorema [2.1| generaliza el resultado de R. Bowen,
en el sentido de que podemos poner distintas funciones originales {l;}5°,, en el
diagrama .

En el siguiente ejemplo daremos un homeomorfismo de un continuo encadenable
v hereditariamente descomponible que no es una funcién inducida. De esta forma
mostraremos que el Teorema [2.I] no demuestra directamente la conjetura de M.
Barge dada en [g].

Ejemplo 3.8. Sea f: I — I dada por

2z, si € 0,3],

fz) =
5—xz, sizeli 1]

La grdfica de f se muestra en la Figura[5]
Es conocido que Xoo = lim(I, f) es homeomorfo a {(x,sin(%)) : z € (0,1]}. Una
—

x

demostracion detallada de este hecho se encuentra en el Ejemplo 2.4 de mi tesis de
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v

FIGURA 5.

licenciatura, [16]. El continuo {(z,sin(2)): x € (0,1]} es conocido como la curva

del topdlogo. Una representacion de este continuo se da en la Figura[g

FIGURA 6.

Como X es homeomorfo a la curva del topdlogo, entonces Xoo es un continuo
hereditariamente descomponible y encadenable.

Sea f : Xoo = Xoo, la funcion corrimiento. Como vimos en el Corolario la
funcion corrimiento es un homeomorfismo inducido.

Si consideramos la funcion f‘l : Xoo = Xoo, dada por

A1
f (1}1,%2,.@3,...):(.’E2,$3,...)7
entonces f‘l : Xoo = Xoo 10 es un homeomorfismo inducido.

Demostracion. Supongamos que f~ ! es una funcién inducida. Observemos que

1 1 1 11 1 1 4L
(5717571,5,1,...) y (5,2*2,2*3,2*47...) estan en XOO y

(1 1 1 1.1
-1 — — — = — —
(13) f (2,1,2,1,2,17..) (1,2,1,2,1,...>.

A 1 11 1 1 1 1
14 -1 Ty T ma e qy e = PR R it SO .
(14) / (2’2223 24 ) (22 237 24 >
Si f ~! fuese una funcién inducida, entonces para cada i € IN existe g; : I — I tal
que fN(z1,m2,...) = (g1(21), g2(w2), . . .) para (z1,22,...) € (I, f)
Por las ecuaciones (13) y (14) tendriamos que g1(3) = 1y g1(3) = 1, lo cual

contradice que g1 sea funcién.
Por lo tanto f~! no es un homeomorfismo inducido. [
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Observemos que lo que se us6 en la demostracién del Ejemplo [3:§ fue que la
funcién de ligadura era suprayectiva y no inyectiva.

Usando un argumento andlogo a la del Ejemplo [3.8] se demuestra la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.9. Sea X un continuo y f : X — X un funcion continua, supra-
yectiva y no inyectiva. Si consideramos a f=* : im(X, f) — lm(z, f), la inversa
— —

de la funcién corrimento, entonces f ' no es un homeomorfismo inducido.

(1
2]

(10]
(11]
(12]
13]
14]
[15]
[16]
[17]
(18]
(19]

20]
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