UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA pE MIEXICO

F acurtap pe Ciencias

Dos métodos para la deteccion de cambios
abruptos en series de tiempo

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Actuario

PRESENTA:

Eduardo Nava Rosales

TUTORA

Dra. Ana Meda Guardiola

Ciudad Universitaria, Ciudad de México
2018


usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina

usuario
Texto escrito a máquina
 Ciudad Universitaria, Ciudad de México

usuario
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, sera exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






1.Datos del alumno
Nava
Rosales
Eduardo
5543634917
Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias
Actuaria
412055988

2.Datos del tutor
Dra.
Ana
Meda
Guardiola

3.Datos del sinodal 1
Dra.
Guillermina
Eslava
Gbémez

4.Datos del sinodal 2
Dr.
Sergio Ivan
Lépez
Ortega

5.Datos del sinodal 3
Act.
Miguel Angel
Chong
Rodriguez

6.Datos del sinodal 4
Act.
Elsa Lorena
Garcia
Reyes

7.Datos del trabajo escrito
Dos métodos para la deteccion de cambios abruptos en series de tiempo
Nn 90
2018






iMéxico, Pumas, Universidad!






Agradecimientos

Quiero agradecer de todo corazén a todas las personas con las que he compartido este camino,
es imposible nombrar a todos. A todos mis compaiieros y amigos que estuvieron desde los prime-
ros intentos de demostraciones, los que conoci a la mitad del camino y con los que comparti los
ultimos dias en la facultad. Diego, Glo, Daniel, Diana, Lor, Maf, Sonny, Mau e Isaas, gracias por el
apoyo brindado. Muchas gracias a cada uno de mis profesores y ayudantes quienes muchas veces
dedicaron més tiempo del que estaba programado para aclarar mis multiples dudas, especialmente
a la profesora Ana Meda quien me tuvo la paciencia, consideracién y confianza para poder llevar
este trabajo a buen puerto. Por dltimo, quiero agradecer a mi familia, que con su apoyo y ensefan-
zas hicieron que este camino fuera menos complicado, a mi papd Fernando. A mis hermanos: Fer,
Kari, Ari y Nan. Y a mi mama Lorena quien ha estado todo el tiempo conmigo.






Indice general

(1. Conceptos Basicos| 9
[1.1. Pruebas de Hipotesis| . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 10
(.2, Anpalisis Secuenciall . . . . . . . . .. 11
[1.3. Deteccion de cambios abruptos| . . . . . . . . .. ... 12

[L.3.1. Deteccidbnendirectol . . . . . . . .. ... ... 13
[1.3.2. Deteccion conuna muestrafijal. . . . . . .. .. ... ... ... ..... 13

2. _El método de CUSUM| 17
1. CUSUMI. . . . o e e e e 17
[2.2. Teoriaergddical . . . . . . . . . .. . 20

[2.2.1." Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin| . . . . . ... ... ... ... 22
[2.3. Optimalidad del algoritmo CUSUM| . . . . . . ... ... ... .. ... ..... 28




VIII INDICE GENERAL

. Algoritmo CSSM| 35
[3.1. Procesos fuertemente mezclantes (¢ —mixing)|. . . . . . . . .. ... ... .... 36
3.1.1. Teorema Funcional del Limite Centrall . . . . . . .. ... ... ...... 37

[3.2. Deteccion de cambios en procesos - mezclantes| . . . . . .. ... ... L. L. 48
3201, CSSMI. . . . 53

[4. Simulaciones y Resultados| 61
.1. Comparacion de los algoritmos CSSM y CUSUM en un proceso ARMA(1,1)] . .. 62
4.1.1. Resultados CUSUM ante un ARMACLL)Y| . .. ... ... ... ...... 63

|4.1.2. Resultado CSSM ante un ARMA(LD)| . . . . ... ... ... ....... 69

[4.1.3. EICUSUM y el CSSM ante un ARMA(2,3) . . . . . . . ... ... .... 73

.1.4. EICSSM y un proceso GARCH(1,1)[ . ... .. .. ... ... ...... 77

|A._Mas teoremas| 85
87
[B.1. Cédigo CUSUM| . . . . . . . . . ittt d e 87




Notacion

Notacion

Significado

Conjunto de los nimeros naturales.

Conjunto de los nimeros reales.

Espacio de probabilidad.

Probabilidad del evento A .

Funcidn de distribucion de X .

Funcién de densidad de X.

Esperanza de X.

Varianza de X.

Covarianzaentre X y Y.

Variable(s) aleatoria(s).

Variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas.
Pardmetro o vector de pardmetros.

Funcién de distribucién X bajo 6.

Funcién de densidad X bajo 6.

Esperanza de X bajo 0.

Sucesion de v.a. con subindices en N.

Sucesién de ndimeros reales con subindices en N.

O —dlgebra generada por las v. a. X, Xjpt1,- .-, Xp-

Integral la funcién f con respecto a la medida .

Esperanza X sobre A.
Funcion indicadora del evento A.

Igualdad en distribucion.

(E(Xﬁ)>l/ﬁ.
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Resumen

Las series de tiempo llegan a presentar cambios repentinos en su estructura. En este trabajo se
presentan dos algoritmos que sirven para detectar estos cambios y en su caso estimar el punto donde
ocurri6 el cambio. El primer algoritmo, conocido como CUSUM, para el cual existe una prueba que
muestra que es el mejor en el sentido que minimiza la probabilidad de detectar un cambio cuando
este no existe. El segundo algoritmo conocido como CSSM sirve para detectar cambios en modelos
de series de tiempo, que cumplen una condicion conocida como al pha —mezclante. Existe una gran
diferencia en la implementacién de cada algoritmo, mientras que el CUSUM necesita conocer los
pardmetros de la serie tanto antes como después del cambio, el CSSM no necesita otra cosa mas
que los datos. En el trabajo se compararon ambos algoritmos a través de simulaciones de procesos
ARMA(1,1) y ARMA(3,2). Los resultados muestran que, en ambos casos, el CUSUM tiene casi el
100% de efectividad en la deteccion y menos del 4 % de falsos positivos, mientras que el CSSM
tuvo una efectividad mayor al 80% cuando el cambio en ambos pardmetros del ARMA(1,1) fue
mayor a .1, sin embargo el porcentaje de falsos positivos fue de 21 %, para el caso del ARMA(2,3)
el porcentaje de efectividad en la deteccidn fue de 95 % y el de falsas alarmas fue de 4.1 %. Se pudo
observar que ambos algoritmos aumentan su efectividad conforme aumenta el tamafio del cambio
y también aumenta la precisioén en la estimacién del punto de cambio, siendo el CUSUM el mas
preciso de los dos. También se presentan los teoremas en se basan ambos algoritmos, entre estos, se
encuentran el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin y el Teorema Funcional del Limite Central
de Herrndorf.
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Introduccion

Las series de tiempo son un conjunto de observaciones x;, cada una registrada en un tiempo
especifico t < 0, se pueden considerar como la realizacién de una sucesion de de variables aleato-
rias y en ocasiones pueden presentar cambios repentinos en su comportamiento, lo que se puede
interpretar como un cambio en los pardmetros de las variables o incluso como un cambio en la
distribucién de las mismas.

La motivacion del presente trabajo fue conocer el sustento tedrico de dos algoritmos para la
deteccion de cambios abruptos en series de tiempo y comparar su funcionamiento. La deteccion
tiene dos enfoques; el primero, teniendo una muestra fija inferir si ha ocurrido algiin cambio de
parametros en la serie y el segundo, detectar si ocurre algtin cambio en un proceso del que se sigue
observando.

En la deteccién con una muestra fija se tiene que dar respuesta a dos problemas, decidir si
hubo o no un cambio en la estructura de la serie y en caso de haberlo estimar lo mejor posible
el punto en el tiempo en que ocurrid. En el segundo caso el principal problema es detectar lo mas
répido posible si es que hubo un cambio y tener una probabilidad pequeifia de no detectar un cambio
cuando lo hubo, minimizando la probabilidad de detectarlo sin que haya ocurrido. Los algoritmos
que se presentardn sirven para detectar cambios en ambos casos.

El primer algoritmo es llamado CUSUM (Cumulative Sums) y estd basado en la razén de
verosimilitudes y en el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin. Este algoritmo requiere que la
serie siga un modelo paramétrico y conocer los pardmetros de antes y después del cambio. Esto
supone varios problemas. En primer lugar, en la practica se pueden estimar los pardmetros que
sigue una serie, pero no tener su valor real, por otra parte, si no se sabe si hay o no cambio, ;c6mo
se podrian estimar los pardmetros a los que se cambia? Este algoritmo ha servido como base para
la creacién de nuevos algoritmos; ademds se ha demostrado que es el algoritmo mds eficiente en
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varios sentidos, por lo que sirve como referencia para comparar la eficiencia de otros. Una gran
parte de este trabajo estd dedicada a su demostracion,

El segundo algoritmo es una solucién al problema de no conocer los pardmetros. Este algoritmo
utiliza un estimador que tiende al maximo de la suma de Puentes Brownianos y otra gran parte de
esta tesis estd dedicada a su demostracién. Este algoritmo, conocido como CSSM (Cumulative
Sums Strong Mixing) sirve para aquellas series que cumplen con una condicién conocida como
a — mixing. La condicién o — mixing no es demasiado restrictiva dado que la cumplen diversos
tipos de modelos como lo son: ARIMA, GARCH, que son de los mds utilizados para modelar
series de tiempo, asi como Procesos de Markov Ergddicos o procesos m-dependientes. Mediante
la comparacion con el CUSUM se discutird su eficiencia.

Para las simulaciones se utilizé el software R-studio que es un entorno para programar en el
lenguaje R. Se decidié usar este lenguaje ya que es un software libre y bastante utilizado para anali-
sis estadistico. Se programaron ambos algoritmos (ver https://gist.github.com/Eduardo-NR90), se

realizaron multiples simulaciones de procesos tipo ARMA y GARCH vy se les aplicaron las prue-
bas. Cabe destacar que no se utilizé ninglin paquete base en particular.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se dan todas las definiciones y conceptos necesarios para abordar el tema,
la principal fuente bibliogréfica es el libro Detection of Abrupt Changes: Theory and Application
([2] capitulos 2, 5 y 8). En los capitulos subsecuentes se presentan los algoritmos, asi como los
teoremas que justifican su uso. Se dedica un capitulo para cada algoritmo.

En el segundo capitulo se presenta el algoritmo CUSUM, que se puede encontar en Detection of
Abrupt Changes: Theory and Application (ver [2] Seccién 8.2.1.2, pdg. 306), posteriormente, para
los teoremas y demostraciones las principales referencias son: el articulo Procedures for Reacting
to a Change in Distribution [[11]] y el libro Real Analysis and Probability ([[1]] Cap. 3 y Teo. 8.4.1,
pag. 268).

En el tercer capitulo se presentan los teoremas y sus respectivas demostraciones bajo los cuales
estd basado el CSSM y posteriormente se muestra el algoritmo. Las principales referencias para
esta parte son: los articulos The CUSUM Test for Detecting Structural Changes in Strong Mixing
Processes [1] y A Functional Central Limit Theorem for Weakly Dependent Sequences of Random
Variables [9].


https://gist.github.com/Eduardo-NR90
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Las demostraciones que se incluyen tanto en el segundo como en el tercer capitulo son las de
los resultados mds importantes y que en los libros y articulos consultados donde aparecen, citan a
su vez otros articulos para su demostracion.

En el dltimo capitulo se presenta la aplicacién de estos algoritmos sobre datos simulados y
se realiza la comparacion de su eficiencia. Una seccién de conclusiones estd incluida al final del
trabajo.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

El propésito de este capitulo es dejar claros los conceptos y definiciones que se usaran a lo
largo del trabajo, asi como presentar algunos resultados preliminares que serdn de utilidad para los
capitulos subsecuentes.

Un Cambio Abrupto hace referencia a un cambio en alguna caracteristica del proceso, que
ocurre manera muy rapida (el cambio no tiene que ser de gran magnitud). Existen diversos tipos de
cambios que pueden sufrir los pardmetros:

Cambios Aditivos se refieren a cualquier cambio en el sistema proveniente de cambios en la
media de la secuencia.

Cambios no Aditivos son los cambios que ocurren en la varianza, correlacidn, caracteristicas
espectrales o dindmica del proceso. Estos cambios suponen un problema mds grande que el de los
cambios aditivos.

Los algoritmos que se presentan en este trabajo estan disefiados para detectar los cambios
aditivos.

Definicién 1.0.1. Una Serie de Tiempo es un conjunto de observaciones y,, cada una registrada
en un tiempo especifico ¢, tal que cada observacion estd separada por una unidad equidistante de
tiempo.
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Definicion 1.0.2. Un Tiempo de Paro respecto a la sucesion de variables aleatorias X1,Xp,... es
una funcién 7 : Q — N tal que:

Tes .#| —medible,
{r=k} e F},

donde .7, es la sigma dlgebra generada por las variables X, X1, ..., Xpn-

1.1. Pruebas de Hipotesis

Una Hipotesis Estadistica H es una afirmacion o conjetura acerca de la distribucién de una o
mas variables aleatorias ([[13] Def. 1, pag. 402).

Una Prueba de Hipotesis Estadistica R es una regla o procedimiento mediante el cual, basando-
se en las observaciones, se decide si se rechaza la hipétesis H ([[13] , Def. 2, pag. 403). Los algo-
ritmos que se describirdn pretenden identificar si hubo algtin cambio en el comportamiento de la
serie, lo que finalmente es una prueba de hipétesis.

Sea R una Prueba de Hipdtesis para probar H definido como: Rechazar Hy si y solo si (y1,...,y,) €
Cg, donde Cg C R" entonces Cg es llamada la Regidn Critica de la Prueba R.

En las pruebas de hipdtesis cominmente se contrastan dos hipétesis: la hipdtesis nula Hy y la
hipétesis alternativa H;.

Toda prueba de hipdtesis esta sujeta a errores.

= Error tipo I: Rechazar Hy cuando Hy es cierta.

= Error tipo II: No rechazar Hy cuando Hj es falsa.

Estos errores tendran cierta probabilidad de ocurrencia llamada Tamario de Error (ver [13] pag.
405, Def. 5).
o = P (error tipo I) = P((y1,...,yn) € Cr|Hycierta). (1.1)
B =P (error tipo II) =P((y1,...,yn) & Cr|Hpfalsa). (1.2)
Es de esperar que si se intenta disminuir alguno de los tamaios de error, el otro aumente. La tnica
forma para disminuir el tamafio de ambos errores simultineamente es aumentar el tamafio de la

muestra. Cuando se tienen solo dos hipétesis, por lo general se deja fijo el tamafio de error tipo I,
o, y se intenta minimizar el tamafo de error tipo II, 3.
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1.2. Analisis Secuencial

El andlisis secuencial es la teoria de resolver problemas de pruebas de hipédtesis cuando el
tamafio de la muestra no es fijo desde un principio, pero depende de los datos que ya han sido
observados (ver [2]] pag. 131), es decir, se realizan las pruebas cada vez que se tiene una nueva
observacion del proceso, lo que ocasiona que la muestra aumente.

Definicion 1.2.1. Un Test Estadistico Secuencial para probar entre las hipétesis Hy y Hj se define
como una pareja (R, T), donde T es un tiempo de paro y R(yy,...,yr) es una Prueba de Hipdtesis.

Para saber el rendimiento de este tipo de test cominmente se usa el siguiente indice como
criterio.

Definicion 1.2.2. El ASN (Average Sample Number) es la cantidad promedio de observaciones
Eo(T) que se necesitan para hacer una prueba de hipétesis con probabilidades aceptables de error
de tipo I y II.

Prueba Secuencial entre dos hipotesis simples

En el caso de pruebas secuenciales entre dos hipotesis simples existen diversos resultados, entre
ellos una prueba optimo el cudl se muestra mds adelante. Sin embargo, varios de estos resultados
suponen hipétesis que en la practica no se cumplen y los test que se adaptan a la realidad dejan de
ser optimos.

Definicién 1.2.3. ([2] Def. 4.3.6, pag. 131) Sea (¥,) una sucesion de variables aleatorias y sea
fo(yi) la funcién de densidad de ¥;, i = 1,2,..., con O el pardmetro o vector de pardmetros aso-
ciado a la distribucion. El test (R,T) es un Test de Razon de Probabilidades Secuencial (SPRT)
(Sequential Probability Ratio Test) para probar entre dos hipdtesis simples Hy = {60 : 0 = 6y} vs
H; ={6: 60 = 06,} silos datos (y,),>1 son observados periédicamente y si, a tiempo 7, se puede
tomar una de las siguientes decisiones:

= Rechazar Hy cuando S, > h,
» Rechazar Hy cuando §,, < —a,

= Continuar el test y seguir observando cuando —a < S, < h,
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donde:
S — lnf9‘ (YIw-an)

" _]“90()717"'7)7}1)7
—a, h son barreras tales que —co < —a < h < oo,

Esta definicién puede ser reescrita como:

H;y cuando S;y>h
Hy cuando S7 < —a

R(y1,-.-,yr)={

donde T es el tiempo de salida definido como:

T=T,p=min{n>1:(S,>h)U(S, <—a)}.

1.3. Deteccion de cambios abruptos

A lo largo del trabajo el tnico supuesto general que se tendrd es que los datos provienen de
la realizacion de una variable aleatoria (v.a.) cuya funcién de densidad fy depende de un niimero
finito de parametros 6, es decir, de una familia paramétrica. El problema que se desea resolver es
detectar si hubo algiin cambio en 0, que puede ser un pardmetro o un vector de pardmetros.

Definicion 1.3.1. Sea (¥,) una sucesién de variables aleatorias con funcién de densidad fy,(y;)
para 1 <i<ty—1y fo, (yi) paraty <i, fg, # fo,- El Tiempo de cambio t es el momento donde la
serie cambi6 de densidad o de parametro.

Dependiendo qué interese, se tendrd que dar respuesta a alguno de los siguientes tres proble-
mas:

e Deteccidn en directo de un cambio.
e Deteccion con una muestra fija de algiin cambio.

e Estimacidn con una muestra fija del tiempo de cambio.

Dada una serie de tiempo se considerard que antes del Tiempo de Cambio fg, el pardmetro 6 es
igual a 6y. Después del cambio, 8 = ;. El tiempo #( es, por supuesto, desconocido.
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1.3.1. Deteccion en directo

El problema en la deteccién en directo radica en detectar el cambio lo mds rdapido posible
conforme se tienen més observaciones de cierto proceso, teniendo un tamaiio de error tipo I fijo,
también llamado tasa de falsas alarmas.

En general, para este problema la deteccién se realiza mediante alguna regla considerando un
tiempo de paro, la cudl comtiinmente tiene la siguiente forma:

to=mf{n:g,(y1,...,yn) = A}, LER.

A t, se le conoce como Tiempo de Alarma, es el instante en el que se detecta el cambio.
Claramente g es una funcién dependiente de las observaciones que se tienen.

1.3.2. Deteccion con una muestra fija

Pruebas de Hipotesis

Dada una muestra finita yy,y,,...,yn, N € N de algiin proceso interesa saber si dentro de esta
muestra existe algin cambio. Para ello se puede realizar el siguiente tipo de prueba de hipdtesis.

Ho: Paral <k<N; fo(yelyr,--.vn) = fo, Oxlyr, - yw).
Vs
H;: Existe 1 <7y <N, desconocido tal que:
Para 1 <k <to—1; fo(ykly1,-- . 2k—1) = foy elyrs - yu—1)-
Paraty <k <N; fo(vkly1,- - yk—1) = fo, k|1, k1)

Hp implica que no hubo cambios, mientras que Hy quiere decir que existe un instante #y en
donde ocurrié un cambio. Ademds, se requiere maximizar la probabilidad de decidir H; cuando
esta es realmente cierta, sujeto a una probabilidad fija de decidir H; cuando Hy es verdadera.
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Estimacion del tiempo de cambio

Si se considera la misma prueba de hipétesis anterior, y se supone que se elige Hy, es decir, que
en la secuencia de observaciones (yx)i<x<n, con densidad fg (yk|y1,...,Yk—1) ocurre un cambio a
tiempo desconocido #y, 1 < #y < N, entonces se tiene que 6 = 6 antes de 7y y 8 = 0; después del
cambio. El tiempo 1y tiene que ser estimado con la mayor precision posible. Una forma de hacerlo
es por maxima verosimilitud:

1. Si se supone que después del cambio la serie atin depende de las observaciones anteriores,

se tiene: A
(fo; 60;61) = argzlgkanN{lnfeo (V15 ey Vk—1) 13

+1nf91 (yk7' .. 7yN|y17' .- 7yk—l>}'

2. En el caso que las observaciones del cambio sean independientes de los datos pasados:

(0;60;61) = argzrgnkaSXN{lnfgo (V1y--sVk—1) (14

—|—1an1 ()’k, cee 7yN)}'

Indices de eficiencia

Para poder evaluar el desempefio de los diferentes algoritmos se cuenta con los siguientes
indices que también pueden ayudar para el disefio de los mismos (ver [2] Seccién 4.4, pag. 151-
153).

—

. Tiempo medio entre falsas alarmas.

2. Probabilidad de deteccion falsa, o (1.1J).

W

. Tiempo medio de retraso para la deteccion.

4. Probabilidad de no deteccién del cambio,  (1.2).
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5. Exactitud del tiempo de cambio.
Definicion 1.3.2. El Tiempo Medio entre Falsas Alarmas se define como:
T = Ego (ta),

que es la esperanza bajo 6y del tiempo que tarda el algoritmo en detectar un cambio.

Se desea que este tiempo tienda a infinito, es decir, que el nimero esperado de falsas alarmas
se aproxime a 0.

Definicion 1.3.3. Retraso Medio Condicionado, es el tiempo promedio que tarda el algoritmo en
detectar un cambio real en 6. Se define como:

Eo, (ta —to+ 1ta > t0, Y1+ Y1)
Lo deseable es que este sea lo mas pequefio posible.

Definicion 1.3.4. Peor Retraso Medio, T, es el tiempo promedio que tarda el algoritmo en detectar
un cambio real en el pardmetro 6 cuando se supone que el conjunto de variables aleatorias hasta el
momento del cambio es el que hace que el algoritmo se tarde més tiempo en detectar el cambio.

T = supesssupEg, (ts —to + 1|ta > 10, y1--.Y,—1)-
1h>1

Se desea que el indice sea lo més pequeiio posible.

El algoritmo CUSUM es el mejor algoritmo tomando en cuenta los indices recién descritos,
aunque, como se muestra més adelante, es dificil de implementar en la practica. Por esta razén el
CUSUM es utilizado como referencia para estudiar la eficiencia de otros algoritmos.

Para conocer la eficiencia del algoritmo CSSM se compararon ciertos indices con los del CU-
SUM, en ambos casos los indices se calcularon mediante simulaciones.
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Capitulo 2

El método de CUSUM

En este capitulo primero se describira el algoritmo CUSUM vy posteriormente se probabaran
algunos teoremas que demuestran porqué este algoritmo es el que tarda menos en la deteccién en
directo. Las principales fuentes para este capitulo fueron: el libro Detection of Abrupt Changes:
Theory and Application [2|], donde se encuentra descrito el CUSUM, el libro Real Analysis and
Probability, 1], en el cual se incluye un Teorema ergédico de suma importancia para poder de-
mostrar que el CUSUM es el mejor algoritmo respecto al peor retraso medio, esta dltima prueba se
localiza en el articulo Procedures for Reacting to a Change in Distribution, [11]].

2.1. CUSUM

El algoritmo CUSUM (ver [2] Seccién 8.2.1.2, pag. 306) estd basado en la prueba del logaritmo
de la raz6n de verosimilitudes y toma la idea de los SRPT, Definicién del capitulo anterior,
tomando como barrera inferior a = —eo y como barrera superior 0 < h. Esto es; sea

fel(yja---7)’kb’17---7)’j—1)

Sk =1n
Soo s ykyis-- o yj-1)’

J

2.1)

sea gg =0,

8k = (SIIE—N,\,—‘,-I)Jr = ma"X{S]IE—Nk+]7O}7 (22)

17
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donde:
Ni = Ni—1 g, >0p + 1.

Lo anterior implica que si el logaritmo de la razén de verosimilitudes S’; es negativo, se van des-
cartando las observaciones, como si g; se reiniciara cada vez que se vuelve negativa, es decir, g va
acumulando solo cuando 0 < S’; .

Dada i > 0, el tiempo de alarma para este algoritmo se define como:

t, =min{k : g > h}. (2.3)

Si g; supera cierta barrera & > 0, quiere decir que es mds probable que las observaciones
provengan de un proceso con parametro 8y, por lo que se decide que hubo cambio. Para estimar el
punto de cambio 7y se toma el tiempo en el que g, fue igual a 0 por dltima vez. Esto, claro, para la
deteccion en directo (cuando siguen “llegando observaciones”).

Para saber si hubo cambio cuando se cuenta con una muestra fija y;,y»...yx se utiliza el si-
guiente estadistico:
gx = max S;( ,
1<j<K

si este rebasa la barrera i entonces se decide que hubo cambio y para saber donde ocurri6 se cuenta
con el estimador presentando en el capitulo anterior, Ecuacién (1.3):

f(\) = argzglll{‘léjilgfl{lnf%(yl’ cen ayk—l) +1nf91 (ykv cee 7yN)}'

Observacion 2.1.1. Si se supone que las observaciones son independientes entonces el logaritmo
de la raz6n de verosimilitudes se puede escribir como:

fo.0js 90 oy fo, ()
Sk~:1 1\JJ —_ 1 1 ,
R A T = )

y el tiempo estimado de cambio como:

j—1 K
fo = arg 1rSnjangln i1;11f90 (i) gfe. (vi)

Note que cuando se detecta cambio con una muestra fija, el punto estimado de cambio, 7y, es
donde S§ alcanza su minimo. En ambos casos el punto estimado de cambio es el mismo, esto se
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puede observar en las siguientes graficas, donde también se puede apreciar que el comportamiento
de ambas graficas es idéntico a partir de la dltima vez que g; fue cero.

Funcidn de decision CUSUM

— &

— — h=2.996
25

20

15

10

h=2.996

501 ' Tiempo de alarma = 531

0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 2.1: Comportamiento tipico de la funcién de decisién g del CUSUM, tiempo de cambio 501.

= = Punto de cambio =501
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cusumM ARMA

Sli
— — Punto de cambio = 501
— — Tiempo de alarma =531

Tiempo de cambio
estimado = 509

200 400 600 300 1000

Figura 2.2: Comportamiento de la funcién S, del CUSUM con tiempo de cambio 501.

Cabe resaltar que este algoritmo supone 8y y 8; conocidos, que se empieza con un proceso
con pardmetro 6y y se busca saber si este cambid y, en su caso, saber en qué momento lo hizo.
Existen extensiones y variaciones de este algoritmo, para cuando, a priori, no se conocen dichos
parametros, estas extensiones se pueden encontrar en[2]] Seccién 7.3.1. Ya que el CUSUM es el
mejor desde el punto de vista del peor retraso medio [I.3.4] para el caso de la deteccién en directo
y también cuando se trata de una muestra fija ya que no es otra cosa que una prueba de razén de
verosimilitudes, este algoritmo sirve como punto de comparacién para medir el funcionamiento de
otros algoritmos para la deteccién de cambios abruptos, en este caso con el CSSM.

2.2. Teoria ergodica

En esta seccion se daran definiciones y teoremas que sirven para probar que el CUSUM es el
mejor algoritmo para la deteccién de cambios abruptos respecto al peor retraso medio, esta prueba
se encuentra en Procedures for Reacting to a Change in Distribution, [11] y aqui se presenta con
una notacién mas sencilla.
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Definicion 2.2.1. Sea (X,),cn una sucesion de v.a.. Se define la o-dlgebra cola como:
_ 6\00 — z. {oe]
C = ﬂ T = ’}grolo T

donde .#,° es la c—algebra generada por las variables X,,X,,... Los eventos en esta o-

dlgebra solo dependen de la “cola”de la sucesion (X,).

Si C € € decimos que C es un evento cola, y si una variable es medible respecto a ¢ decimos
que es una variable cola.

Definicion 2.2.2. Sea (Q,.7,P) un espacio de probabilidad, la transformacién T : Q — Q es una
transformacion que preserva la medida si P(T ' (A)) = P(A) para todo A € .Z.

Definicion 2.2.3. Un conjunto Y es llamado T — invariante si T~ (Y) =Y.
Observacion 2.2.4. El conjunto 7,1 de todos los conjuntos T — invariantes es una ¢-dlgebra.

Definicion 2.2.5. Una transformacion 7 : Q — Q que preserva la medida, es llamada ergddica si
para cada Y € F,, (1), es tal que P(Y) =00 P(Y) =0.

Definicién 2.2.6. Una funcién T del espacio 2! (Q,.7, i) en si mismo es llamada lineal si:

T(cf+g)=cT(f)+T(g),

para cualquier ¢ € R y cualesquiera f y g € 2. Y es llamada positiva si para cualquier f € £y
f > 0secumple: T(f) > 0.

Teorema 2.2.7. Sea f cualquier funcion medible de Q en [—os,00]. Entonces
[rawer )= [ ot du.

si cualquiera de las dos integrales estd definida.

Demostracion (La demostracion de este teorema se encuentra en [7] Teo. 4.1.11, pag. 121).

Observacion 2.2.8. Cualquier transformacion que preserva la medida es lineal positiva, esto por el
Teorema
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2.2.1. Teorema Ergodico de Birkhoff-Khinchin

El siguiente teorema es una generalizacion de la Ley de los Grandes Numeros y juega un papel
muy importante para probar que el CUSUM es 6ptimo. La versién que aqui se presenta se puede
encontrar en [7|], Teorema 8.4.1.

Teorema 2.2.9. Birkhoff-Khinchin. ([[7] Teo. 8.4.1, pdg. 268)
Sea T una transformacion que preserva la medida en (Q,.7 , 11). Entonces para cualquier funcion

Sa(f(@))

f e LY Q,.F, ) existe una funcion ¢ € XI(Q,%nv(T),/J) tal que h;m u = ¢(®) con

du < du. Si T es ergodica, entonces @ es una constante. Si 1L(Q) < oo, M converge
lpldu |fldu g (0 u . g

n—1
a (pen.,?1 asz’que/(pdu :/fd,u, donde S, (f) = ij con fo:=f, fj =foTl/, j=1,2,....
j=0

Por practicidad, en adelante se escribird solo S, (f) en lugar de S, (f(®)).

Para la demostracién del teorema se encuentra en [7]], pdg.268-270. Aqui se presenta la misma
demostracién desarrollando utilizara el siguiente lema:

Lema 2.2.10. (/7] Lema 8.4.1, pdg. 268) Desigualdad Maximal.

Sea f € L, se definen; So(f) =0y Sy(f):=f+foT+---+foT" ! paran> 1. Sean
SE(f) = Orgéz Si(f)yAn:={weQ:S(f)>0}. Entonces:
sjsn

n

/ fdu > 0.
Ay

Demostracion del Lema:

Debido a que T preserva la medida, por la Observacion [2.2.8 T' es lineal positiva por lo que se
tiene:

fHS(f)oT =f+(f+foT+-+foT" ")oT =S.41(f),

conr=0,1,... Ademads, para j = 1,...,n, se cumple:

f+Sj1(f)oT < f+8)oT, (2.4)
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para todo @ € A,. Uniendo las ultimas dos ecuaciones se obtiene:

Si(f) S f+8,(f)eT,

para j=1,...,n. Por lo tanto:
Si(f) S f+8y(f)eT,
lo que implica:

=S5 (f) =Sy (f)eT.

Observacion 2.2.11. Dado que T es lineal positiva, para j = 1,...,n se cuample:

Si(f)oT <S,(f)eT.

Partiendo de la Ecuacién (2.4), debido a que S, (f) > 0 sobre Q, S, (f) = 0 fuera de A, y por
la observacién anterior se tiene:

| rauz [ si()=sineT au
A, A,
— [ sitnau- [ si(r)eT du
Q Ay

> [ /() du= [ s/(/)eT du
=0.

La dltima igualdad se da porque 7" preserva la medida.

S
Corolario 2.2.12. ([[I7] Cor. 10.5.2, pdg. 94) Sea g € 728 By = {(D € Q:sup n(8) > a}. En-
n>0 N
tonces para todo E € Fy,, se tiene que:

| eduzanane) 25)
BoNE

Demostracion del Corolario [2.2.12] (Ver [17], pag. 94):

Suponga que E = Q y sea f = g — «. Entonces:

oo oo oo

By =|J{weQ:S,(g) >na} = J{weQ:S,(f) >0} = J{w: S (f) >0}

n=1 n=1 n=1

SeaA, ={w € Q:S,;(f) >0}, note que A, C A1, por lo que:

|f]1a)eAn| < |f]la)eA,1+1 | e < |fﬂweBa|>
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ademas:

lim flyea, = flocsy,
n—soo

entonces por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que:

tim [ f dp=1im [ Floes, du

n—oo 4
:/f]lxeBa d/-i
Q
= fdu
ByNQ

= g—o du>0.
BuNQ

Por lo tanto:
/ g du>au(BaNE).
BoNE

Esto por la Desigualdad Maximal (2.2.10).

Ahora, para el caso general, si se restringe T a E, T|g : E — E y se aplica la desigualdad
maximal sobre este subconjunto se obtiene:

/ g du > au(BgNE),
ByNE

porque E es T —invariante.

Demostracion del Teorema Ergodico de B-K, ([71, pag.268-270)
SeaY :=Y(a,b) = {w ceQ: lirrlr_lglf% <a<b< lfmsupin}, donde a,b € R,a < b.

Cambiando S, por S, o T el conjunto Y se convierte en T~ (Y). Esto es:

S,oT

n—soo

SpoT
T_l(Y):{wGQ:h’minf <a<b<limsup "o }
n—oo n

Ahora note que S, 07 = S,4+1 — fy lim f =0, asi que se puede reemplazar S,, o T por Sy+1.
n—oo

5 S
T=H(v)= {a) € Q:liminf <4 <b<ﬁmsupn+1},
n

n—yoo n n—yoo



2.2. TEORIA ERGODICA 25

n—eo 11+ noeo N+1

A\ St
pero lim 22— im . Entonces:
n—eo n n%oon—i—
St S
Y=< weQ:liminf 1<a<b<limsup :irl}

n—eo  n n—oo N

{a) €Q: hmme— <a<b<hmsupS}
T

1

Por lo tanto Y es un conjunto 7 — Invariante.

S+
Sea B := {(0 € Q:sup M > b}. Por el Corolario [2.2.12} tomando a Y como el con-
n>1 n

junto invariante, se tiene:

fdp>bu(BNY),
BNY

observe que Y C B. Entonces:

£ duzbu),

SH=f) (o
Por otro lado, si se considera —f y —a, y se define A := {w €eQ: supM > —a} se
n>1 n
obtiene:

lo que implica que:
/Y fdu <au(y).

Juntando las desigualdades se obtiene,

bus) < [ f du < au(y).
Por lo tanto:
u)=0.
Sa(f)

n
partes a alguna funcion ¢ con valores en [—oo,e0|. Como 7T preserva la medida se da la siguiente
igualdad, para cada n.

Tomando todas la parejas a, b € QQ tal que a < b se puede concluir que converge casi en todas

[1rerdu=[171e" du= [ |f1an.
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S
"(f)' du< [n f’ duz/!fldu,
n n
S
como n(f) es medible y no negativa, por el Lema de Fatou, |A.0.2| se tiene:
n
liminf ( 'du /\q)|du<hm1nf/"d,ug/mdu,
n—soo

entonces ¢ € £

Ademds ¢ es T — Invariante, es decir, @ = @ o T, esto por la misma razén que Y es T —
invariante. Asi que para cualquier conjunto boreliano B, ¢~ '(B) = (T o @)~ (B) =T (¢~ '(B)),
yo '(B) e Z(t)» POr lo tanto @ es medible respecto de F,,,(7)-

Ahora se demostrard que si t(X) < oo entonces: /(p du = /f du.
Suponga que | f| <k c.t.p entonces:
fin [ o=y| au= [ Jim o~

Para el caso general defina f; := méx {—k, min{ f,k}}, entonces cada f; es acotada y

tim [ \fi— fldn =0,
k—yo0

<k, paratodo n € N. Por el Teorema de Convergencia

[Sa]
n

Dominada se tiene que:

du=20

£
Sean € > 0y g = fi para k suficientemente grande tal que / If—g|l du < 3 Entonces:

' du < 3,para toda n.

S
2. — (8) converge c.t.p. y en .Z! a alguna funcién j (como en el caso no general). Entonces:
n
S €
n 3

para alguna n.
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Por el Lema de Fatou:

<@gﬁ”&mn&@d4
gn
<§,

luego
S, Sn Sy Sn
/ ,if)—qv‘ dué/ if)— ig))+ ,ig)—]"ﬂj—(l”dﬂ
A\ S Sy ;
=/ if)— ng)‘ du+/ ,ig) J‘ du+/\1—¢!du

Por lo tanto:

[odu=[rdu.

Por 1ltimo solo falta ver que si T es ergddica entonces ¢ es una constante.

SeaD:={yceR:u({x:¢(x)>y}) >0} Como T es ergddica, es decir cualquier conjunto
T — invariante tiene medida O o el complemento de este conjunto tiene medida 0, y ademds ¢
es T — invariante, siy € D, u ({x: @(x) > y}) > 0 entonces la medida de su complemento tiene
medida 0, esto es: u({x: @(x) <y}) =0. Sea C = supD, entonces paran =1,2,...

L{x:ox)>C+ 1}) =0, es decir, ¢ <C c.t.p.
n

Seay, € Dtalquey, <Cyy,TC.Paracadan € N se tiene:
p({x:o(x) <ya}) =0,
entonces ¢ > y, c.t.p para todo n, por lo tanto ¢ > C c.t.p..
S o=C ct.p.
Que es lo que se deseaba demostrar.

Definicion 2.2.13. Sea {X, },en una sucesién de v.a. respecto a (Q,.%,P). A la transformacién
T :Q — Qtal que:

se le conoce como Shift.
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Teorema 2.2.14. Sea T la transformacion Shift, si {X,} es una sucesion de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas, T siempre es ergddica.

La demostracién de este teorema se encuentra en Real Analysis and Probability, 1] Teorema
8.4.5, pag. 271.

2.3. Optimalidad del algoritmo CUSUM

A continuacion se presenta la demostracion de que el CUSUM es 6ptimo respecto al peor
retraso medio cuando el tiempo medio entre falsas alarmas tiende a infinito, esto que es muy con-
veniente, porque lo que se desea es una tasa baja de falsas alarmas y una deteccién lo mas rapida
posible, la demostracion original se encuentra en [[11]].

Desigualdad y aproximacion de Wald

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [18]] y serdn utilizados en los teoremas sub-

secuentes, [2.3.2]y[2.3.3]

Teorema 2.3.1. (/8] Teo 2.1, pdg. 16) Sean —a < 0 y O < h las barreras inferior y superior
respectivamente de un SPRT con Probabilidades de Error 0 < o0 y 0 < B. Entonces:

B

1-B
o

In 1 <min(0,—a),

In

>max(0,h).

Si se supone que la deteccion se da inmediatamente después de que la suma S, tocé alguna de las
barreras, entonces:

~—a, (2.6)

~h, Q2.7)

y ademds:
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donde:
i (1-)ln 5% —ain 12F
EGO(T) = —EQO (S) ) (28)
_ (1—B)in5E —pinlge
Eq, (T) = Eo () (2.9)

Teorema 2.3.2. Teorema de Lorden ([11] Teo 1, pdg. 1899)

Sea {T (&) : 0 < a0 < 1} el conjunto de los tiempos de paro referentes a los SPRT con barrera
inferior a = —oo y barrera superior h > 0 tales que la probabilidad de detectar cambio cuando no
ocurre en un tiempo finito es menor o igual a Q. es decir:

]P)GO(T((X) < °°) <a,

Defina Ty, de la siguiente manera:

. . fo (i)
I — mm{nzk. Zlnfeo(yi> Zh} (2.10)

i=k
) si no existe tal n.

Sea T™ el tiempo de paro, definido por:
T*=min{T;:k=1,2,...}

Entonces:
o < Eq)(T"), 2.11)

y para todo 0y, T* minimiza el peor retraso medio, Egl (T) de entre todos los tiempos de paro T

que satisfacen Mds aiin:

_ Ino~!
lim Eg, (T7) =~ 2.12
d B (T~ Eols) @12
donde s =1n j:e. Eyi y Eg, (T*) es el Peor Retraso Medio de la Definicion|l.3.4;
6o \Y

Eo, (T*) = supesssupEy (T —k+1)" |y1,...,31) -
k1
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El teorema anterior muestra lo 6ptimo del algoritmo CUSUM desde un punto de vista asintoti-
co. En otras palabras el CUSUM es 6ptimo, respecto al peor retraso medio, cuando el tiempo
promedio entre falsas alarmas tiende a infinito. La demostracién de este teorema se encuentra mas
adelante ya que sigue directamente de los siguientes dos teoremas.

Teorema 2.3.3. (/11] Teo. 2, pdg. 1900)
Sea Y\,Y>,... una sucesion de v. a. i. con funcion de densidad fq, para Yy,...,Y,, y fo, de Y, en
adelante. Sea T tiempo de paro respecto aYy,..., i.e. T es #" —medibley el evento {T =n} € F},

tal que:
Pg, (T < ) < . (2.13)

Sea L la transformacién Shift de la Definicion(2.2.13} esto es:
Y1 (L(w)) = Ya(o),

para todo @ € Q.

Defina Ty como el tiempo de paro T respecto a Yy,Yiy1 ... es decir:

Ti(w) =T(L ()

SeaTy=Ti+k—1,k=1,2,...

Defina ahora T* como:
T*=min{T} :k=1,2,...}.

Entonces T* es tiempo de paro respecto aYy,..., y cumple:
a < Eg(TY), (2.14)
Eq (T") < Eg(T), (2.15)

para alguna densidad fy,, donde:

Eg, (T*) = supesssupEy (T* —k+1)" |y1,...,31) -
k>1

E; es la esperanza bajo la densidad generada cuando el tiempo de cambio es k.

Observacion 2.3.4. Ty es F;° —medible y el evento {T; =n} € FF 1.

Observacion 2.3.5. Paratodak, Ty > ky Ty = ksiy solosi Ty = 1.



2.3. OPTIMALIDAD DEL ALGORITMO CUSUM 31

Demostracion

Por la Observacién y la Observacién , el evento {7} = k} € ZF™' 71 C Zf. Ademis
n

yaque {T* <n} = U{T, < n}, se tiene que {T* < n} € Z['. Por lo tanto T™ es tiempo de paro,
i=1
respectoa Yq,,Y>...

Ahora se demostrard que Eg, (T*) > o'

Ya que Egq, es la esperanza bajo 6, se tiene que Y1,Y> ... son v.a.i.i.d con densidad fy,.

Defina _
I si Tp<eo
Sk =

0 si Tp=o

Note que & () = &1 (L(®)) y que & es.F;” — medible, esto por cémo se definié Ty.

Dado que (Y;) es una sucesién de v.a.i.i.d., por el Teorema|2.2.14] la transformacion shift L es
ergddica, lo que implica que (&) cumple con el Teorema Erg6dico[2.2.9] presentado en la seccién
anterior, por lo tanto:

n
, k=1 ék
=R=1 7 — <
Jim == Eg, (&) < a, (2.16)
la dltima desigualdad se da porque

P(Tl < 00) = P(Tl < °°) = P(T < 00),

y porque por hipétesis P(T < o) < ..

Por otro, lado defina de forma recursiva 7y’ < T, < T3 ... de la siguiente manera:
Ty =0,param=1,2,...,siT; | =t

T,=min{T,:r=t+1,r+2,...}.

Note que (Tl* — TO*), (TZ* — Tl*), ... sonva.i.i.d.

y que
1 <81 +8ri12,..., 8

mt1’?
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ya que tiene que existir algiin 7; < oo para que la variable 7,, , | exista. Por lo tanto:

m<& +&,....6m,

por lo tanto:

+&, ... +&
lfm 2 < i 2o o 2.17)
m—yoo T};; m—yoo Tn*;
lo que implica que:
(T")"' < Eq, (&)
luego por la Ecuacién (2.16):
a ' <Eg (T%). (2.18)

Falta demostrar que Eg, (T*) < Eg, (T).

Paratodom =1,2,... se tiene:

E,, ((T* —m+ 1)+ ’y] e 7y(m71)) <E, (Tm‘ylr .. ,ym_l)
=E,.(T,)

en particular

Eq, (T*) = supesssupEy; ((T* —k+ 1)+ V1. ,yk,l) < Eqg, (T).
1

Con esto concluye la demostracién.

Teorema 2.3.6. Sea t() el infimo de los peores retrasos medios Eg (T) con T en el conjunto de
los tiempos de paro extendido que satisfacen y < Eq,(T). Entonces, cuando Y tiende a infinito:

"= é';%'

Demostracion:
Ver [11]] pdginas 1901-1903.

Demostracién del Teorema [2.3.2]
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Por el Teorema[2.3.3|
a ! < Eg, (T7),

Eo, (T") <Eq (T)

Por el teorema anterior, cuando o ~! tiende a infinito:

Ina™!

ST (2.19)

donde 7 es el infimo de los peores retrasos medios Eg, (7).

Por otro lado por la Aproximacién de Wald (2.8), cuando 7; corresponde al de la Ecuacion
(2.10), se tiene que:

Ina~!
Eg (T) =~ ,
9l ( ) EQI (S)
yaque f =0.
Por lo tanto: .
_ Ino™
Eg (T*) < ——,
) = ()

por la Ecuacién (2.19) y por la Aproximacién de Wald (2.6), Ina ™! ~ h, cuando A tiende a infinito.

_ Ina™!
EQI(T*) ~ EG (S)’
|

Observacion 2.3.7. El teorema anterior prueba que el CUSUM es el mejor algoritmo para detectar
cambios en directo ya que, con una barrera lo suficientemente grande, la tasa de falsas alarmas
tiende a 0 y el peor retraso medio para la deteccion de un cambio es lo mds pequeio posible.
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Capitulo 3

Algoritmo CSSM

Para este capitulo se tomaron en cuenta principalmente dos articulos, The CUSUM Test for De-
tecting Structural Changes in Strong Mixing Processes [lI|] y A Functional Central Limit Theorem
for Weakly Dependent Sequences of Random Variables [9)]. En el primero se presenta un algoritmo
no paramétrico para detectar cambios abruptos estructurales en las series de tiempo, tanto en mo-
delos lineales como no lineales por ejemplo ARMA o GARCH . Este algoritmo usa un estadistico de
prueba que converge al maximo de la suma de cuadrados de Puentes Brownianos independientes.
Para poder demostrar que tal estadistico converge, se usa un Teorema Funcional del Limite Central
para cierto tipo de procesos, conocidos como Procesos Fuertemente Mezclantes o o0 — mezclantes
(ver[3.1.3) el cual se encuentra en el articulo de Herrndorf A Functional Central Limit Theorem for
Weakly Dependent Sequences of Random Variables [9].

Definicion 3.0.1. El proceso W (t), 0 <t < T, es un Movimiento Browniniano Estdndar si cumple
las siguientes condiciones.

=

0)=0.
t) es continuo casi seguramente.

s W

=

(
= W(r)

(t) tiene incrementos independientes.

(1)

t)—W(s)~ A (0,t—s) (para0 <s<t).

35
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Definicion 3.0.2. Sea W(z), 0 <t < T, un Movimiento Browniano Estdndar, entonces el proceso
estocdstico B(r) es un un Puente Browniano si:

3.1. Procesos fuertemente mezclantes (o — mixing)

Definicién 3.1.1. Sea {X,},cn una sucesion de variables aleatorias. Se dice que {X,},cn €s un
Proceso Estacionario si

F(xi,...,xk) = F(X14ny -y Xkth),
para todo k, h € N.

Definicion 3.1.2. Sea {X, },cry un proceso estacionario. El coeficiente o — mezclante de Rosenblatt
o (n, j) esta definido como:

o (n, j) = sup [P(A N B) — P(A)P(B)|.
A.B

conAe€FlyBeF

Definicion 3.1.3. Sea ox(j) = supax(n, j). Si {X, }sen €s un proceso estacionario y la siguiente
n

condicién se cumple,

lim oy (j) =0,

joe

entonces {X, }nen s un Proceso Fuertemente Mezclante (SM).

Los Procesos Fuertemente Mezclantes son procesos tales que entre mds grande sea |i — j
X se comportan “mas” como variables independientes.

, Xy

Lema 3.1.4. Desigualdad de Davydov ([20] Lema 1.2.4, pag. 10). Sea {X,, }SM, sea & v.a. en L?

oF o

medible respecto a F{' y 1 € LY medible respecto a 7, ;, con py q tales que:

1 1 1
—+-+-=1,
p q r

con 1 < r. Entonces se cumple:

ICov(&,m)| < 100 ()" 1€ ],lnll,-
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Este lema es invocado en diferentes ocasiones en la demostracion del siguiente teorema, la
demostracion de este se encuentra en [20] Lema 1.2.4, pag. 10.

La siguiente desigualdad se usa en la parte final de la demostracion del siguiente teorema.

Lema 3.1.5. Sea X\, X»,...,X, una sucesion de variables aleatorias, sea

o= sup {yP(AmB)—P(A)P(Bn Ac Fk Be ﬁ,fﬂ}.

1<k<n—1
Entonces para todo € > 0:
-

¥

i=1

A P, X:| > £) +na |
~ minj<<n P (X0 X <5)

3.1.1. Teorema Funcional del Limite Central

En esta seccidn se presenta un teorema limite para procesos que son Fuertemente Mezclantes.
El teorema serd invocado mds adelante para probar que el estadistico de prueba del CSSM converge
al méximo de una suma de Puentes Brownianos independientes.

n
Definicion 3.1.6. Sea {X;};cn una sucesion de variables aleatorias y sea S, = ZX,-. Considere el
i=1
espacio D = D0, 1] de las funciones cdd — ldg, en el intervalo [0, 1], con la topologia de Skorokhod

y defina las funciones aleatorias W,, : Q — D por:

Por comodidad, en adelante se omitira @,

Sin
Wa(t) = L 1 eo,1].
oyn

2
Teorema 3.1.7. Herrndorf 1968[9]]. Sea B € (2,0) definimos y = B Sea (ap)nen una sucesion
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en [1,00]. Y sea {X, }nen un proceso tal que:
i) E(X,) =0 y E(X?) <o, paratodon e N.

n S2
ii) Sea S, = ZX,-, lim E <"> =02, paraalgin o €R.
i=1

: n—soo n

iii) wp{EK&ﬁn_&ﬁq}<im. 3.1)

m, n n
2—y
v) lim supHX,-H% ) ax (n,i)' =7 —|—a’1’— =0.
n—oo i<n i>a, n -

Entonces W, converge en distribucion a W, un Movimiento Browniano Estdndar.

Demostracion:
Defina la sucesion (b, ),en por:

2— 2—y
Ny @
'1177 = Z ax (n,i)' =Y —1—#. (3.2)

i>ay

SN
<

S

Despejando a, de la ecuacidn anterior se puede notar que a, < b, para toda n € N. Por v)y
por[3.2] las siguientes condiciones se cumplen:

bn "
2) JMim 7 =0.
iy i
b) ;; ax (ni)! 7" < . (3.3)
> L
n
) sup||Xi||3 = 0( ) .
) suplll =0y
La Ecuacidn c) significa que existe np € N tal que:
nr
sup || X;||3 < C——,
up il < €L

para toda C > 0y para toda n > ng. Por lo tanto existe (r,),cn una sucesién de enteros positivos tal
que:

lim r,, = oo.
n—oo
rnby = o(n).

34

n=v
X2 =o(———].
sup |Xillg °<(anbn>”>
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Sean:

gn=2inf{i e N:i>b,}, (3.5)
Pn = Tuby. (3.6)

Las siguientes condiciones se cumplen:

a) lim In _ .

n—yoo pn

b) 1im 2% = 0.

n—oo

c) lim ) ox(n,i) 7’sup||X|| =
Hw% P 3.7)

pn !
&) Jim 2 swp il =0

ln

e) 351010 p—nocx(n,qn) =0.
Las ecuaciones [3.7]a) y 3.7] b) se siguen de la definicién de p, y g,. Para[3.7)c) basta notar que
Pn > by y utilizar[3.3] La condicién[3.7]d) se sigue de la definicién de p, y de la Ecuacién (3-4).

Como (o (n,k))ren €s no creciente:

n 1y nl=r 1 (0] 1-y
<m”“%o :jqﬁﬁ;mmﬂw»

1 -y bn
Z ox (n,2[b,] — l))
pn by i=
nl=v
< ax(n,i) 7
Pn ybn i>b,
by "
= p}l 7/7

la dltima desigualdad se da por[3.3]b), luego

1—y 1y
lim - = lim ———— =0
n—soo prllfy n—soo (rnbn)1*7 ’

con esto se concluye[3.7[e).
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El siguiente paso de la demostracion serd descomponer la suma S,,. Sea k,, = L J , por co-

pn + (In
modidad, en adelante se escribird p = p,, ¢ = q, Y k = k,, sin olvidar que estas siguen dependiendo

de n.

Sean:

i(p+q)+p
&= )Y X,
i=j(p+q)+1
(1) (p+q)
=y X
i=j(p+q)+p+1

para 0<j<k—1.

defina también:

Note que S, = S, + S, para todan € N.

El Lema 3.1 del articulo de Withers, [[19], establece que para demostrar que S, cumple con el
Teorema Central del Limite es suficiente probar:

E 12
a) lim 7(5‘" ):O.
n—soo n
b) lim ZO§1<1§k| (§151)| —0.
n—soo n
c) limk = co.
n—yeo (3.8)
. ius’ = iu-’;‘-
d) lim [E(exp ")—IIJOE(eXP /)| =0.

. lkfl
e) r}g&; Z})E(&fl{‘;/bwﬁ}) =0 paratodo € > 0.
]:

A continuacién se mostrard que S,, cumple con estas condiciones.
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Por[3.1]iii), E(n}) < Cq.

Utilizando la Desigualdad de Davydov sobre X; y X, se tiene:

E(S"2) = Z’b” Y, nmy)

0<i<j<k

C(kq+p+q )+2 Y [E(nin;)|

0<i<j<k

n n
Clkg+p+q9)+2). Y [E(XX))
i=1 j=i+p+1

nq
<Cl(——)+p+4ql+2(10) Z Z ax(n, j—i)! VsupHXzH;;
ptq i=1 j=i+p+1

< (L )+ p+q] +202 Z ox(n, j)'~ Ysupllthl,g
pt+q i=1 j=1+p+1

nq 2
<C +p+q]+20n) ax(n,j) Vsup||X:|5,
(i) el 200 L an(n, ) Tsupl 1

dividiendo esto entre n y utilizando[3.7]se obtiene[3.8]a). La condicién 3.8 b) se obtiene usando de
manera andloga la desigualdad de Davydov y por[3.7]c):

Y E(&E)I<20n Y ox(n, ) sup [1X][5
0<i<j<k—1 i>q t<n

La condicion [3.8]¢) se sigue de la definicion de k y de las condiciones [3.7]a), b). La condicién d)

se sigue de la siguiente desigualdad:

k—1 — .
B[] — [T E[e"]| <[B[e"E05] — Bl Rl 1)
j=0

1 [E[e" TR0 Y]E[eE1] — E[e" Lm0 E[elfS-1 B[S |+

k=1 k=1
.t |E[eZi=05] I1 E[¢"8] — E[¢"Zi-0%i H]E[eitg-’} |

J=2 J=1

k—1
S Z ’E[eitz‘.j':o éj} _ E[e”Z;;(I) j]E[eité‘] ‘7

r=1

la dltima desigualdad se da porque |¢| < 1 para todo r € R. Para todo s € N; la variable ¢” im0

: agsp+(s—lg __. . it& .
es medible respecto a .7, , mientras que la variable "> es medible respecto a .7, ()41

por lo que utilizando la desigualdad de Davydov para v. a. complejas y3.7]e) se tiene:
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k—1 , o .
lim ) |E[¢"Ei-0%i] — E[euz,-:g SE[e"E]|
r=1

n—oo ==

k—1 3 .
= lim Z ‘COV(e”Z,-:éij’enés”
r=1

n—oo

< 1fm 20kax (n,q,) = 0.

Para probar la condicion e) se utilizard el siguiente resultado. Sea Z una v.a. y sea A = 8 —2.
Entonces:

A
/ ZdF(z) < / \ZV%‘IF (2)
|z|>a |z|>a a

‘Z’2+7L

B lz|>a a* dF(Z)
B

IZI[5

_aﬁ_z'

Por lo tanto:

= (k) SuPo<j<x1 17117

_ E(£21 <
n iy (S5 L gjg >eovmy) <7 N

ML

_ n. _p
<(e0) PP ()2 sup [1X;llg
Sjsn

B2y 5
—(e0)> P(p* "n?"" sup |1X;][3)7,
1<j<n

que tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

La demostracién de Withers [19] utiliza las primeras 3 condiciones para probar que S, es
asintGticamente despreciable i.e. 351010 ™S — eS| = 0. La condicién d) muestra que S es una
suma de variables aleatorias asintéticamente independientes y conjuntando esto con la condicién
e) se cumplen las hipétesis del Teorema del Limite Central de Lindeberg, la prueba de este teorema
se puede encontrar en Central Limit Theorems and Proofs. [15]]. Por lo anterior se tiene que W, () =

Sn

N

converge en distribucién a W (¢) un Movimiento Browniano para todo 7 € [0, 1], es decir:

lim W, (1) Z W (¢).

n—oo
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Ahora se probard que dados 0 <7} <t --- < #; < 1 la distribucion a la que converge (W, (t1),W,(%2),...

dap

n

iTrn niil; 2
(Zl[i(ir‘r )]Xz _ Zl[:(i )l Xz)

. Entonces:

tiene incrementos independientes. Sea r,, =

. _ B 21— ¢
ngch[(Wn(t,—i—rn) W(t))7] nggoE ) 3.9
n(t;)+n(r, n(t; 2
E (Zl[:(izH ( ))]Xi_zl[':(i )] Xi)
— lim 272 (3.10)
" n—eo o2 [nry) ’
=0, (3.11)
i niry nit; 2
E [(Z,[- ey, _yily,) }
porque lgn rn = 0y por la hipétesis [3.1|ii), lim < oo, Ademds

n—roo [nry]
debido la ecuacidén anterior y a que:

Jim ot ([nr,]) =0,

[nt,-]
X1 X

oyn
[nti11]

il X
Wo(tix1) —Wa(ti+ry) = Zi=lnltctr)l+H 17 es ﬁ[:(tﬁrn)}ﬂ — medible,

ov/n

Wo(ti) = Wa(tio1 +1a) = es flrl[ti] — medible,

se tiene que:

1fm (W (12) — W (01 4 7 W) = Wa (11 + 1)) Z (

n—soo

W(tz) — W(tl), R ,W(tk) — W(lkfl)) ,

y ademds para 1 < i < k las variables aleatorias (W (¢;+ 1) — W(#;)) son independientes.

Por lo tanto

1im (W, (t1), Wa(t2), - .., Wa(tx))

n—yoo

Para completar la demostracion, falta probar una propiedad conocida como tensién. Sin esta
propiedad podria pasar pasar que el limite de la distribucion sea una funcién que acumule toda la
probabilidad en un punto o que nunca llegue a ser 1, en Convergence of Probability Measures, [4]
hay diversos ejemplos de lo que podria pasar si no se cumple esta propiedad.
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Por la caracterizacion clasica de Prohorov, que se puede encontrar en Convergence of Proba-
bility Measures [4], la tensién en W, (¢) implica tensién en (W, (t1),W,(t2),...,Wa(tx)), y por el
Teorema 13.2 de Convergence of Probability Measures [4] para probar esta propiedad basta de-
mostrar que:

limlimsupP(w(W,,0) > €) =0, (3.12)
donde w(W,,0) =  sup sup  |Wyu(s) —W,(r)|. Seae >0.Parad >0y n e N fijas.

{0<t<1-6} {s,re[t,t+6]}

|S[sn] _S[rn]|
P(w(W,,0) >¢€)=P sup sup ——————>¢
(oo )>€) ({0<t<15}{s,r€[t,t+5]} on

1/3] .
<y P ; S, — Spus| > Cov/i ).
<L <[nd5}<f§ax 1) St 36\/ﬁ>

=0 [n(a+1
Seaa € {0,1,...,[1/6]} fija. Defina la sucesién m de la siguiente forma:
m=m(n)=mix{i e N: (p+¢q)i < [n(a+1)6] — [nad]}, (3.13)

donde p y ¢ son las sucesiones definidas anteriormente. Como [n(a+ 1)8] — [nad] ~ [nd]. Entonces:

nd
p+aq

m+1r~ (3.14)

Para j € {0,...,m— 1} se definen las siguientes variables:
[nadl+j(p+a)+p [nad]+(j+1)(p+49)+p
i=[nad|+j(p+q)+1 i=[naé)+j(p+q)+p+1
Note que cada variable contiene p y g variables respectivamente y que:
m [n(a+1

—1 )9]
Y oi+vir Y Xi=Suai1)s — Spas)- (3.15)
=0 i=[nad]+1

Entonces:

£
P ix 1S~ Spas] >
([mw] ara !~ St 36\/';)

<r<[n(a+1

, €
§P( Sup  max |S[na5]+(j+l)(l7+q)+r_S[na5]+j(p+q) < 90'\/ﬁ>

0<j<m 1<r<p+q
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+1P’<0<rrn<ax \Z(p]|> Gf>+IP’<O<m<ax ]Zl//]|> Gf)

<(m+1) max )P( max  |Spi, —Sp| > SG\/E> +P (Ogrrngéjl\;)(pﬂ > SG\/E)

0<b<n—(p+q 1<r<p+q

+IF’(O<m<ax |ij|> of) =T+ I1+1L

2
—.Seab € {0,....,n—(p+q)} . Entonces:

Sea f§ € (2,), y= B

ptq
IP’( méax |Spyr — Sp| > SG\/E> <P (Z 1 Xpii| > Gf)

1<r<p+q =
€
<P ((p+a)suphy| > Sovi)
i<n
< E[sup;, X:|P1(p+q)P
o ego/n B
(%)

eobBb _ B
—<9 n B/z(erq)Bsup\!Xi\lﬁ) :
1<n

la ultima desigualdad se obtiene al aplicar la desigualdad de Markov|A.0.4{sobre sup |X;|. Utilizando
i<n
la Ecuacidn (3.14) y las ecuaciones a) y b) note que:

- '] -
Om+1nP2(p-+ )P sup|[Xillg ~ 8(n ) (p+ )P~ sup X I
- L )\ A2
=5 (o s i)

B/2
<28 <n7’_1(p)2_ySUP||XiH%> :
i<n

que tiende a 0 cuando n tiende a infinito pord ). Por lo tanto:

eo\p 1 2 ) B2
(m+1) max )IP’< max  |[Spo,— Sp| > Gf) (?) 28 <n7_ (p) _Y§1<1p|Xi||B> )

0<b<n—(p+q 1<r<p+q

Por lo tanto / tiende a cero conforme n tiende a infinito.



46 CAPITULO 3. ALGORITMO CSSM

Para I1 y 111 note lo siguiente:

E Z (0] m—1
méx M mzz 7] nczz Z

0<r<m-—1 no? i=1j= t+q+1
Cmp
n62

62 ZOCX n,i) ysupHXHB

i>q

Observacion 3.1.8.
Cmp _ Cpd
no? "~ o(p+q)

Cps  Cé
hm —_——— = —5.
=62 (ptq) o2

-y _
lim o_zl;]ax n,i)' Sup”X”ﬁ

Entonces para n suficientemente grande:

min P <—Gn >1— mix P >—Gn
0<r<m—1 <l;]q)’ >_ 0<r<m-1 ( Z o )

i=r+l1

E|(L5-09)"]

18?2 1
Sea 0 > 0 tal que: <£> Co 28 < 5 Tome 6 < &, entonces:

1
< — > —.
oD P( Z qDl‘—186" >—2

i=r+1

Por lo tanto, usando el Lema [3.1.5]se tiene:

<|Zm L o) > ian'”) +mox (n,q+1)
IP( max |Z<P;|>gcn /2> <—— : E
minp<j<,—2 P (|):?1:;i1 ol < =5 )

<r<m-—1
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( < Z(p]\> >+max(n q+1)>

Observacion 3.1.9.

ggrgomax(n,q—k 1)=0 por

m—1
a5 w0 ]
j=0

. HSn[(a+1) 8] — na5 Z ((pj+l//])||2
lim
n—soo o\/n

=0 por[3.15

Por lo anterior:

Z‘PJ

limsup P ( max

N—soo <r<m-—1

> 96n 12 ) §2limsupP(‘Sn[<a+1 )8 — S[,wg]‘ > —Scnl/z)

n—yoo

Usando andlogamente la Desigualdad de Tschevichev y el Lema|3.1.5|se obtiene:

m—1
P p € _1n p
limsup P <<}‘E?nx—l | ,;) vl > 9o" / ) < 211;11_)5::p ( ( Z A1 > 13 > +ma(p+ 1))

n—soo

=0.

Por lo tanto:

/3] Snl(a+1)8] — S[nas] _ €
1f£r§£pp(w(wn, §)>¢€)<2 ;) lfirisgpP < NG > 18)

e g,

1
<2
o < )\/27r €/19

Note que la dltima parte de la desigualdad es la probabilidad de que una variable aleatoria con

1
distribucion normal (0 , ) sea mayor que €/9 multiplicado por 4 <5 + 1) y si 0 tiende a 0, la

normal tiende a la constante O por lo tanto se cumple

Con esto queda demostrado el Teorema Funcional del Limite Central de Herrndorf el cual
se utilizard mds adelante, en la demostracién del Teorema para probar la convergencia del
estadistico del CSSM a la suma de Puentes Brownianos.
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3.2. Deteccion de cambios en procesos o- mezclantes

Definicion 3.2.1. Sea {X, },cn un proceso estacionario, la funcion de autocovarianzas y(h) esta
definida por:

Y(h) = y(—h) = Cov(X;, Xi1).

Definicion 3.2.2. Sea {X,},cn un proceso estacionario con E(X,,) = 0, para toda n, las autocova-

rianzas muestrales ¥,(h), h=0,...,n— 1, se definen como:
1 n—h
?n(h) = ?n(_ Z XiXivn-

Definicién 3.2.3. Defina C = [cj )5t I, k 1» 1 <L <n,laMatriz de Covarianzas de las autocovarian-
zas muestrales §,(h), con:

ch = 1im 6, (.), (3.16)
6, (1, k) = nCov (u(h), Ju(k)) - (3.17)

Lema 3.2.4. Sea { X, },en un proceso fuertemente mezclante con E(X,) = 0, para toda n, tal que:
Z 5/ (2+9) " para alguna & € (0,00),

supE(Xi[*"%) = M < oo,
1

n E 2
sea S, = ZX,-. Entonces es convergente.
i=1 n
Demostracién:

Por la Desigualdad de Davydov (3.1.4), se tiene:

)

t=1s

E(X,

D=

1

zn:E (1X:|7) W’E (X, |")1/an( )1—1/1?—1/4,

s=1

Y

<10

M:

I
—

t
sea p = g =2+ 0. Entonces:

lE(S) Mz/ (2+8) Z nay (1) 2+9)

R i=—n
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<10M Y o (i)%/2T9)

|=—o0

<oo,

Teorema 3.2.5. Sea {X },cn un proceso estacionario tal que:

(1) supE(|X;[*2%) < eo.
i

- , (3.18)
(ii) Y ax (k)73 <o, para alguna & € (0,0).
k=1
y sea
SR L) P N o () . . PN
g(t) :== WC 2 (1 (0) = F0(0), Ty (1) = (1), -+, B (L) — Fu(L)) ", 0<2< 1.
Entonces:
L
lim g*,(1)" - g",(1) = ) (WP ()%, (3.19)
Jj=0

donde WJQ(') son Puentes Brownianos independientes.

Demostracion:
Sea
nt| ~ ~
(1) = O (31 0) < 1O (1)~ 1)
Note que:

; [n1]
§1(1) = alt) — g (1),
Observacion 3.2.6. Si en la definiciéon de Puente Browniano se toma T = 1 entonces el
Puente Browniano tiene la siguiente forma; B(r) = W (r) —tW (1), donde W (¢) es un Movimiento

Browniano Estandar, 0 < ¢ < 1. Por lo tanto si 1im g, (7) Z (Wo(t),...,Wi(1))", entonces:
n—yoo

1fm g:(1) Z (WQ(1),...,Ww2(0))" .

n—soo



50 CAPITULO 3. ALGORITMO CSSM

Se probara que lim g, (¢) Z (Wo(t),...,Wi(1))". Se puede escribir a g, de la siguiente forma:
n—oo

[ni]
_ X;X; — [nt]y(0)
c-1/2 i=1

[nt]—L
XiXiy 1 — [nt]y(L)
i—1

i=

Sea
Ym,t = XtXt+1n - 'Y(m)
Entonces:

(1]

{XiX; —y(0)} — 0¥(0)
c-1/2 i=1
gn(t) =
\/ﬁ [nt]—L
{XiXirr +v(L)} — Ly(L)
i=1
[n1]
LYo 07(0
_C—1/2 i=1 _C—l/z 7/.( )
v 1] -L Vi Ly(L)

Y
1

i=

Observacion 3.2.7. Note que:
(Yt <n)=0XXepm:t <n) CF

Yyt >n+j)=0(XXiim:t >n+j) CF7,

por lo tanto:
o, (J) < ox (j—m).
Ademas:

SUpE(|XiX;n[*"%) <SUpE(|Xi4mXiim[*0)

=supE(|X;[*2?%) < oo.
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Por lo tanto:
supE(|¥,,,,7°) <
1

Observe también que:

E(Yn:) =E(XiX;1m — Y(m))
:E(XtXH—m) — COV(X[,XH—m)
=E(X;Xi+m) — (E(XiXi1m) —EX)EXim))
=0.

Con lo anterior se ha probado que Y¥,; cumple con las hipétesis del Lema[3.2.4] por lo que:

s
lim Y2 ) _ 2

2
Mim — -, para alguna o;, < oo,

n
donde S, , = Z Yoi.
i=1

Por el Teorema Funcional del Limite Central de Herrndorf

lim Sl 2

n—eo Oyr/1

W(t), para0<m<L,
donde W (r) es un Movimiento Browniano Estandar.

Ahora note lo siguiente. Para0 < hy k<L,

nt]—h [nt]—k [nt]—h [nt]—k
(Z Yhi, Z Yk,i) =C0V< Y. Yii—hy(h) Z Y —ky(k)

i=1

[nt]—h [nt]—k

Z {Xin'Jrh_ } h)’ ) Z {XXl+k_ )} k}/( ))

i=1 i=1

[nt]—h [m]—
=Cov ( Z XiXin — [nt]y( Z XiXi 1k — [nt] y(k))

[nt]—h [nt —k
] (z,-zl XiXicn ) ( Xx,+k y(k)»

:[nt]ZCOV(A[nt](h) Y[nt( ) 'y[m k) Ynt] )

=Cov
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Recuerde que:
Chk = r}g{}o[nt] Cov ( A[nt] (h)a ?[nt] (k)) :

Por lo tanto

[nt] [nt]
Yo,i Y Yo,
c-12 | = c-172 07(0) c-12 | =
im : — : = lim
n—oeo n ! n : n—oo
Vi [ni]-L Vi Ly(L) Vi [nt] L
Y v Y v
i=1 i=1
Wo(7)
Z[
Wi(t)
donde W;(t), j=0,...,L, son Movimientos Brownianos Estdndar independientes. Lo que implica
que:
Wo(7)
: Z
'}g{}ogﬂ (1) = :
WL(I)
Entonces:
Ce [nt]
r}glologn(t) _gjgogn(t) - 7811(1)
W()(l‘) —IW()(I)
Z :
Wi (t) —tWr(1)
Wg(¢)
WL (2)
donde W]Q (t), j=0,...,L, son Puentes Brownianos Estandar independientes. Por lo tanto
, Wo(¢)
lim ()" (1) = (W (1), WL (1) - |
W, (1)

que es lo que se queria demostrar.
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3.2.1. CSSM

Definicion 3.2.8. Se define el proceso CSSM de la forma siguiente:

wokr ok
Gn.k) = ga(=)" - g3(>)- (3.20)
n n
Y al estadistico de prueba 7;, como:
T, :== max G(n,k), (3.21)
L<k<n
1<L<n
Por el Teorema de Mapeo Continuo:
2 02
lim 7, = su W:(t))”.
Jin 7, £ sup 30470

Para detectar cambios estructurales en una serie con una muestra de tamafio fijo n, basado en
el proceso CSSM, en [1]] se propone la siguiente prueba: Sea

Ho: Paral <k <N; fo(yelyi,---yn) = fa, kly1s---yn)-
Vs
H;: Existe 1 <fy <N, desconocido tal que:
Para 1 <k <to—1; fo(yily1,- - 2k—1) = foy klyrs- - yu—1)-
Paraty <k <N; fo(Vily1,---Yk—1) = fo, Okly1, - Ya—1)-

Se rechaza Hy cuando 7, rebase cierta barrera C > 0, que depende del nivel se confianza que
se desee, este valor C, fue obtenido para diferentes valores de L por Lee S. mediante simulaciones
Montecarlo y los resultados se encuentran reportados en [[14] pagina 784, tabla 1. y como estimador

del punto de cambio 7 se toma max G(n,k).
L<k<n

Tabla 3.1: ([14] pagina 784, tabla 1) Cuantiles (1 — &) empiricos de T,,., para L= 1,...,5.
L
a 1 2 3 4 5
0.01 | 3.269 3904 4478 4946 5471
0.05 | 2.408 3.004 3.452 3.899 4.375
0.10 | 2.054 2.576 3.018 3.432 3.845
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CSSM ARMA
3 (7.88, 528) — G,
f‘ .
| — — Cambio=501
| -
, { G 2408
] .
M L,,’ " 1 Punto de cambio
5 [1 " estimado= 528
I N Max G=7.88
W A
5 v I ”7
T
¢ ! | f
/ I
| I
o
: S/ ! L
! A
___________ S — — — = - — — — —_ - - = = = = =
Ca l".‘r”'k' + —ILIIF‘—A
2 | Uy
A F !
,1" ]'/h' /'J'n'k l JLul
o | N,
1 _r"M I 'Mﬁhﬂ'“‘
..._uj‘l | AV
0 'J\’ t -
501 528
0 200 400 600 800 1000

n

Figura 3.1: Comportamiento tipico de la funcién G(n,k) cuando el cambio se encuentra a la mitad del
proceso.

Estimador consistente de la matriz de covarianzas

A continuacion se presenta un estimador para 6,(h, k).

_ 1 Jn
(k) = - Y Guk(0),
i=0

donde:
n—k 1 n—k 0
Gh,k(o) = Z n—k ZYli — T Fu(k) ¢
=1 i=1
G ="y ! nzk)l{yl ) -2k 1<i<n
hvk = L7 1i 2i - n n I —= 9
=1 n—k—1l H
con

!
Y1, = XeXenXe 11 X144

I
Y, = X1 Xev14nXe Xk,
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y h, € Z7 tal que:

hy = O(nP) para algin B € (0,1/2). (3.22)
Este estimador sirve para procesos que satisfagan las condiciones del Teorema[3.2.3]

Para comprobar que 6 es un estimador consistente, note primero lo siguiente:

Sin pérdida de generalidad se puede suponer h < k, ya que 6,(h,k) = 6,(k,h). Defina:

n—kn—k

1
O1n(hik) =~} ¥ BIXX, (XX, 4] = y(R)(K),
t=1s5=1
1 n—h n—k
92,11 (h,k) = Z Z Z E [XtXt-‘thsXs-i-k] - ’}/(h)’)/(k)v
t=n—k+1s=1

entonces:
0,(h,K) = 01 ,(h,k)+ 62,,(h,k).

Observacion 3.2.9. 0, , puede ser reescrito de la siguiente forma:
n—

k-1
01.0(h, k) = fohk

donde:

n—k
oni(0) = ; {E[XtXt+hXth+k] —y(h) Y(k)}a
n—k—I
o)=Y {EM]+EM] -2y}, 1<i<n.

=1

Teorema 3.2.10. Sea {X },cn un proceso estacionario tal que:

(i) squ(|Xi]8+26) < oo, (3.23)
(ii Z ox (k 2+5 < oo, para alguna § € (0,00). (3.24)

Entonces:

1im ||61,,(h, k) — 6,(h,k)||2 =0.
n—oo
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Demostracién
La demostracién se hard en tres pasos.

I) Por la Observacion se tiene:

ol =| L (B () +E (1) —zy<h>y<k>}|

IN

{E (XtXt+hXt+lXt+l+k) -

E (X1 X140 X Xi 1) — y(h)y(k)}

n—k—I

k
Z Cov(X 41X 1141, X Xi 44)

t=1

+

IN

Cov(X: X1, Xi 11X 14x)

<Y et BXXenD)") Y (B (XepiXesroal)) 7 (o (1 — 1))

_1_ 1
+ Y e (B(XeiXesrin)”)? (B (X X)) (e (14 R)) 77,

la dltima desigualdad se da por la desigualdad de Davydov Haciendo p = ¢ =29 y utilizando
la hipétesis[3.23[i), sup E(|X;|¥2%) < oo, se obtiene:

i

—k—1 _1_1
Y, et (B(XXea))” (B (X iXesre) ) (o (1= )70

t

n—

=1

n—k—I RN
+ Y e (B(X X)) (B XXk (o (14 1)) 770
t=1

<M(n—k—1) (ax(z—h)z% +ax(z+h)z%s> ,

= 5
por lo tanto, utilizando la a hipétesis [3.18]ii), Y o (k)73 < oo, se tiene:

1" —k—1 —k n—k—I
fim Z |l )\<hmM Z (ax Z—h)z+a+ax(l+h)%) .

n—en = —oo n =
1D

l

¥ e () B () - 2vmy0)

t=1

n

Gni(l) = Gni(D)|l, =
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n—k—I
< ay +az + 2as,
i=1
donde:
1 n—k—I , ;
ay = {YI.I_E<Y1J)} )
n—k—1 P ’ ' 5
1 n—k—1 . ,
@ = e ACH
n—k—1 = )

)
w
I
3)
— =
=
~—
=)
—~
=~
~—
|
=
—~
=
~—
\<
—~
Pl
=
[\S]

Por el Lema|3.2.4|y dado que supE (!E]2+5/4> < oo, s tiene:
t

l

PR {(Z (- (@}ﬂ o).

Por lo tanto a; = O <n71/2>. Andlogamente a, = O (nil/z) . Ahora note que a3 = O (nil/z), ya
que:

az = || 9a(h) Fa (k) — y(R) (k) ||y = |9 (h) B (k) — Fu (R) Y(k) + Fa (R) y(k) — ¥(R) (k)|
<N T ()l 1 (k) = Y[l + 17 () Y () 190 (R) -

2 2
1 n—h
=—E (Z XtXt+h> < oo,
2 n =1

Por el Lema[3.2.4]

lnh

H?n (h) H% - Z XiXi+n
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n—h

2 2

1= 1 nzh

- Y XX —y(k)|| < —E (Z XXk — y(k)) =0(n').
=1

— 52
2 n =1

1% (k) = y(R)3 = '

Por las tltimas desigualdades se tiene que az = O (n_l/ 2) . Usando la misma légica, es facil veri-

ficar que ||654(0) — 044 (0)[[, = O <n*1/2) . Por lo tanto,

1614(0) = 0nall) |, = 0 (n™172). (3.25)

Para el dltimo paso se usardn los dos pasos anteriores ademds de la desigualdad de Minkowski:

B lnfkfl 1 hy, B
HeLn(h,k)—Gn(h,k)HZ: ; Z Ghak(l)_ﬁzchk(l)
=1 =1 )
1 hy, _ 1 n—k—1
<= Y llone() =Gl += Y, lonk(D)].
ni= o —prt

Luego por las ecuaciones (3.22) y (3.25)

R R _ 1 12
tim 3" [[014(1) = Gk (D], < 1,0 (n'?) = 0.

n—oon =1

Como lim h;, = :
n—oo

. 1
lim Y —loni(1)] =0.

ne  1<i<n—k—1

Por lo tanto
lim |16, (, k) — 6, (h, k)||2 = 0.

La demostracion de este teorema se deja en el apéndice.
Teorema 3.2.11. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema[3.2.10|se tiene que:

lim (6, (1, k) — 6, (h,k)|]2 = 0.
n—yoo

Demostracion:
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Como
160 (s k) — 6, (R, k)|, =1 81,0 (h,k) + 02, (h, k) — B, (h, k)|,
< |61 (R, k) = B,(,K) ||, + || 620 (R, Kl

por el teorema anterior, la primera parte tiende a O cuando n tiende a infinito. Para la segunda parte
usando la desigualdad de Davydov [3.1.4] se tiene que:

1 n—h n—k
162,01, K)[| = || = Z Z E[X, X, 1 XsXg 1] — y(h)y(k)
M ke 15=1
1 n—h n—k
= ; Z Z E[XIXH’hXSXHk] - COV(XI7XI+h)C0V(XS7Xs+k)
t=n—k+1s=1
1 n—h n—k
= X Y EXXXXoi] — XX ] EX X ]
t=n—k+1s=1
1 n—h n—k
== L X Cov(XiXen XX, k)
t=n—k+1s=1
10 n—h n—k 11
< Y Y XXl XXyl o (B —s) 5
M mn—k+15=1
k—h > 11
S——c|XXeanll, [ X:Xsil, Y ax(r) v,

r=1

entonces, por los supuestos del Teorema y haciendo p = g = 2+ § se tiene que:

1im [16:,4(h k)], =0.

Corolario 3.2.12. Sea € = [k} (L4 1)x(L+1), donde Ep = 0, (h,k). Entonces bajo los supuestos del
teorema anterior, C es un estimador consistente de la matriz de covarianzas C.

Corolario 3.2.13. El estadistico CSSM.

Bajo las hipotesis del Teorema|3.2.11| sea

& A T ,
Ty = max g+, (k/n)" - & (k/n), (3.26)
donde
. ns| _ R N N N
£ (5)i= B (5 0) = 0) o T (D)~ (L) 6.27)

con é = [éhk](L+l)x(L+l)J donde ¢ = én(h,h).
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Capitulo 4

Simulaciones y Resultados

En este capitulo se muestra el funcionamiento de los algoritmos CUSUM y CSSM para la de-
teccién de cambios abruptos en las series de tiempo descritos en los capitulos previos. Primero se
compara el rendimiento de cada uno de ellos ante un proceso ARMA(1,1) y un ARMA(2,3), poste-
riormente se muestran los resultados del CSSM cuando se tiene un proceso GARCH. E1l CUSUM
solo se aplica en el primer proceso ya que en este caso es relativamente fécil calcular la funcién
de log verosimilitudes, sin embargo, a pesar de que son simulaciones y se cuenta con los valores
reales del vector de pardmetros tanto antes como después del cambio, no es sencillo obtener las
funciones de verosimilitud de los procesos GARCH.

Se realizan diferentes niveles de cambio en los pardmetros, esto con el fin de captar qué tan
grande tiene que ser el cambio para poder ser detectado, tambien se movid el punto de cambio para
saber si este afectaba o no en la respuesta del algoritmo. Se realizaron 1000 simulaciones por cada
cambio. Todas las simulaciones, asi como la programacion de los algoritmos, se realizaron en R y
se pueden encontrar en los anexogB.1y o en el siguiente repositorio:

https://gist.github.com/Eduardo-NR90

Antes de presentar los resultados se da una definicién formal de los procesos a los que se les
aplica el algoritmo y se describe como fueron implementados.
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4.1. Comparacion de los algoritmos CSSM y CUSUM en
un proceso ARMA(1,1)

Definicion 4.1.1. Una Serie de Tiempo (& );cz es un Ruido Blanco si para todo t € Z:

2. Var(g) = o>

3. Corr(g;,€j) =0paratodoi # j .

El proceso ARMA(p,q), con el cual se probaran los algoritmos, estd definido de la siguiente
forma:

Definicion 4.1.2. Una Serie de Tiempo (Y;),cz es un proceso Autorregresivo de Promedios Mdviles
ARMA(p,q), por sus siglas en inglés, si para todo ¢ € Z:

P q
Y=Y oY i+) 6& i+&,
i=1 i=1
con (& );ez un Ruido Blanco.

Primero se muestran los resultados para el CUSUM, tanto con una muestra fija como la detec-
cidén en directo. Posteriormente se presentan los resultados del CSSM.

Utilizacion del CUSUM

Para la utilizacién de este algoritmo es necesario fijar el tamafio de error tipo I, la probabi-
lidad de optar por cambio cuando no lo hubo, en este caso: o = .05. Posteriormente, utilizando
1—

la Ecuacién (2.6), 4 = In
h=—1n(.05) =2.995732.

, se obtiene una barrera para la funcién de decisién, en este caso:
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El proceso ARMA se puede ver en términos del Ruido Blanco de la siguiente manera: Supo-
niendo que el Ruido Blanco es una sucesion de v.a.i.i.d. normales (0, 6?%). Sea (¥;)xen Un proceso
ARMA(p,q), entonces:

1 - ﬁ k=Xt ¢i}’k—i‘2?:1 06 ;)?

ey Y1) = e
Ffoklye—1 Vi) ovon
1

_ 1 g2
k

e 202

oV2®

asi que los incrementos de la razén de log verosimilitudes s; tienen la siguiente forma:

2
Oj

L) e

sk==In —
20 207

por lo que la funcién Sy del CUSUM tiene la expresion explicita:

51 < 0y2 12
Sck=) = |In £ £ .
3 52—12< <Glz>+(k) +(k)>
En el caso del algoritmo CUSUM, para saber si hubo algtin cambio en la serie con todas las obser-

vaciones, se toma k igual al total de observaciones que se tengan, mientras que para la deteccion
en directo, k va creciendo. En ambos casos la funcién de decisién g; cumple que:

gr = max S’;,
1<j<k

y se decide que hubo cambio cuando g; > h = 2.996. Para el caso en directo se decide que hubo
cambio cuando gg > h = 2.996.

4.1.1. Resultados CUSUM ante un ARMA(1,1)

Se realizaron simulaciones de un proceso ARMA(1,1) con 1000 observaciones y cambio en los
pardmetros (¢, 0) al tiempo n = 501. Los pardmetros iniciales del proceso (¢o = 0.1,6p = 0.2),
ambos parametros se movieron a diferentes valores (¢;, 0;), para cada cambio se realizaron 1000
simulaciones.
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ARMA (1, 1) con cambio en 501

|“

— ARMA(1,1)
— — Cambio

200

400

600 800

n

1000

Figura 4.1: Serie simulada con 1000 observaciones de un ARMA(1,1) con pardmetros iniciales ¢p =.1y

6y =.2 tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; =.2 'y 8; =.35.

La siguiente tabla muestra la efectividad que tuvo el algoritmo CUSUM en las simulaciones
descritas, entendiendo por efectividad el porcentaje de veces que se detectd el cambio.

Tabla 4.1: Porcentaje de deteccion CUSUM ARMA(1,1) con pardmetros iniciales (¢ = .1,6p = .2).

A % 01 015 02 0.25 0.3 0.35
0.2 560 56.10 8750 97.70 99.80
0.25 9.10 60.40 89.20 96.50 99.90  99.90
0.3 6520 90.30 9820 99.40 100.00 100.00
0.35 91.00 97.00 100.00 99.80 100.00 100.00
0.4 98.40 99.90 100.00 100.00 100.00 100.00
0.45 99.80 99.80 100.00 100.00 100.00 100.00

Es claro que entre mas grande sea el cambio el algoritmo tiene una tasa de deteccién mayor.
Lo anterior implica que la barrera 4 = In(.05) = 2.995732 funciona bien cuando los cambios no

son muy pequefos.
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Para conocer el error que tiene el algoritmo cuando no hay cambios, se simularon 1000 series
con 1000 observaciones. Recuerde que el CUSUM necesita los pardmetros antes y después del
cambio. La siguiente tabla muestra el porcentaje de veces que el CUSUM detecté cambio sin que
este existiera. En este caso ¢, y 0, corresponden solo a los pardmetros que recibe el algoritmo
esperando un cambio.

Tabla 4.2: Porcentaje de falsos positivos del CUSUM con una muestra fija de 1000 observaciones de un
ARMA(1,1) con pardmetros (¢o = .1,6y = .2).

0 & 0.1 015 02 025 03 0.35
0.2 1.20 3.10 3.60 290 2.60
0.25 1.60 3.60 3.40 270 270 2.30
0.3 340 280 280 2.60 220 2.10
0.35 320 3.00 270 250 2.10 2.20
0.4 3.00 270 250 230 220 1.90
0.45 290 230 230 220 1.80 1.60

El porcentaje de falsos positivos esta por debajo del 4% en todos los casos. Analizando los
resultados de los cuadros y 2] se puede intuir que cuando el cambio es pequeiio, la barrera i
podria ser més pequeiia que la elegida para que el algoritmo tuviera una mayor eficiencia, es decir
si la barrera aumentara cada que aumentara el tamafio del cambio, se tendrian menos falsas alarmas
y se seguiria teniendo una tasa grande de deteccién.

A continuacién se muestra el comportamiento de la funcién de decisién g del CUSUM en
directo para la simulacién de la Figurad.1]

En este caso no hubo falsas alarmas antes del cambio ya que la funcién de decision g; se
mantuvo por debajo de la barrera 4 hasta el punto 531, es decir 30 pasos después de haber ocurrido
el cambio.
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Funcion de decision CUSUM

G
— — h=2.996
— — Punto de cambio = 501

25

20

15

10

h=2.996

501 ' Tiempo de alarma = 531

0 100 200 200 400 500 600 700
n

Figura 4.2: Funcién de decisién g, del CUSUM para 1000 observaciones de un ARMA(1,1) con pardme-
tros iniciales ¢g =.1'y 8y =.2 tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; =.2 'y 6; =.35.

El siguiente cuadro muestra el promedio del tiempo (niimero de pasos) que tardé el algoritmo
en detectar el cambio en las diferentes simulaciones.

Tabla 4.3: Nimero de pasos promedio que necesité el CUSUM para la deteccién de cambio con un AR-
MA(1,1) con pardmetros iniciales (¢o = .1,60 = .2).

0 A 0.15 0.2 025 03 035

347.00 232.57 15447 96.33 65.00
327.03 220.67 15194 94.44 67.28 47.71
223.06 143.63 9273 67.62 4737 3752
137.42  92.13 62.68 47.67 36.64 29.28
86.95 61.53 4484 36.11 28.62 2392
5480 40.64 34.09 2645 2396 20.85

AN N AW~

Cuando el cambio es pequefio, el algoritmo tarda mds tiempo en detectarlo, esto es normal
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ya que, segtin la Ecuacién (2.12), el nimero de falsas alarmas depende de la distancia entre los
pardmetros antes y después del cambio.

En este caso la barrera funciona bien para los cambios mas grandes que se presentan, sin
embargo, dados los resultados del Cuadro [.3] si para cada cambio se da una barrera h diferente,
haciendo la barrera & més pequefia conforme va disminuyendo el cambio, se puede mejorar el
nimero de pasos que se necesitan para la deteccion.

La siguiente grafica muestra el comportamiento que tiene la funcién S; para la realizacién del
proceso mostrado en la figura[d.1]

CUSUM ARMA

509 — 5
— — Punto de cambio = 501
— — Tiempo de alarma =531

Tiempo de cambio
estimado = 509

200 400 600 800 1000

Figura 4.3: Comportamiento de la funcién S; del CUSUM con 1000 observaciones de un proceso
ARMA(1,1) con pardmetros iniciales ¢p =.1'y 6y =.2 tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio
¢1 =2 y 6, =.35.

El tiempo estimado de cambio £y es el punto en que Sy alcanza el minimo en este caso fy = 509,
que difiere tan solo en 8 pasos del tiempo real de cambio. El siguiente grafico es una comparacién
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de los tiempos de cambio estimados para tres de los cambios que se realizaron, este deja ver como
entre mas grande es el cambio, la estimacién es més precisa.

Punto estimado de cambio

CUSUM ARMA(1.1)
900 —_— .
800 ‘::: 3
700
600 ‘)
T
st s
500
\ﬂ:{{.
400 "
300
200 )
100 sl <
0 Pomrr
(0 8) (D, 8) (9, 8)
(1,2)>(15,25) (1,2)(25,35) (1,2)-2(.35,45)

Figura 4.4: Comparacién de la estimacién del punto de cambio para diferentes valores de (¢, 0;). El
cambio real ocurre en el tiempo 501.

Como puede apreciarse, entre mas grande sea el cambio, el punto de cambio estimado es mds
preciso. En los tres casos presentados, el tiempo de cambio estimado de cambio estd alrededor del
500 teniendo mucha menor varianza cuando el cambio es mds grande.

El algoritmo resulté ser muy preciso tanto para la deteccién del cambio como para la estimacion
del punto donde este ocurrid. Esto era de esperarse ya que en el capitulo 2 se demostrd que el
CUSUM es el mejor algoritmo para estos propdsitos. Sin embargo, como ya se ha mencionado, es
dificil implementarlo atin cuando se cuenta con los pardmetros de la serie por lo que es muy dificil
de llevar a la practica.
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Utilizacion del CSSM

Para la implementacion de este algoritmo se cuenta con los estadisticos g, [3.19} G(n,k),[3.19
y T, [3.21] definidos en el capitulo anterior.

5i(1) = [Z%c-i (701 (0) — 34(0)- Ty (1) — 2oV g (L) — (L)), O <<
T
Gt =i (1) 6 (%)

En la programacién del algoritmo se consideré L = 1y h, = n®>. El valor critico de este test
estadistico a nivel or = 0.05 es ¢, = 2.408, este valor fue obtenido para diferentes valores de L por
Lee S. mediante simulaciones Montecarlo y los resultados se encuentran reportados en The Cusum
Test for Parameter Change in Time Series Models [14] pagina 784, tabla 1.

4.1.2. Resultado CSSM ante un ARMA(1,1)

A continuacidn, se presentan los resultados del CCSM implementado para las mismas simula-
ciones del proceso ARMA(1,1) que se utilizaron para el CUSUM. Cabe recalcar que el algoritmo
solo necesita los datos para poder trabajar.

Cuando se tiene una muestra fija, el algoritmo CSSM, al igual que el CUSUM, se comporta
mejor cuando el cambio es mas grande, sin embargo, el CSSM tiene una tasa mas grande de falsos
positivos.

En el siguiente cuadro se observa que para cambios pequeiios el algoritmo no tiene una buena
tasa de deteccion, sin embargo, conforme el cambio va siendo mayor, el algoritmo tiene una mejor
tasa de deteccion.

Por ejemplo, cuando el cambio en ambos parametros es mayor a .1, la tasa de efectividad
crece hasta el 90 %. Cuando no hubo cambios, el CSSM fall6 el 21 % de veces. A continuacion, se
presenta el porcentaje de efectividad de CSSM para un proceso ARMA(1, 1) con diferentes niveles
de cambio en los pardmetros @ y 6p.
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Tabla 4.4: Porcentaje de deteccion del CSSM con un ARMA(1,1) con parametros iniciales (¢o = .1,6p =
2).

ul 0.1 015 02 025 03 0.35

0.2 21 223 297 465 627 81

0.25 2377 313 495 67.6 81.7 91.1
0.3 372 497 72 835 941 973
0.35 55 703 879 945 98 99.1
0.4 789 90.7 96.2 98.1 999 100
0.45 909 97 994 999 100 100

01

Como se puede observar, este algoritmo llega tener tasas muy altas de deteccién cuando el cam-
bio en los pardmetros de las series es grande, aunque para cambios medianos sigue manteniendo
una tasa buena de efectividad.

CSSM ARMA
g ﬁ'.aal.raza: — G
f — — Cambio=501
T.l .= 2.408
T f — o
ml fb _
f L.’ " 1 Punto de cambio
B [ 1 " estimado= 528
| N Méx G- 7.88
| /
o -W
5 v I Uv
i ‘
‘ ! : f
;o I
|1
A
3 ! ! a
1/ |
C——————————,t—,"’————-l-—————l-lﬂ— —————————
s e | M
2 L Y|
[} !
WA I 1
v I \
1 pt” ! 4
et T
P el I ‘k‘““uu.,
0 ‘ = -
801 528
0 200 400 600 200 1000

n

Figura 4.5: Funcién del estadistico del CSSM con un proceso ARMA(1, 1) con pardmetros iniciales ¢ =.1
y Bg =.2 tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; = .25y 0; = .35.
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En la figura anterior se puede observar el comportamiento del algoritmo CSSM cuando recibe
los datos del ARMA(1,1) presentado anteriormente, El valor del estadistico rebasa por mucho
la barrera Cy, y el punto estimado de cambio es 529 que no se encuentra lejos del punto de cambio
real, pero es menos preciso en comparacion con el del CUSUM que, para esta serie, fue 509.

Punto estimado de cambio
a00 CSSM ARMA(1,1)

a00

700 el —

600

500

400

300

200

(% 8) (%, 8) (%, 8)
(1.2)=(15,25) (1,.2)=(.25.35) (1,.2)=(.35,.45)

Figura 4.6: Comparacién de la estimacién del punto de cambio para diferentes valores de (¢, 6;). El

cambio real ocurre en el tiempo 501.

Al igual que el CUSUM, el CSSM es mads preciso cuando el cambio es mayor, tanto para la
deteccién como para la estimacién del punto de cambio. A continuacién, se muestra la comparacion
entre ambos algoritmos respecto al punto de cambio estimado cuando los parametros ¢g = .1, 8y =
.2 cambiaron a ¢y = .1, 6y = .2.

Como se puede apreciar en la figura[d.1.2] los estimadores de ambos algoritmos se concentran
alrededor del punto del cambio siendo el CUSUM el més preciso y el que presenta una varianza
menor. Estos resultados son los que se esperaban, no hay que olvidar que el CUSUM es el mejor
algoritmo desde el punto de vista tedrico. El estimador de CSSM estuvo a menos de 50 pasos de
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punto de cambio real el 50 % de las veces, mientras que el del CUSUM a menos de 35 el mismo
porcentaje de veces.

Punto estimado de cambio CUSUM vs CS5SM
900 ARMA(1,1)(0, 6)
(.1,.2)-=(.25,.39)

800
700

600

500

400

300

200

CUsuUM C38M

Figura 4.7: Comparacién de la estimacién del punto de cambio CUSUM vs CSSM

Cabe destacar que en el articulo consultado para este algoritmo [1]] siempre realizan el cambio
en el punto medio de la serie. Ambos algoritmos funcionan mejor entre mis observaciones se
tengan ya que se incrementa el porcentaje en la deteccion y baja el tamano de error tipo II. Sin
embargo, para el caso del CSSM también necesita una proporcion parecida de observaciones antes
y después del cambio para detectarlo, esto se puede apreciar en la tabla 4.8 que se encuentra mds
adelante.
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Tabla 4.5: Porcentaje de deteccion del CSSM ARMA(1,1) con observaciones de distinto tamafio, el cambio

siempre a mitad de la serie

Observaciones

Algoritmo | 200 400 600 800
CUSUM | 645 94.5 989 100
CSSM 436 61.1 78 87.7

4.1.3. EICUSUM y el CSSM ante un ARMA(2,3)

Se realizaron 1000 simulaciones de un proceso ARMA(2,3) con 1000 observaciones y cambio
en los pardmetros (¢, 0) al tiempo n = 501. Los pardmetros iniciales del proceso (¢o = (1,—0.24),6y =
(0.4,0.2,.1)) y parametros después de cambio (¢; = (.88,—.14),6; = (.26,—.31,.31)).

ARMA (2, 3) con cambio en 501

fTm
|
rv

-6 I

— ARMA(Z, 3)
— — Cambio=501

200 400 600 800 1000
n

Figura 4.8: Serie simulada con 1000 observaciones de un ARMA(2,3) con pardmetros iniciales ¢y =
(1,—0.24) y 6y = (0.4,0.2,.1), tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; = (.88,—.14) y
0 = (.26,—.31,.31).

En la siguiente tabla se muestran el porcentaje de efectividad de ambos algoritmos.
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Tabla 4.6: Porcentaje de deteccién del CUSUM y del CSSM con un ARMA(2,3)

Observaciones
Algoritmo | sin cambio con cambio
CUSUM 2.0 100
CSSM 4.1 95.4

Ambos algoritmos tuvieron un porcentaje de efectividad en la deteccion mayor de 95% y
también ambos solo fallaron menos del 5 % de las veces detectando cambio cuando en realidad no
lo hubo.

Las figuras [4.9] y .10] muestran las graficas de ambos algoritmos para una de la simulaciones
del ARMA(2,3) descrito al inicio de la subseccion.

CUSUM ARMA
0 499 — 5
—:501 — — Punto de cambio = 501
| —— h=2.986
T d bi
o0 | iempo e_cam io
| estimado = 499
|
40 I
|
|
|
-60 |
|
|
-20 |
|
|
|
-100 I
|
|
=120 = 2996
(-122, 499)
200 400 500 800 1000

Figura 4.9: Serie simulada con 1000 observaciones de un ARMA(2,3) con pardmetros iniciales ¢ =
(1,—0.24) y 6y = (0.4,0.2,.1), tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; = (.88,—.14) y
61 = (.26,—.31,.31).
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CS5SM ARMA
(3.75‘150’9) — G
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35 " = 2408
2 | Tiempo de cambio
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Figura 4.10: Funcién del estadistico del CSSM con un proceso ARMA(2,3) con pardmetros iniciales
do=(1,—-0.24) y 6 = (0.4,0.2,.1), tiempo de cambio 501 y pardmetros después de cambio ¢; = (.88, —.14)
y 61 = (.26, 31,.31).
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Punto estimado de cambio CUSUM vs CS5SM

ARMA(2,3)(¢, B)

800 (1.1, -.36), (.6, -.15, .25))-=((.88, -.14), (.26, -.31, .31))
700
00
500 =m=

gl
400
200
200
100

CUSUM CSSH

Figura 4.11: Comparacién de la estimacién del punto de cambio CUSUM vs CSSM

La grifica[d.1.3| permite ver que el CUSUM tiene mucho mds precisién al momento de estimar
el punto de cambio.

Si se toma en cuenta el porcentaje de falsos positivos el CSSM tuvo un mejor desempefio
con un ARMA(2,3) que con un ARMA(1,1), sin embargo el punto estimado de cambio fue mas
cercano cuando se traté el ARMA(1,1). Comparado con el CUSUM, el CSSM fue casi tan bueno
en la deteccion pero a la hora de estimar el punto de cambio se pudo observar que el CUSUM es
mucho mejor, cabe remarcar que el CSSM no necesita ninglin pardmetro de la serie para trabajar y
es justo ahi donde radica su potencial.
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4.1.4. ElICSSM y un proceso GARCH(1,1)

A continuacién se muestran los resultados del comportamiento del algoritmo CSSM con un
proceso GARCH (1,1) el cual esta definido de la siguiente manera.

Definicion 4.1.3. Un proceso se dice Generalizado Autoregresivo de Heterosedasticidad Condi-
cional de orden p, g, denotado como GARCH (p, q), si es estrictamente estacionario, y si para toda
T € Ny para algin proceso de valores positivos (0 ),cny satisface las siguientes condiciones:

Xl :h[Z[, (41)
2 C 2 z 2
n=o+Y ax? +Y Bk, (4.2)
i=1 i=1
para®w>0,0;>0,i=1,....py B >0,i=1,...,q.

Los modelos GARCH(1,1) son de los modelos mds recurridos para la modelacién de series
financieras.

GARCH(1, 1) con cambio en 401

—— GARCH(1.1)
— — (Cambio

200 400 600 800
n

Figura 4.12: Serie simulada con 800 observaciones de un GARCH(1,1) con (o9 = .1, fo = .2, @y = .8)
tiempo de cambio 401 y (o) = .1, B1 = .2, @) =1.1).
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Se realizaron multiples simulaciones de un proceso GARCH(1,1) con pardmetros iniciales
op=".1, By =.2y wy=".8), en los cuales se hicieron distintos cambios en el tiempo 401. Para cada
cambio se realizaron 1000 simulaciones, cada una con 800 observaciones del proceso.

Tanto en el caso del ARMA como en el del GARCH no es posible apreciar un cambio a simple
vista. Cuando existen cambios demasiado grandes en las series de tiempo estos si son notables en
la grafica de la misma.

C55M GARCH
) (3.77, 403)
35 rﬂf _|'
I'I N‘ *' 4 )
: II I nl |
/ b i) L
e /= "1— ,L . ﬂ '}p,\ ____________
f | ,1' I
2 o .-'u"' | : M |
Lk L | M
15 1 Wl
. 'ﬂlb ||‘ " F : lll,' J
| U \I r‘ |
1 h hu'"l""' J : | M\ 'L'#‘
f 1 ;oW
as | W
° / 40.1= 403 I'...-“'L qllx_ﬂ
0 200 400 600 800

Figura 4.13: Funcién del estadistico del CSSM con un proceso GARCH(1,1) con pardmetros iniciales
o =.1, fo=.2y wp = .8 tiempo de cambio 401 y pardmetros después de cambio o = .1, B = 2y
o =1.1.

La funcién del CSSM tiene un comportamiento similar al que se tiene caso del ARMA. A
continuacién se presentan los resultados del comportamiento del CSSM, con cambio en los tres
pardmetros de la serie.

—_— G'.
— — Cambio=40"
,=2.408

Punto de car
estimado =«

Max G,= 3.7
. 1
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Tabla 4.7: Porcentaje de deteccion del CSSM GARCH(1,1)
Sin cambio o B 0] (a,B) (a,B,0)
A=3 2—=4 .8—=1.1 (1,.2)=(3,4) (1,.2,.8)—(22,.33,.91)
38.10 87.30 93.30 89.20 99.80 99.90

Como en el caso del ARMA, entre mds grande es el cambio la efectividad del algoritmo es

mayor, sin embargo, para este caso el error tipo I es demasiado grande.

La siguiente grafica muestra el comportamiento del CSSM cuando no existe cambio.

C55M GARCH(1,1)
o5 sin cambio
e e .
_ gm2408
2
| ll,l}
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Figura 4.14: Funcién del estadistico del CSSM con un proceso GARCH (1,1) con pardmetros iniciales

op=".1, By = .2y @y = .8 sin cambios.
En este caso, toda la grafica queda por debajo de la barrera C s = 2.408, inclusive el maximo

estd muy por debajo de este nivel, por lo que se optd por Hy, es decir no hubo cambio.
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En la siguiente figura se puede observar que cuando el algoritmo detecta cambio y este no
existe, los puntos de cambio estimados se encuentran bastante dispersos, mientras que cuando si lo
hubo, los puntos de cambio estimados se acumulan alrededor de 400 y conforme el cambio es més
grande, la varianza disminuye.

Punto estimado de cambio
CSSM GARCH(1,1)

200

700

600

500

400

300

200

100

S\C a B w (g, B) (a, B, w)
1-=3 2-=4 8-=1.1 (1, 2)=(3, 4) (1,.2,.8)0-=(22 .33,.91)

Figura 4.15: Punto de cambio estimado por el CSSM con un GARCH (1, 1) con distintos cambios al tiempo
401.

Como ya se mostré el CSSM varia su efectividad dependiendo la magnitud del cambio, sin
embargo, la ubicacion del cambio y el tamafio de la muestra también afectan la efectividad de este
algoritmo. Cuando el punto de cambio se encuentra a mitad de la serie pero se tienen diferentes
tamarios de muestra, el Cuadrofd.5]deja ver que entre mds grande sea la muestra, la tasa de deteccién
es mayor, aunado a esto, el Cuadro[d.9]deja ver que el error tipo I aumenta cuando se disminuye la
muestra. Ademads se realizaron simulaciones con el punto de cambio en distintos lugares; al tiempo
101, 201, 301, 401 y 501 esto para observar como varia la efectividad del algoritmo.
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Tabla 4.8: Porcentaje de deteccién CSSM con Tabla 4.9: Porcentaje de deteccién CSSM
600 observaciones y cambio de pardmetros en con diferentes tamafios de muestra y el
diferentes puntos. cambio siempre a la mitad de la serie.
Punto de cambio Tamafio de muestra
101 201 301 401 501 200 300 400
7490 9530 97.50 9590 84.10 77.60 9270 97.80

En ambas tablas los pardmetros cambiaron de (wp = .8, ap = .1, fo=.2) a (w0 = .85, a; = .2, B; = .35).

El Cuadro nos muestra que el algoritmo CSSM tiene mayor efectividad cuando el cambio
ocurre a la mitad de la serie que cuando ocurre en alguno de los extremos, tomando en cuenta
solo los extremos, el algoritmo tiene mayor efectividad cuando el cambio ocurre en el extremo
final que en el extremo inicial. En el Cuadro [4.9] se puede observar que con una muestra de 300
observaciones el algoritmo ya tiene una tasa alta de deteccion, esto cuando el cambio estd a la mitad
de la serie.
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Conclusiones

En el trabajo se present6 el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin que es una generalizacion
de la Ley de los Grandes Niimeros para variables aleatorias no necesariamente independientes. Se
utilizaron resultados como el Teorema de Convergencia Mondtona, el de Convergencia Dominada y
el Lema de Fatou, los cuales son invocados frecuentemente cuando se quiere probar que tienen que
ver con convergencia; todos estos resultados se utilizaron para fundamentar el algoritmo CUSUM.
Con las simulaciones realizadas se mostré la eficacia de este algoritmo no solo en cuanto al peor
retraso medio, sino también en cuanto a la efectividad en la deteccién y precision en la estimacién
del punto de cambio. Sin embargo, al ser simulaciones, se conté con los valores reales de los
pardmetros tanto antes como después del cambio, algo que no se tiene en la préctica.

También se exhibi6 el Teorema Funcional del Limite Central de Herrndorf, el cual no solo lo
cumplen las v.a.i.i sino una clase de variables conocidas como o — mezclantes. La demostracion
que se presentd sigue la misma idea que siguen las demostraciones de otros Teoremas Funcio-
nales Limite. Este resultado se utilizé para probar que el CSSM converge a la suma de Puentes
Brownianos independientes.

Las simulaciones mostraron que el CSSM es un algoritmo bastante efectivo para la deteccién
de cambios cuando se tiene una muestra fija siempre y cuando el cambio no ocurra a menos de
100 pasos del comienzo o del final de la serie. Cuando se tienen suficientes observaciones del
proceso antes y después del cambio, el algoritmo tiene una tasa de mas del 90 % de efectividad en
la deteccién y la mayoria de las veces el punto de cambio estimado se encuentra a menos de 50
pasos del punto real de cambio. La anterior fue resultado de probarlo con simulaciones de proceso
ARMA(1,1), ARMA(2,3) y GARCH(1,1).

También se prob6 el CSSM con un GARCH (3, 3) sin embargo porcentaje de deteccién cuando
no hubo cambio fue mayor al 97 %, esto lo vuelve inservible.

83
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Para la deteccién en directo del cambio teniendo una ventana de tiempo de 80 observaciones,
el algoritmo CSSM tuvo una tasa del 65 % de deteccion, sin embargo esta no esta cercana a la del
CUSUM.

En este trabajo no se demostré que los procesos utilizados en el CSSM cumplieran las hipétesis
necesarias para su funcionamiento, es decir que fueran @ — mezclantes, esto se dio por hecho ya
que en el articulo en el que se investigdé usan este tipo de procesos para probar el algoritmo. Sin
embargo, es importante verificar que se cumplan las hipdtesis a la hora de implementar dicho
algoritmo. Es aqui donde hay otra linea de estudio; como saber que una serie de tiempo cumple
con las hipétesis para poder implementar el CSSM con los puros datos.

La gran ventaja del CSSM sobre otros algoritmos es que solo necesita los datos de la serie para
poder trabajar y no depende de nada més. Que el algoritmo CSSM no dependa de ningtin parimetro
lo vuelve una herramienta muy poderosa, queda para trabajos futuros estudiar qué pasa cuando la
serie contiene mds de un cambio.

El CSSM es de gran utilidad cuando se quiere modelar una serie que contiene una gran can-
tidad de observaciones, pues en estos casos es dificil implementar un modelo que ajuste de forma
adecuada a toda la serie, por lo que se toma solo una parte de la serie para ajustar un modelo, y ya
que el algoritmo nos da una buena estimacion del punto de cambio de la serie si es que lo hay, se
puede usar este punto como referencia para hacer una modelacién més precisa.



Apéndice A
Mas teoremas

Teorema A.0.1. Teorema de convergencia mondtona. Sea { f,} una sucesion de funciones medi-

bles de (X, </, 1), un espacio con medida, en [—eo, 0| tal que f, 1 fy /f1 du > —oo. Entonces

[foant [ ran.

Lema A.0.2. Lema de Fatou.

Sea {fn} una sucesion de funciones medibles no negativas sobre (X, o/ ,|1), un espacio con
medida. Entonces / liminf f,, du < liminf / fadu.
n—soo n—soo

Teorema A.0.3. Teorema de convergencia dominada.

Sean {f,} vy g en L1(X, o, 1), tal que |fn(x)| < g(x) y h;m fa(x) = f(x), para todo x € X.

Entoncestﬁ(X,,Q%,u)ylgn/fndu:/fd,u.

Teorema A.0.4. Desigualdad de Markov.
Sea @ una funcion mondtonamente creciente no negativa, sea X una variable aleatoria, 0 < a'y
0 < @(a). Entonces:

- E(o(X)))
SEEDESS

El siguiente corolario se sigue inmediatamente,
Corolario A.0.5. Sea X una variable aleatoria no negativa, 0 < ay 0 < ¢(a). Entonces:
E(X")

PX >a)<
(X>a) <=7
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Apéndice B

Codigos R

B.l. Cédigo CUSUM

#CUSUM para un ARMA usando el codigo para generar cambios en un ARMA
#e_k es para ver la serie de tiempo en terminos del ruido blanco
e _k<—function(x, p, q, phi, th, e){

N<—length (x)

p<—length (phi)

g<—length (th)

s<—numeric (N)

for (i in (max(p,q)+1):N){

s[i]<—x[i]—(sum(x[(i—1):(i—p)]*phi)+sum(e[(i—1):(i—q)]*th))
}

return(s)

}

#Es el CUSUM, recibe:

#La serie de tiempo, los parametros antes del cambio,

#los parametros despues del cambio y

#el vector de Ruidos Blancos (para facilitar los calculos),
#(tambien recibe el punto de cambio, aunque este no se utiliza)
#regresa:

#1. La suma de logverosimilitudes en cada paso, es la funcion S_k.
#2. El \min\{S_k\} y el punto donde ocurre este minimo.
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#3. la funcion g_k para la prueba secuencial.
#4. la logverosimilitus en cada paso (lo que va sumando S_k).
S _k<—function (x, pl, phil, ql, thl, sl,
p2, phi2, q2, th2, s2, e, t){

N<—length (x)

s<—numeric (N)

R<—max(pl, ql, p2, q2)

el<—e _k(x, pl, ql, phil, thl, e)

e2<—e_k(x, p2, q2, phi2, th2, e)

for (i in R:N){

s[i]<—=((log ((s172)/(s272)))+((el[i]72)/(s172))—
((e2[i]72)/(s272)))/2
}

g<—c ()
g[1]<-0
S<—numeric(length (s))
for (i in 1:N){
S[li]<—sum(s[1:i])
#ifi<t & g[i—1]<(-3.01)){
if (g[i1<0){
gli+l]<—max(0, s[i+1])
}else{
gli+l]<—max(0, g[i]+s[i+1])
}
}
length (g)=N
return(list (S_k=S, res=c(min(S, na.rm=T),
which . min(S)), g_k=g, s_k=s))

B.2. Coédigo CSSM

#Funcion para obtener el ACF muestral gamma_n(h).
#Recibe una serie "X’ y las variable n y h.
SACF_l<—function (x, n, h){
h<—abs (h)
if ((n—h)<=0){
a<—"Error”

telse{
a<—sum(x[1l:(n—h)]*x[(1+h):n])/n
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}

return(a)

}

#Funcion O grande de n, en este caso n"(0.3).
#Recibe una serie solo para tomar su tamano.
fO _n<—function (x){

a<—(length(x))"0.3

return(a)

}

#Funcion para obtener el vector de diferencias entre
# las autocovarianzas y las autocovarianza muestrales.
dif _sacf_l<—function(x, s, L, n){
a<—numeric (L+1)
nt<—max(1,(as.integer (sxn)))
for(i in 0:L){
if (i<nt){
ali+1]<—sACF_1(x, nt , i)—sACF_1(x, n, i)
}
else{
ali+1]<=0
}
}

return(a)

}

#Funcion Y_{1}"{1}
Y1 _l<—function(x, 1, h, k, n){
y<—¢ ()
if (n>(k+1)){
for (i in 1:(n—k—1)){
yli]<—x[i]xx[i+h]*x[i+]]*x[i+1+k]
}
telse{

y=0
}

return(y)
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#Funcion Y_{2}°{1}
Y2_l<—function(x, 1, h, k, n){
y<—c ()
if (n>k){
for (i in 1:(n—k—1)){
yli]<—x[i+1]*x[i+]1+h]*x[i]=*x[i+k]
}
telse{
y=0
}

return(y)

}

#Funcion \bar(\sigma)_{h,k}(1l).
sigma _bar _hk<—function(x, 1, h, k, n){
s<—0
if (1==0){
s<—(n—k)*(mean(Y1_1(x, I, h, k, n), na.rm = T)—
(sACF_1(x, n, h)*xsACF_1(x, n, k)))
telse{
s<—(n—k)+*(mean(Y1_1(x, 1, h, k, n), na.rm = T)+
mean(Y2_1(x, 1, h, k, n), na.rm = T)
—(2*sACF_1(x, n, h)xsACF_1(x, n, k)))

}

return(s)

}

#Funcion \bar(\theta)_{h,k}.
theta _hk<—function(x, h, k, n){
O<—c ()
for (i in Il:(as.integer (fO_n(x)))){
O[i]<—sigma_bar_hk(x, i—1, h, k, n)

}

return (sum(O, na.rm = T)/n)

}

#Funcion para crear la matriz de varianzas vy
#covarianzas estimadas \hat{C}.
C<—function(x, L, n){
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C<—matrix (0, L+1, L+1)
for (i in 1:(L+1)){
for(j in 1:(L+1)){
if (i<=j){
Cli,jl<—theta _hk(x, i, j, n)
telse{
Cli,jl<<Clj,i]
}
}
}
return (C)

}

#Algoritmo CSSM, la funcion Tn recibe
#x, la serie de tiempo y L un numero natural
#para la simulaciones se uso L=1.
#Regresa:
#1. El proceso CSSM G(n,k), es un vector con n G(n,k)
#corresponde a la k—esima entrada
#2. El \max\{G(n,k)\} y la posicion de este.
#3. La matriz de varianzas y autocovarianzas
#estimada \hat{C}.
T_n<—function (x, L){

m<—length (x)

g<—c ()

C<C(x, L, m)

Cinv<—solve (C)

gl1]=0

g[m]=0

for (i in 2:(m—1)){

# gliJ<—g_n(x,(iln), L)
glil<=((i"2)/m)=x*
(t(as.vector(dif_sacf_1(x, (i/m), L, m))) % %
Cinv %« Y% (t(as.vector (dif _sacf_1(x, (i/m), L, m)))))
}
return(list (t=g, res=data.frame(max_g=max(g, na.rm=T),
Change _point=which .max(g)), C=C))
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