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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales no s6lo aparecen en las matematicas, aparecen
también en varias ramas de la biologia (competencia entre especies, ecuaciones
para describir el surgimiento de la vida o la evolucion [22]), de la quimica
(sistemas de reaccion-difusion [22]), y sobre todo en muchas ramas de la fisica,
tales como dinamica de fluidos, mecéanica, relatividad, etc. De aqui que el estudio
de las ecuaciones diferenciales sea un area de gran interés cientifico, que ha
tenido un gran desarrollo (desde su surgimiento hasta la fecha) y que sea un
campo de estudio en el que convergen varias otras ramas de las matemaéticas
(tales como topologia, analisis, geometria, entre otras). Todo esto da una gran
riqueza a este campo de estudio y lo hace particularmente interesante.

Paul Painlevé fue un politico y matemético francés que naci6 el 5 de diciembre
de 1863 y muri6 el 29 de octubre de 1933 en Paris. Su obra matematica es extensa
y la mayor parte estd dedicada al estudio de las ecuaciones diferenciales. Su
interés en la fisica era evidente (por publicaciones como [17-19]), tal interés
lo llevd a desarrollar teoria que hoy en dia es fundamental en el campo de las
ecuaciones diferenciales, tal es el caso de la propiedad de Painlevé en la que se
afirma que, bajo ciertas condiciones, es posible llevar una ecuaciéon diferencial a
una ecuacion canoénica; ademés, Painlevé dio una lista con 50 de estas ecuaciones
canodnicas, que hoy en dia son conocidas como las ecuaciones de Painlevé, y
cuyo estudio cualitativo es un tema de investigacién actual muy comin entre
los matematicos que se dedican al campo de las ecuaciones diferenciales. Paul
Painlevé también tiene muchos resultados tedricos, en esta misma area, que estan
publicados en sus multiples y variados articulos de investigacion.

En este trabajo nos centraremos en dos resultados teoricos de dicho matema-
tico, tales son los teoremas I y II de Painlevé; los cuales motivan el titulo de esta
tesis. Ambos teoremas surgen al estudiar una ecuaciéon diferencial de la forma:

dy _ P(z,y)
i~ 0(e.y) (1)

donde (z,y) € C? y tanto P(z,y) como Q(z,y) pertenecen al anillo de polinomios
Clz, y]. Asi, empecemos por recordar que, por el teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias (que enunciaremos con precision en el
capitulo 1), sabemos que para cada pareja (zq, o) € C? tal que Q(xo,yo) # 0
existe una solucion analitica local y = ¢(z, (zo,y0)) a la ecuacion (1) con
condicion inicial (zg, yo)-
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VIII Introduccion

La solucion analitica y = ¢(z, (xg,yo)) solo esta definida en una vecindad de
Zg, pero podemos continuar analiticamente a esta funcion y preguntarnos qué
propiedades tiene esta nueva funciéon. Una primera observacion es que seguiré
siendo solucion de la ecuacion diferencial (1), por ser continuacion analitica
de una solucién y una segunda observacién es que no necesariamente sera
monovaluada. Nuestra nueva funcién puede tener problemas en algunos puntos
para los que no exista una continuaciéon analitica posible; a estos puntos los
llamaremos singularidades de la funcion. Nos concentraremos en el estudio de las
singularidades algebroides (que generalizaran a las singularidades de funciones
algebraicas y cuya definicion damos en el capitulo 3). Bajo este lenguaje (que
se desarrolla con toda precision a lo largo del capitulo 3), lo que se asegura en
en el enunciado del teorema I de Painlevé es que existe un conjunto finito de
puntos sobre los que se proyectan todas las singularidades no algebroides de toda
funcién que se obtiene al continuar analiticamente cualquier solucién analitica
local de la ecuacion (1).

Otro hecho que nos asegura el teorema de existencia y unicidad de soluciones
es que para todo y € C suficientemente cercano de yg existe una soluciéon local
o(z, (z0,y)) con condicion inicial (z,y). Asi, si ahora estamos interesados en
un analisis local, podemos considerar z1 € C (que no sea una singularidad para
la funciéon p(z, (2g,Yyo))) y un camino v que una zy con z; (a lo largo del que
o(z, (x0,y0)) admita una prolongacion analitica) y preguntarnos como varia la
prolongacion analitica de la funcion ¢(z, (zg,y)) a lo largo de caminos suficien-
temente cercanos a <y en funcién de y. De manera méas precisa, si ¢, (z, (2o, y))
denota el germen de funcion que obtenemos en v(1) = x; al continuar analitica-
mente a la funcion ¢(z, (zg,y)) a lo largo del camino v, podemos preguntarnos
como varia ¢, (1, (2o,y)) (en funcién de y) al cambiar v por curvas suficien-
temente cercanas a ella. La respuesta a esta pregunta nos la da el teorema II
de Painlevé, y nos asegura que para valores de y en un disco suficientemente
pequeno centrado en yg, la correspondencia que acabamos de describir es una
funciéon multivaluada de y.

De las descripciones anteriores podemos ver que varios conceptos requieren
ser precisados, por esto el capitulo 2 y el capitulo 3 estan dedicados a desarro-
llar, con todo el cuidado y la rigurosidad necesarios, los conceptos que estan
presentes en los enunciados de los teoremas I y II de Painlevé. De manera més
especifica, en el capitulo 2 construimos el objeto geométrico al que llamaremos
funcién multivaluada y en el capitulo 3 damos las definiciones de singularidad,
singularidad algebroide y funcién algebroide, acompanadas de ejemplos para
entender el comportamiento geométrico de cada una. Finalmente en el capitulo
4 presentamos los enunciados precisos y una prueba de los teoremas I y II.

Ademas, en el capitulo 1 se encuentra toda la teoria del mundo analitico
(funciones, variedades y ecuaciones diferenciales analiticas) que se necesita para
comprender todo lo que en este trabajo se expone y en el apéndice se presenta
una lista de todos los resultados de topologia que son mencionados y/o utilizados
en el mismo.



Capitulo 1

Mundo analitico

Este primer capitulo recopila toda la teoria del mundo analitico que usaremos
a lo largo de este trabajo. De manera més especifica, en este capitulo daremos
las demostraciones, o una referencia de dénde encontrarlas, de los resultados
para funciones, variedades, ecuaciones diferenciales y foliaciones analiticas que
nos seran tutiles.

1.1. Funciones analiticas

A lo largo de esta seccion desarrollaremos una parte de la teoria sobre
transformaciones analiticas que nos sera de gran utilidad para entender todo lo
que en este texto se expone. Ademaés, los resultados que aqui enunciaremos seran
las herramientas principales en las demostraciones de muchos de los teoremas
que probaremos en los siguientes capitulos.

Denotaremos por C al campo de los nimeros complejos, por C=cu {oc} a
la esfera de Riemann o los nimeros complejos extendidos y por H? al semiplano
superior, es decir, a {z € C | Im (z) > 0}.

No abordaremos la parte basica de la teoria para funciones de C en C
sobre continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad, etcétera; pero ésta puede ser
consultada en [1].

Definicion 1.1.1. Por un dominio de C" entenderemos un abierto no vacio
U c C" que ademas es conexo.

Todas las funciones y transformaciones con las que trabajaremos seran
analiticas, por lo que es importante definir este concepto. Empezaremos por
definirlo para funciones de C™ en C, pues usaremos esto para la definicion en el
caso general.

Definicion 1.1.2. SeaU C C" un dominioy f: U — C. La funcion f es analitica
en U si para cada w € U existe una vecindad abierta de w = (w1, ..., w,), V C U,
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tal que f tiene una expresion en serie de potencias de la forma:

o0

FE) = Y Gajapean(z—w)™ (22— w2) ™ (2 —wp)™ (L)

a1,002,...,Qn
que es convergente para todo z = (21, 22,...,2,) € V.

Sabemos que las series que estan descritas por una expresion como la dada
en (1.1) convergen de manera uniforme y absoluta para toda bola centrada
en w con radio suficientemente pequefio (y positivo); por esta razon tenemos
que cualquier reordenamiento de dicha serie seguiré representando a la funcion
f. Si ahora tomamos valores fijos by,...,b;—1,b;11,...,b, de las coordenadas
21y i1, Zitls - - -5 Zn, PO lO que acabamos de observar, podemos reordenar la
serie 1.1 de tal forma que sea una serie de potencias convergente en una variable
(z;), para z; suficientemente cercano de w;; ademas, la afirmacién que acabamos
de hacer se cumple para cualquier valor fijo b; suficientemente cercano de wj,
je{l,...i—1i+1...n}.

Lo que acabamos de probar en el parrafo anterior es que si f: U — C es una
funcién analitica, entonces f es analitica en cada variable z;, en el correspondiente
dominio; asf, derivar a la funciéon f respecto a la variable z; estd bien definido y
denotaremos a dicha derivada como 68—;;, jed{l,...,n}.

Definicién 1.1.3. Sea U C C™ un dominio. Una transformaciéon f: U — C™

puede ser descrita por m funciones g;: U — C, j € {1,...,m}, tales que
f(z1, o 020) = (91(215 -5 2n)y o s Gm (21, - -, 2n)). Asi, la transformacion f es
analitica en U si todas las funciones ¢, ..., g, son analiticas en U.

Definicién 1.1.4. Sean U C C* y V. C C™ abiertos. Decimos que la trans-
formacion f: U — V es un biholomorfismo si f es analitica, biyectiva y su
transformacion inversa es analitica.

Cuando hacemos un anélisis local del comportamiento de una funcion f
alrededor de un punto zg, resulta natural pensar en todas las funciones que
coinciden con f en un abierto alrededor de dicho punto, por esto es conveniente
definir el siguiente concepto.

Definicién 1.1.5. Sea zp € C™. Un germen de funcion analitica en zg es la clase
de equivalencia de funciones analiticas, definidas en una vecindad de zg, dada por
la siguiente relacion de equivalencia: si fi y fo son analiticas en las vecindades
V1 y V4 de zg, correspondientemente, entonces f1 y fo son equivalentes si y solo
si existe V' C V3 N V4 vecindad de zg tal que f1 y fo coinciden en V.

A partir de ahora, utilizaremos la siguiente notacion; si f es una funciéon
analitica en una vecindad del punto zg, entonces f denotaré al germen de funciéon
en zg definido por f.

Nos concentraremos en funciones analiticas de C en C, empezando por
enunciar algunos resultados preliminares, para proceder con las demostraciones
de aquéllos que utilizaremos en los capitulos centrales.
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Teorema 1.1.1 (Fundamental del calculo complejo). Sea U C C un dominio
donde la funcion f es continua y sea v: [a,b] — U una curva C' por tramos en
U. Consideremos f: U — C y supongamos que f = ¢', donde g: U — C es una
funcion analitica, entonces

/ f = 9(2(6)) — glv(a)).

Teorema 1.1.2. Sea U C C un dominio donde la funcion f estd definida y 1,
v2 dos curvas cerradas de clase C' por tramos que son homdtopas' como curvas
cerradas en U. Supongamos que la funcion f: U — C es analitica, entonces

[nf: wf.

Definicién 1.1.6. Sea ~ una curva cerrada de clase C' por tramos en C y sea
zo € C\ 4. El indice de ~y con respecto a z se define como

1 dz

I = — .
(7, 20) 2mi )., 2 — 2

Por el teorema 1.1.2 dos curvas hométopas en C\ {2z} tienen en mismo
indice; ademaés, geométricamente el indice de una curva respecto a un punto
representa el nimero de veces que la curva rodea al punto, tomando en cuenta
el sentido en el que lo hace. Un resultado que recordamos para reafirmar esta
iltima idea geométrica, es el siguiente.

Teorema 1.1.3. Sea v una curva cerrada de clase C' por tramos en C y sea
z0 € C\ . Entonces I (v, z) € Z.

Ahora enunciaremos dos teoremas que nos dan una descripciéon de la forma
que tiene la expresion de una funciéon f como una serie.

Teorema 1.1.4. Sea f(z) =37 an(z — 20)" una funcion analitica alrededor

del punto zy, D un disco de convergencia de la serie centrado en zy y z € D,

(n)
entonces a, = fni(!z"), donde f™ denota la derivada n-ésima de f, y por tanto:

2L F (z0)

f(z) = Z T(Z —20)". (1.2)
n=0

Teorema 1.1.5 (de Laurent). Si f es una funcion analitica en un anillo de la

forma A={z€ C|ry <|z— 20| <2}, donde 0 <1y <1y, entonces, para todo

z€eA

f(z)zZan(z—zO)”—i—Z(z_bZO)n. (1.3)
n=0 n=1

1En diversos libros podemos encontrar este termino como homotdpicas, sin embargo, en
este trabajo, siguiendo la forma de nuestra lengua (que es romance), nos referiremos a este
termino como homdtopas (homotopes en frances).
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A (1.2) y (1.3) se les conoce como expresion de f en serie de Taylor y Laurent
respectivamente.

Enelcasoen que U={2€ C|0< |z— 2| <r}y f: U— C es una funciéon
analitica, con r > 0 se cumplen las hipotesis del teorema 1.1.5, por lo que su
expresion en series de Laurent sera la descrita en (1.3) y tendremos tres casos
excluyentes, que son los siguientes:

1. by = 0 para todo k € {1,2,...},

2. by #0y b, =0, para todo m > k,

3. by # 0 para un namero infinito de indices k € {1,2,...};
estas tres posibilidades motivan la siguiente definicion.

Definicion 1.1.7. Si zg es como en el parrafo anterior, entonces zy es una
singularidad aislada de la funcién f. Ademas, zg es una singularidad removible si
cumple 1, un polo de orden k si cumple 2 y una singularidad esencial si cumple 3.

Si una funcién es analitica en C excepto por polos, entonces decimos que
es una funcién meromorfa. Un ejemplo de este tipo de funciones lo obtenemos
al considerar el cociente de una funcién analitica f: C — C y una funcién
polinomial p: C — C, es decir, 12 (z) = Y02 ,anz™ es convergente
en C,yp(z) =(z—a1)"(z —ag)™---(z —ay)™, conn € N, i € {1,...,k}.

Esta afirmacion se sigue del hecho de que ]]; 8 es una funcion analitica en

C\{ai,...,ax}, y como p(z) es un polinomio podemos encontrar una vecindad
agujereada de radio r; al rededor de cada «; de tal forma que p(z) # 0 en dicha
vecindad. Asi, al tomar el anillo {z € C |0 < |z — a;| < r;} obtenemos que:

O /)
p(z) (=) \(z— 1)) (2 — @i—1)"=1 (2 — qip1)+ o (2 — ag) )
y como 1) es analitica en la vecindad

(z—a1))m - (z—ai1)" =1 (z—aip1) T+ - (z—a )Tk
que elegimos, entonces tiene una expresion en serie de potencias convergente

digamos Y °  bn(z — a;)™ y, por tanto,

f(Z) Zb PR

p(z) (2 —ag)n
bo b n
fm++z +bm+zlbnq+n - i)7
f(z)

que es la expresion en serie de Laurent de e al rededor de cada «;; de donde
podemos ver que a; es un polo de orden 7;. Como lo anterior se cumple para todo
a;, 1 € {1,...,k}, concluimos que la funciéon % es una funcién meromorfa.

Definicion 1.1.8. Sea zg una singularidad aislada de la funcién f. El ntmero
complejo by en la expresion (1.3) es el residuo de f en zp. Y lo denotaremos por

Res (f, z0)-
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Proposicion 1.1.1. Sea f una funcion analitica en una vecindad agujereada del

punto zo € C. El punto 2y es un polo de orden k de f siy solo si f(z) = (Zi(jg)k,

donde g(z) es una funcion analitica en una vecindad de zg y tal que g(zg) # 0.

Definicién 1.1.9. Sea f una funcién analitica en un dominio U C Cy 29 € U.
La funcion f tiene un cero de orden k en zy si f(z0) = 0, ™ (20) = 0 para todo
m <ky f®)(z)#0.

Proposicion 1.1.2. Sea f una funcién analitica en una vecindad del punto
29 € C. El punto zy es un cero de orden k de f siy sélo si f(z) = (2 — 20)*g(2),
donde g(z) es una funcién analitica en una vecindad de zg y tal que g(zp) # 0.

Teorema 1.1.6 (del residuo). Sean z1, zs, . .., 2z, puntos contenidos en U C C,
donde U es un dominio tal que f: U — {21, 22,...,2n} — C es analitica. Supon-
gamos que 7y es una curva cerrada de clase C' por tramos en U — {21, 22,..., 2n}

que es homdtopa a un punto en U, entonces
n
/f = 2772'2 Res (f,z;) I (v,z).
vy j=1

La demostracion de las proposiciones y los teoremas que hemos enuncia-
do hasta ahora, en esta seccion, pueden encontrarse por ejemplo en [1]. Una
vez que tenemos enunciados estos resultados preliminares empecemos con las
construcciones y teoremas que nos seran de gran utilidad.

Empezaremos con la definicién y los resultados relacionados con la continua-
cion analitica de funciones. El primer resultado establece que los ceros de una
funcion analitica son aislados; dicho resultado es el siguiente.

Proposicion 1.1.3. Sea U C C un dominio y f: U — C una funcién analitica.
Sea {zn}nen una sucesion de ntimeros complejos en U distintos y tales que
zn — 29 € U. Si f(2,) = 0 para todo n € N, entonces f(z) es idénticamente cero
en una vecindad de zj.

La demostraciéon de este resultado la haremos por contradiccién.

Demostracion. Supongamos que existe {zy, }nen sucesion de nimeros complejos
en U distintos, tales que z, — 2o € U, que ademas cumplen que, f(z,) = 0 para
todo n € N; supongamos también que en toda vecindad de zy f no se anula
idénticamente.

Observemos primero que f(zg) = 0, esto se sigue del hecho de que f(z,) —
f(z0) al cumplirse que z, — zp, ya que f en particular es continua; y como
f(zn) = 0 para todo n € N, entonces f(zg) = 0.

Sabemos que en una vecindad de 2 la expresion de f(z) en serie de Taylor
es de la forma: )

n
f(Z) = Z f TL('L/O) (Z — Z())n7
como por hipétesis f no es idénticamente cero en esta vecindad, entonces no
todas las derivadas de f se anulan en zg, por lo que existe k € N tal que zg es
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un cero de orden k de f. Asi, en una vecindad de zo, f(z) = (z — 20)"¢(z), con
© una funcién analitica y tal que ¢(zg) # 0.

Como la funcién ¢ es continua, sabemos que ser distinto de cero es una
condicién que se tiene que dar en un abierto y, por tanto, existe una vecindad V'
de 29 tal que ¢(w) # 0 para todo w € V. Asi, f(w) = (w — 29)¥¢(w) # 0, para
todo w € V'\ {z0}. Ademas, dado que z, converge a zp, para N suficientemente
grande z, € V' \ {2z} para toda n > N, y por hipétesis f(z,) = 0 para toda
n € N; de donde tenemos una contradiccion con el hecho de que f(w) # 0 para
todo w € V'\ {20}. Por lo que podemos concluir lo que queriamos. O

El siguiente resultado que demostraremos es el principio de continuacion
analitica. Este teorema serd fundamental para lo que desarrollaremos en los
capitulos 2 y 3.

Teorema 1.1.7 (Principio de continuacion analitica). Sea U C C un dominio y
sean f(z), g(z) dos funciones que son analiticas en U. Sea {z, }nen una sucesion
de nimeros complejos en U distintos y tales que z, — z0 € U. Si f(2z,) = g(zn)
para todo n € N, entonces f(z) = g(z) para todo z € U.

Demostracion. Sea h: U — C definida como h(z) = f(z) — g(z). Asi definida
tenemos que h es una funcién analitica en U que ademas cumple que h(z,) =0
para todo n € N. Entonces por la proposicion anterior (1.1.3), tenemos que existe
una vecindad de zg en la que h es idénticamente 0.

Ademés, como alrededor de zg la expresion en serie de Taylor de la funcién h
es de la forma:

© 1)
n=3 P

n=0

entonces se cumple que h(”)(zo) = (0 para todo n € N, ya que h es idénticamente
cero en una vecindad de zg.

Sea B = {u € U | h(z) = 0 en una vecindad de u}. Notemos primero que
B # ), pues zg € B; ademaés, es abierto por como lo definimos. Ahora veamos
que también es cerrado: sea {zj }ren una sucesion de numeros distintos tales que
zr € Bparatodo k € Ny 2z — z € U. Como para cada k € N, z;, € B, entonces
para cada k € N se tiene que h(")(zk) = 0 para todo n € N. Asi en particular,
h(zr) = 0 para todo k € Ny por la proposicion anterior (1.1.3) podemos concluir
que z € B.

Por ultimo, observemos que como U es conexo y B C U es un conjunto
abierto, cerrado y no vacio, tendremos que B = U, que era lo que queriamos
probar. O

Corolario 1.1.1. Sea U C C un dominio y sean f(z), g(z) dos funciones que
son analiticas en U. Si existe V' C U un abierto no vacio tal que f(z) = g(z)
para toda z € V entonces f = g en todo U.

La demostracion de este corolario se sigue inmediatamente del teorema 1.1.7.
Otro hecho que se sigue inmediato del teorema 1.1.7 es que si f1(z) y f2(z) son
funciones analiticas en los dominios U; y Us, respectivamente, donde U; NUs # )
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y, ademas, f1(z) y f2(z) coinciden en esta interseccién, entonces existe una tnica
funcién analitica h: Uy UUs — C que extiende a f1(z) y f2(2); a esta funcion se
le llama continuacion analitica de f1(z), o de f2(z). Aunque acabamos de definir
qué entenderemos por continuacion analitica de una funciéon, la nocién que méas
nos va a interesar es la de continuacion analitica a lo largo de una curva, que es
lo que precisaremos ahora.

Definicién 1.1.10. Sea v: [0,1] — C un camino. Una secuencia de discos
abiertos Dy, D1,...,D, C C recubre al camino -~ si existe una particion del
intervalo [0,1], 0 = ¢ty < t1 < ... < t, < tp41 = 1, tal que Dy contiene a
v([tk,tr+1]) para toda k € {0,...,n}.

De la definicién se tiene que la interseccion entre dos discos consecutivos es
no vacia y, por tanto, un abierto. Ademas, por como definimos un recubrimiento,
se tiene que los discos son una cubierta de v pero que ademas esté ordenada.

to=0 t1 12 thy1 =1

Figura 1.1: La secuencia de discos Dy, D1, ..., D,, recubre .

Definicién 1.1.11. Sea «: [0,1] — C un camino, f admite una prolongacion
analitica a lo largo de 7y si existe una secuencia de discos abiertos Dy, D1, ..., Dy
contenidos en C que recubren 7 y una secuencia de funciones analiticas fj: Dy —
C tales que fo = f en una vecindad de g = v(0) y fx = fe+1 en Dy N Dy4q



8 CAPITULO 1. MUNDO ANALITICO

para toda k € {0,...,n — 1}. El germen de funcion definido por f, en 1 = (1)
se denotara por f, y se llamara la determinacién de f sobre x;.

Teorema 1.1.8. Sean U C C un dominio, vy, y1 dos caminos en U que van de
20 €U az €U y f una funcion que es analitica en una vecindad de zy tal que
puede ser prolongada analiticamente a lo largo de todo camino contenido en U
que empieza en Zy. Si o y y1 son homdtopos en U, entonces £, = £, .

Demostracion. Como 7y y 1 son homdtopos, entonces existe una homotopia
H:[0,1]x[0,1] = U tal que H|(oyx[0,1] = 70, Hl{13x[01) = 71 Y Hl{3x[0,1] = V5
con 7y un camino que va de zg a z;. Sea R = [0, 1] x [0, 1], queremos demostrar
que continuar a la funciéon f a lo largo de H(9R) (ver imagen 1.2) nos conduce
al germen de funcion en zy con el que empezamos (f), ya que la curva H(9R)
es simplemente 7, * ;. Lk Yz, * Y0, donde 7, denota el camino constante en z;,
v, (t) = z; para toda t € [0, 1]; ¢ € {0,1}; por lo que, si continuamos f a lo largo
de v;, * 1 Ly Yz, *7Y0 ¥ llegamos al germen original en zg, entonces continuar f a
lo largo de ~y; 1% ~¢ también nos lleva al germen original en zy. Asi, tendriamos
que f,, = f,,, pues de lo contrario, la continuacién analitica a lo largo del camino
inverso vy; - no seria tnica y si lo es debido al principio de continuacién analitica

(1.1.7).

21

Y0

71

20

A\ 4

Figura 1.2: Homotopia entre vg y 7.
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Supongamos, por contradiccion, que al continuar f a lo largo de la curva
H(OR) no obtenemos el germen original sobre zy. Partimos de manera horizontal
a R en dos recténgulos: Ry = [0,1]x [0, 3] y Rz = [0,1] x [§, 1], y definimos A; :=
OR1 y A2 = ([0, 2] x{0}) "1 xOR2 %[0, 3] x {0} (ver figura 1.3). Si continuamos f a
lo largo de H(A1) y H()\2), alguna continuacion debe llevarnos a un germen sobre
2o distinto de f, pues de lo contrario, continuar a lo largo de H (A% A1) nos llevaria
a f, pero continuar a f a lo largo de H (A % A1) es lo mismo que continuarla a lo
largo de H(OR), ya que H(Xa* A1) = Yoy % 7o * Ve YLK Y20 * Yz *fy; Y21 %0,
por lo que esto no puede pasar.

Paso uno

R2 R2 /\2

Paso dos (cuando R() = Ry)

Figura 1.3: Corte horizontal y vertical.

Si H(\;) es la curva que nos conduce a un germen en zq distinto de f, entonces
ahora partimos de manera vertical al rectangulo R; en dos rectangulos, donde
i =104 = 2,y aplicamos el mismo razonamiento. Si continuamos con este proceso
alternando entre cortes verticales y horizontales obtendremos una sucesion de
rectangulos R = R > RM 5 ... 5 RM™ 5> ... tales que Diam (R™) — 0, y
caminos H(A(™) de zy en zp, tales que al continuar a f a lo largo de cada uno
de ellos obtenemos en z, un germen distinto de f. Ademas, cada curva A es de
la forma p;;* * 9R™ x p,,, donde p,, es una poligonal que empieza en (0,0) € Ry
termina en el vértice inferior izquierdo de R(™) y se cumple que p,, es una parte de
Pni1. Asi, como Diam (R™) — 0, entonces todos los rectangulos se intersecan
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en exactamente un punto, sea z € R este punto. Ademas, las poligonales p,,, en el
limite, forman una curva p,, que une (0,0) con z. Si continuamos analiticamente
a f alolargo de H(poo) obtenemos una extension de f(z) en una vecindad V' de
H(z). Si tomamos H~'(V), entonces para n suficientemente grande, R(™ est4
completamente contenido en H~'(V'), por lo que en particular IR ¢ H~Y(V),
lo que es una contradicciéon con el hecho de que al continuar f a lo largo de la
imagen bajo H de \(") = P, L * OR™ x p,, llegdbamos a un germen en zo distinto
de f. Con lo que concluimos nuestro resultado. O

Como corolario obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9 (de monodromia). Sean U un dominio en C que es simplemente
conezo, zo € U y f(z) una funcion que es analitica en una vecindad de zp.
Supongamos que f(z) puede ser continuada analiticamente a lo largo de todo
camino contenido en U que empieza en zy. St z1 € U y 71, Y2 son cualesquiera
dos caminos en U que van de 2y a z, entonces £,, =1£,,.

Demostracion. Como U es simplemente conexo, entonces cualesquiera dos ca-
minos con el mismo punto inicial y final son homotopos, asi si 71 y 72 son
cualesquiera dos caminos que unen zy con 21, por el teorema anterior (1.1.8),
obtenemos que f,, =f,,. 0

Ahora dejaremos el tema de continuaciéon analitica para pasar a los resultados
relacionados con el principio del argumento, que enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.1.10 (Principio del argumento). Sea f analitica en un dominio
U, excepto por polos en los puntos p1,p2,...,Pm Y CON CETOS €N C1,C2, ..., Cn,
contados con multiplicidades, lo que quiere decir que aparecen en la lista tantas
veces como sus multiplicidades. Si v es una curva cerrada, C* por tramos,
homdtopa a un punto en U y que mo pasa por ningun cero o polo de la funcion
f, entonces:

m

[E S de=ami (3 1 =3 16om)
T 2

i=1

Demostracion. Sea g: U — C dada por g(z) = ]}/(5))7 asi definida g es analitica

en U \ {p17p27 <oy Pm,C1,C25 - - -, cn}-

Supongamos que c; es un cero de orden k de f, entonces localmente tendremos
que f(z) = (2 — ¢;)*¢(z), con p analitica y ¢(c;) # 0, por lo que si derivamos
obtendremos que:

L~

F'(2) =k(z = ¢))* lo(2) + (2 = ¢))" ¢ (2)
=(z = )" ke(2) + (2 = )¢ (2)),

como ko(z) + (2 — ¢;)¢’(2) es analitica y tal que ko(c;) + (¢; — ¢j)¢’(¢;) # 0,
concluimos que ¢; es un cero de orden k — 1 de f’(z). Se sigue de este hecho que
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¢; es un polo simple de g. Ademas, su residuo es k, pues

k) et ) k()
9(z) = (z—c)e(2) EEECRO)

De manera analoga, si p; es un polo de orden k de f, entonces localmente
f(z) = £z con ¢ analitica y ©(p;) # 0, por lo que:

T (z—pa)k?
£2) = ) o) ) p) — ke(z)
(z=p)F (2= pi)kt! (z=p)ktt 7
y, por tanto,
I FEEREEE o)) —kele) _ o)k
f(2) Sl (z = pi)p(z) e(z)  (z—pi)

de donde concluimos que p; es un polo simple de g con residuo —k.
Finalmente, si usamos el teorema del residuo para la funciéon g obtenemos que
fvg(z)dz =2miy,, Res(g,z) I (v,z), donde 2 son los puntos (distintos) en
donde g tiene polos y como el valor de los residuos en los ceros de f esta dado
por la multiplicidad y en los polos por menos la multiplicidad, concluimos que:

n m

/J;((;)dZQm Y I(ve) =Y, T(v:p)

j=1 i=1

O

Corolario 1.1.2. Sea f analitica en un dominio U, excepto por polos en los
puntos p1,pa,...,Pm ¥ CON CETOS en ¢y, Ca, . .., Cy, contados con multiplicidades.
Si 7 es una curva cerrada, C' por tramos, hométopa a un punto en U y que no
pasa por ningun cero o polo de la funcién f que, ademas, cumple con que el
indice de ~ respecto a cualquier cero o polo es 1, entonces:

')y o 7
Lf<z)d22 (Z-P),

donde Z es el namero de ceros y P es el numero de polos de f contados con
multiplicidad.

Teorema 1.1.11 (de Rouché). Sean f y g analiticas en un dominio U C C,
excepto por un numero finito de polos y que toman el valor cero sélo un nimero
finito de veces. Si v es una curva en U cerrada, C* por tramos, homdtopa a
un punto en U y tal que |f(z) — g(2)| < |f(2)] para todo z € =, entonces,
Zy — Py = Z;— Py, donde Zy = 377 1(v,¢5) y {cj}j—y son los ceros de f
contados con multiplicidad; y lo correspondiente se tiene en las definiciones de
Zg, Py y Py.
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Demostracion. Si f o g tuvieran ceros o polos en v entonces no se cumpliria que
|f(z) —g(2)| < |f(2)| para todo z € ~, asi podemos dividir esta dltima igualdad

por | f(z)| y tendremos que |?8 — 1| < 1 para todo z € 7.

Sea h(z) = ?22, asi definida h envia a la curva v en una curva contenida en

el disco centrado en 1 y de radio 1, por lo que I (h(7),0) =0, pues 0 no est4 en
dicho disco. Asi, si v: [0,1] — C, entonces

2 1 d(h(v(®))) 137 ’ (4
O=27Ti[(h('y),0):/ d :/0 dt dt:/o W (y(t)'(t) :/h( )

vy 2 o B P 0) h2)
ademas,
i) TGS i) - o) _de) FR)
h) 6] 7(29(2) PERNIE)

De donde obtenemos que fw J;,((Zz)) = fv -‘;,((zz)) y por el principio del argumento
(1.1.10) obtenemos nuestro resultado. O

Ahora enunciaremos un corolario cuya prueba es consecuencia inmediata del
teorema de Rouché.

Corolario 1.1.3. Sean f y g analiticas en un dominio U C C. Si v es una
curva cerrada en U, simple, C! por tramos, hométopa a un punto en U y tal que
|f(z) —g(2)| < |f(2)| para toda z € -, entonces f y g tienen el mismo nimero
de ceros en el interior de 7.

Para finalizar con los resultados para funciones analiticas de C en C haremos
una breve descripcion del comportamiento local de dichas funciones, empezando
por el siguiente teorema.

Teorema 1.1.12. Sea f una funcion analitica y no constante en un dominio
UcCC. Sizg€eU esun cero de orden k > 1 de la funcion f(z) —wq, entonces
existe un nimero a positivo tal que para toda § € (0,a) existe €5 > 0 que cumple
que: para cada w € D(wo,€5), la ecuacion f(z) —w = 0 tiene k soluciones en
D(zp,9), contadas con multiplicidad.

Demostracion. Como f no es constante, entonces los ceros de f(z) — wg son
aislados, asi existe a > 0 tal que f(z)—wp # 0 paratodo z € D(zp,a)\{#0}. Ahora
consideremos 0 < d < ay v ={z| |z — 20| = ¢}. Como y es compacto, entonces
f(2) —wp alcanza su minimo y por tanto existe €5 > 0 tal que |f(z) —wo| > €5 > 0
para toda z € 7.

Si w € D(wy, €5), entonces para toda z € :

[(f(2) —w) = (f(2) —wo)| = [w — wo| < €5 < |f(2) — wol.

De donde concluimos, usando el teorema de Rouché, que f(z) —w tiene el mismo
namero de ceros que f(z) —wq en el interior de +, contados con multiplicidad. O
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Una observacién, que se tiene como consecuencia del teorema que acabamos

: — N fM(z0) ;
de probar, es que si f(z) —wo =), “7= (2 — 20)" es la serie de Taylor de
f(2) —wq alrededor de zp, entonces el comportamiento de dicha funciéon esta

dictado por la menor k > 1 tal que f*(zq) # 0.

Corolario 1.1.4. Bajo las mismas condiciones del teorema anterior (1.1.12), se
puede tomar \ < a de tal forma que para todo § < \ existe €5 > 0 tal que para
cada w € D(wo,€5) \ {wo} es tomado en k puntos distintos de D(z, 9).

Demostracion. Como por hipétesis f no es constante, f’ no es idénticamente
cero y por tanto sus ceros son aislados, asi, podemos tomar A < a de tal forma
que f(z) —wp y f'(2) no se anulen en {z | |2 — z9] < A} \ {20}. Por lo tanto,
repitiendo el mismo argumento del teorema 1.1.12 obtenemos k ceros de f(z) —w,
pero ahora todos con multiplicidad 1, ya que f/(z) # 0 en D(z0,A) \ {z0}. O

Teorema 1.1.13. Sea f una funcion analitica en una vecindad de zg € C. Si 2y
es un cero de orden k de la funcion f(2)— f(20), entonces f(z) = f(z0)+ (h(2)),
cerca de zg, donde h es un biholomorfismo.

Demostracion. Tenemos que en una vecindad de zg podemos expresar a f como
f(2) = f(20) = (2 — 20)*p(2), donde ¢ es analitica y tal que ¢(z0) # 0, por lo
que podemos suponer que ¢(z) sbdlo toma valores en un disco centrado en ¢(zg)
que no contiene al 0, esto pues podemos restringir ¢ lo suficiente para que esto
pase. Asi, en dicho disco podemos encontrar una rama del logaritmo que esté
bien definida en él y por tanto tendremos una rama de la funcién raiz k-ésima.

Si ahora tomamos h(z) = (z — 29) /¢(z), entonces tenemos que h'(z) =

Veolz) + (2 — zo)e% ;:;((zz))v de donde obtenemos que h'(0) # 0 y por el
teorema de la funcién inversa tendremos que h es un biholomorfismo local.
Por tltimo notemos que (h(2))* = (z—20)¥¢(2) = f(2)—(20) en una vecindad

de zp, por tanto, h es la funcién buscada. O

Concluimos esta seccion con el enunciado de dos teoremas para funciones
de varias variables complejas, a saber el teorema de la funcién implicita y el
teorema de Puiseux, cuyas demostraciones pueden encontrarse en [5].

Teorema 1.1.14 (de la funcién implicita). Sea D C C" x C un dominio,
(x1,...,2Zn,y) las coordenadas en D y f: D — C una funcion analitica. Si
f(0)=0y %‘0 # 0, entonces existe un abierto U C C" y una dnica funcion
analitica ¢: U — C tal que ¢(0) =0 y f(x1,...,Tn,0(T1,...,2,)) = 0.

Consideremos una, funcién analitica f: U — C, con U C C? un dominio.
El conjunto de puntos C = {(z,y) € C? | f(x,y) = 0} es una curva compleja
descrita por los ceros de la funcion f. Una parametrizacion local de la curva C es
una funcién continua ®: A C C — B C U, donde A y B son abiertos, que cumple
que f(®(t)) = 0, para todo t € A; a t se le suele llamar pardmetro. Si f(0,0) =0
y 8—5\(0’0) # 0, el teorema de la funcion implicita, que acabamos de enunciar, nos
da una parametrizacion local (alrededor de (0,0)) de C con x como parametro,
pues nos asegura la existencia de una funcion ¢ tal que f(z,¢(x)) = 0. Sin
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embargo, cuando %kom = 0 no podemos usar dicho teorema, pero podemos
utilizar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.15 (de Puiseux). Sea f una serie en las variables complejas x,y
tal que f(0,0) =0 y f(0,y) tiene orden k > 1 en y. Entonces, existe un nimero
natural n > 1 y una serie ¢ en la variable T tal que p(0) =0y f(T™,¢(T)) = 0.
Ademds, si f es convergente (y por tanto analitica) también lo es .

A ¢ se le conoce como serie de Puiseuzr y a (T™,o(T)) parametrizacion
de Puiseux de la curva C. Notemos que si tal ¢ existe, entonces z = T, de
donde obtenemos que T = x7 y, por tanto, f(a?,tp(x%)) = 0, asi; los puntos
(x, go(x%)) describen localmente a la curva C y go(x%) es una serie con exponentes
fraccionarios. Ademés, cualquier otra parametrizacién de C puede ser llevada a
la de Puiseux bajo una transformacion del parametro, que es lo que enunciamos
de manera precisa a continuacién.

Teorema 1.1.16. Sea (11,12) una parametrizacion local de C con orden de 1y
igual a k < oo alrededor de cero. Entonces, existe una transformacion de (C,0)
en (C,0) con parte lineal no nula B tal que B(0) = 0 y 1 (B(T)) = T*. Asi,
una nueva parametrizacion de C estd dada por (T*,19(B(T))), que resulta ser
justamente la parametrizacion de Puiseuz.

1.2. Superficies de Riemann

Definicion 1.2.1. Una wvariedad topoldgica compleja de dimensiéon n es un
espacio topologico (X, 7) Hausdorfl y segundo numerable que ademas cumple
con que es localmente homeomorfo a C™, es decir, para cada punto x € X existe
un abierto x € U y un homeomorfismo ¢: U — V', donde V es un abierto de C".

Observacion 1.2.1. Esta definicién es equivalente al caso en el que en el
enunciado cambiamos el abierto V' por C™ mismo. Ademés, las tres condiciones
en dicha definicién son independientes, es decir, ni una de ellas puede deducirse
de las otras.

El conjunto de abiertos de la definiciéon 1.2.1 junto con sus homeomorfismos
es llamado el atlas de la variedad y suele denotarse como {(U;, ¢;)}ier, con
esta notacion la pareja (U, ¢;) suele llamarse carta o carta coordenada. Dadas
dos cartas (U1, ¢1), (Us, p2), la funcidn de transicion o el cambio de cartas es
la transformacion ¢, 0 o7 ': B € C" — C" o bien la transformacion ¢; o ¢,
y decimos que estas cartas son compatibles si ambas transformaciones son
analiticas.

Definicién 1.2.2. Una variedad analitica es una variedad topoldgica que cumple
con que los cambios de cartas o funciones de transicién son analiticas; es decir,
para todo par de cartas (U1, 1), (Us, ¢2) de la variedad se cumple que: @5 o
;' B CC" — C" es analitica.
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Nosotros tnicamente nos concentraremos en el estudio de las superficies de
Riemann que son las variedades analiticas conexas de dimensién 1.

Dada una variedad analitica, asumiremos que su atlas A es maximal, es decir,
si (U, ¢) es compatible con las cartas de A, entonces (U, ¢) € A.

Algunos ejemplos sencillos de variedades analiticas son:

1. C™ es una variedad analitica de dimension n con la carta (C™,id).

2. Un abierto U C C™ es una variedad analitica de dimensién n con carta
(U idy).

3. En general, dada una variedad analitica M de dimensién n, si U C M es
un abierto, entonces U es una variedad analitica de dimensién n, con cartas
(V,p) donde V.C U y (V,¢) es una carta de M. (O bien tomando las
intersecciones de los abiertos de las cartas con U y las funciones restringidas
a dichas intersecciones).

Definicion 1.2.3. Sean M y N variedades analiticas de dimension m y n
correspondientemente y g: M — N continua. g es analitica en p € M si existe
(U, ¢) carta alrededor de p y (V,) carta alrededor de g(p) tal que 1) o go !
es analitica en ¢(p). Y diremos que g es una transformacion analitica cuando g
sea analitica en p para todo p € M.

Esta definicion tampoco depende de la carta elegida, pues si (Us, 2) es otra carta
alrededor de p y (Va, ) es otra carta alrededor de g(p), entonces, 12 0gopy ' =
(o 09p™ ) o (hogop ) o(powyt), de nueva cuenta teniendo cuidado con
los dominios de definicién, ¢ o p5 !es analitica en ¢ (p) por la compatibilidad,
1 ogop ! es analitica en ¢(p) por hipotesis y 12 00~ 1 es analitica en 1 (g(p))
por la compatibilidad.

Para terminar con esta seccién, enunciaremos una definiciéon que utilizaremos
en los capitulos 3 y 4.

Definicion 1.2.4. Sean X y Y superficies de Riemann y P: X — Y una
transformacién analitica y no constante. La transformacion P es una cubriente
ramificada si existen una cantidad finita de puntos {z1,...,z,} C X tales que:

1. P: X\{z1,...,2z,} = Y\ {P(z1),..., P(x,)}, es un mapeo cubriente.

2. Localmente, alrededor de z;, la transformacion P se ve como z — 2¥, para
cada i € {1,...,n}.

A los puntos z1,...,, se les conoce como puntos de ramificacion.

1.3. Ecuaciones diferenciales analiticas y foliacio-
nes

En esta seccion introduciremos los conceptos que seran fundamentales para
entender los resultados centrales de este trabajo; tales como campo de vectores,
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ecuacion diferencial analitica y foliacion. De igual manera enunciaremos los
resultados principales en esta area de estudio, a saber, el teorema de existencia
y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias y el teorema
de rectificacion, que serdn herramientas importantes para entender el comporta-
miento de las ecuaciones diferenciales analiticas y las foliaciones. Nosotros nos
concentraremos en el estudio en C?, pero lo mismo puede ser planteado en C”,
n € N.

Definicién 1.3.1. Sea U C C? un conjunto abierto. Un campo vectorial analitico
definido en U es una transformacion V: U — C2, V(z) = (V;1(z), Va(2)), donde
Vi(z) y Va(z) son funciones analiticas.

Geométricamente esto puede ser interpretado como una funcién que a cada
punto p en U le asocia un vector tangente basado en p que varia de manera
analitica con el punto. Ahora definiremos lo que entenderemos por una ecuaciéon
diferencial definida por el campo vectorial.

Definicién 1.3.2. Sean U C C? un conjunto abierto y V: U — C? un campo
vectorial analitico. La ecuacion diferencial analitica definida por V esta dada
por el sistema de ecuaciones:

dx dy
a Vi(2), a Va(z), (1.4)
donde z = (z,y) € C2.

Otra forma de denotar a la ecuacion (1.4) es en su forma vectorial, es decir,
2 =V(2), z € C%; que suele ser comoda por ser una notacién mas compacta.

Dado W C C un conjunto abierto, diremos que una transformacién de
la forma p: W — C2, p(t) = (p1(t),2(t)) es una solucion de la ecuacion
diferencial (1.4), si (W) C U y ¢1 y 2 son analiticas en W, tales que para
toda t € W: %(t) = Vi(p1(t), p2(t)), t € {1, 2}.

Sean zg € U y to € W, si la curva ¢(t) es solucion de la ecuacion (1.4) y es
tal que (tg) = 20, entonces decimos que ¢ es una solucion con condicién inicial
zo v la denotamos por ¢(t, 29). El siguiente teorema nos asegura la existencia de
dichas soluciones y es un resultado fundamental en este campo de estudio.

Teorema 1.3.1 (de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales). Sea z =V(z), con (t,z) € W x U C C x C?, una ecuacion diferencial
analitica. Dado (to,z9) € W X U ezisten vecindades Wo C W de tg y Uy C U de
zo tales que, para toda z € Uy existe una solucion ¢: Wy — Uy, @(t, z), es decir
o(to) = z, de la ecuacion diferencial, que estd definida para toda t € Wy. Mds
aun, la solucion con condicion inicial z es unica, y depende analiticamente de
dicha condicion inicial, para toda z € Uy.

Una demostracion de este teorema puede encontrarse en [9]. La imagen de
estas soluciones locales suelen ser llamadas curvas fase o curvas integrales de la
ecuacion, y a la representacion grafica conjunta de estas curvas soluciéon en U se
le conoce como retrato de las fases. Asi el retrato de las fases de una ecuacion
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diferencial analitica nos provee de una particién, por curvas analiticas, de U.
Al conjunto F de estas curvas integrales lo llamamos foliacion asociada a la
ecuacion diferencial y por una hoja de la foliacion entenderemos una componente
conexa de una curva de F.

Definicién 1.3.3. Sea V: U — C? un campo vectorial analitico y zy € U,
zo es un punto singular del campo V si V(z9) = (0,0). Por el contrario, si
V(20) # (0,0) entonces zg es un punto no singular.

De la definicion podemos observar que si zp es un punto singular del campo
V entonces la funcion constante p: C — U, ¢(t) = 2o es solucion de la ecuacion
diferencial (1.4), pues Z—f(t) = (0,0) = V(p(t)), para todo t € C. Ademas, si el
campo vectorial V' tiene puntos singulares, entonces decimos que la foliaciéon F,
asociada a la ecuacion diferencial (1.4), es una foliacion singular.

Ahora que ya hemos definido los conceptos méas importantes para el estudio
de ecuaciones diferenciales definiremos qué entenderemos por que dos ecuaciones
diferenciales sean analiticamente equivalentes, pues esto nos brindara una herra-
mienta para analizar el comportamiento local de las soluciones de una ecuacion

diferencial.

Definicién 1.3.4. Sean V;: U; — C2? y Vu: Uy — C? dos campos vectoriales
analiticos. Las ecuaciones diferenciales 2 = V1 (z) y 2 = V2(z) son analiticamente
equivalentes si existe H: U; — Uy biholomorfismo tal que

O0H
[3] Vi(z) = Va(H(2)).
SO
Con esta definicién ya podemos enunciar el segundo teorema que es funda-
mental para el estudio local de soluciones lejos de puntos singulares.

Teorema 1.3.2 (de rectificacion). Sea V;: U; — C? un campo vectorial ana-
litico y Va: C? — C? el campo vectorial constante Vo(z) = (1,0). Entonces las
ecuaciones diferenciales z = V1(z) y 2 = Va(z) son analiticamente equivalentes
en una vecindad suficientemente pequena de cualquier punto no singular de V7.

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [9]. Con el enunciado de
este teorema terminamos los resultados y definiciones que necesitamos para los
capitulos siguientes.
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Capitulo 2

Funciones multivaluadas

En este capitulo utilizaremos el concepto de prolongacion analitica, definido
en el capitulo anterior, para construir lo que llamaremos funcion multivaluada.
Geométricamente lo que haremos en esta construccién es considerar un dominio
contenido en C, un germen de funcién sobre un punto fijo en dicho dominio y todas
las continuaciones analiticas de dicho germen a lo largo de caminos contenidos en
el dominio; después formaremos un nuevo objeto abstracto en donde, por cada
punto del dominio, tendremos tantos puntos como determinaciones distintas
sobre él y le daremos una estructura geométrica. Esta construccion es importante,
pues las funciones multivaluadas seran protagonistas centrales a lo largo de este
trabajo.

Para simplificar la notacion, asumiremos que {2 es un abierto conexo en C,
{zo,z1} C Q, f es un germen de funcion analitica en xg, I es el intervalo [0,1] y
~v: I — £ un camino que va de zg = v(0) a 1 = y(1).

Para empezar, recordemos que si f es una funciéon que admite una prolon-
gacién analitica a lo largo del camino 7, entonces al germen de funcién que
obtenemos en el punto 1 = (1) lo denotamos por f, y nos referimos a él
como la determinacion de f sobre z;. A partir de ahora, y al menos que se
diga lo contrario, el punto zy € 0 y el germen de funcion f sobre zg estan
fijos. De la definicién de continuaciéon analitica podemos hacer las siguientes dos
observaciones que nos seran utiles.

Observacion 2.0.1. La determinacion f, depende sélo de la secuencia de discos
{Dy}k que existe de la definicion de continuacion analitica, una prueba de esta
afirmacion es la siguiente: si dicha secuencia de discos esta fija y las funciones
{fr}r (de la misma definicion) existen, entonces éstas son unicas debido al
principio de continuacion analitica (ver teorema 1.1.7), que establece que si dos
funciones coinciden en un abierto entonces coinciden en toda la interseccion
de sus dominios. Asi en particular, la funcién f, serd tnica y por tanto la
determinacién f, también. Mas atn, por el mismo argumento, si la secuencia de
discos esté fija, la determinacién f, tampoco depende del camino vy, pues para
cualquier camino £ tal que la secuencia de discos { Dy} lo recubre y va de xg a

19
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21, la determinaciéon obtenida sobre x1, f3, sera igual a la obtenida al continuar
analiticamente f a lo largo de ~.

Observacion 2.0.2. Para toda e > 0 suficientemente pequena, f admite una
prolongaciéon analitica a lo largo de toda e-perturbacién de +, es decir, a lo largo
de todo camino 8: I — § que satisface | B(t) — v(t) |< ¢, para todo t € I, y
B(0) = xp; esto ya que para e suficientemente pequena, la secuencia de discos
{Dy}r que recubre a +, también recubre a 8 y las mismas funciones { fj }» nos
serviran para . Ademaés, si §(1) = x1, entonces v y 8 nos llevan a la misma
determinacion de f sobre x1, es decir f, = f3.

Figura 2.1: Una misma secuencia de discos recubre a a y a f.

Por la observacion 2.0.2 podemos considerar que v es diferenciable, ya que
en caso de no serlo podemos remplazarlo por otro camino que si lo sea y sea una
e-perturbacion de . Asi, a partir de ahora ~y siempre seré un camino diferenciable.

Observemos que si no hubiéramos fijado el germen de funcién f sobre z, la
observacion 2.0.1 serfa falsa, pues la determinacion sobre x; también dependeria
del germen de funcién con el que empezamos a continuar analiticamente. Un
ejemplo de esto es la funciéon logaritmo, ya que la determinacién sobre un punto
dependeré de la rama de logaritmo que hayamos elegido para empezar a continuar
analiticamente.
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Lema 2.0.1 (Poincaré—Volterra). Por encima de cada punto z € § el conjunto
{f3168:1—Q, (0) =z y B(1) = z} de determinaciones de f es, a lo maés,
numerable.

En el enunciado anterior, al hablar de fg estamos asumiendo que 3 es un
camino a lo largo del que f admite una prolongacién analitica.

Demostracion. Sea x € ). Para cada camino 8: I — Q, con 8(0) = xg y
B(1) = x, que cumple que f tiene una prolongacion analitica a lo largo de
él, denotemos por {Dy,} a la secuencia de discos que lo recubre, que existe
por la definicion de continuacién analitica. Ahora consideremos el conjunto
{Dy, | B: T =9, B(0) =20 y B(1) = x}; podemos cambiar cada uno de estos
discos por discos muy cercanos a ellos de tal manera que éstos nuevos discos
tengan radio y centro con coordenadas racionales y la determinacion fz no
cambie; por la observacion 2.0.1 sabemos que la determinacién fg sélo depende
de la secuencia de discos (incluso no depende de 3, mientras { Dy, } recubra al
camino); entonces, como el conjunto de discos con coordenadas y centro racional
es numerable, el conjunto {fg | 8: I — Q, 5(0) = z¢ y (1) = z} también lo
es. U

Otra demostracion de este resultado puede ser consultada en [2], esta prueba
resulta de nuestro interés debido a que, en dicho libro podemos encontrar una
perspectiva distinta.

Ahora enunciaremos y probaremos una proposicion, que es el resultado central
de este capitulo pues lleva implicita la construccion de lo que llamaremos funcién
multivaluada.

Proposicion 2.0.1. Existe una superficie de Riemann, S, con un punto distin-
guido pg € S y una transformacion holomorfa ®: S — Q x C, ® = (7, f) que
satisface:

1. m(po) =z0 y f = fom en una vecindad de py,
2. m: S — € es un biholomorfismo local en todo punto de S,

3. Cualquier otra terna (S', pj, ®') que satisface 1y 2 se factoriza por (S, po, @)
via una transformacién holomorfa ¢: S’ — S tal que p(p})) =po y & =
Do .

Por tanto la terna (S, po, ®) es tnica salvo isomorfismos y la imagen G := ®(S)
es Unica.

Demostracion. Definimos S = {(8(1),fs) | 8: I — Q, B(0) = o} (sobreentende-
mos que [ es un camino a lo largo del que f admite una prolongacion analitica).
Ahora le daremos una topologia a este conjunto.

Consideramos f, y D un disco de convergencia de f, alrededor de z;. Sea
~v1: I — D un camino tal que v1(0) = 1 y definimos 75 := 7 %-y;. Asi, un abierto
V en S alrededor del punto (y(1),f,) es el conjunto de los puntos (y2(1),£,,)
con 72 construido como antes (ver figura 2.2).
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Figura 2.2: Construccion de los abiertos en S.

Podemos hacer esto para cada punto en S y su topologia seré la generada
por estos abiertos. Con esta topologia S resulta ser un espacio Hausdorff, esta
afirmacion puede ser verificada tomando casos y apoyandose en dibujos.

Como ya hemos dotado al conjunto S con una topologia, el siguiente paso
es demostrar que es una superficie de Riemann; para hacer esto, necesitamos
definir cartas en S, pues utilizaremos las propiedades de las transformaciones
para ver que nuestro espacio topologico es segundo numerable. Asi, definimos
la transformacion 7: S — Q como 7w ((8(1),fs)) = B(1). Esta transformacion es
continua, pues los discos de convergencia forman una base de Q) y para cada uno
de estos discos su imagen inversa es un abierto en S por definicién.

El abierto V' que construimos anteriormente es una vecindad del punto
p1 = (v(1),£,) homeomorfa a D por 7, ya que para todo punto p € D existe
un camino 7; que une a r; con p, cuya imagen se queda contenida en D y tal
que f puede ser continuada analiticamente por este camino, por ser D un disco
de convergencia de f,, y por tanto 7w((y * 71(1),£y+,,)) = p, por lo que 7 es
suprayectiva. Ademés 7 es inyectiva: para todop € D, sia: I - Dy g: I — D
son dos trayectorias que unen a x; y p, entonces 7y * « y 7y * 3 conducen a la
misma determinacion de f, es decir f,,, = £,.3 (por el principio de continuacion
analitica y el mismo argumento usado en la observacion 2.0.1); por tanto si
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(P, £y4a) ¥ (p, £y4p) son tales que m((p, £y4a)) = 7((p, f,45)) entonces £, = £,.3,
de donde 7 es inyectiva. Por ultimo, 7 es abierta sobre V por definicién y por
tanto su inversa local es continua.

Como lo anterior lo podemos hacer para todo punto, concluimos que 7w es un
homeomorfismo local en todo punto de S y, por tanto, para cada punto p; € S
la pareja (V,7|y) es una carta de S, al rededor de p;.

Ahora veamos que este espacio es segundo numerable. Para cada punto x € Q
tomamos una determinacién fija fg donde 5 es un camino que une a zy con z y
a lo largo del que f admite una prolongacién analitica. Por lo anterior, alrededor
del punto (x,fs) tenemos una copia del disco de convergencia de fg; entonces,
como ) C C es segundo numerable, basta una cantidad numerable de discos
para cubrir €Q; asi, sus copias correspondientes en S cubren a todos los puntos
cuya segunda entrada tiene una determinacion fija. Ahora bien, por el lema de
Poincaré—Volterra, hay a lo mas una cantidad numerable de determinaciones de
f sobre cada punto y, por tanto, para S basta con una cantidad numerable de
los abiertos anteriores.

Con todo lo que tenemos hasta ahora, ya hemos probado que S es una
variedad topologica, donde las cartas son los abiertos V' que construimos junto
con la transformacion 7 restringida a dichos abiertos. Lo que sigue es ver que
los cambios de coordenadas son analiticos, y esto se sigue del hecho de que las
cartas son la transformaciéon w restringida y, por tanto, los cambios de cartas
son la identidad que es analitica. Asi, S es una superficie de Riemann.

Ademas, por el argumento anterior tenemos que la transformacion 7 y su
inversa local son analiticas, por lo que 7 es un biholomorfismo local en cada
punto de S, puesto que ya sabiamos que 7 es un homeomorfismo local. Con lo
que hemos probado el punto 2 de esta proposicion.

Definimos py = (zo, f5,) donde f;, es el germen de funcion definido por f
sobre zg, de este modo tenemos que 7(py) = .

Consideremos la transformacion ®: S — Q x C definida mediante la regla
de correspondencia ®((z,f3)) := (, f3(x)) y definimos también f: S — C como
f((l‘,fg)) = fg(x), asi tenemos que ®(p) = (m, f)(p) para todo p € S.

Ahora probaremos que se cumple el punto 1, es decir, que en una vecindad de
Ppo se cumple que f = fom. Sea V), la vecindad de py construida como antes y D
el disco de convergencia de f al rededor de . Tomamos & € V},, asi, § = (y,fa),
por construcciéon de V,,; ademéas (por el principio de continuaciéon analitica)
fo = f, por tanto f(€) = fa(y) = f(y) = f o 7(€) que es lo que queriamos ver.

La transformacion ® es holomorfa, ya que en la primera entrada en coor-
denadas locales tenemos la identidad, y en la segunda entrada en coordenadas
locales tenemos a f, y ambas son analiticas.

S resulta ser conexo pues es conexo por trayectorias. Esta afirmacion se
sigue facilmente del hecho de que la transformacion 3: I — S definida por
B = (B(t),%5),.,,), cumple con que B(0) = po y que B = mo 3. Ademas, la
continuidad de B se sigue de esta ultima igualdad y del hecho de que 7 es un
biholomorfismo local en todo punto de S y, por tanto, en una vecindad de cada
punto es invertible; por lo que existe una trayectoria del punto py a cualquier
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punto en S.

Solo nos queda por probar el punto 3; para esto supongamos que existe
(S',ph, @) tal que 7'(p}) = 20 y f = f' o7’ en una vecindad de pj, y que
7' 8" = Q es un biholomorfismo local en todo punto de S’. Lo primero que
haremos es probar que existe ¢: S’ — S analitica tal que 7’ = 7 o .

Definimos ¢ como sigue (ver figura 2.3): tomamos un punto en S’ digamos
x; existe un camino en £ que une a xg con 7’'(x) tal que f puede ser continuada
analiticamente por este camino, de lo contrario no se cumpliria que fon’ = f’ .
Como esta igualdad se da en un abierto, entonces se da en la intersecciéon de
sus dominios, que serd justamente la imagen inversa bajo 7’ del dominio de f.
Por otro lado, 7’(x) esta en el dominio de f, asi existe un camino de z¢ a 7'(x),
digamos «, tal que f, o7 = f’ en una vecindad alrededor de x (justamente
por que  esta en el dominio de f o 7/, la igualdad f o7’ = f' se da en la
interseccion de sus dominios y el dominio de f’ es todo S’). Ahora consideramos
¢: S’ — S dada por ¢(z) = (7/(z),f.), donde « es el camino antes descrito; asf
definida es claro que se cumple " = 7 o ¢, ademéas ¢(py) = po = (2o, fz,) pues
f., justamente cumple con f,, o7’ = f’ en una vecindad alrededor de p{, por
hipotesis.

™ 7!

®)
‘l;‘/ L C
A

Figura 2.3: Diagrama.

Tenemos que ver que ¢ estd bien definida; por tanto, tomemos = € S y su-
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pongamos que p(z) = (7'(z),f,,) vy p(x) = (7' (x), f,,). Por construccion se debe
cumplir que f,, o7’ = f'y fa, o’ = f’ en una vecindad suficientemente pequefia
alrededor de x; més atn, haciendo mas pequena dicha vecindad, podemos obtener
que ambas igualdades se den al mismo tiempo y que 7’ sea un biholomorfismo
en dicha vecindad; por tanto tendremos que f,, o 7'(y) = f’(y) = fo, 07 (y)
para todo y en la vecindad que construimos. Lo anterior es equivalente a decir
que fo, = fa, en una vecindad contenida en , pues 7’ es un biholomorfismo en
la vecindad que construimos; de donde concluimos que f,, = f,, y, por tanto, ¢
esta bien definida.

Ahora veamos que ¢ es holomorfa. Como 7’ es holomorfa y un homeomofismo
local en todo punto de S’, entonces 7’ restringida a estos abiertos es compatible
con el atlas de S’, por lo que podemos considerar que el atlas est4 compuesto
justamente de la transformacion 7’ restringida a los abiertos correspondientes.
Asi, ¢ es la identidad en coordenadas locales, esto debido a la igualdad 7’ = wog
y, por tanto, es holomorfa.

Por dltimo, tenemos que f’ =for' =fomop= fo © en una vecindad de
pp; por lo que f" = f o en una vecindad de Pb, lo que implica (por el principio
de continuacion analitica) que ambas funciones coinciden en la interseccion de
sus dominios, que es todo S’.

Con esto ya podemos concluir que &' = ® o p, que era lo que nos faltaba
probar. O

De esta construcciéon podemos ver que si f admite una prolongaciéon analitica
a lo largo de 8, con 8(0) = g, entonces existe B: I — S continua que satisface
B(O) =poyfB=mof (ver figura 2.4). A saber B: 1 — S donde 3 = (B(t), fm[w]),
asi definida es claro que BN (0)=poyque f=mo B, ademas, la continuidad se
sigue de esta ultima igualdad y del hecho de que m es un biholomorfismo local
en todo punto de S y, por tanto, es invertible en una vecindad de cada punto.

Por el contrario, si 5 es un camino que une a xy con = y es tal que existe un
levantamiento 3: I — S continuo que satisface 3 (0)=poyB=mo B, entonces f
admite una prolongacién analitica a lo largo de 3, ya que si para algin punto en
B, f no tuviera una prolongacion analitica, sucederia que el punto (8(t), fm[w])

no existiria en S, lo que contradiria el hecho de que § = m o B 0 no se cumpliria
que /3 es continua, que en ambos casos nos lleva a una contradiccion.

Ademas, por definicién se cumplird que si g € fg entonces gom = f en el
punto 5(1).

Definicion 2.0.1. Llamaremos funcion multivaluada definida sobre €2 por el
germen de f a la prolongaciéon analitica maximal de f sobre el dominio 2 fijo.
De manera mas especifica, a su superficie de Riemann ®: S — Q x C (salvo
isomorfismos) o a la imagen G.

Denotaremos por fQ a tal funcion y si es necesario <I>f Sf - OxCo
g Iy Es 1til recalcar que geométricamente lo que hicimos en'la construccion de
f fue construir un objeto (geométrico) en donde diferenciamos dos puntos si el
germen de funcion definido sobre ellos es distinto, pensar en esta idea geométrica
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Figura 2.4: Levantamiento, 8, del camino 8.

nos ayudara a entender mejor las ideas y construcciones que siguen, por esta
razon ilustraremos esta idea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.0.1. Consideramos la funcion logaritmo en la rama principal (—m, 7)
con rg = 1. Podemos continuar analiticamente a esta funcién como sigue: en
toda la region definida por el complemento del segundo cuadrante tomamos a f
como la funcién logaritmo en la rama principal y la continuamos analiticamente
con la funcion f;: H?2 — C dada por el logaritmo en la rama (0, 27). Es claro
que la funcion original y esta ultima coinciden en la interseccion de sus dominios;
seguimos con el proceso ahora continuando a la funciéon f; con una funcion
f2, que seré la funcién logaritmo con la misma rama pero ahora definida sobre
todo el complemento del cuarto cuadrante. De esta forma hemos continuado
analiticamente a nuestra funcién original f a todo C* pero hay multivaluaciones,
por ejemplo en el punto e tenemos que f(e%) = —% pero f (e%) = % Y,
por tanto, fo(e™5) — f(e*5) = 2mi.

Ahora veremos que sobre cada punto tenemos una infinidad de determinacio-
nes tales que dos distintas difieren por un multiplo entero de 27i; esto pues si
Y1 ¥ 72 son dos caminos que unen a o con un punto distinto de cero y que no
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pasan por cero, entonces:

Fon (M) = F(r2(1)) = [ (0 (1)) = F(72(0))] = [f (2(1)) = F(72(0))]

esto sucede pues en xy empezamos en ambas curvas con el logaritmo en la rama
principal; ademas,

[f (7 (1)) = fF (1 (0)] = [F(r2(1)) = F(72(0))] = /

rar- [ rar
71 72
ya que 71 v 72 son dos caminos que no pasan por el cero y por tanto f es analitica
a lo largo de estas curvas; por ultimo,

1 1
/ f’df—/ fldf = fldf = —dx = 2mi I (y1%75 *,0)Res (,0) :
71 Y2 1yt qxyy L z

Esta dltima igualdad se da por el teorema del residuo (ver 1.1.6). Dado que
Res(2,0) = 1 entonces concluimos que f(v1(1)) — f(72(1)) = 2mi I (y1 x5, 0),
que es lo que queriamos probar, ya que el indice siempre es un entero.

Empecemos con la construccion geométrica. Sobre la region dada por el
complemento del segundo cuadrante hemos definido a la funcién f, sobre cada
punto de esta regién solo tenemos definido un germen de funcién analitica, f,
asi en S tenemos una copia idéntica de esta region. De la misma manera, sobre
H? tenemos definida a la funcién f;, entonces, si por un momento olvidamos
a la funcién f, sobre cada punto en H? solo tendremos definido un germen de
funcién y por tanto en S tendremos una copia idéntica a H?; sin embargo, ya
tenemos definida otra funcién, que es precisamente f, asi, en la regién definida
por Ay = {z € C| Im(z) > 0 y Re(z) > 0} tenemos dos funciones definidas,
pero estas dos funciones coinciden, es decir, sobre todo punto en A; se tiene que
f = f;, y por tanto las copias que teniamos en S de las regiones definidas por
el complemento del segundo cuadrante y por H?, que en principio eran ajenas,
resultan estar pegadas por la region correspondiente a A; en cada una. Hasta
ahora solo tenemos en S una copia de C\ R™.

Repetimos el paso anterior, ahora para la region definida por el complemento
del cuarto cuadrante, si olvidamos lo que hemos hecho, en esta regiéon tenemos
definida solo a la funcién f; y, por tanto, en S tenemos una copia de ésta. Por
una parte en la regién definida por A, = H? tenemos definidas dos funciones,
pero los valores de éstas coinciden, es decir, sobre todo punto en A, se tiene
que f; = f5. Asi, las copias que teniamos en S de las regiones definidas por
H? y por el complemento del cuarto cuadrante, que en principio eran ajenas,
resultan estar pegadas por la regién correspondiente a A en cada una. Sin
embargo, en la region definida por Az = {z € C | Im(z) < 0 y Re(z) < 0}
también tenemos definidas dos funciones, pero cuyos valores no coinciden para
ningtn punto en As, de hecho al ser f la funciéon logaritmo en la rama (—m, 7) y
f2 la funcion logaritmo en la rama (0, 27), para todo punto z € As se tiene que,
f(2) — fa(z) = 2mit. Por tanto, en S tendremos dos copias ajenas de As, sobre

1Esto ya se habia mencionado pero para un punto en especifico al comenzar este ejemplo.
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estd misma. Podemos continuar con este proceso para ir construyendo S paso
por paso, ademas, como ya demostramos que sobre cada punto hay una infinidad
de determinaciones tales que cada una difiere de la otra por un multiplo de 271,
podemos concluir que la superficie S es una espiral infinita que en el centro tiene
un hueco que se proyecta sobre el 0 (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Superficie de Riemann S de la funcion f(x) = log(z) [20].



Capitulo 3

Funciones algebroides

Ahora que hemos definido lo que es una funcién multivaluada nos restringire-
mos al estudio de s6lo una clase de estas funciones. Dicho tipo de funciones son
las funciones algebroides, cuya definicion daremos en este capitulo. Para empezar
con este estudio, primero definiremos lo que es una singularidad de una funcion
multivaluada, pues esto nos conducira a la definicién de funcion algebroide.

3.1. Singularidades

Definicion 3.1.1. Decimos que 7 conduce a f a una singularidad cuando f
admite una prolongacion analitica a lo largo de 7|jp,1—¢ para toda e > 0 pero
no a lo largo de . En tal caso diremos que otro camino 7': I — Q que une
a xg con z1 conduce a f a la misma singularidad si para toda vecindad D de
1 las determinaciones fﬂ{hoyf] y f7/|[0’T] definen la misma funcién multivaluada
sobre D para 7 suficientemente cercana a 1. Es decir, para 7 suficientemente
cercana a 1 consideramos las funciones f'yl[o.f] y f’Y,|[0,T] y construimos su funcion
multivaluada f7|[o,r]D y f’Y"[O,T]D; si estas tltimas coinciden, entonces v y

conducen a f a la misma singularidad.

Consideraremos el ejemplo /z, pues las ideas geométricas en este ejemplo
nos serviran para los ejemplos posteriores. Si consideramos la ecuacién z = w?,
sabemos que para todo z # 0 tenemos dos soluciones posibles, que normalmente
denotamos por /z, pero no podemos tratar a estos valores como una funcion
de z, precisamente por que para cada z # 0 tenemos dos soluciones posibles.
Sin embargo, si podemos tratarlas como una funciéon multivaluada, en donde,
sobre cada punto tendremos exactamente dos determinaciones. Esto ultimo pues
siz=re? conr>07y6€R, entonces \/z = rei s = /rel(5+hm) | con
k € Z; de esta ultima expresion obtenemos que sélo existen dos valores distintos
de /z, que son: z; = \/f“eig y 20 = /re'5+™) v que ademas cumplen que
29 = —z1. Ahora bien, si lo que quisiéramos es ver a /z como una funciéon
de z, sabemos que una forma de arreglar el “problema” de la multivaluacion

29
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es considerar una rama del logaritmo, y asi restringir el intervalo en el que
es tomado el argumento del nimero z, teniendo cuidado con el dominio de
definicion de la funcién. Utilicemos esta tltima idea para hacer un anélisis del
comportamiento cerca de 0. Asi, consideremos Uy = {z € C | |z — 1] < 1}
y la funcién fo: Uy — C dada por fo(re?) = Jreis con F <0< IS
ahora consideramos U; = {z € C | |z —i| < 1} y la funcién f,: U; — C dada
por fi(re®®) = \/re' con 0 < 6 < , tendremos que fo y fi coinciden en
la intersecciéon de sus dominios. Si repetimos este proceso, considerando por
ejemplo Uy = {z € C| |2+ 1] < 1}, fo(re®) = \/re'% con 7/2 < 6 < 37/2 y
Us ={z€C||z+i| <1}, fs(re??) = \/re's con 7 < § < 2, tendremos que
f1 v fo coinciden en la interseccion de sus dominios y lo mismo para fo y f3
(ver figura 3.1). De esta forma podemos ver que siempre podemos continuar
analiticamente a la funciéon fy cerca de 0, pero nunca podremos hacerlo en 0,
pues el logaritmo no esta definido en 0.

U,

Figura 3.1: Dominios de las funciones fy, f1, fo ¥ f3.

Asi, por ejemplo si tomamos caminos cercanos a 0 que empiecen en 1 y
terminen en 0, siempre podemos continuar a la funcién fy a lo largo de estos

ITambién podriamos considerar —m < 6 < 7 lo que seria equivalente a tomar la funcién
1
fo =e21°8% con log(z) en la rama (—m, ).
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caminos pero nunca estara definida en 0, por tanto todos estos caminos nos
conduciran a una singularidad, ademés como ya vimos que sin importar cémo
continuemos a la funcién fy sobre cada punto s6lo podremos tener dos valores
distintos, entonces todos los caminos conduciran a fy a la misma singularidad.

Si ahora volvemos a la definicién 3.1.1, podemos ver que claramente la relacion
“conducir a f a la misma singularidad” es una relacién de equivalencia de caminos
que unen a xg con x1, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicion 3.1.2. Llamaremos singularidad de la funcién multivaluada f (6
de f sobre ) definida por v a la clase de equivalencia dada por la relac1on
anterior y la denotaremos por [7]y.

En algunos libros como [10] llaman al punto (1) singularidad de f, sin
embargo, hay que notar que nosotros estamos definiendo lo que entenderemos
por una singularidad de la funciéon multivaluada f_. Ademaés, si leemos cuidado-
samente textos como el antes mencionado podemos notar que el punto (1) es
definido como una singularidad pero de la funcién f,. Adn asi, ambos conceptos
estan estrechamente relacionados. Geométricamente conviene pensar que si 7y
conduce a f a una singularidad (o, en el contexto antes mencionado, que (1)
es una singularidad de la funcion f,), entonces las distintas singularidades de
[, que encontramos a través de caminos que terminan en (1) estan “sobre” el
punto v(1) o, de manera mas especifica, que se proyectan sobre éste mismo.

Asi, denotaremos por % i Y by Io al conjunto de singularidades de f sobre 2
y a su proyeccion a §2, respectlvamente Donde su proyeccion a €2 es simplemente
el punto 27 = (1). Cuando sea claro sobre qué dominio estamos trabajando
usaremos la notacion 3 Fy Xy

Definicion 3.1.3. Llamaremos conjunto al infinito de S al conjunto de los
puntos que no estan en S pero si estan en su cerradura topologica.

De estas definiciones tenemos que 7 conduce a f a una singularidad si y
solo si el camino incompleto 7|jo,1) se levanta (via la proyeccion 7: S — Q) en
un camino 7: [0,1) — S, donde #(t) tiende al conjunto al infinito de S cuando
t — 1; ya que todo punto de v estd en S pero el limite no esta, debido a como

construimos S, y Y(t) = (v(t), f4),0.4)-

Definicion 3.1.4. f define una funciéon multivaluada regular sobre €2 si f no
tiene singularidades sobre (2, es decir, f admite un prolongamiento analitico a lo
largo de todo camino v: I — ) que empieza en xg.

Lo anterior pasa si y solo si la transformacion 7: S — € es un mapeo cubriente.
Esto, pues si f admite un prolongamiento analitico a lo largo de todo camino
que empieza en xg, entonces para todo punto en €2 hay un disco al rededor de
él tal que en S hay un abierto (el de la construccion de S), homeomorfo a éste
disco, por cada determinacion f, distinta. Por el contrario, si la transformacion
7 fuera un mapeo cubriente y hubiera una singularidad en 2, entonces habria un
hoyo en el centro de un abierto de los que construimos en S y, por tanto, para
este abierto, m no seria un homeomorfismo con el disco correspondiente, lo que
implica que no serfa un mapeo cubriente.
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En particular, al ser 7 un mapeo cubriente y € conexo, el nimero de preima-
genes es el mismo para todos los puntos; en otras palabras, el nimero de deter-
minaciones de f sobre un punto z no depende de dicho punto. Mas aun, si €2 es
simplemente conexo, entonces la extension de f es uniforme, lo que significa que
no hay multivaluaciones; esto es consecuencia del teorema de monodromia (1.1.9).

Ejemplo 3.1.1. La funcién logaritmo desarrollada en el ejemplo 2.0.1 es holo-
morfa sobre C\ R~, por tanto, define una funciéon uniforme sobre C\ R~ y, como
vimos en dicho ejemplo, sobre C* define una funcién multivaluada regular.

fe

Figura 3.2: Una tnica singularidad en la superficie de Riemann de la funcién
f(z) = log(z) [13].

Ahora, veamos que la funciéon multivaluada definida por f sobre C tiene
una tunica singularidad, que se proyecta sobre 0. Por lo anterior, sabemos que f
puede continuarse a lo largo de todo camino v que no contenga al 0. Ademas,
como la funciéon logaritmo no esta definida en 0 para ninguna rama, entonces
si 8 es un camino que empieza en x € C* y termina en 0, f puede continuarse
a lo largo de f|jp,1) pero no a lo largo de 3, por lo que en 0 tendremos una
singularidad. Veamos que es tinica: dado que ya vimos que f es analitica en todo
C*, por el teorema de monodromia tendremos que si a y 8 son dos caminos que
empiezan en x(y y terminan en 0, las determinaciones fO‘I[O,T] y fm[w] definiran
la misma funcién multivaluada sobre cualquier vecindad D del cero, ya que al
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hablar de funcién multivaluada nos referimos a la superficie de Riemann, salvo
isomorfismos, o a la imagen (ver figura 3.2).

Ejemplo 3.1.2. La funcién multivaluada definida por f(z) = 2 := exp(alog(x)),
a € C*, es solucion de la ecuacion diferencial 4 P =a-L Para esta funcién
tendremos situaciones distintas que dependeran de a.. Si @ € N entonces f define
una funcién uniforme sobre todo C; en caso contrario tendremos una tnica
singularidad en 0, ya que s6lo tendremos problemas con el logaritmo que, por
el ejemplo anterior, sabemos que sélo tiene una singularidad. Por otro lado, si
a = g € QQ entonces f tendra exactamente ¢ determinaciones sobre cada punto
en C* (que seran las raices g-ésimas de a?); en otro caso tendremos una infinidad
de determinaciones sobre cada punto, esto ya que la funcion logaritmo tiene una
infinidad de determinaciones en cada punto y en este caso necesitamos de dicha
funcién para definir bien a f. Ademas, f admite un limite en cero si y solo si
la parte real de « es no nula y se cumple que: f(z) tiende a 0 si Re(a) >0y
tiende a oo si Re(a) < 0.

Ejemplo 3.1.3. Ahora consideramos la funcién multivaluada definida sobre C
por f(z) = ay log(z—(1)+as log(z—(a) +as log(x—(3) es solucion de la ecuacion
diferencial % = gﬂaj@ + w‘fzz + Z(iz;z, y es regular sobre C\ {(1,(2,(3}. Ahora
analicemos su comportamiento. Sobre un punto distinto de (x, & € {1,2,3},
dos determinaciones distintas difieren de una constante que pertenece al grupo
aditivo G = 2mi(anZ + asZ + a3Z); esto pasa por el mismo argumento que
usamos para la funcién logaritmo, ya que si 71 y 72 son dos caminos que unen a
zo con un punto distinto de (; y que no pasan por ningin (., entonces:

fn(1)) = f(w(l))
(1) = fF((0)] = [f (h2(1)) = f(72(0))]

fldf — fdf

71

- / f’df
’Yl*'Yz

:/ I M
yl*yglx_gl J"_C2 J]—Cg

1 1 1
:041/ dx+a2/ d:c+a3/ dzr
71*72_1 x_CI '\/1*72_1 CU_CQ '\/1*72_1 SC—Cg
=2milon I (%95 ' G) +aa T(mxy ' G) +as T (75, Gs)l

la dltima igualdad se da por el teorema del residuo(1.1.6) y dado que todos los
residuos son 1, ademas, todos los indices son enteros, por lo que queda probada
nuestra afirmacion. Por el mismo argumento también se tiene que sobre (; dos
gérmenes que dan origen a dos singularidades distintas de f fe difieren por una
constante que pertenece al subgrupo H = 2mi(«sZ + «37Z); esto pues al tener
fijas dos singularidades sobre el mismo punto tendremos abajo caminos fijos que
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van de o a (1 para los que la funcion f no esté definida en su punto final que
es (1; y pasa lo correspondiente para (2 y (3.

Ahora fijémonos en la funcion multivaluada definida por la inversa local de f,
x = g(y), que es solucion de la ecuacion diferencial % =1/ (w‘jlcl + lﬁ?@ + ﬁ’zs ),
(esto por la regla de la cadena). Como estamos trabajando con funciones analiticas,
tendremos que g tiene exactamente como singularidades a los valores criticos de
f, ya que por ser g la funcion inversa de f se tiene que y = (f o g)(y) de donde
obtenemos que 1 = %‘g(y)%v esto por la regla de la cadena; asi, Z—Z = 1/%|g(y),
por tanto la derivada de g tiene problemas en los puntos y tales que g(y) = x
anula a la derivada de f y estos puntos son justamente los valores criticos de
f; una observacion importante es que lo que acabamos de decir se cumple para
cualquier f # 0. Ademaés, en el caso genérico, la derivada de f se anula en dos
puntos x1 # x2 que son distintos de (, esto se sigue de multiplicar la igualdad

f'(x) =0 por (x — {1)(x — {2)(x — (3), de donde se obtiene que:

ar(z —G)(z — 3) +az(r — )z —(3) +az(z — ()(z — () =0;

en donde el lado izquierdo de la igualdad es genéricamente un polinomio de grado
dos que tiene dos raices distintas que ademas son distintas de (. Asi la derivada
1/ (x) se anulara en estos dos puntos y para todas sus determinaciones. Por tanto,
como genéricamente el grupo G es denso (ver [7], pag.144), las singularidades de
g se proyectan sobre un conjunto denso en C.

Definicién 3.1.5. Una singularidad [y]; es aislada si existe un disco D con
centro en x; = (1) tal que la funcién multivaluada fA,D definida sobre D es
regular sobre D* := D\ {x1}; esto es, para 7 suficientemente cercana a 1, la
funcién fvl[o,f] se puede prolongar a lo largo de todo camino contenido en D que
no tenga a xi.

Lema 3.1.1. La singularidad definida por «y es aislada si y solo si existe € > 0
tal que f admite una prolongacion analitica a lo largo de todo camino v': I —
que empieza en Ty, que es e-cercano de ¥ y que evita a x1; es decir, para todas
las v/ tales que |y/(t) — v(t)| < € para toda t € [0,1] y =1 ¢ 7/((0,1]).

Demostracion. Primero supongamos que la singularidad definida por -y es aislada
y consideremos D el disco con centro en x1 := (1) que existe por la definiciéon
de ser una singularidad aislada. Sea r su radio y tomamos 0 < € << r tal que f
pueda continuarse analiticamente a lo largo de todo camino e-cercano a v, que
existe por la observacion 2.0.2.

Sea v': I — Q un camino que empieza en z( y tal que |y/(¢) — v(t)| < € para
toda ¢t € [0,1] y 1 ¢ 7/((0,1]). Como 21 ¢ 7' ((0,1]) ¥ |7/ (t) —v(#¥)| < e << 7,
entonces existe to € [0,1) tal que 7/(¢) € D para toda t € (tg,1]. Asi f puede
continuarse analiticamente a lo largo de 7|j0¢,) ¥ por tanto también a lo largo
de 7/|[O,t0]7 va que 7’ es e-cercano a . Ademas, para t > tg, f puede continuarse
analiticamente a lo largo de /(t) ya que +/(¢t) € D* (por como nos tomamos
~") v f define una funcion regular sobre D* (ver figura 3.3). Con esto hemos
probado una implicacion.
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' (to)

, e<<r

T

Figura 3.3: Prueba de la suficiencia en el lema 3.1.1.

Inversamente, ahora supongamos que existe € > 0 tal que f admite una
prolongacion analitica a lo largo de todo camino v': I — Q que empieza en
To, que es e-cercano de v y que evita a z1; consideremos el disco de radio § y
centro en z1 y denotemos por D a este disco, asi para cada dos puntos z,y tales
que {z,y} C D se cumple que |z — y| < e. Veamos que f'YD define una funcion
regular sobre D*.

Para 7 suficientemente cercana a 1 la funciéon f,mw] estd definida en un
abierto que interseca a D pero que no contiene a x;. Para construir f7|[o,r]D*

tomamos un punto £ € D sobre v en donde esté definida la funcion f'v\[o,f] y
caminos que empiecen en ¢ y terminen en un punto en D evitando x1; asi, el
camino, v/, que resulta de concatenar 7 hasta el punto £ con un camino de la
forma descrita empieza en x( es e-cercano a vy y es tal que z1 ¢ +/((0,1]), de
donde se tiene que podemos continuar a f a lo largo de todos estos caminos, lo
que implica que f’YD define una funcién regular sobre D*.

Definicion 3.1.6. La funciéon multivaluada definida por f admite a y; € ¢
como limite en una singularidad [y]¢ si para todo camino 4" que representa la
singularidad se cumple que thrr% f&' (@) = y1.

—
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Figura 3.4: Prueba de la necesidad en el lema 3.1.1.

Definicién 3.1.7. Una singularidad [y]; tiene un ndmero finito de determina-
ciones alrededor de x1 = (1) si existe un disco D con centro en x; tal que si 7
es suficientemente cercana a 1, entonces al construir la funcién multivaluada de
f’Y|[0,-r] sobre D* obtenemos una funcion, f’Y\[o,ﬂD , tal que sobre cada punto de
D* tiene un nimero finito de determinaciones.
Definicién 3.1.8. Una singularidad [y]; es algebroide si es aislada, tiene un
ndmero finito de determinaciones alrededor de 1 = v(1) y admite un limite en
xI1.

Las singularidades algebroides generalizan a las que encontramos en el ejem-
plo 3.1.2 cuando « es racional, también las singularidades de funciones algebraicas
son algebroides, pues son composiciéon y suma de funciones polinomiales y de
raices de tipo x4 con q € N*. Pero, por ejemplo, la singularidad que la funcién
logaritmo tiene sobre 0 no es una singularidad algebroide, pues no tiene un
numero finito de determinaciones alrededor de ella. La siguiente proposicion
muestra que una singularidad algebroide localmente se comporta como una raiz
del tipo xé, con q € N*.

Proposicion 3.1.1. Sea [7]; una singularidad aislada, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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1. [7]; posee un namero finito de determinaciones alrededor de z; = ~(1).

2. El germen de funcion multivaluada f, es de la forma g((z — xl)%) donde
g es una funcién holomorfa sobre una vecindad agujereada de 0 € C y
q € N*.

Demostracion. Primero demostremos que 1 implica 2.

Sea D un disco con centro en 1, contenido en la interseccion del disco que
existe por ser [y]; singularidad aislada y el disco que existe al tener un nimero
finito de determinaciones alrededor de x; = y(1). Sea 7 suficientemente cercana
a 1 de tal manera que y(7) € D y sea f, el germen de funcion definido en
~(7). Denotemos por a al punto v(7).

Por como elegimos D, la funcién fﬂ/“W] puede ser continuada de manera
analitica a lo largo de todos los caminos en D \ {x1}. Sea § un camino de a
a él mismo que rodee una vez a xi. Si continuamos analiticamente a fw\[o,f]
recorriendo varias veces el camino 3, obtendremos en cada vuelta un germen de
funcién sobre a, sean fy = fw\[o,f] ,f1,...,f;, ... estos gérmenes.

Como f, posee un nimero finito de determinaciones alrededor de z;, en-
tonces existe n € N* tal que f,, = fy, pues dado que sélo existen un ntmero
finito de gérmenes distintos sobre cada punto en D \ {z;}, en algiin momento
los gérmenes tienen que empezar a repetirse, mas atun, por el principio de con-
tinuacion analitica (ver 1.1.7), si f; = f;, entonces fi11 = £;41,fi40 = £540,. .,
por lo que hay un tnico ciclo; ademés, por el mismo argumento también se
cumple que si f; = f;, entonces f;_1 = f;_1,f;_» = f;_»,..., pues de lo con-
trario la continuacién analitica a lo largo del camino inverso no serfa tnica.
Con estas afirmaciones ya podemos asegurar que existe n € N* tal que f,, = fj,
mas aun, podemos afirmar que si ¢ € N* es el minimo natural tal que f;, = £
entonces, la lista de gérmenes se repite de manera ciclica de la siguiente ma-
nera: fo, fl, f27 e 7fq—1a fq = fo, fl,fg, ey fq—17 fq = fo, ..., CON fo, fl, fg, ey fq—l
distintos dos a dos.

Por otro lado, como D \ {z;} es homeomorfo a C\ {0}, entonces sus grupos
fundamentales son isomorfos y por tanto el grupo fundamental de D\ {z1} en
a esta generado por la clase de homotopia de 3, asi, todo camino en D \ {z;}
de a en si mismo es homo6topo a una potencia de 3, y como las continuaciones
analiticas a lo largo de caminos hométopos son iguales (ver 1.1.8), concluimos
que fo,f1,f5,...,f,_1 son los tnicos gérmenes sobre el punto a. Ademas, la
continuacion analitica a lo largo de caminos de a a z € D \ {z1}, debe llevar
gérmenes distintos en gérmenes distintos (si no fuera asi, la continuacién analitica
a lo largo del camino inverso no seria tinica, y lo es por el principio de continuaciéon
analitica (ver 1.1.7)). Por tanto, en z hay al menos ¢ gérmenes distintos. Si
ahora aplicamos este mismo argumento a a, cambiando los papeles de a y z,
podremos concluir que sobre z hay exactamente g gérmenes distintos, digamos,
ho,hy,... hy_;.

Lo que queremos hacer es representar a f(z) como una funcion analitica

lto, )

monovaluada g(¢) de § = (x — xl)% en D\ {1} y lo haremos de la siguiente
manera: consideremos D = {£ € C | {? 4+ xy € D\ {z1}} y definimos #: D — D
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como (&) = &9 + z1, ahora elegimos @ € 671(a). De esta forma, la funcién
90(&) = (fo o 0)(§) = fo(£2 + x1) es analitica cerca de a, pues 6 lo es cerca de a
v fo lo es cerca de a, por tanto esta funcién nos define un germen de funciéon g,
en el punto a. Continuamos analiticamente este germen a lo largo de caminos
en D y denotamos por g a esta funcion, que por construccién es analitica en
todo D. Veamos que es monovaluada. Consideremos un camino cerrado B de
a en si mismo contenido en D7 que rodee una vez al 0. Cuando B rodea una
vez al 0, 6(j3) rodea q veces a z; en D, asi, en D, f(z) pasa recorriendo todos
los gérmenes £y, f1,f5,...,f,_1,f, = fy y, por tanto, el germen g, no cambia por
continuacion analftica recorriendo 3, y como [B] genera 7, (D), concluimos que g
es monovaluada en D, que era lo que nos faltaba probar.

Para terminar, veamos que 2 implica 1.

Ya habiamos visto que la funcién raiz g-ésima alrededor del cero tiene ¢
determinaciones; asi, la funcion (z — xl)% tiene ¢ determinaciones alrededor de
x1. Ademaés, como g es una funcién holomorfa en una vecindad agujereada, V', de
0, se tiene que en esta vecindad no tendremos multivaluacién y por tanto en un
disco centrado en z1 contenido en g~ (V), suficientemente pequefio, tendremos

que la funcién g((x — x1)9) tiene un namero finito de determinaciones sobre
cada punto. O

Si [y]s es una singularidad aislada y con un namero finito de determinacio-
nes alrededor de ella, entonces diremos que la singularidad es de monodromia
finita. Ademas, si [y]s es una singularidad aislada, con esta ultima proposicién
obtenemos inmediatamente que también son equivalentes:

1. [y]y es algebroide,

2. Si g es la funcién dada por la proposicion 3.1.1, entonces g se extiende de
manera meromorfa en 0.

Para terminar con esta seccién veremos que todas las singularidades sobre C
de la funcién g del ejemplo 3.1.3 son algebroides, asi, en particular tendremos
que las singularidades son aisladas a pesar de que su proyeccién sea densa.

La funcién g es solucion de una ecuacion diferencial analitica, asi que, a
lo mas, puede tener singularidades en las singularidades de la ecuaciéon. Esto
implica que los puntos singulares son exactamente los valores criticos de f. Por
tanto, tendremos una singularidad por cada determinacion (distintas) sobre cada
punto critico de f.

Asi, para ver que las singularidades son aisladas notemos que cada singulari-
dad corresponde en cierta forma a cada uno de los “vértices” de las “parabolas” en
la figura 3.6. Sin embargo, por definicién una singularidad no es un punto, es una
clase de equivalencia de caminos a lo largo de los que se obtiene un germen de
funcion multivaluada (uno distinto por cada clase de equivalencia), al continuar
analiticamente el germen original a lo largo de estos caminos.

Fijémonos en la representacion grafica de g en la figura 3.6. Comenzamos con
el germen de una funcién analitica cuya grafica corresponde a un trozo de parabola
lejos del vértice. Al tomar un camino sobre el eje de las coordenadas (el “eje y” en
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Y

Figura 3.5: Representacion gréafica de la funcién f del ejemplo 3.1.3.

este caso) que conduce a g a una singularidad, en la grafica se obtiene un camino
que conduce a algin vértice. Al tomar la clase de equivalencia realmente lo que
estamos haciendo es restringirnos a un estudio local del vértice de dicha parabola.
Es decir, si queremos analizar el vértice de la parabola en (zg,yo), al hacer un
analisis local s6lo nos concentramos en la funcion multivaluada g(y) definida
en un disco |y — yo| < €. En particular, no veremos a las demas singularidades
porque s6lo podemos continuar analiticamente a lo largo de caminos contenidos
en este disco. De modo que sélo vemos el trozo de una parabola alrededor del
vértice elegido. Por tanto, de acuerdo a la definicion, lo que tenemos es una
singularidad aislada.

Estamos llamando parabolas a las curvas que se ven como tal en la figura 3.6,
cada una de estas en realidad es una parte de una hoja de la foliacion cerca de
cada punto de la forma (z;, f,(z;)), con ¢ € {1,2}, sin embargo, localmente se
ven como parabolas (se comportan como una funcion de orden 2); al menos para
valores genéricos de las alfas. Pues al ser x; un punto critico de f se cumple
que f(x;) =y; +c(x —x;)% + ..., y genéricamente ¢ # 0, para i € {1,2}. Esto
implica que la singularidad de g en y; es localmente equivalente a la singularidad
de /y — y;. Pero incluso en el caso en el que los puntos criticos de f son de
multiplicidad mayor obtenemos una singularidad que se ve como una raiz k-ésima
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Figura 3.6: Representacion gréfica de la funcion g del ejemplo 3.1.3.

de y — y;, y por lo tanto con un ntmero finito de determinaciones y que admite
un limite; ¢ € {1, 2}.

3.2. Funciones algebroides

Definicion 3.2.1. f es una funcion algebroide sobre € si toda singularidad de
f sobre 2 es algebroide.

Ejemplo 3.2.1. Si 7: S — Q es una transformaciéon holomorfa, propia y no
constante (no necesariamente finita) de una superficie de Riemann S sobre €2,
que ademas cumple que para cada punto en S existe una vecindad en la que
7 es inyectiva y si g: S — C es una funcién meromorfa, entonces la funciéon
multivaluada @ definida sobre Q2 por (7, g): S — © x C es algebroide sobre €.
Primero observemos que como 7 es holomorfa, no constante y cumple que para
cada punto en S existe una vecindad en la que es inyectiva, entonces 7 es un
biholomorfismo local en todo punto de S, por tanto estamos en las condiciones
de la proposicion 2.0.1 con f = ¢ y la funcién f definida localmente como gom~1.
Asi, la funcién f es meromorfa (por ser composicién de una transformacion
meromorfa con una holomorfa) y 7 se comporta como una proyeccion. Ahora
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que tenemos claro esto es facil ver que las singularidades sobre €2 son aisladas,
pues al ser f meromorfa, por definicion, sus singularidades son aisladas en el
plano y, ademés, éstas admiten un limite (por ser polos). Por tltimo veamos que
tienen un ntmero finito de determinaciones alrededor de ellas. Sea y; € S una
singularidad, consideramos 7(y;) € Q y V una vecindad de m(y;) relativamente
compacta, veamos que para todo z € V' \ {7 (y1)} se cumple que 7~ !(z) es finito;
para esto supongamos que existe £ € V' \ {n(y1)} tal que 7—1(¢) es infinito,
como 77 1(¢) C 7 (V) c 7~ H(V) y #71(V) es compacto, por ser V compacto
y 7 propia, entonces 7~ 1(£) tiene un punto de acumulacién, asi 7 es constante
e igual a £ (ya que 7 es una funciéon holomorfa), lo que es una contradiccion,
de donde concluimos que para todo z € V' \ {m(y1)}, 7~1(z) es finito. De esta
prueba podemos ver que las funciones algebroides construidas de esta manera
cumplen con la propiedad de que al restringirlas a cualquier abierto relativamente
compacto en €2 tienen un nimero finito de determinaciones en este abierto. La
funciéon g del ejemplo 3.1.3 es algebroide sobre C pero no satisface esta tltima
propiedad, pues si el abierto que tomemos alrededor de cada singularidad no es
suficiente pequeno ya no tendremos una cantidad finita de determinaciones.

Antes de continuar es importante sefialar algunas diferencias clave. Lo primero
que debemos tener en cuenta es que las funciones analiticas y las funciones
algebroides no son iguales, pues al hablar de funciones analiticas no permitimos
que haya multivaluacién y no tenemos singularidades. Otra diferencia, menos
obvia, es que las funciones algebraicas y las funciones algebroides tampoco
son lo mismo, en este caso tenemos que las funciones algebraicas siempre son
algebroides, pero no todas las funciones algebroides son algebraicas. Un ejemplo
de esta ultima afirmacion es la funcién g del ejemplo 3.1.3 que es una funcion
algebroide que no es algebraica; esto porque el conjunto ¥, | bara una funcién
algebraica siempre seré finito, y como ya vimos, dicho conjunto es infinito para la
funcion g del ejemplo 3.1.3. Atn asi, una idea que puede ser util y es correcta, es
pensar que las funciones algebroides se comportan localmente como una funcién
algebraica.

Ahora demostraremos tres lemas que nos ayudaréan a probar una proposiciéon
que nos sera util en el siguiente capitulo.

Lema 3.2.1. Si toda singularidad de f sobre (2 es aislada, entonces el subcon-
junto de Xy de singularidades de f sobre cada punto de X en Q) es, a lo mas,
numerable.

Demostracion. A cada singularidad [y]y podemos asociarle una secuencia de
discos Dg, D1,...,D, C £ que recubra v y funciones holomorfas f: Dy — C
con k € {0,1,...,n — 1} tales que fy = f en una vecindad de xg, fr = frt+1 en
Dyy1 N Dy y la funcion multivaluada f,, definida por f,—1 sobre D,, que tiene
exactamente una singularidad sobre D,,, donde D,, es justamente el disco que
existe por la definicion de ser una singularidad aislada. Como en el lema de
Poincaré—Volterra podemos remplazar estos discos por otros con coordenadas
de su centro y radio racionales de tal manera que las determinaciones sobre
cada punto no se alteren (podemos hacer esto por el principio de continuacion
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analitica) y lo mismo se aplica para la singularidad [y]s sobre x1, asi, podemos
olvidarnos incluso del camino «. Por tanto, dado que el conjunto de estos discos
(con coordenadas de su centro y radio racionales) es numerable, concluimos que
el subconjunto de ¥ ¢ de singularidades sobre x; también lo es. O

Observacion 3.2.1. Supongamos que encontramos una singularidad de f en
x¢, = 7(t1) con t; < 1 a lo largo de un camino ~y: I — € que empieza en xo;
de manera mas especifica, supongamos que el camino /(g 4, conduce a f a una
singularidad; si esta singularidad es aislada entonces podemos rodearla en el
siguiente sentido: para € > 0 suficientemente pequena, tal que el disco de radio
€ y centro en x;, se quede contenido en el disco D (que existe de la definicién
de ser singularidad aislada), podemos considerar v~ 1({z € Q: |z — 24| < €}) v
tomar la componente conexa que contenga a t1, sea (a, b) un intervalo con centro
en t1 y contenido en esta componente conexa, podemos modificar la parte de
dada por ¥((a, b)) de tal forma que el nuevo camino que obtengamos, digamos 71,
evite x4, , es decir, de tal forma que 71 ((a,b)) C{z € Q: |z —a¢,| < e} \ {zy, }.
Por construccion, f no puede tener singularidades a lo largo de 71 en el conjunto
{z € Q: |z — x¢,| < €}, pero fuera de él, si (ver figura 3.7).

t1

Figura 3.7: Construccion de la observacion 3.2.1.

Mas atn, para € adecuada, el prolongamiento analitico de f se puede asegurar
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incluso hasta el punto «(b), pero la determinacion de f en este punto dependera
de la perturbaciéon que hayamos elegido para formar el camino ;.

Lema 3.2.2. Si toda singularidad de f sobre () es aislada, entonces para
todo camino v: I — ) que empiece en x( se tiene que, después de repetir
la construcciéon de la observacion 3.2.1 a lo més un ntmero finito de veces,
obtenemos un camino v, a lo largo del cual f puede prolongarse analiticamente
(o conduce a f a una singularidad, ya que no cambiamos el punto final).

Demostracion. Supongamos que para alguna sucesion de elecciones de la manera
de rodear cada singularidad que encontramos sobre el camino v tenemos que
llevar a cabo una cantidad infinita de rodeos, de esta manera tendremos una
cantidad infinita de perturbaciones de 7y, que denotaremos por o = v, 71,72, - - -
y por tanto una cantidad infinita de singularidades en la imagen de los puntos
0 < t; <ty <...<1que por ser una sucesion creciente y acotada tiene un limite
0 < te < 1. Podemos ir eligiendo las modificaciones cada vez mas pequenas
(por ejemplo, en cada paso elegir el radio del disco en el que modificamos al
camino correspondiente menor a %) de tal manera que la sucesion de funciones
{Yn}nen converja uniformemente a un camino 7.; este camino cumple que
Yoo (too) = Y¥(tso). Resulta que f tiene una singularidad en v(t), ya que, por
construccion, f puede ser continuada analiticamente a lo largo de Yool —¢
para toda € > 0, pero si pudiéramos continuar analiticamente a f a lo largo
de Yool[0,t..]> entonces tendria que existir una vecindad de 7(fw) y una funcion
analitica que contintie a f en dicha vecindad, pero en toda vecindad de este
punto existe una singularidad, ya que t,, — t~, por lo que esto no es posible. Por
tanto en y(t) tenemos una singularidad que por la construccion que hicimos
no es aislada, lo que nos lleva a una contradiccion. O

En otras palabras, lo que acabamos de probar es que siempre tendremos que
hacer s6lo un numero finito de perturbaciones de v para obtener una curva a
lo largo de la que podemos continuar analiticamente a f (o una curva que nos
conduce a una singularidad), y esto pasara siempre independientemente de la
manera que elijamos para rodear cada singularidad.

Las singularidades sucesivas que encontramos en la imagen de los puntos
0<t; <ty <...<ty,<1con el algoritmo del lema 3.2.2, asi como el nimero
n, dependen de la manera que escojamos en cada paso del modo de perturbar
v (ver figura 3.8). Por ejemplo, si la primer singularidad ¢; (esta singularidad
no depende de ninguna eleccién) no es de monodromia finita, entonces existe
una infinidad de maneras distintas de rodear a la singularidad y la manera que
elijamos para hacerlo influira en cuél es la segunda singularidad que encontremos.

Lema 3.2.3. Sitoda singularidad de f sobre {2 es de monodromia finita entonces
para todo camino «y: I — ) que empieza en x( existe un subconjunto finito
E(y) cZyny((0,1)) C 2y una e > 0 tal que f se prolonga analiticamente a
lo largo de todo camino e-cercano a y que evita X(7); en otras palabras, f se
prolonga analiticamente a lo largo de todo camino v': T — Q tal que 4/(0) = g,
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Figura 3.8: Las singularidades encontradas dependen de la forma de perturbar ~.

[v () = ~v(t)] < ey v'((0,1)) N X(y) = 0; pudiéndose dar el caso en donde ~'
conduzca a f a una singularidad cuando /(1) = ~(1).

Demostracion. Supongamos que existe una cantidad infinita de singularidades
de f alo largo de . Dado que la primera singularidad ~(¢1) es de monodromia
finita, entonces existe un nimero finito de maneras distintas de rodear esta
singularidad. Para al menos una de estas maneras de rodear y(¢;), digamos 71,
quedaran una infinidad de singularidades de f a lo largo de ;. Dado que todas
las singularidades de f son de monodromia finita siempre podemos repetir el
paso anterior, y esto nos lleva a rodear una infinidad de singularidades a lo largo
de v lo que es una contradiccion con el lema 3.2.2. Asi, hemos probado que hay
una cantidad finita de puntos sobre v que son singularidades, por lo que existiré
una € > 0 adecuada de tal forma que toda e-perturbacién de v sea tal que f
puede ser continuada analiticamente a lo largo de tal camino; el conjunto ()
es el formado precisamente por estas singularidades. -

Con estos tres lemas, la demostracion de la proposicién que antes menciona-
mos, y ahora enunciaremos, es inmediata.

Proposicion 3.2.1. Si f define una funcién algebroide sobre €2, entonces:
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1. El subconjunto de ) ¢ de singularidades de f sobre cada punto en Xy es, a
lo més, numerable.

2. Para todo camino v: I — ) que empieza en xg existe un subconjunto finito
E(y) C ZpNy((0,1)) C Qy una e > 0 tal que f se prolonga analiticamente
a lo largo de todo camino e-cercano a v que evita 3(7); en otras palabras,
para todo camino v': I — Q tal que v (0) = =g, |7/ (t) —v({#)| < ey
~'((0,1)) N X(y) = 0; pudiéndose dar el caso en donde 4’ conduzca a f a
una singularidad cuando +/(1) = y(1).

En particular, al ser todas las singularidades de monodromia finita, y por
haber un ntmero finito de singularidades a lo largo de un camino +, tendremos
que el ntimero de posibles valores tomados sobre x; es finito, es decir, el conjunto
{fy(z1) : 7 es como arriba y cumple que 7' (1) = x1} es finito. Realmente este
hecho es el que utilizaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Los teoremas de Painlevé

Finalmente, en este tltimo capitulo demostraremos los teoremas I y II de
Painlevé; para esto, primero definiremos algunos conceptos que van estrechamente
ligados con nociones geométricas en torno al comportamiento de soluciones a
una ecuaciéon diferencial. Una vez que tengamos hecho esto, usaremos todas las
herramientas que hemos desarrollado en los capitulos anteriores para demostrar
cada teorema.

Antes de empezar haremos una descripcion de lo que cada teorema establece,
para tener claro qué es lo que queremos demostrar. Asi, consideremos P(x,y) y
Q(z,y) dos polinomios que pertenecen al anillo C[z,y], con @ # 0, y la ecuacion
diferencial

dy _ P(z,y)
dr  Q(x,y)

(4.1)

El teorema I asegura que si a C le quitamos los puntos z tales que Q(z,y) =0
para toda y € C y los puntos « tales que Q(z,y9) = P(x,y0) = 0 para algan
yo € C, entonces al considerar la funcién multivaluada definida por cualquier
solucion analitica local de la ecuacion (4.1) definida sobre el subconjunto de C
que acabamos de mencionar, estd siempre sera una funcion algebroide.

Si ¢(z, (z0,Y0)) es una solucion analitica local de la ecuacion (4.1), sabemos
que para todo y suficientemente cercano de yo existe la solucion ¢(z, (zo,y))
que por el teorema I define una funcién algebroide sobre el subconjunto de
C mencionado en el parrafo anterior. Si 7 es un camino contenido en este
subconjunto que empieza en xy y que termina en un punto z; (que no sea
una singularidad de ¢(z, (zo,40))), entonces por la proposicion 3.2.1 el con-
junto {¢ (x1,(z0,y)) | 7' es como en la prop.8.2.1 y cumple que v'(1) = 1}
es finito. Bajo estas condiciones, lo que el teorema II dice es que si a cada y
(suficientemente cercano de yg) le asignamos el conjunto finito de valores anterior,
esto define localmente una funcion multivaluada de y dada por un nimero finito
de funciones algebroides.

47
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4.1. Nociones geométricas

A partir de ahora, en todo lo que resta del trabajo, siempre que hablemos de
los polinomios P(z,y) y Q(z,y) estaremos asumiendo que tanto P como @) no
son idénticamente cero, es decir, P(z,y) 20y Q(x,y) Z 0.

Para todo punto (zg,yo) € C? que satisface Q(zo, yo) # 0 se tiene que, por el
teorema de existencia y unicidad (ver 1.3.1), existe una vecindad (zg, yo) € U con-
tenida en C? tal que para toda condicién inicial (z1,y1) € U existe ¢(z, (z1,y1))
solucién de la ecuacion diferencial (4.1). Asi, existe una transformacion H: U — C
tal que cumple que H(z,p(z,(x1,y1))) = H(z1,y1), para toda x tal que
(z,(z, (x1,31))) € U (ver figura 4.1), que esta bien definida y es regular;
esto dado que para un punto fijo existe una tnica solucién con este punto como
condicion inicial y por la diferenciabilidad respecto a condiciones iniciales. De
esta afirmacion se sigue que localmente las soluciones son curvas de nivel de la
transformaciéon H.

°
H(zy,y1) =

H(Iﬂp(l‘v (1'17.7/1)))

(I,QD(I, (961,311)))

\ (05 Yo) / (@, p(x, (z0,90)))

Figura 4.1: Transformacion H.

Asi, en la vecindad U, las graficas de las soluciones locales ¢(x, (z1,y1))
definen una foliacién regular por curvas F. Ademads, como podemos hacer
esto para cada punto (debido a que los ceros del polinomio @ forman un
conjunto cerrado), tendremos que la foliacion F estd definida sobre todo
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C?\ {(z,y) € C? | Q(x,y) = 0}. Més atin, podemos extender la foliacién a
los puntos (x,y) tales que Q(z,y) = 0 pero que P(x,y) # 0 pues podemos
hacer lo mismo que en el parrafo anterior pero ahora cambiando el papel de las
variables z y y. Con lo que tenemos que nuestra foliacion F estara bien definida
y sera regular sobre C2 \ {(z,y) € C? | Q(z,y) = P(z,y) = 0}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los polinomios P y @,
son primos entre si, pues si tuvieran factores comunes, éstos se cancelarian al
considerar su cociente. Por lo que, a partir de ahora, siempre asumiremos que
los polinomios P y @ son coprimos. Asi, el conjunto de puntos {(z,y) € C? |
Q(x,y) = P(z,y) = 0} consta precisamente de los puntos en que ZEEZ; y ggg;
se indeterminan; ademas, es un conjunto de puntos aislados y, por tanto, podembs
concluir que F es una foliacién singular con singularidades aisladas sobre C2.

Podemos extender la foliacion F de manera natural a una foliacién singular
con singularidades aisladas sobre C x @7 pues las soluciones de la ecuaciéon 4.1 se
salen de compactos, ya sea por que se indefinen o por que se extienden para todo
x; asi, podemos pensar que las soluciones siempre llegan a co. Para extender
dicha ecuacion a co basta con hacer un cambio de variable como se describe a
continuacion.

Sea m € N el grado del polinomio P en la variable y, y n € N el grado del
polinomio @ en la variable y. Consideramos el cambio de variable Y = %, de
este modo obtenemos:

dy _dY dy -1 P(z,y)

ar _ar _ _ _YQM
dx dy dr  y2 Qx,y) Qz,3)

el

Ahora consideraremos la siguiente notacion

P(z,Y) = ~Y"T2P(x, %) & Q(z,Y) = Y"Q(x, %), sin+2>m
P(z,Y) = -Y™P(x, %) & Q(z,Y) =Y 2Q(x, %), sin+2<m

de este modo P y @ seran polinomios en las variables z e Y, y en ambos casos

dy _ P(z,Y)
tendremos que - = SY)
Esta notacion sera ttil para entender el comportamiento de la foliacion F
alrededor de la linea al infinito Lo :=C x (C\ C) = {(z,y) e Cx C |y = oo};
. . s dY If’(a:,Y) _
pues bastara con analizar la ecuacion - = Gey) &0 Y =0.
Denotaremos por Xz al conjunto de singularidades de F, es decir, el conjunto

de puntos en C x C para los que F no se puede extender como una foliacion
regular; e introducimos la siguiente notacion:

Srle = {(z,y) € C*| P(x,y) = Q(,y) = 0},

Yrlp. = {(x,00) € C x C| P(x,0) = Q(z,0) = 0}.

Por fibracion vertical entenderemos la fibracion de C x C definida por las curvas
de la forma {(zg,y) € C x Cly € C)} con z € C.
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Definicion 4.1.1. La curva discriminante de la foliacién F es el conjunto de
puntos de tangencia entre la foliacion y la fibracion vertical. La denotaremos por
A.

Y tenemos que:
Alcz = {(z,y) € C* | Q(z,y) = 0},
Alr.. = {(z,00) € Cx €| Q(x,0) = 0}.

Para comparar la posicion de la foliacion F respecto a la fibracion vertical en un
punto (zg,yo) consideraremos los siguientes cinco casos:

1. Transversalidad: (zg,yo) ¢ A

2. Tangencia simple: F interseca a A transversalmente en (zo, yo)
3. Tangencia multiple: F interseca a A con multiplicidad en (xg, yo)
4. Singularidad de la foliacion: (zg,yo) € Xx

5. Hoja vertical: Q(z0,y) = 0, es decir, {(z0,y) € C x C | y € C} es una hoja
de F.

Definicion 4.1.2. Definimos el conjunto ¥z como la proyeccion sobre C de los
puntos de tipo 4 y 5, de manera mas especifica:

Yp={reC|Qxy)=0U{xecC|(z,y)€ Sr para algin yo € C}.

En el ejemplo 3.1.2, X g es simplemente {0}. En el ejemplo 3.1.3 se tiene
que para la primera ecuacion Yg es {(1,(2,(s3}, pues Q(c;,y) = 0 para i en
{1,2,3}, y toda solucién y = f(z) es una funcién multivaluada regular sobre
Q = C\ {¢1,¢2,¢3}; sin embargo, para la segunda ecuacion, en este mismo
ejemplo, X es vacio pero toda solucion z = ¢g(y) es una funcion algebroide con
un conjunto denso de singularidades en el plano (en el caso genérico).

4.2. FEl teorema I de Painlevé

Empezaremos esta secciéon por enunciar el teorema I de Painlevé y después
procederemos a demostrar una serie de lemas y proposiciones que nos llevaran a
la prueba de éste teorema.

Teorema 4.2.1 (I de Painlevé). Sean P(x,y) y Q(z,y) € Clzx,y], y consideremos
la ecuacion diferencial:

dy _ P(z,y)

do  Q(z,y)
Eziste un conjunto finito de puntos, que de hecho es ¥y C C (ver def. 4.1.2),
sobre el que se proyectan todas las singularidades no algebroides sobre C de toda
funcion multivaluada definida por cada solucion local y = ¢(x, (xo,y0)) de la
ecuacion diferencial.
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Con este teorema tendremos que toda solucién es una funcion algebroide
sobre Q := C\ Xg. Ahora comenzaremos con los resultados previos que necesita-
remos; pero antes demostraremos un caso particular de este teorema, que afirma
que si sobre un punto las soluciones y(z) de la ecuaciéon diferencial no tienen
singularidades (permitiendo polos) entonces todas las soluciones son meromorfas
sobre C\ L.

Proposicion 4.2.1. Sean P(zx,y),Q(z,y) dos polinomios que pertenecen al
anillo C[x,y] y consideremos la ecuacion diferencial:

dy _ P(z,y)
dr Q(x,y)
Si existe un punto o € C tal que sobre él las soluciones y(z) de la ecuacion (4.2)

no tienen singularidades salvo polos, entonces la ecuacion (4.2) es una ecuacion
de Riccati, es decir, es de la forma:

(4.2)

dy _ a(@)y® +b(x)y + c(z)

d Q)

donde a(x),b(x), c(z), Q(x) son polinomios que pertenecen al anillo. Mas atn,
para esta ecuacion se tiene que ¥g = {z € C | Q(z) = 0} y toda solucién y(z)
es meromorfa sobre C\ X g (ver figura 4.2).

Demostracion. El hecho de que las soluciones sélo tengan polos por singularida-
des nos dice que no hay multivaluacién, ya que al considerar las soluciones en @,
los polos no representan lugares problematicos y para que haya multivaluacion
necesitamos que existan singularidades. Asi, al no haber singularidades, las
funciones y(x) estan bien definidas en todas partes y, por tanto, su derivada %,
también; esto implica que Q(zg,y(z)) # 0 para toda x € C y para toda solucion
y(z); esto pues son solucién a la ecuacion diferencial % = ggzg Por tanto,
dado que estas soluciones solo tienen polos por singularidades, obtenemos que la
foliacién F, inducida por la ecuacion diferencial, es transversal a la linea vertical
{(z0,1) |y € C}.

Entonces tenemos que Q(zo,y) es un polinomio s6lo en la variable y que
cumple que Q(zo,y) # 0 para toda y, por lo que tiene que ser un polinomio
constante distinto de cero, digamos Q(xq,y) = qo(xo); esto implica que Q(z,y) =
qo(z) + qi(x)y + ... + gu(z)y" donde go(zo) # 0y qi(vo) = 0 para toda
kEe{l,...,n}.

Por otro lado, la transversalidad en el punto yy = oo significa justamente que
para Q(m,Y) =Y*Q(x, %) con k = max{n, m — 2} se cumple que Q(m,O) #0y
por tanto k = 0 es decir n = 0y m < 2, de donde concluimos que Q(z,y) = qo(z)
y que P(x,y) tiene grado menor o igual a dos en la variable y y, por tanto, es de
la forma P(x,y) = a(z)y? + b(z)y + c(x).

En tal caso, toda fibra vertical {(z,y) € C* | x = z0} que cumpla con
que Q(xo) # 0 es transversal a la foliacion. Por tanto, la primera proyeccion
(x,y) — x induce sobre cada hoja L un mapeo uno a uno L — C\ X donde
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Figura 4.2: Representacion grafica de las soluciones del lema 4.2.1.

Yp={reC|Q(z)=0},asi L es la grafica de una funcion que solo tiene polos
en C\ X g, a saber, estos polos estaran en los puntos de interseccion de L con la
recta al infinito {(z,y) € C x C |y = oo}. O

Con lo que acabamos de probar vemos que una ecuacién diferencial que
cumple con la condicién de que todas sus soluciones son meromorfas es una
ecuacion de Riccati. Pero no todas las ecuaciones de Riccati tienen soluciones
meromorfas, esto lo podemos ver en el ejemplo 3.1.3, pues la ecuacion

dy a1 Qg Qs

Y + +
dr -G x—-C¢ 2z—(3

es una ecuacion de Ricatti tal que todas sus soluciones son multivaluadas.

La prueba de la proposiciéon anterior ocupa el hecho de que estamos trabajando
cerca de puntos de tipo (1), ver pag.50, ahora, con el siguiente lema obtendremos
modelos locales para puntos de tipo (2), ver pag.50.

Lema 4.2.1. Sea F una foliaciéon regular definida en una vecindad del origen
0 € C? por una transformacion H: U — C (descrita como antes), con una
tangencia vertical en 0. Supongamos que la curva discriminante A es transversal
a la vertical {(z,y) € Cx C | 2 = 0} en 0. Entonces existe un cambio de
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coordenadas local ®(x,y) = (x, ¢(x,y)) que preserva la fibracion vertical y envia
F sobre una foliacién definida por Hy(z,y) = = + 3", donde (k — 1) € N* es el
orden de a lo largo de A. En otras palabras, existe un biholomorfismo local
ftalqueH foHod.

Demostracion. Dado que la foliacion F esta definida en una vecindad del origen
por H, entonces tenemos que cerca del origen las hojas de la foliacion son
curvas de nivel de la funcion H, y por tanto si ¢(z, (29, yo)) es una hoja de la
foliacion, entonces H(o(x, (zo,y0))) = ¢, donde ¢ € C es alguna constante; si
derivamos respecto de t obtenemos % H(¢(z, (z0,90))) = 0, de donde se sigue

que 8m 0 ‘fif + |g, dy = 0, por tanto los vectores (f{f, ‘;ﬁ) y (%—Ij, %—ZI) son
p ; dy _ — %+
ortogonales a lo largo de ¢, asi podemos concluir que 5% = —2= y por tanto

9y
A={(z,y) € C*| G (a,y) = 0}.
Ahora bien, salvo por un primer cambio de coordenadas local que preserve
la fibracion vertical, podemos asumir que la curva compleja A es exactamente

= {(z,y) € (C2 | y = 0}; entonces como A = {(z,y) € C? | (x y) = 0},
obtenemos que puede ser escrita como: —ZI =y lu(z,y), para algun entero
(k—1)eN*y una funcion holomorfa u(z,y) tal que w(0,0) # 0. Si integramos
obtenemos que H(z,y) = f(z) + y*a(x,y), donde i(z,y) es una nueva funcién
holomorfa y f(z) una funcién que solo depende de x, que podemos suponer que
se anula en 0, y por tanto H(0,0) = 0.

Como H es una transformacion transversal a A, entonces f(x) = H(z,0) es
un biholomorfismo local, pues localmente las soluciones cortan al eje x transver-
salmente ya que A = {(z,y) € C? | y = 0}. Ademas, f cumple con que f(0) =0
lo que implica que f~(0) = 0 y por tanto f~! tiene parte constante igual a
cero en su expresién en serie de potencias; asi, podemos escribir a f~! como
f~Yz) = a1 + azx?® + a3z + ... de donde tendremos que f~1(H(z,y)) al ser
igual a f~1(f(z) + y*u(z,y)) puede ser expresada como

a1 (f(2) + y*alz,y) + az(f(z) + y"a(z,9))* + as(f(x) + y a(z,y))* + ...
= (avf(x) + azf(2)® +asf(2)* +...) + ylaw"a(z, y) +..),

y por tanto,

FHH (2, y) = (a1 f(2)+azf(2)* +asf(2)*+.. ) +ylay* (e, y)+..) (4.3)

si evaluamos esta tltima igualdad en (z,0) obtenemos

FTHH(,0) = f7H(f(2) = ai f (@) + azf(2)* +azf(2)® +...,

es decir, z = ay f(z)+aaf(x)?+asf(z)3+. ... Sustituyendo esto en la igualdad de
la ecuacion (4.3) y factorizando el término y* del segundo sumando obtendremos
que f~' o H(z,y) =z + y*a(z,y).

Ademés, @(x,y) cumple con que @(0,0) # 0, pues al ser f~! invertible
se tiene que cumplir que a; # 0, asi, 4(0,0) = a1a(0,0) + 2a2f(0)@(0,0) +
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a2(0)ka(0,0)2 + ..., y como £(0) = 0 nos queda que (0,0) = a;@(0,0) # 0 que
es lo que queriamos probar.

Finalmente, dado que %(0,0) # 0, localmente (cerca de (0,0)) podemos
encontrar una raiz k-ésima de la funcion 4(x,y). Denotemos por v(zx,y) a dicha
raiz; de este modo, si H := f~' o H, entonces H(z,y) = z + (y - v(z,y))*. Por lo
tanto si consideramos la funcion ¢(z,y) =y - v(x,y) y el cambio de coordenadas
®(z,y) = (x,¢(x,y)) obtenemos que H(z,y) = Hy o ®(z,7), equivalentemente,
H=foH,o®. O

Proposicion 4.2.2. Sea F una foliacion regular y T:—{(z,y) € Cx C | z = zo}
una vertical transversal a A (es decir todo punto en 7' es de tipo (1) o (2), ver
p4g.50). Entonces, podemos encontrar un disco D C C con centro en z tal que
la proyeccion vertical restringida a una vecindad de T de la forma D x C induce
un mapeo cubriente ramificado de hojas sobre D. Més ain, cada uno de estos
cubrientes ramificados tiene a lo més una ramificaciéon. Las multiplicidades de
ramificacion posibles son las multiplicidades k1, ..., k, de Q(z,y) vy Q(z,Y) a lo
largo de las componentes irreducibles, no verticales, de A. En otras palabras,
toda solucion ¢(z, (xo,yo)) con € D es uniforme, o bien, algebroide con una
singularidad y k; determinaciones para algin i € {1,...,n}.

Demostracion. Sea p € T. Si p es un punto de tipo (2), entonces U, sera el
abierto que nos da el lema 4.2.1 para puntos de este tipo; si p es de tipo (1)
entonces existe un abierto alrededor de él en el que Q(x,y) # 0, en tal caso U,
serd dicho abierto.

Como la vertical T = {(z,y) € Cx C | # = x} = {zo} x C es compacta
v {Up}per es una cubierta abierta de ella, entonces podemos encontrar una
subcubierta finita de esta cubierta.

Podemos encontrar un disco D suficientemente pequeno y centrado en x,
de tal manera que la subcubierta finita, de T, que encontramos, cubra a D X C.
De este modo, para todo punto z en D X C existe Up en la subcubierta finita
de tal forma que z € Up; si p es un punto de tipo (1), toda solucién contenida
en esta vecindad es uniforme; si p es de tipo (2), por el lema 4.2.1 tendremos
que toda solucién en este abierto es algebroide con una singularidad en p y k
determinaciones, donde (k — 1) es el orden de %—Z a lo largo de A.'Y observamos
que las soluciones se prolongan bien de un disco a otro pues F es una foliacion
regular. O

Ejemplo 4.2.1. La foliacion (globalmente) definida por H(z,y) = x + y*

.. . . d . . L
corresponde a la ecuacion diferencial ﬁ = —Wl,l. Asi cada hoja de la foliacion

esta dada por y = (xo + y§ — x)%, donde (x0, o) es la condicion inicial, y por
tanto tiene exactamente una singularidad algebroide en x = xg + yg; por como
estd dado este punto, es claro que su posicién depende de las condiciones iniciales.

Ejemplo 4.2.2. Para n > 2, la ecuacion diferencial:

dy _ an(@)y" + -+ ar(@)y + ao(x)

iz~ Q@) ’
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donde @ y a; son polinomios en la variable x, tiene por curva discriminante a
A =L U{zxeC|Q(z)=0}; esto debido a que

dY _ —Y?(an(2)(3)" + -+ a1(2)(3) + ao(x))

de Q)
_ap(@) 4 Fa(@)Y" T 4 ap ()Y
a Yn=2Q(z)
de donde, ademés, podemos ver que L, tiene multiplicidad k =n — 2.
Ejemplo 4.2.3. La foliacion globalmente definida por H(x,y) = xl__gf correspon-
de a la ecuacion diferencial Z—Z = %; su discriminante tiene una tangencia

3 2
vertical en el origen (0,0), pues 11(274;731/%(0) = 0. Por otra parte tenemos que

H(0,0) =0 y por tanto la soluciéon con condicion inicial (0,0) sera H(x,y) = 0;
es decir ¢(z, (0,0)) = 23, de donde es claro que tiene una singularidad alge-
broide en = 0 con tres determinaciones. Si ahora consideramos otra solucién
y = ¢(z, (z0,y0)) tendremos que ésta es la inversa de = = g(y) = v> — cy + ¢,
donde ¢ = H(zo,y0) vy ¢ # 0, asi tendremos que los valores criticos de la tltima
seran singularidades de ¢(z, (zg, yo)) (esto por lo hecho en el ejemplo 3.1.3) que
ademaés seran algebroides por ser la inversa de un polinomio en y. Asi, tenemos
que ‘;—f} = 3y? — ¢ y por tanto g(y) tiene dos puntos criticos en las dos raices
cuadradas de ¢/3, y como g(y) es monovaluada concluimos que g(y) tiene dos
valores criticos y por tanto ¢(x, (o, ¥o)) tiene dos singularidades en estos valores.
Cuando ¢ tiende a cero, estas dos singularidades tienden a ser una sola de orden

mayor.

Ahora supongamos que una foliacién regular F tiene por curva discriminante
A = {(z,y) € C? | y?> — 22 = 0}. Denotemos por A; = {(z,y) € C* | y — x = 0}
y Ay = {(z,y) € C? | y + = 0}, y definamos un germen de biholomorfismo
h: A1 — A; de la manera siguiente. Enviamos a p € A sobre un punto p’ € As
siguiendo la fibracion vertical (es decir (z,2) — (z, —x)), y después enviamos
p’ al tnico punto h(p) € A; que estd en la misma hoja, de F, que p'. Si
H: U — C es una transformacion que define localmente a F, y si definimos
hi(z,z) = H(z,z) y ha(z,2) = H(xz, —z), tendremos que por ser las restricciones
de H a Ay y Ay respectivamente, su derivada (o su gradiente) no es 0, al ser F
una foliacién regular, asi, en particular, h; es localmente invertible y podemos
describir a h como h(z,z) = (hy* o ho)(z,z). Por ejemplo, la foliacion definida
(globalmente) por H(z,y) = = + % — 2%y + %, tiene por curva discriminante
a A= {(z,y) | %—I;(%y) =0} = {(z,9) | ¥* — 2> = 0} y nos da como
resultado el biholomorfismo h(z,z) = (z + 32°,x + 32°), esto pues hy(z,z) = =
y ha(z,2) = x4 32°.

En el ejemplo 4.2.3 los puntos criticos de las soluciones z = g(y) son las dos

determinaciones de la funcion algebroide (g)% = {y1(c),y2(c)}. Y los puntos

singulares de la inversa y(x) son los valores criticos de la funcion g(y), es decir,

son las dos determinaciones de la funcién algebroide g((g) N=c— %03/ 2=
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{&1(¢),&2(c)}. En la construccion del parrafo anterior, los puntos singulares
son dos funciones uniformes dadas por & (c) = hy'(x) v &(c) = hy'(z) ¥y
la transformacion h es justamente una permutacién entre las singularidades
en Aj. En el ejemplo 4.2.3 podemos parametrizar A por z — (322 — 223, 2),
esto ya que 22 (z,7) = 093y +(@—y®) y por tanto 2 (z,y) = 0 si y solo si
Oy \™7 (1-y)? Oy \77

—(1-9)3y?+(z—y*) = 0, de donde obtenemos que z = 3y? —2y3. Asi, tendremos
que H|a(z) = 322 y por tanto la transformacién h vista como aplicaciéon de A en
A es simplemente z — —z (pues h es una permutacion entre las singularidades y
cumple que a z — v/22), por lo que es algebroide vista desde la variable 2 (pues
x =322 - 223).

Algunas de estas ideas seran usadas en la demostracion de la siguiente pro-
posicion. Ademas, esta proposicion es muy importante pues de ella deduciremos
el teorema I de Painlevé como un corolario.

Proposicién 4.2.3. Sea F una foliacion regular definida en una vecindad de
(0,0) € C? por una transformacion H: U — C con H(0,0) = 0. Supongamos que
{(z,y) e U |z =0} ¢ {(z,y) € U | H(z,y) = 0} y sea k el orden de %—I;(O,y)
alrededor de y = 0. Entonces existe un disco D centrado en 0 € C y € > 0 tal
que, para |c¢| < e, las soluciones y = f(z) de la ecuacion implicita H(z,y) = ¢
son algebroides sobre D con un ntimero de determinaciones menor o igual a k + 1
y, a lo més, k singularidades. Ademaés, cuando el valor absoluto de c¢ crece, las
singularidades tienden a la frontera de D.

Demostracion. Como {(z,y) e U |z =0} ¢ {(x,y) € U | H(z,y) = 0} se tiene
que %—I;(O,y) # 0 y por tanto k € N.

Cuando k = 0, tendremos que %—ZI(O, y) es constante y no cero alrededor de
y = 0, por tanto el teorema de la funcion implicita nos asegura la existencia de
soluciones ¢.(x) analiticas para (z,c) € D x D, donde tanto D como D, son
discos centrados en 0.

Ahora supongamos que k > 1. Como F es regular y %(0,0) = 0 se sigue

que %—5(0,0) = ¢ # 0. Definimos una nueva funcién auxiliar H: U x C — C

como H(z,y,c) = H(z,y) — ¢, definida asi tenemos que H(0,0,0) = 0 y ademés
%I; (0,0,0) = %—5(0, 0)—0=¢#0. AS}‘, por el teorema de la funcion implicita
tendremos que existe un abierto V' C C3, con (0,0,0) € V, y D, x D, C C?, con
Dy y D, discos centrados en 0, tales que para todo (y,c) € Dy x D, existe una
tinica z tal que (z,y,¢) € Vy H(z,y,¢) = 0; mas atin, que existe ¢: DyxD.— C
analitica y tal que H(¢(y,c),y,c) = 0 para todo (y,c) € Dy X D..

Por tanto, como f[((p(y,c),y,c) = H(e(y,c),y) — ¢ = 0 entonces, para ¢
fija, p(y,c) parametriza a una hoja de la foliacion. Ademas, como ¢(y,c) es
analitica, podemos escribirla como ¢(y, c) = 3275 aijy’c’, con D275 aiy'c
convergente.

Para ¢ = 0, tenemos que (z,y) = (¢(y,0),y) es la curva de F que pasa por
(x,y) = (0,0), asi:

_dzx

OH
oy Oyly=0)  axyt + akay T+ o
-5

O =""omg g = € ’
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por tanto el 0 es un cero de orden k+1 de la funcion ¢(y,0). En consecuencia, en
una vecindad de 0, en donde éste sea el tnico cero de ¢(y,0), podemos escribir
a la funcion ¢ como: p(y,0) = y*T1(b+ byy + boy?...), con b # 0, es decir, y**!
por una unidad holomorfa.

Por otro lado, como ¢(y,0) = ¢(y,cle=0) = D7 j—o ijy"¢’|e=0, entonces
ey, c) = ¢(y,0) + (3750 @ijy ieh) = p(y,0) + cg(y, c). Asi, para ¢ # 0 tendre-
90(y,0) _ aw(u, ) 4 (29@y)

Jy Jdy _
Sea D’ un disco centrado en y = 0, de tal forma que D’ C D, y que y =0

sea el tinico cero de (y,0) en D’. Sea v = 9D’ asi

mos que

le(y: e) — @y, 0)| = leg(y, o) = lellg(y, )| < le(y,0)], (4.4)
y derivando,
Op(y,c) 9y, 0)| _|,99(y:¢) 89 y, 9¢(y,0)
9y oy |~ 9y = |c| < o | (4.5)

Ambas desigualdades se dan a lo largo de la curva 7 para |c| suficientemente
pequefia. Tomemos € > 0 de tal forma que para |¢| < € se cumplan las desigual-
dades (4.4) y (4.5) a lo largo de la curva v y que el disco con radio € con centro
en cero, D,, se quede contenido en D..

Por la construccién que hemos hecho, se tiene que para toda c € D, la
funcion ¢(y,c) tiene k + 1 ceros contados con multiplicidad y (Z ) tiene k

ceros contados con multiplicidad, ambas en D’; estas dos afirmaciones se siguen
del teorema de Rouché (ver 1.1.11) ya que las desigualdades (4.4) y (4.5) se
cumplen. Ademaés, al cumplirse la desigualdad (4.4) se sigue que v no pasa por
los ceros de p(y,0) ni por los ceros de ¢(y,c), y por tanto podemos encontrar
un disco centrado en cero, Dy, tal que Dy C Int(p(y, c)(7)) .

Asi, para cada subdisco D C Dy, tendremos que ¢(y,c)~! tiene a lo més
k puntos singulares que seran los valores criticos de (y,c) como vimos en el
ejemplo 3.1.3, y que en los deméas puntos hay solamente una cantidad finita
de determinaciones sobre cada uno, ya que, como para cada ¢ € D, ¢(y, c) es
no constante, entonces, s6lo una cantidad finita de puntos de D’ pueden ir al
mismo punto bajo ¢(y,c). Mas atn, como el punto z igual a cero tiene k + 1
determinaciones sobre él, podemos deducir que sobre todos los puntos hay k + 1
determinaciones (esto se deduce en la prueba de la proposicion 3.1.1). Por lo
tanto, sobre cada D C D1, ¢(y,c)~! induce un recubrimiento ramificado de
orden k+1 con, a lo mas, k singularidades. Las soluciones y(z) que buscamos son
precisamente estas funciones inversas. Con esto hemos demostrado la primera
parte del resultado.

Sea A = {(x,y) € U | (33 y) = 0} la curva discriminante de F. Con-
sideremos las coordenadas (c y) (H(z,y),y), asi la transformacion H es la
primera coordenada y x = x(c,y) es una transformacion que tiene como curva

IEn esta expresion, por Int(o(y, c)(7)) entendemos el conjunto de puntos tales que su indice
respecto a la curva ¢(y, ¢)(v) es distinto de cero, en otras palabras, el conjunto de puntos que
estan “adentro de” o “encerrados por” la curva.
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discriminante a A, pues

si %—I;(w(y, ¢),y) = 0. Por tanto, si denotamos por y1(c),y2(c),...,yx(c) a los

awg;y) _ Sy lewe)y) %Zy) =0siy solo

puntos criticos de = ¢(y, ¢), con c¢ fija, entonces, por lo que acabamos de decir,
estos puntos tienen que estar en A, y por estar en la solucion ¢(y, ¢) estan en la
vertical {(H(x,y),y) | H(x,y) = ¢}, es decir, estan en la interseccion de esta linea
vertical con la curva A. Por tanto ¢~ (¢, y;(c)), i € {1,2,...,k}, parametrizan
a la curva A en estas nuevas coordenadas. Por el teorema de Puiseux, dado que
nuestra curva A es analitica, tendremos que estas parametrizaciones son alge-
broides; asi, podemos concluir que los puntos singulares de nuestras soluciones
y(z), que estan dados por (;(c) = ¢(y, ¢)(yi(c)), son algebroides también (pues
son la composiciéon de una funcion algebroide con una analitica).

Hacemos notar que la curva {(z,y) € U | H(z,y) = 0} tiene una tangencia
vertical en (0,0) que es aislada sobe la recta {(z,y) € C x C | z = 0}, pues
de lo contrario no podriamos encontrar una vecindad de y = 0 en donde éste
fuera el tnico cero de %—I;(O,y). Por tanto, para ¢ # 0, localmente la grafica
de p(y,¢), {(z,y) € U | H(z,y) = c}, interseca transversalmente a la recta
{(x,y) € Cx C | z = 0}; de esto podemos asegurar que todas las funciones
inversas correspondientes, y(z), son analiticas en x = 0. Asi, cada germen
algebroide (;(c¢) no puede ser idénticamente cero. En efecto, si alguno lo fuera,
dado que son los valores criticos de ¢(y, ¢), tendriamos que estos valores criticos
son todos cero, lo que implicaria que (0,0) no es una tangencia aislada sobre la
recta {(x,y) € C x C | & = 0} y esto seria una contradiccion. Finalmente, como
los gérmenes (;(c) no se anulan idénticamente y como estan parametrizados por
¢, tenemos que cuando |c| crece, éstos se alejan de cero; es decir, cuando el valor
absoluto de ¢ crece, las singularidades de las soluciones y.(z) se alejan del cero,
que era lo que nos faltaba demostrar. O

Ahora demostraremos un corolario de este resultado, con el que habremos
demostrado el teorema I de Painlevé.
Corolario 4.2.1. Dada la ecuacién diferencial g—g = % y g € C definido
como antes?, todas las soluciones de la ecuacion son algebroides sobre C \ Y.
Mas atn existe un k£ € N tal que toda solucién tiene, a lo més, k puntos singulares
y, a lo mas, k + 1 determinaciones sobre C\ Xg.

Demostracion. Cerca de todo punto (g, 0) € C? que satisface que zo ¢ X, la
proposiciéon 4.2.3 nos describe las soluciones de la ecuaciéon en una vecindad de
la forma {(z,y) | |t — zo| < €1, |H(x,y)| < €2}, con €1 y €2 mayores que cero.
Como la recta vertical {(z,y) € Cx C | # = 20} es compacta en C x C, entonces
la podemos cubrir por un nimero finito de estos abiertos. Asi, existe un disco
D,, centrado en xy tal que toda solucion, y(x), de la ecuacion diferencial es
algebroide sobre Dy, . Ademas, si denotamos por f,,(y) := %—5(3:0, y) y denotamos

2Recordemos que el conjunto Xz es el formado por los puntos = € C tales que Q(z,y) = 0
para todo y € C y por los puntos z € C tales que Q(z,y0) = P(z,yo) = 0 para algin yo € C,
en otras palabras, esta formado por los puntos sobre los que la foliacién F tiene una hoja
vertical o una singularidad.



4.3. EL TEOREMA II DE PAINLEVE 99

por Ord, f,, al orden de f,, al expresarla como serie de potencias al rededor de
1y, entonces en ZyGC Ord, fy,, hay solo un nimero finito de sumandos no cero,
que seran justamente los 6rdenes en los puntos en donde A interseca a la vertical
{(z,y) € Cx C | 2 = zo}. Por tanto, si llamamos k al entero >_ _» Ordy fz,
tendremos que todas las soluciones y(z), sobre D,,, cumplen con que tienen,
a lo mas, k puntos singulares y, a lo mas, k + 1 determinaciones; esto se sigue

facilmente de la prueba de la proposiciéon 4.2.3. U

4.3. El teorema II de Painlevé

Finalizamos este capitulo con esta breve secciéon, en donde enunciaremos y pro-
baremos el teorema II de Painlevé. Antes de enunciar este teorema recordaremos
algunas cosas, para lograr que el enunciado sea lo mas sencillo posible.

Primero recordemos que, en la seccién 3.2, vimos que para todo camino 7y el
conjunto X () es el formado por las singularidades intermedias encontradas al
continuar analiticamente una funcion f a lo largo de . En esa misma seccion
encontramos la proposicion 3.2.1 que nos asegura que si la funcion f es algebroide,
entonces el conjunto 3(7v) es finito y, ademas, cumple que existe una ¢ > 0 tal
que f puede ser continuada analiticamente a lo largo de todo camino v que
cumpla que

7' (0) =~(0), ' (t) =v(®)] < e y~'((0,1)) N E(v). (4.6)

Al final de esa seccion también mencionamos que, como caso particular de esta
misma proposicion, el siguiente conjunto resulta ser finito

{fy(z1) | 7 es tal que cumple (4.6) y~'(1) = z1}.

Por otra parte, por el teorema de existencia y unicidad 1.3.1, sabemos que
dada una solucién analitica local (z, (xg,y0)), de una ecuacion diferencial,
se cumple que, para todo y suficientemente cercano a yo existe la solucion

o(x, (xo,y)). Por el teorema I de Painlevé tenemos que, si éstas son soluciones de
P(z,y)
Q(z,y)’
tanto si consideramos caminos como antes, pero contenidos en C\ ¥ g, tendremos
que el conjunto {p,(z1, (z0,y)) : 7' es tal que cumple (4.6) y~v'(1) =~(1)} es
finito.

la ecuacion diferencial % = entonces son algebroides sobre C \ X y por

Teorema 4.3.1 (II de Painlevé). Sean P(z,y) y Q(z,y) € Clz,y] y consideremos
la ecuacion diferencial:

dy _ P(z,y)

dr Q(z,y)
Sea Q := C\ Xg y consideremos una solucion analitica local ¢(x, (zo,v0)). Si

~v: I — Q es un camino que empieza en Tg y termina en x1, tal que v no conduce
a o(x,(x0,Y0)) a una singularidad. Entonces, existe una constante € > 0 tal
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que la correspondencia ®., que a un valor inicial y cercano de yo le asigna el
conjunto finito de valores:

D, (y) := {oy (21, (x0,v)) | ¥': T — Q es e-cercana de v y (') = 0},

define una funcion multivaluada de y (sobre un disco D suficientemente pequerio
centrado en yo) dada por un nimero finito de funciones algebroides sobre D.

En el enunciado, al poner ¢,/ (x1, (zo,y)) estamos sobreentendiendo que ~/
es un camino que empieza en xg = v(0) y termina en 7 = y(1).

Demostracion. Sean ¢(x, (xo,yo)), v: I — Q y X(y) como en el enunciado, y sea

F la foliacion asociada a la ecuacion diferencial Z—Z = ggzz; Toda prolongacion

algebroide . esta caracterizada por un levantamiento ¥: I — Lo C C x C,
con moy = vy 0) = (x0,y0), a la hoja Ly pasando por (zg,yo). Como
todas las soluciones son algebroides sobre 2 entonces todas las singularidades
intermedias tendran que ser algebroides; asi, por el lema 3.2.3 tendremos que
solo hay una cantidad finita de prolongaciones de ¢ distintas. Denotemos por
Yy yN: L — QX C a todos los levantamientos® posibles que son justamente
los que caracterizan a cada prolongaciéon de .

Por la proposicion 4.2.3 y por la compacidad de la fibra vertical, para
todo t € I podemos encontrar un disco D centrado en ~(t) tal que toda hoja
L de la foliacion F|p restringida a un cilindro D x C es un recubrimiento
ramificado sobre D. Si L; es la hoja local que contiene a ;(t), entonces, salvo
por disminuir D, podemos suponer que cada transformacion 7w: L; — D es, o
bien un biholomorfismo, o bien un cubriente ramificado que s6lo se ramifica en
F:(t). (Si esto ultimo es el caso, entonces hay que notar que v(t) € X(v) y si el
orden de ramificacion es ¢, entonces ¢ levantamientos -y; coinciden en ¢ y difieren
justo después). Por compacidad del camino ~, podemos extraer de estos discos
una cubierta finita, digamos { Dy, D1, ..., D,}. Ademaés, podemos suponer que la
secuencia de discos Dg, D1, ..., D, recubre v, es decir, que existe una particiéon
del intervalo [0,1], 0 =ty < 1 < ... <ty < tns1 = 1 tal que Dy D y([tx, tp+1])-

Queremos describir a la correspondencia ® como un nimero finito de funcio-
nes algebroides, para hacer ésto consideraremos transformaciones que definan
localmente a la foliacién en abiertos convenientes.

Paracadai € {1,...,N}, k € {0,...,n}, denotemos por L;|p, a la hoja local
de la foliacion restringida F|p, , que contiene a ;(tx+1). Por como construimos la
secuencia de discos tendremos que 7(t;) ¢ X() para toda j € {0,...,n+1}, por
tanto, m: L;|p, N Li|p,,, — Di N Dg41 es un bioholomorfismo. Para cada hoja
local L;|p, consideramos una vecindad tabular de ésta, U;, , y una transformacion
local H;, : U;,, = C que define a la foliacién en dicha vecindad.

Como 4, = A, en Dy, tendremos que H;, = H,,, para todo [ y m en
{1,..., N}. Ahora bien, como la foliacién no tiene singularidades, pues la estamos

3Una observacién que podemos hacer es que todos estos levantamientos coinciden para t
pequena, pues @ es una funciéon analitica local, y difieren para t mayor y a medida en que se
encuentran con los puntos de 3(7).
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considerando sobre Y g, por el teorema de rectificacion después de hacer cambios
de coordenadas, podemos suponer que la transformacion H;, (z,y) = y define a la
foliacion en una vecindad de (g, yo); en particular tendremos que H; o(zo,y) = ¥,
para valores y cercanos de 3. Ademas también podemos suponer que H;, = H;,
en una vecindad de #;(tx+1), por como hemos construido la secuencia de discos
Dy, Dy, ...,D,.

Para €; > 0 suficientemente pequena podemos suponer que, para todo ¥
tal que |yf — yo| < €1, el conjunto {(x,y) € C? | z € Dy, y H;, (z,y) = y,} es no
vacfo, pues, después de los cambios de coordenadas tenemos que H;, (z, y4) = o,
H;, = H,;,_, en una vecindad de #(t) y valores suficiente cercanos a yo seran
tomados, dado que la foliacion F no tiene singularidades (ver figura 4.3); ademas,
dicho conjunto serd una hoja completa de la foliacion restringida F|p,, ya
que en particular H;, manda a hojas completas de F|p, a una constante.
Asi, para simplificar, remplazaremos cada vecindad tabular U;, por el abierto
{(z,y) € C?> |z € Dy, y |H;, (2,y) — yo| < €1}

C

Hiy (0, )=

Hiy(20,90) = %o 4
/
/

H;, (1‘, y) = y6

Figura 4.3: El conjunto {(z,y) € C* |z € Dy, y H;, (z,y) = y}} es no vacio.

Sea v': I — Q una e-perturbaciéon de v con 7'(0) = zo y 7' (1) = x;.
Si € es suficientemente pequena, entonces {Dy, D1,..., Dy} sigue siendo un
recubrimiento ordenado para el camino . M4s aun, podemos suponer que
¥ (tk+1) € Dr N Dyyq1. Sea 7’1 I — C x C un levantamiento de ~" a la hoja
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correspondiente a un prolongamiento algebroide de una solucion ¢(x, (zo, yj))
con |y, — yo| < €1. Asi, 4'(1) = (z1,¥}), donde ¥ es precisamente uno de los
valores tomados por @, en ;. (Observacion: todo valor de ®., es tomado de esta

manera).
Salvo por disminuir ¢; podemos suponer que para cada k € {0,...,n}
existe j € {1,...,N} tal que 4'(tx41) € Uy,, asi, en particular se tiene que

(1) € {(z,y) | v € Dn y Hi,(z,y) = yp} para alguna i € {1,..., N}, por
tanto, y; es el valor tomado en y(, por la funcion algebroide ®;(y) definida, para
ly — yo| < €1, como H,,(x1,P;(y)) = Ho,(z0,y), es decir, Hy,,(z1,P;:(y)) = v.
Precisamente estas son las funciones algebroides que dan origen a ®. O



Apéndice A
Topologia

A continuacion se presenta una lista de definiciones y resultados que fueron
utilizados a lo largo de este trabajo. Si bien se espera que el lector esté familiari-
zado con ellos, se han incluido aqui para una rapida consulta. Ademas, al final
de este apéndice, se incluyen referencias complementarias, en donde el lector
interesado podra profundizar en el tema.

Definicién A.0.1. Sea X un conjunto, P(X) su conjunto potenciay 7 C P(X).
1. 7 es una topologia en X cuando se cumplen las siguientes condiciones:
a) ety Xer,

b) si {A;}ier C 7 entonces U;erA; € 7,
c) si {A,B} C 7 entonces ANB € 7.
2. (X, 7) es un espacio topoldgico cuando 7 es una topologia en X. Y en tal

caso, a los elementos de X se les llaman puntos y a los de 7 se les llaman
abiertos.

Definicion A.0.2. Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X.
1. Si X \ A es abierto, entonces decimos que A es un cerrado.

2. Denotamos por A a la cerradura topoldgica de A que es el cerrado definido
por ({{C C X | AC C yC es cerrado }, que resulta ser el cerrado mas
pequeno, con respecto a la contencion, que contiene a A.

Definicion A.0.3. Sea (X, 7) un espacio topologico y S C X. La topologia de
S como subespacio de X es la siguiente: V' C S es abierto en S si y solo si existe
un abierto U en X tal que V=UNS.

De esta definicién vemos que si U es un abierto de un espacio topolégico
X, entonces en su topologia como subespacio los abiertos son simplemente los
abiertos de X que estan contenidos en U.

63
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Definiciéon A.0.4. Sean (X,7x) y (Y, 7y) dos espacios topologicosy f: X — Y
una funcion.

1. La funcion f es abierta si para todo abierto A de X se tiene que f(A) es
un abierto en Y.

2. La funcion f es continua si para todo abierto B en Y la imagen inversa de
B bajo f, f~1(B), es un abierto en X.

Definicién A.0.5. Sean (X,7x) v (Y, 7y) dos espacios topologicos, X y Y son
homeomorfos si existe una funcién continua f: X — Y tal que f es biyectiva y
su inversa es continua. En tal caso, decimos que f es un homeomorfismo.

Proposicion A.0.1. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topologicos y f: X — Y
una funcion. Si f es continua, biyectiva y abierta, entonces f es un homeomorfis-
mo.

Definiciéon A.0.6. Sea (X, 7) un espacio topologico y € X, V es una vecindad
abierta dex siysblosiVeryaxeV.

Definiciéon A.0.7. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topologicosy f: X — Y
una funcién. La funcion f es un homeomorfismo local si para todo z € X existe
una vecindad U de z tal que f(U) es un abierto de Yy f|y: U — f(U) es un
homeomorfismo.

Proposicion A.0.2. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topologicos y f: X — Y
una funcion. Si f es un homeomorfismo local, entonces f es continua.

Definiciéon A.0.8. Sea (X, 7) un espacio topologico, X es un espacio topologico
Hausdorff si para todo par de puntos {z,y} C X, con x # y, existen vecindades
V y U de z y y respectivamente, de tal forma que VN U = ().

Definiciéon A.0.9. Sea (X, 7) un espacio topologico y B C 7. B es una base
de la topologia 7 si cumple las siguientes propiedades:

1. Si B € 9B, entonces B € 7.
2. Para todo U € 7 existe {B;};cr C B tal que U = U;e1 B;.

Definiciéon A.0.10. Sea (X, 7) un espacio topolégico. El espacio topolégico X
es seqgundo numerable si existe una base numerable de 7.

Proposicion A.0.3. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) dos espacios topologicos, f: X =Y
una funcién y 98 una base de 7y. La funcién f es continua si y sélo si f~1(B) es
un abierto para todo B € 8.

Definiciéon A.0.11. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. X es disconexo si existen U y V abiertos distintos del vacio, tales que
UnNnvVv=0yUuV =X.

2. X es conexo si no es disconexo.
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Definiciéon A.0.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. X es conexo por trayec-
torias si para todo par de puntos {a,b} C X existe una funcion o: [0,1] = X
continua y tal que o(0) =ay o(1) =b.

Proposicion A.0.4. Sea (X,7) un espacio topologico. Si X es conexo por
trayectorias entonces X es conexo.

Definiciéon A.0.13. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. Una cubierta abierta de X es una colecciéon de abiertos, B C 7, tal que
uB = X.

2. X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.
3. U C X es relativamente compacto si U es compacto.

Definiciéon A.0.14. Sean (X,7x)y (Y, 7y) espacios topologicos y f: X =Y
una funcién.

1. f es una funciéon propia si para todo K C Y compacto f~1(K) es compacto.

2. f es una funcién finita si para todo y € Y se tiene que f~1(y) es un
conjunto finito.

Definicién A.0.15. Sea (X, 7) un espacio topologico.

1. Un camino en X es una funciéon continua « tal que a: [0,1] — X. Cuando
ademas se cumple que a(0) = zy = a(l), decimos que « es una curva
cerrada o un lazo en xg.

2. Una homotopia entre dos caminos «a: [0,1] — X, 8: [0,1] — X tales que
a(0) = z9 = (0) y a(1) = x1 = B(1) es una transformacion continua
H:[0,1] x[0,1] = X, tal que H(s,0) = a(s), H(s,1) = p(s), H(0,t) =
y H(1,t) = x1.

3. Dos caminos «: [0,1] = X, 8: [0,1] — X son homdtopos como caminos si
a(0) = 5(0), (1) = B(1) y existe una homotopia entre ellos.

Lema A.0.1. Sea (X, 7) un espacio topologico. La homotopia entre caminos es
una relaciéon de equivalencia en el conjunto formado por los caminos en X. Y si
a: [0,1] = X es un camino en X, denotaremos por [ a su clase de equivalencia
bajo esta relacion.

Definiciéon A.0.16. Sea (X, 7) un espacio topologico y «, § dos caminos en X.

1. Si a(1) = B(0), entonces definimos la concatenacion de o'y 8 como el
camino « x 3: [0,1] — X, dado por:

- 1
ok f = a(2t), sz'(igtga
p2t—1), siz<t<l1
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2. Los caminos a y 8 son concatenables si a(1) = 5(0) (y por tanto existe

axf3).

Lema A.0.2. Sea (X,7) un espacio topolédgico y aq, as, 1, B2 caminos en

X tales que [ag] = [a2] ¥ [B1] = [B2]- Si a1 y B1 son concatenables, entonces
ag y P2 también lo son y [ag * B1] = [a2 * fBa]. Por tanto, estda bien definido
[a] % [8] := [a * B], pues no depende del representante de la clase de equivalencia.

Teorema A.0.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y xg € X. El conjunto definido
como 1 (X, z9) = {[a] | @ es un lazo en x¢} es un grupo con la concatenacion
como producto.

Definiciéon A.0.17. Sea (X, 7) un espacio topologico y zp € X.
1. El grupo (m1(X,z0), %) es el grupo fundamental de X basado en zg.

2. X es simplemente conexo si X es conexo por trayectorias y su grupo
fundamental es trivial.

Proposicion A.0.5. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y un homeo-
morfismo. Si f(zg) = yo entonces 7 (X, z) y m1 (Y, yo) son isomorfos.

Proposicién A.0.6. Si S! = {z € C| |z| = 1}, entonces (m; (S, 1),*) = (Z, +).

En la prueba del resultado anterior se ve que el grupo fundamental de S! est4
generado por las potencias de [a], donde a: [0,1] = S!, a(t) = ™. Ademas,
como C\ {2} es homeomorfo a S!, tendremos que sus grupos fundamentales
son isomorfos y, por tanto, el grupo fundamental de C\ {zo} puede ser generado
por las potencias de un elemento en él.

Definicion A.0.18. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos y p: X — Y
una funcion. La funcién p es un mapeo cubriente si para cada y € Y existe
una vecindad U € 7y de y tal que p~!(U) es uniéon ajena de abiertos en X
homeomorfos a U, por p restringida a cada uno de ellos.

Lema A.0.3. Sean (X,7x) y (Y, 7y) dos espacios topologicos y p: X — Y un
mapeo cubriente.

1. La funcién p es suprayectiva.
2. La funcién p es un homeomorfismo local.

Del punto 2 de este lema y de la proposicion A.0.2 de este apéndice podemos
concluir que un mapeo cubriente siempre es una funciéon continua.

Todas estas definiciones y resultados pueden ser encontrados en [11] y [15];
ademas, todo lo relacionado con la primera parte, que incluye hasta la defini-
cién A.0.13, también puede ser encontrado en el libro [21].
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