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Resumen

Spin crossover transition have a great impact on the physical properties of materials, as they
can influence their optical, electric and magnetic properties, showing also pronounced hystere-
sis. This leads to possible technological applications such as memory devices, screen displays,
and molecular switches due to the bistability between the high and low spin state within the
hysteresis loop. In this thesis, we study crossover materials through Monte-Carlo simulations
with a code programmed in the JULIA language, this code is independent of the Hamiltonian
and the geometry of the system. With this code, we were able to reproduce the results obtained
in simulations on an Insing-like temperature-dependent model (Wajnflasz model). Moreover,
in this thesis, we propose an original and general model, with wich we not only were capable
of reproducing the results of the known Wajnflasz model but also obtained and explained ex-
perimental results that, as far as we have searched, haven’t been explained theoretically with
computer simulations. With the proposed model, we were able to simulate every spin-crossover
transition reported to this day (i.e. gradual, sudden, with hysteresis, stepwise, incomplete to the
high spin state and incomplete to the low spin state). We characterized the transitions given
the values of the parameters J A and C in this new model, with J a parameter related to the
bond energy, A the energy difference between the low and high spin state and C a parameter
that regulates the change in energy when the material is deformed. When J is very small, there
is no sudden transition, but a gradual one instead. Depending on the values of the C parame-
ter, we obtained step-wise transitions and if both C and A are very small, we have incomplete
transitions. Finally, this work explains the reason why different morphologies (i.e. the different
crystal structures for a given substance) present different spin-crossover transitions, an issue
that, according to the literature, is still an unsolved problem to this day.

Las transiciones de espin repercuten de gran manera sobre las propiedades fisicas de los
materiales, cambian sus propiedades 6pticas, eléctricas y magnéticas, observandose también el
fenémeno de histéresis. Esto eleva su interés en aplicaciones tecnoldgicas, como la fabricacién
de memorias digitales, pantallas e incluso interruptores moleculares, debido a la biestabilidad
de los estados de alto y bajo espin presentes en el ciclo de histéresis. En esta tesis se estudian
los materiales de transicién de espin a través de simulaciones de Monte Carlo con un cédi-
go programado en el lenguaje JULIA, este cddigo es independiente tanto de la geometria del
sistema como del hamiltoniano. Con dicho c6digo fue posible replicar resultados previamente




obtenidos simulando sobre un modelo tipo Ising dependiente de la temperatura (modelo Wajn-
flasz). Ademds, en esta tesis también se propone un modelo general y original con el que no
solo se lograron reproducir resultados del conocido modelo de Wajnflasz, sino también fue
posible obtener y explicar resultados experimentales, que hasta donde pudimos revisar no han
sido explicados de manera tedrica o computacional. Con el modelo propuesto se logré simular
todos los tipos de transiciones de espin reportadas por la literatura (i.e. transiciones graduales,
abruptas, con histéresis, escalonadas, incompletas hacia el estado de bajo espin e incompletas
hacia el estado de alto espin). Se caracterizé las transiciones dados los valores de los parametros
J, Ay C en el modelo propuesto, con J un pardmetro relacionado a la energia de enlace, A la
diferencia de energia entre los estados de alto y bajo espin y C un parametro que mide el cam-
bio de energia al deformar el material. Cuando J es muy pequefio, no se da transicion abrupta,
sino gradual. Dependiendo del valor del parametro C se obtienen transiciones escalonadas y
si tanto C como A son muy pequefias, se obtienen transiciones incompletas. Finalmente, este
trabajo logra dar una explicacién de por qué distintas morfologias (siendo estos las distintas
estructuras cristalinas para una misma substancia) presentan diferentes transiciones de espin,
cuestion que se ha indicado en la literatura, sigue siendo un problema abierto hoy en dia.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El estudio y entendimiento, tanto tedrica como experimentalmente, de las propiedades de
los materiales, asi como de los fendmenos que las alteran, es el principal motor del desarrollo
tecnolégico. Por ejemplo, en la historia de la humanidad, el aprendizaje del manejo de los
metales conllevé desarrollos tecnoldgicos de alto impacto. Se separan las edades de la historia
de la humanidad con respecto a su habilidad para manejar distintos materiales, e.g. “edad de
piedra”, “edad de bronce” y actualmente la llamada “edad de Silicio ”. Hoy la comprension
de materiales ceramicos ha llevado al desarrollo de semiconductores, basicos en la electrénica
usada todos los dias. Actualmente una de las propiedades mas importantes a estudiarse son las
propiedades termodindmicas. Ejemplo de esto se ve en los materiales vitreos como los plésticos
o compuestos de silicio usados en micro-componentes [1]. Se prevé ademas, que propiedades
Opticas puedan ser usadas para sustituir la electronica [2], de hecho ya se usan algunas de estas
propiedades en las fibras 6pticas.

Ademés de las propiedades termodindmicas y Opticas, las propiedades magnéticas han to-
mado mucho interés en los dltimos afios. Prueba de esto es la cantidad de premios Nobel,
por un lado asociados a fendmenos magnéticos, por ejemplo, el descubrimiento de los super-
conductores [3] (los cuales presentan efecto Meissner), la magnetorresistencia Gigante [4],
en esta direccién, uno se puede preguntar sobre materiales que presenten nuevas propiedades
magnéticas, o bien cambios en su propiedades Opticas, termodindmicas, mecénicas, etc, al va-
riar un campo magnético. Por otro lado estd el premio Nobel en quimica de 1968, otorgado
Lars Onsager por el descubrimiento de las relaciones que llevan su nombre, fundamentales en
la termodindmica de los procesos irreversibles [5]. Onsager también aportd una importantisima
contribucién al estudio de los materiales magnéticos, al dar una solucion exacta al modelo de
Ising en dos dimensiones [6].

Con esto en mente, en lo que corresponde a esta tesis, nos enfocaremos al estudio de un
fendmeno presente en materiales metélicos. Este fendmeno es el de la transicién de espin, que
como veremos, tiene un gran impacto en las propiedades fisicas de los materiales en los que se
presenta (denomindndose éstos como materiales de transicién de espin).
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1.2. Materiales de alto espin

Se dice que un sistema atraviesa una transiciéon de espin cuando se da un reordenamiento
electrénico de un estado de alto espin a bajo espin (o viceversa), teniendo que un estado de
alto espin es aquel en donde la energia de separacién del cristal A es menor que la energia
de repulsion P que experimentan los electrones entre si, teniendo como consecuencia que los
electrones de la capa d sigan la regla de Hund (ver figura 1.1). En contraste, el estado de
bajo espin se da cuando A > P ya que en este caso los electrones tienden a ocupar los niveles
orbitales de menor energia [7].

i A

Alto espin i T i T i T

Bajo espin

Figura 1.1: Se tiene el estado de bajo espin cuando A > P y el estado de alto espin cuando A < P.

En materiales donde A ~ P el estado de espin depende de factores externos, como pueden
ser la presién[8], temperatura [9, 10, 11] o incluso la incidencia de radiacidn electromagnética
[12, 13, 14], por lo que en estos casos, la transicién de espin puede ser detectable, reversible y
sobre todo controlable. Esto implicaria que al hacer cambios externos, como la temperatura o la
incidencia de radiacion electromagnética, las propiedades magnéticas del material cambiarian.
Sin duda, tener materiales que cambian sus propiedades magnéticas de forma controlada es
de sumo interés para posibles aplicaciones tecnoldgicas. Ejemplos de estas aplicaciones son al
fabricacién de monitores, dispositivos de almacenamiento de datos, interruptores moleculares
[15] y otras que quizd no hemos considerado. El caso de los interruptores moleculares es espe-
cialmente atractivo, porque podria reducir de forma considerable la escala en la electrénica.

El estudio de los materiales de transicién de espin puede darse desde el dmbito experi-
mental o desde el &mbito tedrico. Experimentalmente se ha visto que las transiciones de espin
pueden ser graduales[16], abruptas[17], escalonadas[18, 19], incompletas[20] y con [21, 22] o
sin histéresis[23], estudiandose con distintos métodos (de los cuales se hara una revision en el
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siguiente capitulo) las distintas propiedades fisicas antes y después de la transicion. Ademas
transiciones de espin tienen un gran impacto en las propiedades fisicas del material, cambiando
su color[24], resistencia eléctrica [25], momento magnético [26], constante dieléctrica [27] o
su estructura cristalina [28].

Desde el punto de vista tedrico, las transiciones de espin se han estudiado sobre todo
computacionalmente debido a las dificultades para resolverse de manera analitica los distintos
modelos. Para resolver los distintos modelos que se han propuesto, se han hecho generalmente
simulaciones numéricas del comportamiento del estado de alto espin conforme cambia la tem-
peratura [9], aunque también se ha revisado el caso donde lo que se varia es la presion [29].
Estas simulaciones se hacen generalmente con modelos tipo Ising [30] y modelos tipo Landau
[31]. Con estos modelos ha sido posible simular numéricamente transiciones abruptas [32],
graduales [33], con [34] y sin histéresis [35] y con dos escalones [36].

Existe una inconsistencia entre los modelos tedricos y lo que se observa experimental-
mente. Por ejemplo, hasta donde hemos visto, no existe un modelo general que logre explicar
adecuadamente todos los tipos de transicion variando algtn (o algunos) pardmetro(s) relacio-
nado(s) con alguna propiedad molecular (energia de enlace, energia de separacion del cristal,
etc.). Si encontraramos un modelo de este tipo, podriamos investigar numéricamente materiales
que quizd es dificil estudiar experimentalmente.

En el caso particular de las transiciones incompletas, es dificil experimentalmente decir si
no se llega a un estado completo de alto espin por que el material se derrite antes, o porque
realmente no puede llegar a dicho estado; sin embargo, computaciondlmente esto no es ningin
problema. Por esta razén nos hemos interesado en hacer un estudio computacional de esta clase
de materiales.

1.3. Modelo de Ising y Transiciones de Fase

El modelo de Ising (propuesto en 1920 por W. Lenz, este es uno de los raros casos donde
el nombre del modelo lo lleva el alumno, E. Ising, y no su maestro quien propuso el modelo
[37]) se propuso originalmente para estudiar materiales ferromagnéticos, que de alguna forma
se parecen a los materiales de transicién de espin. Este es uno de los modelos mds estudiados,
yendo mas alld de su version original, desde su aparicion.

Inicialmente, este modelo estudiaba los materiales ferromagnéticos a través del estudio de
arreglos de espines donde la contribucidn energética estd dada principalmente por dos partes,
una que toma en cuenta la interaccidn entre espines vecinos, mientras que la otra parte estd dada
por la energia individual de cada espin. Los materiales ferromagnéticos pueden (dependiendo
de condiciones externas como temperatura o la presencia de un campo magnético) presentar
histéresis o una transicién a un estado paramagnético. Como veremos mads adelante, el modelo
de Ising en una dimension no presenta transicién de fase alguna, resultado que decepciond bas-
tante a Ising. Aunque en 1 dimensién el modelo de Ising no presenta transicion de fase, en dos
dimensiones (resuelto por primera vez por Onsager en 1944 [6]) presenta una transicion de fa-
se continua, la cual explica bien de forma cualitativa los materiales ferromagnéticos. Como las
propiedades termodinamicas del modelo de Ising son estudiadas a través del formalismo de la
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fisica estadistica, resulta natural recurrir al cardcter estocastico de los métodos de Monte Carlo
para realizar las simulaciones computacionales. Actualmente se han hecho varias simulaciones
que si bien si representan bien el comportamiento de las transiciones de espin, éstas son para
ciertos casos especificos y dependiendo el tipo de transicidn, requieren ajustes, haciendo poco
general el modelo.

En esta tesis estudiamos las transiciones de espin a través de simulaciones de Monte Carlo,
con un cddigo (que es independiente de la geometria del sistema y del Hamiltoniano) con el
que pudimos reproducir resultados previamente obtenidos, ademads, proponemos y empleamos
un modelo original y general para estudiar y obtener las distintas transiciones de espin que se
obtienen experimentalmente.

1.4. Modelo Propuesto y Polimorfismo

En [38] se hace una extensa revisién de como sistemas polimorfos (definiendo el poli-
morfismo como la capacidad de una substancia de existir en dos o mds estructuras cristalinas,
denominadas polimorfos, que tienen un distinto arreglo molecular de la red cristalina) presen-
tan distintas transiciones de espin, por lo que en dicha revision resaltan la necesidad de estudios
tedricos sobre los distintos polimorfos.

La diferencia cristalina entre los polimorfos de una substancia, asi como la deformacién
que algunos materiales atraviesan al pasar de un estado de espin a otro, nos llevé a considerar
que la energia de interaccién entre espines se ve afectada por estas deformaciones estructurales.
La energia de interaccidn entre vecinos estd regulada por el pardmetro de intercambio J que es
considerado como un pardmetro fenomenoldgico y constante. Asi, nuestro modelo propone que
J depende de la magnetizacion del sistema. Con este modelo y nuestro cédigo fuimos capaces
de simular varios tipos de transicién de espin: graduales, abruptas, escalonadas, con histéresis
e incompletas.

1.5. Estructura de la tesis

De manera concreta, el objetivo de esta tesis es estudiar computaciondlmente los materiales
de transicion de espin empleando un modelo tipo Ising dependiente de la temperatura, similar
al propuesto por Wajnflasz[39], pero que considera las deformaciones que sufre el material al
atravesar la transicion de espin, en una aproximacién de campo medio.

En el capitulo 2 revisaremos los métodos experimentales con los cuales se estudian los
materiales de transicién de espin, siendo estos la cristalografia con rayos X, espectroscopia
Raman, espectroscopia Mdéssbauer y calorimetria, aqui también se mencionan las aplicaciones
y las distintas perturbaciones con la que se da la transicidn de espin en estos materiales, ademas
se habla un poco del polimorfismo de estos materiales.
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Posteriormente, en el capitulo 3, estudiaremos las bases del modelo de Ising, siendo este el
modelo tedrico con el que trabajaremos, ademds de proponer y explicar un nuevo modelo tedri-
co para estudiar los materiales de transicion de espin. En el capitulo 4 exponemos la teoria de
los métodos de Monte Carlo, del algoritmo de metrépolis y el de Wang-Landau.En este capitu-
lo también se explican los detalles de la simulacién, como el tamafo de la red y los pasos de
termalizacion.El capitulo 5 muestra los resultados de las simulaciones realizadas. Finalmente
en el capitulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.

Ademads, se hizo un apéndice donde se muestra el cddigo con el que se obtuvieron todos
los resultados de la tesis.







Capitulo 2

Materiales de Transicion de Espin

2.1. Introduccion

La transicién de espin es un proceso que involucra el rearreglo de los electrones en un ion
metalico de un estado de alto espin (AS) a uno de bajo espin (BS)(vease figura 2.1). Estos es-
tados corresponden a las distribuciones electrénicas en las 6rbitas de los niveles energéticos de
los metales tales que maximicen y minimicen el niimero de parejas de electrones desacoplados
respectivamente [7]. Este fendmeno es prevalente en la ferroquimica y puede ocurrir en cual-
quier estado de la materia, no obstante, el caso mas estudiado es cuando se presenta en sélidos.
La transicién de espin (TE) tienen un gran impacto sobre las propiedades fisicas del material
en las que suceden, como por ejemplo: el momento magnético, color, la constante dieléctrica,
resistencia eléctrica y la estructura cristalina. Ademads, algunos de estos materiales presentan
histéresis durante la transicién, lo que generalmente también indica un cambio estructural du-
rante la misma. Dentro del ciclo de histéresis, los materiales se comportan como interruptores
biestables, en los que pueden estar ya sea en un estado de AS o en uno de BS, dependiendo de
su historia.
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Figura 2.1: Resultados experimentales para los materiales de transicion de espin, dados por [40].
La grafica muestra el comportamiento de la susceptibilidad magnética con respecto a la tempera-
tura, al elevar ésta a los 400K y después dejar enfriar a la temperatura inicial de 300k. Se puede

observar que al calentar la muestra y al rededor de los 370K se da un cambio abrupto en la suscep-

tibilidad magnética, ademds de mostrdndose el fenémeno de histéresis al dejarse enfriar.

Otro aspecto bastante importante en el fendmeno de transicién de espin es el hecho de que
experimentalmente se han encontrado distintos tipos de transicién de espin, ya sean graduales,
abruptas, escalonadas, con histéresis e incompletas, no obstante, teéricamente s6lo se han po-
dido encontrar, segun la literatura que consultamos, transiciones graduales y abruptas. Hasta
ahora sé6lo hemos hablado de los resultados experimentales que se han logrado, pero no hemos
dicho nada sobre cémo se han llegado a esas conclusiones, es decir, los métodos experimenta-
les.

2.2. Métodos experimentales de estudio

En esta seccién se desarrollardn algunos de los diferentes aspectos experimentales del estu-
dio de los materiales de transicién de espin, como se estudian y aplicaciones respectivamente.

2.2.1. Medicion de la susceptibilidad magnética

2.2.2. Cristalografia con Rayos X

Uno de los métodos empleados para estudiar el cambio en la estructura (es decir, como se
modifica la geometria de la red al cambiar de un estado a otro) de los materiales de transicién
de espin es a través de la cristalografia con Rayos X. Antes de explicar la difraccién con rayos
X es conveniente analizar la teorfa de la cristalografia, el desarrollo de la siguiente seccién
puede ser consultado en cualquier libro de fisica del estado sélido, como por ejemplo [41].




2.2 Métodos experimentales de estudio

El estudio de Ia fisica del estado s6lido empez6 con el descubrimiento de la difraccion
de rayos X por cristales. Los cristales estdn formados por grupos idénticos de bloques que se
sobreponen uno encima de otro. Estos bloques son dtomos o arreglos de d&tomos, por lo que los
cristales son un arreglo periddico de dtomos en tres dimensiones. En los cristales mds simples
la unidad estructural es un 4tomo como lo es para el Cu, Au, Ag, Fe, Al y metales alcalinos, no
obstante, la unidad minima de estructura puede ser también un grupo de dtomos o moléculas.
La estructura de los cristales se puede describir en términos de redes, teniendo en cada nodo
de la red la unidad minima de estructura. Dicho de otra manera, la red estd construida por la
repeticion periddica de la unidad minima de estructura (llamada base) en 3 direcciones que se
representan a través de tres vectores a, b, ¢ y el paralelepipedo formado con dichos vectores es
llamado celda primitiva. La estructura cristalina estd constituida de dos partes: la red y la base.

2.2.2.1. Redes de Bravais

Las redes se pueden clasificar segtn las caracteristicas de los vectores a,b,c y los dngulos
que se forman entre ellos o, B, y respectivamente. En tres dimensiones existen 14 tipos de
distintas redes cristalinas, llamadas redes de Bravais, siendo la red mas general aquella que
tiene los tres vectores a,b,c y los tres dngulos «, 3, ¥ de distinta magnitud. Esta red general es
denominada como “red tricilinica”. Ademads de la red triclinica hay 13 redes especiales (véase
figura 2.2).
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Figura 2.2: Lista de las distintas redes de Bravais en 3 dimensiones, obtenida de [http://ac-

quimica.blogspot.mx/2012/03/el-estado-solido-redes-de-bravais-iv.html ] el 06/03/18

Esta clasificacion es util puesto que conocer el tipo de red a la que se pertenece nos puede
ayudar a hacer cdlculos sobre las propiedades de transferencia en el cristal, esto debido a que el
teorema de Bloch depende de la periodicidad del sistema. Entonces, cualquier onda dentro de
una red cristalina se propagard diferente en cada direccién, dependiendo del tipo de red. Entre
otras cosas, la difraccién de electrones o de rayos X, depende de la red de Bravais.

2.2.2.2. Difraccion

Daremos un desarrollo sobre la difraccién similar al empleado en [42]. La difraccién, en
términos generales, es un fendmeno que se presenta cuando la radiacion electromagnética in-
teractia con un “obsticulo” ! mientras se propaga, el resultado de esta interaccién, dadas las
condiciones necesarias, produce un patrén de difraccion.

Una de las condiciones para obtener el fendmeno de difraccién es que el tamafio del
obstaculo sea del mismo orden de magnitud que el de la longitud de onda de la radiacién
electromagnética en cuestién. Es por esto que se usan rayos X (cuya longitud de onda es del
orden de dngstroms) para estudiar la estructura cristalina (cuyas atomos tienen el mismo orden
de magnitud)

leste obstaculo puede ser un objeto material o bien una apertura sobre alguna pantalla
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2.2 Métodos experimentales de estudio

William Laurence Bragg y su padre (también William Bragg) dieron una explicacion para
los rayos difractados por los cristales.

Figura 2.3: Derivacién de la ley de Bragg 2dsin® = nA, d es la distancia entre planos atémicos

paralelos y n = 1,2,3, ..., un nimero natural

Primero supongamos que rayos incidentes sobre planos atomicos paralelos del cristal son
reflejados. Cada plano refleja solo cierta fraccién de la radiacién incidente. Sabemos que el
angulo de incidencia es igual al dngulo de reflexién (ley de Snell de la reflexién). Tendremos
el fenémeno de difraccién cuando los rayos reflejados de planos paralelos interfieran cons-
tructivamente, como se ve en 2.3. Si la distancia entre los planos atémicos es d, la diferencia
de camino 6ptico entre planos atomicos es 2dsin 8, con 6 medido desde el plano. Desde el
punto de vista de la éptica, la condicidn para obtener interferencia constructiva es que la dife-
rencia de camino 6ptico entre varias ondas debe ser un numero entero de la longitud de onda
de la radiacion en cuestion: nA.

Entonces, la condicion para tener difraccion de radiacion electromagnética incidente en estruc-
turas cristalinas resulta:

2dsin @ = nA 2.1

Esta es la famosa deduccién de los Bragg, por lo que lleva su nombre y es consecuencia del
caricter periddico de las redes cristalinas. Ahora bien, sélo obtendremos difraccidn para cierto
valores de 0.

En los experimentos de difraccién de rayos X sobre cristales, se hace incidir una longitud
de onda predeterminada a distintos dngulos sobre el cristal en cuestidon y se mide la intensidad
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de los rayos difractados,estas graficas de intensidad vs 6 son conocidas como difractogramas.
Cada vez que se cumplan las condiciones dadas por 2.1 se obtendrdn picos de intensidad a
determinados dngulos, de esta manera se puede obtener la distancia interplanar de la red cris-
talina.
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Figura 2.4: Difractograma de un mineral previamente desconocido, empleando la base de datos

COD se pudo determinar que se trata de calcita con una pequefia proporcion de cuarzo.

En la figura 2.4 tenemos un difractograma realizado sobre una muestra mineral previamente
desconocida. Dicha muestra se pulverizé y estudié con un difractémetro SIEMENS D5000
!, posteriormente se utiliz6 el programa EVA para buscar y ajustar un diagrama de picos de
difraccidn, de la base de datos internacional de cristales (COD por sus siglas en inglés), lo
mds aproximado al espectro obtenido. Dicho ajuste resulté en que el espectro corresponde en
su mayor parte a la Calcita (CaCO3), y en pequeiia proporcién al Cuarzo, posteriormente se
procedi6 a indexar los picos correspondientes. El autor de esta tesis realizo esta caracterizacion
cristalogréfica en el IFUNAM, como parte de su formacién académica en la licenciatura.

IEste difractémetro hace incidir los rayos X sobre la muestra pulverizada a distintos dngulos para determinar

los maximos en intensidad.
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2.2 Métodos experimentales de estudio

2.2.3. Espectroscopia Raman

Si queremos medir ahora la energia de enlace (o la constante K del “resorte” que une a
dos moléculas vecinas), lo que necesitamos es medir los modos vibratorios de la red. Para esto
utilizamos espectroscopia Raman. Ademads, el espectro Raman estd también muy relacionado
con transiciones electronicas.

La idea general de la espectroscopia Raman es enviar una onda electromagnética de una
frecuencia conocida a una muestra (tipicamente en el intervalo de UV-visible) y observar con
qué frecuencia sale. La frecuencia con la que sale depende de la pérdida de energia al mo-
mento de la dispersion de la luz. Esta diferencia en la energia puede ser positiva o negativa,
dependiendo de si se excita a la muestra o se des-excita. En los experimentos de espectroscopia
Raman se tiene que considerar ademds que parte de la Luz dispersada sigue la ley de Rayleight,
luz que debe ser descartada.

Similar a la seccién anterior, es importante revisar primero la base tedrica detras de la
espectroscopia Raman antes de ver como se emplea ésta para estudiar a los materiales de
transicion de espin. El desarrollo de esta seccidn estd basado en [43]. Las observaciones ex-
perimentales que corresponden a la espectroscopia Raman se basan en la interaccién de radia-
cién electromagnética con moléculas, induciendo transiciones a vibratorios a niveles energéti-
cos mayores. Cuando una molécula interactia con campo electromagnético sélo se transferird
energia del campo a la molécula si se cumple la relacién de Planck-Einstein:

AE = hv. 2.2)

Donde AE = E, — E; es la diferencia de energia, h es la constante de Planck y v la fre-
cuencia de la radiacién incidente. Esto quiere decir que, si E, y E| son las energias del estado
excitado y estado base, respectivamente, entonces la molécula “ absorbe ”” AE cuando el campo
electromagnético que le incide tiene frecuencia v y la excita del estado E; al E,, ademas, la
molécula “ emite” AE cuando regresa del estado E; al E;.

En la espectroscopia Raman generalmente se observan transiciones entre niveles vibrato-
rios , correspondientes a frecuencias en la regiéon UV-visible, que se originan por vibratorios de
los niicleos que constituyen a las moléculas. Existe también la espectroscopia infrarroja, que
también es una espectroscopia que mide transiciones vibratorias, pero difiere de la espectros-
copia Raman en el hecho de que ésta depende en el cambio de polarizaciéon de la molécula,
mientras que la espectroscopia infrarroja depende en el cambio del momento dipolar.

13



2. MATERIALES DE TRANSICION DE ESPIN

IR

Io(v) I(v)
—_—> Muestra >

UV-visible

—~> Muestra

(laser)

vo £vm (Dispercién Raman)

vo (Dispercion Rayleigh)

Figura 2.5: Representacion esquematica de la diferencia entre Raman e IR

2.2.3.1. Vibracion de moléculas diatomicas

C.M
m1 m2

@ @
x1 ¥ x2

ri r2

Figura 2.6: Representacién de una molécula diatémica

Consideremos la vibracién de una molécula diatémica (ver figura 2.6) en la que dos 4tomos
estan ligados quimicamente, m; m; son las masas de los atomos y ry, r; las distancias de éstos
al centro de masa de la molécula, esto implica que la distancia a la posicién de equilibrio es
r1+ra, X1 y x2 son los desplazamientos de los d&tomos 1 y 2, respectivamente, de su posicion
de equilibrio. La conservacion del centro de masa implica mr; = mory y:

ml(rl—l—xl) :mz(rz +x2), (2.3)
por lo que:
m
X = (=)x. 2.4)
mj

En la teoria clésica, el enlace quimico entre los 4tomos se trata como resortes que obedecen
la ley de Hooke, teniendo asi una fuerza restitutiva a los desplazamientos de la forma:

f=—-K(x1—x2), (2.5)
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2.2 Métodos experimentales de estudio

con K la constante del resorte.
Ademds, empleando la dindmica de Newton:

=T, (2.6)

coni=1,2yj#i
Podemos ahora combinar las ecuaciones de movimiento para cada particula suméndolas:

mimy d2x1 d2X2
mi +my dr? dlz)
mpni
my +my

= —K()q -I-XZ), 2.7)

reescribiendo u =

y (x1 +x2) = g, esta ecuacion diferencial tiene una solucién de

la forma:

G = qosin (2V,t + ¢), 2.8)

donde g, es el desplazamiento maximo, ¢ una fase que depende de las condiciones iniciales
y V, la frecuencia de vibracion cldsica, la cual es:

1 /K

Vo= ——1/—. 2.9
2\l u

Para encontrar la energia potencial (V), consideramos que este es un campo conservativo,

i.e.dV = —fdq, por lo que:

1
V= Equ = 2U(TVygosin (27, + ¢))?, (2.10)
mientras que para la energia cinética U tenemos que:
_ 1 dq, 2
U= EH(E) =2U(mV,q,cos 2TVt + @)~ (2.11)

Asi, la energia total E = U 4V resulta ser una constante. En el tratamiento cudntico, la
vibracion de una molécula diatémica se puede tratar como el movimiento de una particula con
masa [ en un potencial de la forma 2.10. La ecuacién de Schrodinger para tal sistema es:

>y  8n’u 1

—= E—-Kq@)y=0 2.12
lo que resulta en los eigenvalores:
1
E,=hv(n+ 5), (2.13)

conn=0,1,2,3,... el nimero cudntico principal. Las eigenfunciones son:

4 2
Yo = (0&/2% exp(—3 - Hn(\/@a)), (2.14)
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con ¢ = 27r\/¥ y H,(y/0q) es el polinomio de Hermite de grado n. Si comparamos las
frecuencias obtenidas tanto cldsicamente como cuanticamente, es facil ver que son iguales, no
obstante existen varias diferencias entre el resultado cldsico y el cudntico, por ejemplo, en el
caso clasico la energia es 0 cuando g = 0, pero cudnticamente, para el estado con menor energia

3 hv . o . ‘o
n=0,éstaes: £ = 5 otra diferencia importante es que la energia en el caso clasico puede

variar continuamente, mientras que en el caso cudntico s6lo cambiara discretamente en multi-
plos de hv.

Como ya mencionamos, las transiciones vibratorias pueden ser observadas con espectros-
copia IR o con Raman, tomando muy en cuenta las diferencias mencionadas anteriormente
antes de la figura 2.5).

En el caso de la espectroscopia Raman, la muestra es irradiada con ldseres en la regién UV-
visible (con frecuencia v,)) y la luz dispersada se observa en una direccidn perpendicular al rayo
incidente. La luz dispersada consiste de dos tipos, una llamada dispersion Rayleigh que tiene
la misma frecuencia que el haz de incidencia (vy) y la otra es la dispersién Raman, que es més
débil que la primera (y del orden de 10~ del haz incidente) y tiene como frecuencia v, % V,,,
donde v,, es la frecuencia vibratoria de la molécula, cuando es positiva dicha frecuencia, te-
nemos lineas que se le conocen como anti-Stokes, mientras que para frecuencias vibratorios
moleculares negativas tenemos lineas espectrales de Stokes. Es asi que en la espectroscopia
Raman, se mide la frecuencia vibratoria v,, como el cambio de la frecuencia del haz incidente
V,.

La dispersion Raman es un fenémeno causado por la induccién de un dipolo magnético al
interactuar el haz laser con la molécula:

P=QaF = aE,cos2nV,t (2.15)

con « la polarizabilidad, si la molécula se encuentra vibrando a v,,, el desplazamiento ¢
nuclear es: g = g, cos2mv,,t, para vibraciones pequefias, & es una funcién lineal de g:

Jda
o=0,+(=)q, 2.16
(aq )q (2.16)

da
Q, es la polarizabilidad en la posicion de equilibrio y S0 es el cambio de o con respecto
q

a ¢, evaluado en la posicion de equilibrio.
De esta manera, al expresion para la polarizacién inducida es:

da
P=o0,E,cos2mV,t + (a— )qoEo COS2TTV,t COS 2TVt 2.17)
q
Si utilizamos la identidad para la suma de angulos del coseno llegamos a:
1 da
P = a,E,cos2mV,t + 3 (a—)quo [cOS(Vy + Vi)t 4 c0S(V, — Vi )] (2.18)
q
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2.2 Métodos experimentales de estudio

El primer término de esta expresion corresponde a la oscilacién de un dipolo que radia luz a
una frecuencia Vv, (que es la dispersién Rayleigh), mientras que el segundo término corresponde
a la dispersion Raman, con frecuencia anti-Stokes v, 4 v,, y Stokes v, — V.

2.24. Espectroscopia Mossbauer

Nos interesa medir directamente en qué momento el sistema pasa de un estad de bajo espin
a uno de alto espin. Para esto podemos usar el hecho de que bajo campos magnéticos, hay una
division de las lineas espectrales. Por lo tanto, si se puede medir en qué momento hay dicha di-
vision, se podra estimar la temperatura de transicion. La espectroscopia Mossbauer nos ofrece
informacion de dichas lineas espectrales.

Al igual que con las técnicas experimentales mencionadas previamente, la espectroscopia
Mossbauer se basa en un fenémeno provocado por las interacciones entre radiacion electro-
magnética y materia. En este caso la radiacién empleada son rayos gamma. El desarrollo de
la presente seccion estd es similar al encontrado en cualquier libro de espectroscopia Moss-
bauer, por ejemplo [44]. Cuando nucleos radiactivos decaen de su estado excitado se emiten
rayos gamma y ademds existe la probabilidad de que estos exciten otros niicleos del mismo
isétopo, por lo que se obtiene absorcién nuclear resonante y fluorescencia. No obstante, la con-
servacion del momento obliga a los nuicleos libres, durante absorcién o emision, a emitir estos
rayos gammas con retroceso, esto es, los rayos gamma emitidos tienen una energia menor a la
transicion nuclear, condicidon que evita tener resonancia nuclear, ya que para esto, se necesita
que la energia de dichos rayos sean mayor a la energia de la transicion, ya que se debe superar
el retroceso propio del niicleo absorbente. Dicho esto en otras palabras, se necesita superar la
energia perdida en el retroceso para tener resonancia nuclear. Otro punto importante a con-
siderar es el movimiento térmico de los atomos, la energia de los rayos gamma tendran una
distribucién de valores debido al efecto Doppler.

Mossbauer descubrié en 1957 que cuando los d&tomos estdn en un arreglo cristalino la masa
efectiva del nicleo es mucho mayor, por lo que si la energia de los rayos gamma es lo suficien-
temente pequefia, el retroceso del nicleo es casi despreciable, por lo que se dice que se tiene
un evento sin retroceso. En esta situacidn, si los nicleos que emiten y absorben estan en dicho
arreglo cristalino, entonces los rayos gamma emitidos y absorbidos respectivamente tendrén la
misma energia, didndose asi el efecto de resonancia. La probabilidad de este evento sin retroce-
so depende en la energia de los rayos gamma provenientes de los nucleos, por lo que el efecto
Maossbauer se restringe a isétopos con estados excitados bajos.

Asi, la espectroscopia Mossbauer nos permite estudiar los niveles energéticos de los nicleos
atomicos a través de la medicién de la dependencia energética en la absorcién resonante de los
rayos gamma emitidos por los nicleos.

Uno de los arreglos experimentales tipicos para la espectroscopia Mossbauer consta de
una fuente radiactiva que contiene los llamados is6topos Mdssbauer en estado excitado y en el
arreglo sélido. Por otro lado se tiene la muestra a estudiar llamada absorbente y consta del mis-

17



2. MATERIALES DE TRANSICION DE ESPIN

mo is6topo de la fuente en su estado base. Entonces, los rayos gamma emitidos por la fuente
radioactiva pasan a través del absorbente, donde pueden ser parcialmente absorbidos y final-
mente llegan a un detector. Para aumentar la probabilidad de que los rayos gamma de la fuente
tengan la energia adecuada para inducir absorcién resonante, normalmente se mueve la fuente
de manera oscilatoria, moduldndose asi la energia de los rayos gamma con pequefios incre-
mentos en dicha oscilacion. Finalmente,e cuando los rayos gamma modulados corresponden
precisamente a la energia de transicién nuclear del absorbente, los rayos gamma son absorbidos
resonantemente y en el detector se obtiene un pico:

Estado Excitado

/V/ £ Y Detector
S
idad
Estado Base Ve loplca
Fuente Nuclear NUcleo Absorbente

Figura 2.7: Diagrama del ensamble experimental para la espectroscopia Mossbauer, la velocidad

en el espectro corresponde a la velocidad de oscilacion de la fuente.

La informacién que se obtiene de los espectros Mossbauer puede ser muy variada, ya que
se puede someter al absorbente a distintas condiciones, como cambios de temperatura, pre-
sencia de campos magnéticos externos y grandes presiones. No obstante un factor principal
que determina las caracteristicas de los espectros Mossbauer (siendo estas el ndmero, forma,
posicién e intensidad relativa de los picos de absorcién) es la interaccién nuclear con la dis-
tribucién de carga electrénica que la rodea. Para los casos donde se tiene una distribucién de
carga esférica, se obtiene un desplazamiento en los picos de absorcién en comparacién con
la fuente (llamado desplazamiento isémero). En un sistema donde la interaccién eléctrica es
de naturaleza monopolar y dicha interaccién es la unica de caricter hiperfino que afecta al
nucleo, los estados base y excitados no estdn desdoblados, pero su separacion es distinta en
la fuente y en el absorbente, esta diferencia en la separacion estd dada por el desplazamiento
isémero (0). Los espectros obtenidos de dichos sistemas constan de una sola linea de absorcién

Los atomos con espin nuclear I > % tienen una distribucién de carga caracterizada por un
momento cuadrupolar donde se tiene un desdoblamiento en los niveles energéticos nucleares,
esto se traduce en los espectros Mossbauer como dos picos de absorcién separados por el des-
doblamiento cuadrupolar (A).

Por otra parte, cuando se aplican campos magnéticos externos al rededor de los niicleos se
obtendrad un desdoblamiento magnético, debido a las degeneraciones de los estados nucleares
con momento angular / > 0 y se desdobla en 2/ 4 1 subestados. Lo observado en los espectros
Maossbauer en este caso son seis picos de absorcion.

Estos tres pardametros ( §, A y el desdoblamiento magnético) son utilizados generalmente
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para identificar las muestras, comparandolos con una base de datos existente (por ejemplo
http://mossbauer.org)

2.2.5. Calirometria

Como su nombre lo implica, la calorimetria es el estudio de las capacidades calorificas de
los materiales, la teorfa correspondiente a este tema puede ser encontrada en libros como [45].
Hoy en dia la técnica mas usada para esto es la que corresponde a la calorimetria diferencial
de barrido (CDB), en donde se miden los cambios energéticos cuando se calienta, se enfria 6
se mantiene isotérmicamente una muestra, a la vez que se registra la temperatura a la que estos
cambios ocurren.Un ejemplo se puede ver en la figura 2.8, donde tenemos picos de forma gaus-
siana en cuyos picos se da la transicién de espin .De esta manera es posible encontrar y medir
las transiciones ocurrentes en la muestra cuantitativamente, pudiendo entonces caracterizar la
muestra con base en el conocimiento de estas transiciones y la temperatura a la que ocurren. Lo
que se mide directamente en la CDB es el flujo de calor, el flujo de energia (entrante o saliente
de la muestra y usualmente medida en Joules sobre segundo) como funcién de la temperatura o
tiempo. El calor especifico C,, (pues estas mediciones se realizan generalmente en condiciones
isébaras) se determina cuantitativamente a través de la comparacion del comportamiento entre
la muestra y una referencia (que generalmente es zafiro)

1K)
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3
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N
T
-
—
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o
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Figura 2.8: Esta figura, tomada de [46], muestra el en la grafica superior, las mediciones de la

susceptibilidad magnética con forme varia la temperatura, mientras que en la gréifica inferior se

tiene el flujo de calor conforme cambia la temperatura. Se puede apreciar una dos transiciones de

fase en ambas gréficas a aproximadamente las mismas temperaturas.
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Existen dos principales disefios para la implementacion de la CDB.

= CDB por compensacion de potencia: Este disefio consta de dos hornos idénticos, uno
para la muestra y otro como referencia. Los dos hornos son calentados (o enfriados) a
una tasa pre-programada, entonces se emplean compensaciones de potencia a alguno de
los hornos para mantener la tasa. Al final se compara el flujo de energia entre ambos
hornos.

= CDB por flujo de calor: En este disefio se cuenta con sélo un horno, pero con 1 o més
sensores de temperatura para cada una de las placas (la de la muestra y la de referen-
cia). La muestra y la referencia son calentadas (o enfriadas) a una tasa pre-programada
y cuando la muestra atraviesa una transicion, se crea una diferencia de temperatura entre
la muestra y ésta. Al seguir calentando después de la transicidn, esta diferencia en tem-
peratura decrece hasta que el sistema alcanza el equilibrio. Es justo esta diferencia de
temperatura el pardmetro medido.

2.3. Perturbaciones (6pticas, térmicas, baricas)

Los métodos experimentales anteriormente mencionados son empleados para estudiar a los
materiales de transicién de espin caracterizando las propiedades del material antes y después
de que se de la transicion. Como se mencioné anteriormente, las transiciones de espin pueden
ser inducidas por cambios en la temperatura, presién o incidencia de radiacion electromagnéti-
ca. La espectroscopia con Rayos X se emplea para observar la estructura cristalina de dicho
material en el transcurso de la transicion, se ha encontrado [47] una reduccién en el volumen
de la celda primitiva conforme el material atraviesa una transicién de espin provocada por
cambios de temperatura. La espectroscopia Raman muestra también un cambio en la estructu-
ra molecular cuando se da la transicién, ddndose una reduccién en la longitud de los enlaces
metal-ligando debido a que decrece el radio efectivo del ion metalico.

Ahora bien, en [25] estudiaron como cambian las propiedades estructurales, magnéticas y
eléctricas cuando se atraviesa una transicién de espin provocada por cambios de presion. Para
esto emplean difraccion con rayos X, espectroscopia Mossbauer y la medicion de la resisten-
cia eléctrica directamente sobre el sistema a distintas presiones (hasta 100 GPA) teniendo una
transicién de alto a bajo espin. Los difractogramas con rayos X mostraron que la estructura
cristalina se mantiene estable, pero se reduce el volumen de la celda primitiva. Los resultados
obtenidos a través de espectroscopia Mossbauer mostraron que 6 (el desplazamiento isémero)
decrece de manera lenta conforme se aumenta la presion, pero a partir de los 50GPa este de-
cremento es repentino. Finalmente, se observé que la resistencia eléctrica decrece conforme se
va dando la transicion de alto a bajo espin.

Hasta hoy en dia, existe una evolucién en los estudios de los sistemas de transicion de
espin inducidos por incidencia de radiacion electromagnética,(como se relata en [48]). Al re-
dedor de 1980, dos descubrimientos aumentaron el interés en la investigacion de los materiales
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de transicién de espin, el primero de estos fue el descubrimiento de que para un niimero de
sistemas de transicién de espin en una solucidn, se podia inducir la transicién de espin (de bajo
a alto) utilizando empleando un laser pulsado. A temperaturas ambiente, estos estados de alto
espin tienen un tiempo de vida del orden de microsegundos, este descubrimiento se comple-
menté con la observacion de que a temperaturas criogénicas, la relajacion del alto espin al bajo
se vuelve tan lenta que, empleando radiacion correspondiente a la region visible del espectro
electromagnético, se puede “ atrapar ” el sistema en estado de alto espin. Es asi como se desatd
un gran interés en la investigacion de este fendmeno (denominado LIESST, por sus siglas en
inglés [Light Induced Excited State Spin Trapping] ), desde la investigacion sobre el meca-
nismo de “ atrapado ” del estado de alto espin, asi como el estudio de los pardmetros fisicos
y quimicos de este estado. Ademds, como el LIESST se puede observar en redes cristalinas
también, su estudio cred otro método para analizar efectos cooperativos.

2.4. Polimorfismo

Retomemos la definicidn de polimorfismo dada en la introduccién: capacidad de una subs-
tancia para existir en dos o méas polimorfos y el hecho de que estos distintos polimorfos pre-
sentan distintas transiciones de espin, por ejemplo en [28] estudian los cambios en la estructura
cristalina empleando difraccién de rayos X en dos polimorfos, A y B de [Fe(bt)2(NCS)2] al
darse la transicién de espin inducida por cambios en la temperatura, a distintas presiones. Ob-
servaron que en el polimorfo A se da un transicién de espin abrupta con histéresis, mientras
que en el polimorfo B no se da transicion alguna.A pesar de que estos dos polimorfos son muy
similares entre si, la diferencia principal entre ellos es el denominado pardmetro de distorsién
trigonal, dicho pardmetro mide en dngulos la distorsion trigonal (mostrada en la figura 2.9) de
un octaedro. Esto nos lleva a pensar en que las deformaciones angulares en la estructura cris-
talina tienen un peso importante en el fendmeno de las transiciones de espin y, como veremos
en la siguiente seccidn, nos llevaron proponer un modelo que las toma en cuenta.

AN

N

Figura 2.9
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2. MATERIALES DE TRANSICION DE ESPIN

2.5. Aplicaciones

Las aplicaciones para los sistemas de transicién de espin, naturalmente, han ido evolucio-
nando conforme se desarrolld la investigacion sobre estos sistemas, asi, las primeras inves-
tigaciones y especulaciones sobre aplicaciones de los materiales de transicion de espin son
entorno a los interruptores moleculares, la caracteristica que define a estos interruptores es la
bi-estabilidad del dominio en las posiciones de . "cendidoz ““ apagado ” . Estando en “ encen-
dido 7, los interruptores moleculares deben ya sea realizar cierta funcién y ademds permitir
que otro dispositivo funcione mientras estdn en * apagado ”, manteniéndose inactivo. En este
contexto, la bi-estabilidad asociada con las transiciones de espin es bastante relevante. Como
ya revisamos, el cambio de estado de espin en los materiales de transicién de espin se puede
inducir reversiblemente en una matriz sélida, ademds de poder ser provocado por una diversi-
dad de factores externos. De esta manera, el cambio en color y/6 en estado dia/paramagnético
mostrados en los materiales de transicién de espin se pueden asociar a electrénica molecular
como c6digo binario. La transicién de espin permite la definicién de una puerta “ NOT .

Otra de las primeras especulaciones tecnoldgicas para los materiales de transicién de espin
es el almacenamiento de datos, a diferencia de un interruptor molecular, un dispositivo de me-
moria es representado por un componente estatico, el cual se puede encontrar en la histéresis
que exhiben las transiciones de espin ocasionadas por cambios de temperatura. Justo en el in-
tervalo de temperatura donde el sistema estd a la mitad de la transicién, la naturaleza del estado
observado depende de la historia molecular del interruptor y la introduccién de informacién
dentro del ciclo de histéresis térmico se puede tratar con radiacion electromagnética y campos
magnéticos o baricos pulsados. También se ha investigado la posibilidad de implementar el
cambio cromético de los materiales de transicién de espin en pantallas. Ultimamente también
se han estudiado las posibles aplicaciones de los materiales de transicion de espin en escalas
nanométricas, habiéndose sintetizado peliculas delgadas nanométricas, ya sean de una o muilti-
ples capas.
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Capitulo 3

Modelo

El modelo de Ising fue desarrollado en 1924 por W. Lenz y E. Ising para estudiar matemati-
camente a los materiales ferromagnéticos, que a diferencia de los paramagnéticos, presentan
magnetizacion espontdnea. Esa magnetizacion espontdnea se da a una temperatura diferente de
cero (denominada temperatura critica 7;) en materiales como el Fe. La transicidn entre estar
magnetizado o no magnetizado para campo externo igual a cero es de hecho una transicién de
fase. Cuando Ernst Ising propuso su modelo, lo resolvié en una sola dimensién y lo que obtuvo,
como veremos més adelante, fue decepcionante, pues no presentaba magnetizacion espontinea
a temperatura diferente de cero. Es probable que Ising se haya deprimido después de eso por
lo que no tuvo mas publicaciones. Desde que Ising propuso su modelo, ha habido un sin fin de
trabajo sobre éste, mostrando aplicaciones en diversos campos de la ciencia, desde las ciencias
sociales [49], hasta la fisica de los materiales, como veremos enseguida.

Uno de los principales intereses de estudiar el modelo de Ising en dimensiones mayores a 1,
es la posibilidad de encontrar transiciones de fase y transiciones vitreas (vidrios de espin [50],
los cuales se ha discutido que de hecho son un tipo de transicién diferente). Las transiciones de
fase tienen un gran impacto en las propiedades fisicas de los materiales (por ejemplo, pasar de
sélido a liquido). Entre las transiciones de fase, se suele hablar de dos tipos, de primer orden
(o discontinuas) y de segundo orden (o continuas).

Las transiciones de fase de primero orden son aquellas que presentan una discontinuidad
en las cantidades termodindmicas (energia interna, entropia, energia libre de Helmholtz) del
sistema en cuestion, dando como resultado un calor latente; mientras que en las de segun-
do orden la transicién sucede sin presentar tales discontinuidades. Tipicamente, se define una
transicion de fase (ya sea de primer o segundo orden) como el cambio en alglin pardmetro de
orden, esto puede ser por ejemplo la susceptibilidad en el caso ferromagnético lo que implica
una discontinuidad en la magnetizacidn. Otra forma de definir una transicién de fase es sobre
discontinuidades de las derivadas de la energia de Gibbs. Esta clasificacion de las transiciones
de fase fue propuesta por Ehrenfest [51]. En su clasificacion, Ehrenfest se referia a transiciones
de orden n cuando la discontinuidad se daba en la derivada n-esima. Aunque esta forma de
definir las transiciones de fase hoy en dia ha dejado de ser valida, el nombre de “primer orden”
y “segundo orden” viene de la clasificacion de Ehrenfest [51].

El modelo de Ising en 2 (recordando nuevamente que fue Onsager quien dio la solucién
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analitica) dimensiones presenta una transicién de fase de segundo orden de un estado ferro-
magnético a uno paramagnético, mientras que en el caso de una dimensién no se obtiene
transicion de fase alguna. La transicién de fase en el caso bidimensional se debe al rompi-
miento espontdneo de simetria, ocasionado por la indeterminacién de la funcién de correlaciéon
en la temperatura de transiciéon. También en el modelo de Ising se puede estudiar el caso anti-
ferromagnético, donde dependiendo de la geometria de la red sobre la cual se define el modelo,
se obtiene o no una o varias transiciones de fase de segundo orden.

Esto resulta ser un buen ejemplo del teorema de Mermin-Wagner, el cual establece que para
dimensiones d > 2 las simetrias continuas no pueden romperse espontineamente a temperatu-
ras finitas, en sistemas con interacciones a corta distancia.

3.1. El modelo de Ising en 1D

Aunque ya mencionamos que el modelo de Ising en 1D no presenta magnetizacién es-
pontanea, es 1til hacer un repaso de la solucién que se obtiene por razones pedagdgicas. Hasta
ahora no hemos explicado en qué consiste este modelo. Para esto, consideremos un arreglo
de momentos magnéticos (en una dimension es una cadena, en dos una red cuadrada, triangu-
lar, etc, y en més dimensiones puede ser tan complicado como se quiera). En cada nodo del
arreglo, el momento magnético local se representa a través de un espin, que tiene dos posibles
estados (si se tienen mds estados se conoce como modelo de Potts) apuntando hacia arriba o
hacia abajo (ver figura: 3.1). Matemadticamente representamos el espin i-ésimo del arreglo con
la variable o; que en principio es una matriz la cual deberia tener una direccién con respecto al
campo magnético. Si ponemos el campo magnético paralelo a los espines, entonces la energia
del sistema debido a la presencia de los espines serd simplemente B - 6; = +B. Entonces por
simplicidad reduciremos el valor de o; simplemente a: 0; = &1, donde el signo positivo se
traduce en que el espin apunta hacia arriba (paralelo al campo magnético) y el signo negativo
significa que el espin apunta hacia abajo ( antiparalelo al campo magnético) .

0. G 0.

Figura 3.1: Cadena de espines que representa el modelo de Ising en 1 dimension.

Ya mencionamos que por la simple presencia de cada espin, hay una contribucién a la
energia que va como B - ¢;. Si consideramos sdlo esta contribucién, obtenemos el modelo de

IE] desarrollo de esta sectién estd basado en los textos [52, 53, chapter 2].
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un sélido paramagnético, es decir:
H=-B) o (3.1)
i

En su modelo, Ising propuso que también se deberia considerar la interaccién entre prime-
ros vecinos (que en realidad es una aproximacion, ya que existen interacciones a mas vecinos,
no obstante, este tipo de interacciones decaen muy rdpidamente con la distancia, lo que hace
valida la aproximacién a primeros vecinos), los cuales forman enlaces entre si dependiendo de
si apunta en una misma direccidn o si apuntan en diferentes direcciones. Con esto concluimos
que la interaccién entre los espines vecinos y el efecto del campo magnético aplicado en cada
espin individual nos da la energia total del sistema. La interaccion entre espines vecinos tiende
a alinear paralelamente a estos, por lo que esta interaccién debe ser favorable cuando ambos
vecinos tienen el mismo signo, y desfavorable cuando los vecinos tengan signos contrarios.
Entonces, dado un par de vecinos i, j, la contribucién energética de éstos se puede representar
como —Jo; - 0}, donde J es un coeficiente positivo denominado ¢onstante de intercambio”. Si
J < 0, entonces se favoreceria que los espines se alinearan antiparalelamente, lo cual podriamos
interpretar como el caso antiferromagnético. J se debe interpretar como la energia del enlace
entre los espines, que estd relacionada tipicamente con la interaccién de Coulomb, aunque el
tipo de energia involucrada puede variar entre materiales. Tomando todo esto en cuenta se
obtiene que la energia del sistema es:

H=-J) oci6;—B)Y o (3.2)
(i.J) i

La notacion sobre la suma del primer miembro (i, j) significa que ese término se sumard
sobre los vecinos mas cercanos (Y jy = X X j+id(i,j)<1. donde d (i, ) es la distancia entre los
espines o; y o}, por ejemplo, en una dimension, los primeros vecinos del espin i serian los
espines 0;_1 y 0;j+1. Por otro lado, la segunda suma es sobre cada espin individual i, afectados
por el campo magnético B. Experimentalmente se suele trabajar con el campo de magnetizacién
h el cual es proporcional al campo magnético B y a la permeabilidad del material: H= uE.

Antes de resolver el modelo de Ising en 1 dimension, resolveremos un modelo més sen-
cillo que no incluya las interacciones entre vecinos, sino simplemente la interaccion entre el
campo magnético (o el campo de magnetizacion /) y los espines, es decir, resolveremos el caso
paramagnético.

3.1.1. Paramagnetismo

Cuando queremos estudiar un sistema de varias particulas, se suele usar el formalismo de
la fisica estadistica. En este sentido, hay varias posibilidades, una de ellas es usar lo que se
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conoce como la funcién de particién canénica !. Esta funcion est4 definida como:

z=Y e ikt (3.3)
i

Donde la suma corre sobre todos los estados (la lista de valores de los espines o7, 0, etc.) y
la energia de cada estado dada por la ecuacién 3.1, de esta manera, la funcién de particién del
sistema paramagnético es:

Z=Y . Y o MhT)5e (3.4)
o1==+1 oy==1

Como no hay interaccidn entre las particulas, se puede separar cada una de las sumas como
un producto de todas ellas, ya que cada miembro de la suma es independiente de cualquier otro.
En este caso, la funcién de particiéon queda como:

'y eh/ksT)on | Y e(h/kaT)o] .| y e ~/ksT)on] (3.5)

G]Zﬂ:l 62::|:1 GN::EI

Z

Entonces, la funcién de particién para N espines se puede factorizar como el producto de
funciones de particién de un sélo espin Z;.

7 — ZIIV (3.6)
con
h
7, = G;tl e\WksT)or — h/ksT + e kT — 2COSh(kBiT) (3.7)
=
o He/ksT
= (3.8)

donde H, es la energia del estado r. Entonces, para cada nodo, las probabilidades de apuntar
para arriba o abajo son:
oh/ksT
P+ = JhjksT | p—h/kaT

o—h/ksT
P== JhjksT 1 o hjksT
Asi el valor esperado para cualquier espin resulta:

M/ksT _ p—h/ksT

h
(0i)) =p++(—p-) = T 4 g hIsT tanh(m) (3.9)

! También se puede resolver sin dificultad usando la funcién microcanénica y la ecuacién de Boltzmann S(H) =

kplog(Q(H)), donde Q es el nimero de estados posibles. Una vez calculado S como funcién de H, la energia del

sistema, se puede usar la relacién % = g—g para obtener la ecuacién de estado del sistema.
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3.1 El modelo de Ising en 1D

El valor esperado de la magnetizacién del ensamble es la suma de los valores esperados de
cada espin individual, por lo que:

(M) = N{o) :Ntanh(iT) (3.10)

(a) wl (b) 10f JE—

]
[F]S
IS
|
»F
|
"
N

Figura 3.2: La magnetizacion M del sistema como funcién de h, con (a) kgT = 0.5y (b) kgT =2

En la figura 3.2 se muestra la gréfica de esta ecuacion para dos valores de kgT . En la figura
3.2 (a) se utiliza una energia térmica kT = 0.5', mientras que en la figura 3.2(b) se utiliza una
energia térmica kT = 2. Se ve que al incrementar la temperatura del sistema, la pendiente de
la curva cerca de & = 0 se reduce, o bien, si reducimos la temperatura la pendiente aumenta.
Podemos esperar que a temperatura cero, el sistema podria presentar una transicion de fase,
aunque por la tercera ley de la termodindmica esto no es posible. Si nos basamos no en la gréfi-
ca, sino en la ecuacién 3.10 podemos observar que siendo la tangente hiperbdlica una funcién
creciente con respecto a su argumento, la magnetizacién es inversamente proporcional a la tem-
peratura del sistema. Conforme disminuye la temperatura, los espines tenderdn a alinearse con
el campo magnético, mientras que cuando se incrementa la temperatura, fluctuaciones térmicas

romperan el alineamiento.

3.1.2. Modelo de Ising en 1 dimension con condiciones periddicas a la frontera.

Retomando el hamiltoneano completo del modelo de Ising (ecuacién 3.2) podemos escribir
su funcidn de particién como:
Z = Z Z exp(%idicj—l—%z‘oy) (3.11)
%1 oy—=l1 BE (i j) BL i

que contiene 2V términos, uno para cada configuracién posible de los N espines.

1A 1o largo de esta tesis se usan unidades computacionales: K}, = 1 y por ello se omiten las unidades.
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Es posible evaluar la funcién de particién 3.11 en una dimensién y con condiciones pe-
riédicas a la frontera(ver figura 3.3). Para esto primero reescribimos la funcién de particién

como:
. i-1
+1 —- - — _
—_— — —~
~

~ —

N12

Figura 3.3: Cadena de espines con condiciones periddicas a la Frontera y campo magnético externo

B

K N
Z Y HexP K00i41 + = (0i+0i41)) = Y - )Y H (01, 041),
ON= +1i= G]:il O'N: 1i=1
(3.12)
J . h
donde T(G,,Gj)—exp(KG,G,_H—i- (G,—i—GH_])) K= T K = T . Nétese que K’ esta

dividida por 2, esto es debido a que ahora estamos reahzando el producto sobre 0; + 0j41 Y
no sélo sobre ¢;. Ademads, como el producto corre hasta N y tenemos un o;;; en el producto,
habra un factor que incluya a oy 1, el cual definimos, por condiciones periddicas a la frontera,
como Oy = O7.

T(S;,S;) solo puede tomar cuatro valores, determinados por las cuatro posibles combi-
naciones de las variables o; y 0;. Estos cuatro posibles valores se pueden considerar como
elementos de una matriz 2 X 2 : J4,6, = (0, 0;) I definida como:

T T 1) KK K
7_<T(—1,+1) ‘I(—17—1)>—( K KK (3.13)

I A esta matriz se le conoce como matriz de transferencia.
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de esta manera podemos emplear la siguiente identidad, que se sigue de la multiplicacion
de matrices:

Y 7(01,0)7(0),00) = (T (3.14)
oj==*l

que aplicando esta ecuacién recursivamente tenemos:

Y, T(ci,0/)7"(c),00) = (T" ) .60 (3.15)
O'j:il

por lo que la funcién de particion resulta:

Z=Y [ Y T(o1,0:) ) T(omo3) Y, - Y T(on-1,0n5)T(0n,01)]

Glzil GzZil 0'3:j:1 0'4:i1 oy==1

= Y ()0 =Tr(T"). (3.16)

o==%1

La ventaja de escribir asf la funcién de particién es que, si la matriz es no degenerada, entonces
la traza de TV serd simplemente la suma de sus eigenvalores elevados a la N-ésima potencia.
Esto es:

Z=2AV+ AN,

donde kiv y A" son los eigenvalores de T que se pueden calcular usando la ecuacién 3.13,
obteniendo los siguientes valores:

At = X [coshK’ £ V/sinh? K + 4K ] (3.17)

Cuando se tiene N > 1 (lo cual sucede en casi todos los casos fisicos N o 10%3) como
A+ > A_ al elevar ambos eigenvalores a la N-esima potencia, el primer sumando de Z serd
mucho mayor que el segundo, por lo que la funcién de particién se puede tratar como:

z=AY (3.18)
Aqui podemos notar que se recupera el resultado paramagnético haciendo J = 0, esto es:
Zy = A, =coshK’+ V/sinh?K’ + 1 = 2coshK’, (3.19)
Podemos entonces evaluar la energia libre de Helmholtz:

F = —kgTlogZ = —NkgT log A, (3.20)

Para el caso cuando no hay campo magnético externo, B = 0, tenemos que K’ = 0 por lo
que:
Ay =X (1+Ve %) =2coshk

y de esta manera, la energia libre de Helmholz cuando B = 0 es:

29



3. MODELO

J
Fp—o(T,N) = —NkgT log (2cosh ﬁ) (3.21)
B

Aqui es importante notar que, por un lado, la minimizacién de F estd asociada con la
minimizacion de la energia E (que se da cuando todos los espines estan alineados) y la maxi-
mizacion de la entropia S (ésta ocurre cuando se tiene el mayor niimero de espines aleatorios).

A temperaturas bajas, es mas eficiente minimizar £ (ya que a menor temperatura, la en-
tropia se vuelve irrelevante) para poder minimizar F, por lo que esperariamos que los espines
se ordenen, generandose asi una magnetizacion espontdnea. Ahora bien, conforme aumenta la
temperatura, predominard la maximizacion de la entropia (y por lo tanto el desordenamiento
de los espines), reduciéndose la magnetizacion. A pesar de que este argumento termodindmi-
co es bastante intuitivo para entender la aparicién de una magnetizacién espontdnea, existe un
problema con éste: analizando la ecuacién 3.2, nos damos cuenta de que este hamiltoneano
es invariante bajo la simetria 6; — —0; para campo magnético igual a cero. Es por esto que
es necesario tener un rompimiento de simetria para poder emplear el argumento energético-
entrépico mencionado previamente, sino seria igualmente probable que los espines apunten
hacia arriba que hacia abajo incluso a bajas temperaturas, por lo que en promedio su magneti-
zacion seria igual a cero. Para esto podemos, por ejemplo, aplicar un pequefio campo magnético
externo (infinitesimal) en el limite termodindmico de la magnetizacién por espin (m) = M /N

|
(m) = lim lim —M
B—0+ N—oo N
Como B es proporcional s, podemos hacer indistintamente la operaciones sobre B o sobre

Entonces, tomando la derivada de F con respecto de B para calcular la magnetizacién y
después tomando el limite B — 0 obtenemos:

h sinh(leT)(cosh(kBLT)

ksT \/sinhz(kBLT) +e 4K

dlogA, K
— lim lim kT 2282 _ ——('h
(m) Ba0- N B0 OB Bo0* kgT sinh(

)=0 322

Con lo que demostramos que el modelo de Ising no presenta magnetizacién espontdnea en
una dimensién y por lo tanto tampoco presenta una transicién de fase, como era de esperarse
por el teorema de Mermin-Wagner.

3.1.3. Funcién de correlacion para el modelo de Ising en 1 dimension sin campo
magnético externo

La funcion de correlacion entre dos espines 0; y 0; es una medida de la influencia que
ejerce un espin con direccion fija, por ejemplo o;, sobre 0}; y se define como el valor medio
((0i — (07))(0j — (0}))). Frecuentemente podemos re-escalar o; para tener (o;) = 0, por lo
que la funcion de correlacién se vuelve simplemente (0;0;). Como la interaccion entre espines
favorece el alineamiento de €stos, 0; tenderd a alinearse en el mismo sentido que o;, pero por
otro lado, la agitacién térmica tendrd el efecto contrario, ejerciendo una descoordinacién en
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3.1 El modelo de Ising en 1D

el alineamiento. Queremos entonces calcular (0;0;); sin embargo calcular esta cantidad con
campo magnético requiere de muchas operaciones, asi por simplicidad se trabajard en el caso
B =0, que ilustra los conceptos que nos interesan. Para esto primero recordemos que o; = 1
y las definiciones de cosh(x) y sinh(x), por lo que se tiene que:

exp(Ko0;0;4+1) = coshK + 0;0;41 sinh K (3.23)

Entonces, calculando la funcion de correlacion tenemos:

1 H(oc 1 N
(0;0)) = ~ Y cio; exp(_g) Y oo ek

kT z oi=%1,0;=%1 r=1

N
=- Y  o;[J(coshK + 6,0, sinhK)
Gi:il,o'j::tl r=1
_ (coshK)¥

N
7 G[GjH(I—FGrGH_ltanhK)

oi=+1,0,=+1 r=1

(coshK)N N
_ oS 6:6:[1(1+6,6,.1 tanhK), (3.24)
(2coshK)N Ui_iéf_il i JrI:[l rOr

Haciendo el desarrollo del producto y multiplicando €ste por o; y 0; los cuales tiene valores
de £1 se ve que en la suma sélo sobrevive un término 2V veces, este término depende de la
minima distancia entre i y j, por lo que la funcién de correlacién queda como:

. J
(0i0)) = (tanh K)/"=/! = exp(—|i — j||logtanh K| = exp(—|i—j!|logtanhﬁ|), (3.25)
B

De esta ecuacién podemos ver que la funcién de correlacion decae exponencialmente con
la distancia |i — j|, si la distancia interplanar en los cristales es a, la distancia entre los sitios
correspondientes a 0; y 0; serd ali — j| = r;j. En la figura 3.4 se muestra una grifica de la
correlacion para el modelo de Ising como funcion de 7;;. Si la correlacion entre dos sitios decae
exponencialmente con la distancia, se puede definir una longitud de correlacién & como sigue:

(0;0,) = e "iI/%, (3.26)

con a la distancia interplanar cristalina, generalmente medida en nanémetros.

Cuando la correlacion entre dos sitios decae mds lento que una exponencial es equivalente a
que & — oo, pues en ese caso, la correlacion serd cercana a 1 independientemente de la distancia
entre los sitios. En las transiciones de fase de segundo orden esto sucede frecuentemente, sin
embargo no siempre que la correlacién tienda a 1 para toda distancia hay transiciones de fase.

Para nuestro modelo de Ising en 1 dimensién la longitud de correlacion es:

§

a (3.27)

- |10gtanthiT]
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3. MODELO

Cuando T tiende a cero, la tanthiT tiende a uno, por lo que el £ tiende a o, pero sélo a
temperatura cero.

1.0 —

06

(o505)

02

Tij

Figura 3.4: Comportamiento de la funcién de correlacién con respecto a la distancia, para el mo-

delo de Ising en una dimensioén.

Con todo esto, hemos demostrado que el modelo de Ising en una dimensién no presen-
ta transiciones de fase y por lo tanto tampoco magnetizacion espontdnea; sin embargo es de
interés, por su facilidad al resolverse. En 2D el modelo de Ising se puede resolver usando el
formalismo de la matriz de transferencia J que se mencioné en la subseccién anterior, pero el
calculo, aunque no requiere matematicas avanzadas, si es muy tedioso, por eso lo omitiremos.
El lector interesado puede remitirse a la referencia [6].

3.2. Modelo de Ising en 2D

Historicamente, ha sido muy dificil obtener una solucién analitica del modelo de Ising en
2 dimensiones, pues s6lo se han obtenido para casos especificos, como cuando no hay campo
magnético B aplicado . En el caso de 3 dimensiones no hay solucién exacta con o sin campo

ITambién resuelto por Onsager
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3.2 Modelo de Ising en 2D

magnético externo, es por esto que se recurre a métodos de aproximacioén, como la aproxima-
cién de campo medio o soluciones numéricas como se verd en el siguiente capitulo. La solucién
analitica sin aproximaciones dada para el modelo de Ising en 2 dimensiones la obtuvo Onsa-
ger en 1944 [6]. La solucioén de Onsager se basa en el mismo formalismo que dimos para el
caso uno dimensional, de la matriz de transferencia, salvo que el dlgebra es mas compleja. El
desarrollo de estd seccion estd basada en la literatura [53, 54, 55]. La idea general de la aproxi-
macién de campo medio en el caso del modelo de Ising es la siguiente: Pensemos en un espin
particular o;, en el centro de nuestro arreglo. Calculemos la energia dada por este espin, es decir
aplicamos el hamiltoniano del modelo de Ising (ec. 3.2) a una sola particula y sus vecinos:

Hi=-Jo; )  oj—ho; (3.28)
J vecino de i
Por ejemplo, en un arreglo cuadrado (2D), la primera suma seria sobre los cuatro vecinos de o;.
En la aproximacion de campo medio se considera que en promedio todos los espines vecinos
contribuyen a la energia de una misma forma. Entonces esta suma se puede sustituir por la
suma del promedio de o;. Esto es:

H;, = _J6i2<6j> — hGl'. (329)

J

Aqui se dej6 de usar la notacidn j vecino de i y por simplicidad se sustituyd simplemente
por j. La suma de los o; sobre los vecinos de o; se puede entender como un campo magnético
efectivo al rededor de o;. Sobre este hamiltoniano existen sélo 2 posibilidades, que el espin
apunte hacia arriba o hacia abajo, en cuyo caso las energias correspondientes H; y H;_ resul-
tardn:

Hi =—JY (0))—h=—qJm—h
J

Hi_=JY (c;)+h=qlm+h
J

Ya que: (0;) =m = % I'y g es el niimero de vecinos de 6;. Notamos entonces, que nuestro
nuevo hamiltoniano serd simplemente:

H=—(¢Jm+h)) o, (3.30)

donde si consideramos a gJm + h como un campo magnético efectivo h,; regresamos al ca-
so paramagnético visto en la subseccidn 3.1.1. Retomando el resultado visto en esa seccién
(ecuacion 3.9) se obtiene que:

qgJm+h

) = tanh
(o) = tanh(“7

) (3.31)

'Esta es la magnetizaci6n por espin.
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3. MODELO

Como todos los espines comparten las mismas condiciones, también se debe cumplir (6;) =m
, esta es la condicion para que la aproximacion sea auto-consistente, entonces:

_ qgJm—+h
m= tanh(ikBT ) (3.32)
o bien:
tanh ™' m = kZJTm+ thT (3.33)
q h
kT kT
3 1 )
tanh™ ' m
-1 0

J h
Figura 3.5: Representacién gréfica de la curva tanh™!m (azul) y las rectas kq—Tm + T (rojo),
B B
qJ . . . _q) h
k—Tm (verde). Podemos ver que existen 3 intersecciones entre tanhm™ 1y ——m + ——, no obs-
B

kgT kgT
tante, las soluciones con m < 0 son inestables 0 metaestables.

: . ) . ) J h
Las soluciones a la ecuacién 3.33 estdn dadas por la interseccién de la recta kq—Tm + T

B B
con la curva tanh~!m. La grafica 3.5 muestra que para & > 0 pero suficientemente pequefia
hay 3 posibles soluciones, pero las soluciones con m < 0 son metaestables o inestables. La

solucidn fisicamente aceptable corresponde a una magnetizacién paralela al campo. Como la
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3.2 Modelo de Ising en 2D

pendiente de la tangente de tanh~!m en el origen es 1 !, conforme & — 07 Ia solucién tiende
a un valor positivo m = mg # 0 (con mg la ordenada del maximo entre las intersecciones que

h J
se forman entre la curva tanh ™' M y la recta qu—Tm + T ver figura 3.5) cuando ki]giT >1
aJ qJ

yam=0 si — < 1; si se tiene un campo externo 7 — 0~ y —— > 1 se obtiene m =
kBT kBT

—myg correspondientemente. De esta manera la aproximacién del campo medio predice una
magnetizacién espontdnea en +mg. En el caso donde no hay campo magnético externo, la
aproximacion de campo medio predice:

= Magnetizacion espontdnea cuando 7' < T

= Cero magnetizacion espontdnea si 7 > T,

conT, = % se le conoce como la temperatura critica, ya que, como se menciond anteriormente,
se da una transicién en el sistema (pasa de ferromagnético a paramagnético 6 viceversa).

Nétese que en este modelo, m es igual a cero cuando se tiene la misma probabilidad de
tener un espin apuntando hacia arriba que hacia abajo, es decir, cuando hay una simetria en las
probabilidades o se estd en la fase simétrica, pero adquiere un valor distinto de cero cuando se
da un rompimiento de simetria. Por esta razén, se dice que m es un pardmetro de orden. Los
pardmetros de orden pueden ayudarnos a identificar cuando hay una transicién de fase.

Todo este andlisis de campo medio es independiente de la dimensién en la que se trabaja
excepto por el valor de g el niimero de vecinos. Esto implicaria que en 1D existiria magnetiza-
cién espontdnea, como ya vimos en la seccion anterior que no sucede. La razén es que se trata
de una aproximacién y esta falla frecuentemente. Sin embargo, predice con razonable precision
la transicién de fase del modelo de Ising en mds dimensiones, lo cual se ha comprobado analiti-
camente para el caso 2D con el modelo de Onsager y numéricamente para mas dimensiones.
Como se verd mds adelante, hay algunos trabajo que resuelven con la aproximacién de campo
medio el modelo que se usa para los materiales de alto espin.

3.2.1. Susceptibilidad Magnética

Como ya mencionamos la magnetizacion m es el pardmetro de orden que nos sirve para
detectar transiciones de fase. El cambio en el valor de la magnetizacién entre cero y distinto de
cero, esto es, la aparicién de magnetizacion espontanea, corresponde a la transicion de fase del
estado paramagnético al ferromagnético. La forma mas directa de observar una transicién de
fase, es medir la tasa de crecimiento del pardmetro de orden como funcién de la variable que
queremos estudiar. Por ejemplo, medir el incremento de la magnetizacién como funcién del
campo magnético. Cuando esta cantidad diverja, habrd un cambio en el pardmetro de orden,
por lo que tendremos una transicion de fase.

Por esta razon nos interesamos en medir la susceptibilidad magnética ¥, que no es otra cosa
que:

d(tanhx)~! 1
'Ya que (tanh.x) = , que para x = O resulta ser 1.
dx 1—x2
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3. MODELO

oM

=B

Para calcular esta cantidad, primero notemos que para h pequefias y cerca de 7. la magne-
tizacion es débil y se puede emplear la expansion:

(3.34)

1
tanh™'m = m+ §m3 +0(m®) (3.35)

Que para analizar més facilmente se reescribird utilizando una temperatura reducida ¢, definida
como:

T-T
r=—-C (3.36)
Ic
Tkg T o . .
por lo que T T To 1+t de esta podemos reescribir la solucién de campo medio (3.33)
como:
(1+z)(m+1m3) h (3.37)
m=s —-m’) — . .
3 kgT:.
Cuando T > T. y h — 0 el término m> es muy pequefio, por lo que
~(1+t)m— 3.38
me (L m— o (339)
Y desarrollando se obtiene:
h
(3.39)

" (T—T,)
La magnetizacion total M esta dada por Num = u?>NB/(T — T,) por lo que la susceptibili-
dad es:
_IM _ N
X= 9B ke(T—T.)

De Ia solucién de campo medio 3.37 se puede obtener un valor estimado de mg para la
magnetizacién espontdnea para campos externos B — 0

(3.40)

m= (1+t)(m+%m3) (3.41)
my ~ /3t (3.42)

Este resultado esta graficado en la figura 3.6
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3.2 Modelo de Ising en 2D

my —

S~ VT.-T
™

T

Figura 3.6: Magnetizacién en funcién de la temperatura

3.2.2. Calor especifico

Con la aproximacién de campo medio, la energia interna para B — 0 se puede obtener
P . . gN
observando que cada espin es remplazado por su valor promedio m asi como que hay %5~ pares
de espines:

1
U= —EqJNm%; T <T. (3.43)

U=0;T>T, (3.44)

Para T < T, pero cerca de T, , se puede utilizar el valor de mg estimado anteriormente
(ecuacién 3.39), entonces :

3¢JN(T.~T) _ 3ksN(T ~T.)

U= 3.45
2T, > (3.45)
Por lo que el calor especifico cerca de la transicion es:
du 3
= —=—k 4
C=_7 =5k, (3.46)

para valores de T ~ T,.. Si T — 0 entonces mg — 1, ya que tanhx — 1 cuando x — 0, por lo
tanto se puede aproximar la energia interna U por una constante lo que implica que la capacidad
calorifica tiende a cero, como se aprecia en la figura 3.7.

Para valores de T > T, la energia interna es 0 pues mg = 0, por lo que la capacidad calorifica
en ese caso es también 0, generandose asi una discontinuidad entre la capacidad calorifica antes
(cerca) de la transicién de fase y a una temperatura mayor a 7.
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3. MODELO

Figura 3.7: Calor especifico en funcién de la temperatura [54]

3.2.3. Funcion de correlacion

En el caso 1D la funcion de correlacién G;; la calculamos como (0;0;), mostrando que
(0;) =0, pero estd definicién no siembre basta. Cuando se tiene (0;) # 0, tener a dos espines
no correlacionados implica que (0;0;) = (0;)(0;) = M?, por lo que la definicién de G;; se
generaliza:

Gl’j = (G,’Gj> — <Gi><(7j> (3'47)

Se puede relacionar G;; con la segunda derivada de una funcion de particién Z[B;] donde
actia un campo magnético dependiente de los nodos B;:

Z[Bj| =Y exp(—B(Ho — 11} Bioy)) (3.48)
O k

1

57> ' = Bu 'y H, el hamiltoneano 3.2, el valor esperado (0;) estd dado

Aqui empleamos f§ =
entonces por:

1
<G,’> = 2 ZGZ' CXp(—ﬁ(HO — [.LZBka)), (3.49)
Ok k
por lo que:

1 dZ 1 Jdlog(Z)

A p— = 3.50
i BuzoB;  Bu  IB; 520
Y derivando nuevamente con respecto a B;:
1 190z
-5;) = — = 3.51
%) = By 2988, oy
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3.3 Generalizaciones del modelo de Ising

por lo tanto:

1 1 9%z 1 92, 1 0z
Gi = (Bupzass, Buz o5 puzas, (352
i.e.
2
_ 1 J°log(Z) (3.53)

7 (Bu)? 9BidB;
Esto implica que tanto el valor esperado (o;) y la funcién de correlacién Gj; se pueden
obtener derivando la funcién de particién; Z[B;| que es la funcion generadora de las funciones
de correlacion. Derivando Z obtenemos (0;0;) , mientras que derivando log(Z) se obtiene G;;
directamente. En caso de que no haya fisicamente un campo aplicado B, se puede utilizar uno
ficticio para calcular las funciones de correlacidn de esta manera y tomando B — 0 en el resul-
tado.

Derivando la ecuacién 3.50 y usando la ecuacién 3.52 obtenemos:

o) 1 dlog(2)
8BJ- _[.Lﬁ 8B,~8Bj

= BuG;; (3.54)

Que, difiere de la funcion de correlacion por un factor de S . Esto es, la funcién de corre-
lacién representa la respuesta del espin o; con la variacién del campo magnético B en el nodo

J-

3.3. Generalizaciones del modelo de Ising

A pesar de que no hay solucién analitica para el modelo de Ising en 3D, se han realizado
aproximaciones sin campo magnético externo [53] y posteriormente simulaciones numéricas
para estudiar el modelo en 3D [56]. Por ejemplo en [56] se obtiene mediante métodos de Monte
Carlo la expresion M(¢) = (ag — ayt® — ayt)tP para la magnetizacion cerca de la transicion de
fase, con ¢ la temperatura reducida, 6 ~ 0.5, ap ~ 0.69, a; ~ 0.34, a, ~ 0.42 y B = 0.3269,
observandose una magnetizacion espontdnea en una red cuibica del modelo de Ising a primeros
vecinos y con 2563 espines.

Ademéds existen otros modelos similares al modelo de Ising, como el modelo de Potts. En
este modelo, explicado en [57], a diferencia del modelo de Ising donde los espines estan fijos
en los nodos apuntando sélamente en dos posibles direcciones, cada espin estd apuntando en
alguna de ¢ distintas direcciones equidistantes especificadas por los dngulos:

2
@, = %, (3.55)

conn=0,1,2....qg—1
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En la versiéon mds general, la interaccién a primeros vecinos depende sélo en el dngulo
relativo entre los dos espines y el hamiltoneano correspondiente es:

H=-) J(®)), (3.56)
(i)

donde la funcién J(@; ) es periddica con un periodo de 27w y ©;; = ©,i — ©,j es el dngulo
entre dos espines vecinos en los sitios i y j correspondientemente. El modelo propuesto por
Potts [58] es:

J(®) = —gcosO, (3.57)

con € la energia de interaccion. En [59] demuestran que el modelo presenta una transicién de
fase de primer orden para ¢ > 4 y mencionan una transicién de “orden superior” para g < 4.
Vale la pena recordar que en 1973 atin se usaba la clasificacion de Ehrenfest de las transiciones
de fase, por lo que una transicién de orden superior significa simplemente una transicion de
segundo orden o continua.

3.3.1. Modelo tipo Ising y dependencia de la temperatura

Como ya vimos el modelo de Ising es una representacién matematica de un material ferro-
magnético, donde las tinicas contribuciones a la energia estdn dadas por la parte paramagnética,
las cuales se representan con la interaccion entre cada espin individual con el campo magnético
externo y la contribucién correspondiente a la interaccion entre espines cercanos (primeros ve-
cinos). Existen sistemas donde un conjunto de espines se comportan como una sola particula,
teniendo dos posibles espines totales, igual que en el modelo de Ising, salvo que estos con-
juntos presentan degeneraciones ya que hay distintas maneras de ordenarlos donde se obtiene
el mismo espin total ( los distintos niveles que pueden ocupar los espines pero logrando igual
estado de alto y bajo espin 3.8).
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3.3 Generalizaciones del modelo de Ising

Bajo espin Alto espin

Figura 3.8: Estado de alto y bajo espin

En los modelos tipo Ising, los espines ¢ son representados a través de espines ficticios s que
representan los dos estados de la transicién de espin, con las diferentes degeneraciones. Estas
degeneraciones se denotan por g y g_ y estan asociadas con los eigenvalores +1y —1, de los
estados moleculares de alto y bajo espin, correspondientemente, ademads, estds degeneraciones
pueden ser internas (espin, orbitales o vibraciones intramoleculares) 6 externas (fonones de la
red) [9].

Boukheddaden et al. [60] utilizan un argumento probabilistico para demostrar la equiva-
lencia entre modelos tipo Ising y modelos con Hamiltoneanos dependientes de la temperatura
!. La demostracién de dicha equivalencia se encuentra en el apéndice del articulo y empieza
dando la probabilidad asociada con las configuraciones teniendo N, espines en el estado +1
como:

P(Ny) ~ gV g" exp[~BE(N,,N_)] (3.58)

con N = N, + N_ el nimero total de espines y M = N, — N_ la magnetizacion.
Aqui es mencionado en el articulo que esa expresion de probabilidad se puede transformar

P(N..) ~ g" exp[~BE(N) — N ksT log i—j} (3.59)

Y finalmente como:

'El modelo tipico con interacciones térmicas, lo podemos llamar modelo de Wajntlasz debido a que él fue el

primero en proponerlo [39]
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kgT 8
P(M) ~ (848 )" expl~B(E(M) - =-Mlog =) (3.60)
De esta manera queda evidenciado que la diferencia entre degeneraciones resulta en un
término proporcional a la magnetizacioén y a la temperatura, lo que corresponde a un campo
dependiente de la temperatura de magnitud kg7 log 2’{ /2.

El Hamiltoniano empleado en estos casos es:

H:—Jzaionr(A—@)Zoi, (3.61)
(i) i
con g = g—f y A la diferencia de energia entre los estados de alto y bajo espin (equivalente al
potencial quimico [38]).
La manera en que nosotros entendemos, desde un punto de vista mds cualitativo, el iso-
morfismo entre modelos tipo Ising y modelos dependientes de la temperatura es la siguiente.

Al ser estos Hamiltonianos tipo Ising, su energia estd divida en dos contribuciones princi-
palmente, una que corresponde a la energia de interaccion entre los espines vecinos y la otra
que corresponde a los espines individuales, para la parte de interaccién entre vecinos tenemos
al pardmetro de intercambio J, que en la mayoria de estos modelos se da como un pardmetro
fenomenoldgico que toma en cuenta interacciones ferroeldsticas.

Para la parte que considera la contribucién energética individual primero tenemos a la A.
En este lado también esté presente el pardmetro g, que como ya se menciond estd relacionado
con los grados de libertad de las degeneraciones de los espines.

Abhora, en la literatura ( por ejemplo [9]) también se asocia la cantidad log g con el cambio
de entropia molar AS a través de:

AS
logg =" ~6 (3.62)

siendo R la constante de los gases.

Entonces, si g estd asociado con el conteo de las degeneraciones individuales moleculares
y log g estd de relacionado con la entropia molar, la expresion kpT log g resulta ser la energia
libre de Helmholtz (en este caso es simplemente la contribucion al calor dada por la entropia
molecular).

De esta manera la dependencia de la temperatura en estos hamiltonianos viene siendo en
realidad la contribucién energética de cada conjunto de espines a través de su energia libre de
Helmbholtz.

Finalmente, el hamiltoniano del modelo de Wajnflasz es:

A kgT
H=— 0+ (= — ——1 ). 3.63
J%caﬁ(z ) oggzi:cr) (3.63)

Este modelo ha mostrado ser eficaz obteniendo muchas de las propiedades cualitativas de
los sistemas de transicién de espin vistos en el capitulo anterior. Por ejemplo, dependiendo
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de los valores de A, y J y de la topologia del sistema (con condiciones fijas a la frontera o
condiciones periddicas) se obtiene histéresis, transiciones escalonadas y transiciones normales
[15]. Sin embargo, se requiere en cada caso ajustes particulares y poco claros, ademés de no
explicar algunos efectos en sistemas polimérficos [38].

3.4. Modelo propuesto

Con el fin de hacer un modelo més general y que tome en cuenta las deformaciones de los
cristales al pasar de un estado a otro, proponemos un modelo similar al mostrado en 3.63, que
tome en consideracidn las posibles deformaciones del cristal al incrementar la magnetizacién
del sistema. Por ejemplo, experimentalmente se ha observado que algunos materiales pasan de
una estructura triclinica a una monoclinica al cambiar de estado de alto espin a bajo espin. [28]

Primero supondremos que los enlaces intramoleculares tienen un potencial tipo Hooke.
Ademds, sabemos que el sistema estd en una fase sélida, lo que significa que, cada molécula
estd atada a sus vecinos por un enlace. Esto tltimo no es suficiente para formar un cristal, pues
el sistema seguiria siendo flexible, es decir, podriamos deformar el material sin gastar energia,
o equivalentemente sin cambiar la longitud de los enlaces. Para volver el sistema rigido se
pueden poner enlaces en las diagonales, o enlaces entre los dngulos que forman cada tercia de
moléculas vecinas (véase figura 3.9). El cambiar estos dngulos o la longitud entre las particulas
(i.e. deformar el material) costara energia, por lo que el parametro de intercambio J asociado
a la energia de enlace, también cambiard dependiendo de la magnitud de la deformacién, que
(como se menciond anteriormente) depende de la magnetizacion del sistema. Esto significa
que J es una funcion de la magnetizacién M. Pero M es una funcién del conjunto de espines
M= Zi O;.
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Molécula Mayor energia

Deformado

Figura 3.9: Representacion bidimensional de la deformacién que sufren los materiales que atra-

viesan una transicioén de espin

Quisiéramos una estimacién de J(M). Para esto, notemos lo siguiente:

= J(M) debe ser inversamente proporcional a la magnetizacion ya que para altas mag-
netizaciones se tienen experimentalmente [61] grandes deformaciones, lo que requiere
mayor energia que se traduce en pequefios valores de J

= Cuando la magnetizacion sea cercana a 0, J(M) debe ser aproximadamente constante,
pues ya se ha visto que el modelo de la ecuacién 3.63 es valido para magnetizaciones
pequeiias, lo que significa que J(M) no diverge para M = 0.

Teniendo estos aspectos en mente, dicha relacién debe ser de la forma:

C
J(M) ¢ ——7°— 3.64
Donde C es una constante y f(M) es una funcién positiva, monétona, mayor o igual que
cero, siendo f(M) =0 para M = 0.

La funcion mds sencilla con estas caracteristicas es f(M) = M. Sin embargo, cerca de M =
0 podria haber fluctuaciones de tal manera que se tengan, para sistemas finitos magnetizaciones
negativas. Por esta razon, requerimos que f(M) = |M|.

Dicho esto, nuestro modelo es del estilo de 3.63 pero tomando en cuenta la dependencia
del pardmetro de intercambio a la deformacién (magnetizacién) del sistema.

A kgT
H=—J(M)Y 0o+ (5 - BT logg . o7) (3.65)
(i) i
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3.4 Modelo propuesto

con

JoC

_ = 3.66
C+ M| (3.66)

Aqui tenemos que J..! es el valor que se usa en el modelo de Wajnflasz. Puesto que la
magnetizacion no es otra cosa que M /N = Al,):i 0;, tendriamos que el hamiltoniano final sera:

H= NCJJFJ\VZC: ‘ ZG,GJ szTloggzi: ;) (3.67)
Este serd el modelo que usaremos en las simulaciones para describir los sistemas de transicién

de espin de manera mds general, logrando encontrar sistemas con histéresis, transiciones es-
calonadas como ya se habia logrado antes, y también transiciones incompletas, lo cual hasta
ahora no se habia logrado con modelos tipo Ising como el hamiltoniano 3.63. Este modelo es
una propuesta original, aunque hay que mencionar que existen trabajos que consideran defor-
maciones estructurales inducidas por cambios de presion [29]. En estos trabajos muestran que
cuando hay tales deformaciones se logra también una transicién de espin. De alguna forma,
esos trabajos son el caso contrario al que nosotros proponemos, donde un cambio en el estado
de espin induce una deformacién. No obstante, en todos los estudios que se lograron revisar el
parametro de intercambio es considerado un factor fenomenoldgico y constante.

IEl subindice oo proviene del hecho de que para el caso C — oo, el modelo propuesto se reduce al modelo de

Wajnflasz
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Capitulo 4

M¢étodo de estudio y detalles de la

simulacion

Nuestro objetivo es estudiar los materiales de transicion de espin utilizando el modelo de
Ising. Nos interesa conocer las propiedades termodinamicas del sistema; dichas propiedades
se estudian a través de la fisica estadistica que se basa en el calculo de probabilidades (por
ejemplo, la funcién de particion). Estas probabilidades se calculan a través de la generacién de
nimeros aleatorios utilizando la interpretacion frecuentista. A estos métodos que se basan en
el uso de nimeros aleatorios se les conoce como métodos de Monte Carlo (el nombre proviene
del casino de la ciudad de Monte Carlo, famoso por sus juegos de azar).

Con el fin de alcanzar nuestro objetivo vamos a hacer simulaciones numéricas implemen-
tando dos de los hamiltoneanos mencionados en el capitulo anterior ( ver ecuaciones 3.63,
3.67). Dichas simulaciones se realizardn usando el algoritmo de Metrépolis que se explicard
mas adelante.

4.1. Algoritmos de Monte Carlo

Los sistemas dindmicos evolucionan como funcién del tiempo de manera determinista,
esto es, a cada tiempo le corresponde un dnico estado posible del sistema, en cambio, en los
sistemas estocdsticos existen multiples estados para cada tiempo dado. Es por esto que en
los sistemas estocdsticos se tiene una probabilidad de caer en un determinado estado. En las
simulaciones basadas en los algoritmos de Monte Carlo se tiene tanto la dependencia temporal
de los sistemas dindmicos, como también la parte probabilistica de los sistemas estocésticos.
En cuél de los estados se cae es determinado a través de una secuencia de nimeros aleatorios
que es generada a lo largo de la simulacidn. Si se realiza otra secuencia de nimeros aleatorios,
los resultados no serdn idénticos pues no se caerd necesariamente en el mismo estado. Esto
da como resultado una dispersién de mediciones correspondiente a todas las posibilidades en
las que se cae. El ancho de esta dispersion es lo que se conoce como error estadistico (o bien,
la varianza del sistema). Esto es de gran utilidad si se trabaja con problemas de mecénica
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estadistica, ya que en general en esta clase de problemas se calculan promedios termodindmicos
de muchos cuerpos que interactdan entre si.

Asi mismo, en los problemas de mecdnica estadistica tratamos de obtener un muestreo de
una region en el espacio fase para estimar ciertas propiedades del modelo, es por esto que
la exactitud de los métodos de Monte Carlo depende de la fineza! con la que se muestrea el
espacio fase.

Existen varias maneras de realizar una caminata (muestreo) aleatoria en el espacio fase,
una de estas es que cada paso sea independiente del resto, lo que conduce a un movimiento
browniano. Si queremos resultados diferentes al movimiento browniano, debemos recurrir a
otro tipo de caminatas. La caminata mas sencilla de analizar después del movimiento brow-
niano es aquella donde cada paso depende tinicamente del anterior. A este tipo de caminatas se
le denomina cadenas de Markov.

4.1.1. Cadenas de Markov

Llamamos un proceso de Markov, si cumple la siguientes propiedades:

1. Es un proceso estocéstico a tiempos discretos t1,1,13,. ..,
2. El sistema contiene un conjunto finito de estados S1,52,953,...,Sy,

3. Si denotamos a X; el estado del sitema al tiempo 7, la probabilidad condicional P(X,, =
SilXe, , = Si, s Xt, , =Si, »,--- Xy, = Si;) de que se tenga el estado X, = S, dado el
conjunto de estados anteriores X; |, =S; ,X;, , =S, ,,....X;, =S, es independiente
de todos los estados excepto del predecesor mds inmediato, i. e. :

P(th = Sin ’th—l = S

th72 — S Xll — Sll) - P(X[n — Sin|th—l)‘ (41)

In—1 In_2°**

A la secuencia de estados X; se le denomina cadena de Markov y la probabilidad condicio-
nal antes mencionada se puede interpretar como la probabilidad de transicion W;_, ; de pasar de
un estado i a uno j

Como el conjunto de los W;_,; son un conjunto de proboabilidades completo, se impone
también:

Wisj >0, Y Wis=1 (4.3)
J

Entones la probabilidad total P(X,, = S;) de que al tiempo 7, el sistema esté en el estado S;
es:

ICon esto nos referimos a que tan homogéneo se distribuyen las condiciones iniciales. Si se trata de un conjunto
finito de posibles estados iniciales, con fineza nos referimos a cuantos de esos estados son considerados como

condiciones iniciales
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4.1 Algoritmos de Monte Carlo

P(th = S/) = P(th = Sj’X[)171 = Si)P(thfl = Sl) = W/iﬁjp(xtnfl = Sl)’ (44)

dado que la probabilidad P(X, , = S;) es independiente de cualquier estado futuro, incluido
X;,.

A veces uno cuenta con la informacion para calcular las probabilidades W;_.; pero lo que
se quiere es encontrar las probabilidades W;_,;, entonces quisiéramos una forma de pasar de
la probabilidad W; . ; a la probabilidad W;_.;. Para esto pasaremos al limite continuo, haciendo
t, —t,—1 — 0 y usaremos la ecuacion maestra en el estado estacionario. Esta ecuaciéon considera
la tasa de la probabilidad de encontrarse en el estado S; al tiempo 7, P(S;,t) . Dicha tasa estd
dada por:

dP(Sj>t)

da = Y Wi jP(Sjst) + Y WiniP(Sit) (4.5)

i#j i#j
En el equilibrio se espera que no haya cambios temporales, lo que implica que es un estado
estacionario, en cuyo caso se tiene:

dPeq (S/‘, t)
———=0 4.6
dr (4.6)
Entonces, la ecuacidn 4.5 se vuelve:
ZVVi—>jP(Sj7t) = ZWj—ﬁP(Siat) 4.7)

i#j i#]

Esta dltima ecuacion no se puede resolver en realidad, pues tenemos mas variables que
ecuaciones; sin embargo, una posible solucién seria que cada término de la suma del lado
izquierdo sea igual a cada término de la suma del lado derecho, es decir:

Wj—)iPeq (Sj) = "Vi—>jpeq (S,'), (4-8)

que se conoce como principio de balance detallado. Aunque hacemos notar, que esta eleccioén
es arbitraria (se elige por simplicidad, pero existen modelos donde no esto no se cumple).

Para implementar cadenas de Markov dentro de algin método de Monte Carlo, en parti-
cular para el caso del modelo de Ising, uno de los métodos de muestreo mas empleados es el
algoritmo de Metropolis.

4.1.2. Algoritmo de Metrépolis

En el algoritmo de Metropolis, las configuraciones de espines son generadas de estados
previos, utilizando una probabilidad de transicién que depende de la diferencia de energia entre
el estado inicial y el final. La sucesién de estados sigue un camino ordenado temporalmente, no
obstante este tiempo no es determinista y es llamado tiempo de Monte Carlo (también referido
como pasos de Monte Carlo dentro de las simulaciones). Para modelos de relajacién, como en
el modelo de Ising, la ecuacién maestra es:
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4. METODO DE ESTUDIO Y DETALLES DE LA SIMULACION

dPi(t)
dt

= = Y [P()Wissj — Pi(1)Wj] (4.9)
i#]

donde P;(r) es la probabilidad del sistema a estar en un estado i al tiempo 7, W;_, ; es la razén de

transicion del estado i — j. En equilibro la ecuacion 4.9 es igual a cero, por lo que se aplican

las condiciones de balance detallado:

Pi(l‘)VVi_>j = Pj(l)Wj_>i. (4.10)
Reordenando se obtiene:
) _ Wisi 4.11)
Pi(t) Wi’

A su vez las probabilidades W;; se pueden separar en dos partes, la correspondiente a la proba-
bilidad de generarse un estado i a partir de un estado j, g;—,; y la probabilidad de aceptar ese
nuevo estado, A;_, ;. Suponemos que: g;—;; = g;;. Por lo que al sustituir en la ecuacion previa:

Pi(t)  ginj-Ais; A

B(t)  gjmitAjsi Ajsi
La probabilidad mds alta de aceptar un nuevo estado es 1 y esto sucede cuando se pasa a un
estado de menor energia (buscando la minimizacion de la energia), lo que implica que A;_,;
serd 1 si el estado j es de menor energia. En otro caso, despejando A;_.; y asumiendo que el
estado j es de mayor energia (sino A; ,; = 1), tenemos:

) (4.12)

pi(t)
A==+, 4.13
o bien, en el caso general si no sabemos qué estado tiene menor energia, se tiene que:
Pi(t)
A —mi (1, J ) 4.14
i—sj = min 0 4.14)

Sélo nos falta una forma de calcular las probabilidades P;(t) y P;(¢). Usando la distribucion
de Boltzmann, tenemos que la probabilidad de que se dé un i-ésimo estado estd dado por:
o—Ei/ksT

Z 9
con Z la funcidn de particién. Generalmente se desconoce la funcidn de particion pero Z es una

constante, que desaparece al dividir ambas probabilidades.
Definiendo:

P(n)' = (4.15)

AE;j =E;—Ej, (4.16)

y sustituyendo 4.15 y 4.16 en 4.14 obtenemos nuestra probabilidad de aceptacion W;_, jpara
nuestro algoritmo:

'La dependencia temporal de dicha probabilidad estd implicitamente dada en la energia
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4.1 Algoritmos de Monte Carlo

—AE,']')
kgT

Entonces, el algoritmo (de Metrépolis) completo resulta el siguiente:

Wi, = min(l,exp (4.17)

1. Primero generamos un arreglo o de espines aleatorios de dimensiones n X m y comen-
zamos un contador igual a 0.

2. Se calcula la energia H (o) utilizando el Hamiltoneano dado (en nuestro caso los Hamil-
toneanos dados por las ecuaciones 3.63 y 3.67).

3. Después hacemos una copia del arreglo o, la cual llamamos ¢’. Escogemos un sitio al

/

azar i del arreglo ¢’ y volteamos el espin de dicho sitio 6] = —o7.

4. Ahora calculamos la energia de este nuevo arreglo H (o).
5. Se calcula enseguida la probabilidad de transicién W, —, g, usando la ecuacion 4.17.

6. Generamos un niimero aleatorio r con una distribucién homogénea en el intervalo [0, 1].
Si se cumple r < W,_, g, se acepta la transicion y se remplaza el arreglo ¢ por el arreglo
o', en caso contrario (i.e. Wg,—,_s, > r ) se rechaza la transicién y nos quedamos con el
arreglo ©.

7. Se actualiza el contador sumandole 1.

8. Si el nimero de pasos es menor que un valor determinado por el usuario, entonces se
pasa al paso 2. Sino se termina el proceso y se devuelve el arreglo ¢ obtenido.

A cada actualizacion del contador anterior, lo denominamos paso de Monte Carlo.

4.1.3. Algoritmo de Wang-Landau

Otro algoritmo que se implementa en las simulaciones de los sistemas de transicién de espin
[31] es el de Wang-Landau. Este algoritmo se basa en realizar una caminata aleatoria en el es-
pacio de energia para poder estimar la densidad de estados g(E) ! del sistema, dicha densidad
de estados se modifica (utilizando el denominado factor de modificacién f) cada que un nivel
de energia es visitado g(E) — g(E)f, para generar un histograma plano. Tener un histograma
en el rango de energias de la caminata aleatoria implica tener una densidad de estados que
converge al valor verdadero, con una precisién proporcional a log(f). Teniendo ya una buena
estimacion de la densidad de estados, se puede entonces calcular cantidades termodindmicas a
través de promedios candnicos a distintas temperaturas, ya que, dada la distribucién de estados,
la funcion de particion se puede calcular a través de Z = Y . g(E )e*E/ KT Con la funcién de
particién estimada, es posible obtener las cantidades termodindmicas del sistema.

! ¢l niimero de todas las posibles configuraciones, o estados, para un nivel de energia E
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Inicialmente se intenté implementar este algoritmo, pero puesto que en los Hamiltoneanos
que empleamos ( ecuaciones 3.63 y 3.67 ) se tiene una dependencia explicita a la temperatura,
no fue posible calcular densidades de estados independientes de la temperatura, lo que volvia
poco util este algoritmo. No obstante dado el isomorfismo mencionado en 3.58 y 3.59 es,en
principio, posible pasar los Hamiltoneanos empleados a unos que no dependan explicitamente
de la temperatura, pudiéndose entonces implementar el algoritmo de Wang-Landau.

4.2. Detalles de la simulacion

Nuestas simulaciones fueron hechas en un cédigo programado en el lenguje JULIA, dicho
cddigo es independiente de la geometria del sistema asi como del Hamiltoneano mismo. El
codigo se puede ver en el apéndice A. El cédigo realiza un muestreo siguiendo el algoritmo de
Metrépolis descrito anteriormente para un nimero de pasos de Monte Carlo iniciales m, (deno-
minados pasos de termalizacién, estos pasos tienen el fin de alcanzar un estado estacionario),
posteriormente se realiza otro muestreo un nimero m de pasos de Monte Carlo donde se realiza
la estadistica (se obtiene el promedio, la desviacién estdndar, etc.) de nuestro sistema. A su vez
se estudia la dependencia térmica del alineamiento de los espines del arreglo. Por alineamiento
de espines del arreglo queremos decir el nimero de espines apuntando hacia arriba con respec-
to de los que apuntan hacia abajo y normalizado. A esta fraccion de espines que apuntan hacia
arriba la denominamos como nhs (por sus siglas en inglés “number of high spin”molecules).

4.2.1. Tamaiio de la red y tiempo de termalizacion

Para las simulaciones correspondientes al 3.63, se realizaron sobre configuraciones cua-
dradas de L x L, con L = 5,10,20 y 50, con un ndmero inicial de pasos de termalizacién
m; = 20,000 en su mayoria pero m, = 50,000 en ciertos casos explicados m4s adelante, con
condiciones periddicas a la frontera; sin embargo, una vez obtenido un estado termalizado, el
nimero de pasos de termalizacion se vari6 entre m; = 1 'y m; = 20,000 para obtener los estados
en las diferentes temperaturas, dependiendo si se queria estudiar un estado en equilibrio, o un
estado fuera de equilibrio (para estudiar histéresis). Para las simulaciones correspondientes al
Hamiltoneano 3.67 también se hicieron sobre redes cuadradas, pero en este caso s6lo probamos
con L =5,20y 50 con m; = 20,000 pasos de termalizacién, también teniendo en cuenta que
una vez obtenido un estado termalizado, los pasos de Monte Carlo de termalizacion para otras
temperaturas se variaron. Se usaron igualmente condiciones periddicas.

Para hacer la estadistica, se usaron entre 10° y 10* pasos de Monte Carlo en ambas simula-
ciones. Ademds, se hicieron promedios de entre 10 y 103 muestras, repitiendo en cada caso las
simulaciones de Monte Carlo con los datos mencionados anteriormente.

Se hicieron también simulaciones con frontera fija, con el fin de reproducir los datos de
[9], donde los espines de la frontera se fijaron apuntando todos hacia arriba. En este caso, se
hicieron simulaciones para tamafios de red L = 5, 10,20, 50, usando ambos modelos.
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4.2.2. Tipos de Interacciones

Para el primer hamiltoniano (ecuacién 3.63) se utilizaron los valores de: J = 160K, A =
1300K, logg = 6, descritos en [9], para poder, en primera instancia, replicar resultados pre-
viamente obtenidos, comprobando asi que nuestro cddigo funciona correctamente, también se
tomo6 kp = 1, mientras que para el segundo modelo (ecuacién 3.67) se tom6 de la ecuacion 3.64
la f(x) = x y distintos valores de C. Ademds, se variaron tanto los valores de J como los de A
con el fin de explorar diferentes materiales y posibles polimorfismos.
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Capitulo 5

Resultados

Procedemos ahora a mostrar los resultados obtenidos de los modelos vistos en el capitulo
3, en las secciones 3.3.1 y 3.4 cuyos hamiltoneanos se pueden ver en las ecuaciones 3.63 y 3.67
respectivamente, empleando el cédigo programado (mostrado en el apéndice A). Los resulta-
dos son simulaciones numéricas del comportamiento del estado de alto espin (que etiquetamos
con el subindice As) con respecto a la temperatura. No obstante, es importante mencionar que
debido al caracter estocéstico de los métodos de Monte Carlo, se tendra ruido estadistico en las
simulaciones. Ademds, existe un nimero de pasos iniciales en los que el sistema no ha alcan-
zado el equilibrio termodindmico, es por esto que al inicio de cada simulacién se emplean los
Ilamados “pasos de termalizacién” , siendo estos un nimero P de pasos de Monte Carlo a una
temperatura fija que se realizan antes de comenzar la simulacién. Estos pasos de termalizacién
estabilizan el sistema debido a la forma de la expresion de la probabilidad de transicién en el
algoritmo de Metrépolis (ecuacién 4.17). Retomando la explicacién dada en la seccién 4.1.2,
dicha probabilidad de transicién estd dada con el fin de minimizar la energia del sistema en
cada paso de Monte Carlo. Vale la pena mencionar que el equilibrio termodindmico real nunca
se alcanza realmente, teniendo como consecuencia el fendmeno de histéresis que por lo tanto
depende del niimero de pasos de Monte Carlo.

5.1. Termalizacion

Para comprobar que el nimero de pasos es suficiente para alcanzar el equilibrio termo-
dindmico, realizamos simulaciones con el modelo de Wajnflasz y el modelo propuesto (ver
figura 5.1 ) para arreglos de L x L ! de la dependencia del estado de alto espin con respecto
al numero de pasos de Monte Carlo para tres temperaturas distintas: 7 < Tec, T =T, T > T,
con T, la temperatura a la cual se da la transicién (la temperatura de transicién que se usé es
la que se menciona en el articulo [9], la cual es aproximadamente 7, ~ 216K). Es importante
mencionar, que el nimero de pasos de termalizacion necesario en realidad depende del tamafio

Yaqui mostramos sélo las imagenes para el caso L = 10 y el modelo de Wajnflasz, pues no consideramos

necesario llenar de graficas sobre la termalizacidn, sin embargo incluso llegamos a L = 500
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de la red; sin embargo, podemos tomar como pasos de termalizacién el maximo entre todos los
tamafios de la red que se usan. Concluimos que con 20,000 pasos es suficiente para redes me-
nores o iguales que L = 50. Insistimos que este corte es en realidad arbitrario, pues el verdadero
equilibrio termodindmico sélo se alcanzaria para un ndmero de pasos infinito. A continuacién
se muestran las graficas de la fraccién de moléculas en estado de alto espin n;; como funcién
del nimero de pasos de Monte Carlo:
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Figura 5.1: Comportamiento de ny; (la fraccion de estado de alto espin) con respecto a los pasos
de Monte Carlo para: (a) T < Tc, (b) T = T, (c) T > T.. En (d) se muestra la variacién de n;; con

respecto a la temperatura y se sefialan las regiones de ésta que corresponden a (a),(b) y (c)

De esto podemos ver que la fraccion de estado de alto espin: ny, tiende a fluctuar al rededor
de un valor cuando el nimero de pasos es suficientemente grande. Sin embargo, las fluctua-
ciones no se reducen al incrementar el nimero de pasos de Monte Carlo. Es claro que lejos de
la transicion, las fluctuaciones rondan aproximadamente 10 % de nyy, pero cerca del punto de
transicion T, las fluctuaciones incrementan considerablemente. Vale la pena mencionar que se
han estudiado este tipo de fluctuaciones térmicas cerca de puntos criticos [62], mostrando un
comportamiento sustancialmente diferente a las fluctuaciones lejos de las transiciones de fase.
La forma en la que se estudian estas fluctuaciones, es haciendo la transformada de Fourier del
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mismo tipo de graficas que aqui presentamos (figuras 5.1 y 5.2), para obtener un espectro de
frecuencias. Estas siguen una ley de potencias, cuyo exponente cambia durante la transicién de
fase. Por falta de tiempo, no se hizo este anélisis sobre nuestros datos, por lo que se deja para
un trabajo futuro.

Para reducir el ruido estadistico, se pueden realizar multiples simulaciones y tomar el pro-
medio de ellas, también se podrian seguir haciendo pasos de Monte Carlo y promediar sobre
los dltimos pasos. Aunque son casi equivalentes, hay una diferencia sustancial, si se incrementa
el nimero de pasos de Monte Carlo, también se acerca al sistema mas al equilibrio. Aunque
tipicamente se utilizan ambas técnicas, si uno quiere controlar qué tan fuera del equilibrio se
encuentra (para estudiar histéresis, por ejemplo), conviene hacer mds bien promedios sobre va-
rias simulaciones. Esto tiene la desventaja de ser més tardado computacionalmente, pues cada
vez se requiere hacer un nimero grande de pasos de termalizacidn. Sin embargo, en algunos
casos, uno puede usar el “truco” de tomar como termalizacidn, el estado previo antes de cam-
biar la temperatura. Esto es funcional si el cambio de temperatura se da lentamente (AT ~ 0).
Con esto en mente, nosotros decidimos hacer promedios no sobre los pasos de Monte Carlo,
sino sobre varios sistemas (condiciones iniciales diferentes). En la figura 5.2 se muestra basi-
camente lo mismo que la figura figura 5.1, pero haciendo el promedio sobre 100 condiciones
iniciales diferentes:
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Figura 5.2: Comportamiento de la fraccion de alto espin con respecto a los pasos de Monte Carlo

para: () T < Tc, ) T > T, y (¢c) T = T, promediados sobre 100 sistemas. En (d) se muestra

T =~ T, promediado sobre 1000 sistemas.

Nétese que atn con promedios sobre 100 sistemas, hay fluctuaciones considerables cerca
de la transicion. Por esta razdn, cerca de la transicion se usaron promedios sobre 1000 sistemas.

5.2. Modelo con interacciones térmicas

Ahora presentaremos los resultados obtenidos utilizando el modelo de Wajnflasz, con el fin
de asegurar de que el c6digo funciona de manera correcta y es capaz de replicar resultados de

[9].
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Figura 5.3: Dependencia de la magnetizacién con respecto a la temperatura, con 20000 pasos
de termalizacién, A = 1300K y J = 160K para arreglos de distintos tamafios con frontera fija,
promediadios sobre 1000 sistemas. El color amarillo representa el comportamiento de un arreglo
de 5 x 5. El rojo corresponde a uno de 10 x 10, verde uno de 20 x 20 y el azul para un arreglo de

50 x 50. Se observa el fenomeno de histéresis claramente en las curvas azules, verde y roja.

En la figura 5.3 tenemos las simulaciones resultantes utilizando el modelo de Wajnflasz
para distintos tamafios de red con frontera fija para los valores de A = 1300K y J = 160K,
comenzando con una temperatura 120K y aumentando en pasos de AT = 1K la temperatura
de las redes hasta llegar a una temperatura de 7 = 350K. De la misma manera se enfria la
red, comenzando con una 7" = 350K hasta llegar a 7 = 120K (exceptuando el caso de L =5,
donde el valor minimo fue de 50K y el maximo de 250K). Podemos ver que se presenta el
fendmeno de histéresis y que este estd relacionado con el tamaiio del arreglo en cuestion, entre
mads pequeilo sea el arreglo mas pequeiio serd el ancho del ciclo de histéresis, de hecho, para
la red mas pequefia no se alcanza a percibir este fendmeno, aunque si existe, pues si se hace
AT mayor se empieza apreciar. Ademads, se ve que la temperatura de transicién se recorre
hacia valores menores (en el limite termodindmico, la temperatura de transicion es ~ 216K
segtin lo reportado en [9]. Comparando estas simulaciones con las obtenidas en [9], vemos
que los resultados son practicamente iguales, a excepcion del comportamiento para el arreglo
de tamafio 10 x 10, pues el valor minimo que alcanza la magnetizacion para dicho arreglo es

1
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cercano a 0.3, mientras que en nuestros resultados es al rededor de 0.4, que como ellos mismos

4
notan, el valor minimo debe ser aproximadamente — (con L la longitud del lado del arreglo), lo

cual corresponde mds a nuestro resultado que al de ellos. Creemos que esto se debe a un posible
error en el tamaiio del arreglo que ellos reportaron, dado que ese minimo parece corresponder a
un arreglo de tamafio 12. Con esto podemos corroborar que el cédigo implementado funciona
de la manera correcta.

Ademas de reproducir los resultados reportados en [9], se modificaron los valores de J y
A, para buscar distintos comportamientos, con el fin de reproducir todos los casos reportados
experimentalmente en la literatura, es decir: transiciones abruptas, graduales, con histéresis,
escalonadas e incompletas tanto para alcanzar el estado de alto espin, como para alcanzar el
estado de bajo espin [38, 61]. Como ya vimos antes, las transiciones incompletas para alcanzar
el estado de bajo espin estan relacionadas con fronteras fijas de tamafio finito. Ademads, en lo
que vimos, pudimos observar que hay transiciones abruptas y con histéresis, es decir, s6lo nos
falta encontrar transiciones graduales, escalonadas, e incompletas hacia el estado de alto espin.
En la figura 5.4, la curva azul se obtuvo para valores de / = 10K y A = 1300K, obteniéndose
una transicioén gradual.

Es de esperarse que se tenga una transicion gradual para J pequeio, pues ello implica que
pesa mds la contribucién energética paramagnética, que la contribucién dada por la interaccién
entre espines vecinos.

Se buscé con diferentes y muy variados valores de J y A encontrar el resto de los casos
reportados experimentalmente, pero no se hall6 ni el caso de transicién escalonada, ni el caso
de transicién incompleta hacia el estado de alto espin. Por esta razén propusimos un nuevo
modelo que considere la deformacién de la red.

5.3. Modelo con deformacion de la red

Abhora desarrollaremos los resultados obtenidos utilizando el modelo propuesto (ecuacién
3.67). Notemos que el modelo de Wajnflasz es un caso particular de nuestro modelo si hacemos
C = 0. Es por lo tanto esperarse que para valores altos de C se obtengan los mismos valores que
en el modelo de Wajnflasz. Obtuvimos exactamente los mismos resultados que los reportados
en la figura 5.3. Ademas, al variar el valor de C para el caso de J = 10 y A = 1300 obtuvimos
las diferentes curvas de la figura 5.4.
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Figura 5.4: Comportamiento de ny; al variar la temperatura para los dos modelos teniendo J = 10K
y A = 1300K, L = 20, promediado sobre 100 sistemas y 20000 pasos de termalizacién. La curva
azul es obtenida con el modelo de Wajnflasz, mientras que la café y naranja se obtuvieron con el

modelo nuevo. La curva café tiene el parametro C = 0.01 mientras que para la naranja C = 0.00004.

En la figura 5.4 tenemos una simulacién hecha con el modelo de Wajnflasz (azul) y dos
hechas con nuestro modelo (café y naranja). Podemos ver la gran similitud en los resulta-
dos obtenidos con ambos modelos a pesar de la gran diferencia entre los valores de la C
(C = =,0.01,0.00004, siendo una transicion gradual en los tres casos. Cuando J es pequefia
comparado con A el valor del pardmetro C del nuevo modelo no tiene mucha relevancia, pues
como ya mencionamos antes, la contribucidon importante es la de la parte paramagnética. A
pesar de que en ciertos casos la diferencia entre modelos es minima, existen resultados que
podemos obtener con el nuevo modelo pero no con el modelo de Wajnflasz.
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Figura 5.5: Dependencia del estado de alto espin con respecto a la temperatura empleando el
modelo de Wajnflasz (azul) y el nuevo modelo (naranja). En ambos casos se tiene J = 160K, A =
1300K, L = 20, 20000 pasos de termalizacién y promediado sobre 100 sistemas. Para el modelo

nuevo se tiene C = 4

La figura 5.5 muestra el comportamiento de n, conforme varia la temperatura, tanto para
nuestro modelo (C = 4) como para el Wajnflasz, con J = 160K, A = 1300K. Podemos ver que
la transicion de espin con el modelo de Wajnflasz es abrupta, mientras que la transicion con el
nuevo modelo resulta ser escalonada justo a la mitad de la fraccién de moléculas de alto espin
(directamente relacionado con la magnetizacion). Este resultado es muy importante, ya que
pudimos obtener una transicién de espin escalonada (que como se mencioné previamente, no
se han encontrado usando el modelo de Wajnflasz directamente). El hecho de que el modelo de
Wajnflasz s6lo sea capaz obtener transiciones abruptas para casos donde nuestro modelo obtie-
ne transiciones escalonadas evidencia la limitacién del primero y la generalidad del segundo.
La manera en que el factor C contribuye en las transiciones escalonadas la podemos entender
si consideramos a C como una medida de la flexibilidad del material (qué tanto cambia J co-
mo funcién de la temperatura), esto es, qué tan susceptible es el material a deformarse por la
magnetizacién. Por lo tanto, por lo visto en la figura 5.5, esperariamos que si el material es
muy susceptible a deformarse al incrementar la magnetizacién o la temperatura, esperariamos
encontrar transiciones escalonadas. Esto ademds ayuda a entender porque mismos compues-
tos, con diferentes morfologias (diferentes morfologias implica diferentes deformaciones), se
comportan de manera distinta como se reporta en [38].
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Figura 5.6: Variacion de n, al cambiar la temperatura, empleando el nuevo modelo para distintos
valores de C. En estos casos se tiene J = 160K, A = 500K, L = 20, 20000 pasos de termalizacién
y promediado sobre 100 sistemas. Se tiene C = 0.1 en morado, C =1 en verde,C = 10 en azul y

C — o en naranaja.

En la figura 5.6 observamos el comportamiento de ny, al variar la temperatura para distintos
valores de C en nuestro modelo, con J = 160K y A = 500K. Vemos que para C grandes obtene-
mos una transicién abrupta, mientras que para valores pequefios de C obtenemos una transicion
escalonada. Esto esta de acuerdo con la observaciéon mencionada anteriormente sobre la figura
5.4, teniendo que el modelo de Wajnflasz resulta ser un caso del modelo nuevo donde C — oo.
Resulta muy curioso también que para valores muy pequeiios de C la transicién, es incompleta
hacia el estado de alto espin, queddndose a la mitad de la magnetizacién. Hasta donde pudimos
revisar, este seria un efecto nuevo, dado que el tipo de transicién incompleta hacia el estado de
alto espin que se ha reportado no es abrupta, sino gradual [61].
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Figura 5.7: Variacion del estado de alto espin con respecto a la temperatura, empleando el nuevo
modelo con frontera fija. Aqui se tiene J = 160K, A = 1000K, L = 10, 20000 pasos de termaliza-
cién, promediado sobre 100 sistemas y C = 1. Primero se aument6 la temperatura a 400K (rojo) y

posteriormente se enfri6 (verde)

Ademas de obtener transiciones escalonadas, se logré también obtener éstas con histéresis y
para un sistema con frontera fija, simulado materiales pequefios. En la figura 5.7 mostramos una
simulacién realizada con nuestro modelo, con fronteras fija, / = 160K y A = 1000K, L= 10y
C =1, comenzando a una temperatura de 50K , e incrementando esta en pasos de 0.001K hasta
llegar a una T = 350K. Subsecuentemente se enfrié la red a la temperatura inicial. Observamos
que esta transicion es escalonada y presenta histéresis aparentemente de forma simétrica. De-
bido a las fronteras fijas, el valor minimo de ny es distinto de 0, similar a lo discutido en torno
a la figura 5.4.
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Figura 5.8: Comportamiento de nj; con respecto a la temperatura, empleando el nuevo modelo.
Aqui se tiene J = 160K, L = 50, con 50000 pasos de termalizacioén, promediado sobre 100 sistemas

y C = 0.000004. En azul tenemos A = 500K, en café A = 1000K.

Hasta este punto, atin nos falta poder encontrar un caso como el observado en [61], donde
la transicion es incompleta hacia el estado de alto espin. Experimentalmente esto podria tra-
tarse de una transicién gradual tipica, con el defecto de no lograr magnetizarse completamente
antes de que el material se derrita; sin embargo, parece mds bien, que incluso si el material no
se derritiera, no se lograria tener una transicion al estado de alto espin completa. En general,
esperariamos que un material que se derrite antes de lograr la transicion, seria un material cuya
J dependiera fuertemente de la temperatura, de tal manera que se rompieran los enlaces antes
de lograr la transicion. Esto se traduce en nuestro modelo a una C = 0.

Las simulaciones mostradas en la figura 5.8 se realizaron con el nuevo modelo con J =
160K, para dos distintos valores de A. La “cola”! presente a bajas temperaturas en la curva
azul es debida a que se necesitan mas pasos de termalizacién para estabilizar el sistema (a
pesar de haber utilizado 50000 de éstos). Podemos ver que las transiciones de espin resultantes
son graduales, pero una vez que se alcanza la mitad de la fraccién del estado de alto espin,
el crecimiento se vuelve mds lento y pareciera seguir un comportamiento asintético, nunca
alcanzando el estado de alto espin completo, aunque creemos que para temperaturas realmente

lel comportamiento de la curva a temperaturas menores y cercanas a 100K
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grandes podria alcanzarlo, sin embargo, como ya se dijo, experimentalmente esto no es posible,
pues el material se derrite antes de alcanzar dichas temperaturas.
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Capitulo 6

Conclusiones

A continuacién presentamos las conclusiones generales del trabajo descrito en esta tesis,
asi como posibles trabajos futuros.

6.1. Conclusiones generales

Se pudo programar un cédigo en el lenguaje JULIA, independiente de la geometria (es
decir, el cédigo se puede usar tanto para redes cuadradas, como triangulares, hexagonales, 3D,
desordenadas, etc.) del sistema asi como de su hamiltoniano. También se propuso un mode-
lo original y general, para estudiar computaciondlmente los materiales de transicién de espin.
Tanto con el cédigo como con el nuevo modelo se pudieron reproducir resultados numéricos
previos, lo que prueba que el cédigo y el modelo funcionan de manera apropiada.

Con el modelo propuesto se logré simular transiciones de espin en todas las modalidades re-
portadas en la literatura, es decir:

= Graduales,

= abruptas,

= transiciones con histéresis,

= escalonadas,

= incompletas hacia el estado de bajo espin ,
= incompletas hacia el estado de alto espin.

Todos estos tipos de transicién han sido reportados experimentalmente, sin embargo no se
habia logrado reproducir con modelos tipo Ising (salvo modificaciones complejas y poco claras
sobre el Hamiltoneano y la geometria del sistema) transiciones escalonadas ni las incompletas
hacia el estado de alto espin. El poder reproducir todas estas transiciones a partir del modelo
propuesto demuestra la generalidad de este y su gran alcance.

Las transiciones abruptas estdn relacionadas con el valor de J en la ecuacién 3.63, cuando J es
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muy pequeno no se da transicién abrupta, sino gradual. Ademads, encontramos que cuando J es
muy pequefio, tampoco se da una transicién escalonada.

Ademds, observamos que al cambiar el valor de C en el hamiltoniano 3.67, se obtienen
transiciones escalonadas. El significado que le damos al pardmetro C, es una medida de la
flexibilidad del material, o una forma de caracterizar la dependencia de J con respecto de la
temperatura (algo que pocos modelos han considerado). Asi, cuando J depende medianamente
de la temperatura, aparecen transiciones escalonadas. También observamos que si el parametro
C es muy pequefio, entonces nunca se llega a una transiciéon completa. Aunque se han reportado
materiales con esta caracteristica, lo nuevo en este caso, es que la transicién incompleta se da
de manera abrupta.

Por tltimo, encontramos que si C es muy pequefia y A es también relativamente pequeia,
se tiene una transicién incompleta y gradual como se ha reportado en la literatura, pero no se
habia logrado explicar de manera teérica o computacional hasta donde pudimos revisar.

Cabe mencionar que otro de los aportes de este trabajo es poder dar una explicacion al
porqué de comportamientos diferentes en compuestos quimicos iguales, pero con diferente
morfologia. Si se tiene un mismo compuesto quimico, se tienen mismos valores de J y A, por
lo que con el modelo de Wajnflasz no se podia explicar la diferencia en comportamientos. Sin
embargo, con nuestro modelo, se incluye un efecto por la deformacién (polimorfismo), con lo
que se obtienen diferentes resultados para diferentes morfologias.

6.2. Trabajo futuro

Como se ha mencionado en ciertas secciones de esta tesis, existen ideas interesantes a
desarrollar en el futuro. En esta seccion profundizaremos en mds éstas.

6.2.1. Algoritmo de Wang-Landau

La utilizacién del isomorfismo (ecuacién 3.58) para poder implementar el algoritmo de
Wang-Landau en nuestro cdigo con el fin de estudiar diagramas de fase para estados de equi-
librio. El algoritmo de Wang-Landau, como mencionamos en el capitulo 4, tiene la ventaja de
obtener la densidad de estados, lo cual es independiente de la temperatura. Esto implica que
para calcular diferentes puntos de la grafica n;; vs T, no se requieren nuevas simulaciones.
Esto hace més sencillo, rdpido y preciso encontrar la temperatura de transicion, necesaria para
dibujar el diagrama de fases.

6.2.2. Estudio de fluctuaciones

Otro trabajo a futuro es el estudio de las fluctuaciones referentes a las figuras 5.1, 5.2.
Como ya se menciond, estas fluctuaciones se han estudiado como advertencias tempranas de
transiciones de fase [62], no obstante existe la posibilidad de asociarles a estas fluctuaciones un
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parametro tipo factor de Fano, para poder caracterizar el tipo de caos antes, durante y después
de la transicién [63].

6.2.3. Modificaciones a la red

A pesar de haber obtenido un gran espectro de transiciones de espin, en esta tesis sélo se
simularon arreglos cuadrados. Como el c6digo no depende de la geometria del sistema, resulta
interesante la idea de realizar simulaciones con otro tipo de geometrias y en tres dimensiones,
no necesariamente con el mismo hamiltoneano.

6.2.4. Interacciones a segundos vecinos

Tanto el modelo de Wajntlasz como en el modelo propuesto (ecuaciones 3.63 y 3.67, res-
pectivamente) sélo tenemos interaccién a primeros vecinos', por lo que resulta natural la idea
de experimentar con interacciones a segundos vecinos lo que resultaria facil de implementar
dada la generalidad del c6digo implementado.

6.2.5. Modificacion al modelo propuesto

Hay que recordar que la idea detrds del modelo propuesto es la existencia de una relacion
entre la deformacion del material y su magnetizacion J(M(T)) y que nosotros proponemos
que es de la forma de la ecuacién 3.64. Sin embargo, esto lo hicimos sélo por simplicidad,
en realidad no conocemos la forma precisa de la dependencia de J con respecto de M(T).
Como trabajo futuro se podria investigar cémo varia J como funcién de M(T'), probablemente
relacionado con el mddulo de Young.

aunque en el modelo propuesto, se asumen en realidad interacciones a ms vecinos, esto se hace por medio de

aproximacién de campo medio. Lo ideal seria considerar directamente las interacciones a segundos vecinos
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Apéndice

A.1. Codigo
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Algorithm 1 Definicion de la probabilidad de transicion P y de la interaccién entre espines, asi

como del Hamiltoneano
1: function P(H,,H,,T)

2 P(Hy,H,T) =min(1,e 2t /ks<T)

3: end function

4: function VECINOS(n,m)

5: k=nxm

6: ve= Array [ ]

7 for all jinl : k do

8: vel = [j%n+1+-+(j—1,n)*n;mod1(j—1,n)++(j—1,n) xn;mod1(j —n,n*
m);mod1(j+n,n%m)]

9: push!(ve,vel)

10: end for

11: return ve

12: end function

13: function SUMAVECINOS(C, vecino)

14: n = length (o)

15: suma =0

16: fori=1:ndo

17: for j in vecinoli] do

18: suma+ = o|i] * o[ ]
19: end for

20: end for

21: suma/ =2

22: end function
23: H;sing(o,vecinos,J,A,T kg,g) = —(A/2 — (kg = T/2) * Ing) x sum(c) — J =

sumavecinos(o,vecino)
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Algorithm 2 Metropolis

1: function METROPOLIS(T,J, A, kg, g,nt, G, vecino, pasos)

2: H, = H;sing(o,vecino,J,A kg, T,g)

3: for i =1: pasos do

4: 02 = copy(0)

5: elegido = rand(1 : nt)

6: Oa[elegido] = —oy[elegido]
7: H, = H;sing(0,,vecino,J, A kg, T,g)
8: P, =P(H,,H>,T)

9: test = rand))

10: if zest < P, then

11: H, = copy(H>)

12: o = copy(or)

13: end if

14: end for
15: returnoc,H,

16: end function

1: function TOT(o)

2: core = sum(0)
3: n = length(o)

4: tot = core/n

5: end function

6: function RHS(0)

7: to =tot(0)

8: return (1 +t0/2)

9: end function
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Algorithm 3 Pasos de Monte Carlo

function MC(p;, o, T,vecino,n,m; p = 20000,J = 160,A = 1300,kz = 1,g = ¢°)
nhs =0
o,H; = Metropolis(T,J,A, kg,g,n*m,c,vecino, p)
fori=1:p;do
o,H, = Metropolis(T,J,A kg, g,n+m,c,vecino, 1)
nhs+ = rhs(o)
end for
returnnhs/py,c

end function
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