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Resumen

En 1957, J. Bardeen, L. Cooper y J. R. Schrieffer desarrollaron la primera teoria microscopica basada en
una interaccion electron-electrén atractiva constante y una funcion de onda de maltiples pares logrando
explicar una amplia gama de propiedades superconductoras conocidas hasta entonces. En 1958, N.
Bogoliubov encontrd una transformacion unitaria seguido de una aproximacion de campo medio para
pares de electrones, la cual conduce a la misma solucion de la teoria BCS [Tinkham,1996]. El formalismo
de Bogoliubov-de Gennes (BdG) es una extension de la transformacion de Bogoliubov, permitiendo el
andlisis de la brecha superconductora en el espacio real [Gennes,1999]. En materiales nanoestructurados,
tales como nanoalambres y nanocintas, el confinamiento cuéntico puede tener efectos decisivos en su
estado superconductor. Por otro lado, J. Hubbard establecid en 1963 un modelo cuéntico en el espacio
real para los electrones en sélidos incluyendo la interaccion electrén-electron.

En esta tesis se estudian la brecha superconductora y la temperatura critica, asi como su dependencia
con el potencial quimico y el pardmetro de interaccion electron-electron, en nanoalambres y nanocintas
superconductores con distintas geometrias de seccion transversal. Dicho estudio se realiza dentro del
formalismo de BdG a partir del modelo de Hubbard usando el método de superceldas, donde los &tomos
de la seccion transversal son explicitamente considerados. Los resultados obtenidos muestran que las
nanoestructuras poseen una brecha superconductora inhomogénea por la presencia de una seccidn
transversal finita. Esta brecha depende de la ubicacion del potencial quimico o el llenado de la banda
electrénica, cuyos maximos tienen una correlacion estrecha con los méaximos de la densidad de estados
electronicos local en concordancia con la teoria BCS. Ademas, se presentan resultados analiticos para
nanoestructuras con seccién transversal de uno y dos atomos. Finalmente, la presente tesis sugiere que
el formalismo de BdG mas el modelo de Hubbard podria ser un método apropiado para el estudio
cuantico de la superconductividad en nanoestructuras.
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Introduccion

La superconductividad ha sido un reto para la fisica tedrica desde su descubrimiento en 1911 por el
cientifico holandés Heike Kamerlingh Onnes [Onnes,1911], dado que no presenta resistencia eléctrica al
paso de la corriente y presenta el efecto Meissner [Meissner,1933], es decir, se comporta como un
diamagneto perfecto. Hoy en dia se sabe que la superconductividad es un fendmeno colectivo de muchos
cuerpos y no puede ser entendido a partir de la teoria de un solo electrdn, ni dentro de la aproximacion
de campo medio para dicho electron. Cabe mencionar que el problema de muchos cuerpos sigue sin
poder resolverse en forma exacta hasta la fecha.

En general, la superconductividad es un fendmeno bastante complejo de entender. En 1934 Gorter y
Casimir [Gorter,1934] desarrollaron la primera teoria termodindmica con la cual demuestran que por
debajo de cierta temperatura critica la superconductividad resulta ser un estado de menor energia y mas
ordenado que el estado normal. Posteriormente los hermanos London extendieron las equaciones de
Maxwell y encontraron la existencia de una longitud de penetracion cuando un superconductor se
encuentra en un campo magnético externo. En 1950 Ginzburg y Landau desarrollaron una teoria
fenomenoldgica donde se introducen los conceptos del parametro de orden y la longitud de coherencia.
A partir del cociente entre la longitud de penetracion y la de coherencia, se definen los superconductores
de tipo I y tipo Il. El gran salto en el entendimiento del fendmeno de la superconductividad fue en 1957,
cuando J. Bardeen, L. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) desarrollaron la primera teoria cuantica
proponiendo una funcion de onda de muchos cuerpos que conduce a una solucién analitica mediante
metodos variacionales, en la cual los pares de Cooper se forman a partir de una interaccion electron-
electron via fondén. Esta teoria logré dar un origen microscépico de los principales modelos
fenomenoldgicos existentes hasta entonces y en consecuencia se hizo acreedor del premio Nobel de
Fisica en 1972. En 1958, el cientifico ruso Nikolai Bogoliubov desarroll6 una teoria alternativa basada
en campo medio de pares de electrones seguida por una trasformacién que diagonaliza analiticamente el
Hamiltoniano de pares. Dicha teoria obtiene los mismos resultados de la teoria BCS de una manera mas
simple especialmente para temperaturas finitas [Bogoliubov,1958]. Posteriormente, Pierre-Gilles de
Gennes transformd la teoria de Bogoliubov desarrollada en el espacio de momentos hacia el espacio real
obteniendo las famosas ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes.

Aunado a la importancia conceptual por entender la superconductividad, existe intereses en aplicar el
fendmeno en la vida cotidiana, ya que primeramente la superconductividad permite trasladar grandes
cantidades de electricidad sin tener pérdidas en el camino, como los cables basados en superconductores
a temperatura de nitrogeno liquido instalados en Long Island en el estado de New York de los Estados
Unidos de America desde el 2008 [energy.gov,2008]. Asi mismo, los cables basados en ceramicos
superconductores también se usan para crear bobinas y generar grandes campos magnéticos superando
los 30 Teslas. Dichas bobinas son actualmente instaladas en los aceleradores de particulas y utilizadas
en imagenes por resonancia magnética. Dichos cables estan constituidos de multifilamentos
superconductores en forma torcida para tener una mayor estabilidad magnética. Estos filamentos llegan
a tener un diametro menor que 100 nm. Por lo que el estudio de la superconductividad es estimulado
desde diferentes &mbitos.



Desde el punto de vista tedrico, una manera general para estudiar la dinamica de los electrones en
solidos es a través del hamiltoniano de Hubbard [Hubbard,1963], el cual enfatiza la interaccion electron-
electron en el espacio real, es decir, considera explicitamente las interacciones entre electrones del mismo
sitio y de sitios vecinos mas cercanos. En esta tesis se investiga la superconductividad en nanoalambres
a partir del hamiltoniano de Hubbard y las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes (BdG) en una forma
combinada entre espacio real y espacio reciproco. Se calculan la brecha superconductoray la temperatura
critica como funcion del parametro de interaccion y de la posicion del potencial quimico para
nanoalambres de longitud infinita con pequefia seccion transversal. Los resultados numéricos de las
brechas superconductoras locales obtenidas de las ecuaciones de BdG se comparan con las soluciones
analiticas obtenidas en el formalismo de BCS para los casos con seccidn transversal de uno y dos atomos.
Asi mismo, la variacién de la brecha superconductora local con respecto al potencial quimico puede
confirmarse a traves de la densidad de estados local obtenida con la funcién de Green.

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo uno se introducen las teorias
fenomenoldgicas de la superconductividad, tales como la termodindmica del estado superconductor, las
ecuaciones de London y la teoria de Ginzburg-Landau. El capitulo dos resume la teoria microscépica de
BCS, la transformacién de Bogoluibov y las ecuaciones de BdG. En el capitulo tres se discuten el modelo
de Hubbard, la extension del formalismo de BAG a un espacio combinado real-reciproco y los resultados
obtenidos al resolver las ecuaciones de dicha extension. Finalmente se presentan algunas conclusiones
de este trabajo de investigacion.



Capitulo 1 Fenomenos de la Superconductividad

La superconductividad fue descubierta en 1911 por el cientifico Heike Kamerlingh Onnes [Onnes,1911],
quien logro licuar Helio a una temperatura de 4.2 Kelvin en 1908 y gracias a esto gand el premio Nobel
en 1913. Al tener acceso a estas temperaturas, él decide medir la resistencia eléctrica de distintos metales
puros entre ellos el mercurio, en el cual observd una caida abrupta de la resistencia eléctrica alrededor
de los 4.25 Kelvin, como se muestra en la Figura 1.1. Este fendmeno lo bautizé como superconductividad
que ocurre por debajo de una temperatura critica (T.).

Fig. 1.1 Resistencia eléctrica (R) medida en el
mercurio contra la temperatura (T) [Onnes,1912].

Ademas, Kammerling Onnes descubrid otra importante propiedad en los superconductores. Al ser
expuestos a un campo magnético suficientemente intenso, se destruye el estado superconductor. Si el
campo magnético es retirado, se recupera la superconductividad. EI campo minimo que se requiere para
destruir este estado se llama campo critico, cuyo valor depende de la temperatura.

En 1933, Meissner y Ochsenfeld descubrieron que el estado superconductor es un diamagneto
perfecto, es decir, expulsan completamente las lineas de campo magnético del interior de la muestra
[Meissner,1933]. Este fendmeno se conoce hoy dia como efecto Meissner. Cabe mencionar que el efecto
Meissner es reversible, en otras palabras, el estado superconductor destruido por un campo magnético
externo se recupera al retirar dicho campo. Este hecho es relacionado termodindmicamente con la
diferencia de energia libre entre el estado normal y superconductor sin campo magnético aplicado, a esto
se le llama energia de condensacion del estado superconductor. Los datos experimentales muestran que
el campo critico (H.) es dependiente de la temperatura (T), como muestra la Figura 1.2, y puede

expresarse COmo
Hc(T) ~ Ho ()1 - (T/Te)°]. (1.2)



En este capitulo presentaremos un resumen de las caracteristicas principales del estado superconductor
y los modelos fenomenoldgicos del mismo.

Fig. 1.2 Representacion del campo magnético (u,H,) necesario para destruir el estado
superconductor y su dependecia con la temperatura (T) para distintos materiales [Alloul,2011]

1.1 Termodinamica del estado superconductor

El descubrimiento del efecto Meissner condujo al desarrollo de una teoria termodinamica de la transicién
de fase superconductora por Gorter y Casimir [Gorter,1934]. Dado que en cualquier transicion de fase
ciertas energias libres, determinadas por los parametros termodindmicos del experimento,
correspondientes a las dos fases involucradas deben ser iguales, estudiaremos en esta seccion la energia
libre de Gibbs ya que la transicidn superconductora ocurre a presion y temperatura constantes. En general
los superconductores se pueden clasificar en dos tipos: Los del tipo | no permiten la entrada de las lineas
de campo magnético en su interior cuando el campo magnético aplicado es menor que un valor critico
(H.), mientras que los del tipo Il tienen dos campos criticos con H_,<H_,. Cuando el campo

magnético aplicado H <H_,, el superconductor se comporta como los de tipo I. Si H_,<H <H_, el

superconductor permite presencia de lineas cuantizadas de flujo magnético las cuales forman una red
triangular. Finalmente, para el caso H > H_, la muestra pierde sus caracteristicas superconductoras

[Lyton,1964]. EIl origen de los dos tipos supercondutores se debe a la existencia una energia por la
presencia de la interfase entre el estado normal y el superconductor. Dicha energia puede ser positiva que
corresponde al tipo | y negativa si son de tipo Il [Abrikosov,1957].

e Diamagneto perfecto
El trabajo de Meissner mostrd que un superconductor tipo | se comporta como un diamagneto
perfecto, es decir, en el interior del superconductor se tiene
B=0. (1.2)
Como B = u,(H + M), entonces
M=-H. (1.3)



De esta forma, la energia libre de Gibbs (G) para un sistema magnético esta dada por [Zemansky,1997]
G=U-TS+PV - pyH-M, (1.4)

donde U es la energia interna. Para el caso de temperatura y presion constante, tomando la parte
diferencial de la ecuacion (1.4) se obtiene

dG = —u,M-dH, (1.5)

ya que dU =TdS — PdV + u,H-dM . Integrando la ecuacion (1.5) y considerando la relacion (1.3) para
el caso superconductor se llega a

H H
Gy(H)=G5(0) = [ ~pyM-dH = [ yH dH = 2o 17, (1.6)

Por otro lado, el estado normal de un superconductor es generalmente no magnético, en otras palabras
M =~ 0, ver Figura 1.3(a), entonces
G,(H)-G,(0)=0. (1.7)

Dada la condicion de que en la transicion de fases, cuando H =H_, los estados normal y
superconductor tienen la misma energia libre y de las ecuaciones (1.6) y (1.7) se tiene

GS(O)+%H5=GS(HC)=GH<HC)=GH<0). (L.8)
En consecuencia,

G, (0) ~Gq(0) = %Hé . (L.9)

La ecuacion (1.9) sefiala que el estado normal tiene mayor energia libre que la del estado superconductor
en ausencia de campo magnético aplicado (H, ), como se muestra en la Figura 1.3(b).

Fig. 1.3 (a) Comportamiento de la magnetizacién (M) dentro de un superconductor en funcion del campo
aplicado (H,), efecto Meissner. (b) Comportamiento de la energia libre (G) para un metal en estado

superconductor y normal en funcion del campo aplicado (H, ) [Alloul,2011].

A partir de la ecuacion (1.9), se puede calcular la entropia a través de la relacion s = —(6G/oT), ,,

obteniendo

oH
Sn(O) - Ss 0)= —toH, —

et (1.10)



De la ecuacion (1.1), se tiene H_(T.)=0 cuando T =T_ Yy por lo tanto, de la ecuacion (1.10) se

concluye que las entropias del estado normal y superconductor en ausencia de campo externo son iguales.
Para temperaturas T < T, , el valor de (oH. /oT),,, €s hegativo como consecuencia de la ecuacion (1.1).

Por lo que la entropia del estado superconductor es menor que la del estado normal. En otras palabras, el
estado superconductor resulta ser mas ordenado que el estado normal.

Por otro lado, la diferencia de entropias sugiere que hay un calor latente dado por Q =T (S, -S;) en

la transicidn de fases normal-superconductora en presencia de un campo magnético. Notese que hay una
discontinuidad en dS/dT como resultado de la ecuacién (1.10) y en consecuencia el calor especifico

C =TdS/dT también sera discontinuo. De esta forma, derivando la ecuacién (1.10) obtenemos

C.-C d dH dH, Y’ d?H
"=y —| H.—C |= c| +H c | 1.11
T ”OdT(Cde”"Kde+CdT2} (111

De la misma forma cuando T =T, el campo critico H_ se vuelve cero y encontramos que

dH, Y\’
CS _Cn = :uOTC (d—_l_cj . (112)
T=T¢

Cabe mencionar que la discontinuidad del calor especifico de la ecuacion (1.12) ha sido confirmado
experimentalmente.

A partir de la expresion (1.1) obtenida experimentalmente para H_(T), las ecuaciones (1.10) y (1.11)

S, -, =—2u{H;(O)} {1-[%} }T (1.13)

C.-C, . [HOT|, (1Y
= 2;1{ 5 Hl 3[Tc”' (1.14)

Se sabe que, a bajas temperaturas, el calor especifico electrénico del estado normal es proporcional a
la temperatura [Kittel,2005], es decir,

pueden reescribirse como

2
C H.(0)
In =2 | X2 1.15
T V=<, { T, } ( )
Sustituyendo la escuacion (1.15) en (1.14) se tiene
2

C, T

—==3y| = . 1.16

T YLTCJ ( )

Entonces, la discontinuidad en el calor especifico al momento de la transicion viene dada por

(Cs—C,)/Te =2 (1.17)



Cabe mencionar que las ecuaciones (1.16) y (1.17) son consecuencia de la expresién aproximada (1.1),
las cuales difieren respectivamente del comportamiento exponencial observado experimentalmente y de
la teoria BCS [Tinkham,1996].

Fig.1.4 Entropia y calor especifico en funcién de T/TC [Alloul,2011].

e Estado intermedio

Consideremos una esfera superconductora sometida en un campo magnético ligeramente menor que el
campo critico denotado en la Figura 1.5 como H! = H.. En el ecuador de dicha esfera las lineas de

campo aumentan su densidad y en consecuencia el campo puede superar el valor critico. Por lo tanto,
alrededor de dicho ecuador se encuentra en un estado “normal” donde el campo penetra en forma de
burbujas [Nature Physics,2008]. Este estado de la muestra en donde una parte es superconductora y otra
es normal es usualmente llamado el estado intermedio que es la mezcla de dos fases. Si el campo externo
es menor que H. =2H_ /3 para una muestra esférica, el campo es expulsado completamente fuera de la

muestra ya que el campo externo es menor que el campo critico en todas partes de la muestra. La muestra
esta completamente en el estado superconductor y presenta un efecto Meissner completo.

»
r

0 H! HY H, 0 H; H! H,

C

Fig.1.5. Panel izquierdo: Campo magnético (B) en el interior de la muestra como funcion del campo
aplicado (Ha), donde el estado intermedio se encuentra cuando H.<H,<HZ. Panel derecho:

Magnetizacion (M) versus Ha [Alloul,2011].

1.2 Ecuaciones de London

En un superconductor a temperatura finita se pueden clasificar sus electrones en dos tipos: electrones
normales y superconductores. Este clasificacion se conoce historicamente como el modelo de dos fluidos,
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donde la densidad electronica total (n) se escribe como la suma de densidades electronicas normal (n,)
y superconductora (n, ), es decir, n=n_+n_ [Lyton,1964].

Sean e*, m* y v la carga, la masa y la velocidad de los electrones superconductores, de acuerdo con
la segunda ley de Newton se tiene
dv
m*—=e*E, (1.18)
dt
donde E es el campo eléctrico. Entérminos de la densidad de corriente de los electrones superconductores
(Js=nse*Vv) cerca de los bordes de la muestra que no varia espacialmente, la ecuacion (1.18) puede
reescribirse como
0J,  ng(e*)?
S — S( ) E

1.19
ot m* ( )

Usando la Ley de Faraday VxE =-0B/ét, donde B es el campo magnético, el rotacional de la
ecuacion (1.19) toma la forma

%\ 2
ﬁ{vusﬂ‘s(e) B}:O. (1.20)
ot m*

Por lo tanto, V xJ.+n,(e*)*B /m* es una constante. Los hermanos London propusieron en 1935 que
dicha constante es igual a cero, con lo que llegaron a la relacion
n, (e*)?
vl =& g (1.21)
m*

Notese que (1.19) y (1.21) son las dos ecuaciones de London. Para el caso estacionario, dJ; /ot=0, Yy
de la ecuacion (1.19) se tiene que E=0. En consecuencia J = cE =0. Usando la ley de Ampere dada
por VxB = p,J + e, 0E/0t = pyJ, Y la ecuacion (1.21), se tiene

ns (€%)°
Vx(VxB)=p,VxJg =—p g B. (1.22)
Dado que V-B=0, la ecuacion (1.22) nos lleva a
%\ 2
VB &) g (1.23)

m*
Para una muestra rectangular semi-infinita, la solucién unidimensional de la ecuacién (1.23) es

B(x)=B,e* = uyH,e ™", (1.24)

donde la longitud de penetracon de London (A, ) esta definida por

A = /unm—(;f . (1.25)

Claramente las ecuaciones de London no reproducen la completa expulsién de un campo magnético
del interior de un superconductor. En su lugar, los hermanos London predijeron una penetracion del

11



campo que decae como e™* de su valor en la superficie, donde A es denominada la longitud de

penetracién de London. El valor tipico de A es 0.3 a 1 um y se ha medido experimentalmente
[Lyton,1964]. La existencia de esta leve penetracion del campo magnético externo tiene una mayor
relevancia en los casos de peliculas delgadas superconductoras, alambres o particulas coloidales y en un
tratamiento detallado del estado intermedio.

1.3 Teoria fenomenologica de Ginzburg-Landau

En 1950 Vitaly Ginzburg y Lev Landau (G-L) introdujeron un parametro de orden complejo w (r) para
la superconductividad, tal que |y >~ ng, donde ng es la densidad de electrones superconductores. La
teorfa G-L propone que la energia libre es una funcién Ginicamente de |w [ y puede expandirse en serie
de potencias alrededor de T, cuyos primeros términos son |y [, [w |* y |[Viw . En 1959 Lev P. Gor’kov
derivo microscopicamente las ecuaciones de Ginzburg-Landau a partir de la teoria BCS [Gor’kov,1959].

La teoria G-L postula que si y es pequefia y varia lentamente en el espacio la densidad de energia
libre de Gibbs puede ser expandida en series de potenicas [Tinkham,1996][Lyton,1964]

2 2
(ﬁV—e*Ajy/
|

H
G (1.26)
donde a y p son los coeficientes de expansion, A es el potencial vectorial del campo magnético, m*

G.(H) =6, +alyf + Ly +

2m’ 2

y e* son respectivamente la masa y la carga de los electrones superconductores. En ausencia de campos
magnéticos externos y de gradientes obtenemos

G,(0)-G,(0) = || +§|y/|“. (1.27)
Minimizando la ecuacién (1.27) respecto a |w [ obtenemos el valor de equilibrio sin campo externo

vl =lv.[=-a/B, (1.28)

donde v, es el valor de yw en el interior del superconductor.
Para que el sistema sea estable y tenga un minimo distinto de |y [’=0, se tiene que <0y 8 >0.
Usando la ecuacion (1.9) dada por G, (0)-G,(0) = —uon/Z y sustituyendo (1.28) en (1.27) obtenemos

_HHE e oG oy =2
G.(0-G,(0) =5 (1.29)

Dado que los coeficientes a'y 8 son funciones de la temperatura, entonces en una vecindad de T., ellos
pueden ser expandidos en series de Taylor como

a(T)~ (T -T.)(@0a/dT),
B(T)~ B(T.) =B '

Con esto uno puede encontrar a partir de las ecuaciones (1.9) y (1.30) que

(1.30)

12



2 T \2 2
Hé:‘u"a :ﬂo(T T.) (a_aj (1.31)

B Be l

Para temperaturas cercanas a T, la variacion de H. con la temperatura puede aproximarse en forma

T=Tc

lineal, por lo que la ecuacién (1.31) justifica las aproximaciones de los coeficientes a'y 5 en la ecuacion
(1.30).

Ahora, considerando t//=|t//|ei“’ , el término de energia cinética en la ecuacién (1.26) puede reescribirse
como

1
2m

*

(?v —e*AJy/r S ﬁ[(ihv —e'A)lyle™ || (-inv-e'A)ly|e” |

= :(ihe’i“’V |+ nly|e " Vo—eAlyle™ )(—ihe“"V |- hly|e"Vo—e Aly|e” )}

[

(1.32)

=B+ 1| (Vo) —2ne'Aly[ Vo+ €AYy |

= B (- AY |y |

El primer término de la ecuacion (1.32) corresponde a la energia extra asociada a los gradientes de |l//|

, como ocurre en las frontera de un dominio superconductor. El segundo término proporciona la energia
cinética asociada a las supercorrientes en una forma con invariancia de norma. En la norma de London
con ¢ constante [Bardeen,1950], el segundo término de la ecuacion (1.32) se reduce a

* 2
EAWD (1.33)
2m
A partir de las ecuaciones (1.21) y (1.25), la densidad de energia cinética de los superelectrones esta
dada por

n.m" e’)’n Al
) N e AL (1.34)
2 2m 21, A
Igualando las ecuaciones (1.33) y (1.34) se obtiene
2 m’
=, (1.35)
Ho(€" W ])*

Cabe mencionar que si |y |°=n, , la ecuacion (1.35) se reduce a (1.25).
lw| s

Suponiendo que los superelectrones son los pares de Cooper, es decir, e* =2e, m* =2m y h, =n/2,
la ecuacion (1.35) puede reescribirse como

*

m m
S | l// | ,UO (e*l)z 2#092/’12 ( )
Resolviendo las ecuaciones (1.28) y (1.29), se tiene
2 2&2 2H2 4 3/14 4H2
a:_‘uOTec y ﬁ:‘uom—zec_ (1.37)
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Por otro lado, aplicando el método variacional a la ecuacion (1.26) respecto a y se obtiene

e L
ay/+ﬁ|l//|21//+2m* TV_EA v =0. (1.38)

Para un sistema unidimensional sin campo magnético externo y y real, utilizando (1.28) la ecuacién

(1.38) para g =w/y, puede reescribirse como

n* d*g 3
—+0g-0°=0. 1.39
De la ecuacion (1.39) se puede definir una longitud caracteristica o de coherencia () para la variacion

de g como

hZ
M= (1.40)
2m’ec(T)|
Al sustituir (1.37) en (1.40) encontramos
h
=E—. 141
() N (1.41)
Por lo tanto, podemos introducir un parametro adimensional de Ginzburg-Landau () dado por
2
_ A _2VaueH A (1.42)

¢(T) h

Se ha encontrado que x <1 para los superconductores puros, mientra que x>1 en aleciones
superconductoras o ceramicos superconductores, por lo que hoy en dia se utiliza x =1/ V2 para separar
los superconductores tipo | de los tipo Il [Tinkham,1996].
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Capitulo 2 Teorias Microscopicas

A diferencia de los modelos fenomenoldgicos presentados en el capitulo anterior, en este capitulo se
presenta un resumen del modelo de Fréhlich, los pares de Cooper, la teoria BCS, la transformacién de
Bogoliubov y el formalismo Bogoliubov-de Gennes. Este Gltimo sera el punto de partida para el estudio
de la superconductividad en nanoalambres.

2.1 Interaccion electrén-electron via fonén

En un gas de electrones en el vacio, las particulas interactian Unicamente a través de la fuerza de
Coulomb repulsiva. En cambio, en un solido los electrones ademas pueden interactuar a través del
intercambio de un fondn, en lugar de un fotdn como en la interaccion Coulombiana. En 1950 Herbert
Frohlich encontré que, si se consideran las interacciones Coulombiana, via fonones y de apantallamiento,
la interaccion resultante puede ser atractiva [Frohlich,1950].

Los elementos de matriz V. de la interaccion electron-electron entre un estado inicial (1) donde dos

electrones tienen vectores de onda (k,—k), y un estado final (11) donde los vectores de onda son (k',—k")
pueden tener dos términos [Gennes,1999]:

(@) El que se deriva directamente de la repulsion Coulombiana U (r;—r,) entre dos electrones cuyo
elemento de matriz esta dado por

(IIHC|11) = [[ drdr,e* U, (r—r,)e ™ = [U, (p)e **dp=U,, 2.1)

donde q=k'-k.

(b) EI que se origina de la interaccion electron-electrén via fondn. En este caso, un electron puede
emitir un fonon que después puede ser reabsorbido por otro electrén. Este proceso se muestra en
la Fig.2.1. El estado inicial (1) tiene energia E, = 2&,, donde & =#%k?/(2m), mientras que el estado

final (11) tiene energia E, = 2¢&,.

Fig. 2.1. Interaccion electrén-electron via un fondn. En el proceso (a) un electron en el estado k emite un fonén con
vector de onda -q, el cual es absorbido después por un segundo electrén. En el proceso (b) el segundo electron en el
estado (-k) emite un fondn g que es absorbido por el primer electron [Gennes,1999].

Existen dos estados intermedios permitidos por la conservacién del momento:
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(i1) Este estado esta conformado por tres particulas: el electron 1 en el estado k'=k +q, el electrén
2 en el estado —K, y un fondn con vector de onda —q y energiazw,, por lo que la energia
asociada a este estado es

Ey =& +& +hoy,. (2.2)

(i2) Este estado contiene el electrén 1 en el estado k , el electron 2 en el estado —k'=—(k +q), y un

fonon con vector de onda q Y energia 7w, , Cuya energia asociada es

E,,= & + & + hog=Ey. (2.3)

El elemento de matriz de los estados acoplados (1) y (I1) a segundo orden de perturbacion es

(e 1)~ 1 )3 2 ) 2.4

donde la suma es sobre todos los posibles estados intermedios y H,, es el acoplamiento electrén-fonén.
Entonces, la ecuacion (2.4) puede reescribirse como

A S | 1 1 S
<I | Hindirecto | ”> = <I | He—ph||1>5( J<I1| He-ph | ”>

S &~ ho, ) S G+ o,

(2.5)
Al 1 1 IR
+(1| He"’“||2>5(§k,—§k—hwq “iiiie J<|2| H, o 1),
es decir,
N 1 1 1 A
<I | Hindirecto | ”> =E(§k’_ gk_ h(Dq - gk’_ §k+ h(Dq le<l | He-ph |I><I| He-ph | ”>
(2.6)

AT
fi 0-0, 0+, ’

donde se define una frecuencia ® por 7o =¢,.—¢&, Y el elemento de matriz que representa la emision o
absorcion de un fonon con vector de onda g lo llamaremos w, y estara dado por

W, =2 30 Fy g )i 1), 2.7)

1
De esta forma 7w y 7q son respectivamente la energia y el cambio en el momento del electrén 1 en la
transicion 1 — 11 . El elemento de matriz total es

2
|W, [" 20,

([H[I) = U + (2.8)

Cuando w<w, el término indirecto es negativo, es decir, atractivo. Hemos encontrado una interaccion

atractiva, siempre que U, no sea muy grande.
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2.2 Pares de Cooper

La idea de una interaccion atractiva débil capaz de unir un par de electrones fue presentada por Cooper
en 1956. El demostrd que el mar de Fermi de los electrones es inestable ante la formacién de un par
ligado, sin importar que tan débil sea dicha interaccion, siempre que sea atractiva [Cooper,1956].

Para estudiar la formacién de un par de Cooper, consideremos un gas de electrones libres en el estado
base donde adicionamos dos electrones al mar de Fermi. Ademas, suponemos que los electrones extra
interactuan entre ellos, pero no con los que se encuentran en el mar de Fermi, excepto a través del
principio de exclusion de Pauli. Transformando nuestro problema a coordenadas del centro de masa, el
estado base del par de electrones tiene momento total cero. Entonces, la funcién de onda del par puede
escribirse como

w(r—r,)=> gK)e "™, (2.9)

donde g(k) es la amplitud de probabilidad de encontrar dichos electrones con vector de onda k asociada
a la coordenada interna del par (r =r, —r,). Dado que los estados |K| <|K| estan ocupados, el principio
de exclusion de Pauli impone que

g(k)=0, si [K|<|k. (2.10)
Dado que la funcién de onda total de particulas fermidnicas debe ser antisimétrica ante el intercambio
entre dos fermiones, la ecuacion (2.9) se convierte en una suma de cos[k-(r,—r,)] con la funcién de
espin singulete [|a(1)>|ﬁ(2)> —|a(2)>|ﬁ(1)>}/xﬁ 0 en una suma de sin[k - (r,—r,)] con las funciénes de
espin triplete dadas por |a(1))|a(2)), [|a(1)>|ﬁ(2)>+|a(2)>|ﬁ(1)>]/ﬁ y |BM)| B(2)). Consideremos

la funcion de onda singulete de dos electrones dada por

Yn-n)= - > g(k)cos[k-(r,~1,)I[| ()| B(2)) -] «(2))| AD))]. (2.11)

IkI>kel
La ecuacion de Schrodinger para los dos electrones referida al nivel de Fermi es

Pk jl{f(rl 1), (2.12)
m

hZ
—%(Vlﬁvi)\lf(rl - rz) +V(r1 - rz)\P(rl - rz) = [E +

donde 7°k? /2m = E, eslaenergia de Fermi por electrony E es la energia del par. Sustituyendo la funcién
de onda (2.11) en el término del potencial en la ecuacion de Schrédinger (2.12) se tiene

V(r-r,)¥(r-r,)=V(r) Z g(k)cos(k“r)y L Z g(K"HV (r)eik’-r ny, (_r)e—ik’-r]

K[>kl [kl
=L g VIS(r—r)+5(r+ e rdr =4 3 g(k)[V(r) Y e ek rdr (2.13)
K[>l [K'[> el IkI>Ikel

L5 3 g)|Vrycoster)e ™ dr = 3 g(k)V,, Y cos(ker)y,

Q (k1> 1Kl [KI> [kl k1> kel [kI>[kel
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donde se usa V (r) =V (-r) . Por lo tanto, a partir de la ecuacion (2.12) obtenemos una ecuacion para g(k)
dada por

thZ ,
- g(k)+ D 9(kK)Vye = (E+2E:)g(k), (2.14)
K[> kel
donde
V,, = é [V (e o (2.15)

es el elemento de matriz de la interaccion entre los estados electronicos k y k', y Q es el volumen del
sistema. Si la interaccion V(r) es atractiva, se obtienen soluciones de estados ligados con E < 2E; .

Consideremos una interaccién de la forma

: n’k? h°k"
-V, siE.< , < Ef +ho,
Viw = o 2m’ 2m F : (2.16)

0, cualquier otro caso

donde V >0. Esta interaccion es atractiva y constante en una banda de energia con una frecuencia de
corte de @, por encima de la energia de Fermi. Para el caso en que la interaccion atractiva es mediante

fonones, dicha frecuencia de corte es o, . Asi sustituyendo el potencial (2.16) en (2.14) obtenemos

thZ
m

vy g(k’)=[E+2EF—

K[>l

jg(k). (2.17)

Dado que el lado izquierdo de la ecuacion (2.17) no depende de Kk, entonces

VY gk

k)= —Kikd . 2.18
9(k) E +2E, —7°k?/m (2.18)

Sustituyendo (2.18) en (2.17) se encuentra la condicion de autoconsistencia

1
Vv =1.
%éa E+2E. —#k"/m

(2.19)

Cambiando la suma en la ecuacion (2.19) por una integral y definiendo &' =%2k"?/(2m)—E; se
obtiene

oo N(E) i
vjo —25,_Ed§ =1, (2.20)

donde N(£)=Q(27) *4nk” dk'/dE" es la densidad de estados. Si asumimos que 7o < E., N(E) puede
aproximarse al valor de N (0) al nivel de Fermi, asi la ecuacién (2.20) se reescribe como

E-2ho,

1~ % N(O)V In (2.21)
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En la mayoria de los superconductores tradicionales se ha encontrado que N(0)V < 0.3, lo cual permite
el uso del llamado limite de interacciones débiles, valido para N (0)V <1, en donde la solucién de la
ecuacion (2.21) para la energia E del par se puede escribir como

2

E ~—2ho e OV (2.22)

En otras palabras, este es un estado ligado con energia negativa hecho Unicamente por electrones con
k>k.

2.3 Teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer

Como se Vvio en la seccién anterior, el mar de Fermi se vuelve inestable ante la formacion de un par de
Cooper cuando la interaccion neta es atractiva. Este problema puede analizarse usando el lenguaje de
segunda cuantizacion, en donde los estados ocupados, incluido el indice de espin, se expresan en términos

de operadores de creacion (CT) con momento k y espin hacia arriba, asi como operadores de
aniquilacion (¢ _.) que vacia el estado correspondiente. En esta notacion, la ecuacion (2.9) se puede

reescribir como
|W0> Z g(k)CkTC k¢|F> (2.23)

k>ke
donde |F> representa el mar de Fermi con todos los estados llenos hasta K.

Como los electrones obedecen la estadistica de Fermi, los operadores de creacion y aniquilacion
definidos anteriormente obedecen las relaciones de anticonmutacion de los operadores fermidnicos

A At _ A At At A

I:CkO' ' Ck'o" :IJr = Ckackb" + Ck'o"CkO' - 6k,k'50',o"
A A _| At At _

[Cka ’ Ck'o" ]+ - I:CkO' ' Ck'o":|Jr - 0

donde o =T 6 indica el espin electronico. El operador de numero de particulas fi,_ esté definido como

, (2.24)

A, =6l 6. (2.25)

ko

el cual tiene como eigenvalores uno cuando opera sobre un estado ocupado y cero cuando opera sobre
un estado vacio.

Para el caso de muchos pares Cooper, la funcion de onda propuesta por BCS [Bardeen,1957] es de la
forma

we)= [T (u+vucuc,)d) (2.26)

K=Ky, Ky
donde |u,|* +|v,|" =1. Asi la propabilidad de que el estado de par (KT,—k\) esté ocupado es |v,|* y la
probabilidad de que este no se encuentre ocupado es |uk|2 =1—|vk|2

e Método variacional
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Para determinar los coeficientes u, y v, se parte del siguiente hamiltoniano reducido

H = ngﬁka + kal QTQKLQN‘SW ’ (2.27)

k,o k.l
el cual incluye los términos decisivos para la superconductividad, aunque omite muchos otros términos
que involucran electrones no apareados. Dado que |l//G> de (2.26) no es un eigenestado del operador de

nGmero N =>f,, . para mantener el nimero promedio de particulas se introduce un término —uN,
k,o

donde u es el potencial quimico. Minimizando el valor esperado de la suma obtenemos

§{we|H—uN|ys)=0. (2.28)
La inclusion de —uN es matematicamente equivalente a tomar el cero de la energia de banda electrénica
en u . Mas explicitamente tenemos

S (WelD Elfiko + D Vi 6irCl €16 |we) =0, (2.29)
K.,o kI

donde & =¢,— u es la energia de una particula relativo al potencial quimico. Por simplicidad se toma
u, Y v, como reales, entonces

<WG | H—uN |V/G> - 22 gkvlf + kalukvkulvl , (2.30)
k k.l
la cual se minimiza usando la constriccion u? +v; =1. Esta constriccion puede reescribirse como
u, =sing, y v, =coso,. (2.31)

Asi, el lado derecho de la ecuacion (2.30) se puede escribir como

¢, (1+c0s 26, ) +%ka, sin(20,)sin(26,) . (2.32)
k k.l
Por lo tanto,
a%% |H = uN|yg ) =0=-2&sin (26,) + > V,, cos(26,)sin(26,), (2.33)
k |
es decir,
V,,sin(26
tan(26,) = 2. Viasin(26) (2.34)
28,
Definimos las cantidades
1 .
A== Vuy, = —EZVkI sin(26)) (2.35)
| |
y
E, =(A+&7), (2.36)

la ecuacion (2.34) se vuelve
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B>

tan(260,) = ——=. (2.37)
Sk
Ademas, 2u,v, =sin(26,) = % (2.38)
k
y v —U} =cos(26,) = —é—k. (2.39)
k

Los signos para el seno y el coseno en las ecuaciones anteriores se eligen tal que el namero de ocupacion
v.— 0 cuando & — oo. Sustituyendo (2.38) en (2.35), se obteniene la condicion de autoconsistencia

para evaluar A, dada por
SR PV oAURe DN ) o
Notese primero la solucion trivial A, =0, de las ecuaciones (2.38) y (2.39) se tienen v, =1 para
£ <0y v, =0 para & >0. La funcion de onda asociada a dicha solucion trivial es solamente un
determinante de Slater con todos los estados ocupados hasta k. que corresponde al mar de Fermi normal
a T =0. Pero esperamos una solucion no trivial con menor energia si V,, es negativo. Retomando el
modelo simplificado para v,, usado por Cooper (2.16),

v, - {—v, si|&] v [&] < ho, | (2.41)
0, otros casos

donde V es una constante positiva. Sustituyendo (2.41) en (2.40) encontramos que para |§k| > ho, se tiene

A,=0 yaque V=0, mientras que para |& | <o, tenemos A, = A puesto que el lado derecho de la

ecuacion (2.40) no tiene dependencia en k. En resumen,

A, Silé | <o,
A silad <o, (2.42)
0, si|&|>no,
Al sustituir (2.42) en (2.40) se obtiene la condicion de autoconsistencia dada por
Vv 1
1=—>)» —. 2.43
72 3 (2.43)

Al reescribir (2.43) cambiando la suma por una integral desde —7Zwm, hasta Zm, e introduciendo la
densidad de estados N(¢, )~ N(0), se obtiene

1 . J'hm° a¢ -7 =arcsinh ho, (2.44)
NOV % (a2+¢7) A
En el limite de acoplamiento débil N(0)V <1, se tiene
ho, ~ 2ho e VOV | (2.45)

A~ —
sinh {/[N(O)V]}
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Ahora calcularemos los coeficientes u, y v, que especifican la funcion de onda BCS mas optima. De
la ecuacion (2.39) y la condicion de normalizacion u? + v =1 encontramos el nimero de ocupacion v?
esta dado por

2 _ L[, S| 1], _ L S
vk_z(l EJ 2(1 m}yuk 1-v; 2[ Ekj (2.46)

En la Fig. 2.1. se muestra una gréfica de v?. Notemos que v; tiende a uno por debajo de la energia de

Fermi y a cero al pasarlo, asi como la funcién de distribucion de Fermi para metales a temperaturas
finitas.

Fig. 2.1. Gréfica del factor de ocupacion de BCS (v?Z) versus la energia del electron medida desde
el potencial quimico (). Para hacer los cortes en thwm, visibles, la gréafica se hizo con un
superconductor de acoplamiento fuerte con N(0)V=0.43. Para comparar, la funcién de Fermi para
el estado normal a T, se muestra en la misma escala usando la relacién de BCS A(0) =1.76k,T. .

Con |1//G> determinada, ahora calcularemos su energia, para mostrar que esta es necesariamente menor

que la del estado normal. De la ecuacion (2.30), usando (2.40), (2.43) y (2.46) se obtiene

(wo|H-uN|yg)= Z[ék j ZVKIUV\/HigE_k\/l_ifE_k

=Z[5—§j 2N [ﬁ} Z[ék Ej—%Zé z[@ ékJ K

(2.47)

k k k

Como el estado normal a T =0 es equivalente al estado BCS con A =0, entonces E, =|&,|. Asi que

(wy A —uNy, )= 2&,, (2.48)

Kl<ke

donde los términos con |K|>k. son cero ya que E, =&, . Por lo tanto, la diferencia de energias es

R ) R P IL LR o] LR ] R o

K I<ke K [>ke

2 2 AZ 2 AZ
_ Sk R I T
|k|§1 (5 EJﬂk%( : EJ v |k|§l [5 EJ \%
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usando la simetria alrededor de la energia de Fermi, es decir que —&, con |K|<k. esigual a &, con
IK|> k.. En esta formula la suma expresa el cambio en la energia cinética, mientras que el término

—AZ/V es el cambio en la energia potencial. Tomando la aproximacion continua e integrando & desde
0 a 7w, y usando la relacion de acoplamiento débil (2.45), la ecuacion (2.49) puede reescribirse como

hog

(E), ~(E), ~2N(©) | (5—-} g——— N(O)[é(é—W)+A2In(\/m+§)}:mc—é—z
~ N(0) _hmc (10, a7+ (h0 ) ) + A% VAT (o) ”“”c}A_z

A \

2|1 A ’ 2| ho, A 2 _A_Z
= N(O) (h())c) 1 (—hmcj +1 |+AIn A [—hmcj +1+1 v (250)
~N(0){ (o)’ ( j+A1 {h £2+£(AJ J] _A_ZNN(O){ 1A+Azln2hoa} A2

=N(O){—EAZ+AZL}—A—Z{A—Z—1N(0)A} A
2 NOWV [V |V 2 v

En términos de la energia interna U (T) Yy anticipando que A(T) es dependiente de la temperatura
obtenemos como resultado final

U,(0)-U,(0) = —%N<0) A%(0), (2.51)

la cual es la energia de condensaciona T =0 que es por definicion igual a uoHé(O)/Z , donde H,(T)
es el campo méagnetico critico.

2.4 Transformacion de Bogoliubov

En contraste con el método variacional en la seccidn anterior, ahora resolveremos el hamiltoniano (2.27)
a través de la aproximacion de campo medio de pares definiendo el valor medio b, = < - ¢Ck¢> De esta
forma los operadores de creacién y aniquilacion de pares pueden reescribirse como

kTC ki bk + (ékTC kd b;) y é_k\[,ék’]‘ = bk + (é_k\[/ék'r_bk) y (252)

donde la cantidad entre paréntesis es la fluctuacion de la densidad de pares respecto a su valor medio y
se supone que es pequefio. Por lo que dentro de la aproximacion a primer orden se consideran Gnicamente
los términos lineales de dicha fluctuacion y el hamiltoniano (2.27) se convierte
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H= égkélgéka + ;vk, [y + (S, €7, —b)IMb, + (€, 61 —b))]
- égkeggékg + ;vk, [bob, +b; (€6 —b) + (E1.E",, —b)b, + (€1.E", , —b)(E .6 —B))]
~ ngkélL,ékg + ;vk, [bob, +b; (€64 —b) + (EE",, —b))h]
= ngké,L,ékg + ;vk, (€.¢" b +1;C . —bib)).

Notemos que el hamiltoniano (2.53) no conserva el nimero de particulas y como antes, podemos manejar
esta situacion introduciendo el potencial quimico p para fijar el nimero de particulas promedio <N>.

(2.53)

Similar a la definicion (2.35) para la brecha superconductora, definiremos

A== Vi ==Y Vi (e 080 (2.54)
| |
En términos de A, el hamiltoniano (2.53) se puede reescribir como
H-uN=> &8 6~ (AELE , + AL 6r —ADL). (2.55)
k,o k

Este hamiltoniano puede diagonalizarse analiticamente a través de una transformacion lineal de
Bogoliubov definiendo unos nuevos operadores fermionicos (7, ) como [Bogoliubov,1958]

by ¥

~ ~t At %A ~t
Cor =Uo TV Y Cop = ViVko T Wik (2.56)

donde los coeficientes u, y Vv, satisfacen |u, [*+ v, [*=1. Nétese que y,, participa en la destruccion de
un electrén con kT o creando uno con —k< ; en ambos casos, el efecto neto es para decrecer el momento
lineal del sistema por #ky reduce S, por #/2 . El operador 7, tiene propiedades similares, entonces,
7. incrementa tanto el momento del sistema por #k como el espin S, por 7/2 .

Reescribimos el hamiltoniano (2.55) en términos de los operadores definidos en (2.56) obtenemos
H-uN = Zk:gk(élﬁém +€,E ) Zk:(Ak el + AL Con — ADY)
= Zklék[(ukﬁﬁ ViZ i) UiPot VieZ i) + (Vi kot U ) (VP UiPia)]
- Zk:[Ak(ukﬁﬁ ViZia) (Vi kot i) + A (VP ot U (U ot Vi) — Abi] (2.57)
= Zklék[(luklz— Vi) (PraP o+ PraPia) + 2 Vil + 2070+ 2UViPioT ]
+ Zk] [(A U Vit AU (PP kot PP D) + AV = APV iot (A= M) 7ot Abil

Ahora, si escogemos U, Y V, tal que los coeficientes de 7,70 Y 71o7n, S€aN igual a cero, el hamiltoniano
(2.57) se diagonaliza, es decir, se lleva a una forma que contienen Unicamente constantes mas términos
proporcionales a los nimeros de ocupacion 7, 7., , donde v =0,1. Los coeficientes de ambos términos
no deseados son ceros Si
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26UV, + AV —A U =0. (2.58)

Cuando multiplicamos la ecuacion (2.58) por A; /u? y resolvemos la ecuacion cuadrética de A;v, /u, ,
esta condicion se convierte a

*

AV
—S = 5 IAS - =B -4, (2:59)

k

donde hemos elegido el signo positivo de la raiz que corresponde a una solucion estable. Entonces,
utilizando (2.59) la condicion de normalizacion se puede reescribir como

2 —
|Ak| == _|Vk|2 Ek ‘fk ] (260)
(Ek_gk) Ek+ ‘fk

Resolviendo la ecuacion (2.60) se obtiene nuevamente las soluciones de BCS dadas por (2.46). A pesar
de que las fases de u,, v, y A, son individualmente arbitrarias, ellas se relacionan a traves de (2.59) ya

|Vk|2:1_ |uk|2: 1- IVk|2

que Arv, /u, es real. Asi se eligen sin perdida de generalidad que U, , Vi, y A, sean reales.

e Energia de excitacion

Dados los valores de u, y Vv, de la ecuacion (2.46) o (2.60), el hamiltoniano (2.57) se reduce a
H _,U’\] = Z[gk ~E +ADb T+ z = (ﬂo};ko"‘ },/\Izl}’;kl)] : (2.61)
k k
Usando las definiciones (2.56), la brecha superconductora (2.54) puede reescribirse como
A= _ka|<(_v|?;;ro + u;ﬁ?;u)(urflo +V|7;|T1) >
|
= _ka|<_vlu|*?;|t)7;|o _V|27;|To7;|T1 + u;ﬁz?;u?;lo +V|u|*?;|17;|T1 > (2.62)
|
= _kalvl uy <_?;|t)7;|o + 7;|17;|1; > = _kalvl uy <1_?;|To?;|o - ?;lb;ll >,
| |
donde los términos 77! y 7.7, no contribuyen al valor promedio [Galvan,2013]. En ausencia de
cuasiparticulas y,, (fermiones de Bogoliubov) a T =0, la ecuacion (2.62) se reduce a (2.35) y en

consecuencia se llega a (2.45) para A(0) en términos de 7w, y N(0)V . Por lo tanto, los resultados de
BCS son confirmados por los obtenidos via la tranformacion de Bogoliubov para T =0.

Asi en la ecuacion (2.61) la primera suma es una constante que difiere de la correspondiente suma del
estado normal a T =0 por exactamente la energia de condensacién encontrada anteriormente con las
ecuaciones (2.49) y (2.50). El segundo término da el incremento en la energia por encima del estado base
en término de los operadores de nimero 7, 7., para los fermiones de Bogoliubov. Entonces,
E, =+/|A [+ &2 es laenergia de los fermiones de Bogoliubov y A, es la brecha de energia o la energia

minima para romper el par.

e Temperaturas finitas
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Dado que los operadores de Bogoliubov 7., y 7!, obedecen las reglas de conmutacion fermionicas,
estas cuasiparticulas cumplen con la estadisitca de Fermi-Dirac dada por

_ 1
efB 41’
donde B=1/k,T. Como E,=+/|A[f+&E2>0, f(E,) tiende a cero cuando T =0 para toda k,

incluyendo |kl<k-. En general, el valor esperado de los operadores de Bogoliubov satisface
[Galvan,2013]

f(E)= (2.63)

<1_7,/\IIOJ,/\kO el >:1_2f(Ek)- (2.64)

Asi utilizando (2.38) y (2.64) la ecuacion (2.62) se reescribe como

A= —ZVmVlUf[l— 2f (E| )= kalvlul ( 2 J

e’® +1

efE _1 efE/2 _ g FE /2
_kalv, N ka,v u’ R T (2.65)
. BE BE,
- _ka,v,u, tanh( > ' ka,z—Eltanh >
Para el caso V,, =-V , tenemos A, = A y la condicion de autoconsistencia es
tanh( BE, /2
1_y @h(fE2) (2.66)

vV £ 2E,
donde E,=/A*+&’ y lasuma sobre k esta restringida por la ecuacion (2.41). La ecuacion (2.66) puede
utilizarse para determinar la brecha superconductora A(T) y la temperatura critica (T.) cuando A=0.

e Determinacion de la temperatura critica

La forma de encontrar T, es remplazando E, con [, | en (2.66) y resolver dicha ecuacion. Al cambiar

la suma por una integral, considerando la simetria de |5, | alrededor del nivel de Fermi, la condicion de

autoconsistencia es
1 Bihoc/2 tanh(X) tanh(x) o

_ 2.67
N(O)V 0 X (2.67)
Al evaluar esta integral uno obtiene [Mathematics,2011]
[ 28000 4y inABo,), (2.68)
X

donde A:2e7/7r ~1.13 y y=0.577--- es la constante de Euler. En consecuencia, a partir de las
ecuaciones (2.67) y (2.68) despejamos 3. con lo que obtenemos

1

k,T, = B, ~1.13he0 e VO, (2.69)
Realizando el cociente entre las ecuacidnes (2.45) y (2.69) se tiene
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A©) _

£ _-1.764, (2.70)
kT, 1. 13

y encontramos una relacion entre la brecha de energia a T =0 y la temperatura critica para el caso de
interaccidnes débiles.

e Dependencia de la brecha con la temperatura

A partir de la ecuacion (2.66) se tiene

_Imc tanh(f/E2 + A? /2)d§ @1
\/5 +A?

y se calcular A(T) de forma numérica. Para superconductores de acoplamiento débil, A(T)/A(0) es una

N (0)v

funcion de T/T., que decrece de forma mondtona como muestra Fig. 2.2.

Fig. 2.2. Dependencia de la brecha de energia A(T) respecto a la temperatura
(T) en la teoria BCS. [Tinkham,1996]

Cercade T =0, la variacion con la temperatura es lenta ya que la tangente hiperbolica tiende a uno y no
se ve fuertemente afectada por T. En contraste, cerca de T,, A(T) tiende a cero aproximadamente como

A 474 gL 2.72)
A(0) T,

La variacion del parametro A a través de la raiz de (T,—T) es una de las caracteristicas de la
aproximacién de campo medio.

2.5 Formalismo de Bogoliubov-de Gennes

Dado que la teoria de BCS se desarrolla en el espacio de momentos, el formalismo de Bogoliubov-de
Gennes (BdG) traslada el problema al espacio real y se establecen nuevas ecuaciones fundamentales de
la superconductividad similares a (2.66).

Realizando una transformacion de Fourier a los operadores de creacién y aniquilacion se tienen

é(ro) = Ze'k ¢. y C'(ro) = Ze tere! (2.73)
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donde los nuevos operadores en el espacio real satisfacen las reglas de anticonmutacién fermidnicas. Asi
el hamiltoniano de BCS (2.27) se puede reescribir como [Gennes,1999]

~

H=H,+H,, (2.74)
donde
H, :j;@(r,a)(%+U0(r)J6(r,o)dr, (2.75)
y
H, - _%v [Yero) ¢! (ro) &(ro") E(ro)dr (2.76)

siendo U,(r) un potencial externo del hamiltoniano electrénico que puede depender de la posicion de
los iones. Definiendo
H,—uN = jZé*(r,a)ﬁeé(r,a)dr (2.77)

con

I:|e(r):%(—ihV—eA)2+Uo(r)—u, (2.78)

y remplazando la interaccion V €'(ro) €'(ra")é(ra”) é(ro) por un potencial promedio que actua sobre
una sola particula podemos dar un hamiltoniano efectivo de la forma [Galvan,2013]

J'er[ r,o)H.E(r,o)+U (r)é'(r, a)c(r,a)]
+_|'dr[ (r) c(rT)c(r¢)+A*(r)6(r~L)6(rT)],

U(r)=-v <6T(r T)e(r T)>=—V <6T(r Y)E(r J«)>
A(r)=-V <6(r Y)E(r T)> =V <6(r T)e(r J«)>

Desarrollando los valores esperados de los operadores de creacion y aniquilacién uno puede encontrar

<ef(r¢)e(r¢)>=z[ua(r)r v (r)f (- 1,)]

(2.79)

donde

(2.80)

i (2.81)
(6(rb)e(r 1)) =-2u(r)v (r)(t-21,)
donde
= L (2.82)
1+exp(E, /keT) '
es la distribucion de Fermi-Dirac. Por lo tanto, (2.80) se puede reescribir como
_ _vz[ ua(r)r £+ v (n)f (- fa)}
(2.83)

VZu )1-2f,).
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Para diagonalizar el hamiltoniano (2.79) se realiza una tranformacion analoga a (2.56) de la forma

e(r M =Y [u“(n)7 . —v (N7, ]

A A o (2.84)
c(rd) = [u“(r)7,, +v-(n7l:]
con lo que (2.79) se convierte a
I_’I\eff = Eg + Z Ea j/\;o‘?’/\acr ! (285)

donde E, es la energia del estado base de H., y E, es la energia de exitacion o. Esta condicion de
diagonalizacion es equivalente a

[Heff ’}/acr] = _Ea ?acr

[Heff ’ylcr] = Ea ?:zcr

Las ecuaciones (2.86) determinan las funciones u“ y v* en (2.84). Para encontrar explicitamente las
ecuaciones de u” y v*, calculamos el conmutador [¢(r,o), H,, ] usando (2.79) y obtenemos

(2.86)

[Er 1), A, T1=[H, +U0)1Er D) +Ar)E (r )

R R (2.87)
[E(r4), Hy 1= [H, +U(NIE(r ) - A (Ne'(r M

Al sustituir (2.84) y (2.86) en (2.87), sus lados izquierdos quedan como
[E0r 1), Ho 1= ()75 v (071 Hag 1= D U071 Heg 1= v (N7 Hog ]
=Y UNE, 7, + 2V (NE, 7],
[E(r 4), Ho 1= (N7, +v " (N713), Heg 1= DU (07, Heg 1+ 2 v (074 Hyg ]
=D UNE, 7, 2V (NE,7 .4

mientras que los lados derechos pueden reescribirse como

(2.88)

[H, +U 06 D) +AE(r )
=[H, +UIX[u“()7,, v ()7, [+ A [u 07!, +v(n)7,, ]
= Y {uNIH, +U ]+ (NAM |7, + X {u (AN =V (NIH, +U (0]} 7,

. (2.89)
[H,+UMEr L) -A (e (r

=[H, +UOIX[u“(7,, +v (7] |- O [u ()7l -v ()7, |
= U O AU 1+ A (V0] 7, + D ATH, +U (O () - A" (U (0} 71
Igualando (2.88) y (2.89) obtenemos
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> U (NE,~u*(NIH+UI)] -V (AWM} 7,2+ {v (NE,~u (NA() +v*"(N[H, + U]} 71, =0 250)

> U NE,~u(NIH+U W] =AWV (1)} 7.~ (v (NE,+ [H e+ UNV(r) - A(Nu” ()} 71,= 0

o

Por lo tanto, de (2.90) se obtienen las ecuaciones de BdG dadas por

[He+U(r) |ue(r)+ A(mv(r) = E,u*(r)
) (2.91)
AR (r)=[ H, +U (r) v*(r) = E,v" (1),

las cuales se pueden escribir en forma matricial de eigenvalores como

~ (u” H +U(r A(r “ “
Q[ug(r)j: +U(M AM [”a(r)} £ Eu“(r)j' (2.92)
ve(r) A'(r)  —H~U(r) )\vi(r) ve(r)
De esta forma utilizando las ecuaciones (2.80) y (2.92) encontramos una relacién de autoconsistencia

donde proponemos una solucién inicial (u“(r),v“(r)) y calculamos los parametros U (r) y A(r) através

de (2.83). Asi usando las ecuaciones de BdG (2.92) se encontra una nueva solucion de (u“(r),v“(r)). El

proceso se repite hasta cumplir algiin parametro de convergencia predeterminado para la solucion.

30



Capitulo 3 Superconductividad en Nanoalambres
y Nanocintas

En los capitulos anteriores hemos realizado un repaso de los modelos tanto fenomenoldgicos como
cuanticos de la superconductividad. En este capitulo se aplicara el método de Bogoliubov-de Gennes al
hamiltoniano de Hubbard atractivo que se introducira en la siguiente seccion.

3.1 Modelo de Hubbard atractivo

En 1963 John Hubbard desarroll6 un modelo para el estudio de las correlaciones electrénicas en s6lidos,
el cual en lenguaje de segunda cuantizacion se parte de [Hubbard,1963]

i =zgke;gekg+% S S (kik
K,o

kikkiky 0105

r\at at & @&
1 2>Cklcylckzozck'zczckicl’ (31)
donde la suma de k se realiza sobre la primera zona de Brilluoin y

‘//;l (r)l//k'l (r)‘l/li2 (r')ll/k'2 (r)
(k.k, |y 2>:e2j -
siendo y, la funcion de Bloch con energia ¢, . El primer término de (3.1) representa la estructura de

drdr’, (3.2)

bandas de un solo electron, mientras que el segundo es la energia de interaccién entre electrones.
Introduciendo las funciones de Wannier para un solido de Ny atomos dadas por

1 —ikeR:
pr—-Ry))=—=2 ¢ "y (n), (3.3)
i /_NS ; k
las funciones de Bloch pueden escribirse como
1 ikeR
yi(N=—=2e""9¢(r-Ry), (3.4)
SN ,

donde la suma se realiza sobre todas las posiciones R; de los atomos. De la misma forma, los operadores
de creacién y aniquilacion en el espacio reciproco pueden reescribirse en el espacio real como
~ 1 ikeR; &
— ]
ko_\/l\TZe Cjc; kacy \/726
s

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) el hamiltoniano se puede reescribir como

H Zztﬂcl UC|U t5 z Z<Jk|]/r|lm> Jfflck Uzcl o3 mf’l ! (36)

jl o jklmcylcyz

—ik<R; (35)

donde

1 ike(R —
= g e (3.7)
N, %
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<jk|1/r|lm> _ 62J‘¢*(r_ Rj)¢(r_ T;)_(é;glr'_ Rk)¢(r,_ Rm) drdr’ .

Notese que la ecuacidn (3.8) representa los coeficientes de interaccion entre electrones, cuyo término

(3.8)

dominante en (3.6) es la integral { jj|1/r| jj) =1 que origina de la interaccién coulombiana. Por otro lado,

considerando el apantallamiento electronico e interacciones indirectas por el intercambio de un fondn u
otros bosones, el parametro U puede resultar negativo, es decir, un hamiltoniano atractivo dado por

H = Zztu jo JU+UZnJU jmo " (3.9)

Wit o
donde t; ;. es el parametro de salto entre sitios j y j', los cuales en esta tesis son vecinos mas cercanos.

El hamiltoniano (3.9) sera el punto de partida para el estudio de la superconductividad en nanoalambres
y nanocintas.

3.2 Bogoliubov-de Gennes en el espacio combinado

Consideremos nanoalambres y nanocintas de longitud infinita y secciones transversales de pocos atomos,
por lo que resulta conveniente trabajar en el espacio reciproco a lo largo de la direccion Z y en el espacio
real para el plano XY. Para este propdsito reescribiremos las ecuaciones de BdG basado en el
hamiltoniano de Hubbard atractivo con el fin de calcular los pardmetros superconductores mas
importantes tales como la brecha superconductoray la temperatura critica.

e Ecuaciones de BdG para el modelo de Hubbard

Aplicando la aproximacion de campo medio de dos particulas al hamiltoniano (3.9) , incluyendo el
operador de nimero (N ) y el potencial quimico ( ) dado que el nimero de pares no es fijo, obtenemos
[Galvan,2013]

H-uN=H+H, +H, (3.10)
donde

H, ;Zt,, 1oCio ——uZC,U . (3.11)
SUY [0, 406 icNJrnmcmcm}ruz[ SN HAGE G AE L ] (312)

siendo |
Njjo z<6}'06w>, Ajj E<6j,L6j,T>:_<6j,T6j,$> y Aj < mc,¢> <6,-T,¢6,T,¢>- (3.13)
Dentro del formalismo de BdG los operadores de creacion y aniquilacién pueden escribirse de la forma

€= D (U7, 1 V7L, Clr =2 U0 s —Vi7,.)

- ¢ (3.14)

- v ot At oot RN
C,\= Z(u??’a,¢ +Vi7,1) Ciy = (uf Vi TViVor)
o

a
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donde a es el nimero cuéntico de las excitaciones con las que se diagonalizara el hamiltoniano (3.10).
Utilizando (3.14) y las reglas de conmutacién fermiénicas de 7., y 7., podemos expresar los productos

de operadores como
At & _ ax~t _an a's — o=t
Cj,crcj’,cr _Z(uj }/a,cr"'vj ya,—a)z(uj’ }/a’,cr"'vj' }/a’,—a)
a a
_ ax a' st o —_ax,axat o — o a' s ~ oy ,0* 5 ~1
- Z,(uj uj’}/a,a}/a’,a"'uj Vj’ }/a,a}/a’,—a +Vjuj’}/a,—aya’,a+vj Vj’ }/a,—a}/a’,—a) (315)
a,a

_ ax a'~t ~ o, 0% o, o't ~ —_oax st A~ — oo s ~
- z,(uj uj’}/a,a}/a’,a+vj Vj’ 505,05’_\/] Vj’ ya’,—aya,—a"'uj Vj’ ya,cr}/a’,—cr +Vjuj’}/a,—cr}/a’,cr)’
a,a

A A - _ axat N At
Cj,O'Cj',—O' = Z (u?ya,a + Vj?[ ya,—o—)z (u;x' ya',—o‘ * Vj?[' ya',o‘)
a a'

a's ~t

= 2 U T o T RUVS T o T TV T T ViV T o) (3.16)
= Z (FUSVETS, o FUINS T T o TV U T Vo =V V) T oVaro +USUS P Vo )s
donde el signo superior corresponde a o =T y el inferior a o =4 . Sustituyendo (3.15) y (3.16) en (3.10)
podemos reescribir nuestro hamiltoniano como
H, = th'j'[Zv}"vjﬁ* + Z (USTUS 04T o =V T Py —USVE T 4T = ViU T, )
I a,a

(3.17)
a*x ' 2t 2 ay,a* 2t~ a*,a'* 2t At o, o' D ~
2 UUET Py —VEVS TP s UV T Ty VIUST, 17,00 )]
a,a’

N _ a, ,a* axa' st o _yayaxst o _pargaxst oot vapa s o

H, =-u [2v}V] +Z(“i U5 YVt “VIVT V0¥ “UT VT Vot Vot ViU Vo V)

j ‘At - "t ot At ' (3.18)
a*x a5 - aya*" - a* o x5 - a,a > -

D O A A e e AR N T Ve AR A STATES AV D |

a,a’

a'* ~t

N . a, ,o* a* a'st o a,a'* st o ax* ~t a,a'n ~
HU~UZ{—nmnm+ N LVIVE 4 D (UUST7, 7 VIV T a UV T Tt VST 17 )]
] a,a’
o, ok a* o' At~ a,a'*nt 2 a* ,a'*~t o At o, a D ~
0 VIV + D (USUT 7 47 = VIV T P — UV T a7 = VLT 7, 170 )T
a,a’ (319)
* * o, ok ag x5t o ax o' 2t o ax,a'* 5t o1 o a'n ~
+U Z{_AnAn A UV UV Y Y VU Y 4V n =V VS VgV UTUT 7 17 ]
J
ax\a ax,a' st o oy a'x ot - ay,a' D n a* a'* "t ~t
FA G UV UV Y Y VU Y Y =V VoV FUTUT Y a7 IE
Utilizando (3.17), (3.18) y (3.19), podemaos escribir de forma explicita el hamiltoniano (3.10) como
H-uN=E+H;+H =E,+H,+H,+H,, (3.20)

donde E,, I:I0 y I—A|l son la parte constante, diagonal y no diagonal dadas por

o =2 30 by vy —2u ViV

i Ja

(3.21)
+UZ{—”m”m+Z(”m+ N V3V —AGA Y AGUVTD AU Vj:|
] a (04 o
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* * * * ~t ~
=Z{Zt1,r(“? uj =V Vj )—ﬂz(“? Uy —Vivy )}%,a%,a

a,o| j,j

axy ~t  ~
+U Z(n” LUSTUT =Ny VIV A VU + A VIUS) T T s

a,0,]j

I—A|lT Z{ ZtJ ‘ (u"*v"*+u“*v°‘*)+u2(u“*v°‘* +u"*v°‘* }flﬂ;;&
INg

a,a

ok o a'* o* a* a* ~t ~t
+U Z[ Nl Vi U Y, )~ Au j +Auu1 }nﬂ/aw

a,a'j

u‘Z{ Zt”(v u +v“u“)+u2(v u® +v“u“)} Vo Pt

a,a

a'ya z >
+U Z[ (n,, vius +n vl )+ Ajusul = Ajvivy }%,ﬁ’m-

a,a'\j

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Como se vi6 en la seccion 2.4, el propdsito de hacer esta transformacidon es diagonalizar el
hamiltoniano (3.10) obteniendo una ecuacién como (2.85). Asi que los coeficientes de los términos

77;5,77&,6 de la ecuacidn (3.22) corresponden a las energias de excitacion E* que son eigenvalores de las

ecuaciones de BdG dadas por

Al e ()

donde los elementos de las matrices son

H,;=-u+Un,__ y Hj; /,1+Un

jj-o

Hj, -y H JJ !
Ajj :UALJ’ y Ai,j' =0.

jje

En la ecuacion (3.27) los &tomos j y j son vecinos mas cercanos. Cabe sefialar que

QT:[HT (A*)TJ:(H AJZQ’
AT —-H)') A -H

(3.25)

(3.26)

(3.27)
(3.28)

(3.29)

donde H es hermitiano y A es una matriz diagonal debido a la ecuacion (3.28). Por lo tanto, E, e R.

Al sustituir las trasformaciones de BdG (3.14) en las ecuaciones (3.13) y sacar el valor esperado, se

pueden obtener nuevas ecuaciones autoconsistentes dadas por [Galvan,2013][Gennes,1999]

n

=N = Z{u;”*u}”, f(E,)+V{Vvi[1-f(E,)]}

ED{
kT )

l oy 0% o, 0%
A :—EZ(ujvj, +USVS )tanh(

e Formalismo de Superceldas
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Para nanoalambres y nanocintas cuyas secciones transversales en XY son invariantes en la direccion
Z, se puede introducir el concepto de supercelda que continene los atomos en el plano XY, en otras
palabras, dicha supercelda tiene condiciones a la frontera periddicas en la direccion Z. Entonces el
hamiltoniano que se encuentra en la ecuacion (3.25) puede escribirse como

H(l,Z),(l,z') B txy IZ 0
tXYIZ H(ZVZ),(Z,Z') ce 0
H(I,z)v(l',z') = . : ’ (332)
° 0 (Ny,2),(Nyy,2")

donde las coordenadas del sitio j se reescriben como (I,z) con I=1,2,---,Ny z=12,---,N,, siendo
NX

extremos se relacionan a través de la condicion a la frontera ciclica, t, es el parametro de salto en el

, €lnumero de atomos en supercelday N, es el numero de planos considerados explicitamente cuyos

plano XY, las matrices t, I, aparecen cuando los sitios son vecinos mas cercanos,

e 1 0

_ tz e - 0

Hinan = Do (3.33)
00 - ¢

es el hamiltoniano de una cadena lineal en la direccion Z asociada al sitio | en la supercelda, ¢ es la
autoenergia de los sitios en la cadena que incluye efectos de campo medio como muestra en (3.26) y t,
el parametro de salto entre sitios en la direccion Z.

En general, los vectores u” y v® en la ecuacion (3.25) estan en el espacio real, cuyos componentes
son respectivamente U, y V,. En el formalismo de superceldas, dichos componentes pueden

reescribirse usando la transformacién de Fourier como

ulOch < (ula )kZ: Ukzvz (ula )z
, (3.34)

1 .
a k — ik,za
uI ( z) \/Ezzle

1

v,”‘(kz):\/EZZ:e“‘ZzavffZ & (V?)kZ—UkZ,Z(V?)Z

donde el indice | representa el I-ésimo atomo en la supercelda y la matriz de transformacion U, , tiene

los elementos (m, z) dados por [Sutton,1994]

1 i2rmz
exp ,
JN, N,

donde m=0,1,2,---,(N,—1) que determina el vector de onda en la primera zona de Brillouin

(3.35)

k,=27m/(N,a) y z=1,2,---,N, es el contador de los sitios para la cadena lineal en la direccién Z. En
consecuencia, la matriz de la ecuacion (3.25) se transforma como
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(U OJ Hineo  Awoaay (UT 0 _ H (k) A k) (3.36)
0 U){Awyay Hunan)L 0 U Arv(k)  —Hj,(k,)

donde A, . (k,)=A, 6, siendo A, la brecha superconductora para los sitos de la I-ésima cadena en la

nanoestructura, H, . (k,)=UH,,,,,U" siendo

L_szvz 0 0
0 L_Jk , 0
U= (3.37)
0 0 Dkz,z

. ./ . . _ T
la matriz de transformacion que contiene N, x N, matrices, y A, (k,)=UA, ; ,U =A;, ., €suna

matriz diagonal de las brechas superconductoras A, dada por

Al, 0 0
0 ALl - 0
A(l,z),(l',z') = : : \ (3.38)
0 o - ANxy I

cuyos elementos se transforman como U, ,(A/1,)U; ,=A/l,. Asi, en el formalismo de superceldas la
ecuacion (3.25) para nanoalambres y nanocintas orientados en la direccién Z se puede reescribir como

~(u’(k H, (k, Ay u’(k u”(k
( (6 )J Z( wlld) B 0] g 1) (3.39)
vir (k,) =g AN _HI,I’(kz) vir (k,) v (k,)
donde H,, y A, son elementos de matrices de N, x N, . Por otro lado, de la ecuacion (3.31) se tiene

Ni Z eikz(H’)aA(l,z),(l',z') Z (Z ek zaulazze—ik tay - Ze ik, Zaulaz Zeik tya) tanh(kET

Z 2,7k, z ak, z B

J. (3.40)
Usando la transformacion (3.34), la ecuacién (3.40) puede reescribirse como

l [04 a* [04 a* E
Zé‘z,z’A(l,z),(l’,z’) = ZA(I,Z),(I’,Z) = _EZ[U]- (kz)vj’ (kz)+uj’(_kz)vj (=k)] tanh(k

B

‘_"FJ. (3.41)

a .k,

Dado que las estructuras consideradas en esta tesis tienen simetria traslacional y centro de inversion en
la direccién Z, entonces A, ¢, = A, Y U (=K,) V(=K ) =ui(k,)v{"(k,) por lo que (3.41) se convierte

en

1 a a* a a* E
ZA(I,Z),(I’,Z) =N, Ay = _Ezk: [Uj (kz)vj’ (k,)+ uj’(kz)vj (k)] tanh(k

z B

<. 3.42
T J ( )
Empleando (3.28), la ecuacion (3.42) se reescribe como

=g I W () b v [ =0 )j (343)
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donde Kk, se suma en la primera zona de Brillouiny « se suma sobre el nimero de 4&tomos en la celda.

3.3 Brecha y temperatura critica superconductoras

En esta seccién se analizard la superconductividad en nanoalambres y nanocintas, resolviendo la
ecuacion de eigenvalores de BdG (3.39) cuyas soluciones E_(k,) y (u”(k,),v“(k,)) se sustituyen en la

ecuacion (3.43) para obtener la brecha A . que se coloca en (3.39) y asi determinar las brechas
superconductoras locales de forma autoconsistente.
e Cadena lineal

Iniciaremos con el caso de una cadena unidimensional, como se muestra en la Figura 3.1, cuya
supercelda tiene un solo atomo, es decir N, =1.

Fig. 3.1. Esquema de una cadena infinita de atomos representados por
esferas rojas y los enlaces caracterizados por la integral de salto t,.

En este caso, despreciando el valor constante de Un/2 en las autoenergias, ya que la fisica es

invariante ante traslaciones del origen en la energia, la matriz Q de tamafio 2x2 en la ecuacion (3.39)

es de la forma
A E A
Q—(A —gj’ (3.44)

donde & =2t,cos(k,a)—u y A son reales. Los eigenvalores de (3.44) son

E =& +A* y E,=—E2+ A%, (3.45)

cuyos eigenvectores normalizados estan dados por
[uf”} ) 1 £5+«/52+ A? J
v \/2(§2+A2+5«/§2+A2) A
(UF)J_ : Lg_ 52+A2j
K S

Sustituyendo las soluciones (3.45) y (3.46) en (3.43) obtenemos

. (3.46)
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A:M%‘%u“v“tanh[ E, J:MA% S0+ k) A" tanh[ &, J

N, € 2ksT ) 2N, S £ (k)2 A2 E(K)VE(K)H+ A 2k, T
_blag £+ a0 A7 || £00%+ A% e+ 47| [ .
2N, 47 e A% £ (Ve 47 | e+ A% §(k>\/§(k>+A]

:A|U|§Z: A*JE(K) + A tanh[ E, J
2Nz ST E(k)+ A2 ] = E(K)*[ E(k)*+ A% ] 2kgT
A|U|1BZ

E A|U|1BZ
Z\/g(k) 2 A2 nh[ZkBTJ 2N, ZEtanh[Zk TJ

La ecuacion (3.47) puede reescribirse en forma integral como

7/a 2 2
_Yla [ tanh[vé(k) A J (3.48)

2(27) 3, \/g(k)Z + A2 2k, T

Notese que la ecuacién (3.48) es la ecuacion de BCS con interaccion de Hubbard atractiva para una
cadena lineal periddica e infinita.
En la Figura 3.2(a) se muestran los valores de la brecha superconductora (A) a T=0 como funcion

del potencial quimico (u) obtenidos de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (circulos rojos) en
comparacién con los calculados de la teoria BCS (3.48) (cuadrados azules), donde las integrales de salto
t,=1. Se puede observar que por los dos caminos se tiene el mismo valor de la brecha superconductora.

La Figura 3.2(b) ilustra la densidad de estados (DOS) del mismo alambre de la Figura 3.2(a) obtenida
usando la siguiente expresion [Economou,2006]

L sijE[<2f
DOS(E) =1 7:/(2)2-E? . (3.49)

0, si [E[> 21

Obsérvese que los maximos valores de A ocurren en los extremos de la banda donde la densidad de
estados diverge. Este resultado es consistente con la ecuacion (2.45) predicha por la teoria BCS, donde
A crece con la densidad de estados evaluado en la energia de Fermi N(0).
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3 a través de las teorias BdG y BCS
8 para U =—]t| y (b) densidad de
| estados (DOS) del nanoalambre
mostrado en la Figura 3.1 con t,=t.
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Para temperaturas finitas, la brecha superconductora disminuye como se muestra en la Figura 3.3 para
el mismo nanoalambre de la Figura 3.2 con U=—|t|, U=-0.9|t] y U=-0.8]t|, donde los resultados

fueron obtenidos de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43) asi como de la teoria BCS
(3.48). Nétese que ambos resultados de BdG y de BCS muestran un comportamiento tipico de la
aproximacién de campo medio.

Fig. 3.3. La brecha superconductora (A) versus temperatura (T) para el
mismo nanoalambre de la Figura 3.3 con U= —|t|,-0.9|t| y —0.8]t].

Las temperaturas criticas (T.) se puede obtener de la ecuacion de BCS (3.48) al tomar la brecha
superconductora A=0 o dentro del formalismo de BdG a partir de la Figura 3.3 cuando el valor de la
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brecha tiende a cero. La Figura 3.4 ensefia las variaciones de (a) la brecha superconductora (A) y (b) la
temperatura critica T. como funciones del pardmetro de interaccion electron-electron atractivo (U)
obtenidas a partir de la ecuacion de BCS (3.48) y de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y
(3.43).

Fig. 3.4. (a) Brecha superconductora (A) y
(b) temperatura critica (T.) wversus el

parametro de interaccion electron-electron
atractivo (U) obtenidas a través de las
teorias BCS y BdG.

Nota en las Figuras 3.4(a) y 3.4(b) que Ay T, tienen casi el mismo comportamiento como funciones
de U, por lo que seria interesante evaluar el cociente entre estas dos cantidades. En la Figura 3.5 se muetra
la variacion del cociente entre la brecha superconductora y la temperatura critica ( A/kgT.) para una

interaccion electron-electron atractiva de 0 < [U|<9]t].

Fig. 3.5. Cociente entre la brecha superconductora (A) y la temperatura critica
(T, ) como funcion del potencial de interaccion electron-electrén atractivo (U).
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Observe en la Figura 3.5 que para |U | <|t]| el valor del cociente tiende a 1.764 en concordancia con

los resultados de la teoria BCS desarrollada para el acoplamiento débil [Tinkham,1996], mientras que

para |U | >|t| la ecuacion (3.48) se puede resolver de forma analitica de la siguiente manera. Para T =0

y A=|U|/2>>|t], entonces la ecuacion (3.48) puede reescribirse como

|U|a”f‘ I S zIUlaﬂl 1§(k)}
ﬁ/a\/é(k) FAT AT A Ay 1 ArA g 2 A

Considerando la energia de dispersion &£(k) = 2tcos (ka) se tiene

2 7/a 2
Nw{z—”—zi _[ Cos (ka)dk} |U|a[2—ﬂ—2i—j.
A? Ar

Ar

—-r/a

Por otro lado, la ecuacion (3.48) para la temperatura critica tomando A =0 tiene la forma

:|u|a”f‘ dk (160 z|u|a”f‘ dk [ g0 1(le®)| Y
ar JJe@) T \2kT ) 4 2 Je)]| 2k Te 3\ 2K,Te ) |

/a /a

Realizando la integral, la ecuacién (3.52) puede reescribirse como

kBTCszdk{l_ HGl ]:|U|a{2_ﬂ_t2—7r]

8 12(k,T.)* | 87 | a 3(k,T.)a

—-r/a

Ahora, dividiendo la ecuacién (3.51) entre (3.53) se tiene

2 2 2 2 2 2 4
2 ~2 12 t /Az ~ 2 1_t_2 1+ tz 2 =2_2L2+ tz 2 zt 272’
keT.  1-t%/(6kZT?) A k2T A? 3KITZ 3AKZTS

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

el cual, en el limite de [U| — oo, tiende a A/(k;Tc) —>2 por la parte inferior ya que 2/A% >1/(3kZTZ).

e Seccion transversal de dos atomos

Ahora estudiaremos el caso de una estructura tipo escalera, como se muestra en la Figura 3.6, donde

hay dos atomos por supercelda.

Fig. 3.6. Esquema de una nanocinta con seccién transversal de dos a&tomos
en forma de escalera.
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Para este caso, la matriz Q en la ecuacion (3.39) tiene un tamafio de 4 x4 con la siguiente forma

gty A O

~ (H A) |t & 0 A

Q_(A —HJ_ A0 & , (3.55)
0 A -t £

donde t, es la integral de salto en la supercelda, &=2t,cos(ka)—u y A son reales. La brecha

superconductora de los dos atomos es la misma debido a que los atomos en la supercelda son
indistinguibles, es decir A=A, = A,. Dada la simetria de la solucién de 3, en esta tesis utilizaremos
Unicamente los eigenvalores posistivos del hamiltoniano (3.55) dados por

E,=A*+(E-t,)° y E, = JA*+(E+t,)° . (3.56)
Los eigenvectores normalizados estan dados por
u® ty —&— A (E-t,)
“g - ! JAHE-t Y+ et (3.57)
O Pleldewrey )

A

u® A2+(§+T‘xy)2 +E+t,
u%;) _ 1 AN+ (S+t,) +E+ty | (3.58)
e

A

Sustituyendo las soluciones (3.57) y (3.58) en (3.43) obtenemos
U Bz N "y E,
A_E;;u v tanh(ZkBTj
_uaE N LE) -t T +EK) -, tanh(El(kz)j (3.59)
2N A EG) 8, T +E0) -, |

Ua 2 AP HE) +, T +E(k)+t, (Ez(kz)j
+2N > tanh| =22~
N AR (S e

Notese que en el caso cuando no hay interaccion entre las cadenas t, =0, de la ecuacion (3.56)

encontramos que E, = E,, por lo que la ecuacion (3.59) se puede reescribir como
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- 2k, T

N AT o)+ E )

Desarrollando la ecuacion (3.60) de manera analoga como se hizo en (3.47) obtenemos la ecuacion de
BCS para el caso de una cadena lineal, que era de esperarse.

VA Sl rSk) tanh[El(kz)j (3.60)

En la Figura 3.7(a) se muestran los valores de la brecha superconductora (A) a T =0 como funcién
del potencial quimico (i) obtenidos de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (circulos rojos) en
comparacion con los calculados con la ecuacion tipo BCS (3.59) (cuadrados azules), donde las integrales
de saltoson t, =t =t. La Figura 3.7(b) ensefia la densidad de estados (DOS) de la nanoestructura en la

Figura 3.6 obtenida a través de la expresion

r/a
DOS, (E) =~ lim Im | <I|_|k><k”|> dk | (3.61)
2r" o0t 5 (E+im)l —=H(k)

donde I es la matriz identidad, 7 es la parte imaginaria de la energia que evita la divergencia en la
ecuacion (3.61) y H(k) es el hamiltoniano en la ecuacion (3.55). Notese que, en similitud al caso de la

cadena unidimensional, los maximos valores de A ocurren en los puntos donde la densidad de estados es
maxima.

(b)

Fig. 3.7. (@) Comparacion de la brecha
superconductora (A) obtenida a través de
las teorias BdG y BCS para U =—|t| y
(b) densidad de estados (DOS) de la
nanocinta mostrada en la Figura 3.6.

DOS(unidad arb.)

4 3 2 4 0 1 2 3 4
w1t

La Figura 3.8 nos ilustra como es que decae la brecha superconductora al aumentar la temperatura
para la nanocinta de la Figura 3.6 con U=-|t|, U=-0.9|t] y U=-0.8|t|. Estos resultados se

obtuvieron a través de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43).
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Fig. 3.8. Brecha superconductora (A) versus la temperatura (T) para
una nanocinta con seccion transversal de dos a&tomosy =0

Las temperaturas crititas (T.) pueden ser obtenidas a partir de la Figura 3.8 cuando el valor de la
brecha tiende a cero.
e Seccion transversal de tres atomos

Tenemos dos tipos de nanoestructuras cuando la supercelda contiene tres atomos un nanoalambre
como se muestra en la Figura 3.9(a) o una nanocinta como se observa en la Figura 3.9(b).

Fig. 3.9. Esquemas de (a) un nanoalambre y (b) una nanocinta de atomos representados con esferas rojas y sus
enlaces caracterizados por la integral de salto t, a lo largo de la direccion longitudinal y t,, en la seccion transversal.

En la Figura 3.10 se muestran (a) la brecha superconductora (A) a T =0, obtenida a través de las
ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43) con las integrales de salto t, =t =t, y (b) la

densidad de estados (DOS) calculada a través de la ecuacion (3.61) con n =107|t| para el alambre de la

Figura 3.9(a) usando la matriz Q(k) de la forma

s bt t, A 0 0

t, ¢ t, 0 A 0

A (H AY It t, & 0 0 A
_(A —Hj_ A0 0 & -, -t (3.62)

0 A 0, &

0 0 A _txy _txy _5
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donde t,, es la integral de salto en la supercelda, &= 2t,cos(ka)— u y la brecha superconductora de los

tres &tomos es la misma, A, =A, =A, =A, debido a que los 4&tomos en la supercelda son indistinguibles.

Notese la asimetria en las Figuras 3.10 con respecto al origen, debido a que el alambre triangular de la
Figura 3.9(a) no es una red bipartita. Ademas, se observa nuevamente que los maximos valores de A
coinciden con los puntos maximos en la densidad de estados calculada para este alambre.

010 :I | T | T I T | T | T | T | T I T | I:
- a -
0.08 | (@) 3
C 3 3
0.06 [ Q -
C ! ]
= » | o ]
= C o [o] m
= 004 | | o 3
C L 3
C [ @ ]
0.02 i 3
- o g .
0.00 . -
I - .
g
©
3
2 o o Fig. 3.10. (a) Brecha superconductora
(73; (A) obtenida a través de la teoria BdG
8 para U =—|t| y(b) densidad de estados
X | (DOS) del nanoalambre mostrado en la

5 4 3 -2 10 1 2 3 4 5 Figura3d.o().
Wit

La Figura 3.11 muestra la brecha superconductora como funcién de la temperatura para el
nanoalambre de la Figura 3.9(a) con, =0, U=—|t|, U=-0.9|t| y U=-0.8]t|.

Fig. 3.11. Brecha superconductora (A) versus temperatura (T) para un nanoalambre con seccion
transversal de tres &tomos colocados en forma triangular, 4 =0, U=-]t|, U=-0.9|t|] y U=-0.8]t].
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En la Figura 3.12, se presentan (a, c) las brechas superconductoras (A,;) a T =0 y (b, d) las densidades
de estados ( DOS,) para los atomos (a, b) lateral y (c, d) central en la nanocinta de la Figura 3.9(b). Las
A, fueron calculadas a través de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43) con las integrales

desaltot, =t =t ylas DOS, fueron calculadas usando la expresién (3.61) usando n =107 y la matriz
z y |

E t, 0 A 0 0

t><y 5 txy 0 AC 0

A (H AY [0 t & 0 0 A
_(A —Hj_ A, 0O 0 =& -t, 0 (3.63)

0 A 0 -t -¢ -t

0 0 A 0 -t -¢

donde t, es la integral de salto en la supercelda, & =2t,cos(ka)— u, A, y A. son reales, siendo A, y
T3<y z L

A. las brechas superconductoras de los atomos lateral y central en la nanocinta de la Figura 3.9(b),

respectivamente. Obsérvese que los &tomos lateral y central no tienen la misma brecha superconductora.
Ademas, los maximos de la DOS, coinciden con los méaximos de A,, excepto para el atomo central cuya

DOS no contiene los maximos en +2|t|. Esto se debe a que la eigenfuncidn correspondiente al eigenvalor
cero del hamiltoniano de la seccion transversal tiene un nodo en el sitio central. En cambio, observamos
la brecha para £2|t| en el &tomo central es distinta de cero, debido a la finitud de la longitud de coherencia
superconductora.

008 B 1 I ) I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I ] i 008 B 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I T i
F (@) ; (9 . ;
0.06 3 0.06 8 f 3
: N - 4 ;
= 004 | a A & - = 004 | IV ]
» A 4 - | | 4
0.02 [ g S - - 0.02 - 3 2 -
0.00 ettt . 0.00 1
~ | ® | @
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[0v] ©
© ©
3 S o o
= = o O
2 2
[72] n
o) o)
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| -
5 5 -4 -3 2 10 1 2 3 4 5
wit| Wit

Fig. 3.12. (a, ) Brecha superconductora (A), (b, d) densidad de estados (DOS) como funciones del potencial quimico
(w) para los &tomos (a, b) lateral y (c, d) central de la hanocinta con seccidn transversal de tres atomosy U = —|t| .
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La Figura 3.13 muestra la brecha superconductora (4,) como funcion de la temperatura (T) para los

atomos central (simbolos abiertos) y lateral (simbolos cerrados) en la nanocinta de la Figura 3.9(b) con
u=0,U=—|t] (circulos), U=-0.9|t| (tridngulos) y U=—0.8|t| (tridngulos invertidos).

005 LI I UL I L I UL I LI

o 2 v Atomo lateral

o A Atomo central
0.04 M

0.03

At

0.02

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

k T/t

Fig. 3.13. Brechas superconductoras locales del atomo central (simbolos abiertos) y &tomos laterales
(simbolos cerrados) versus temperatura para una cinta de tres &tomos en su seccion transversal con
1 =0y U=-]t| (circulos), U=-0.9|t| (triangulos), U=-0.8]t| (triangulos invertidos).

Notese que a pesar de que las brechas superconductoras de los aomos no equivalentes
geométricamente son distintas, sus temperaturas criticas son la misma para cada valor de U.

e Seccion transversal de cuatro atomos

En esta parte se analizan los nanoalambres y nanocintas con seccion transversal de cuatro d&tomos
como se muestran respectivamente en las Figuras 3.14(a) y 3.14(b).

Fig. 3.14. Esquemas de (a) un alambre y (b) una cinta de atomos representados con esferas rojas y sus enlaces caracterizados
por las integrales de salto t, a lo largo de la direccion longitudinal y t, en la seccion transversal.

La Figura 3.15 muestra (a) la brecha superconductora (A) a T =0 y (b) la densidad de estados (DOS)
para el alambre de la Figura 3.14(a) obtenidas respectivamente a través de las ecuaciones
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autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43) con t, =t, =t y a traves de la ecuacion (3.61) con i =107y

la matriz

H

A
-H

o o o X od un

o o> o o und

o

o> o o uwd

> o o o d od

|
s © © O D>

_T3<y

& o
Z

Oérl-"JLmérl-"OODO

o b o o

0
-t
—<
-t

> o o o

° 4

-5
-

, (3.64)

donde t, es la integral de salto en la seccion transversal, & = 2t, cos(ka) — u y la brecha superconductora

de los cuatro 4tomos es la misma A, =A,=A,=A,=A. Notemos que nuevamente se observa la

coincidencia de los maximos de la brecha y los de la DOS.
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Fig. 3.15. (a) Brecha superconductora
(A) obtenida a través de la teoria BdG
para U=-|t| y (b) la densidad de
(DOS)
mostrado en la Figura 3.14(a).

estados

del

nanoalambre

La Figura 3.16 muestra la brecha superconductora como funcién de la temperatura para el

nanoalambre de la Figura 3.14(a) con, u=0, U=—|t|, U=-0.9|t| y U=-0.8]t|.
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Fig. 3.16. Brecha superconductora (A) versus temperatura (T) para un nanoalambre con seccién transversal
de cuatro &tomos colocados en forma triangular, 41 =0, U=-|t|, U=-0.9|t] y U=-0.8]t].

La Figura 3.17 presenta (a, c) las brechas superconductoras (A;) a T =0 y (b, d) las densidades de

estados (DQS, ) para los atomos (a, b) lateral y (c, d) central en la nanocinta de la Figura 3.14(b). Las A,

fueron calculadas a través de las ecuaciones autoconsistentes de BdG (3.39) y (3.43) con las integrales
de salto t, =t, =t y las DOS; fueron calculadas usando la expresion (3.61) usando 7 =10 y la matriz
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, (3.65)

donde t, es la integral de salto en la seccion transversal, & =2t, cos(ka) —u, A, 'y A; son reales, siendo

A,y A. las brechas superconductoras de los &tomos lateral y central en la nanocinta de la Figura 3.14(b),

respectivamente. Obsérvese que los &tomos lateral y central no tienen la misma brecha superconductora,
y los maximos de la DOS; coinciden con los maximos de A,.
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Fig. 3.17. (a, ¢) Brecha superconductora (A), (b, d) densidad de estados (DOS) como funciones del potencial
quimico (p) para los &tomos (a, b) lateral y (c, d) central de la nanocinta con seccidn transversal de cuatro &tomos
yU=-|t|.

La Figura 3.18 muestra la brecha superconductora (A,) como funcion de la temperatura (T) para los

atomos central (simbolos abiertos) y lateral (simbolos cerrados) en la nanocinta de la Figura 3.14(b) con
w=0,U=—|t] (circulos), U=-0.9|t| (tridngulos) y U=-0.8|t| (tridngulos invertidos).
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Fig. 3.13. Brechas superconductoras locales del atomo central (simbolos abiertos) y &tomos laterales
(simbolos cerrados) versus temperatura para una cinta de cuatro &tomos en su seccidn transversal con
1 =0y U=-]t| (circulos), U=-0.9]|t| (triangulos), U=—0.8]t| (triangulos invertidos).
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NoOtese que a pesar de que las brechas superconductoras de los aomos no equivalentes
geométricamente son distintas, sus temperaturas criticas son la misma para cada valor de U.

En resumen, definamos la integral espectral de la brecha superconductora local como
1 o0
<A,>zmjA(u)du, (3.66)

donde p es el potencial quimico. En la tabla 3.1 se muestran dichas integrales tanto para tomos laterales
como atomos centrales de nanoalambres y nanocintas con seccion transversal uno, dos, tres y cuatro
atomos, los célculos se realizaron con U =—[t].

Tabla 3.1. Integral espectral de la brecha superconductora local < A, > para las nanoestructuras analizadas

No. de &tomos en la <A,>/|t] en <A,>/|t| en cinta
seccion transversal alambre Lateral Central
Un 4tomo 0.16492 0.16492 0.16492
Dos atomos 0.09772 0.09772 0.09772
Tres atomos 0.09142 0.08779 0.08202
Cuatro atomos 0.06645 0.07665 0.07349

Obsérvese en la Tabla 3.1 que la integral de la brecha superconductora decrece con el nUmero de
atomos en la seccién transversal, indicando que el confinamiento cuantico favorece la
superconductividad en nanoestructuras.

En la Tabla 3.2 se exponen las temperaturas criticas para los nanoalambres y nanocintas con distinto
numero de 4tomos en su seccion transversal, los calculos se realizaroncon U =—|t| y u=0.

Tabla 3.2. Temperatura critica T. y la becha superconductora local A, para las nanoestructuras con U =—|t| y u=0.

Seceion Alambre Cinta
A /It] A /1t]
transversal oTe /ltl Lateral Central oTe /ltl
Un atomo 0.01494 0.00853 0.01494 0.01494 0.00853
Dos atomos 0.02599 0.01482 0.02599 0.02599 0.01482
Tres atomos 0.05382 0.02913 0.03349 0.03850 0.02008
Cuatro atomos 0.05839 0.03137 0.03836 0.04559 0.02413
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Conclusiones

La presente tesis estudia la superconductividad en nanoalambres y nanocintas a partir del formalismo de
Bogoliubov-de Gennes (BdG) y del modelo de Hubbard atractivo en una combinacién entre el espacio
real y el reciproco, donde se utiliza la técnica de superceldas para cuantificar la brecha superconductora
local en los &tomos de la seccion transversal para las nanoestructuras mencionadas. Los principales
resultados obtenidos son:

(1) Desarrollo detallado del método de transformacién para las ecuaciones de BdG al espacio combinado
real-reciproco.

(2) Obtencion de las ecuaciones integrales tipo BCS para la brecha superconductora a partir del
formalismo de BdG extendido al espacio combinado para los nanoalambres con seccién transversal
reducida de uno y dos 4tomos.

(3) Determinacién analitica de los comportamientos asintticos en el cociente entre la brecha
superconductora y la temperatura critica para interacciones electrén-electron débil y fuerte.

(4) Hallazgo de una brecha superconductora local inhomogénea en nanoestructuras con mayor seccion
transversal y su dependencia a la posicion del potencial quimico o al llenado de la banda electrénica.

(5) Observacion de que las nanocintas con brechas superconductoras inhomogeneas tienen una Unica
temperatura critica.

(6) Encuentro de una coincidencia entre los maximos de la brecha superconductora local a temperatura
cero y los de la densidad de estados local (LDOS) al nivel de Fermi, en concordancia con la teoria
BCS.

(7) Ausencia de ciertos picos en la LDOS debido a los nodos en las eigenfunciones del hamiltoniano del
sistema y la existencia de picos correspondientes en la brecha superconductora local debido a la finitud
del pardmetro de orden superconductor.

(8) Descubrimiento de una correlacion inversa entre el area de la seccion transversal y la integral espectral
de la brecha superconductora, la cual confirma la importancia del confinamiento cuéntico en la
superconductividad de nanoestructuras.

Por ltimo, el desarrollo de esta tesis me ha ensefiado que la superconductividad es un fendmeno
complejo y dificil de tratar en forma analitica, cuyo estudio requiere el conocimiento de multiples
técnicas y métodos para sistemas de muchos cuerpos. Asi mismo, considero que la investigacion
cientifica es una actividad que combina la intuicion y la dedicacién. Ademas, pienso que los modelos y
métodos cuanticos utilizados en esta tesis podrian ser Utiles para el disefio de dispositivos
superconductores realistas que incluyen maltiples interfases y/o fronteras de grano, ya que estos modelos
tienen la virtud de estar expresados en el espacio real.
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