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Introduccion

Los grupos de transformaciones Mobius resultan ser de enorme importan-
cia en la matemética actual. En particular, PSL(2,Z), PSL(2,R)y PSL(2,C)
juegan un papel esencial en muchas areas, como la topologia de las variedades
de dimensién 3 y la teoria de los nimeros, entre otras. De manera especial, los
grupos de Mobius proporcionan un enorme caudal de informacion a la geo-
metria hiperbdlica. Véase, por ejemplo, [4] y ciertamente esta informacién
coadyuva a conocer las 3-variedades hiperbdlicas y por ende, las posibles
formas del universo [1].

Ahlfors observé, usando trabajos anteriores ([7]) que se podia trabajar
con las transformaciones de Mobius en cualquier dimension, usando matrices
de 2x2 (lo cual es un hecho notable). Las entradas de estas matrices son
elementos del grupo de Clifford, que cumplen una importante propiedad de
conjugacion. Wada ([9]) desarrollé esta técnica para presentar una version
unificada de tres modelos del espacio hiperbdlico n-dimensional, y probando
ciertos teoremas de invariancia bajo conjugacién en el algebra de Clifford,
exhibe formas normales (canénicas) de las transformaciones de Mobius en
cualquier dimension.

En esta tesis se desarrollan con detalle y formalidad las técnicas usadas
por Wada para el andlisis de sus resultados, como el manejo de ciertos inva-
riantes bajo conjugacién (Teorema 2.0.3) y las propiedades de las matrices
de Clifford (Proposicién 3.0.7), en particular, su identificacién con el grupo
general de Mobius actuando en R™.

En el primer capitulo se prueban las propiedades béasicas del algebra
de Clifford C™P y del comportamiento de sus automorfismos y antiauto-
morfismos principales (la involucién principal, la reversién y la conjuga-
cién). Se define el grupo de Clifford I'™? y la conjugacién que lo caracteriza
pa i v — av(a’)™t, que resulta ser ortogonal (Proposicién 1.0.5). Se prueba
que los vectores, es decir, los elementos del espacio euclidiano de dimensién
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n + p con la forma cuadratica que define el Algebra de Clifford (este espa-
cio es denotado por E™P), estdn en este grupo. Ademés se prueba que en
cualquier espacio ortogonal no degenerado X de dimensién finita, cualquier
transformacién ortogonal se puede expresar como composicion de reflexiones
en hiperplanos de codimensién 1(Teorema 1.0.10) y en consecuencia se exhibe
un epimorfismo de I'"? en O(n, p) (este dltimo denota el grupo de transfor-
maciones ortogonales de E™P), dado por a — p, (Proposicién 1.0.12). Como
corolario se caracteriza a los elementos en I como producto de vectores
invertibles (Corolario 1.0.13). En el capitulo dos se prueban varios resultados
sobre la conjugacién en el algebra de Clifford mediante elementos del grupo
de Clifford, que son muy importantes para entender los resultados de Wada,
en particular el Teorema 2.0.3.

En el ultimo capitulo se identifica al grupo de matrices de Clifford €™ con
el grupo de transformaciones de Mébius. En primera instancia se prueba un
resultado que identifica a los elementos del grupo de Clifford T = I'" U {0}

como suma de elementos de fnfl, uno de estos multiplicado por 7, el ele-
mento n-ésimo de la base (Proposicién 3.0.4). Se definen las matrices de
Clifford, que son matrices de 2x2 cuyas entradas son elementos de T que
cumplen ciertas propiedades del determinante y de los productos de sus en-
tradas. Este resultado, simplifica las condiciones que definen a estas matrices
(Proposicién 3.0.7). Usando esto se prueba que las matrices de Clifford for-
man un grupo. Los resultados mencionados involucran técnicas sofisticadas
que requieren largos calculos. Para estos propdsitos se identifican también
los anillos M (2, End(C™) y End((C™)?) (Lema 3.0.5). Finalmente, se prueba
que estas matrices actian en E™ (el espacio euclidiano n-dimensional) de
manera continua (Proposiciones 3.0.11 y 3.0.12). La tesis concluye identifi-
cando a estas matrices con el grupo general de Mobius actuando en R™. Se
prueba que cualquier transformacion definida por alguna matriz de Clifford
es producto de matrices de Clifford que representan traslaciones, homote-
cias, transformaciones ortogonales o la inversién en la esfera unitaria x — z*
y viceversa, cualquier transformacién de Mobius en cualquier dimensién se
puede expresar de esta manera.
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CApPIiTULO 1

El Algebra de Clifford

Recordamos que un espacio ortogonal es un espacio vectorial con un producto

escalar asociado. Sea E™P el espacio ortogonal real con una forma cuadratica

q de tipo (n,p). Fijamos una base B = {i1,...,ln, %01, -, inip} de E™P.
La forma cuadratica ¢ es la inducida por el producto escalar

(,):E™ x E"™ - R

dado por
n n—+p
(uv) = =Y ugoy+ Y ugvy (1.1)
j=1 j=n+1
donde u = E?ifujij, v = E?vajij, de modo que: si v € E™P, entonces
n n+p
q(’u):(vv}:—g v? + E v3
) J J°
j=1 j=n+1

Sea C™P el algebra de Clifford de E™P, esto es, los elementos de B satisfacen:

i7=—1 si jed{l,...,n}

ii=1 si je{n+1,...,n+p}

ijip = —igi; si gke{l,...,n+p}, jFk

C™P es generado por B como una R-algebra.



2 1.0. EL ALGEBRA DE CLIFFORD

Cualquier elemento a € C™P puede ser escrito de manera tinica como:

ZCLII, ar € R

donde [ varia entre los elementos de
B ={ij, -1, 0<r<n+p, j1 < - <J}

En particular se tiene que, como los elementos de 4 varian sobre las
combinaciones de los n + p elementos de la base B usando r elementos, con
r € {0,...,n+p}, entonces se sigue del teorema del binomio que |#| = 2"1?,
es decir, C™P es un espacio vectorial real de dimensién 217,

Para a = Ya;I € C™ se define su norma como: |a|] = /Xa?. Para
I =ij,...1;, € A, se dice que su longitud es  y se denota por {(1).

Para cualquier v € E™? se tiene que

2 _
ve = q(v), (1.2)
. o nJ,»p
porque si v =} 77 UJZJ, entonces
n—+p n—+p
2 P— . ‘.
Ve = E V1 E VU1,
j=1 Gk=1
n+p n+p n+p
2 .2 .. ..
= E v; 15+ E U Ukl + E VUKL
j=1 i<k k<j
n+p n+p n+p
— E + E U -+ E vjvkijik—i— E Ukvj(—ikij)
7=1 j=n+1 <k k<j
n—+p
j=n+1

Usamos la siguiente notacion:
Para cada entero k:

crr k) = A¥al € C | I(I) # k = a; = 0},

G = @ CmrW®
ke2N
7, _ n,p (k
(2n;ar - EB Cj P (k)

ke2N—-1
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donde @ denota la suma directa de espacios vectoriales.
Para cada A C C™P:

AW = An )

Apw = ANCrP

par?

Aimpar - Aﬂcmp

impar*

Para cada elemento a = Ya;I € C™P:

a®) = Z ajl € C™P
1(I)=Fk

Notamos que entonces C™P tiene una descomposicion en sumas directas:

n—+p
P — @ Cmm(k)’

k=0
donde CPO) — R, y Cnw() — o,
Definicién 1 Para un elemento a = Xa;l € C™P, se definen:
a = Yar(—1)"D7,

WD) —=1)
2

a* = Yas(—1) I,

WD AI)+1)

a” =Xar(-1)" =z 1

Notamos que si I € £, para la transformaciéon a — a/, los términos que
tengan como factor a I cambian de signo si y sélo si [(I) es impar.
Para a — a*, como

WD =1 _ o i) —1) =4k, kez

2
4k ] l(])—1:4k’2, k?l,]{?QGZ
0

— (1) 1
mod(4) o I(I) =1 mod(4),

—I(I)

entonces los términos que tengan como factor a I cambian de signo si y s6lo
sil(l) =2 mod(4) 6 I(I) =3 mod(4).
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Para a — a~, como

(D) +1)

5 =2k <= II)(I(I)+1) =4k, keZ

@1(1)24]?1 0 l([)+1:4]€2, k’l,kQEZ
< I(I)=0 mod(4) o I(I)=3 mod(4),

entonces los términos que tengan como factor a I cambian de signo si y sélo
sil(I) =1 mod(4) 6 I[(I) =2 mod(4).
Observamos que si a € C™P, podemos escribirlo como

a=a®+aV4+a® +a® . o
y entonces,
d =a® —aV +a® —a® 4 4 (=Dka® 4 £ a0
a* =a +aV —a® —a® 4 4 (—1)@&“ + ...+ a"™P),

k(k+1

a”=a? —a® —a® 1 6B 4 4 (-1 Ya®) |t g,

Proposicion 1.0.1 Las transformaciones a — da/, a — a* y a — a~ con-
mutan entre st y ademds son biyecciones de C™P. Mas aun, se tiene que son
involuciones, es decir (a') = (a*)* = (a”)” = a.

DEMOSTRACION. Debido a las observaciones anteriores, vemos que estas
transformaciones conmutan entre si, puesto que no importa el orden en que
se cambian los signos en cada término de a al aplicar cada transformacion.
También tenemos que (a’) = (a*)* = (a~)~ = a ya que al aplicar una vez una
de estas transformaciones, cambia el signo de los términos de a de la manera
senalada anteriormente, por lo que al aplicarlo una segunda vez, volvera a
cambiar el signo del mismo modo, obteniendo a finalmente. U

Proposicién 1.0.2 Se tiene que a~ = (a*) = (a')*

DEMOSTRACION. Debido a la conmutatividad de las transformaciones, basta
ver unicamente la primera igualdad. La transformacion a — a~ cambia los
signos de los términos que tengan como factor a I con I(I) = 1 mod(4) 6
[(I) = 2 mod(4). Ahora, si en a tenemos un término que contiene como
factor a I, entonces al aplicar a — a*, este cambiard de signo si y soélo si
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I(I) =2 mod(4) 6 I(I) =3 mod(4), por lo que si ahora aplicamos a — d/,
cambiard el signo si y sélo si I(I) =1 mod(4) 6 I(I) = 3 mod(4), de modo
que al aplicar la transformacién a — (a*)" cambian los signos si y sélo si
[(I) =1 mod(4) 6 I(I) =2 mod(4). O

Teorema 1.0.3 La transformacion a — da' es automorfismo de C™P y las
transformaciones a — a* y a — a~ son antiautomorfismos de C™P.

DEMOSTRACION. Es suficiente ver que a — a’ es automorfismo y que a — a*
es antiautomorfismo, pues como a~ = (a*)/, esto implica que a — a~ es
antiautomorfismo de C™P.

Debido a la linealidad de la suma se tiene que las transformaciones defi-
nidas anteriormente son lineales, por lo que basta ver que (I.J)' = I'J" y que

(IJ)* = J*I* donde I, J € A.

Primero veamos que si [ = iy,...tx,, J = ;,...1;, € B, se tiene que [J € A
es de la forma I.J = (—1)™i,,...i;,, entonces

(1) = ((igyin, ) (ijy i) = (1) ™0y ig,) = (1), 0y,

Por otra parte

DT = (igy i) (igy iy, = (—1) iy i, ) (—1)* (i, i)
= (= 1) (g i, ) (i iy, ) = (= D)5y iy

de donde se tiene que
(IJ) =1'V < r+s+m=t+m mod(2) <= r+s=t mod(2).

Esto ultimo si sucede ya que al multiplicar dos elementos de B estos
conmutan y cambian signo si i;, # i, (lo cual no modifica la longitud) o
bien, se multiplican consigo mismos si i;, = i, (lo cual disminuye la longitud
por 2), de donde se sigue que r + s y t tienen la misma paridad.

Ahora veamos por induccién sobre r que (ij,...15)" = 4;,...1j,, donde
ijl"'ij’r E %.

Para r = 1, (i,)* = (=1)"2" i, = ij,.

Supongamos que para ij,...i;, € A, se tiene que (ij,...1;,)" = ij,...i;,.
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Sea 1j,...15,15,,., € %, entonces:
(r+1)(r) r(r—142)
. .o  _ (r+1)(r) .o . r(r=1+2) .o
(er--"jrljrﬂ) = (— ) 2 Vil = (-1) 2 (TR T I
r(r—=1) .

((=1) = gy ) (1)) = (25-5,)" ((=1)"25,,4)
= i, 45 ((=1)"45,,,) = (=1)"(45,--35,) (45,1, )
- (_1)2rijr+1ijr"'ij1 - ijr+17;jr"‘7;jl7
donde la pentltima igualdad se tiene debido a que Vk € {1,....7}, jrv1 # Jk,
ya que ij,...15,15, ., € AB. O
A la transformaciéon a — a’ se le llama la involucién principal, mientras
que a — a* es la reversion y a — a~ es la conjugacion.
A los elementos de E™P se les llamara vectores.

Definicién 2 Se define
"7 = {a € C"™" |a es invertible y Vv € E™? av(a’)~" € E™F}

Notamos que el conjunto anterior esta bien definido, es decir que si a es
invertible, entonces también a’ lo es. Esto se tiene ya que a — a’ es automor-
fismo de C™P y por tanto @’(a™!) = (aa™!) =1= (a"'a) = (a7 1), lo que
implica que a’ es invertible y ademéds (a')~! = (a7')".

Definicién 3 Dado a € TP, definimos la transformacion p, : E™P — E™P

tal que pa(v) = av(a’)™ .

Proposicion 1.0.4 El conjunto I'™P es un grupo bajo la multiplicacion. A
P se le llama el grupo de Clifford de E™P.

DEMOSTRACION. Sean a,b € T™P. Se tiene que (ab)™! = b la™!, ya que
(ab)(b~'a™1) = 1. Ahora, dado v € E™P tenemos que

(abju((ab)) ™" = (ab)o(a't) ™ = (ab)u((t') ' (a') ") = a(bu(t')")(a')

y como b € I'"™P entonces bu(V')~1 € E™P, por lo que a(bv(b')~')(a’)~t € E™P,
ya que a € I'™P. Esto implica que ab € [P es decir, '™P es cerrado bajo la
multiplicacion.

También tenemos que 1 € I'? ya que 17! =1y 1’ = 1, por lo que dado
ve EY w(l) ™t =ve EnP.
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Notamos que p, es una transformacion lineal en el espacio de dimensién
finita E™P. Ahora, como p,(v) = 0 si y sélo si v = 0, entonces p, es inyectiva,
lo que equivale a que p, sea suprayectiva. Asi, dado v € E™P | existe u € E™P
tal que p,(u) = v, es decir, au(a’)™' = v de modo que

(aYo((@)) ™ = (@ aul@) (@)Y = (a  a)ul(a) ) = u e B,

lo que implica que =t € T"™P, por lo que I'"™P contiene a los inversos multi-
plicativos de cada uno de sus elementos. O

Proposicion 1.0.5 Para a € TP, p, es una transformacion ortogonal de
E™P en el sentido definido por el producto interior dado en (1.1).

DEMOSTRACION. Basta ver que p, preserva la forma cuadritica ¢ ya que si
x,y € E™P entonces por la bilinealidad del producto interior tenemos que

qrx+y)=(x+y,x+y) = {(r,)+2(zx,y) + (y,y) = q(z) + 2 {(z,y) + q(y),
lo que implica que

q(x +y) —q(x) —q(y)
5 :

(z,y) =

de donde se tendria que si p, preserva la forma cuadratica ¢, entonces

2 y) = 9z +y) —qlx) —q(y)

2
_ 4(pa(z +9)) — a(pa(x)) — a(pa(y))
2
_ 4(pa(®) + pa(y)) — a(pa()) = q(pa(y))
2

= (pa(), pa(y)) -
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Ahora notemos que si v € E™P, entonces v = —v' y por (1.2) se sigue que

4(pa(v)) = qlav(a’) ™) = (av(a’) ")’

Por lo que en efecto Vv € E™P, q(p,(v)) = q(v), es decir, p, preserva la
forma cuadratica q. O

Proposicién 1.0.6 Siv € E™P y q(v) # 0, entonces v € I'"™P

DEMOSTRACION. Sea v € E™P tal que q(v) # 0. Notamos que v es invertible
con Inverso

Se afirma que E™ = (v) & (v)", donde el complemento ortogonal es res-
pecto al producto interior (1.1). Para probar esto, tomamos {v, u1, ..., Upip—1}
una base para E™P que contiene a v. Parai € {1,...,n+p— 1}, consideramos

<ui7 U)
[
(v, v)

y w; = u; — ¢;v, de manera que

(wi, vy = (u; — cv,v) = (uy,v) — ¢; (v,v) = (U, v) —

es decir, Vi € {1,...,n + p — 1} se tiene que w; L v.

Tenemos que el conjunto {v,wy, ..., wy4p—1} €s una base de E™P. Para
notar esto, como dicho conjunto es de cardinalidad n + p, basta ver que es
un conjunto linealmente independiente.
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Si para algunas Ao, A1, ..., \pp—1 € R sucede que
AoV + AWy + oo+ Apgp1Wnyp1 = 0,
entonces se sigue que

0= )\(ﬂ) + /\1(U1 - Cl’U) + ...+ )\n+p_1(un+p_1 — Cn+p_11))

n+p—1
= ()\0 — Z )\zcz> U+ )\1U1 + ...+ )\,Hp,lunﬂ,,l

i=1
de donde, por ser {v,uy, ..., Uptp—1} un conjunto linealmente independiente,
se tiene que Vi € {1,..n+p—1} \; = 0y \g — Z?jlpfl)\ici =0, lo
que implica que también \g = 0. Por lo anterior, {v, wy,...,wp4p—1} €s un
conjunto linealmente independiente y por tanto una base de E™P.

Sea u = AU+ Mwi+...+ i p_1Wpyp_1 € (v)l. Como (u,v) = 0, entonces

0= (u,v) = X (v,0) + Ay (W1,0) + ... + App—1 (Wnpp1,0) = Ao (v,0) ,

por lo que Ao = 0 y con esto se tiene que (v)" C ({wy, ..., Wnip_1})-

Ahora, como {wy, ..., Wnyp_1} C (v)", entonces ({wy, ..., Wnip_1}) C (V).
Podemos concluir que ({wy, ..., wyp 1}) = (W)

Notamos ahora que si u € (v) N (v)", entonces (u,u) = 0 lo que implica
que u = 0, esto es, (v) N <U>L = {0}. De esto y de lo anterior, observamos
que en efecto E™P = (v) @ (v)*

Seau € E™P. Por lo visto anteriormente, podemos escribir a u de la forma
u=tv+w,conteRyw L v. Notamos que

v? +w? = (v,v) + 2(v,w) + (w,w) = (v + w,v + w)
=qv+w) = (v+w)? = 0> +ovw+wv + w?,

de donde obtenemos que vw = —wv. Usando esto y el hecho de que v = —v’,

tenemos que
vu(v') ™t = vty +w) (') !
= (tv* +vw) (V')
= (tv* —wv) (')
= (tv —w)v(v') !
= (tv — w) (=) (W)
= (tv —w)(—1)
=—tv+we k"
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Esto implica que Yu € E™? vu(v')™' € E™ y como v es invertible, con-
cluimos que v € I'P. ]

En la demostracién del teorema anterior se probé que E™ = (v) & (v)™" .
Esto se puede generalizar por medio de la siguiente proposicion.

Proposicion 1.0.7 Sea V' un espacio ortogonal de dimension finita. Si W es
un subespacio vectorial de V tal que es no degenerado, entonces V = W@WL.

DEMOSTRACION. Primero notamos que si W es no degenerado, necesaria-
mente W NW+ = {0}, pues si z € WNW, entonces x € W es tal que para
todo elemento w € W sucede que (x, w) = 0, pero como W es no degenerado,
el inico elemento que puede cumplir con esto es el 0. Debido a lo anterior,
es posible definir la suma directa W @ W+.

Sean f = {w1, ..., w,} v B = {w],...,w.} bases de W y de W+, respecti-
vamente. Ahora observemos que S U 3’ es una base para W @ W+. Esto se
sigue ya que si

/ / !/ /
oawy + ...+ apwy, + aqwy + L+ aw,, =0
entonces
/ / / /
aywy + ... + apw, = —(ajw] + ... + o w! ),

sin embargo, esto quiere decir que
awy + ... + apw, , —(ahwl + . 4l wl) € WnWE = {0},

de manera que aywy + ... + apw, =0y qw; + ... + o), w,, =0y como cada

uno de los conjuntos 5 y [’ son linealmente independientes, debe suceder

que todos los coeficientes son 0, es decir, Vi € {1,...,n} a; = 0 y también

Vi ed{l,..,m} o, = 0. Esto implica que 3U 3 es linealmente independiente.
Consideramos ¢ : V — W @ W+ dada por

n m

¢(x) = Z(%wi>wi + Z(x,waQ

i=1 =1

Como el producto interior es una forma bilineal, es facil notar que ¢ es lineal.
Ahora, si z € Ker(¢) entonces

n

Z(m,wi)wi + i(x,wg)wg =0
=1

i=1
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y como [ U " es base se tiene que Vi € {1,...,n} (r,w;) = 0 y también
Vi € {l,...,m} (r,w;) = 0, pero esto implica que x € W N W+, es decir
x = 0 y podemos concluir que ¢ es inyectiva.

Como ¢ es una transformacion lineal inyectiva de V' en uno de sus subes-
pacios, necesariamente ¢ es también suprayectiva y por tanto, es un isomor-
fismo. Se sigue del teorema de la dimension, que

dim(V) = dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢)) = dim(W © W)

y por lo tanto V = W & W+, U

Usando la proposiciéon anterior, demostramos el siguiente teorema, que
nos sera util mas adelante.

Teorema 1.0.8 Sea V' un espacio ortogonal no degenerado de dimension
finita. Entonces V tiene una base ortonormal.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién sobre la dimensién de V.
Si dim(V) = 1 entonces V = (v). Como V es no degenerado, necesaria-
mente (v,v) # 0, por lo que

v

V= <_>a

o]

donde [[v]| = v/T{v, 0]

Supongamos que todo espacio ortogonal no degenerado de dimensién n—1
tiene una base ortonormal.

Sea V' un espacio ortogonal no degenerado de dimension n. Podemos
encontrar v; € V tal que (vy,v1) # 0. La afirmacién anterior se tiene ya que
como V es no degenerado, entonces existen v,w € V tales que (v, w) # 0
y tomando en cuenta que (v + w,v + w) = (v,v) + 2(v,w) + (w, w) como
2(v,w) # 0 entonces alguno de los otros sumandos debe ser distinto de 0.
Dividiendo entre la norma de vy, podemos suponer que v; es de norma 1.

Sea W = (v1). Como W es no degenerado, entonces por la proposicién
anterior se tiene que V' = W @& W+. Sin embargo, como dim (W) = 1 entonces
dim(W+) = n — 1 y por la hipétesis de induccién, W+ tiene una base or-
tonormal, digamos {vs, ..., v, }. Asi, al considerar {vy,vs, ..., v,} se tiene que
Vi,j € {1,..,n} v; L v; y el conjunto es linealmente independiente, pues si

a1V + qoUg + ... + v, = 0
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entonces para todo i € {1,...,n}, como (v;,v;) = £1, tenemos
+a; = a; (v, v;) = (v, 0001 + AV + ... + QL) = (v, 0) = 0.

De manera que el conjunto {vy, vy, ..., v, } es una base ortonormal para V|
lo que concluye la induccion. O

Definicién 4 Sea X un espacio ortogonal con descomposicion en suma di-
recta X = W @Y, donde Y es subespacio vectorial de W+. Decimos que la
transformacion

X — X dada por w+y — w—y, dondew e W, yeY

es una reflexion de X en W. CuandoY = W+ decimos que la transformacion
anterior es la reflexion de X en W.

Notamos que las reflexiones son transformaciones ortogonales ya que si
wi,ws € W, y1,y2 €Y, como Y es subespacio de W+ se tiene que

(W — Y1, wa — y2) = (wy,w2) + (w1, —y2) + (—y1,w2) + (—y1, —Y2)
= (w1, wa) + (Y1, Y2) = (w1 + y1, w2 + Y2).

Siz € X estal que (x,z) # 0, entonces la reflexién de X en el hiperplano
(z)* sera denotada por p,. Si (x,z) = 0, entonces x € (x) N (z)* por lo que
deberfa suceder que z = 0 o bien, (z) N ((z))* # {0} y entonces no serfa
posible descomponer a X como la suma directa de ambos subespacios.

Observamos que en la prueba de la proposicion 1.0.6, se demostrd que
si ve E™P es tal que q(v) # 0, entonces p, es la reflexiéon en el
hiperplano (v)*, es decir, la notacién anterior se corresponde con la dada
en la definicion 3.

Denotamos por O(n, p) al grupo de transformaciones ortogonales de E™?
y por SO(n,p) al subgrupo de O(n,p) que consiste en las transformaciones
que preservan la orientacién. Se tiene que O(n, p) estd generado por reflexio-
nes en hiperplanos. Para probar esta tltima afirmaciéon usamos los siguientes
resultados.

Proposicion 1.0.9 Si a,b son elementos de un espacio ortogonal X de di-
mension finita, tales que (a,a) = (b,b) # 0, entonces existe una transfor-
macion u : X — X reflexion en un hiperplano de X o composicion de dos
reflexiones en hiperplanos de X tal que u(a) = b.
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DEMOSTRACION. Tenemos que (a + b,a+b) #0 6 (a —b,a — b) # 0, pues
de lo contrario, tendriamos que

0=(a+0b,a+0b)+ {(a—0ba—b)
= ({a,a) + 2{(a, by + (b,b)) + ({a,a) — 2{(a,b) + (b, b))
= 2({(a,a) + (b, b)) = 4(a, a)

lo que contradice el hecho de que (a, a) # 0.

Notamos que (a — b) L (a + b), pues (a + b,a — b) = (a,a) — (b,b) = 0.
En el caso de que (a — b,a — by # 0, entonces es posible definir la reflexién
en el hiperplano {a — b)* dada por p,_4(t(a — b) + ¢) = —t(a — b) + ¢ donde
¢ L (a—Db). Asf, como a = 3(a —b) + 3(a +b)

po@) = —5(a—b) + (a+8) =

En el otro caso, (a+b,a+ b) # 0 y entonces la reflexion en el hiperplano
{a + b)* dada por pais(t(a+b) +c) = —t(a +b) + ¢ donde ¢ L (a + b) estd
bien definida y también lo estd la reflexiéon en el hiperplano (b)* dada por
pu(tb+ d) = —tb+ d donde d L b. De este modo

puoniaa) = g (30 =0+ 3(a+0)

= (300~ 5la+0) =m0 =

g

Teorema 1.0.10 Si X es un espacio ortogonal no degenerado de dimension
finita n, entonces cualquier transformacion ortogonal puede expresarse como
composicion de a lo mds 2n reflexiones en hiperplanos de X.

DEMOSTRACION. Sea t : X — X una transformacién ortogonal. Para la
demostracion de este teorema procederemos por induccion sobre la dimensiéon
de X.

Si dim(X) = 1, entonces X = (z). Como ¢ es ortogonal y X es no dege-
nerado, entonces (t(z),t(x)) = (z,x) # 0. Asi, por la proposicién anterior,
existe u : X — X composicion de a lo mas 2 reflexiones en hiperplanos, tal
que u(x) = t(x). Esto implica que t = w y por tanto se sigue la base de
induccién.
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Supongamos que el teorema es cierto para espacios ortogonales no dege-
nerados de dimension n.

Sea X un espacio ortogonal no degenerado de dimensién n + 1. Podemos
encontrar una base ortonormal de X, digamos 5 = {eq, €1, ..., €, }.

Como (t(en),t(en)) = (en,e,) # 0, por la proposicién anterior, existe
u : X — X composiciéon de a lo mas 2 reflexiones en hiperplanos, tal que
u(t(en)) = en.

Consideramos ' = 8 — {e,} y la transformacién ortogonal ut : X — X
restringida a X’ = (f’). Por hipdtesis de induccién, tenemos que

Ut|x: = PayPay--Pan

donde Vi € {1,...,m} p,, es la reflexién en el hiperplano (a;)* y m < 2n.
Notamos que para cada ¢ € {1,...,m} existe W; subespacio vectorial de
X' tal que X' = (a;) & W;. Asi, pq,(ta; + w;) = —ta; + w; con w; € W;.
Entonces tenemos que X = X' @ (e,) = (a;) & W; @ (e,), por lo que
podemos extender p,, a p;,. de la siguiente forma

P (ta; + w; + sep) = —ta; + w; + sen,.

De este modo p}, |x' = pa, ¥ P4, (€n) = €n y ast

U[X! = PayPam = Pay |X7-Pa, [x0 ¥ ut(en) = en = p,(en).
Por lo tanto
ut = p..pl,, -
Como las reflexiones en hiperplanos son involuciones y como u es compo-
sicion de a lo mas dos de ellas, entonces se sigue que t es composicion de a

lo mas m + 2 reflexiones en hiperplanos con m + 2 < 2n + 2 = 2dim(X) y
con esto concluimos la induccion. O

Observamos que el espacio ortogonal E™P es no degenerado. Esto sucede
ya que si z € E™P es tal que Yo € E™P (z,v) = 0 entonces, en particular, se
tiene que Vj € {1,...,n,n+1,....n + p}

ZL‘j = <IL‘,ij> = 0,

donde z = Z?if xji;, es decir, x = 0 y en efecto ™" es no degenerado.
En virtud del teorema anterior, podemos concluir que O(n,p) esta gene-
rado por reflexiones en hiperplanos.
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Proposicién 1.0.11 Sea a € C™P. Si av = va’ para todo v € E™P, entonces
a € R.

DEMOSTRACION. Sea a € C™P tal que Vv € E™P av = va'. Primero notamos
que para todo i € By para cualquier [ = i;,...i;, € %, talquei & {i;,,....%;.}
se tiene que
il =i(ig,...05,) = (=1)"(ij,...4;, )1 = I'i. (1.3)
También notamos que a puede escribirse de manera tnica como

on+p

a = Zajlj —|— Z CLjIj,
j=1

j=s+1
donde Vj € {1,...,s} I; contiene a ¢ como factor y Vj € {s+1,...,2"*"} I,
no contiene a i como factor. Usando (1.3), se tiene que para j € {1,..., s},
I = (ijl"'ijk—l)i(ijk—o—l"'ijr) = (ijl"'ijk—l)(ijk+1"'ijr),i'

Entonces factorizando ¢ en cada término a;I; con j € {1,...,s}, podemos
escribir a a de manera tnica como a = b+ ci, donde ningin término de b y
¢ contiene a ¢ como factor. Dado que

ai = (b+ ci)i = bi + ci* = bi + i’c,
y por otra parte, usando (1.3) se sigue
ia =i(b+ci) =it + i) =ib +icd (—i) = ib —ici = bi —i(ic) = bi —i’c,

como at = ia’, necesariamente ¢ = 0, por tanto, a = b y asi, ningin término
de a contiene a i como factor.

Aplicando el argumento anterior para cada i € B, tenemos que ningin
término de a contiene a un elemento de B como factor, es decir, a € R. [

Proposicién 1.0.12 La transformacion p : TP — O(n,p) tal que para
a € I'™P p(a) = p, es un epimorfismo de grupos. Ademds, ker(p) = R —{0}.

DEMOSTRACION. Sean a,b € I'™P. La transformacion py, : E™P — E™P es
tal que para v € E™P

pay(v) = (abv(ab) " = (ab)v(a't)~"
= (ab)o(t a7 = a(bvd M) a' ™t = paps(v).



16 1.0. EL ALGEBRA DE CLIFFORD

De modo que p(ab) = pa = papy = p(a)p(b), es decir, p es homomorfismo de
grupos.

Seat € O(n, p). Por la demostracién del Teorema 1.0.10 se tiene que para
algunas vy, ..., v, € E™P tales que Vj € {1,...,m} ¢(v;) # 0 sucede que

t = Pu,--Po,-

Inductivamente puede verse que py,...00,, = Poy..vn ¥ 81, t = pPyy. 0, Por la

Proposicién 1.0.6 se tiene entonces que Vj € {1,...,m} v; € I'"P y como I'™P

es un grupo se sigue que vy...v, € I'"P. Asi, p(vy...v,,) =ty p es suprayectiva.
Ademas, por la Proposicién 1.0.11 tenemos que

a € ker(p) < pla) = p, = Idgns
& Yo € E™ p,(v) = avd ™' = v
< Yo € E™ av = vd
< a € R —{0}.

Tenemos la sucesién exacta corta de grupos:

1 R—{0} =T 5 On,p) — 1.

Teorema 1.0.13 Todo elemento de I'P es producto de vectores invertibles
en E™P,

DEMOSTRACION. Sea a € I'™”. Por la Proposicién 1.0.5, sabemos que p, es
una transformacion ortogonal de E™P asi, por el Teorema 1.0.10, es compo-
sicion de reflexiones en hiperplanos de E™P y podemos encontrar elementos
invertibles vy, ..., v, € E™P tales que

p(a’) = Pa = p’Ul"'va == pvl,,_vm - p('Ul...'Um>,
de manera que
pa(vi..v,,) ™) = p(a)p((v1..v) 1) = p(a) (p(v1..v)) ™ = Tdgns.

Asi, a(vy...v,) 7" € ker(p) = R — {0} y por tanto existe t € R — {0} tal que
a(vy...v,) "t =t, es decir, a = tvy...v,,. O
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Corolario 1.0.14 I'"? = TP UT" - (union disjunta,).

DEMOSTRACION. Sea a € I'"™P y sea a = v;...v, su descomposicién como
producto de vectores invertibles en E™?. Como cada vector v; se descompo-
ne como suma de términos con palabras de longitud 1, entonces todos los
términos del producto v;...v, contienen palabras de longitud 7, o si hay can-
celaciones, la paridad sigue siendo la misma que 7, es decir, a € [P si r es

par
n!p

pary a € I'; . si 7 es impar. g

Proposicion 1.0.15 Toda reflexion en un hiperplano de un espacio ortogo-
nal de dimension finita X invierte la orientacion.

DEMOSTRACION. Sea z € X tal que (r,z) # 0y p, la reflexién de X
en el hiperplano (z)". Sea B; = {ey,...,e,} una base de X. Como (x) es
no degenerado, por la Proposicién 1.0.7, se tiene que X = (z) @ (z)~ y si
{x1,...,x,_1} es base de <x)l entonces By = {x1,...x,_1,2} es base de X.

La matriz asociada a p, con respecto a la base By = {x1,...,x,_1,2} es
la matriz cuadrada dada por

por lo que det(A) = —1.

Ahora, si M es la matriz de cambio de base de By en Bs, es decir, cuyas
columnas son las coordenadas de los elementos de la base By con respecto
de la base Bs, entonces se tiene que la matriz asociada a p, con respecto a
la base By = {ey,...,e,} es

M~tAM,

y ademéds det(MYAM) = det(M~1)det(A)det(M) = det(A) = —1, por lo

que p, invierte la orientacion. U

Como las reflexiones en hiperplanos invierten la orientacién, entonces
cualquier transformacién ortogonal u € O(n,p) preserva la orientacion si
y s6lo si u es composicion par de reflexiones en hiperplanos y, como se vio
en la demostracion del Teorema 1.0.13, esto ocurre si y s6lo si u es la imagen
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bajo p de un elemento a € I'™? tal que a es producto de una cantidad par
de vectores invertibles. Ahora, por la demostracion del Corolario 1.0.14, esto
ultimo ocurre si y s6lo si a € I')2F.

De las observaciones anteriores podemos concluir que

pH(SO(n,p)) =7

par

y tenemos la sucesién exacta corta de grupos:

1 R—{0} =T 5 SO(n,p) — 1.

par

Corolario 1.0.16 I'™? es cerrado con respecto a la involucion principal, la
reversion y la conjugacion.

DEMOSTRACION. Sea a = v;...v, € '™ con vy, ..., v, elementos invertibles
de E™P. Entonces debido a las propiedades de las tres transformaciones y
recordando la Proposicion 1.0.6 se tiene que

a=(vr..v,) =v..0. = (1) vi..0, = (—=1)"a € TP,
* * *

a* = (v1..0.)" =vr.v] =v..0 € TP

Cvp = (=) "vvp € TP,

a” = (v1..0,)” =0
U

Definicién 5 Definimos la transformacion N : C™P — C™P tal que para
a € C™P se tiene que N(a) = a”a.

Proposicién 1.0.17 Sia € I'"?, entonces N(a) € R —{0}. Mds ain, N es
un homomorfismo de I'™P al grupo multiplicativo R — {0}.

DEMOSTRACION. Sea a = vy..v, € [P con vy,...,v, € E™P invertibles.
Primero notamos que si v € E™P es invertible, como todas las palabras que
conforman sus términos son de longitud 1, se tiene que v~ = —wv, por lo que
N(w) = v7v = —v? = —q(v) # 0. Asi, recordando que la transformacién
a — a~ es antiautomorfismo, se tiene que

N(a) =a"a = (v1..v,)" (v1...0;,)
= v, ..v; V1...0, = N(v1)..N(v,)
= (=1)"q(v1)...q(v:) € R — {0}

Ahora, si a,b € I'P, entonces N(ab) = (ab)"ab=>b"a"ab= N(a)N(b) y
la transformacion N es homomorfismo de grupos. U
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Proposicién 1.0.18 Para a € T™?, se tiene que |N(a)| < |a|?>. La igualdad
se alcanza si p = 0.

DEMOSTRACION. Sea a € I'™P. Recordamos que a puede expresarse de la
forma a = Ya;I y entonces tenemos que

IN(a)| = |a~a| = [(ZaI7)(Sarl)| = |Xail"I| = |S+a?| < Ya? = |al?.

La tercera igualdad se tiene recordando que N(a) € R para a € I'"™P,
pues al hacer la multiplicacién, si I; Iy ¢ R, necesariamente el término

(ajfj_)(akfk) es 0 o se cancela con otro término. En caso de que I; I} € R,
entonces [; = %1, pero debido a que la expresiéon de a como combinacion
lineal de elementos en % es unica, necesariamente [; = Ij.

La cuarta igualdad se tiene ya que
171 = (ijy.ig,) (g nig,) = (=1) (4,05, ) (45, -o05,) = (=1)765, .5 = £1.
Si a € 'Y, la igualdad se da ya que VI = i,...i;, € 9B, se tiene que

I 1= (igyig) " (g oig) = (= 1) (dg,005,) (45, 15,

Definicién 6 Definimos

Pin(n,p) = {a €I™P|N(a)= %1},

Spin(n,p) = {a€TlP|N(a)=+1}.

par
Para a € I, tenemos que b = |N(a)|"2a € Pin(n,p) ya que
N(b) = N(|N(a)|"2a) = (IN(a)|"2a)~(|N(a)|"2a) = |N(a)| "' N(a) = £L1.
Ademas, para v € E™P se tiene que
po(v) = (IN(a)|"2a)u((IN(a)]"2a)) ™" = av(d) ™" = pa(v),

por lo que p|pinmp) sigue siendo suprayectiva. Recordando la Proposicién
1.0.12, tenemos que ker(p) = R — {0}, por lo que ker(p|pintnp)) = {£1} ¥
entonces se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas de grupos:
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1 — {£1} — Pin(n,p) 5 O(n,p) — 1,
1 — {£1} — Spin(n,p) 5 SO(n,p) — 1.

De la manera natural, consideramos a E™P~! y E"~1? como subespacios
de E™P. Asi, consideramos también a C™P~1 y C"~1P como subespacios de
C™P (generados por las palabras que no contienen al vector correspondiente).

Proposicion 1.0.19

Z) | NN O - Fn,pflj
i) TP N O" 1P = tp,

DEMOSTRACION. i) Sea a € I'"? N C™P~!. Como (N(a)) 'a"a = 1, entonces
a™!' = (N(a))"ta™ € C™P7!, es decir a es invertible en C™P~1.
Ademsds, dada v € E™P~1 C E™P, como a € I'™P, entonces sucede que

av(a)™t € BN CMPT = Errh

Por tanto, a € I™P~1,
Ahora, sea a € I"P~!. Dada v = u + ti, , € E™ con u € E™P~1 t € R,
tenemos que

av(@)™" = a(u + tingy) (@) = au(@) ™ + altin,)(@)

= au(a') ™" + tin,d (@) = au(d) T + tiyy, € E™P,

donde la pentultima igualdad se sigue ya que si I € £ es tal que no contiene
como factor a 4,.,, entonces

. _ . . . _ T . . o . /
Tipyy =5, 0,0ntp = (= 1) lpgplyy 0, = tnypl
y por tanto, si a = Ya;/ tenemos que
. . . / . /
Wlpyp = 201 Ly yp = Barlyipl = ipypa.

Por tanto a € I'™? y esto prueba la parte i).
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ii) Sea a € I'"™P N C" 1P, Entonces a~! = (N(a))"ta™ € C" P y por
tanto a es invertible en C" 7. Ademds, para v € E"'* C E"P, sucede que

av(a)™t € EMPNCMP = Erbe,

Por lo tanto a € I"™~17,
Ahora, sea a € ™%, Dada v = v + ti, € E"P con u € E" 1P t € R,
por el mismo argumento que en i), tenemos que

av(a) ™' = a(u + tiy) ()" = au(a) ™ + al(ti,)(a')
= au(a’)™ +tind' (a') "t = au(a) " + ti, € E™P.

Por tanto a € I'™P y esto prueba la parte ii). O

Proposicién 1.0.20 Supongamos que a € I'™P. Entonces

i) aa* =a*a € R—{0}, y
ii) Yv € E™| ava* € E™P.

DEMOSTRACION. i) Recordamos que la transformaciéon a — a* es antiau-
tomorfismo de C™P y que al aplicar esta transformacién, I € % cambia de
signo si y sélo si (1) =2 mod(4) 6 I(I) =3 mod(4). Sea a = v;...v, € [P,
con vy, ..., v, € E™P elementos invertibles. Entonces

aa* = (vi..v,)(v5..07) = (v..0) (Vp.v1) = V207 = q(v1)...q(v,) € R —{0}.

También, a*a = (vi...v7)(v1..v.) = (v...v1)(v1..0,.) = q(vy1)...q(v,) ¥ por tan-
to aa* = a*a € R — {0}, lo que demuestra la parte i).

ii) Sea v € E™P. Sea a = vy...v, € I'"™P con vy,...,v, € E™P elementos
invertibles. Tenemos que ava® = (vy...v,)v(v,...v1), sin embargo, notamos que
por la Proposicién 1.0.6, se tiene que Vj € {1,...,r}, v; € I'" y entonces
para cualquier u € E™P, se tiene que

—1 _Uj> -1 -1
—— | vuv; = viu | —= | = vju(—v;) " =vuv;) € E™P,
(q(vj)) 5 UVj j (q(vj) ju(—v;) ju(v;)

por lo que vjuv; € E™P. De este modo, como v € E™P era arbitraria, iterando
este proceso podemos concluir que ava* = vy...(v,0v,)...v; € E™P. ]
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Proposicién 1.0.21 Supongamos que a € TP, Entonces para v € E™P se
tiene que ava~t € E™P.

DEMOSTRACION. Sea v € E™. Sea a = v;...v, € I'"™P, con vy, ...,v, € E™P
elementos invertibles. Por la Proposicién 1.0.6 V5 € {1,...,r}, v; € I'"™?
entonces para cualquier u € E™P| se tiene que

vjuvj_l = —vu(—v;) ' = —vju(v;-)_l e E™P.

Por tanto, como a™! = v 1. vy 1y como u € E™P era arbitraria, iterando

este proceso concluimos que

ava™t = (vi..v)o(v o) = v (v oyt € BT



CAPITULO 2

Invariantes por Conjugacion

Lema 2.0.1 Sia € C™P, entonces para cualesquiera o € T™P k € NU {0},
se tiene que

(caa™H® = aa®a L.
DEMOSTRACION. Sea v € E™? tal que N(v) # 0, probaremos primero que

va®y=t e g (F)

Sea b = va®y~!. Como los términos de a*) y v contienen palabras de
longitud k& y 1, respectivamente, entonces tenemos que

b e P (k=2) g omp (k=1) oy omip (k) gy omop (k1) gy cmop (k+2)
Esto implica que b = b2 4 pk=1) 4 p(k) 4 pk+1) 4 p(k+2) v por tanto,
Vo= (—1)FOF2 — p=D k) (D) g pkt2)y, (2.1)
Por otra parte,
v o= (va®vty =o' (a®) (v

= (—v)(=1)raP (v

= (—l)kva(k)zf1 = (=1)*b

= (=1)R00D 4 pr=1) g pR) g plRD) y p2),

23
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Por esto y por (2.1) tenemos que b1 = p(*+1) = (0, de manera que

b — (_1)@*22&“;6_2) i (—1)wb(lﬁ) i (_DWZ)(;H_Q)‘

Notamos que

(k—=2)(k—1) Kk —3k+2 k(k+1)—4k+2

2 N 2 N 2
¥y que
(k+2)(k+3) Kk 45k+6 k(k+1)+4(k+1)+2
2 n 2 N 2
y asi,

(k—2)(k—1) k(k+1) (k+2) (k+3)

(—1) T = () = ()

de donde obtenemos que

b= (~1)

Sin embargo, también tenemos que

k(k+1)

(—b*=2 4 p®) — plkt2)) (2.2)

b= (va®u )T = () (@®) v = (N () e) (=) 75 a®)o-
= (- ud (N () o) = (1) vkt = (—1)7

k(k+1)

= ()M 4 40 )
de donde, por (2.2), tenemos que b*~2) = p!
b=bk) e Cnp.

De lo anterior, podemos concluir que para toda k € NU {0}, se tiene que
va®y=1 e gnp (k)

Ahora tenemos que

(k+2) = 0 y esto implica que

donde va®v=t € C™P ®) y por lo tanto (vav—')*) = paFy~1,
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Finalmente, aplicando varias veces el argumento anterior, se tiene que
para o = vq...v, € I'™P con vy, ...,v, € E™P vectores invertibles, obtenemos
(caa )P = (v..vav 07 = vy (v vpav oy ) Fy

-1

= v (veav7H)® o) -

= v1...(v,a® v o)

= aa(k)ofl.

Corolario 2.0.2 Para cualesquiera a € C™P y o € I'P, se tiene que
(aaa™H)© = ¢,
Sin +p es impar, entonces

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, para a € C"? y a € I'™P, como
al® € R, tenemos que

(aaa™)® = aaPa! = aPaa™! = a0,
Ahora, supongamos que n + p es impar, entonces por el lema anterior
(aa™t)HP) = qq(+P) L

Como la unica palabra de longitud n +p es i;...%,4p, tenemos que para algin
t € R, a™P es de la forma

a" ) =t (i i) (2.3)
Notemos que para j € {1,...,n + p}, se tiene que
i5(01eingp) = (1) i1 100
Por otra parte, tomando en cuenta que (n + p) es impar, tenemos que

(lener)Z] - (—1)(n+p)7j2‘1...ij,li?ij+1...in+p = (_1)1iji1--'ijfli?ij+l-niner-
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Como (—1)7! = (=1)'7, podemos concluir que

i5(i1inp) = (i1 ingp)i.

Repitiendo varias veces lo anterior, para I = 4;,...i;, € % obtenemos que

I(ivoingy) = (ijy0ig,)(i1einsp) = (ijyonriso—1)ij, (61 inp)
= (4,0, ) ((1lngp) iy, = oo = (110 0pgp) (45, -1,
- (212n+p)[

De manera que si & =Y a1, usando 2.3 tenemos que

a("tp) <Za I) (ntp) — Zta;[ ngp)
= Zt()q )] = a"tP) (Z 041[) = q"tP)q

Finalmente, por lo anterior se tiene que

(aaa )P = qq P ot = (P gt = o),

Definicién 7 Para cualquier entero k y cualquier a € C™P, definimos
Ti(a) = ((a(k))fa(k))(o)_

Aunque definimos T} (a) para cualquier entero k, notamos que si k < 0 6
k > n + p, entonces Tj(a) = 0 para toda a € C™ ya que a'®) = 0.

Teorema 2.0.3 Dados un entero k, a € C™P y o € I'™P, se tiene que

Tk(OéaOéil) = Tk(a)
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DEMOSTRACION. Usando el Lema 2.0.1 y recordando que para a € I'?,
N(a)=a a € R— {0}y a! = (N(a))ta", tenemos que

Ti(aaa™) = (((aaa™")®)" (aaa~1)®)©
= ((aa(k)a_l)_(aa(k)ofl))(o)
= (N(@)((ea®a"))"(aa®a~1))©

= (V(@)H(a(a®) (0" a)a®a~)©

—  ((a®)=a®)©

g

Recordamos que p|pin(n,p) €s epimorfismo, es decir, para § € O(n, p), existe
a € Pin(n,p) tal que p(a) = p, = €. Ademas, si b € Pin(n,p), tenemos que

pla) = p(b) <= ab™" € ker(p|pin(ny)) = {£1} <= b = *a,

por lo que los tinicos elementos en Pin(n,p) tales que bajo p van a dar a &
son =a.
También notamos que para cualquier a € Pin(n,p) y k € Z, tenemos que

Ti(—a) = ( (_a)(k))—(_ ) () ©)
=(( )~ (=a™)®
a 0 = Ty(a).

Debido a estas observaciones, es posible dar la siguiente definicion.
Definicién 8 Para £ € O(n,p) definimos
13,(§) = Ti(a),
donde a € Pin(n,p) es tal que p, = €.
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Proposicién 2.0.4 Para cualesquiera &,n € O(n,p) y k € Z se tiene que
Ti(nén™") = Ti(8).
DEMOSTRACION. Sean &,1 € O(n, p). Tomamos a,b € Pin(n,p) tales que
Pa =& Po=1.
Entonces

1™ = proalp)™ = p(B)p(a)(p(8) ™" = plbab™) = pras.

Asi, por el Teorema 2.0.3 se tiene que

Tr(nén™") = Ti(bab™') = Ti(a) = Ti(€).

Proposicién 2.0.5 Sia € I'™P, entonces

n—+p

> Ti(a) =

DEMOSTRACION. Seaa = > 1t al¥) € T™P. Recordamos que N (a) € R—{0},
es decir, N(a) = (N(a))® y entonces

n+p n-+p (0)
() )

n+p n+p n—+p
_ Z al)© — Z((a(k))’a(’“))(o) — ZTk(a)
k,j=0 k=0 k=0

donde la pentltima igualdad se tiene ya que si j,k € {0,1,...,n + p} y si
I;, I, € # son tales que [(I;) = j y l(Iy) = k, entonces

Ly, eRe=I1,=+;6j=k=0== 7 =k.

Equivalentemente, si j # k necesariamente [;I;, ¢ R, lo que prueba que



CAPITULO 3

Matrices de Clifford y
Transformaciones de Mobius

Denotaremos a E™°, C™0 y I'™% como E™, C" y I'", respectivamente. Tam-

bién escribiremos
" =1"uU{o}.

Lema 3.0.1 Dado v € E" se tiene que v # 0 si y solo si v es invertible.

DEMOSTRACION. Si expresamos a v de la forma

v = Zajij, donde Vj € {1,...,n}, a; € R,

J=1

entonces

q(v):—Za?:O@VjE{l,,n}, aj:0<:>U:0,
j=1

porloquev;«é0<:>v2:q(v)7é0<:>v_1:%. O
q(v

Lema 3.0.2 Sea a € C™P tal que a # 0. Si a es invertible entonces a no es
divisor de cero.

DEMOSTRACION. Sea a € C™P tal que a # 0. Supongamos que a es invertible
y que es divisor de cero, entonces existe b € C"™P con b # 0 tal que ab = 0.
Por otra parte, tenemos que b = (a~'a)b = a~'(ab) = 0 en contradiccién
con que b # 0. De manera que si a es invertible entonces no es divisor de
cero. U

29
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Lema 3.0.3 Supongamos que a,b € T . Entonces ab* € E" si y sélo si
b*a € E™.

DEMOSTRACION. Sean a,b € . Si b = 0, entonces el resultado es claro pues
ab* = b*a =0 € E", por lo que podemos asumir que b # 0. Es 1til recordar
el Corolario 1.0.16 pues esto implica que a*,b* € T .

Supongamos que ab* € E". Por la Proposicién 1.0.21, se tiene que

b*a = b*a(b*(b*)™') = b*(ab™)(b*) "' € E™.

Reciprocamente, si b*a € E™, notamos que b*a = b*(a*)* y aplicando lo
anterior tenemos que (a*)*b* € E™ y por tanto ab* = (a*)*b* € E™. O

Proposicién 3.0.4 Supongamos que b,c € C"! (es decir, las palabras que
conforman los términos de b y ¢ no contienen al vector i,) . Entonces

a=b+ci,el" siysdlo si b,cefnfl ybc* € E"L.

DEMOSTRACION. Sean b, c € C™!. Probamos primero la necesidad. Supon-
gamos que a = b+ci, € T.Sib =06 ¢ = 0 entonces bc* = 0 € E" 1,
También, sib=c=0,a=b+ci, =0T

Supongamos b = 0. Por hipdtesis ci,, = a € ", pero si ¢ = 0 entonces
recordando que I es grupo y que i, € I'", tenemos que ¢ = (ci,,) (i, ') € T,
por lo que ¢ € I'" N C™!. Por la Proposicién 1.0.19, "N C" ! =Ty
entonces b, c € I

Supongamos ¢ = 0. Por hipétesis b = a € T, pero si b # 0 entonces
be "N C™! =T porlo que bce T .

Ahora suponemos que b, ¢ # 0, entonces a # 0, por lo que a € I y es 1til
recordar que por la Proposicién 1.0.17 tenemos que N(a) = aa~ € R — {0}.

Notamos que si I es una palabra que no tiene a ,, como factor, entonces
ind = (=1)"D[i, = I'i,. De manera que por la linealidad de la involucién
principal, tenemos que

Vde 0", d,d = d'i,. (3.1)
Usando la observacién anterior tenemos que

aa” = (b+ cip)(b+cin)” = (b+ cin)(b™ —ine)
=bb~ — binc +ciph” —citcT =bb” 4+ cc —b(c )i, +c(b7) iy,
=bb” +cc” —bctiy + cb i, = bb” 4 cc” + (cb* — be*)in, € R — {0}.
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Esto implica que ¢b* — bc* = 0 o equivalentemente,
cb® = bc* (3.2)

pues de otra forma, como bb~ + cc~ € C" !, entonces aa~ € R — {0} tendria
términos con palabras que contienen a ,, como factor. Observamos que esto
implica que bb~ + cc— € R — {0}.

Por la Proposicién 1.0.20 ii), se tiene que ai,a* € E™ y usando (3.1)

aina® = (b+ cin)in(b+ cip)* = (b+ cip)in(b* + 1. c")
= binb* + bi,itc® + ciZb* + ciZinc’
= b(b")'i, + biZc" — cb* — cipct
= bb i, — bc* — cb* — ()i,
= —bc" —cb* + (bb~ — cc™ )i, € E".

Esto implica que bb~ — cc™ € R, pues de otra forma, ai,a® € E™ tendria
términos con palabras de longitud al menos 2 y que contienen a 7, como
factor. Entonces (bb~ — cc™ )i, € E™ y por tanto

bc* + cb* € E™. (3.3)

De (3.2) y (3.3) tenemos que bc*, cb* € E™ y por lo tanto hemos probado
la primera parte, esto es

bc*,cb* € E"NC™ = B (3.4)

Veamos ahora que by ¢ son invertibles. Como bb~ + cc™,bb~ — cc™ € R,
entonces la suma y resta de estas expresiones también serd un niimero real,
por lo que deducimos que bb~,cc™ € R. Ahora, como bc* € E™, usando el
Lema 3.0.3, tenemos que ¢*b € E™ y por lo tanto b*c = (¢*b)* = ¢*b € E™.

Ademas, como bb~ + cc~ # 0, entonces bb~ # 0 6 cc™ # 0, y asi b es
invertible con inverso b=! = (bb~)~1b~ o bien, ¢ es invertible con inverso
¢ = (cc™)tem. Como b # 0 # ¢, entonces b*c = c¢*b # 0, pues de otra
forma, b y ¢ serian divisores de cero, en contradiccién con el Lema 3.0.2.

Por el Lema 3.0.1, b*c = ¢*b es invertible, por lo que si bb~ = 0, entonces
(c*b)b™ = ¢*(bb~) = 0 y ¢*b seria divisor de cero, en contradiccién con el
Lema 3.0.2. Andlogamente, si cc™ = 0, entonces (b*c)c™ = b*(cc™) = 0, por
lo que b*c seria un divisor de cero y nuevamente esto es una contradiccién. De
manera que bb~,cc” € R — {0}, por lo que b y ¢ son invertibles con inversos

b b~ 4 c

b R A= e (3.5)
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Sea v € E"!. Como a € T'™, entonces av(a’)~ € E™, por lo que podemos
escribir av(a’)™! = u + ti,, con u € E"7! t € R.
Entonces
av = (u+ tiy)d, (3.6)

Ahora, usando (3.1), por una parte tenemos que
av = (b+ cip)v = bv + ciyv = bv + cv'i,, = bv — cviy,
y por otra parte,
(u+tin)a" = (u+tin)(b+ cip)
= (u+ tiy) (b — i)
=ub —udi, + ti,b' — ti, i,
=ub —uci, +t(b')i, — ti2 ()
=ub — udi, + tbi, + tc
= ub + tc+ (th — uc)ip,

por lo que usando (3.6) se tiene que bv — cvi,, = ub’ + tc + (tb — uc')i, y por
tanto, igualando los términos que contienen a i, como factor, llegamos a que

bv=ub +tc y cv=ucd —tb.
De esto tultimo, utilizando (3.5), (3.4), se tiene que
bo(b') "t = (ub +tc)(b) ™t = u +te(b)?
=u+te(b™l) =u+te((N(b) b7
=u+t(N(b) " e(07)
=u+t(N(b)) 'eb* € EM,
por lo que b € I'""!. Andlogamente, tenemos que

cv(d) ™t = (ud —th) ()t =u—th(d)!
=u—tb(c ') =u—th((N(c)) ‘e
— (N ()b(e )
=u—t(N(c)) e € B,

por lo que ¢ € ', Esto prueba la necesidad en la proposicion.
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Ahora probamos la suficiencia, por lo que suponemos que b, c € ™! y

que bc* € E™L

Sib=c¢=0, entoncesa=0el .

Sic=0yb# 0, entonces por hipdtesis y por la Proposicion 1.0.19
tenemos que a = b € ' 1 =T N C"!, por lo que en particular a € I'™.

Supongamos que ¢ # 0, entonces por hipétesis ¢ € I y observamos
que esto implica que N(c) € R — {0}.

Tenemos que

a=b+ci, =clcb+i,) (3.7)

y usando que bc* € E"! obtenemos
c(cD)() T =b(c) =b((N(e)) ') = N(e) e € E™ L.

Multiplicando esta expresién por la izquierda por ¢! y por la derecha por ¢
y recordando que ¢! € I'"! obtenemos que

cth=c ' (N(e) ") = (¢ ) (N(c) 'be) (7))t e B

lo que implica que (¢~ 'b +1i,) € E™ y con esto, usando (3.7) llegamos a que
a €™ 1E" donde T"'E™ = {dv e C"|d e "' v € E"}.

Veamos que " 1E" CT". Sean d € I"! y v € E™. Claramente dv € C™.

Siv=0,entoncesdv=0€el", pero si v # 0, por el Lema 3.0.1 tenemos
que q(v) # 0 y por la Proposicién 1.0.6 se tiene que v € I', por lo que en
particular, v es invertible y entonces dv también lo es.

Ahora, si w € E™, como v € I', entonces vw(v')™! € E", por lo que
vw(v')™! = u + ti,, con u € E" ' y t € R. Usando esto y recordando que
de ™t C O™ !y que por tanto di, = i,d’, obtenemos

(dv)w((dv)) ™' = dvw@) ) (d) ™ = d(u+ti,)(d)!
= du(d) ™t +d(ti,)(d) " = du(d) ' 4 tipd (d)
= du(d)~ " + ti, € E".

Por lo tanto, dv € I'™ y concluimos que " 1E" C T,

Otra forma de probar esto ultimo es usar la Proposicién 1.0.19, pues
asf T = I N C" ' por lo que en particular, I"'E" C T"E" C T
donde la ultima contencién se sigue nuevamente debido al Lema 3.0.1 y a la
Proposicién 1.0.6. U
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Definicién 9 Una matriz de Clifford de dimension n es una matriz
< . Z) e M(2,C™)
que satisface las siguientes condiciones
(C1) a,b,c,deT",
(C2) ab*,cd*,a*c,b*d € E™,
(C3) ad" —bc* =d"a—b*c=1.
El conjunto de matrices de Clifford se denota por €.
Lema 3.0.5 Los anillos M (2, End(C™)) y End((C™)?) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea ® : M (2, End(C™)) — End((C™)?) dada por

@(( o )) — 6, donde 6((z, 1)) = (1(2) + £a(y), #3(2) + 21(v)).

Notamos que ¢ € End((C™)?) ya que para j € {1,2,3,4} ¢, € End(C™).

Afirmamos que ® es isomorfismo de anillos. Veamos primero que ® es
homomorfismo. Supongamos que para j € {1,2,3,4}, ¢;, ¢} € End(C").
Tenemos que

@(( o )) — 6, donde 6((x, 1)) = (1(2) + 2a(0), 3(2) + 21(»))

y también

® (( 22 ZZ%; )) = ¢/, donde ¢'((z,y)) = (¥1(z) + ¥5(y), ¥s(x) + ¥i(y))-

Entonces

/ ! / /
(I)<(<P1 902)+(90/1 ¢?>>:¢((¢1+¢} 902+<P/2>):f’
p3 P4 Y3 Py Y3+ P3 Q4+ Py
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donde f € End((C™)?) es tal que

(2, y) = (o1 + 91)(@) + (02 + D) (1Y), (w3 + w3)(2) + (s + ©))(Y))
= (p1(2) + wa(y), p3(x) + wa(y)) + (91 (7) + &5(Y), ©5(2) + Py(y))
= gb(([)ﬁ, y)) + ¢,((I7 y)),

por lo que f = ¢+ ¢, es decir,

(I)(<901 902>+<90/1 P )):¢(< Y1 P2 >)+q)<(%0/1 ©s ))
P3P P3P P3P P3Pl

Ademas,

o (( P1 P ) ( Py P )) o (( PLoL T P20y P10y 2l )) _,
P3P vy 4 P3P+ Paly Pavh + Lagy ’

donde g € End((C™)?) es tal que

9((2,9))

= ((p160) + paip3) (®) + (P15 + P20y) (), (w301 + wapl) () + (w3l + 1)) (Y))-
Por otra parte,
pod'((x,y)) = o((#1 () + ¥5(y), p3(x) + ¥i(y)))
+

= (p1(&) () + 5(v)) + p2(h(x) + 4 (y), 3(¢) (z)
= g((z,9)),

por lo que g = ¢ o ¢, es decir,

(2 2) (22 2D (4 2)

Y3 P4 ¥3 P4 ¥3 P4 P3Py

Por lo anterior, podemos concluir que ® es homomorfismo de anillos.
Ahora veamos que ® es biyectiva.

(Z; ii ) eKer(@):><1><< 2: Zi )) =0
= V,y € C" (¢1(z) + p2(y), p3(z) + pa(y)) = (0,0).
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Como Vj € {1,2,3,4}, ¢; € End(C"), entonces ¢;(0) = 0, por lo que en
particular, tomando y = 0 tenemos que

Ve € C" (¢1(x), p3(x)) = (0,0), es decir, p1,p3 = 0.

Anélogamente, tomando z = 0 tenemos que

vy € Cn (@2(y)7 @4(y)> - (07 0)7 €s dGCiI', P2, P4 = 0.

De manera que

Ker(®) = { ( 8 8 )} , y por lo tanto ® es inyectiva.

Ahora consideramos a las proyecciones canénicas w1, m : (C")? — C™ y
a las inclusiones candnicas ¢y, ¢y : C™ — (C™)?, tales que para z,y € C™

m((z,y) =z, m((z,y)) =y.
u(z) = (2,0), w(y) = (0,y).

Recordamos que las proyecciones candnicas son epimorfismos, mientras que
las inclusiones canodnicas son monomorfismos.
Finalmente, dado ¢ € End((C™)?) se tiene que para z,y € C"

o((2,y)) = &((,0) + (0,y))
= ¢((z,0)) + ¢((0,y))
= ot () + dra(y)
= (mou(x), Moty (x)) + (m1¢L2(y), madra(y))
= (ML () + m1PL2(y), magr(z) + Tagra(y)),

de donde es natural considerar
©1 = MPL1, P2 = T1Ply, P3 = TMadLy, P4 = TMaPly € End(C”)

ya que entonces

P (( LR )) = ¢ y por lo tanto ® es suprayectiva
P3 P4

Con esto concluimos que ® es isomorfismo de anillos. O
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Corolario 3.0.6 Seaa € M(2, End(C™)). Si b€ M(2, End(C™)) es inverso
izquierdo (derecho) de a, entonces b es inverso derecho (izquierdo) de a.

DEMOSTRACION. Primero observamos que como (C™)? es espacio vectorial,
entonces End((C™)?) es el anillo consistente de las transformaciones linea-
les de (C™)? en sf mismo, por lo que debido al teorema de la dimensién,
tenemos que una transformacién en End((C™)?) es inyectiva si y slo si es
suprayectiva.

Sea ® : M(2, End(C™)) — End((C™)?) el isomorfismo dado en el lema
anterior. Sea a € M (2, End(C™)) y supongamos que b € M (2, End(C™)) es
inverso izquierdo de a. De manera que ®(b) es inverso izquierdo de ®(a) (ya
que ®(Idar(2,Enacmy)) = Ideny2), lo que implica que ®(a) es inyectiva y por
lo tanto es también suprayectiva, por lo que es invertible y sabemos que en
este caso el inverso es inico y podemos concluir que ®(b) es también inverso
derecho de ®(a). Esto implica que b es también inverso derecho de a.

Si suponemos que b es inverso derecho de a, con un argumento analogo
al anterior también podemos concluir que b es inverso izquierdo de a. ]

Proposicion 3.0.7 Las condiciones para las matrices de Clifford dadas en
la Definicion 9 pueden ser reducidas a las siguientes:

(C1) a,be,deT”,
(C2) ab*,cd* € E™,

(C3) ad" —bc* = 1.

a b n
g:(cd)é%”
h:< d** _b>

—c* a

Primero notamos que como ab*,cd* € E" entonces ab* = (ab*)* = ba*

y cd* = (cd*)* = dc*. También tenemos que ad* — bc* = 1 y por tanto
da* — cb* = (ad* — bc*)* = 1. De manera que

b ad* —bc* —ab*+ba* \ (1 0
IV =N\ et —der da* — b ~\0 1)

DEMOSTRACION. Sea

y tomamos
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Consideramos la acciéon de multiplicacién izquierda de C™ en si mismo:

L:C" — End(C"), tal que para a € C"
L(a) = Ly : * — ax, donde z € C".

L es inyectiva ya que si a,b € C™ son tales que L(a) = L(b), entonces
L, = Ly, es decir, Vo € C™ L,(z) = Ly(x), de manera que Vo € C" ax = bz,
por lo que en particular para z = 1, tenemos que a = b.

La transformacién L induce naturalmente un homomorfismo de anillos

L# : M(2,C™) — M(2, End(C™)) dado por
L# a b — La Lb )
c d LC Ld
En efecto L# es homomorfismo, ya que si a, b,z € C™ entonces

Lowp(x) = (a+b)x = ax + br = L,(x) + Ly(x) y también
Lop(z) = (ab)z = a(bx) = L,Ly(x),

es decir,
La+b = La + Lb y Lab = LaLb-

Usando esto tenemos que
) a b a v s a+a b4V
L ((c d)+(c’ ¢ )= \ere ava
[ Lata Lpyy Lo+ Ly Ly+ Ly
"\ Letve Lita L.+ Ly Lg+ Ly
- La Lb La/ Lb/ # a b # a b
_<LC Ld>+<LC/ Ld/> (( a)) P e w
y también

I# a b a v _g# aa’ +bc’ ab' + bd'
c d d d a ca' +dcd cb +dd

( aa’+bc’ ab’—i—bd’ > _ ( LaLa’ + Lch’ LaLb’ + Lde’
L,
L.

ca '+dc! cb’+dd’ LcLa’ + Lch’ LCLb’ + Lde’

b La/ Lb/ T # a b # a v
Ld><L Ld/)_L ((C d L d d

N— " —0
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Notamos que como L es inyectiva, entonces también L* lo es ya que

LCL Lb o La/ Lb’ _ B B B
(LC Ld)_<LCI Ld,):>La_La/7 Lb_Lb/’ LC_LC/; Ld_Ld,

_ 7/ 7 oy a b . a v
:>a—a,b—b,0—c,d—d:><c d)_(c’ K

Por lo anterior, podemos concluir que L# es un monomorfismo de anillos.
Tenemos que

L¥#(g)L#(h) = L*(gh) = L*(1) = 1.
Y por tanto, por el Corolario 3.0.6, también sucede que

L#(hg) = L*(h)L*(g) = 1 = L*(1).
Como L* es inyectiva, entonces hg = 1. Por tanto, tenemos que

ho — d'a—b'c db-=bd\ (10
9=\ —ca+ac avd—cd ) 0 1)
De manera que
d'a—bc=1.

Ademas, como ab*,cd* € E™, entonces por el Lema 3.0.3, se tiene que
b*a,d*c € E™ y por tanto

a'b= (b*a)" =b*'a € E"

y también
cd=(d"c)* =d'ce E".
Por la Proposicién 1.0.20 inciso i), tenemos que a*a, b*b, c*c, d*d € R—{0}
y asi, las observaciones anteriores implican que

a‘c=a*(ad" — bc*)e = (a*a)d*c — a*b(c*c) € E",
y también que
b*d = b*(ad* — be*)d = b a(d*d) — (b*b)c*d € E™.

Es decir, las condiciones de esta proposicion implican las condiciones de la
Definicién 9. Evidentemente, el reciproco también es cierto, lo que concluye
la demostracion. O
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Proposicion 3.0.8 Las matrices de Clifford €" forman un grupo bajo la
multiplicacion.

DEMOSTRACION. Es claro que la matriz identidad es un elemento de ™.

Supongamos que
) [ a B "
g_(cd>’h_(”y5)€%’

Por la demostracion de la proposicién anterior, sabemos que

d* —b*
-1
g - ( _C* a* > .

Como a,b,c,d € T, por el Corolario 1.0.16, T es cerrado bajo la reversion,
por lo que d*, —b*, —c*,a* € T, es decir, g~' cumple la condicién (C1).
Ahora, como b*d € E", entonces b*d = (b*d)* = d*b y asi

d* (=b")" = —d*b € E".
Analogamente, como a*c € E™, entonces a*c = (a*c)* = c*a y asi
(—c")(a*)" = —c*a € E",
por lo que g~* cumple la condicién (C2) de la proposicién anterior.
La condicién (C3) es clara ya que d*(a*)* — (=b*)(—c*)* = d*a —b*c = 1.
y entonces se sigue de la Proposicién 3.0.7, que ¢g~! € €™.

Solo falta ver que se cumplen las condiciones de la Proposicién 3.0.7 para
la matriz gh. Tenemos que

b ac + by af + bd
gn= cao+dy cf+dd )’

(C1): Para mostrar que ac + by € T", podemos asumir que a,~ # 0, pues
aa,by € T". Por la Proposicién 1.0.20 i), tenemos que aa*, 7y* € R — {0}
y asi, a”! = (aa*)"la* y v = (yv*)"1y*. Notamos también que como g, h
cumplen la condicién (C2), en particular ay*,a*b € E™. Teniendo en mente
estas observaciones llegamos a que

ao + by = aory 'y 4 aa by
=alay " +a b)Y
=a((77") " ey" + (aa”)"'a"d)y,
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sin embargo ((vy*)'ay* + (aa*)"'a*b) € E™ es 0 o es invertible, por lo
que en cualquier caso ((v7*)"'ay* + (aa*)"'a*b) € T y esto implica que
aa+byeT .

Usando argumentos similares al dado anteriormente, podemos demostrar
que las demés entradas de la matriz gh son elementos de T .

(C2): Por el Lema 3.0.3 basta demostrar que (af + bd)*(acx + by) € E™.
Escribimos

(aB + bd)* (ace + by) = (B a” + 60" (ac + by)
= f*a"aa + B a*by + 0" b aa + b by,

donde, debido a la Proposiciéon 1.0.20 i) y al hecho de que h cumple la
condicién (C2), se tiene que

fra*aa = (a*a)f*a € E",
0*b*by = (b*b)6*y € E™.
Si 8 =0, como h cumple la condicién (C3), es decir, ad* = 1, entonces

debido a la Proposicién 1.0.20 7), §* = a™! = (aa*)"'a* y también por la
parte i) de esta proposicién tenemos que

§braa = (aa®) ta*(b*a)a € BT,

por lo que habriamos terminado.
Supongamos que  # 0. Nuevamente por la Proposicién 1.0.20 7), en este
caso tenemos que

(B*B)2(B*a*by + 5*b*aa)

= (B°B)(8"a"by + §"b"ac) (B8 B)

= B*(BB a"byB" + B b aa™) B

= B ((BF")a"b(—1 4 0a”) + fo"b aba”) B

= —(B8")B"(a’b)B + B*((ab)d(B"B)a” + B5"b*afa’”) B
= —(BB")B"(a"b)B + B*((a"b)(65") + (B67)(b"a))Ba’B.

Notamos que por el Lema 3.0.3 y por la condicién (C2) para g y h, se
tiene que a*b = (a*b)* = b*a, 03" = (§8*)* = B6* € E" = C"M) y entonces

C = (@B)(357) + (357)(0'a) € O™ 4+ C"3),
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pues al multiplicar 2 palabras de longitud 1 podrian formar un real si son
iguales o formar una palabra de longitud 2 si son distintas. Por otra parte,
es facil mostrar que (* = (, y entonces { no contiene términos con palabras
de longitud 2 y por lo tanto, ¢ € C*©) = R.

De manera que por la Proposicién 1.0.20 y por (3.8),

(B*B)*(B*a*by + 6"b"aa) = —(BB") 6" (a"b)B + (B*(Ba”)B € E,

lo que implica que S*a*by 4+ §*b*aa € E™ y asi, (af + bd)*(aa + by) € E™.
De manera similar se puede demostrar que (ca + dy)(cf + dd)* € E™.

(C3): Como aff*, v0* € E™, entonces se tiene que af* = (af*)* = fa* y
v0* = (y0*)* = dv*, por lo que

(ace 4+ by)(cf + db)* — (af + bd)(ca + dy)*
= (ac + by)(*c" 4 0*d") — (aff + b)) (a*c* + v*d")
= (aaf*c" + aad*d" + bypB*c* + byo*d*)
— (afa’c” + afvy*d" + boac* + bdy*d¥)
= (aad™d* + byB*c*) — (aBy*d" + b c")
= a(ad™ — py)d* — b(da™ — y5%)c*
=ad" —bc" =1

Finalmente, gh € €™ y podemos concluir que €™ es un grupo. O

Proposicion 3.0.9 Sea g € €". Usando la misma notacion que en la pro-

posicion anterior, se tiene que g cumple exactamente una de las siguientes
condiciones

=n =n

(Clpey) a,d €T, ybcel]

impar)

(Climpm") CL, d S f'?mpar y b7 cE anr-

a b n
g—(c d)e‘ﬁ.

Recordamos que la condicién (C1) y la Proposicién 1.0.14 implican que
cada una de las longitudes de las palabras en a tienen la misma paridad. Esto
mismo se tiene también para b, ¢, d.

DEMOSTRACION. Sea
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La condicién (C2) nos dice que ab*,cd* € E" = v - f?mpm, por lo

que cada una de las palabras que conforman los términos de a tiene longitud
de paridad distinta a las palabras que conforman los términos de b, pues
de otra manera, como al multiplicar dos palabras la longitud disminuye en
multiplos de 2, tendriamos que ab* contiene palabras de longitud par, lo que
es una contradiccién. Del mismo modo también notamos que las longitudes
de las palabras que conforman los términos de ¢ tienen distinta paridad que
las longitudes de las palabras que conforman los términos de d.

Ahora, si las longitudes de las palabras en a y en d tuvieran distintas
paridades, por lo explicado anteriormente, tendriamos que las longitudes de
las palabras en b y en ¢ también tendrian distintas paridades, de manera que
la, condicién (C3) serfa imposible ya que en este caso ad* — bc* € ffmpar, lo
que contradice el hecho de que ad* — bc* = 1. Por lo tanto, a y d contienen
palabras cuyas longitudes tienen la misma paridad, al igual que by c.

En consideracion de las observaciones anteriores, tenemos que

(Clye) a,de fzar ybceT,

impar)

o bien,
(Olimpm”) @, d e rzr‘mear y b7 cE r;bar'

U

El conjunto de matrices de Clifford que satisfacen la condicién (C1,,,)
serd denotado por €7, mientras que el conjunto de matrices que satisfacen
(Climpar) serd denotado por €, ..

Las siguientes observaciones nos seran tiles mas adelante, pues probare-
mos que las matrices en ;. son precisamente las que se corresponden con
transformaciones de Mobius que preservan la orientacién.

[ a b [ a B "

gh = ( ac + by aﬁ—l—bd)

Sean

Recordamos que

ca+dy cf+dd

Entonces, usando la proposiciéon anterior tenemos lo siguiente:
Sige €’ yhe%€!., entonces a,a € anr y b,y € F?mpar, por lo que

par par’

aa, by € TZM y asi aae + by € T, , de manera que gh € €

par> par:*
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Sige €' vy heE!

ar pars €DtONCESs @,y € T vbacT, por lo

par impar)
n

de manera que gh € 6

impar*

que aa, by € f?mpar y asf aa + by € fimpm‘?
Anélogamente vemos que si g € ‘é-%par y h e ‘K;}ZE entonces gh € ‘ﬁi’,fnpar.
Sige €, ..V heTE

n —_n
impar impar> €0tonces a, o € Iy oy 0,y € T, por lo

par?

que aq, by € F:m, y asi aa + by € T, , de manera que gh € €™

par? par*

En particular notamos que ¢, es un subgrupo de €.

Sea E" = E"U {00} la compactacién por un punto de E™ definida usando
la proyeccién estereografica (véase [4], cap. 3, pag. 20).

Definicién 10 Definimos la accién del grupo €™ en E™, G : €™ x E™ — En

tal que parazEE” Y
a b n
g_<c d)E%’

se tiene que G(g,2) = gz, donde
gz = (az+b)(cz+d)™" siz€ E" — {—cd},
g(—c'd) = 00, g(oo) =ac ™t sic#0y

g(00) =00 sic=0.

Probaremos que esta accién esta bien definida y que €™ actiia por trans-
formaciones continuas en E™. Para demostrar la continuidad haremos uso del
siguiente lema.

Lema 3.0.10 Parav € E™" ya € T", se tiene que |ava*| = |al?v|.

DEMOSTRACION. Sean v € E" ya € T'. Siv = 0 6 a = 0, entonces el
resultado es evidente, por lo que podemos suponer que v y a son distintos de
cero.

Notamos que para u € E" se tiene que |u]? = —q(u) = |q(u)| = |u?|. De
manera que recordando la Proposicién 1.0.20, tenemos que
lava*|? = |(ava®)?| = |av(a*a)va®| = |(a*a)av®a*| = |(a*a)?||v?| = |a*a|?|v|*.
Por otra parte, como a € I'", puede expresarse como a = v;...v;,, donde
vy, ..., U, son vectores invertibles. Usando esto y la Proposicion 1.0.18,; se

tiene que
la]* = |N(a)| = |a"a| = |(v1...v;) " (v1..0,.)] = | (v .07 (v1...0,)]
= |q(v1)...q(v.)| = |(vp...v1) (v1..0,) | = [(v1...0p) " (V1...0,)| = |a™al,

lo que concluye la prueba. U
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Proposicion 3.0.11 Seang € €" yz € Em. Se tiene que gz € E", donde gz
es como en la Definicion 10. Ademds, la transformacion z — gz es continua.

DEMOSTRACION. Sea g € ¥". Usaremos la misma notacién que la que se
uso en la Definicién 10.

Supongamos que ¢ = 0. Sea z € E™. Por la condicién (C3) de la Definicién
9, ad* = 1, lo que implica que d~! = a*. También, por (C2) tenemos que
ab* € E™ y asi ba* = (ab*)* = ab* € E™. Usando esto y la Proposicién 1.0.20
i1) se tiene que

gz = (az +b)d™ = (az + b)a* = aza* + ba* € E".

La transformacién z — gz es continua en E™ ya que para zq, 25 € E", usando
el Lema 3.0.10, se tiene que

lg21 — g22| = |(az1a* + ba*) — (azpa™ 4 ba™)| = |a(z1 — 22)a”| = |a|?|z1 — 22|
Ademas, como

l9z| = |aza* + ba*| > |aza*| — |ba*| = |a|?|z| — |ba*|,
se tiene que |gz| — oo conforme |z| — oo, por lo que g es continua en z = oo.

Supongamos ahora que ¢ # 0. Por la condicién (C2) de la Definicién 9,
se tiene que dc* = (cd*)* = cd*, c*a = (a*¢)* = a*c € E™, de manera que por
el Lema 3.0.3, ¢*d,ac* € E™. Recordamos de la Proposicién 1.0.20 i), que
¢! = (ec*)"te* y entonces ¢7ld = (ec*)~1e*d, ac™t = (cc*)"Lac*, por lo que
de lo anterior tenemos que

cld ac”t € E.

Notamos que como ¢~*d € E™ entonces para z € E™ — {—c~d}, se tiene
que (z+c¢'d) € I'™ debido al Lema 3.0.1, de manera que (cz+d) es invertible
vaque cz +d = c(z +c1d) e T™

Ademds, como ad® — bc* =1 debido a (C3), tenemos que

b= (ad* —1)(c*) " = ad*(¢7)* — (¢*) !

= a(c—ld)* . (C*)—l _ ac_ld . (C*)_l, (39)
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donde la tltima igualdad se da ya que ¢™'d € E™ y por tanto (¢'d)* = ¢~ !d.
Usando esto tltimo, el hecho de que ac™!, ¢ 'd € E™ y la Proposicién
1.0.20 74), tenemos que para z € E" — {—c~'d},

gz = (az +b)(cz +d)~!
= (az +ac'd— () V(c(z +c1d))!
=(a(z+c ') — () Dz+ctd) et
=ac' = () (z+cd) e € B

Anélogamente al caso ¢ = 0, puede verse que g es continua en E™. Nueva-
mente, usando el Lema 3.0.10 y el hecho de que para v € E™ sucede que

lq() [ol?

()

= q(v)

I

lv

se tiene que
lgz| = lac™ — (¢ (z +cHd) e
> () (z+ el d) e = JacT|
=l P2+t = |acT!|.
Observamos que |gz| — oo conforme z — —c¢~'d. También, como

9z —ac™ [ =|(c7) (z+cHd) e = | Pz o]

observamos que gz — ac™! conforme |z| — oo. Debido a estas observaciones
podemos concluir que g es continua en E". U

Proposicion 3.0.12 La funcion G : €" X E™ — E™ dada en la Definicion
10 es una accion del grupo €" en E".

DEMOSTRACION. Para z € E™ se tiene que G(lgn,2) = lgnz = z, donde
l¢n denota la matriz identidad de €. Ahora supongamos que

_(a b [ a B -
9—(C d)’h_(v 5)6%.

Resta demostrar que para z € E™, se tiene que G(gh,z) = G(g, hz), es decir,
que (gh)z = g(hz).
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Sea z € E™ — {h™1(00), (gh)(c0)}. Tenemos que

g(hz) = g((az + B)(yz +0) ™)
= (a(az + B)(yz +6) 7" +b)(c(az + B)(yz + )" +d)”
= (a(az+ B) +b(yz +8))(vz +6) (c(az + B) +d(yz +6))(yz +0) 1)
= (a(az + B) + b(yz + 0)) (2 + 6) " (y2 + ) (c(az + B) + d(yz +4)) ™
= ((aa + by)z + aB + bS)((ca + dy)z + cB + dd) ™+
= (gh)z.
Como z — g(hz) y z — (gh)z son transformaciones continuas que coinciden
en un subconjunto denso de E” podemos concluir que coinciden en todo E’”

es decir, para cualquier z € E™ se tiene que g(hz) = (gh)z y como g,h € CK”
eran arbitrarios, concluimos que G es en efecto una accion de grupo. U

Ahora veremos que la accién de €™ en E" se corresponde con la accién
del grupo de transformaciones de Mobius actuando en E™ (véase [4], pags.
20-24). Para demostrar esto, haremos uso del siguiente lema.

Lema 3.0.13 Para a € T, se tiene que (a*)™' = |a|%d’.

DEMOSTRACION. Sea a = v;...v, € I'", donde para j € {1,..,r} v; € E™ son
invertibles. Se tiene que

a*a = (vi..v.) (v1..v) = (Vv (1) (v1.0) = (=1)"q(vy)...q(v,).
Por otra parte, andlogamente a la demostracién del Lema 3.0.10 se tiene que
lal* = |(v, .oy ) (Vi) | = [(=1)7q(v1)..q(vr)| = |a(v1).q(v,)].

Como para j € {1,...,r} sucede que —q(v;) = |v;|* > 0, necesariamente
(—1)"q(v1)...q(v,) > 0, lo que prueba el resultado. d

Teorema 3.0.14 Para cualquier g € €", la transformacion inducida
lg] - E" — E", tal que para z € E" [g](z) = gz

es una transformacion de Mobius.
Reciprocamente, cualquier transformacion de Mobius de E™ se puede es-
cribir como [g] para alguna g € €".
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a b n
g:(c d)e%.

Si ¢ = 0, usando el Lema 3.0.13 y las condiciones (C1),(C2) y (C3)
tenemos que

ad*=1=d=(a*)" = |a|%d y b=b(a*d)|a|? = ab*(Ja| 2d).

DEMOSTRACION. Sea

De manera que
(a b\ _ [(a ab*(la%)\ (1 ab* a 0
9= o da) " \o la|~2d’ L0 1 0 |a|2d
(1 ab la] 0 la|7'a 0
-\ 0 1 0 |a|™! 0 a7t )

Si ¢ # 0, usando la expresién de b encontrada en (3.9) en la Proposicion
3.0.11 y nuevamente por el Lema 3.0.13 se tiene que

b=ac'd— (¢ =actd — || 3,

y por lo tanto,

(a actd—|e|72 N\ [ a —||7* 1 ctd
9=\ ¢ d \e 0 0 1
~{ JelacTt =] le|™¢ 0 1 ctd
N |c| 0 0 et 0 1
[ act -1 le] 0 l|™¢ 0 1 ctd
N 1 0 0 |7t 0 7t 0 1
(1 act 0 -1 le] 0 lc|te 0 1 c!d
- \0 1 1 0 0 ™ 0 et 0 1 '

Observamos que las transformaciones que son de la forma

(1 Y = z+v (vekm),

0 1
6 7“(_)1 z = r’z(r eR),
a™ta 0 _ n
(1 e ) = @ @erm,

(0 3) - ot
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son traslaciones, homotecias, composicién de reflexiones en hiperplanos (de-
bido a la demostracion del Teorema 1.0.13) y la inversion respecto a la esfera
unitaria, respectivamente, por lo que son todas de Mobius, entonces por lo
explicado anteriormente y por la Proposicion 3.0.12, se tiene que para cual-
quier g € ", la transformacién inducida [g] : Em — E™ es también de
Mobius.

Para demostrar el reciproco, observamos que cualquier transformacion
de Mébius de E™ estd generada por elementos de los cuatro tipos descritos
anteriormente y que cada una de las matrices que los definen estan en " ya
que para la composicion de reflexiones en hiperplanos se tiene que

(la| " a)(|al™"a")" = |a]*aa™ = [N(a)| ' N(a) =1,

y para traslaciones, homotecias y la inversion respecto a la esfera unitaria
esto se puede verificar facilmente.

De este hecho se sigue que cualquier transformacién de Mobius puede
escribirse como [g| para alguna g € €. O

Definiciéon 11 Denotamos como M(E”) al grupo de transformaciones de
Mobius de E™, y como SM(E™) al subgrupo de transformaciones de Mdbius
de E™ que preservan la orientacion.

Definicién 12 Definimos a la transformacion X : €" — M(E™) tal que para
g € €™, MNg) = lg], donde [g] es como en la Proposicion 5.0.14.

Proposicién 3.0.15 La transformacion A de la Definicion 12 es un epimor-
fismo de grupos. Ademds, ker(\) = {£ldgn}.

DEMOSTRACI(?N. Dadas g, h € €™, debido a la Proposicion 3.0.12, sucede
que para z € E", [gh](z) = (gh)z = g(hz) = [g](hz) = [g][h](2), es decir,

Agh) = [gh] = [g][h] = AM(g)A(h),

por lo que A es un homomorfismo de grupos.

Por el reciproco dado en el Teorema 3.0.14, observamos que A es supra-
yectiva y entonces es un epimorfismo.

Finalmente, si g € ker(\), entonces [g] = A(g) = Idg., es decir, para
toda z € E™ se tiene que gz = z. En particular, como g(oo) = oo, usando la
notacion de la Definicién 10, se tiene que ¢ = 0. También, ¢g(0) = 0 implica
que bd~* = 0, por lo que debido al Lema 3.0.2, se tiene que b = 0.
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En consecuencia de lo anterior, para cualquier z € E™ se tiene que
(az)d™' = 2z, y como ad* = 1, se tiene que d~! = a*, por lo que para z € E"
se tiene que aza* = z y en particular, |aza*| = |z|, pero por el Lema 3.0.10
tenemos que |aza*| = |al?|z|, de manera que |a] = 1. Asi, usando el Lema
3.0.13, tenemos que d = (a*)~! = |a|2a’ = d/, lo que implica que

Vze E" az = zd/,

y por la Proposicion 1.0.11, obtenemos que a € R. Como consecuencia, se
tiene que d = a = 1. Esto implica que ker(\) C {£Idyn} y es claro que
+1dyn € ker()\), por lo que concluimos que

ker(\) = {*+1dgn}.

Proposicién 3.0.16 \(¢,,) = SM(E™).
DEMOSTRACION. Debido a la demostracién del Teorema 3.0.14, sabemos que
¢ esta generado por las matrices

(o 1)etm e,
(6 fl)G%;@eRL

—1
<W|a 0 )e%”u71 (aeT™,

0 |a | 71a/ par impar

0 —1Y _om
1 0 impar*

Es por esto que, debido a las observaciones dadas antes de la Definicién
10, se tiene que las matrices en €, pueden escribirse como producto de
matrices de las formas anteriores donde exactamente una cantidad par de
ellas pertenece a €,

También sabemos que M (E") estd generado por traslaciones (composi-
ci6én de dos reflexiones en planos), homotecias (composicién de dos inversiones
en esferas centradas en el origen), composicién de reflexiones en hiperplanos y
por la inversion respecto a la esfera unitaria. Notamos que, como las reflexio-

nes en esferas o hiperplanos invierten la orientacién, entonces las traslaciones,
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homotecias y reflexiones en una cantidad par de hiperplanos son elementos
de SM (E”), mientras que las reflexiones en una cantidad impar de hiperpla-
nos y la inversion respecto a la esfera unitaria no lo son. De manera que una
transformacion en SM (E”) puede escribirse como composicién de transfor-
maciones de los tipos mencionados anteriormente, donde exactamente una
cantidad par de ellas no pertenece a SM (E")

Por lo explicado anteriormente y como al aplicar A a cada una de las
matrices, obtenemos traslaciones, homotecias, composicién de reflexiones en
hiperplanos (una cantidad par si a € ', y una cantidad impar si a € Iy, .,
debido a la demostraciéon del Teorema 1.0.13 y del Corolario 1.0.14) y la
inversién en la esfera unitaria, se sigue entonces que A(%y,.) € SM (E™).

Por el mismo argumento mencionado en la demostracion de la contencion
anterior y ademds usando que ker(\) = {£Idgn} y el hecho de que g € €

par

siy sélo si —g € €., se tiene que SM (E") C A(@,,.). Con esto concluimos
la demostracion. O
Debido a las dos proposiciones anteriores obtenemos las siguientes suce-

siones exactas cortas de grupos:
A A~
1= {£l} > ¢" - M(E") — 1,

1o {£1} s @™ 5 SM(E™) — 1.

par
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