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Resumen

El descubrimiento reciente de nuevos estados excitados en 2C ha generado un gran in-
terés en cumulos nucleares tanto experimental como teérico. En analogia con el modelo
Nilsson, se estudia el desdoblamiento de niveles de particula independiente en poten-
ciales de cimulos nucleares donde la distancia relativa entre los ciimulos juega el papel
de la deformacion. En particular, se investiga el desdoblamiento de niveles de particula
independiente como funcién de la deformacién para las configuraciones geométricas del
dumbbell, del triangulo equilatero y del tetraedro. Los resultados obtenidos dan informa-
cién valiosa sobre la multipolaridad de las interacciones més importantes.






Capitulo 1

Introduccion y Antecedentes

El estudio del atémo ha sido desde alrededor de los comienzos del siglo XX un area de
gran interés, por una razén muy simple pero muy importante: son los bloques bésicos,
como se conocia en aquella época, sobre los cuales estan hechos los objetos macroscépi-
cos con los que convivimos, incluidos nosotros los seres humanos. La estructura de los
atomos ha sido analizada por disimiles modelos e investigados por muchos estudios expe-
rimentales siendo el trabajo de Rutherford la piedra angular para tanto los modelos como
estudios experimentales posteriores. Del trabajo de Rutherford se extrae que el atomo
se compone por una nube de electrones que orbitan alrededor de un nucleo que contiene
toda la carga positiva y el 99.9 % de toda la masa del &tomo. La estructura de la nube de
electrones es vital en el estudio de moléculas y reacciones quimicas que son regidas por
la electrodinamica cuantica. Por otro lado el niicleo es el objeto central en los estudios
de elementos radiactivos y en la formacion de galaxias y el universo. El nicleo, a su vez,
es un objeto compuesto a diferencia del electrén siendo sus componentes los protones y
neutrones también denominados nucleones. La estructura del nicleo es rica y variada,
desde los nucleos ligeros (A < 70 — 80) donde predominan efectos de capas hasta los
nicleos pesados (A 2 100) donde es importante los efectos colectivos.

El nicleo muestra comportamientos diferentes [1], por un lado muestra propiedades de una
gota liquida donde su tamano y forma se corresponden a un balance entre las interacciones
nucledén-nucleén y la interaccion coulombiana. Esta gota liquida muestra propiedades de
efectos colectivos tales como vibraciones donde los modos vibracionales distorsionan la
superficie nuclear y para condiciones criticas esta gota se fisiona. Al aumentar la masa
nuclear, A, aumenta el nimero de nucleones y por ende la cantidad de protones que
aumenta la repulsién coulombiana. Cerca de A = 100 la repulsién coulombiana debiera
de causar que los niucleos se fisionen espontaneamente. Sin embargo gracias a los efectos de
capa, que estan asociado con las propiedades de particula independiente en un potencial
promedio, se encuentran un grupo de niimeros magicos para el nimero de nucleones en el
nucleo donde aumenta drasticamente la estabilidad y se sobrepone a la repulsion de los
protones. Para describir la estabilidad de los nicleos pasado del punto en el que se fisiona
al asumir que el nicleo es una gota liquida, se necesita superponer los comportamientos



microscopicos debido a los efectos de capas con los macroscopicos de la gota liquida.

Ademads existen nucleos que expresan otras propiedades aparte de las ya mencionadas,
en especifico para niicleos ligeros donde el ntimero de neutrones es igual al de protones,
N = Z. Entre los ejemplos icénicos se encuentran ®Be, 2C y %O. Las correlaciones se
convierten en una caracteristica vital, siendo una de ellas el apareamiento de nucleones.
Cuando las correlaciones son espaciales nos referimos a ellas como ctimulos [1]. El tipo de
cumulo mas predominante es el de particula alfa. Esto es debido a su alto valor de energia
de enlace, gran diferencia energética entre el primer estado excitado y el estado base (20
MeV), y su gran inercia. La posibilidad de que los nticleos ligeros, como ®Be, 2C y 160,
se describan como particulas alfa que se encuentran en cierta configuracion geométrica ha
sido pensado desde los inicios de estudiar el niicleo cuando se empled la mecanica cuantica
para describir el niicleo[2], donde la primera configuracién geométrica pensada fue la lineal
por Morigana [3]. Un ingrediente esencial se obtiene al estudiar con detalle la energia de
enlace de los nicleos. Para nicleos ligeros con niimero de nucleones pares y el mismo
nimero de protones que neutrones son particularmente estable como '2C, 0, ?°Ne...,
al mismo tiempo se observa una relacion lineal que senala al aparente comportamiento
constante de la interaccion a—a. Otro ingrediente esencial para el arreglo de las particulas
alfa en el nicleo son las simetrias. El origen de estas simetrias se relacionan con las
propiedades cuanticas del sistema. Esto se puede evidenciar al analizar bajo una lupa los
modelos de particula independiente, donde los trabajos [4, 5, 6] han encontrado simetrias
en el modelo del oscilador deformado (Modelo de Nilsson [7]) que expresan los nimeros
magicos deformados como sumas de ntimeros magicos esféricos, que seria una descripciéon
de tipo cimulo. Otro ejemplo es el trabajo [8, 9, 10] donde se estudia como emerge la
imagen de ciimulos en los modelos de particula independiente, o sea las simetrias asociadas
con el arreglo de los cimulos alfa se permea, por tanto incluso si no estan presentes
explicitamente dejan una huella evidente.

En los trabajos [11, 12, 13] se realiza una revision extensa del balance de los efectos de
particula independiente y colectivos que se encuentran en los trabajos experimentales y
los modelos, y como emergen la huella de los cimulos y sus simetrias en los experimentos
como a su vez en los diferentes modelos. Para nuestro trabajo en particular, es de gran
interés el Modelo Algebraico de Ctimulos (o ACM por sus siglas en inglés), donde se aplico
primero para 2C y mas adelante para %O [14, 15, 16]. En estos trabajos se asumieron para
tanto el 12C y el 190 que estan formados por k ctimulos alfa en los vértices de un tridngulo
y un tetraedro respectivamente donde la distancia de las particulas alfa al centro de masa
de todo el sistema es de aproximadamente 2 fm. El ACM es un modelo de interaccién de
bosones que describe el movimiento relativo de k cimulos basados en el dlgebra U (v + 1),
donde v = 3 (k — 1). En este modelo es posible explorar de manera concreta situaciones
complejas donde se presentan los cimulos y encontrar para casos limites formulas cerradas
que permiten comprender adecuadamente los resultados de tales calculos. E1 ACM aunque
no le fue prestado atencién en sus inicios, tras haberse encontrado el estado 5~ en 2C



por [17], el ACM ha sido tomado méas en cuenta. El espectro de niveles de energia es una
huella de la simetria, por lo que el descubrimiento experimental de tal estado 5~ es central
para relacionar el 12C con una estructura geométrica de ctimulos alfa, como es descrito
por [15]. En el modelo se sigue trabajando en mejorar sus predicciones, como se evidencia
en [18].

El ACM actualmente se restringe a los casos de B, 12C y 150 (k = 2, 3 y 4 respectivamen-
te) y para expandirlo a niicleos vecinos se necesita de informacién extra, principalmente
conocer cudles serian las interacciones principales al anadir un nucleén extra (dipolar,
cuadrupolar, etc.). Para encontrar esta informacién podemos hacer uso de descripciones
fenomenolégicas donde se estudia estructuras compuesta por k particulas alfa y x nucleo-
nes. Un modelo tal es el Modelo de Capas de Ctimulos (CSM por sus siglas en inglés) [19],
que es un tipo de modelo de capas pero en vez de tener un potencial promedio tenemos
un potencial de ciimulos. El estudio de este modelo es muy semejante al tratamiento rea-
lizado en el marco del Modelo de Nilsson [7], donde se estudia el desdoblamiento de los
niveles esféricos debido a un potencial de cimulos y cémo se desarrolla el desdoblamiento
al deformar el potencial, donde el parametro de deformacion para el CSM es la distancia
relativa de los cimulos al centro de masa del sistema, 3. El trabajo de esta tesis serd, a
partir del trabajo [19], encontrar diferencias entre si al afiadir un protén o un neutrén el
desdoblamiento cambia, estudiar el traslape de los estados al aumentar la deformacién,
estudiar mas a fondo la simetria presente y encontrar un método numérico que relacione
las soluciones con las simetrias encontradas teéricamente y encontrar los multipolos de
interaccion principales en este sistema. Con esto iltimo tendremos la base para poder
expandir el ACM y formular el Modelo Algebraico Fermiénico de Ctimulos (ACFM por
sus siglas en inglés).

En el capitulo 2 presentaremos el CSM propuesto en [19], donde mostraremos las diferentes
propiedades que exhibe. Seguidamente en el capitulo 3, en la secciéon 3.1 estudiaremos la
simetria del problema de primeros principios donde nos propondremos a encontrar la
resolucion de nuestro sistema en la simetria adecuada. Las soluciones numéricas y su
comportamientos seran mostradas en la seccién 3.2 y se relacionaran éstas soluciones
con el resultado tedrico de la seccién 3.1, se mostrard la diferencia de anadir un protén
o un neutrén y cuales multipolos del CSM se encuentran como principales para cada
configuraciéon geométrica de cimulos. Finalmente en el capitulo 4 se harda un resumen de
la discusion de los resultados y se hablard de cuales son los caminos futuros a seguir.






Capitulo 2
Marco Teorico.

2.1. Modelo de Capas de Camulos

Realicemos una revisién del Modelo de Capas de Ctimulos (CSM por sus siglas en inglés)
[19]. En este modelo los nicleos con Z = N = 2k se asumen que estan compuestos de k
cumulos de particula alfa, cuyas distribuciones de masa y carga tienen forma gausiana

e () = (j)3 (2.1)

La densidad de masa y carga del nticleo, compuesto por una estructura de k£ cimulos, es

n=(2) o0 [-ar- ]

Nlw

3
a2 N
:<7r> e=o(r*+5%) A iy (2a8r) Yy, (0 ZY/\H (0:, 0i), (2.2)
Al
donde 7 = (7,0, ¢), haciendo uso de las coordenadas esféricas; 7 = (f3,0;, ¢;), donde

B es la distancia de los cimulos al centro de masa del sistema; 6; y ¢; son los angulos
correspondientes, iy = j (iz) /i* son las funciones de Bessel esféricas modificadas. Se hizo
uso de la expansion del exponente en funciones cilindricas.

Un término importante es el factor geométrico, 3% Yy, (0i, ¢i), que contiene la informa-
cién de la configuracion geométrica de las particulas alfa.

La distribucién se reduce a la de forma puntual en el limite

ah_}r{)lo,o () = Z(S : ZY)\p Z (0:, ¢:) - (2.3)

La densidad de masa y carga se obtienen de multiplicar la ecuacién (2.2) por Ze/k 6 A/k
respectivamente, donde Z es la carga total, A la masa total y k es el nimero de cimulos.



Las configuraciones geométricas estudiadas en este trabajo estan mostradas en la figu-
ra 2.1. Estas configuraciones se relacionan a grupos de simetria discretas, en especifico
Zy(dumbbell), Dsp(tridngulo) y Ty (tetraedro).

Figura 2.1: Configuraciones geométricas para k camulos, donde los valores posibles son
2,3y 4.

2.1.1. Factor Geométrico
Como fue dicho anteriormente, el factor en la ecuacién (2.2) que establece la simetria para

cada configuracién es 3%, Yy, (0i, ¢:). Este factor permite que la construccién de la base
se pueda realizar tal que aumente la rapidez del calculo, que se explicara en la seccion 2.2.

2.1.1.1. Configuracién de dos cuerpos

En el caso del dumbbell tenemos un simetria relacionada con el grupo Z,. Los angulos de
las particulas alfas estdn dadas por (01, ¢1) = (0, —) y (62, ¢2) = (7, —) por tanto

2 22+ 1 Ap)!
i:ZlY)\,u (05, 01) =\ = [Ouo + E/\ — Z;!PA 8 (—1)]
2\ + 1
| 25 14y -1
oA+ 1
e 4;“ 1+ (-1 (2.4)



Esta configuracién tiene simetria axial. Debido al factor geométrico, la ecuacion (2.4)
tendra valores diferentes de cero solo para u = 0 y A par. Esto nos permite que la
construccion de la base se realice haciendo uso del nimero ctiantico m y la paridad.

2.1.1.2. Configuracion de tres cuerpos

Para el caso del triangulo el grupo de simetria relacionado es Dsj, los angulos de los
cimulos son (61, ¢1) = (0, —), (02, p2) = (27/3,0) y (63, ¢3) = (27/3, 7), entonces

+ (1+ (—1)“)]

\/m[uma %)} p=0
VIR G2 (<)) p=42k#£0,

donde k =1,2,... € Zy |pu| <\

Los multipolos de la ecuacién (2.2) que devuelven valores diferentes de cero son A =
0,2,3,4, ..., y observamos que a diferencia de la configuracion de dos cuerpos aqui no
podemos hacer uso de ninguno de los nimeros cuanticos para etiquetar los estados. Para
ello necesitaremos las representaciones irreducibles de los grupos de simetria acordes a la
configuracion que sera explicado en la seccién 2.2.

2)\+1

3
i=1

(2.5)

2.1.1.3. Configuracién de cuatro cuerpos

En el caso del tetraedro el grupo de simetria correspondiente es Ty. Los dngulos de los
ctmulos son (917 ¢1) = (07 _)7 (627 ¢2> - (’770)7 (937 ¢3) = (77 27T/3) y (047¢4) - (77471-/3)

con cosy = —1/3, por lo que

4 20 +1 (A + p)! 1 2T
5 (6100 - ; P (<2 (1 2c0s2)
1:21 )\,u( 7¢) A o T (/\ _ M)' A 3 + 2 cos 3

e IRV

- 2.6)
1 [ O (
\/ 24:1 E/FZ%!SP)\ ( %) = £3k # 0,

donde k =1,2,... € Zy |pu| <\

En esta configuracion los multipolos que devuelven valores diferentes de cero son \ =
0,3,4,6, ..., y al igual que para el caso de tres cuerpos tenemos que hacer uso de las
representaciones irreducibles de los grupos de simetria acordes a la configuracion.




2.1.2. Potencial de camulo

En el CSM se considera la interacciéon de un nucleon con el potencial generado por la
densidad de ciimulos, ecuacion (2.2). Este potencial, V' (7), se obtiene convolucionando la
densidad dada por la ecuacién (2.2) con una interaccién de particula-cuerpo, en este caso

nucleon-alfa, v (F — 7”),

VR = [ p(F)o(r- ) a 2.7

En el CSM se toma como v (F — 77’) a un potencial de Volkov [20]. En [19] se expli-
ca porque usar este potencial y sus beneficios. Como resultado de la convolucién obte-
nem(VdellaRocca)os la forma general

= _%ZfA Y)\u ZY/\M zaqbz (28)
donde

() = e +8) grri (2ar) . (2.9)
Ademads del potencial central, se encuentra la interaccion spin-érbita

Vio (7) = VouoS - (=VV (%) x ) . (2.10)

Las componentes del gradiente en las direcciones angulares, 0 y qB, aportan contribucio-
nes mucho mas pequeiias que la componente radial. Entonces nos quedamos solo con el
término radial LoV (7)

- r), p

Vio (7) = Voo —5 51 (211)

Debido a que V' () no tiene simetria esférica, no conmuta con §- [ por lo que tenemos que
tomar la forma simetrizada

10V (1) laV
Vo (7) = Visog [ "0 (1) + (5-0) - ] (2.12)

donde

10V (

., aj) Z( 2af5 (r) + fx()+2aﬁfx+1<)>>< (2.13)

X Y)\,u Z Y)\u ) ¢z
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y el factor —Vj en la ecuacién (2.8) ha sido absorbido en Vj .

En el caso en que el nucleon sea un proton, se ha de incluir la mteraccién coulombiana,
Ve (7), la cual se obtiene convolucionando la densidad de carga, —ep (7), con la funcién
de Green, —* 7

—
’T—'f"

Ve (7) = Z:Q/p (") Mdﬁ (2.14)

— !

usando la expansiéon de ﬁ en su forma estandar
r—r

1

‘7’—7’/

D /p-Ipt+1 4
12 [ ;’p//ip“ ] 2p47: 1Yo (0, 0) Y (6,9) (2.15)

donde los términos superiores (inferiores) entre corchetes aplican para r < r’ (r > 1’).
Por tanto

o - 2 (2) zzw w

XY)\,u (9/ ¢ ) Y* (9/ ¢ ZY/\M zv(bz
Ze? 3 A
_ 76 (i) 22)\+1YA“ ZYM 0i, i) X (2.16)

1 1
pve) /f,\ (r) " dr’ + / r(r) pO¥E r2dy!
0 T

Los niveles de energia de particula independiente y los estados intrinsecos dependientes
de [ para cada configuracién (k = 2,3,4) de la figura 2.1 se encuentran resolviendo la
ecuacion de Schrodinger

=9

p

2m *

H= VA7) 4 Vio (7) + Ve (7) (2.17)

donde en el caso de los neutrones V¢ (7) = 0.

2.2. Meétodo de solucion

Para resolver el problema de autovalores y autovectores de H en la ecuacion (2.17) usamos
como base las autofunciones del oscilador arménico

2 (”T—l)' (20) 3/

P ()

Ut () = rle=vr Ln : (2m~2) Vi (6, ¢) (2.18)
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donde v es la anchura del oscilador armonico

5 mw\? 1 , mc
=5 ) = gmw

2h 2h2c?

2

me
V= Voo (2.19)

Los elementos de matriz de V' (7), Vi, () y Ve (7) en esta base son
<n71/27l7j7myv(f> |nl71/27l/7j/7ml>:_%Z<n7l|f)\ ’n l Z 7,7¢z
Ap

X (Y21, 5,m| Yo (0,0) Y2, l' ' m') (2.20)

1 3
(YL ol Vi () 0 Yo U ') = Voorg |37+ 1) = U+ D) 45 G4 1) = L0+ 1) = 5| x
~ 1ov ()
/9.1 2N

X <n7 /27 7j7m‘r ar

n', 1/2,l’,j’,m/> (2.21)

donde

18‘/ / A /
< /271737 ‘T ai_‘)‘ 71/27laj7m>zz<nvl’Q)\ ‘n l Z ly(bl

</2J7J,m\Ym( ) [/, l’j m')  (2.22)

= Q)= (<20h 0+ 50+ h00)

y los elementos de matriz de Y), tienen la forma

ir(2j+1) 2
X (g, —m; N\, pl 3, —m/) (5, =1/2; X, 0] 5/, —=1/2) . (2.23)

Al crear el programa de cémputo para calcular los niveles de particula independiente,
€q, la construccion de la base fue realizada ordenando los estados a partir del niimero
cuantico m, seguido de j, [ y finalmente n. Haciendo uso de las condiciones impuesta por
las ecuaciones (2.4) a (2.6) para los multipolos que devuelven valores diferentes de cero,
podemos encontrar condiciones para los elementos de matriz de H.

(2,1, 5,m Y, (0,0)| Y2, U, j/,m) == (—)" J (2 \+1) (27 + 1)1 (1 n (_1)l+l’+A) «

12



Tabla 2.1: Resumen de condiciones para los multipolos y elementos de matrices debido
a Zle Y3, (0;, ¢;). También se muestran los bloques matriciales.

L, Restricciones sobre
Condicién del

s los elementos de Bloques
factor geométrico .
matriz
= OP;rib(]ie;zL, 6... Omm!s O P m”, P = (=)

Tridngulo p = 42k, A = 5 mm=E2m+4,...
0,2,3,4,... k=0,1,2... m,m’£2r m+1l,m+3,m=E5,...

Tetraedro m,m=+3,m=%6,...
w==23k,A=0,3,4,6,... O, m/ 43k m+xlm+4dmt7, ..

k=0,1,2.. m=E2m+tdmESs, ..

Para el caso del dumbbell encontramos que solo los multipolos pares con . = 0 devuelven
valores diferentes de cero, entonces la condicién para los elementos de matriz es 0y, -
Ademas como s6lo son permitidos A pares se conserva también la paridad, por lo que
ademas de la condicion sobre m se anade que los elementos de matriz también tiene que
cumplir la condicién dp pr. Ambas condiciones permiten dividir la matriz de H en pequenios
bloques de matrices diagonales en m y la paridad P. En lugar de resolver una matriz con
todos los elementos se resuelven pequenos bloques de matrices de H por separado. Esto
aumenta la eficiencia de los calculos al calcular matrices de dimensiones mucho menores
que la que contiene todos los elementos.

En el caso del tridangulo no se conserva ninguno de los nimeros cuanticos usuales, ni
tampoco la paridad. Sin embargo es también posible dividir en bloques matriciales a H.
Esto es gracias a las condiciones sobre los multipolos provenientes del factor geométrico.
Para el caso de tres cuerpos u = +2k, donde k = 0, 1, 2..., lo cual impone una condicién
para los elementos de matriz diferentes de cero, d,, m/42,. Esta condicién hace que H se
divida en un bloque donde solo aparecen estados con proyecciones m,m+2, m=+4,...,y
otro donde solo aparecen estados con proyecciones m +1,m+£3,m=+5,...

Al igual que en el caso del tridngulo, en el tetrahedro se puede dividir también a H
en bloques matriciales e igualmente tampoco se conserva ningin numero cuantico. La
condicion sobre los multipolos aqui es = £3k, que impone la condicién 0y, ;13 sobre
los elementos de matriz de H. Los bloques matriciales en los que se puede dividir a H
son uno donde solo aparecen estados con proyecciones m, m + 3, m £ 6..., otro donde
solo aparecen aquellos estados con m £ 1, m+4, m+£7,..., y por ultimo otro bloque con
solo aquellos que tengan m + 2, m £ 5, m £ 8, ... Estos resultados estan resumidos en
la tabla 2.1. La division en bloques de H es una evidencia directa de la importancia e
influencia del factor geométrico.
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Diagonalizando cada bloque matricial calculamos las energias eg y los coeficientes de
expansion de las funciones de ondas intrinsecas, ygq, en la base del oscilador arménico

Xa) = D Gujizn M, 4.1, 1/2,m) (2.24)

m7j’l7n

donde €2 son las etiquetas de los estados. Las entradas principales del programa son los
valores de Vp, Vo5, y . Estos tres parametros se ajustan usando tanto valores experi-
mentales como consideraciones teodricas, ajustar a ademas ajusta a v el cual se realiza
normalmente por el nimero masico, A . Estos tres parametros determinan completamen-
te el CSM, siendo cada uno de los aspectos determinados por ellos. Los valores tomados
para Vg, Vos v @ son los propuestos por [19], donde se realiza un estudio de cémo con-
seguirlos. Los otros dos factores son n y (3, que seran nuestros parametros de control.
La distancia al centro de masa, (3, se tomara como el parametro de deformacion, objeto
central en nuestro estudio pues el desdoblamiento de niveles dependera de él. Por otra
parte el nimero de las capas del oscilador arménico, n, influenciard la convergencia de las
soluciones de las energias y las funciones de onda intrinsecas. Este parametro tiene una
cierta relacion con [, pues al aumentar la deformacién se necesitan de mas capas para
que se pueda asegurar la convergencia de la solucion numeérica.
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Capitulo 3

Resultados

En los siguientes capitulos presentaremos el trabajo de representacién de grupos en el que
propondremos una simetria del sistema, el cual entonces ha de esperarse que el sistema se
desdoble segtn los resultados encontrados por ese trabajo. Seguidamente presentaremos
los diagramas de correlacion para cada configuracion de ciimulos, mostrando los cambios
de los niveles de energia al variar la distancia al centro de masas, 5. Se mostrard ademas
el cambio de las mezclas entre niveles en dependencia de 3 igualmente. Gracias a esto
podremos ser capaces en los casos del triangulo y el tetrahedro separar grupos de simetria
diferentes de manera numérica. De esta forma podremos ser capaces de confirmar el grupo
de simetria con el resultado numérico, y dar una interpretacién a los resultados.

3.1. Etiqueta de estados

Para la etiqueta de estados son usados los niimeros cuanticos pero no siempre esto es posi-
ble. Nuestro problema es uno de esos casos. Para poder etiquetar los estados es necesario
entonces encontrar la resolucion de la representacion del momento angular total en las
representaciones irreducibles de los grupos de simetria puntual acordes con el problema.
De esta forma podemos etiquetar los estados desdoblados debidos a las configuraciones
geométricas presentadas en la figura 2.1.

3.1.1. Grupos de simetria

Las configuraciones geométricas usadas en este trabajo (figura 2.1) tienen ya identificados
los grupos de simetria que les corresponde. Sin embargo para el caso del dumbbell no
vamos en este trabajo a hacer uso de su grupo ni de su representacion irreducible pues
para etiquetar los estados tenemos otros ntimeros cuanticos que nos serviran para este
proposito. Por otro lado para el caso del triangulo y el tetraedro no los tenemos, por lo que
se ha de usar las representaciones irreducibles de los grupos de simetria acordes a cada
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una de las configuraciones geométricas puntuales cristalograficas para etiquetar los estados
bivaluados (diferenciados de los univaluados por ’). En nuestro caso al encontrarnos en el
marco de referencia del centro de masa solo existen rotaciones de simetria, no traslaciones
ni inversiones, por tanto los grupos rotacionales puros Ty D3 son los correctos a usar,
que son ambos subgrupos de Ty y D3, estos ultimos contienen todas las operaciones de
simetria correspondientes al tetraedro y al tridngulo respectivamente. Sin embargo 1" y
D3 no nos sirven pues no contienen las propiedades para expresar el efecto de un spin
semientero. Para esto se necesitan en su lugar grupos rotacionales puros cristalografico T”
y D5, que a su vez son subgrupos de 7 y D5, . Encontrar las representaciones irreducibles
para el caso general es un trabajo ya hecho, en el marco presente solo mostraremos un
resumen y los resultados de realizar esto para el sistema en cuestion. Una explicacion
completa se encuentra en [21] y [22].

Primero se han de identificar las transformaciones de simetria para tanto el triangulo como
el tetraedro. Al encontrarnos en el sistema de referencia de centro de masa solo tenemos
presentes transforaciones de simetria asociadas a rotaciones. De la figura 3.1 podemos
encontrar los ejes de simetria para las rotaciones donde un eje n-miultiplo corresponde
a rotaciones de angulos ¢, = 2% Aqui encontramos que existen para el triangulo tres
ejes de simetria para rotaciones de 7 radianes. Estos ejes pasan por el centro de masa
de las particulas i — j y la particula k. Un ejemplo, un eje pasa por el centro de masa
de las particulas 1-3 y la particula 2. Este eje es denominado eje doble. El otro eje es
para una rotacion de %’r radianes, que atraviesa al plano de las tres particulas de manera
perpendicular y pasa por el centro de masa de las tres. Este eje se denomina triple. Para
el tetraedro tenemos tres ejes dobles y cuatro ejes triples. Los ejes triples pasan por una
particula ¢ y por el centro de masa de las otras 7 — k — [, por ejemplo el que pasa por 4
y por el centro de masa de 1-2-3. Los ejes dobles pasan por el punto medio de uno de los
lados del tetraedro entre dos particulas ¢ — j y el punto medio del lado contrario a 2 — j,
entre las particulas k — [. Por ejemplo un eje es el que pasa por el punto medio entre las
particulas 1-2 y atraviesa el punto medio del lado contrario, entre las particulas 3-4.

3 3

4

1 2 1 2

Figura 3.1: Configuraciones geométrica puntuales.
Conociendo esto podemos encontrar los caracteres de la representacion del momento an-
gular de nuestro problema usando

X(j) (¢) _ Z ‘eim¢ _ Sln;]n—;/l/;) Qb (31)
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Acorde con la ecuacién 3.1 podemos encontrar los caracteres de la representacién del
momento angular total. Al realizar la resolucién en los grupos 7" y Dj, los caracteres
obtenidos tienen que ser iguales a los de la representacion del momento angular total.

Los caracteres de nuestro problema, usando la ecuaciéon 3.1 son

¢1=0,2m: X9 (1) =2j+1
G2 = ™ X(j) (¢2) =0 (3-2)
1 paraj (mod3) =

_ sin (7 +1/2) /3 _
sinm/6 '

ds= Z: XY (gy) —1 paraj (mod3) =

DU N N[

0 paraj (mod3) =

donde para ¢3 existe una cierta periodicidad. En la tabla 3.1 se ve un resumen del resultado
anterior para valores explicitos de j.

Tabla 3.1: Caracteres de la representacion del momento angular total D),

j Y2 32 S T2 92 s
XD (@) 2 4 6 8 10 12
XD (g) O 0 0 0 0 0
XPD(gs) |1 -1 0 1 -1 0

Ahora necesitamos los caracteres de la representaciones irreducibles de los grupos Dj y
T'. En las tablas 3.2 y 3.3 se muestran estos. Encima se encuentran las clases del grupo,
que corresponden a una operacién de simetria (rotaciones) con los que se calculan estos
caracteres para ambos grupos. En la notacién C), (A), n hace referencia al tipo de eje sobre
el que se rota (simple, doble, etc.) y A la cantidad de estos ejes. Por tanto Cy (3) seria una
rotacion sobre uno de los tres ejes dobles, por lo cual el caracter que le corresponde seria
X (¢2). E corresponde a la transformacién identidad por lo que le corresponde x (¢1).

Tabla 3.2: Caracteres de la representaciones del grupo Dj.

E Cy(3) Cs(1)
E 2 0 2
Byl 2 0 1
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Tabla 3.3: Caracteres de la representaciénes del grupo T’

E G (3) C3(4)
E |2 0 1
G | 4 0 -1

3.1.2. Etiqueta de estados intrinsecos

Ahora es posible hacer la resolucién de DY) solucionando para cada caracter de DU) en
el caso del tridngulo este sistema

X (¢1) =2Ng; + 2Np,
XV (92) =0 (3.3)
XY (¢3) = = 2N + Np
o en el caso del tetraedro
XY (¢1) =2Np + 4N
X9 (¢2) =0 (3.4)
XY (¢3) =N — Nev.

Donde N4 es la cantidad de representaciones necesarias para obtener los valores de los
caracteres de DU). Para ¢, se satisface automaticamente. Un resumen de la resolucién
obtenida esta mostrada en la tabla 3.4.

Tabla 3.4: Resolucién de DY) en las representaciones irreducible de los grupos Dj y T".

Resolucion en Resolucion en

i XY (p1) XY (¢s) las representaciones las representaciones
irreducibles de D} irreducibles de 7"

1/2 2 1 E} E’
3/2 4 - E) + E; G
5/2 6 0 Ei +2E} E+d
/2 8 1 (B} + 2E%) + Eb (E'+G')+ F
9/2 10 -1 (EY 4+ 2E)) + Ef + E) (E'+G)+ G
11/9 12 0 (B} +2E%) + E] + 2E} (E'+G)+E+ G
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De esta forma los estados desdoblados debido a la deformacion [ seran dos series de
dobletes etiquetados como Ejy FEY en el caso del tridngulo. En el caso del tetraedro
seran una serie de dobletes con una serie de quadrupletes etiquetados como E’ y G’
respectivamente. Debido a la periodicidad del caracter x©) (¢3) podemos obtener una
ecuacion de recurrencia tanto para Dj

D2 — E}
DY = E' 1+ E)
DPP = Pl 42E,

DY = pU=3) L B 4 2F) (3.5)
como para T’

D2 — g

DeR — o

DA — B4 &

DY = DU L E 4+ (3.6)

Acoplamiento LS: Otra variante para obtener el mismo resultado anterior es obtenien-
do primero la representacion del momento angular orbital [ (D(l)) realizando el mismo
trabajo pero en los grupos univaluados D3 y 1. Después haciendo el producto entre la
representacion DY y aquella para el spin de la particula independiente que seria D/,
obtendriamos los caracteres para DU . A su vez, el producto de la resolucié de D® en los

grupos D3 y T con la resolucié de D(/2) en los grupos Dj y T' nos dard la resolucién de
D)

Al igual que el caso anterior obtenemos una tabla con los valores de los caracteres para
DU con la misma ecuacién 3.1 pero sustituyendo [ por j. Los valores estan resumidos en
la tabla 3.5

Tabla 3.5: Caracteres de la representacién del momento angular DO,

l 01 2 3 4 5 6 7
xP(@) |1 3 5 7 9 11 13 15
xP(g) 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
xPD(3)|1 0 -1 1 0 -1 1 0
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[gualmente necesitamos los caracteres de la representaciones irreducibles pero de los gru-
pos D3 y T'. Estos aparecen en las tablas 3.6 y 3.7.

Tabla 3.6: Caracteres de la representaciones del grupo Ds.

E Cy(3) C3(1)
A1 1 1
Ay |1 -1 1
E|l2 0 -1

Tabla 3.7: Caracteres de la representaciones del grupo T'

E G,(3) Ci(4)
A1 1 1
E|l2 2 -1
F|3 - 0

Para obtener la resolucion se resuelve para el triangulo el sistema

X" (¢1) =Na, + Na, + 2Nz
XY (¢2) =Na, — Na, (3.7)
X(l) (¢3) :NA1 + NA2 - NE

y para el tetrahedro
@ (¢1) =N4 + 2Np + 3Np

D (¢y) =N4 4 2Ng — Ng (3.8)
X" (¢3) =Na — Np.

X
X

Asi entonces obtenemos la resolucion de D® en los grupos D3 v T. En la tabla 3.8 se
resumen los resultados
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Tabla 3.8: Resolucién de D® en las representaciones irreducible de los grupos Dy y T

Resolucion en Resolucion en
I XD (o) xW(d2) XY (¢3) las representaciones las representaciones
irreducibles de Ds irreducibles de T’
0 1 1 1 Ay A
1 3 0 -1 As+ FE F
2 ) -1 1 Al +2F E+ F
3 7 1 -1 Ay +2A5 +2F A+2F
4 9 0 1 2A1 + Ay + 3F A+ FE+2F
5) 11 -1 -1 Ay +2A5 +4F E+3F

Sélo nos resta encontrar ahora la representacién para el sistema de acoplamiento LS, o sea
D = DW x D2 Para ello hacemos uso de un resultado de la pagina 116 de [22]. Sea W
una transformacién de grupo, entonces los caracteres de un producto de representaciones
es el producto de los caracteres de cada representacion, o sea

X (W) =xW

(W) x™ (W).

(3.9)

Usemos como ejemplo el producto de las representaciones A; y Y de los grupos D3 y D}

X (61) =X (61) X2 (¢1) = 2

X (92) =X (2) X2 (¢2) = 0

X (83) =X (¢3) X" (¢3) = 1
Al X E; = Eé

(3.10)

En la tabla 3.9 aparecen todos los productos entre las representaciones de los grupos 1"y
T" al igual que los grupos D3 y Dj.

Tabla 3.9: Productos de las representaciones de 7" con 7" y de D3 con Dy

T®T D3 ® Dj
Ax FE =F Ay X Ey, = E}
ExFE =¢ Ay x By = E},
FxE =FE+G |ExE,=FE +FE,
AxG =G Ay x B} = Ej
ExG =2+ Ay x By = Ej
Fx G =2 +2G E x E] = 2F)
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Como se menciond anteriormente vamos a obtener la representacién del momento angular
total, DY), a través del acoplamiento LS, o sea usando que D = D® x D1/2) Conociendo
como obtener los caracteres de un producto de representaciones obtenemos

DO « p/2) — pi/2)

DW x p/2) — p/2) L pB/2)

D@ »x p/2) — pB/2) L p6/2) (3.11)
DB x p/2) — p6/2) L p/2)

Los caracteres DU) los podemos obtener conociendo DU~ . Por otra parte la resolucién
se obtiene de realizar el producto de la resolucién de D® por la resolucién de D(/?) en
los grupos correspondientes. Para el triangulo el resultado es

A1XEé:Eé
Ay X By + E x By = F] + 2F}
A; x By +2E x By = 2E] + 3E, (3.12)

Ay x By +2A; x By +2F x Ey = 2F} + 5,

y para el tetraedro

Ax E' =F'
FxE =F+&
ExE,+Fx E =FE +2¢ (3.13)

Ax Ey+2F x B' =2E' + G

Al igual que los caracteres, la resolucion de DY) se obtiene conociendo la resolucionDU=1.
De esta forma volvemos a obtener los resultados de la tabla 3.4.

3.2. Resultados numéricos

Los resultados numericos partieron de resolver la ecuacién (2.17). La precisién del calculo
numérico depende del nimero de capas del oscilador armoénico que tomemos, n. Este valor
es necesario aumentarlo debido a dos razones principales: primero si queremos conocer
niveles de energia mas elevados; segundo si aumentamos . Al mantenernos en el limite
esférico, si queremos conocer los valores de niveles de energia mas altos, obviamente se ha
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de truncar la base para un n mas alto. Al aumentar [, el potencial estd mas deformado
y aumenta la interacciéon, la mezcla entre estados de la misma simetria aumenta. Los
niveles de energia superiores se mezclan mas con el resto de los niveles, influyendo mas
en la interaccion. Por ende para tener una buena aproximacion para los niveles inferiores
a mayor [ hace falta aumentar n. Si se decide conocer los estados superiores para un 3
cada vez mayor, se necesita de un n incluso mayor que para niveles inferiores. En nuestro
trabajo, con un n = 15 ya nos era suficiente para calcular hasta 5 = 6 fm, donde nos
interesan los primeros estados.

3.2.1. Caso Dumbbell

En esta configuracion k = 2, cuya simetria es de Z5, tenemos como buenos niimeros
cuanticos a la paridad y la proyeccion del momento angular total sobre el eje de simetria
K, cuyos valores permitidos son los mismos que para la proyeccion m. Los niveles con
proyeccion +m estan degenerados. Por consecuencia, un nivel (I1/2) j se desdobla en una
serie de dobletes m = 12, 3/2, ..., j con paridad P = (—)".

Como fue mencionado en la seccién anterior, la matriz que se obtiene de la ecuacién (2.17)
se puede separar en bloques, de acuerdo con Table 2.1 on page 13. Esto conlleva a que los
estados que no pertenecen a un bloque no se puede mezclar con otros que si pertenezcan.
Entonces los estados desdoblados que se van a mezclar son aquellos con igual proyeccién
y paridad.

En la figura 3.2 se muestran los niveles de energia y su desdoblamiento mientras se varia
B v la mezcla entre diferentes autovectores de diferentes niveles de energia. Para realizar
este ultimo grafico se estudia el traslape entre estados intrinsecos de diferentes deforma-
ciones, (X~ (3) |x, (5')). Podemos entonces tomar como estado de referencia uno con un
B’ definido, en especifico = 0. De esta forma podemos estudiar la mezla entre estados
a medida que variamos (. Lo primero que se nota es que todas las mezclas tienen un
comportamiento continuo y suave. Por tanto la interaccion entre los estados de misma
simetria proceden de la misma forma.

Por otra parte, los estados que mas se mezclan son aquellos que pertenecen a los grupos
con mayor densidad de estados y que tienen menor distancia energetica entre si. Ejemplos
de estos son los estados ‘X1(1 - (B )> y ’ Xi(1/2)- (ﬁ)> Para ver con mas claridad tomaremos
como ejemplo los estados desdoblados provenientes de las capas esféricas hasta 1ds,. En
las figuras 3.3 y 3.4 se muestran, para diferentes grupos de estados correspondientes a
diferentes simetria, las mezclas entre los estados del mismo grupo. Encima se muestra el
diagrama de correlacion lo que nos facilita interpretar los resultados. Se graficaron para
los diagramas de correlacion solo las curvas pertenecientes a cada grupo y exceptuando los
niveles que provenian por encima de el nivel esférico 1ds/,. Para los traslapes con respecto
al estado de referencia, sin embargo, se tomo en cada caso cuatro estados .
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Figura 3.2: Se muestra el diarama de correlacion obtenido de resolver ecuacién(2.17)
para el caso de dos cuerpos. La etiqueta de los estados fue usando la paridad
P (—)l y K. Para el célculo de los niveles de energia se us6 V = 32 MeV,
Vo.so = 27,5 MeV fm? y a = 0,0511 fm 2.

Lo primero que se puede notar de la figuras 3.3 y 3.4 es que las curvas donde (x- (8) |x~ (0)),
o sea aquellos productos internos que son de un estado consigo mismo pero para un [
fijo, inician en 1 y decrecen. Estas curvas muestran cuanto se ha mezclado el estado en
general y nos permite comparar que estados se han mezclado mas.
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Figura 3.3: Traslape de los cuatro primeros estados del grupo (1/2)".

Cada gréafica mues-

tra en la parte superior el diagrama de correlacion para los cuatro estados,
abajo muestra la mezcla de estos estados variando 5 con resgecto a un estado

con B = 0. Se toman como estados fijos a ’X1(1/2)+ (B =

ba), ’X2(1/2)+ (8= 0)> (derecha arriba), ‘X3(1/2)+ (B = 0)>
’X4(1/2)+ (8= O)> (derecha abajo).

0)
(izquierda abajo) y

(izquierda arri-
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Traslape de los cuatro primeros estados de los grupos (1/2)” y (3/2)*. Ca-
da grafica muestra en la parte superior el diagrama de correlaciéon para los
estados, excepto los niveles provenientes de niveles esféricos por encima de
Lds/,. Abajo muestra la mezcla de estos estados variando 3 con respecto a un

estado con 3 = 0. Se toman como estados fijos a ‘Xl(l/z)_ (8= O)> (izquierda
Xa(1/2)~ (8= O)>(derecha arriba),
jo)y ’Xz(:a/g) (8= 0)> (derecha abajo).

arriba), Xyt (B = O)> (izquierda aba-
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Figura 3.5: Comparacion entre los resultados obtenidos de la ecuacién 2.17 para neu-
trones (izquierda) y para protones (derecha).

De aqui se nota que el estado ‘X1(1/2)+ (5)> es el que menos se mezcla en compara-
ciéon con los otros. Esto es debido a que este estado esta mas alejado de los otros,
energéticamente, por lo que se mezcla poco los estados superiores. Mientras aunmen-
ta [, ‘X1(1/2)+ (ﬂ)> va acercandose mas a los estados superiores, aumentando la mezcla

y por tanto <X1(1/2 ‘X1 1)+ (0)> va disminuyendo. El estado que mas se mezcla es
‘ X3(1/2)* (B)> Este estado en particular siempre esta cerca de algun otro estado, primero
con ’X2(1/2)+ (5)> y despues con ‘X4(1/2)+ (5)> ‘X2(1/2)+ (6)> y ‘x4(1/2)+ (6)> cambia el com-
portamiento de sus mezclas justamente debido a ‘X3(1/2)+ (B)> Primero para § < 3 fm
‘X3(1/2)+ (6)> y )X2(1/2)+ (B)>, pero al suceder esto ‘X3(1/2)+ (6)> se acerca a ‘X4(1/2)+ (6)> au-
mentando la mezcla entre estos dos hasta 5 =2.5 fm donde ya esta mas cerca ‘ X3(1/2)+ (ﬁ)>
de ‘X4(1/2)+ (6)> que a ‘X2(1/2)+ (ﬁ)> Este efecto de ‘X3(1/2)+ (6)> se puede notar claramente
al comparar <X2(1/2)+ (B) ‘X2(1/2)+ (O)> con <X4(1/2)+ (B)
grama de correlacion encima. Hasta 8 = 2 fm tenemos que <X2( Jy* 'Xg (1/2)* (0)> <
<X4(1/2 ’X4(1/2 (O)> cuando 3 =2.5 fm <X4(1/2 ’X4(1/2 (0)

<X2(1/2 ’X2(1/2 (0)> y cuando = 3 fm obtenemos entonces < 2y (B 'Xz 12+ (0)>

Xa(y2)+ (O)> y ﬁjéndose en el dia-
> se acerca a la curva

> <X4(1/2)+ ‘X4(1/2)+ (0)> Esto se vuelve a invertir para ﬁ 4 fm, donde se vuel-

ven a acercar y despues de 4 fm vuelve <X2(1/2)+ ‘ X2+ (0) ) & ser menor. Al com-
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parar con el diagrama de correlacién se aprecia que justo en estos cambios ocurren
cuando ’X3(1/2)+ (ﬁ)> se distancia de ‘X2(1/2)+ (ﬁ)> y se acerca a ‘X4(1/2)+ (6)> y vicever-
sa. Lo dicho anteriormente se puede corroborar al comparar <X3(1/2)+ (B) ’Xl(l/g) (0)>,
<X3(1/2) (8) ’X2(1/2)+ (0)> y <X3(1/2) (B)
dos. Hasta =5 fm <x3(1/2)+ (B) )Xl(%) (0)> es el de menor valor, mientras que hasta 2.5
fm <X3(1/2) (8) ‘X2(1/2)+ (O)> > <X3(1/2) (8) ’X4(1/2)+ (0)> yde3a6fm <X3(1/2) () ‘X4(1/2)+ (O)>
< <X3(1/2) (B) )X2(1/2)+ (0) >
De la figura 3.4 se puede extraer comportamiento similar. Pero al comparar las figuras 3.3
: +
y 3.4 entre si se ve claro que excepto ‘X1(1/2)+ ([)’)>, todos los otros estados de (1/2)

Xagiyay+ (0) >, que reflejan mezcla directa entre esta-

evidencian una mayor mezcla que los estados de (1/2)” y (3/2). Esto sucede debido a la
densidad de estados, que provoca que para los estados de (1/2)” y (3/2)"como tienen menos
estados, estos van a estar mas alejados entre si. A su vez el grupo de (1/2)” se mezcla més
que el de (3/2)".

Para identificar en que regién es que empieza a cambiar de un objeto tnico (un solo
nicleo) a varios fragmentos se necesita usar de tanto la mezcla como del diagrama de
correlacion. En el caso del dumbbell esta regiéon de cambio de fase se encuentra entre 3
a 4.5 fm. En esta regiéon en donde mas mezcla entre estados ocurre, ademés se puede
apreciar de figura 3.2 que en esta zona es donde los niveles de energia mas se cruzan
entre si. Otra regién de interés es después de 5 fm. A partir de 5 fm los niveles de energia
empiezan a converger asintéticamente hacia ciertos valores, reflejandose una estructura
de niveles igual que para 3 = 0, solo que en energias mas altas y con mayor degeneracion.
Tanto la estructura como la degeneracion son caracteristicas que reflejan que el nicleo ya
se deform6 en dos fragmentos separados, en nuestro caso particulas alfa.

La diferencia entre neutrones o protones sélo se debe al término coulombiano en la ecua-
ci6n (2.17). En la figura 3.5 se comparan los diagramas de correlacion considerando como
particula libre un neutron (izquierda) y un protén (derecha). Como se evidencia, para
la interaccion entre nucledn-alfa no afecta en el comportamiento. Sélo ocurre un despla-
zamiento vertical de los niveles para el caso del protén en comparaciéon con el caso del
neutréon. O sea con estudiar uno de los casos se puede extrapolar directamente hacia el
otro.

Por tultimo en la figura 3.6 se muestran los resultados de acotar la suma sobre los mul-
tipolos de la ecuacion (2.17). Se puede apreciar claramente que para el dumbbell basta
tomar la suma hasta \,,,, = 2 en la region cercana a [ =2 fm, mientras que para poder
reproducir completamente el grafico haria falta incluir también a \,,, = 4 y para mejorar
la presicion después de 8 =6 fm basta hasta ., = 6.

28



-10
1ds

2812
1ds. -
230
1pi
I P -— any I e ’ -
e [ — - (/27 g [ e —— (12)
80 - @l 80 - @l
I - @32 I - @32
I , — G I . — Gy
L e — 6/2)° | s —  (5/2)
ol — any ol — any
15, =" 1s, ="
L L L L L L L L
0 1 3 5 6 0 1 3 5 6

g [ e - (1/2) e L™ - (1/2)
i - (3/2) ---- (3/2y
[ --- 3/2) [ --- 3/2)
[ y — /2 [ y — /2
L s — 62y | e —  (5/2)
- - - -
1_40 :-—”,// (7/2) 1_40 :-—”/// (7/2)
s L L L L L 1 . | Siz [ . | X L L 1 L 1
0 1 3 5 6 5

-10
1ds

28112
1ds
-20
1pu2
L / — [ e ’ —-—— /2
pye [ e —— (1/2) Ipge [ o™ —— (1/2)
-3 [ ---. (3/2) ’307 ---- (3/2)y
I ——-s (3/2) [ ---- (3/2)
L p — G2y L P — 62
L e — 672y | s — /2y
~ _ - - _ -
a0 7 @2 —40F __~ @2
Isip =7 Isip =7
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 3 5 6 0 1 3 5 6
B(fm) B(fm)

Figura 3.6: Diagramas de correlacion con diferentes cortes en la suma sobre los multi-
polos de la ecuacién (2.17). De izquierda a derecha, los diagramas muestran
los resultados al tomar hasta A =0; A <2; A < 4; A <6; A <8 y la suma
sobre todos. 29



3.2.2. Caso Triangulo
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Figura 3.7: Valor de mezclas entre estados de simetria diferentes para el caso de tres
cumulos. Con este resultado se pueden separar los estados pertenecientes a
representaciones diferentes del mismo grupo de simetria. En la leyenda se
muestra que los estados pertenecen a dos representaciones diferentes, pero

no se ha hecho todavia la identificaciéon de estos con la resolucién de la
tabla 3.4.

Para la configuracion del tridngulo equilatero tenemos k£ = 3. Para esta configuracién
la simetria correspondiente es Dj, como se explicé en la secciéon 3.1. En este caso no
se conservan ni el momento angular ni la paridad y la resolucién tedrica obtenida en el
apartado 3.1.2 muestra que un nivel (I1/2)j se desdobla en dos tipos de dobletes. Para
verificar numéricamente esto se hizo uso de los traslapes entre estados explicados en el

apartado 3.2.1, que nos dice la mezcla de los estados.

Para separar grupos de estados pertenecientes a representaciones de simetria diferentes
hacemos uso de las mezclas, estados pertenecientes a tipos de representaciones diferentes
no se podrian mezclar. Este efecto es independiente de la deformacion del campo potencial
pues el principal causante de la resolucién de los estados es la simetria presente en la
configuracion geométrica y el factor geométrico, como se muestra en el apartado 2.1.1,
es independiente del parametro de deformacién, 5. Entonces las graficas de traslapes,
que dependen de [, tienen que devolver valores de cero para todo el rango de [ que
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calculemos, sin embargo como contamos con una variabilidad numérica intrinseca del
calculo numérico, que se encuentra entre 1074 — 1071¢, lo que encontraremos es que el
traslape va a devolver valores aleatorios cercanos a este rango. De esta forma al calcular el
traslape entre todos los estados podemos separar estados de tipos de simetria diferentes
que por ende perteneceran a representaciones diferentes. Ejemplos de tales resultados
de traslape entre tipos diferentes de estados se encuentran en la figura 3.7, donde se
muestra como para todo [ no se mezclan entre si. De esta forma podemos corroborar en
primera instancia que para el caso de tres cuerpos la resoluciéon es en dos tipos de dobletes
como se mencioné en el apartado 3.1.2. Para identificar que estados corresponden a que
representacion hacemos uso de la tabla 3.4 para la simetria del tridngulo, donde conociendo
que para el estado base y todos los estados con j = 1/2 solo se desdobla en un solo estado
de la representacion E). De esta forma todos los estados que no devuelvan traslapes con
esos estados con j = 1/2 como los mostrados en la figura 3.7 seran de tipo E} y los que
si seran de tipo Fj. No es necesario hacer esto para el dumbbell debido a que la propia
simetria separa desde un principio los estados de simetria diferentes.

Al igual que en el caso del dumbbel, fue mencionado anteriormente que es posible dividir
en bloques la matriz del hamiltoniano como se resume en la tabla 2.1. En el tridngulo se
dividen en dos grupos de bloques, donde uno de los estados degenerados de un mismo
tipo de doblete se encontraron en solo uno de los bloques, no pudiendo estar ambos en
el mismo. De esta forma en un bloque encontraremos ambos tipos estados de simetria
diferente pero no apreciaremos la degeneracion existente por lo que para ello se necesitan
ambos bloques matriciales.
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B(fm)

Figura 3.8: Se muestra el diagrama de correlacién obtenido de resolver la ecuacion (2.17)
para el caso de tres cuerpos. Se etiquetaron los estados haciendo uso de los
traslapes entre estados y la tabla 3.4. Para el cdlculo de los niveles de energia
se usé Vo = 32 MeV, V4o = 17 MeV fm? y o = 0,0511 fm~2.

En la figura 3.8 se muestra el diagrama de correlacion donde estan ya identificados los
estados con su representacion y son etiquetados a partir de esta. En el caso del triangulo
se nota evidente la alta densidad de estados de igual simetria muy por encima del caso
de dos cuerpos. La interaccion entre estados en este caso es bastante compleja que se
puede inducir del diagrama de correlacién de la figura 3.8, sin embargo no es suficiente
informacion.
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Figura 3.9: Se muestran las mezclas entre los tres primeros estados pertenecientes a la representacion £]. Encima
las curvas del diagrama de correlacié correspondientes a los estados mostrados en las mezclas. Los
estados de referencia tomados, en orden de izquierda a derecha, son primero ’ xie, (B = 0)>, segundo

’XHE{ (8" = O)> y tercero ’XIUE; (B = 0)>



Para ello es necesario hacer uso de los traslapes, donde como en el apartado 3.2.1 tomare-
mos como ejemplo los estados desdoblados provenientes de las capas esféricas hasta 1ds,.
En la figura 3.9 se muestran los traslapes entre los tres primeros estados pertenecientes
a la representacién Fj. Para este grupo como se puede apreciar los cambios son suaves.
Las explicaciones obtenidas en el apartado 3.2.1 pueden ser usadas aca de igual manera.
De esta forma se confirma los mismos resultados: la distancia energética y la densidad de
estados son factores importantes, ambas influyentes en el cambio de los estados y muy
dependientes de la deformacion del potencial.
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Figura 3.10: Se muestran las mezclas entre los siete

primeros estados pertenecientes a la representacién El.
Encima las curvas del diagrama de correlacié correspondientes a los estados mostrados en las
mezclas. Los estados de referencia tomados en la primera fila, en orden de izquierda a derecha,
son primero ‘XIE; (B = 0)>, segundo ‘XHE% (B = O)> y tercero ‘XIHE; (B = 0)> En la segunda fila

‘XIVE; (8= 0)>, xve (B = 0)> y ‘XVIE; (B = 0)>




En la figura 3.10 se muestran las mezclas del grupo pertenecientes a la representacién
El. Se puede apreciar facilmente que en este tipo de doblete la mezcla es mayor que para
los dobletes de E] y los del caso de dos cuerpos, que se debe principalmente a la mayor
densidad de estados que provoca a su vez una distancia energética entre estados menor.
Ademaés existen cambios bruscos que muestran una interaccién de diferente indole a las
de los dobletes de E y el caso de dos cuerpos. En la region entre 3.5 fm a 5 fm es donde
ocurren los cambios bruscos. Estos cambios pueden significar que en esta region existe
una fuerte repulsion entre los estados a tal punto que existe un cruce de funciones de
onda, o sea, que dos estados intercambien las funciones de onda entre si. Esto solo ocurre
cuando estos estados de igual simetria se acercan hasta un punto en el que la repulsion es
tal que provoca este efecto. De estudiar las figuras 3.9 y 3.10 apreciamos que mientras (3
aumenta ocurre que los estados se acercan mas, empezando por el estado base que desde
abajo «empuja» al resto de los estados. Esto provoca un efecto domino que conlleva a
que las distancias energéticas entre los estados de misma simetria sea menor, y por ende
aumenta la mezcla y la repulsion. Al igual que en el caso de dumbbell, existe una regién de
cambio de fase y una donde ya no podemos seguir afirmando que existe un tinico objeto (el
nicleo) si no mas bien varios fragmentos (particulas alfa). Para identificar estas regiones
nos hacen falta las figuras 3.8 a 3.10 siguiendo lo explicado en el apartado 3.2.1, donde a
diferencia del caso de dos cuerpos se va a encontrar que en la region de particulas alfas
separadas va a corresponder a tres fragmentos, sin embargo al comparar los diagramas
de correlacion de las figuras 3.2 y 3.8 las energias a las que los estados tienden van a ser
similares. Para el caso del tridngulo el cambio de fase ocurre entre 3 y 5.5 fm y la region
de particulas alfas separadas es a partir de 6 fm.

Regresemos a la regién donde ocurren los cambios bruscos en la zona entre 3.5 fm y 4.5
fm. Como se mencioné anteriormente pudiera ser que se deba al intercambio de funciones
de onda de misma simetria, un efecto bien conocido en la mecanica cuantica. Esto se
puede explicar debido a que la densidad de estados es mucho mayor (el doble) que el
grupo E} y atin mas en comparacién con los grupos del dumbbell. Incluso esto se ve en el
mismo rango energético, lo que provoca a su vez menor sepacacion energetica. Justo donde
ocurren esos cambios, las distancias se tornan infinitesimales. Si al variar 3, se tomara
pasos mas pequenos, las graficas de mezcla serian curvas mas continuas f, no contendrian
X

espacios, como entre las curvas <XIVE§ (8) ’XWE& (B = O)> y <XVE§ (B) |xtve (B =0) >

Para corroborar la idea de intercambio de funciones de onda, se necesita verificar las
regiones donde las curvas presentan valores cercanos a cero. En esas zonas si los estados
son de la misma representacion entonces al graficar de forma que se puedan apreciar esas
curvas en esas regiones deben de verse mezclas, aunque sean muy pequefias en comparacion
con las otras curvas. Ademas también hace falta realizar esto para las mezclas faltantes
€omo <XUE§ (B) ’XIEQ (8 =0) >, que como se ve en la figura 3.10 no esta graficada. Eso es
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debido que al graficar las curvas estas presentan valores mucho menores que los mostrados
en la figura 3.10.

Sin emargo al hacer lo dicho anteriormente, en vez de ver un comportamiento de mez-
cla entre los estados lo que vemos es una imagen similar a figura 3.7. O sea, en es-
tas zonas los estados no se mezclan, como por ejemplo <XVE§ (B) ‘XIVE% (B = 0)> y

<XHE§ () ‘XIEé (B = O)> Esto conlleva a la conclusion que los estados de EY se sepa-
ran en dos grupos que de tipos de simetria diferentes. jEsto implica que los estados que
pensabamos conformaban el grupo de E en realidad son dos grupos separados que perte-
necen a representaciones diferentes! Este hecho es muy sorprendente ya que quiere decir
que existe una simetria subyacente que no ha sido identificada. Para corroborar esto usa-
mos como base los estados de tipo E] y los otros dos que denominaremos Ey, y Ey,, donde
se usé esta nomenclatura pues son dos grupos que se mezclan con los estados provenientes
de s1/, ¥ py, respectivamente. Al usarlos como nueva base si nos devuelven los mismos re-
sultados que el calculo original quiere decir que efectivamente existen tres tipos de estados
de simetria diferente en la solucién numérica. Al realizar esto se corroboré la conclusién
que si estan separados en tres tipos de estados, obteniéndose los mismos resultados que el
calculo original. Al estudiar mas a fondo hasta el punto en que vimos resultados de facto-
res de la ecuacion (2.17) por separado, identificamos que el factor causante de separar los
estados B en By Ej es Y5 V3 (0;,0:) (2,1, 5,m| Ya, (6,9) [1/2,1',5',m’) presentes
en todos los términos de la ecuacién (2.17) y mostrados en las ecuaciones (2.20) y (2.22).

Hasta ahora en el marco de esta tesis no se ha encontrado respuesta para este suceso. En la
tabla 3.10 se encuentra la resolucién numérica y puede apreciarse que lo que originalmente
era supuestamente un solo grupo Ej, numéricamente se divide en Ey, y Ej,.

Tabla 3.10: Resolucion encontrada numéricamente en comparacion con aquella en la

tabla 3.4.
Resolucién de la Resolucién numérica
tabla 3.4
81/2 Eé Eés
Do Eé Eép
Psj Ei + E, B+ By,
ds/, E} + E; El + B,
ds/, E} +2F} El+ E, + Eép
fsp El +2F, El+ E), + Eép
frs (E] +2E%) + Ef, E} +2F;, + Eép
97/ (Ey + 2E%) + E) By + By, + 28,
9o/ (E] + 2ES) + E] + EY 2E + Ei), + 2E§p
hoys (E] +2ES) + E] + E} 2F) +2FE} + E’ép
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Otro analisis que se le realizé fue encontrar los multipolos principales, sobre todo en la
zona de § =2 a 3 fm. En las figuras 3.11 y 3.12 se muestran los resultados de considerar
en los célculos hasta un multipolo, A,,... En estas graficas ya estd tomado en cuenta el
hecho de que los estados pertenecientes a la representacion Ej se dividen en dos, Ey, y
E),, mostrando la resolucién de la tabla 3.10.

Usando las figuras 3.11 y 3.12 se puede determinar que tipo de interacciones son las prin-
cipales, elemento esencial para construir el ACFM, donde ademaés la figura 3.12 muestra
en la fila superior los traslapes finales después de separar los estados Ey en, Ey, y Ej,
para los estados de mas baja energia como referencia. Se puede notar que en comparacion
con la figura 3.10 los resultados son mas limpios y sin cambios bruscos. En la figura 3.11
se muestra, ordenado de izquierda a derecha empezando desde las gréficas superiores, los
resultados de considerar a \,,,, como 0, 2, 3 y finalmente el calculo sin corte superior en
los multipolos. Se puede apreciar que en los casos de A, =0 v 2 que la resolucion es
bastante diferente a la del calculo completo. Esto no se debe a que la simetria dependa
de los multipolos. Este comportamiento es debido al método que usamos para etiquetar
los estados, las mezclas. Estas si dependen de los multipolos fuertemente. Por tanto esto
es una evidencia directa de que aunque con con \,,.; =0 o hasta el segundo multipolo se
tiene una aproximacién hasta segundo orden decimal, las funciones de onda no contienen
el comportamiento correcto. Las funciones de onda y las mezclas son més sensibles con
respecto a que multipolos son los principales y nos permite ser mas fino y contundente
a la hora de realizar esta afirmacién. Ademas para el ACFM es necesario hacer calculos
de transiciones, las cuales se realizan usando las funciones de onda de los estados. En la
figura 3.11 se aprecia claramente que tomando a \,,, como 3 es suficiente para tanto el
valor de energia como para que las mezclas muestren la resolucion correcta principalmen-
te en la zona de f =2 a 3 fm. Para § = 6 y mayores es necesario incluir los multipolos
superiores pero con \,,.. = 5 es suficiente.
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Figura 3.11: Diagramas de correlaciéon con diferentes cotas superiores sobren la suma sobre los multipolos, A4z,
de la ecuacién (2.17). De izquierda a derecha empezando por la fila superior, los diagramas muestran
los resultados al tomar A, como 0, 2, 3, 4, 5 y el calculo completo. Para el calculo completo se
muestra la resoluciéon de la tabla 3.10.
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Figura 3.12: Se comparan las mezclas entre el calculo completo (fila superior) y al tomar A < 3 (fila inferior).
Los estados de referencia ’XIEi (8 = O)>,
diagrama de correlacié correspondientes a

B (fm)

B (fm)

X1y, (B = O)> y ‘XIEgp (8= 0)> Encima las curvas del
os estados mostrados en las mezclas.
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La figura 3.12 nos sirve como confirmacién final, como evidencia contundente de la afir-
macién anterior de que con .. = 3 es suficiente. Las graficas de la fila superior corres-
ponden al calculo completo mientras que las de la fila inferior corresponden a \,,.. = 3.
Se muestran las mezclas del primer estado de cada uno de las representaciones, F/, E}_
y Ej, en ambos casos. Como se puede apreciar son idénticas excepto para 8 > 5 fm. Por
ultimo, la figura 3.13 muestra la comparacion entre protones y neutrones para el caso de
tres cuerpos. Al igual que en el caso de dos cuerpos, el comportamiento es el mismo, solo

existendiendo un desplazamiento verticale para las energias en el caso del protén.
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-20
1dy,
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212 -
1ds),
-40
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Isi2

Isie |

~70 . I . I . I . I . I . I ~70 . I . I . I . I
0 0
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Figura 3.13: Comparaciéon entre los resultados obtenidos de la ecuacién 2.17 para neu-
trones (izquierda) y para protones (derecha).
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3.2.3. Caso tetraedro
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Figura 3.14: Valor de mezclas entre estados de simetria diferentes para el caso de cuatro
cumulos. Con este resultado se pueden separar los estados pertenecientes a
representaciones diferentes del mismo grupo de simetria. En la leyenda se
muestra que los estados pertenecen a dos representaciones diferentes, pero
no se ha hecho todavia la identificaciéon de estos con la resolucién de la
tabla 3.4.

Por dltimo tenemos el caso del tetrahedro en el cual & = 4. Para esta configuracion la
simetria es 7", explicado en la secciéon 3.1. Al igual que en el caso de tres cuerpos no se
conservan ni el momento angular ni la paridad e igualmente la resolucién es obtenida en
el apartado 3.1.2. La tabla 3.4 muestra que para el caso del tetraedro un nivel ({1/2)j
se desdobla en un tipo de dobletes, E’, y un tipo de cuadrupletes, G'. Nuevamente para
verificar numéricamente esta resoluciéon se hizo uso de los traslapes entre estados al igual
que se realizo en el apartado 3.2.2 usando el mismo criterio. Los traslapes calculados
que devuelvan valores en la regién de variacion numérica nos dicen los estados que no se
mezclan entre si y por ende pertenecen a tipos de estados de simetria diferente. En la
figura 3.14 se muestra ejemplos de calcular los traslapes entre tipos diferentes de estados
donde se evidencia que este comportamiento se rige para todo 5. En primera instancia de
nuevo corroboramos que para el caso de cuatro cuerpos la resolucién es en dos tipos de
estados, un tipo de doblete y un tipo de cuadruplete, como se encontro en el apartado 3.1.2.
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Otra vez se uso6 la tabla 3.4 para identificar que estados corresponden a que representacion
e igualmente que en el apartado 3.2.2 se usaron los estados con j = 1/2 que solo se desdobla
en solo estados pertenecientes a la representaciéon E’. De esta forma todos los estados que
no devuelvan traslapes con esos estados con j = 1/2 como los mostrados en la figura 3.14
seran de tipo E’ y los que si seran de tipo G’. Sin embargo a diferencia del triangulo aparte
de las mezclas, podemos usar la degeneracion para separar los dos grupos, el doblete y
el cuadruplete. Por eso separar los grupos de estados, pertenecientes a representaciones
diferentes, en el tetraedro es mas simple que para el triangulo.

Al igual que para los casos de 3 cuerpos y 2 cuerpos, es posible dividir en bloques la
matriz del hamiltoniano como se resume en tabla 2.1. En el tetraedro se dividen en tres
grupos de bloques, donde los estados degenerados del doblete de tipo E’ se encontraron
en dos de los bloques de los tres posibles, sin que se encuentren ambos en el mismo y sin
aparecer en uno de los tres. Por otra parte los estados degenerados del cuadruplete de
tipo G’ se present6 un solo estado en cada uno de los bloques donde aparece un estado de
simetria E’ y los dos restantes aparecieron en el bloque donde no hay estados de simetria
E’. En resumen tenemos dos bloques donde encontraremos todos los tipos estados y uno
donde solo encontraremos los del cuadruplete por lo que la degeneracion solo se obtiene
al tomar en cuenta los tres bloques.

En la figura 3.15 se muestra el diagrama de correlacién etiquetados con su respectiva
representacion. El caso de 4 cuerpos es un caso cuyos resultados encontrados se encuentran
en el intermedio entre los resultados del de dos cuerpos y del de tres. No tiene tanta
densidad como el tridngulo pero es mayor que el dumbbell y la interaccién es mas compleja
que el caso de 2 cuerpos mientras es inferior al de 3 cuerpos. Todo esto se puede ver muy
facilmente comparando las figuras 3.2, 3.15 y 3.15 entre si pero igual necesitamos estudiar
los traslapes para corroborar lo mencionado.
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B(fm)

Figura 3.15: Se muestra el diagrama de correlacién obtenido de resolver la ecuacion
(2.17) para el caso de cuatro cuerpos. Se etiquetaron los estados haciendo
uso de los traslapes entre estados y la tabla 3.4. Para el cédlculo de los
niveles de energfa se usé Vo = 32 MeV, V4 = 12,1 MeV fm? y o = 0,0511
fm=2.

Mostraremos nuevamente los estados desdoblados provenientes de las capas esféricas hasta
ldss,. En la figura 3.16 tenemos los traslapes entre los tres primeros estados del grupo
pertenecientes a la representacion G'. Al igual que para la representacién Ejy los dobletes
del caso de dos cuerpos se puede apreciar que no existe cambios bruscos. Igualmente
para explicar figura 3.16 se hace uso de los argumentos usados para el dumbbell. Otra
confirmacién de los resultados que la distancia energética y la densidad de estados son
factores importantes y muy dependientes de la deformacién del potencial.

En la figura 3.17 se muestran las mezclas del grupo pertenecientes a la representacién E’.
Aqui podemos apreciar los cambios bruscos en la zona entre 3.5 fm y 4 fm. Esta region
como en el caso de tres cuerpos es un foco importante que si no tuvieramos en cuenta
lo obtenido en el caso de tres cuerpos pensariamos que solo corresponde a una fuerte
repulsion entre los estados por las mismas razones dadas en el apartado 3.2.2. Al estudiar
las figuras 3.16 y 3.17 apreciamos que en el caso del tetraedro al aumentar § aumenta la
mezcla, provocando un efecto domino, como en el caso de tres cuerpos, que hace que las
distancias energéticas entre los estados de misma simetria sea menor y por ende aumenta
la mezcla y repulsiéon. Otra vez se presenta una region de cambio de fase y una donde ya
no podemos seguir afirmando que existe un tnico objeto (el niicleo) si no mas bien cuatro
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fragmentos (particulas alfa). Para identificar estas regiones nos hacen falta las figuras 3.15
a 3.17 siguiendo lo explicado en el apartado 3.2.1. Para el caso del tetraedro el cambio de
fase ocurre entre 3.5 a 5 fm y se consideran fragmentos separados a partir de 6 fm y las
energias a las que convergen los niveles de energia son similares a las encontradas en el
caso de tres y dos cuerpos.
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3.16: Se muestran las mezclas entre los tres primeros estados pertenecientes a la representaciéon G’. Encima
las curvas del diagrama de correlacié correspondientes a los estados mostrados en las mezclas. Los
estados de referencia tomados, en orden de izquierda a derecha, son primero |y;q¢ (5 = 0)), segundo

X1 (8" = 0)) y tercero [xirer (B = 0)).
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Figura 3.17: Se

muestran las mezclas entre los cuatro primeros estados pertenecien-

tes a la representacion E’. Encima las curvas del diagrama de correlacid
correspondientes a los estados mostrados en las mezclas. Los estados de
referencia tomados en la primera fila, en orden de izquierda a derecha,
son primero |xrg (8" =0)), segundo |xrre (8" =0)) . En la segunda fila

IX111er (B"=0)) ¥ ‘XIVE; (B = 0)>
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Los traslapes que presentan cambios bruscos en la region entre 3.5 fm y 4 fm se realizé
el mismo andlisis que en el caso de tres cuerpos. En el caso del tetraedro los traslapes a
estudiar serfan (xrrre (8) |[x1e (6 =0)) v (X118 (B) |X11187 (8" = 0) ), donde si los pasos
en [ fuesen infinitesimales no presentarian espacios, y (xre (8) |x1e (6/ = 0)) que no
aparecen. El resultado es que obtenemos que los estados que supuestamente deben de ser
todos de tipo £’ se dividen en dos: E y E, donde hemos usado la misma denominacién
que en el caso del tridngulo por la misma razon, son dos grupos que se mezclan con los
estados provenientes de si, y py, respectivamente. La forma de corroborar este resultado
es haciendo uso de los tres tipos de estados, Ef, E, y G’, como nueva base para los
calculos y si devuelven los mismos resultados que el calculo original entonces corrobora
que cada uno pertenece a una representacion diferente. Los resultados de realizar esto
corrobord que justo como se encontrd existen tres tipos de estados de diferente simetria.
Se encuentra ademas que Y5 Y3, (0s,00) (12,1, 5, m| Yo, (6, 9) [V/2,1,§', m") presentes en
todos los términos de la ecuacién (2.17) y mostrados en las ecuaciones (2.20) y (2.22)
son los causante de este efecto. Estos resultados obtenidos en tanto el caso de tres y
cuatro cuerpos no se encontrado respuesta en el marco de esta tesis y concluimos que esta
simetria subyacente no identificada no es particular de una configuracion geométrica. En la
tabla 3.11 se encuentra la resolucién numeérica y puede apreciarse que lo que originalmente
era supuestamente un solo grupo, £, numéricamente se divide en E y E.

Tabla 3.11: Resoluciéon encontrada numéricamente en comparacion con aquella en la

tabla 3.4.
Resolucién de la Resolucién numérica,
tabla 3.4

S1/2 E' E;

Do £ E;)

P32 G’ G’

ds/z G/ G/

d5/2 E' + G E;, +
f5/2 E'+G' Eg + G’
frr (E'+G)+ F E.+E, +G
97/ (E'+G)+ F E i+ E,+G'
Go/ (E'+G)+ G El +2G"
hyys (E'+G)+ & E, +2G"

Igualmente se encontraron los multipolos principales, sobre todo en la zona de § =2 a
3 fm. En las figuras 3.18 y 3.19 se muestran los resultados de considerar en los calculos
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hasta un multipolo, \,.... En estas gréficas ya esta tomado en cuenta la resolucién de la
tabla 3.10.

En la figura 3.18 se muestra, ordenado de izquierda a derecha empezando desde las gra-
ficas superiores, los resultados de considerar a A, como 0, 3, 4 y finalmente el calculo
sin corte superior en los multipolos. Se puede apreciar que ocurre como en el triangulo
comportamientos de las soluciones no esperados. De nuevo esto es debido a que el método
que usamos para etiquetar los estados, las mezclas es fuertemente dependiente de los mul-
tipolos y sirve como evidencia directa de que es necesario tener en cuenta mas que solo el
valor energético de los estados para poder encontrar los multipolos principales,para esto
hay que tomar en cuenta las funciones de onda y las mezclas que sirven como medidas
mas sensibles. En la figura 3.18 se aprecia claramente que tomando a A4, como 4 es
suficiente para tanto el valor de energia como para que las mezclas muestren la resolucién
correcta principalmente en la zona de f =2 a 3 fm incluso para 8 > 6 a diferencia del
caso de 3 cuerpos.
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Figura 3.18: Diagramas de correlacion con diferentes cotas superiores sobren la suma
sobre los multipolos, Apqz, de la ecuacién (2.17). De izquierda a derecha
empezando por la fila superior, los diagramas muestran los resultados al
tomar \,,q. como 0, 3, 4 y el calculo completo. Para el calculo completo se

muestra la resolucién de la tabla 3.10.
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Figura 3.19: Se comparan las mezclas entre el célculo completo (fila superior) y al tomar A, = 4 (fila inferior).

Los estados de referencia son |xqer (8 =0)), |xre; (B’ = 0)> y ‘XIE,’, (B = 0?. Encima se encuentran
las curvas del diagrama de correlacié correspondientes a los estados mostrados en las mezclas.
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La figura 3.19 nos sirve como confirmacién final, como evidencia contundente de la afi-
macién anterior de que con A, = 4 es suficiente. En la figura 3.19, las gréaficas de la
columna izquierda corresponden al célculo completo mientras que a la columna derecha
corresponden a ., = 4. Se muestran las mezclas del primer estado de cada uno de las
representaciones, G', E y E} en ambos casos. Como se puede apreciar son idénticas ex-
cepto para casi todo . Solo al final, despues de = 6 fm es que hay una ligera diferencia
entre las graficas de la columna izquierda con las de la derecha. Por ltimo, la figura 3.20
muestra la comparacion entre protones y neutrones para el caso de cuatro cuerpos. Al
igual que en el caso de dos cuerpos, el comportamiento es el mismo, solo existendiendo
un desplazamiento verticale para las energias en el caso del protén.

E (MeV)

~100 . I . I . I . I . I . I
0

B(fm) B(fm)

Figura 3.20: Comparacion entre los resultados obtenidos de la ecuacion 2.17 para neu-
trones (izquierda) y para protones (derecha).
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Capitulo 4

Resumen y conclusiones

En el marco de esta tesis se realizo el desdoblamiento de niveles nucleares, donde se asumio
una estructura ka + x para el nicleo, donde k es el nimero de cimulos, « es el cimulo
y x es un nucleén. Realizando un estudio similar al del modelo de Nilsson usamos un
potencial deformado, pero ahora de ciimulos nucleares, donde los ctimulos son particulas
alfa. Como deformacién se tomé a la distancia relativa al centro de masa del sistema
nuclear completo. Para ello hemos hecho uso del Modelo de Capas de Ctamulos (CSM
por sus siglas en inglés) descrito en la seccién 2.1. Se obtuvo el desdoblamiento de los
niveles de energia esféricos en funcion de la deformacion para diferentes casos de niimeros
de camulos, k, y configuraciones geométricas diferentes. Los casos estudiados fueron para
k = 2 la configuracion de dumbbell, para k& = 3 el tridngulo equilatero y para k = 4 el
tetraedro. La simetria de cada uno de estos casos se obtiene a través del factor geométrico
de la ecuacién (2.2), F Yy, (05, ¢), y fue analizado en los apartados 2.1.1.1 a 2.1.1.3 en
detalle.

Los resultados fueron obtenidos de resolver la ecuacién (2.17) en la base del oscilador
armonico. Haciendo uso de las condiciones del factor geométrico pudimos construir la
base de forma tal que en vez de resolver el problema de autofunciones y autovalores
para una matriz completa se resolvieron bloques matriciales mas pequenos de la matriz
completa, ahorrando recursos computacionales y tiempo, mostrados en la tabla 2.1 de
la seccién 2.2. La convergencia de la solucion numérica fue obtenida al tomar n = 15
capas en el calculo y hasta § ~ 6.5 fm, donde el minimo alcance de 3 ocurrié para el
caso del triangulo equilatero, donde las mezclas e interacciones son superiores a los otros
dos casos. Los tiempos para realizar el calculo numérico se encuentran en la tabla 4.1.
Como se puede apreciar la configuracion de mayor costo computacional fue el caso de tres
cuerpos y el dumbbell fue el de menos.

El primer resultado obtenido de este estudios es que los protones y neutrones no se
diferencian en el comportamiento del desdoblamiento de los niveles de energia esféricos
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Tabla 4.1: Tiempos realizados por el sistema de cémputo para realizar los calculos nu-
méricos de la ecuacion (2.17)

’ Casos estudiados \ Tiempo del calculo numérico ‘

Dumbbell 1 hora : 42 min:43 s
Tridngulo 1 dia : 9 horas : 28 min :16 s
Tetraedro 23 horas : 28 min : 42 s

en el CSM. Solo observamos que existe un desplazamiento vertical de los resultados,
debido a la disminucién del pozo de potencial por la repulsién coulombiana. Se pudo
observar ademas que la deformacion del ntcleo se relaciona con diferentes imagenes o
estados en los que pudiera estar el niclo, desde cero deformacion (8 = 0) que corresponde
a un nucleo esférico, a una regiéon de cambio de fase donde no es correcto hablar de un
nicleo pero todavia no corresponden a fragmentos separados (f entre 3.5 y 5.5 fm) y
finalmente cuando la deformacion es suficientemente grande (8 > 6 fm) y nos devuelve un
esquema y una imagen de degeneracion que corresponde a k veces a una particula. En
el caso del dumbbell seria 2a, el del triangulo serian 3« y el tetraedro 4a donde todos
concuerdan en el valor de los autovalores de energia de tales particulas alfa.

El segundo resultado importante proviene de la simetria de las configuraciones del sistema
ko + x. De las simetrias de nuestro problema y del hecho de encontrarnos en el marco de
referencia intrinseco del sistema, no todas las configuraciones puedieron ser etiquetados
por numeros cuanticos. El dumbbell es el caso en el que encontramos nimeros cuanticos
que si se pueden usar para etiquetar los estados: la proyeccién del momento angular total,
m, v la paridad, como esta explicado en la apartado 3.2.1. Para los casos del triangulos y el
tetraedro se necesitd encontrar la clasificacion de los estados segtin la simetria puntual que
corresponde a la configuracién geométrica de las particulas alfa, explicado en la seccién 3.1.
Para estas simetrias puntuales se encontré que en el caso del tridngulo iban a existir dos
representaciones para clasificar los estados, Ejy Ej, y para el tetraedro serian E' y G'.

Usando los traslapes, (x (8) |x+y (8")), en el calculo numérico se pudo separar en grupos
de simetria apartes los estados intrinsecos, obtener una indicaciéon de la mezcla entre
niveles y obtener otra medida de convergencia de la soluciéon. Este producto interno se
realiz6 fijando uno de los estados y estudiar como varia el valor de este producto interno
mientras se varian los estados y la deformaciéon. Asi se encontrd que existen estados para
los cuales el traslape siempre es cero (dentro del rango de la variacién numérica), por lo
que de esta forma podemos asegurar que pertenecen a simetrias diferentes. Aquellos por
otro lado aquellos cuyos valores no caen dentro del rango de la variacion numérica, nos
proporciond informacién acerca las principales interacciones entre los estados de misma
simetria. Los estados tomados como fijo fueron aquellos para cero deformaciéon, g = 0
fm, o sea los estados esféricos. Seguidamente usando el resultado de la resolucién en
representaciones de grupos puntuales y la de los traslapes, se pudo etiquetar los estados
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con su representacion correspondiente usando los estados pertenecientes a las 6rbitas con
j = /2 pues sus resoluciones devuelven una sola representacion.

Un tercer resultado, relacionado con el segundo, fue encontrar una simetria extra no espe-
rada en las soluciones. Esto se obtuvo al analizar con profundidad los traslapes en regiones
donde estas exhibian comportamientos bruscos. De esta forma se encontré que nuestra
resolucién encontrada describia bien un desdoblamiento, el de Ejy E} en el tridngulo y
el de ' y G’ en el tetraedro. Pero se encontré ademas que los estados de simetria EY del
tridngulo se dividen en dos grupos con traslape igual a cero, denominados Ej, y Fj,. Los
estados de simetrfa £ del tetraedro igualmente se dividen en dos grupos, E; y E,. La
razén por esto fue encontrada ser debido a la combinacién entre el factor geométrico y
del momento angular. Sin embargo en el marco de esta tesis no se ha podido encontrar
una explicacién de por qué ocurre esto y que significado tiene.

Por ultimo se encontraron los multipolos principales de esta interaccion. Este era uno
de las razones principales para realizar este trabajo pues es de vital importancia para la
creacion del ACFM. En el caso del dumbbell los multipolos principales son A = 0, 2, para
el tridngulo son A = 0, 2, 3 y para el tetraedro A\,.: = 0, 3, 4. En esto nos proporciond
mucha ayuda el usar los traslapes pues con multipolos inferiores era ya suficiente para
los autovalores de energias, sin embargo no era suficiente para el comportamiento de los
estados intrinsecos y ahi fueron los traslapes los que proporcionaron la indicacién correcta
de cual era el multipolo correcto. Los estados intrinsecos por su parte son vital para el
estudio de transiciones electromagnéticas.

En el 7?7 se menciond que los trabajos [14, 15, 16] se estudiaron el 2C y el 0, donde
se asumio que estan formados por k cimulos alfa en los vértices de un triangulo y un
tetraedro respectivamente donde la distacia de las particulas alfa al centro de masa de todo
el sistema es de aproximadamente 2 fm. Para comparar nuestros resultados con estudios
experimentales podemos asumir que los ntcleos vecinos, como 3C y el 7O, siguen una
estructura de k£ ciimulos alfa con una distancia al centro de masa de aproximadamente
2 fm (8 ~ 2) con un nucleén rodeando esta estructura. Entonces en nuestros diagramas
de correlacion para protones o neutrones de las figuras 3.5, 3.13 y 3.20 observariamos
para =2 fm el esquema de niveles presente, llenariamos los niveles con nucleones de
acuerdo con el principio de Pauli y el nivel en el que se encuentre el nucleén extra nos
dira que paridad y momento angular debe tener el nicleo y comparar esto con resultados
experimentales. Para el dumbbell, aunque no tenemos directamente el momento angular
total u orbital si tenemos la proyeccion y el momento angular total con energia mas baja
seria aquel para el cual 7 = m. Sin embargo esto no es posible hacer directamente para los
casos de tres cuerpos y de cuatro ya que los nimeros ctianticos ahi no se conservan. En este
caso es que hacemos uso de los traslapes donde nos sirve el hecho de haber escogido como
estados de referencia los esféricos. De esta forma podemos decir de forma aproximada cual
es el momento angular mas probable que pueda tener el estado. Para nosotros los traslapes
més importantes son aquellos que son de la forma (x, (3) |x~ (0)) que en la mayor parte de
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valores de (8 son los mayores. En el caso del dumbbell el nivel de energia que contendrian
el nucleén extra es el del estado ’Xl(g/rzr (ﬂ)> y el hueco ’X1(1/2)* (ﬁ)> Para el triangulo

el estado que contendria el nucledén extra seria ’ XIIE,, (6)> y el hueco ‘ X1Ey, (6)> y para

el tetraedro serian ’ XIIE, (6)> y ‘ XIE], (B)> respectivamente. Los traslapes de los estados
anteriores se encuentran en la figura 4.1. Como se puede apreciar el valor de ellos para
b ~ 2 fm se encuentran por encima de 0.95. Por lo que se puede asumir que para valores
de 3 cercanos a 2 fm el momento angular total y paridad para esos estados es el mismo que
los estados esféricos de donde provienen. Entonces el momento angular total y paridad
(J™) que asumiremos tiene cada estado serfa: el estado ‘ X1E, (6)> le corresponderia 3/27,

a los estados ‘XHEQP (B)> y ‘XIE{O (6)> seria 1/27 y a ‘XHE}, (ﬁ)> 5/27. En la tabla 4.2 se
encuentra un resumen de comparar nuestros valores teoricos propuestos con los valores
experimentales, segiin [23], que como se aprecia coinciden.

! —_‘;\
08 — <X, X, (0)> N
[ —  <Xue,|Xue,(0)>
— <X [Xw,(0)>
[ —  <Yue,[Yue,(0)>
0.6 B
/\> b
fa
El
I~
$ L
04+ B
0.2+ B
0 . | . | . | . | . | .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

B (fm)

Figura 4.1: Traslapes <XIE;, (6) ’XIE;, (O)>, <XHE;, (B) ’XIIEI’, (0)>, <X1Egp (B) ‘XIEép (0) >,
<XHEép (8) ’XIIEép (0) >

Con estos resultados podemos realizar para el futuro estudios en casos fisicos reales como
estudiar transiciones electromagnéticas en los niicleos *Be, B, B3C, N, 170 y 'F. Para el
caso del ?Be y B ya existe un trabajo hecho [24] el cual solo habria de afiadirle el estudio

60



Tabla 4.2: Comparacion entre valores experimentales y valores obtenidos del CSM del

momento angular total y paridad del niicleo (J™)
9Be | 9B | C | UB | BC | BN | B0 | BN | 170 | TR
Experimento | 3/27 | 3/27 | 3/a= | 3/27 | Y27 | Yo | /a7 | Yo~ | 5/oF | 5/o7
CSM 3fo7 | 3/ | 3/27 | 327 | Y2~ | 2= | 2™ | /2™ | 5/at | 5/t

de los traslapes por tanto nuestros esfuerzos se concentraran principalmente en *C, 3N,
170 y '"F. En estos trabajos uno de los objetivos principales es obtener la estructura de
bandas rotacionles. Ademas nos centraremos también en encontrar una explicacién para
la divisién de los estados de simetria Ej del triangulo en Ej  y E;, y la de los estados
de simetria E" del tetraedro en E} y E. Conjuntamente empezaremos el desarrollo del
ACFM en el sistema de referencia del laboratorio gracias a la informacién obtenida de los
multipolos principales.
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