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Introduccion

La presente tesis doctoral, estudia la fenomenologia relacionada con el surgi-
miento, reconocimiento y medicién de caos clasico y cuantico, de sistemas cuyo
origen es de algiin Hamiltoniano de interés con interacciones de muchos cuerpos.
En especial se aborda el modelo de Dicke, el cual es un Hamiltoniano que se ori-
gina dentro de la Optica cuantica y es estudiado por las aplicaciones que existen
en cavidades Opticas, en circuitos superconductores 6 QED, etc. Por otro lado se
brinda un amplio recorrido sobre el estudio del caos en sus respectivos marcos de
estudio, pues en la actualidad no esta bien definida alguna relacién entre aspectos
puramente clasicos con los que son de tipo cuantico.

El modelo de Dicke, brinda un puente de analisis entre estos dos mundos ya que
con este modelo se pueden construir estados coherentes que permiten mapear
aspectos clasicos a los cuanticos y viceversa. Dicho puente se hace mas visible
cuando el nimero de particulas que interactuan en el sistema crece, sin embargo
el reto computacional que se presenta también crece, por lo que muchos de los
resultados mostrados en esta tesis fueron calculados con el uso de supercémputo,
paciencia y tiempo. Pues como se menciona, los aspectos cuanticos de sistemas
con espacios de Hilbert grandes tienen una amplia dificultad computacional para
resolverse, ademds por el lado clasico los sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales requieren de técnicas numéricas eficientes para optimizar dichos proce-
sos de cdalculo. Para brindar al lector un soporte ante algunos conceptos la tesis
presenta una primer parte denominada antecedentes, dividida en dos capitulos la
cual brinda en el primer capitulo definiciones que posteriormente seran necesarias,
ademas de introducir en el segundo capitulo el modelo de Dicke, el cual describe
la interaccién de N dtomos de dos niveles con fotones de un modo interactuando
dentro de una cavidad optica.

La segunda parte muestra resultados de articulos que en colaboracién se han pu-
blicado, estas investigaciones buscan dar un mejor entendimiento al fenémeno del
caos, la relacion con las transiciones de fase cuanticas, la forma de localizacion
de estados coherentes y las formas de correlacionar estados evolucionados en el
tiempo, con el objeto de dar un atributo al estado cuantico como cadtico o regular,
y tener una analogia con la forma clasica la cual considera puntos en el espacio
fase con caracteristicas dinamicas que la clasifican de acuerdo a su exponente de
Lyapunov. El capitulo tres muestra un estudio al modelo en forma clasica, con
ayuda de la mecanica Hamiltoniana y de los sistemas dinamicos, para obtener
una relacion entre los parametros del sistema y el exponente de Lyapunov, como
cuantificador de caos, con ello mapas de caoticidad fueron obtenidos sobre super-
ficies de energia y para valores de pardametros diferentes. En especial se demuestra
que no hay una correspondencia con la denominada transicién de fase de estados
excitados y el surgimiento del caos, mas bien las rutas del surgimiento del caos,
dependen de la eleccion de los parametros que sean considerados y en especial
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para el caso cldsico que se corresponde con el limite termodindmico (N — o) es
sensible ante la eleccién de las condiciones iniciales del sistema.

En un entorno puramente cuantico no se pueden tener trayectorias que determinen
un exponente de Lyapunov como se define en los sistemas dindmicos continuos,
por lo que al tener N finito, otras observables inspiradas en la medicién de canti-
dades conservadas, permiten hacer una analogia con la definicién de integrabilidad
y dar en forma cualitativa una representacion grafica denominada red de Peres,
la cual consiste en graficar los valores propios de energia con el valor de expec-
tacion de algin operador P, en base a esta red, caminos clasicos de condiciones
iniciales pueden ser seleccionados y el estudio de las series de tiempo de soluciones
numéricas de las ecuaciones de Hamilton, mostraron la bifurcacién de frecuencias
que son consistentes con la complejidad que adquiere el sistema al aumentar la
energia 0 el acoplamiento entre los atomos y los fotones, mientras que a bajas
energias la integrabilidad predominaba y se ve reflejada en la aparicion de dos fre-
cuencias fundamentales, las cuales son equivalentes a las que se obtienen en forma
cuantica. Para ampliar la comprensién de la asociacion entre aspectos clasicos y
cuanticos, una herramienta muy 1til fue empleada, y consistié en el uso de estados
coherentes, los cuales brindan un apoyo muy practico en la localizacién de puntos
clasicos a un estado cuantico como un puente entre ambas perspectivas, dicha
localizacién mostro ser dependiente de la eleccion de la condicion que se tomara
en el espacio fase y resulté ser sensible en su estructura si se consideraba un punto
regular 6 un punto cadtico, ademas de tener la dependencia de N, pues la for-
ma en el escalamiento del valor de la razéon de participacién del estado coherente
mostré un crecimiento lineal para los estados cadticos y un crecimiento en forma
de raiz si el estado coherente tomado era regular, esta investigacién se presenta
en el capitulo cuatro denominado ruta al caos cuantico.

Debido a que los aspectos dindmicos dentro de la teoria cuantica, son muy relevan-
tes en el estudio del caos, en el capitulo cinco se muestra la investigacion realizada
con la evolucién temporal de los estados coherentes, en especial en el contraste de
la evolucion de un estado coherente comparado consigo mismo al tiempo cero, en
la literatura este contraste se llama analisis de autocorrelacion y en la perspectiva
cuantica se denomina probabilidad de supervivencia. En este capitulo un resul-
tado analitico es mostrado en términos de la funcién especial de Jacobi, el cual
es aplicable en las regiones de baja energia, pues como se mencioné antes, de los
diagramas de bifurcacién y de los mapas de caos, se muestra que en estas regiones
la zona regular predomina.

En el capitulo seis, la investigacién se enfoca directamente en el espectro de energia
y la evolucién temporal de observables, sin la necesidad de acudir a estados cohe-
rentes, por tal motivo en este contexto los calculos tienen un origen puramente
cuanticos ya que no necesitan de algin parametro que designe alguna condicién
inicial clasica. Al emplear el correlador microcanénico ordenado fuera de tiempo
6 también llamado MOTOC (por sus siglas en ingles) la emergencia de un expo-
nente de Lyapunov cudntico puede determinarse, dicho parametro cuantifica la
aparicion de caos cuantico de los estados propios del Hamiltoniano, un resultado
que es muy interesante y relevante en la concepcién de atribuir a un estado cuanti-
co, la propiedad de ser cadtico 6 regular. Finalmente las conclusiones generales
de esta tesis son mostradas, remarcando algunos de los aspectos particulares que
definen, y muestran la fenomenologia relacionada con la complejidad del sistema
en el estudio del caos.
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Capitulo 1

Fundamentos

“Nunca consideres el estudio como una obligacion, sino como una oportunidad para penetrar
en el bello y maravilloso mundo del saber.”
-Albert Finstein-.

1.1. Analisis clasico

La teoria del caos es un &drea de investigacion presente en muchos sistemas
dindmicos y forma parte intrinseca en cierto tipo de sistemas Hamiltonianos para
algunos modelos fisicos.

La dindamica de un sistema puede tener basicamente dos tipos de comportamiento
en funcién de los pardmetros que lo conforman y de la condicién inicial que se
considere. Estos tipos de comportamiento son regulares o cadticos, y pueden ser
distinguidos entre si, de formas cualitativas, como lo son las secciones de Poin-
caré, en analisis de bifurcacién etc, o los métodos cuantitativos como el calculo
del exponente de Lyapunov [4] o el método discriminador SALI etc.

El exponente de Lyapunov mide la separacién en el espacio tangente del siste-
ma dindmico en cuestion y si el valor de este nimero es menor a cero 6 cero, la
dindmica de la trayectoria sera regular, si el valor del exponente de Lyapunov es
positivo la trayectoria tendra un comportamiento cadtico. Otro factor importan-
te, que por lo general presentan los sistemas cadticos, es que son No-lineales, es
decir presentan un grado de complejidad en su estructura y en los sistemas que
son Hamiltonianos se presenta cuasiperiodicidad otorgando una simetria en los
exponentes de Lyapunov.

1.1.1. Caos

En la actualidad aun no existe un consenso en la definicién formal sobre ;cuan-
do un sistema es cadtico?, sin embargo hay caracteristicas en las que la comunidad
coincide al momento de definir un sistema como cadtico. Y estas caracteristicas
deacuerdo a Skokos [5] son:

1. El sistema es determinista.

2. Evolucién temporal aperiddica.
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3. Exponente de Lyapunov positivo (de esta propiedad se hablard de forma
méas extensa en la siguiente seccién).

4. El sistema es confinado, es decir las trayectorias estan dentro de una region
finita globalmente en el espacio fase accesible.

5. No linearidad del sistema.

El caos determinista se puede producir en sistemas simples y con pocos grados
de libertad y la dindmica puede ser increiblemente compleja, un ejemplo comun
de un sistema Hamiltoniano cadtico es el del péndulo doble el cual presenta las
caracteristicas mencionadas y ha sido estudiado en la literatura de forma amplia.

1.1.2. Exponentes de Lyapunov

Ya que desde el ano 1963 se observo la peculiaridad de las trayectorias que for-
maban una estructura de mariposa, en el conocido sistema de Lorenz, y el famoso
efecto que tiene el nombre de efecto mariposa, es a partir de este fenémeno que
surge con gran fuerza el estudio de lo que ahora se conoce como teoria cadtica,
y asociado a ello, un ejercicio interesante es medir la caoticidad en la dinamica
de una solucién. Asi se remonta al ano 1892 en Rusia el trabajo del matemético
Lyapunov sobre estabilidad, quien ya habia realizado estudios sobre este compor-
tamiento adelantandose a su época y forjando las herramientas que anos después
con la ayuda de los procesos computacionales facilitaron el entendimiento de sis-
temas mas complejos que los analizados con anterioridad con solo papel y pluma

[4, 5, 6].

El concepto introducido por Lyapunov es el de medir el radio de divergencia
con la que dos trayectorias cercanas entre si se separan, en el caso de un sistema
caotico esta separaciéon sera exponencial en el tiempo.

Ecuaciones variacionales

En sistemas regulares o no cadticos, la distancia ||dx(¢)|| entre una trayectoria
y una perturbacién a ésta es cercana a cero y esta distancia a través del tiempo
se podria incrementar algebraicamente o tender a ser cero. En sistemas cadticos
la distancia crece exponencialmente en el tiempo (ver figura 1.1).

lox(t)]| ~ e*[lox(0)]]- (1.1)

El parametro que caracteriza esta inestabilidad a lo largo de una trayectoria puede
ser definido tomando el doble limite
10x(2)]l

1
A=1lim lim —In——= (1.2)
t—00 ||6x0||—0 ¢ ||0x0|

Cuando el limite existe y es positivo, la trayectoria es extremadamente sensible
a las condiciones iniciales y la condicion inicial es llamada cadtica. El parametro A
es el Ezponente Caracteristico de Lyapunov (LCE por sus siglas en ingles). Para

6
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x(t)

\ ox(t)

4

Bxo ™\ X(t)+6x(t)

Figura 1.1: Separacién entre una trayectoria y una perturbacién de si misma en el
tiempo.

obtener el LCE es necesario resolver las ecuaciones dindmicas F(x) y la matriz
fundamental simultaneamente ® [5, 6],

(zI(’) B (Dx];’((fg@) ) (1.3)

donde Dy F'(x) es la matriz Jacobiana con condiciones iniciales

(si0) - (¥) e
en esta forma dxg como funcién de xg, estd dada como
Ix(t) = ®(x0) - 6xo. (1.5)
Observaciones

1. De la ecuacion 1.3 para ® llamada ecuacion variacional es una matriz eva-
luada en el tiempo para la ecuacion diferencial lineal del sistema. Esta es
la linearizacién del campo vectorial a lo largo de la trayectoria ¢: Si la
trayectoria cambia la ecuacion variacional también cambia.

2. Para una perturbacién dxq de xq la evolucién temporal esta dada como se
ve en la ecuacion (1.5).

La perturbacion dxg puede ser interpretada en dos maneras: Como una per-
turbacién del sistema o como un vector finito evaluado sobre la linearizacién
del sistema.

3. Para sistemas auténomos, la ecuacién variacional se simplifica como

® = D, F(¢(x))@(x),

d(xq) =1 (1.6)

4. Para sistemas no auténomos con forzamiento anadido, x = F(x,t) + G(t),
la ecuacion variacional es
® = D, F(p(x,1)®(x,1),

@(Xo,tg) =1 (17)

Notar que GG no aparece explicitamente, pues esta implicita en la trayectoria

o(x,1).
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1.1.3. Flujos Hamiltonianos

En un sistema Hamiltoniano con d grados de libertad se tendra la funcion
Hamiltoniana en términos de las variables candnicas conjugadas ¢; y p; (con i =
{1,...,d}) es decir H = H(q, p), las ecuaciones de Hamilton estdn dadas por

- OH
B Ip;

OH
- Jg;

i
(1.8)

pi =

Donde las ecuaciones (1.8) forman un conjunto de 2d ecuaciones diferenciales
x = (q, p) que en general estan acopladas entre si, generando el sistema dindmico
F = F(q,p), con

oH OH oOH oH

F ={F =— Fy=—F,1=——, ..., F5g=——}.
(q, p) { 1 d apd, +1 o 2d 944

. 1.9
o1 (1.9)

Al calcular la divergencia de (1.9) puede verse claramente que este resultado es
cero, es decir

V. F=0. (1.10)

Al considerar la funcién ®, y al tomar el determinante de la matriz ® se puede
mostrar que el flujo Hamiltoniano se conserva (debida la conservacion del volumen
por el teorema de Liouville), esto se puede probar al tomar la ecuacién (1.3),

V-F=T1r (@t@t_l) = 2T (In®,) por tal motivo Tr (In®;) = fOtV - Fdr. Un

— oo V-Fdr

flujo arbitrario tendra un determinante det ®, , y como para un flujo

es Hamiltoniano V - F' = 0,
det &, =1, (1.11)

en efecto el elemento de volumen infinitesimal es constante en el tiempo.

1.1.4. Espectro de Lyapunov

El LCE no caracteriza completamente la inestabilidad de un sistema d dimen-
sional debido a que existen d exponentes de Lyapunov definiendo lo que se conoce
como espectro de Lyapunov {\;} coni=1,... d.

Para sistemas continuos en el tiempo se tiene

d

> XN = (V- F(x)), (1.12)

=1

donde (-) denota el promedio temporal.

Para un sistema Hamiltoniano o un mapeo simpléctico la suma de las compo-
nentes del espectro de Lyapunov suman cero ya que V - F' = 0., el espectro de
Lyapunov refleja la simetria referida a la regla de paridad [7]. Esta simetria es
una consecuencia de la estructura simpléctica y para un sistema con d grados
de libertad (tendra 2d exponentes de Lyapunov), los exponente de Lyapunov son
consistentes con la relaciéon

)\i - —)\Qd,i+1 Z == 1, e ,d, (113)
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esto reduce a la mitad el calculo del espectro de Lyapunov.
En general en un sistema Hamiltoniano existen 2d direcciones e diferentes en el
espacio tangente en el punto x del espacio fase.

A(x,e) = lim l111 | ®4(x) - e | (1.14)
t—oo t

al etiquetar e; la direccién ¢ del exponente de Lyapunov de las 2d diferentes

direcciones en el espacio tangente \; = A(x,e;). Al identificar la direccién e;

perteneciente al exponente de Lyapunov mas grande A; se obtiene el exponente

caracteristico de Lyapunov A. En base a la ecuacion (1.14)

| B,(x) - e |*= 6@, (x)®,(x)e, (1.15)

los elementos del espectro de Lyapunov son calculados como los eigenvalores
oi(x,t) de la matriz real simétrica no-negativa ®;(x)®;(x) como

1
Ai(x) = lim — Inoy(x,t). (1.16)
t—oo 2t
El exponente de Lyapunov esta asociado a una trayectoria dada con una con-
dicién inicial xg, si el sistema no es ergddico [8]. Las fluctuaciones en el célculo
del LCE son caracterizadas como un aspecto relevante de sistemas caéticos [9)].

1.2. Analisis cuantico

A diferencia de los sistemas clasicos en la mecanica cudntica no se puede tener
el concepto de trayectoria, ya que el principio de incertidumbre de Heisenberg lo
prohibe. Por otro lado la ecuacién de Schrodinger es una ecuacién lineal, por lo
que la nocién clasica de caos no pude ser abordada del mismo modo. Con estas
constricciones en la propia teoria cuantica se complica la definicion de caos cuanti-
co, sin embargo hay criterios que nos pueden ayudar a analizar comportamientos
complejos, que en forma analoga podrian denominarse como comportamientos re-
gulares o cadticos en términos de los parametros que controlen su estructura.

Dentro de las ultimas décadas el estudio del caos cuantico se ha visto analiza-
do por diferentes personalidades como Michel Berry [10] quien en su trabajo re-
lacioné propiedades estadisticas del espectro cuantico con comportamiento cadti-
co o regular en analogia a su forma clasica. Desde entonces numerosos sistemas
cuanticos han sido analizados desde este punto de vista, desde billares cuanticos,
cavidades en microondas, sistemas atomicos, sistemas moleculares y sistemas nu-
cleares.

La idea intuitiva de caos se basa en la inestabilidad del sistema ante pequenos
cambios. La sensibilidad a las condiciones iniciales es lo que utilizamos para defi-
nirla matematicamente, siendo cuantificada con el exponente de Lyapunov. Una
caracterizacion alternativa del caos clasico, es la sensibilidad a pequenos cambios
en el Hamiltoniano, en lugar de pequenios cambios a las condiciones iniciales [11].
En la literatura sobre el tema solo existen ejemplo de sistemas concretos pero no
una teoria general sobre la inestabilidad del Hamiltoniano ante pequenas pertur-
baciones.

Una buena parte de la literatura utiliza la denominacién de caos cuantico cuando

9
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su andlogo sistema clasico es cadtico. Esta definicién no incluye a sistemas sin
limite clasico claro, como los sistemas de muchas particulas como el modelo de
Ising etc.
En este sentido M. Berry propuso una de las definiciones mas aceptadas de caos
cuantico al que denominé caologia cudantica.” La caologia cuantica es el estudio del
comportamiento semiclésico, pero no clasico, caracteristico de los sistemas cuyo
movimiento cldsico exhibe caos " [12].
En este trabajo se ha efectuado la investigacién de forma clasica, ademas de tra-
bajar en el limite semiclasico en el modelo que se estudia y en su forma cuantica.
El conocimiento entre la relaciéon entre la mecanica clasica y la mecanica cudnti-
ca ha aumentado en gran medida y el propdsito de este trabajo es mostrar algunas
relaciones que existen entre estos dos mundos de estudio usando algunos cuanti-
ficadores que tienen relacién entre si, dando un puente entre la naturaleza de la
fenomenologia del caos en el modelo que se aborda en este trabajo.

1.2.1. Estadistica espectral

En 1973, Percival [13] conjeturd que existian dos tipos de espectro de energias
para un sistema ligado con més de un grado de libertad. El espectro regular que
aparece cuando el movimiento clasico es integrable y el espectro irregular que su-
cede cuando no existen suficientes constantes de movimiento.

La principal diferencia entre el comportamiento del espectro entre sistemas in-
tegrables y aquellos que no lo son es la posibilidad de que los niveles se crucen
cuando variamos un parametro del sistema. Si el sistema es integrable, cada nivel
viene caracterizado por tantos nimeros cuanticos como grados de libertad tiene
el sistema. En sistemas no integrables los niveles de energia estan muy correla-
cionados si los estados poseen las mismas propiedades de simetria. El espectro
de energias constituye un observable puramente cuantico, cuyas propiedades es-
tadisticas nos permiten distinguir entre un sistema regular y cadtico.

Histéricamente la investigacion de las propiedades estadisticas del espectro de
energias, ha sido estudiado principalmente por la Teoria de Matrices Aleatorias
(RMT por sus siglas en ingles). En 1962 [14], Dyson demostré que existian tres cla-
ses de universalidad para las matrices aleatorias dentro de la ecuacién de Schrodin-
ger de acuerdo a sus propiedades fundamentales de simetria. Los Hamiltonianos
que poseen simetria bajo inversiéon temporal y simetria ante rotaciones se pueden
representar por matrices reales invariantes bajo el grupo de transformaciones or-
togonales. Este tipo de matrices también puede representar sistemas con simetria
bajo inversion temporal y espin entero, aunque la invarianza bajo rotaciones no se
cumpla. Los Hamiltonianos sin la simetria bajo inversiéon temporal se pueden re-
presentar por matrices Hermitianas invariantes bajo el grupo de transformaciones
unitarias. Los Hamiltonianos con la simétrica temporal, con espin semi entero y
con ruptura de la simetria bajo rotaciones pueden ser representados por matrices
reales cuaternionicas invariantes bajo el grupo de transformaciones simplécticas.
La observacion de que los resultados de la RMT se aplican no sélo a sistemas
complejos con muchos grados de libertad, sino también a sistemas con pocos gra-
dos de libertad pero con dinamica cldsica cadtica, en cierto modo, es equivalente
al descubrimiento de movimiento irregular en sistemas clasicos sencillos. En 1984
Bohigas, Gioannoni y Schmit (BGS) propusieron en su trabajo [15] la conjetura
que enuncia que: “Las fluctuaciones del espectro de sistemas cudnticos invarian-

10
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Figura 1.2: Distribuciones P(s) para el modelo de Dicke, en funcién de los parametros:
j = N/2 y acoplamiento A, donde N representa el nimero de particulas, las curvas
azules representan un ajuste de la distribucién de Poisson y las curvas rojas son las
distribuciones de Wigner respectivamente (Imagen tomada del articulo [1]) .

tes bajo tnversion temporal cuyos andlogos cldsicos son sistemas K son iguales
a los predichos por Ensambles Ortogonales Gaussianos (GOE por sus siglas en
ingles)”, donde los sistemas K son sistemas cuyo espacio fase es completamente
cadtico, a estos sistemas no es posible aplicar el teorema KAM ya que la posible
perturbacion es tan fuerte que podria destruir por completo los toros invariantes,
las orbitas periédicas son todas inestables. Todos los sistemas K son ergédicos.
Debido a la conjetura de BGS la medicién de las fluctuaciones en el espectro suele
realizarse empleando analisis estadisticos como la distribucion del espaciamiento
P(s) entre los niveles del espectro de energia: tal que s; = E;y1 — E;. La P(s)
mide las correlaciones de corto alcance en el espectro y la repulsién de niveles.
Una buena aproximacion a la P(s) para GOE es la distribuciéon de Wigner,

P(s) = gs exp <—252) , (1.17)

la cual corresponde al caso cadtico de acuerdo a la conjetura BGS. En este caso
P(0) = 0y para s — 0 P(s) ~ s. En el caso regular, los niveles se comportan
como si no estuvieran correlacionados. La P(s) sigue una ley de Poisson e, la
estadistica de Poisson corresponde con el caso regular, no hay repulsion de niveles,
P(0) = 1.

A modo de ejemplo, la figura 1.2 muestra la tendencia de las distribuciones
de P(s), para el modelo de Dicke, el cual presenta limites cadticos y regulares en
funciéon de algunos de los parametros que lo conforman. Como se aprecia para
valores pequenios de A la distribucién de Poisson predomina, es decir el sistema
tiende a comportarse en forma regular de acuerdo a BGS y para valores de A
mayores la distribucién de Wigner se ajusta mejor, por lo que se concluye que
las propiedades cadticas predominan. Es notable que el ajuste a las distribuciones
mencionadas, se ajusta mejor cuando el nimero de particulas crece, esto se debe
a que el limite cldsico es mas cercano lo cual es consistente con la conjetura de

BGS.
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1.2.2. Redes de Peres

La nocion de integrabilidad proviene de la fisica cldsica, donde un sistema inte-
grable tiene tantas cantidades conservadas como grados de libertad. Estas érbitas
pueden ser mapeadas en el espacio fase por toros los cuales al emplear secciones
de Poincaré mostraran un comportamiento regular. Si se agrega algun tipo de
perturbacion en el Hamiltoniano clasico, algunas de las cantidades conservadas
comenzaran a dejar de ser integrables, ademés si la perturbacion se incrementa el
toro sera destruido de acuerdo a la teoria KAM y el caos surgira.

Sin embargo para un sistema cuantico la definicién de integrabilidad no podria
ser la misma que la de la fisica clasica, debido a que no se puede emplear como
tal el concepto de trayectoria.

Siguiendo esta idea A. Peres [16] enuncia una analogia en un sistema cudntico
cuyo analogo clasico es integrable, deberia tener un espectro regular de acuerdo a
la estadistica de niveles discutida en la seccién previa. En esta misma linea, para
un sistema no-integrable la ausencia de regularidad puede ser observada. Cuando
un sistema cudntico es integrable, se puede asociar a un Hamiltoniano Hj sin per-
turbar un grafico de las energias individuales contra los respectivos eigenvalores
de una constante de movimiento P (llamado operador de Peres), el cudl satisfa-
ce [Hp, P] = 0, dicho gréafico formara una red de puntos distribuidos en forma
regular. Cuando el sistema es perturbado, H = Hy + vHy, con [Hy, P] # 0 la
no-integrabilidad surgird y P dejard de ser una cantidad conservada. El efecto
producido por la perturbacion, desorganizara los puntos de la red en el gréafico
llamado red de Peres. Peres noté que en un sistema clasico fisicamente, el prome-
dio temporal de cualquier cantidad que depende de las variables canénicas es una
constante de movimiento, para sistemas cuanticos, esto seria correspondiente a
los valores de expectacion del operador de Peres. Como se aprecia en las redes de
Peres de la Fig. 1.3, del modelo geométrico colectivo [2], el pardmetro B interpre-
ta la perturbacion entre la integrabilidad a la no-integrabilidad y al aumentar el
pardmetro B, la regularidad se pierde ante los operadores L? y H' en el respectivo
modelo. Es notable observar que las perspectivas de la red dependen del operador
de Peres que sea considerado en las imégenes que proveen las redes de Peres. Y
tambien es importante resaltar que la visualizacion de las redes son un resultado
cualitativo a la aparicién de caos o regularidad cuantica.

1.2.3. Funcion de Husimi

La funcién de Husimi o también llamada la funcién @ [17] es una distribucién
de quasiprobabilidad en el espacio fase. Su principal funcién es mantener un acer-
camiento entre el modelo cuantico y el modelo cldsico mediante un mapeo en el
espacio fase del sistema. La funcién @) es definida como el valor de espectacion de
la matriz de densidad p en un conjunto de estados coherentes |z(g,p)) o estados
Gaussianos que minimizan el principio de incertidumbre, tal que AgAp = h/2, de
este modo:

Q = (z(a,p)|pl=(q,p)), (1.18)
si se considera un estado puro la funciéon de Husimi se calcula como,
Q(p,q) = [{z(¢. p)|¥)*. (1.19)

En un contexto la funcién de Husimi puede considerarse como una convolucién
de la funcién de Wigner con una funcion Gaussiana cuya propiedad es tener un

12



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Figura 1.3: Red de Peres, para el modelo geométrico colectivo [2], para dos operadores
diferentes L? y H' en funcién del pardmetro B.

comportamiento suave a diferencia de la funciéon de Wigner y ademas la funcién
() es definida positiva. Estas propiedades permiten una mejor descripcion de la
correspondencia entre el sistema cuantico y el clasico, sobre todo en sistemas
cuanticos cuyo analogo clasico es cadtico, debido a la complicada estructura del
espacio de fases cldsico en estos sistemas.

Para autoestados |Ej) con energia Ej la funcién @ es el médulo cuadrado de
la proyeccién de estados coherentes en el estado propio dado. Asi la funcién de
Husimi, es

Qu(p, q) = |(z(q, )| Ex)|*. (1.20)

Este puente se hace mas directo cuando el factor h.s¢ se hace mds cercano a cero
ya que la celda del volumen de la escala de Planck tiende a ser nula. En el mo-
delo descrito en esta tesis el factor de escala h.f; es inversamente proporcional
a la cantidad A de particulas descritas por el Hamiltoniano considerado, por lo
cual entre mayor cantidad de particulas el comportamiento clasico es mas claro.
el limite clasico se alcanza cuando tedricamente el nimero de particulas es infi-
nito (AN — 00), en la literatura esta correspondencia es conocida como el limite
termodindmico.

1.2.4. Razén de participacién (PR)

La razén de participacion (PR por sus siglas en inglés) es una medida de
localizacién de un estado cudntico que fue introducida hace varios afos [18, 19].
Este indicador ha sido aplicado en el estudio de equilibrio de sistemas de muchos
cuerpos en modelos cuanticos cerrados [20]. En especial ha sido empleado para
mostrar la relacién entre caos cuantico y delocalizacion.

13



1.2. ANALISIS CUANTICO

Para un estado cudntico puro |V), expandido en alguna base {|¢)} de dimensién
N, la razén de participacion se define como,

1
Pp = . (1.21)

S | w) 4

La razén de participacién estd definida en un intervalo Pg € [1, N]. Cuando
Pr = 1, significa que el estado |¥) es idéntico a uno de los estados de la base
en la que se expandié el estado puro, y se considera que tiene un maximo de
localizacién. Por otro lado si cada estado de la base expandida contribuye de la
misma manera, se tiene que (¢,|¥) = 1/v/N, en este caso, P = N.

En la literatura también es posible encontrarlo como el inverso de la razén de
participaciéon 6 I PR (por sus siglas en ingles), que se define literalmente como el
reciproco del Pg, es decir:

N

IPR=—=> [{g|¥)* (1.22)

k=1

Debido a la caracteristica cuantitativa que otorga el Pr una medida de locali-
zacion, en un sistema cuantico, el Pgr ha dado origen a diversos trabajos como
una forma en la que se puede hacer una cuantificacion de caos, sin embargo es
importante resaltar que dicha medida depende de la base en la que se hace la
expansion.

1.2.5. Probabilidad de Supervivencia

La probabilidad de supervivencia, se define como la probabilidad de encontrar
al tiempo t un estado inicial evolucionado en el tiempo, por ello en ocasiones se le
considera como una funcién de autocorrelacion, la probabilidad de supervivencia
6 SP se define de la siguiente forma,

2

SP(t) = |(T(0)[W(t

2 _ Z |Ck‘2€fiEkt
k

= IPR+ Y |exf|ew[?e B, (1.23)
kK

donde ¢ = (Ex|¥(0)) es la proyeccién en términos de los autoestados del Hamil-
toniano |Ey), e IPR =", |cx|* es el inverso de la razén de participacién definido
n (1.22), identificando {|¢x)} con los autoestados {|Ex)} del Hamiltoniano.
A tiempos muy cortos la SP muestra un comportamiento universal, el cual hace
que decaiga en forma cuadratica y a tiempos muy largos, la SP se saturara. De
acuerdo a (1.23), el IPR es el valor al que converge la probabilidad de super-
vivencia cuando el tiempo crece, esto es debido a que si no se presentan muchas
degeneraciones en el espectro del sistema, el segundo término se promediaria como
cero. Las fluctuaciones temporales de SP(t) son del orden del IPR [21], esto se
concluye del siguiente desarrollo en el que se muestra explicitamente este calculo.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Escribiendo SP como

P(t) = |y lenf?e 4|
— Zk|ck‘|2 iEt Zk |Ck:’|2 —iEt

= lenlt + X2 lenPlew|? exp [i(Ey — E})] .
k' 4k

=" lex* + 2kkzk ek |?|ch|? cos [(EBy — Ew)t] .
) <

Al tomar el promedio temporal a tiempos grandes, la funciéon coseno promedia a
cero. Si el sistema no presenta degeneraciones se tiene que,

_ SP(t')dt'
SP = lfm 20— o Z x| = IPR, (1.24)

Para calcular las fluctuaciones temporales en la probabilidad de supervivencia, se
calcula,

2
Sp(t)2 = <]PR+2 Z |Ck|2|0k’|2 COS[(Ek — Ek/)t]>
kk'<k

=IPR*+4IPR Y |ep|*|ew|* cos[(Ex — Ep)t]

kK <k

1437 S ferllen Pled?len

Kk <k £
<t
cos|(Ey — Ep)t] cos|(Ey — Ep)t]
=IPR* +4IPR Z w2 cwr|? cos[(Ex — Ep)t]

kk'<k
+4 Z |Ck|4’0k/|4 COS2[(Ek — Ek/)t]
kk' <k
4 erllew Pledlen P x
kK <k £k
o<t

cos|(Ex — Ey)t] cos[(Er — Ep)t].

Tomando el promedio a tiempos largos, la funciéon coseno y el producto de la
funcién coseno promedia a cero, asumiendo que el sistema no tiene degeneraciones
se tiene que,

SP?=IPR*+4 Y |epf*|ew|*cos?[(Ey, — B )t]

kK <k

=IPR*+2 ) |ex|*low]*
kk'<k

=IPR*+ ) |ex|*|cw|* —Z|ck|8—2IPR2 Z|ck|8
kK’

Como el tdltimo término es positivo (y en la mayoria de los casos muy pequeno),

se puede escribir
SP2 <2IPR%
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Por lo tanto la varianza de la fluctuacién temporal de la probabilidad de supervi-
vencia es
o2, = SP2— SP° <2IPR?— IPR® = IPR?,

implicando que
osp S IPR. (1.25)

1.2.6. OTOC

La dindmica que involucra problemas de muchos cuerpos cudnticos fuera de
equilibrio es un objeto de amplio estudio que abarca desde la teoria de cuerdas y
agujeros negros hasta la materia condensada, la fisica atomica y la fisica nuclear.
En especial en la teoria Hologréfica se investiga la conexion entre la fisica de un
agujero negro y la dindmica cudntica como formas duales en su tratamiento [22].
En esta vertiente, el caos que se observa dentro de la dindmica de un agujero
negro puede estudiarse por medio de un correlador ordenado fuera de tiempo (que
por sus siglas en ingles se nombra (OTOC)) y la termalizacién que se produce
en este sistema [23], cuyo objetivo es caracterizar escalas de tiempo, en las que
el sistema puede arrojar un exponente de Lyapunov analogo al clasico, pero cuyo
fundamento nace de la estructura Holografica que J. Maldacena menciona en 1998,
con su propia conjetura, la cual propone una equivalencia entre ciertas teorias
de gravedad cuantica y cualquier teoria conforme de campos, bajo determinadas
condiciones.

El correlador ordenado fuera de tiempo u OTOC es una funcién cercanamente
relacionada con el conmutador de operadores separados en el tiempo y es definida
de la siguiente manera:

C(t) = —{W(1), V(0))s (1.26)

donde (-)s = Z 1tr [G*BH } denota el valor de expectacion térmico a temperatura
T = (kgB)~!. En general se asumiran V(0) y W(0) como operadores Hermitianos.
Esquemédticamente en un limite semiclasico V= py W(t) = ¢(t), y el conmutador

oq(t
[q(t), p] se relacionard directamente con el paréntesis de Poisson {¢(t),p} = 0(]—(((3
q
Como se menciona en la seccién 1.1.2, para un sistema caodtico la sensibilidad
ante condiciones iniciales es muy importante y la divergencia entre trayectorias
cercanas crecerd en forma exponencial por tal motivo {q(t),p} ~ e con X el
exponente de Lyapunov clasico. De este modo en la forma cuantica haciendo

esta comparativa, el OTOC creceria en forma exponencial si el sistema es cadtico

como C(t) ~ he*! hasta algtin tiempo t* donde t* ~ X log 7 en este contexto t*

es llamado el tiempo de Ehrenfest. En sistemas de qubits modelados por matrices
de Pauli, un OTOC muy grande indica que la complejidad del operador W(t)
surge del caos que produce la cancelacién entre los factores iniciales y finales en
W(t) = ef'WeiHt [23].

OTOC del ensamble microcanénico

Si se consideran estados arbitrarios |S) para el valor de expectacién del con-
mutador [¢(t), p(0)], tal que,

Cs(t) = —(S11d(8), p(0)]* ), (1.27)
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es conveniente, expandir el estado arbitrario en términos de los estados propios
del Hamiltoniano tal que |S) = > aff)|En), de esta forma el OTOC, se puede
expresar como,

Cs(t) =D _ o aden(t), (1.28)

n'n

donde los términos ¢,,(t), toman la siguiente forma:

Crn(t) = —(Wor| [0(6), BO))” [ W) (1.29)

En especial el término ¢, ,(t) = ¢,(t) es de interés particular, y serd nombrado
el correlador ordenado fuera de tiempo microcanénico, o MOTOC por sus siglas
en ingles [24]. Usando la relacién de completez de los estados propios de energia

Yo W) (¥, | =1, donde H|V,,) = E,|V,,), el MOTOC puede calcularse asi,

cnlt) =Y bul)(t) (1.30)

donde los elementos de matriz son,

br(t) = —i(Wn [¢(2), P(O)] [¥1), (1.31)
satisfacen relaciones de Hermiticidad, por definiciéon. Usando la evolucién temporal
de los operadores ¢(t) = efltge=' y la relacién de completez de los estados

propios de energia, los elementos de matriz se calculan por,

bu(t) = —i Z e G — €M P, (1.32)
K

donde qu = (Wi|q|W1), prr = (Wi|p|V1), ¥y wi = Erx — B
Este desarrollo es vital para el desarrollo del célculo del exponente de Lyapunov
cuantico A, que se muestra en el capitulo 6.

1.2.7. Estados de pseudoespin y estados coherentes HW (1)
y SU(2)

Estados de Pseudoespin

En muchos modelos cuanticos los observables mas relevantes forman un alge-
bra, permitiendo una descripcion analitica de muchas de sus propiedades. Un
conjunto de operadores muy interesantes por las aplicaciones que tienen en canti-
dades innumerables de modelos nucleares, atomicos, optico cuanticos etc, son los
operadores colectivos de pseudoespin. Estos operadores se pueden definir a través
de las matrices de Pauli de la siguiente manera

N
Jo=) ol (1.33)

a
k=1

donde o = {z,y, 2} y N es el niimero de objetos cudnticos (qubits, dtomos de dos
niveles, electrones, etc) que conforman el sistema. Los operadores J, satisfacen el
algebra de Lie del grupo SU(2) debido a que estan definidos en términos de las
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matrices de Pauli que forman la base generadora de dicha algebra.
Por lo tanto satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion,

[JZ', J]] = ieijk Jk
[J°, 7] =0, (1.34)

donde €1 es el simbolo de Levi-Civita. Un eigenestado de J ?y J, (sabemos que
no es eigenestado de J, ni de J,) lo escribimos como |j m), donde los eigenvalores
de los eingenestados estan dados por

Jjm)y =h%( +1) |j m),

J.|jm)="hm|jm). (1.35)
donde —j <m<jy0<j<N/2
1
Al definir J; = %(Jx +iJ,) se satisfacen las propiedades de conmutacién
ante estos operadores llamados operadores escalera,
[J., Ji] = Ry,
(1.36)
[Jy, J_] = hJ.,

Estados coherentes en la mecanica cuantica

El término estado coherente refiere a un estado particular de un sistema cuanti-
co [25], con propiedades inusuales que se pueden discutir en el limite cldsico de
la teorfa cudntica [26, 27]. Uno de los factores que los hace importantes radica
en que los estados coherentes, al ser la mejor aproximacion cuantica de un estado
clasico, permiten construir la aproximacién semiclasica cuando el Hamiltoniano es
algebraico (se expresa con operadores que forman un algebra de un grupo). Una
base mas apropiada para muchos campos es la de los estados coherentes, donde
el producto de la incertidumbre en amplitud y fase es el minimo del principio
de incertidumbre de Heisenberg, en este sentido, son los estados cuanticos maés
cercanos a una descripcién del campo cldsico [26].

Estados coherentes de Glauber

Los estados coherentes de Glauber poseen varias propiedades atractivas puesto
que son una descripcién cuantica de los campos electromagnéticos clasicos y su
espacio de Hilbert estd dado por el espacio generado por los estados de Fock
[27]. Fueron introducidos por Glauber [25], tal que una propiedad qtil de los
estados coherentes es que en la base de Fock son estados propios del operador de
aniquilacion a.

Los estados coherentes se pueden definir de tres maneras distintas,

1. Como una traslacion del estado vacio de la base de Fock a través de un
operador de desplazamiento |a) = D(a) |0). Donde D(a) = ' =" es un
operador unitario ya que satisfacen la relacién

D'(a) = D(—a) = D™ (a). (1.37)
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2. Como eigenestados del operador de aniquilacién a |a) = «a |a), con a € C.

3. Como estados de minima incertidumbre AgAp = h/2. Donde Aq y Ap
representan las varianzas de ambos operadores.

Propiedades de los estados coherentes de Glauber:
Para cualquier nimero complejo « se define el estado coherente como

Z —6 2‘0‘|2 > , (138)

donde |n) es un ket en el estado de ocupacién de nimero n en el espacio de Fock.
Una manera muy ttil de expresar los estados coherentes (1.38) es,

) = ezl e |0, (1.39)

donde |0) se define como el estado de vacio que satisface a |0) = 0, de modo que
(af)"
my = 2L

Vn!

nimeros de ocupacion y la probabilidad de encontrar el nimero de ocupacion n
es,

|0). Un estado coherente es una superposicién de estados de diferentes

2 o> 2
P(E) = | (n Jay 2 = 2L ol (1.40)
n!
donde |a|? es el nimero medio de fotones
(n) = (a la'a o) = |af?. (1.41)

La ecuacién (1.40) tiene una distribucién de Poisson! (de donde la utilidad poten-
cial del estado coherente es describir ciertas situaciones estadisticas que implican
muchos fotones).

Al derivar parcialmente respecto a « (1.39), se tiene

9 o) = 6% (e*%\aIQeaa*> 10)

— {(6%65042) T ga?@i ( a‘”)} 0)
= {(~aretlf) et e it (afene') o)

= —qrezloleod |0) + ale a2l od 0)

= —a*|a) +ad |a), (1.43)

esto es util debido a que permite calcular valores esperados como derivadas. De
(1.43) se obtiene la siguiente relacion,

'La distribucién de Poisson tiene un gran campo de aplicacién, es una distribucién de pro-
babilidad discreta cuya funcién de densidad es

flz ) = L (1.42)

Esta féormula esta definida para cero y para todo valor entero positivo de x, la media y varianza
de la distribucién de Poisson son p = Ay 02 = \.
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al |a) = (% +a*) ) . (1.44)

Una propiedad importante es que |[(a|3)|* = e~1o=AI* Por 1o cual podemos ver
que no son ortogonales pero si estdn normalizados. Usando la completez de los
estados de Fock:

/d?o‘ @) (a] = /da%ZZ [n) (nl fa) (al |n") (']
- 22/—|n (| {nla) (aln)

Donde
d_a

s vnln'l

a2 an<a*)n’

=1 n! . (1.46)

Por lo tanto el conjunto {|a)} es sobrecompleto y permite expresar la unidad como
I= [ % |a)(a|. De esta manera podemos usar a los estados coherentes como un
conjunto generador para expresar otros estados como si fuesen una base, ain
cuando no son ortogonales. Entonces un estado u operador cualquiera se puede
expresar en términos de los estados coherentes:

= [ e3P f(a¥) |a),
= [ 18) (5] O |a) (af , (1.47)
Flor) = ezl (aly) .

Para los operadores de creacién y aniquilacién se tiene

{alala) =«

(ala'|a) = a7,

, (1.48)
(Blala) = ae 7",

—la—p|?
2

(Bla'|o) = B~ e

Estados coherentes de Bloch

Los estados coherentes de Bloch [28] pueden definirse en torno a un operador
de desplazamiento €2(z) en su respectiva algebra SU(2), que geométricamente es
afin a una esfera S? llamada esfera de Bloch. Los estados coherentes de Bloch se
definen introduciendo el operador

Qz) = #7277, (1.49)
con z € C, z = tan (g) e 9. 2(2) es un operador unitario ya que

Qf(2) = Q(—2) = Q7 (2). (1.50)
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Los estados coherentes de Bloch en términos del operador de desplazamiento se
definen como
|2) = Q(2)]5, —J) (1.51)
y se pueden expresar como
1
|2) =

(1+ |z|2)j€zj+|j ) (1:52)

donde | j,7) es el maximo eigenestado de J,, es decir, J, | j,7) =7 | 4,7)-
Los valores de expectacién para los operadores de pseudoespin J,, Jy v J; (i =
{z,y,2}) son

(2] L:]2) = —jcosp = —j L,

(z|J:|z) = —jsinfcosp = —jl,,

(1.53)
(z|Jylz) = —jsinfsing = —jl,,
(z|Ji|z) = —jsinf e*?
donde [, . son las tres componentes del vector unitario
1 = (sin 6 cos ¢, sin #sin ¢, cos )7, (1.54)

cuya orientacién angular es definida a través de los angulos ¢ y #. Momentos mas
altos revelan incertidumbre angular minima, caracterizada por el angulo sélido
47 /(254 1). El conjunto de {| z)} es sobre completo y permite expresar la unidad

porI= [ dzﬂ(fﬁ;l s | 2) (z|. Dos estados coherentes de espin tienen la superpo-
142* AV
sicién (z | 2/) = (1+|z|§)2;(fl‘zq2)2)j-

1.3. Campo electromagnético

1.3.1. Campo electromagnético clasico

El campo electromagnético se puede desarrollar, en términos de los modos en
una cavidad, reduciendo el problema a la cuantizacién de osciladores armoénicos
correspondientes a los modos individuales de la cavidad [29]. Un conveniente punto
de partida de la cuantizaciéon del campo electromagnético son las ecuaciones de
Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell, en espacio libre de fuentes obedecen [30]

V-D=0,
V-B=0,
1.55
VxE:—a—B, ( )
ot
oD
VXH—E,

donde B = pugH, D = ¢)E, 1o y €g son la permeabilidad magnética y permitividad
eléctrica del vacio, y pgeg = ¢ 2.
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Las ecuaciones de Maxwell son invariantes de norma o invariantes de Gauge. En
Optica cuantica es conveniente trabajar en la norma de Coulomb donde los campos
E y B pueden ser determinados por el potencial vectorial A(r,t) [29]

B=VxA,
.- 9A (1.56)
ot
con la condicion de la norma de Coulomb
V-A=0. (1.57)
Asi A(r,t) satisface la ecuacién de onda
1 9*A(r,t)
Ar,t) = ———-—. 1.58
VEA(, ) = 5 (1.59)
La solucién general de la ecuacién (1.58), para una cavidad tiene la forma
A(r,t) = Z [ak(r)eik'r’iw(k)t + e, (1.59)
Kk

c.c indica el complejo conjugado del término anterior. Los coeficientes ay se de-
terminan a partir de las condiciones iniciales y de la condiciéon de trasversalidad
dada por la condicién de Coulomb (1.57).

Es 1til separar el vector potencial en dos términos complejos como

A(r,t) = A(H(r, t) + A(*)(r, t), (1.60)
donde A(+)(r, t) contiene todas las amplitudes que van como ¢! para w > 0y
A)(r,t) contiene todas las amplitudes para ™!, ademss A7) = (A))* donde
las componentes del vector de onda vienen dadas por k; = 272"" yn; =0,+1,£2, ...

y la frecuencias satisfacen la relacion de dispersion

w(k) = c|k]. (1.61)

La energia para el campo electromagnético [30] esta dado por,

1 1
H= _/ <60E2 + —H2> dr. (1.62)
2 Jv Ho

Sustituyendo (1.59) en (1.56) se obtienen los campos E y B respectivamente,
donde,
E =", [ickay(r)e® ! 4 cc]
(1.63)
B =", [—i(k x ay(r)ekr—®t 4 cc] |
y debido a que

/ DT e = Vo (1.64)
\%

la energia del campo electromagnético se simplifica en términos de los coeficientes
ay de la siguiente manera

2V
H=""Y FKaeaj. (1.65)
Ho

22



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Como la expresiéon (1.65) no es una funcién Hamiltoniana ya que no esté definida
en términos de variables candnicas, se puede definir,

Qu(t) = a [ae ™™ 4 af 0] (1.66)
donde « es una constante real a determinar y
d , .
Py(t) = %Qk(t) =« [—iw(k)ake”“(k)t + iw(k)al*{e’”(k)t] , (1.67)

de esta forma se puede expresar

1
= — M ——Py ). 1.
e g (@ P o)
Al reemplazar (1.68) en la ecuacién (1.65) se tiene
Ve
= 272 [P +w?(k)Qf] (1.69)

al tomar o = v/Ve las variables Q) y Py son variables candnicas entre si que
satisfacen las ecuaciones de Hamilton:

. oH . OH

Q=5 Prx=—~, (1.70)

K0Py 0Qx
por otro lado la condicién de transversalidad de los campos impone que Q -
k = Py - k = 0, lo cual implica que los vectores son normales a la direccion de
propagacién de la onda dada por el vector k, por lo tanto el Hamiltoniano se
puede reescribir como
1 2 2

k,j
donde Py j y Qy ; son las componentes de Py y Qy de los vectores de polarizacion
lineal €;(k), con j = 1,2, los cuales satisfacen €;(k) - €a(k) =0y €;(k) -k = 0.
1.3.2. Cuantizacion del campo electromagnético

En 1928 P. Dirac sugirié que el campo electromagnético podia ser cuantizado
tratando las variables candnicas clésicas Px; y Qk; [31] como operadores que
obedecen las relaciones de conmutacién,

[Qx.j, P 7] = 1hdy w65 1, [P, P j/] = [Qu.j> Qu 5] = 0. (1.72)

A partir de los resultados de la seccién anterior se introducen los operadores de
creacion y aniquilacién,

ax = % WW( (k) ) (1.73)
al = % iwo(leyt (Q - (k)Pk). (1.74)
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1.3. CAMPO ELECTROMAGNETICO

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacién
i _ i _ _
[akJ? ak,J,] = 5k,k'6j7j’7 [ak,j7 aTk’,j’] = [ak,jv ak’,j’] =0. (1'75)

En términos de estos operadores el Hamiltoniano cuantizado es,
1
_ T
H= kgj fuw (k) (ak,jak,j + 5) . (1.76)

Los operadores N;(k) = aL ;j0x,; se denominan operadores de nidmero, tienen au-
tovalores n;(k) = 0,1,2, ... y autoestados de la forma

(aL,j)nj(k)
In;(k)) = W 0) . (1.77)

Los autoestados del Hamiltoniano de radiacién (1.76) son productos de tales es-
tados, esto es,

|..n;(k)...) = H n;(k)) (1.78)

con autoenergias
1
> hw(k) <nj(k) + 5) : (1.79)
k,j

El operador de momento lineal del campo electromagnético resulta

P = kN (k), (1.80)

la interpretacién de estos resultados en términos de particulas de energia fuw(k)
y momento lineal fk, esto es fotones, es directa. Un estado con autovalor n;(k)
posee n;(k) con energia hw(k) y momento lineal fik.
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Capitulo 2

El modelo de Dicke

“La Fisica es como el sexo: sequro que da alguna compensacion prdctica, pero no es por eso
por lo que la hacemos.”

-Richard Feynman-.

El Hamiltoniano que modela la interaccién entre un conjunto de N 4dtomos y
un campo, en la norma Gaussiana, es

N 1 e 2 o
H,; = wa'a + Z { (pi — EA(I1)> + V;(Iz)} + Z Vij(wi —z5),  (2.1)

1<)

donde a y a' son los operadores de aniquilacién y creacién (ver Apéndice 1.2.7), A
es el potencial vectorial, m;, x; y p; son la masa, posicién y momento del i-ésimo
atomo, V; es el potencial producido por cada atomo y el tltimo término es la suma
de las interacciones entre cada uno de los atomos.

Debido a que el Hamiltoniano (2.1) tiene una complejidad muy grande al momento
de ser estudiado, en el ano de 1954 el fisico estadounidense Robert Henry Dicke
propuso una forma de describir el problema en el llamado Hamiltoniano de Dicke.

El Hamiltoniano del modelo de Dicke [32] describe un sistema de A dtomos de
dos niveles que interactiian con radiacion electromagnética monocromatica en una
cavidad (ver figura 2.2). Este Hamiltoniano es 1til para describir otros sistemas,
como los circuitos superconductore [33].

Las suposiciones que requiere el Hamiltoniano de Dicke en el sistema son:

Figura 2.1: Robert Henry Dicke.
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Figura 2.2: Representacién de una cavidad éptica: N dtomos de dos niveles interac-
tuando con un campo de fotones de un solo modo.

1. El campo posee solo un modo en la cavidad.
2. Los dtomos N poseen dos niveles de energia solamente.

3. El campo no cambia significativamente en el espacio, es el mismo para todos,
(aproximacion de onda larga).

4. Los términos cuadraticos de A no se incluyen.

5. La interaccién interatomica es débil y es despreciable.

Estas aproximaciones hacen al problema manejable, sin embargo imponen una
serie de condiciones, para que sean realizables experimentalmente; se requiere una
cavidad optica perfecta; seleccionar las transiciones electronicas de tal forma que
solo se tengan dos niveles de energia por atomo; la aproximacion de onda larga im-
plica que la regién donde estan confinados los a&tomos sea pequena comparada con
la longitud de onda del campo. Usando estas aproximaciones, Dicke encontré que
si el estado cuenta con la mitad de los atomos excitados el gas presenta un coefi-
ciente de radiacion espontanea proporcional al cuadrado del nimero de particulas
y no una relacién lineal que se espera clasicamente, por tal motivo la nombré fase
super-radiante. Esta fase es resultado de un comportamiento colectivo de los ato-
mos.

El modelo es simple y no es soluble de manera exacta. Una caracteristica
importante es que presenta una transiciéon cuantica de fase (QPT por sus siglas
en inglés) de segundo orden en el limite termodindmico. El Hamiltoniano con-
siste de tres partes, una asociada a la cuantizacién del campo electromagnético,
un segundo término atémico y el tercer y tltimo describe la interaccién entre ellos.

En general es muy complicada la realizacion experimental de este modelo tal
como fue propuesto por Dicke. En los tltimos anos se ha encontrado una relacién
entre el modelo de Dicke con un condensado Bose-Einstein dentro de una cavidad
donde se incide un ldser de bombeo de forma perpendicular a la cavidad [34], el
condensado a cierta potencia particular del bombeo exhibe un auto-ordenamiento
en la estructura el cual es equivalente a la transicién de fase de un estado normal
a uno super radiante en el modelo de Dicke. Dicha transiciéon se ha observado
experimentalmente por Baumann y colaboradores [35].

El Hamiltoniano de Dicke puede ser escrito como

Hp = hwa'a + hwoJ, + h\/LN,(a +a")(Jy +J), (2.2)
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CAPITULO 2. EL MODELO DE DICKE

El modo de radiacion, con frecuencia w, esta asociado con el operador de niimero
de fotones a'a, para la parte atémica fwy es la energia de excitacion, J,, J, y J_,
son los operadores de pseudoespin que obedecen el dlgebra SU(2), con j(j + 1)
los eigenvalores del operador J? = J2 + J; + J? donde j = N /2 define la simetria
atoémica que incluye el estado base y v es un parametro de interaccion, que para
sistemas atémicos depende principalmente del momento dipolar.

La expresion de interaccién contiene un término llamado antiresonante J, af+.J_a,
donde Jy = J, £ 1iJ,,.

Ademaéas Hp conmuta con el operador de paridad II,

IT=e™ con A=ala+J,+1/2(V1+4F% - 1). (2.3)

Los eigenvalores del operador A son A = n +m + j [1], donde n es el numero de
fotones y n.,. = m+j es el nimero de atomos excitados. Cuando el parametro de
interaccién toma el valor critico 7. = /wwy/2, el sistema transita una transicion
de fase cudntica entre la fase normal (v < 7.) y una fase super radiante (y > 7.).
En la fase normal el espacio fase tiene A = 0, es decir no hay fotones y todos
los atomos estan en el estado base. La fase super radiante es caracterizada por
una poblacién macroscépica del nivel superior atémico y un nimero de fotones
promedio comparable al niimero de dtomos en el estado base del sistema.

En general, para N finita el Hamiltoniano de Dicke no es integrable, sin embargo
si 1o es en los limites cuando v — 0 y cuando wy — 0 [1].

2.1. Hamiltoniano extendido de Dicke

Ademas cuando el acoplamiento es débil es posible emplear la aproximacion de
onda rotante al ignorar los términos contra-rotantes, este resultado es otro limite
integrable, el Hamiltoniano de Tavis-Cummings

Hye = hwata + hwoJ, + h\/lﬁ

en este caso el Hamiltoniano es integrable debido a que conmuta con el operador
A.

Se pueden escribir ambos modelos en una expresion,

(aJy +alJ.), (2.4)

H = hwa'a + hwy, + h——
’ VN

donde 0 = 0 y 1 representan el modelo de TC y Dicke, respectivamente.
Con esta parametrizacion los valores criticos para la transicién de fase (QPT) son

v = wow/(1+9).

[(aJy +a'J )+ d(a’ Ty + ad )], (2.5)

2.2. Hamiltoniano clasico

Considerando el producto directo de estados coherentes, dados por (1.38) y
(1.52) pueden escribirse en términos de sumas al expandir las exponenciales co-
rrespondientes de los operadores [36] como

la2/2 o

J 1/2
)@ [ () = 1+!C|J;mz\ﬁ(j+m) T vy @ [gm). (2:6)
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2.2. HAMILTONIANO CLASICO

De esta manera la superficie de energia semiclésica se encuentra facilmente toman-
do la valor esperado del Hamiltoniano de Dicke respecto a la base |, () [36, 3]
y es posible obtener la mejor aproximacién variacional a la energia del estado
fundamental del sistema, asi como su correspondiente estado propio. Utilizando
las relaciones de la ecuacién (1.53) se tiene que en este caso el valor esperado de
energia tiene la forma,

H(a,¢) = (o, ¢ H[a, () (2.7)

= (o, (| hwa'a + hwoJ, + ﬁ\/LN,(aJJr +alJ )+ h\/%/5(aTJ+ +alJ_) | o, Q)

= fw | a|? +hwojl, + h\/i_ {ajly + a*jl_ + da*jl, + dajl_}

= hw|a | +hwils + hj——= {l,(1+ 8)(a + a*) +il,(1 — §)(c — a*)} (2.8)

{l,
\/_
donde 6 = 0 y 1 representan el modelo de TC y Dicke, respectivamente.

En el limite termodinamico, es equivalente el considerar j — oo y tomando h = 1,
con a(q,p) = \%(q—l—ip) las variables clasicas de oscilador arménico y la orientacién

angular tal que (6, ¢) = ¢ tan(6/2), de (2.8) se obtiene una expresién cldsica

H, = g(q2+p2)+w0 cos 0+v+/7 {(1 + &)gcos psinf — (1 — §)psin ¢sin b}, (2.9)

N2
expresando j, = jcosf, sen) = /1 — (Jj_z) 7

Ha(a:p, 25 9) = 5 (P rwnga AT 1 - (‘7]) {(1+0)gcos¢ — (1 —d)psin @} .
(2.10)
Debido a que j, y ¢ = arctan(l,/l,) (con I, y I, definidos en (1.54)), satisfacen un
algebra de Poisson {j., ¢} = —1, las ecuaciones clasicas de movimiento son
dq o 8Hcl o ?
i oy (1 =87/ /1 - ( ) sin ¢, (2.11)
dp chl ?
= = —wq — 1— 2.12
o 9 wqg — (140775 ( ) cos ¢, (2.12)
d O0H, B :
d—f_a—,l_wo— v _{(1+d)gcoss— (1 —dpsing},  (213)
Jz 32y 1 — <J_>
j
d’Z HC z .
é— OHq = 2v/jy /1 — <‘7 ) {(1+6)gsingp+ (1 —d)pcosp}. (2.14)

Un primer conJunto de puntos fijos del Hamiltoniano corresponde a los valores
(qm7pma ]zm) = (O, 07 :l:])

Notar que j, = 7 corresponden al polo norte y al sur de la esfera de Bloch en la
que el angulo azimutal es irrelevante. Si se evalia el Hamiltoniano en los puntos
fijos, se obtiene para cualquier acoplamiento, las energias ¢ = +1 con,

E

0J

€
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CAPITULO 2. EL MODELO DE DICKE

El punto (¢m,Pm,J=m) = (0,0,47) es un punto inestable para cualquier valor
de acoplamiento 7, mientras que el punto (¢, Pm, J=m) = (0,0, —7) es un punto
estable para valores de acoplamiento v < ~. que se convierte en inestable para
valores de acoplamiento si v > ~.. Esto representa la descripcion clasica del estado
base en la fase normal en la que no hay fotones ni estados excitados.

Para valores grandes de acoplamiento mayores a ., un nuevo punto estable emerge
dependiendo del modelo que se considere, Dicke (6 = 1) o TC (6 = 0). Para el
modelo de Dicke emergen dos puntos fijos con degeneracion dados por

29VJ 7%\
(Qmapm):l: - :F \/_ ]- - <_> 70 )
w g

2
iL—j(f) ,
f)/
mientras que el modelo de TC los puntos fijos parametrizados por el angulo ¢ €
[0,27) estan dados por

(2.15)

(COS ¢ma jzm) -

(2.16)

Este conjunto de puntos continuos en el modelo de TC es una consecuencia de
la simetria asociada con la cantidad conservada A, en la version clasica A, =
(¢® +p°)/2+j: + .

Para una mejor visualizacion de ambos modelos, se expresan la superficies de
energfa en términos de las variables de pseudoespin j, y ¢. De (2.11) y (2.12) se
obtiene que /jwp = (1 — §)y\/72 — j2sin ¢ y /jwg = —(1 + §)y+\/j? — jZ cos ¢;
substituyendo este resultado en el Hamiltoniano, se tiene una expresion semiclasica
para la energia en funcién de j, y ¢,

(jZ7¢) jZ 72 ]3 46 : 2
EU=0) _J: 07 ({40 . 2.1
woJ 27 J? (1+4)? e (247)

Para el modelo TC (6 = 0) la superficie de energia es independiente del dngulo ¢.
Las curvas de nivel de las superficie de energia dada por (2.17) son mostradas en
la figura (2.3) para el modelo de TC y Dicke para valores distintos del pardmetro
de acoplamiento. Las variables ¢ y 6 son el angulo polar y el angulo azimutal de
j medido desde el respectivo polo sur (j, = jcosf). Debido a la simetria de A
del modelo de TC las curvas de nivel son circulos para cualquier constante de
acoplamiento. Para factores de acoplamiento pequenos las curvas de nivel para el
modelo de TC y Dicke son practicamente indistinguibles con curvas circulares que
representan globalmente minimos en el polo sur (0 = 0).

Cuando los valores son superiores a 7., el polo sur se transforma en un maximo
local para el modelo de TC, mientras que para el modelo de Dicke presenta un
punto silla.
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2.2. HAMILTONIANO CLASICO

(d) (e) (f)

Figura 2.3: Curvas de nivel de la superficie de energia de (2.17) para diferentes
valores de acoplamiento en el modelo de TC (arriba) y Dicke (abajo). Los tonos
obscuros indican valores bajos en la energia. Las variables usadas del pseudoespin
7 son: ¢ el angulo polar y 6 el 4ngulo azimutal medido respecto al polo sur (j, =
—jcosb) [3].

2.2.1. Simetrias

La version cuantica del Hamiltoniano tiene una simetria discreta. El operador
asociado es II dado por la ecuacién (2.3) con eigenvalores 1. Esta simetria se
refleja en la versién clésica de la funcién Hamiltoniana (2.10) en la invarianza bajo
la transformacién

(¢,9) = (¢ +7,—q), (2.18)

esto ayuda a simplificar el esfuerzo numérico en el estudio de la dindamica clésica.
La transicion de fase cudntica (QPT por sus siglas en ingles) es asociada con la
ruptura de la simetria [37]. En la regién super radiante v > -, las trayectorias
clasicas asociadas a baja energia (incluyendo el minimo de energia de los puntos fi-
jos) tienen una degeneracién asociada a que existen dos diferentes trayectorias que
se pueden obtener obtenerse mediante una de ellas por la propiedad de paridad
2.18). Moviéndose hacia arriba en energia la simetria de paridad es espontanea-
mente restaurada al cruzar la transicion de fase de estados excitados (ESQPT
por sus siglas en inglés) cuando € > —w,, donde las trayectorias comienzan a ser
invariantes bajo la transformacién de paridad. En la figura (2.4), la ruptura es-
pontanea y la restauracion de la simetria de paridad es ilustrada por las superficies
de energia para v = 27, (con p = 0), correspondientes a tres energias diferentes
e = —1.4w,, —1.1w, y —0.5w, las primeras dos estan por debajo la ESQPT y la
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CAPITULO 2. EL MODELO DE DICKE

(a) (b)

Figura 2.4: Superficies de energia para v = 2.07,, en coordenadas (u = cosp,v =
fsin ¢, q). Tres energia son mostradas: a) e = —1.4wp, b) € = —1.1wp y ¢) € = —0.5wy.

ultima estd por encima. Se considerard en la siguientes superficies (con p = 0) una
exploracién de la dindmica del sistema, usando como herramientas la obtencion de
las secciones de Poincaré y el cdlculo de los exponentes de Lyapunov (en la parte
IT de este trabajo se habla en detalle sobre la forma en que obtiene el valor del
exponente de Lyapunov) para un muestreo grande de puntos sobre estas super-
ficies. Las superficies son obtenidas dada la energia ¢ para p = 0. Los valores de
la variable ¢ son obtenidos al resolver la ecuacién cuadrética h(p = 0, ¢, 72, o) =¢
que tendra dos valores diferentes de q.

. 2’}/ / -2
Q:E(]Z7¢7 6) = _; 1 — Jz COSgb—l-

4~2

+ \/— (1 —jNZQ) cos? ¢ + % (e — woj;).

w2

(2.19)

por lo tanto la variable ¢ esta descrita en términos de la variable ¢, j, para una
energia dada [38].

2.2.2. Limites integrables

El Hamiltoniano (2.10) es integrable en los limites en los que v = 0, wy = 0
6w=0.

1. Para el acoplamiento (v = 0), el Hamiltoniano es independiente de la varia-

ble ¢, i.e. — = 0 por lo que j, es una constante de movimiento.

d¢

2. En el caso w = 0, el Hamiltoniano es independiente de la variable p, lo que
implica que ¢ = 0 y q es constante de movimiento.

3. Cuando wy = 0 una transformacién canénica (j,,¢) — (jz, ), con ¢,
el angulo azimutal en el plano z-y puede ser propuesta. La nueva funcién
Hamiltoniana es w .

H=3 (¢° +p%) + 274 o, (2.20)
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2.3. SOLUCION NUMERICA DEL HAMILTONIANO CUANTICO

independiente de la variable angular ¢,, por lo que j, es una constante de
movimiento. La funcién Hamiltoniana es equivalente a realizar un desplaza-
miento en el oscilador arménico

o 2H 4957
- — 4+ —
w w

q*+p : (2:21)
2~ 7!
donde ¢’ = q + Iz
w
En todos los casos anteriores el Hamiltoniano efectivo se reduce a un sistema

conservativo en una dimensién H = H(p,q) 6 H = H(J, ¢), de esta forma siempre
serd integrable y no tendra ninguna dindmica cadtica en estos limites [38].

2.3. Solucion numérica del Hamiltoniano cuanti-
Cco

Como se ha mencionado anteriormente el modelo no es integrable en su forma
cuantica y no tiene una solucion analitica que describa el espectro de autoestados.
Sin embargo, en forma numérica es posible abordar este problema, de aqui se pue-
de trabajar directamente empleando estados de Fock |n) y estados de pseudoespin
|7,m), lo que resulta ser un problema que se complica al ser llevado a un entorno
computacional debido a que la cantidad de estados que se pueden construir re-
quiere recursos extensos de computo y los resultados que muestra esta base son
deficientes para los fines buscado en el limite semicldsico (i.e. j un valor grande).
Por ello los resultados expuestos en esta tesis doctoral, fueron calculados usando
lo que se conoce como la base coherente eficiente [39)].

2.3.1. Base Coherente Eficiente

Como se ha mostrado en la seccion previa, uno de los limites integrables del
modelo de Dicke ocurre cuando wy — 0. Con el fin de hacer evidente este limite
desde el punto de vista cuantico, se tomara la siguiente transformacion:

Al=d" +GJ, vy A=a+GJ,, (2.22)
donde G = %ﬁ Sustituyendo en 2.2, se obtiene:
Hp = w(A" A — G*J?) 4 wo .. (2.23)

Al rotar los operadores de pseudoespin colectivos sobre el eje y un dngulo de 7/2
(Jo, Jys J2) = (J., J), —Jy), se tiene

2z y7
Hp = w(ATA — G*J?) — wyJ., (2.24)
si ahora de considera wg — 0:

HY) = w(AT A — G2J72). (2.25)
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CAPITULO 2. EL MODELO DE DICKE

Del Hamiltoniano H°, se puede construir una base entre los estados de nimero
AT A y los estados que corresponden a los operadores de pseudoespin, de forma
que los eigenestatods de dicho Hamiltoniano son: [¥°%) = |N; j,m’). Donde

ATA‘Naja m/> = N’Najam/>a
m’)

JUN; j,m') = m'|N; j,m'), (2.26)
J2|N;j,m') = j(5 +1)|Nsj,m'),
tal que |N;j,m’) = |N;j,m,), por otro lado la accién del operador A sobre el

estado con N = 0 es A|N; j,m') = 0, pero esto conlleva a la siguiente implicacion,
alN;j,m’) = —=Gm/|N; j,m'), (2.27)

por lo que el estado de vacio de los operadores Af y A es un eigenestado del opera-
dor a con valor propio —Gm/, es decir es un estado coherente en la base de Fock.
Entonces, los estados Fock se pueden interpretar como excitaciones del operador
de ntimero AT A sobre un estado coherente. Este resultado permite construir una
base nombrada la base coherente eficiente, la cual permite realizar procesos de
diagonalizacién mas efectivos que la que produce la base de Fock.

Los elementos de matriz del Hamiltoniano de Dicke en la base coherente eficiente
se pueden calcular la siguiente manera:

(N j,ml|Hp|N; j,mgs) = w (N — G*mZ) On/ N Ot m, +
—wp (x/j(j + 1) — m(m + 1)0m 1 (N, ml [N, mg + 1)+ (2.28)

\/j(j +1) = m(m — 1) m-1(N"sm_|N,m, — 1>b> )

Las superposiciones de (N’ m!|N,m,), se pueden obtener de la relacién B.1, de
este modo,

(=)' Dy y sim>m’
<N’;j, mllN;j’ m>b = (—1>NDN/7N sim<m/ (2.29)

N’ N sim=m/

y de acuerdo a B.2:

s e VNN
Dy =e ,; (N — )N — &)k

(=1 (Glm — my+x=2t)

(2.30)
La dimension de las matrices para la base coherente eficiente serd de dimension
((27 + 1)(Nppaz + 1))?, con N,peq €l truncamiento que serd elegido en funcién de
la cantidad de estados a analizar o calcular para diversos fines como lo es la
construccion de estados coherente, etc.
En especifico para muchos problemas cuanticos una dificultad que se presenta, es
la de calcular efectos de interés para un nimero de particulas muy grande, ya que
computacionalmente se requiere de un esfuerzo muy grande, y por lo general se
requieren técnicas de computo de alto nivel o de supercémputo.
En base a la construccion de la diagonalizacién mostrada por la base coherente
eficiente, la cantidad de (2j 4+ 1)(Npae + 1) eigenestados que se necesiten para
realizar algin calculo requiere una capacidad de memoria RAM para poder ser
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2.3. SOLUCION NUMERICA DEL HAMILTONIANO CUANTICO

calculados.

El programa que se ha implementado para la resolucién de Hp, se puede consultar
en el Apéndice C.2. La siguiente imagen muestra los requerimientos de computo en
funcién del nimero de eigenestados construidos, notese que dicha grafica esta en
escala logaritmica para la cantidad de memoria RAM necesaria como minimo.

1000~ 1

100. ]

RAM (GB)

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
H total de eigenestados

Figura 2.5: Requerimientos de computo (memoria RAM minima) necesarios para obte-
ner un determinado numero de eigenestados del Hamiltonianno de Dicke al usar la base
coherente eficiente.
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Parte 11

Cuantificadores de caos clasico y

caos cuantico en el Modelo de
Dicke
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Capitulo 3

Caos clasico en el modelo de
Dicke

“El azar no es mas que la medida de la ignorancia del hombre.”

-Henri Poincaré-.

3.1. Exponente de Lyapunov en el modelo de
Dicke

Las variables que se han usando en el andlisis de las simetrias y los limites inte-
grables del Hamiltoniano (2.10) son mas estables numéricamente al ser integradas
las ecuaciones de movimiento en el espacio fase cuando se introduce un conjun-

to de nuevas variables canénicas en el sector atémico P = —j\/2(1+j.)sing y

Q = 1/2(1+ j.) cos ¢, tales que satisfacen {P,Q} = —1. Definiendo P = P/j, el
Hamiltoniano clasico se puede escribir como

?(Q2+P2)+

w

ha = 5 (q2+p2)+2qu\/1—i(Q2+P2)—wo- (3.1)

Debido a que el interés de este trabajo es analizar el caos presente en el modelo
de Dicke que es un modelo auténomo Hamiltoniano, para evaluar las propiedades
mencionadas anteriormente sobre el espectro de Lyapunov se realizaron muestreos
en espacio fase para diferentes parametros escogidos en el modelo.

En el modelo de Dicke x = (¢, @, p, P) donde se tiene un sistema con d = 2 es decir
tiene un sistema dinamico con cuatro ecuaciones diferenciales acopladas. Usando
(3.1), las ecuaciones dindmicas F'(x) y la matriz Jacobiana Dy F'(x):

Q4 - P2 —Q* —quw

pw

Fx)=¢ 2@ —p2_()2 , 3.2

(x) Jipg vyq\/4— P?—(Q?—Quw (3.2)
Puwy — vPqQ

Vi@
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(a) (b)

Figura 3.1: Trayectorias con condicién inicial x, en las variables candnicas (q,p) y

(@, P).

L P (P20 1)
w 0 0 0
DyF(x) = 0 y(P242Q2—1) _yP(P*=4)q _1aQ(3P%+2(Q%-6))
\/_PTW (,p27Q2+4)3/2 (7P27Q2+4)3/2 Wo
2_ 2_
0 ~PQ 19Q(Q%—4) + vP(P2—4)q

VPP (P (—P-@2+4)°"

(3.3)
Utilizando (3.2) y (3.3) se puede encontrar el LCE en base a las ecuaciones dadas
por (1.3) con las respectivas sus condiciones iniciales. En el apéndice C.1 se detalla

el método empleado para resolver las ecuaciones asi como el software utilizado.

3.1.1. Trayectorias regulares y cadticas

A continuacién se presentan ejemplos representativos de trayectorias con dinami-
ca regular y cadtica asociadas con sus respectivas secciones de Poincaré. El caso
que se ha seleccionado es € = —1.4wy v w = wy. Dos condiciones iniciales son
mostradas, una regular con A = 0 y una segunda cadtica con A ~ 0.5.

Exponente de Lyapunov A =0

La trayectoria con condicién inicial x, = (0, ¢(€),0,0.707) exhibe dindmica
regular como se puede apreciar en la proyeccién de las variables (¢,p) y (Q, P)
mostrada en la Figura 3.1.

La correspondiente seccién de Poincaré para las variables canénicas (@, P) es
presentada en la Fig. 3.2. Esta esta restringida sobre un area en el espacio fase que
cualitativamente se identifica como regular. El maximo exponente de Lyapunov a
lo largo de esta trayectoria es 0.0007, pequeno respecto al limite numérico \,,;, =
0.002, y por esta razon es asociada la trayectoria con un exponente de Lyapunov
nulo identificaindola como una érbita regular.

Exponente de Lyapunov A ~ 0.05

La trayectoria con condicién inicial x, = (0, g(¢),0.6481, —1.371) tiene un ex-
ponente de Lyapunov A ~ 0.05. En la Fig. 3.3 se observa la tendencia de la
trayectoria a cubrir el espacio fase de una forma densa, muy diferente al caso
anterior, y corresponde a la seccién de Poincaré de esta trayectoria, la cual se
puede apreciar en la Fig. 3.4. La seccion de Poincaré correspondiente a la trayec-
toria x. presenta dispersién de la trayectoria en el espacio (@, P), la dispersién
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Figura 3.2: Seccién de Poincaré para la trayectoria con condicién inicial x, en las
variables canénicas (Q, P).

(a) (b)

Figura 3.3: Trayectorias con condicién inicial x. en las variables candnicas (q,p) y

(@, P).

de puntos en la seccion de Poincaré es una forma cualitativa de caracterizar la
trayectoria como caotica. El exponente de Lyapunov para esta condicién inicial
es A ~ 0.05, que definitivamente es mucho mayor que el valor de corte 0.002, por
lo que cuantitativamente la trayectoria es cadtica.

3.1.2. Evaluacion de exponentes de Lyapunov
Separaciéon entre trayectorias

En el modelo de Dicke el espacio fase es construido por cuatro coordenadas
generalizadas (p, q, P, Q). La distancia geométrica entre dos trayectorias x;(t) y
Xo(t), dx(t) = |xo(t) — x1(t)| puede crecer en el tiempo hasta alcanzar un valor
maximo en el que esta distancia oscilard alrededor de este valor. Por otro lado la
separacion en el espacio tangente dz(t), definida en la Ec. (1.5), no esté acotada
y es empleada en la evaluacion del exponente de Lyapunov.

En la Fig 3.5 ambas separaciones son mostradas, en escala logaritmica, para
una trayectoria regular (izquierda) y para otra cadtica (derecha). La separacién
de la condicién inicial es dxy ~ 107%. En el caso regular las dos trayectorias estan
siempre una cerca de la otra y ambas distancias son muy pequenas en cualquier
tiempo. La distancia en el caso cadtico claramente diverge, la distancia geométrica
se satura a un tiempo t ~ 150, mientras la separacién en el espacio tangente crece
exponencialmente.

La inclinacion de la separacion en el espacio tangente, en escala logaritmica, de-
fine los exponentes de Lyapunov. Los valores numéricos son estimados con una
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0.5

-05
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Figura 3.4: Seccién de Poincaré para la trayectoria con condicién inicial x. en las
variables canénicas (Q, P).

regular cadtica

Figura 3.5: Distancia geométrica dz(t) (negro) y separacién dx(t) (rojo) en escalas
logaritmicas entre dos trayectorias cercanas, en un régimen regular (izquierdo) y un
régimen cadtico (derecho).
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regular caotica

Figura 3.6: Convergencia del LCE como funcién del tiempo, para trayectoria regular
(izquierda) y cadtica (derecha).

regresién lineal en el intervalo (0,¢) (ver Fig. 3.6) para tiempos de hasta 5000. El
exponente de Lyapunov converge a A = 0.0007 (consistente con Lyapunov nulo),
y para la trayectoria cadtica converge a A = 0.05201. Para ambas trayectorias el
tiempo de convergencia es del orden de 500 como se aprecia en la Fig. 3.6.

Muestreo sobre la vecindad dada una condicion inicial

En la subseccién anterior un par de ejemplo fueron mostrados en los que dos
trayectorias cercanas divergian exponencialmente en la evolucion del tiempo y
las otras dos permenecian cercanas entre si. Al estimar el exponente de Lyapu-
nov para una condicién inicial dada, miles de trayectorias son seleccionadas con
condiciones iniciales cercanas en una vecindad muy pequena de la que se esta es-
tudiando. Estas condiciones cercanas a alguna condicion de interés se construyen
seleccionando 10000 puntos aleatorios en el espacio fase en las variables (p, ¢, P, Q)
con una distribucién normal centrada en la condicién inicial de interés x;(0) con
dispersién del orden de 107%, como se muestra en las imagenes de la Fig. 3.7. En

800
600
400
200

-1.3711 -1.37109

Q
(e) (f) () (h)

Figura 3.7: Histogramas de las variaciones hechas sobre la condicién inicial x;(0) en las
variables canénicas al rededor de las condiciones iniciales: x, (arriba) y x. (abajo).

la Fig. 3.8 los histogramas de la distribucion del exponente de Lyapunov sobre la
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Figura 3.8: Histograma de los valores obtenidos en el muestreo de los exponentes de
Lyapunov, para trayectoria regular (izquierda) y cadtica (derecha).

(a) (b) ()

Figura 3.9: Distribucién de probabilidad del exponente de Lyapunov, evaluado en tres
tiempos diferentes energias e = —1.4wq (a), e = —1.1wy (b) y e = —0.5wy (c), para tres
escalas de tiempo ¢y para cada trayectoria con condicién inicial x(0) = (0, g(¢), 0,0.948).

condicién inicial x,. (izquierda) y x. (derecha) son mostrados en las que la estabi-
lidad del método es claramente confirmada, las distribuciones estan confinadas a
una pequena region para el valor del LCE, con dispersion en el cuarto digito.

A a lo largo de la trayectoria

Como el valor del LCE depende de la condicién inicial, éste puede ser evaluado
para diferentes puntos a lo largo de una trayectoria. Los valores obtenidos son en
general cercanos, con una distribucion como se muestra en la Fig. 3.9. Los tres
ejemplos presentados son cadticos, con energias € = —1.4wy (a), e = —1.1wy (b)
y € = —0.5wp (¢) y exponentes de Lyapunov A ~ 0.04 £ 0.01, 0.11 £0.01 y
0.30+0.01, respectivamente. Los puntos a lo largo de la trayectoria son evaluados
en tres escalas de tiempo diferentes, de ¢; = 0 a ¢y = 10, 100 6 1000 mostrados
con diferentes colores. Puede verse que las distribuciones son independientes de la
escala de tiempo y que su dispersién es de orden de 0.01.

Con el desarrollo del Hamiltoniano clasico del modelo de Dicke (2.10) (ver
parte I), un propésito de interés es analizar las diferentes zonas de estabilidad
o inestabilidad en funcién de los diferentes parametros del modelo. Por lo que
se realizé un estudio de secciones de Poincaré y del exponente de Lyapunov a
continuacion.

3.2. Secciones de Poincaré y exponentes de Lya-
punov

Al determinar la presencia de regularidad o caos en el sistema clasico, se em-
plearon secciones de Poincaré como una estimacion cualitativa y el exponente de
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Lyapunov como una medida cuantitativa del caos [4, 7]. Una descripcién detalla-
da del procedimiento para obtener el exponente de Lyapunov esta en la seccién
1.1.2 de este trabajo. Las trayectorias clasicas son obtenidas mediante integracion
numérica de las ecuaciones de movimiento.

En la figura 3.10, la sensibilidad de las condiciones iniciales es mostrada mediante
dos trayectorias que comienzan a evolucionar con condiciones iniciales muy cerca-
nas entre si. Estas se comienzan a separar para t ~ 50, teniendo comportamientos
diferentes a tiempos mas grandes.

Cuando la divergencia entre las trayectorias es exponencial en el espacio tangente
del espacio fase, el maximo exponente de Lyapunov es asociado con un punto
especifico del espacio fase (condicién inicial) e indica una naturaleza cadtica.

(c) (d)

Figura 3.10: Soluciones de variables canénicas contra el tiempo para dos trayectorias
cercanas entre si, para € = —1.4wqy, 7 = 27, con condicién inicial (po, g0, Po, Qo) =
(0,q+(€),0.648,1.371)

La superficie de interés es definida por el plano p = 0, y puede expresar-
se en términos de las variables () — P mediante la conservacién de la energia
ha(p = 0,q, P,Q) = €. Al escoger un amplio muestreo de 6rbitas que atraviesan
la superficie de energia éstas se intersectan con esta superficie definiendo las sec-
ciones de Poincaré.

Las trayectorias clasicas con energias muy cercanas al estado base son regulares,
estas trayectorias pueden ser descritas por la aproximacion cuadratica, donde el
Hamiltoniano es integrable considerando pequenas oscilaciones alrededor de la
configuracién de minima energia [1].

Cuando la energia se incrementa la aproximaciéon cuadratica se rompe y aparecen
trayectorias cadticas para alguna energia de excitacion €., que depende del factor
de acoplamiento, para € > €., una regién de caos suave es caracterizada, y las
regiones completamente cadticas se observan a altas energias de excitacién tanto
en la fase normal como en la fase superradiante [3].

La figura 3.11 a) muestra las regiones de energia en términos del factor de acopla-
miento v. Los tres puntos representan tres valores de energia de excitacion, ¢ =
—1.4wp (naranja), e = —1.1wp (rojo) y € = —0.5wy (verde), para v = 2., w = wy
donde se concentré la primer parte de este anélisis. La figura 3.11 b) muestra en
un codigo de colores, las curvas de nivel de cada superficie de energia en variables
canénicas (@, P).

En la figura 3.12 se presentan secciones de Poincaré y exponentes de Lyapunov
para algunas energias €e = —1.4wgy, —1.1wy y —0.5wp, para v = 2, en resonancia
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(a) (b)

Figura 3.11: Puntos de andlisis (a) para v = 279, w = wp y € = —1.4wy (naranja),
e = —1.1wp (rojo), € = —0.5wp (verde). La curva azul representa la energia de estado
base como funcién del factor de acoplamiento 7. (b) Curvas de nivel de € en variables
canénicas (@, P), para valor de acoplamiento v = 27, y € = —1.4wy (naranja), ¢ =
—1.1wg (rojo), e = —0.5wp (verde).

(w = wp), como funcién de Q y P.

En todos los casos, las secciones de Poincaré cadticas tienen un exponente de

Lyapunov diferente de cero, cuantificando de esta manera la presencia de caos del
sistema a diferencia de las secciones de Poincaré que dan informacién cualitativa
sobre la dindmica. Para ¢ = —1.4wy caos y regularidad coexisten, cuando la
energia aumenta las islas de estabilidad se hacen mas pequenas, a energias mayores
se muestra que estas islas desaparecen y cada trayectoria atraviesa todo el espacio
fase accesible.
El exponente de Lyapunov es calculado para un muestreo grande uniformemente
distribuido sobre el espacio fase accesible, y se estima el porcentaje de caoticidad
tomando la cantidad de puntos con exponentes de Lyapunov diferentes de cero
(en la practica mayor que A,;, = 0.002) sobre el total de puntos del muestreo.
De esta forma se puede calcular el promedio del exponente de Lyapunov para
cada valor de energia. Ambas medidas son reflejo del caos presente en el sistema
como funcién de la energia, cuantificando la transicién de una regiéon regular de
baja energia a un régimen ergddico a energias mayores. En el caso v = 27, en
resonancia w = wy en la figura 3.13 se muestran resultados relevantes para este
parametro.

Como era de esperar, para valores cercanos a la energia minima €, el porcentaje
de caoticidad es nulo, para valores cercanos a € ~ —1.7wy, este valor incrementa,
y cuando el valor de la energia se aproxima a € ~ —1.2wy llega a un valor de
saturacion. El promedio del exponente de Lyapunov presenta un comportamiento
semejante: para valores menores a € ~ —1.2wy el valor de A es cercano a cero, y
para los deméds casos aumenta monotonamente.

3.3. Distribucién de los exponentes de Lyapunov
El exponente de Lyapunov, es definido por la ecuacién 1.2 y depende solo de

las condiciones iniciales x(0) en el espacio fase. Si se sigue una trayectoria y se
recalcula el exponente de Lyapunov considerando una nueva condicion inicial al
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(a) (b) ()

Figura 3.12: Secciones de Poincaré (arriba) y exponentes de Lyapunov (abajo) en pro-
yeccion de variables (@), P), paray =27,y e = —1.4wp (a),e = —1.1wg (b), e = —0.5wp
(c). En las secciones de Poincaré los diferentes colores estéan asociados a diferentes tra-
yectorias. Para el exponente de Lyapunov el cédigo de colores se encuentra en la barra
de abajo de cada imagen. Las zonas azules indican regiones regulares.

Figura 3.13: Porcentaje de caos y promedio del exponente de Lyapunov en espacio fase
con acoplamiento v = 27, en resonancia.
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(a) (b) (c)

Figura 3.14: Distribucién de probabilidad (arriba) para el LCE de tres diferente su-
perficies de energia en el respectivo espacio fase, (abajo) distribucién de probabilidad
de tres trayectorias con condicién inicial Z1(0) = (po, ¢, Po, Qo) = (0,4q(€),0,0.948),
Z2(0) = (0,4(€),0,0.707), T3(0) = (0,q(€),0,0.547) para e = —1.4wy (a), e = —1.1wy
(b) y e=—=0.5wp (c).

tiempo ¢, se obtiene en general un mismo valor si el sistema es completamente
ergddico [8]. En este caso puede asociarse un exponente de Lyapunov a cada pun-
to del espacio fase, y al conjunto de puntos dada una trayectoria.

La distribucion de exponentes de Lyapunov en el espacio accesible es mostrada
en la Fig. 3.14 las tres energias representativas mencionadas anteriormente. Pa-
ra las dos ultimas energias la distribucion es semejante y las varianzas son muy
pequenas. Para la energia mas alta ¢ = —0.5wy, el porcentaje de caos es muy
cercano al 100% y el promedio del exponente de Lyapunov es A = 0.301. Para
energia intermedia € = —1.1wy, pequenas islas de estabilidad estan presentes,
dado un porcentaje de caoticidad cercano a 97.5% y el promedio del exponen-
te de Lyapunov es A ~ 0.111. Estos resultados son consistentes con el valor de
volumen de espacio fase ergddico como puede verse en la Fig. 3.12. Finalmente,
para energias muy bajas se muestra en el caso € = —1.4wy en el espacio fase una
mezcla que contiene regiones regulares y cadticas. Como consecuencia la distribu-
cién de los exponentes de Lyapunov presenta varios maximos locales incluyendo
A = 0 asociado con las trayectorias que son regulares. Las regiones cadticas cubren
el 51.1% del espacio fase accesible y el promedio del exponente de Lyapunov es
0.014.

A altas energias la ergodicidad hace acto de presencia, sobre la distribucién de los
exponentes de Lyapunov.

Como se aprecia en la figura 3.14 (arriba) los exponentes de Lyapunov tienen
diferentes distribuciones para tres trayectorias diferentes en cada energia. Sin em-
bargo para las dos energias mayores, las distribuciones sobre cada trayectoria y
sobre el espacio fase son practicamente idénticas, a energias bajas para el caso con
mezcla, las distribuciones varian drasticamente para cada una de las trayectorias
sobre el espacio fase accesible.
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(e) (f)

Figura 3.15: Mapeo del exponente de Lyapunov sobre superficie de energia (izquierda),
porcentaje de cadticidad (derecha) para diferentes valores de w: w = wp/4 (arriba),
w = wp (centro), w = 4wy (abajo).

3.4. Mapas de caos en espacio 7 y €

El analisis presentado en la seccion previa para v = 27, en resonancia w = wy es
extendido en esta seccién para un intervalo de acoplamiento vy € [0, 37.] para tres
diferentes grupos de frecuencias de g-bits y bosones: w = wg/4, w = wp y w = 4wp.
Se calcula el porcentaje de caos y el valor promedio del exponente de Lyapunov
sobre el espacio accesible para energias dadas. Los resultados de estos calculos son
mostrados en mapas completos para el modelo de Dicke y son presentados en la
Fig. 3.15, de acuerdo a [38].

3.4.1. Caos y QPT

Una caracteristica en los tres mapeos es la existencia un régimen con el ex-
ponente promedio de Lyapunov y porcentaje de caoticidad cero a energias bajas
y para cualquier acoplamiento, y de la misma manera a energias altas y acopla-
mientos cercanos a cero. Como se mencioné anteriormente, estos resultados son
esperados debido a que v = 0 es un limite integrable del modelo y por otro lado
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en el régimen de energias bajas puede ser aproximado por un limite integrable,
ya que las oscilaciones pequenas estan presentes a energias cercanas a la energia
minima.

La aproximacion cuadratica es posible para cualquier acoplamiento en una ve-
cindad del estado base excepto para el valor de acoplamiento critico, donde los
términos cuadraticos desaparecen en la aproximacion a oscilaciones pequenas. La
region caodtica se aproxima a la regién del parametro critico sin llegar a tocarla
como se observa en el acercamiento que se tiene para el caso resonante w = wy
de esta forma se ve cuantitativamente que el punto critico para w = wy no posee
dindmica cadtica.

El rompimiento de la aproximacién cuadratica es una condicién necesaria pero
no suficiente para la presencia de caos. El caso de la figura w = wy/4, mostrado
en la Fig. 3.15 ejemplifica claramente esto. Es interesante que para los otros dos
casos, el rompimiento de la aproximacion cuadratica en el acoplamiento critico
conduce directamente al régimen cadtico, que parece apuntar en la direccion de
una conexién entre el fenémeno de caos y QPT. Sin embargo, el caso w = wy/4
es un contra ejemplo que indica la relacion entre este par de fenémenos, no es
como se pensaba [1]. Los resultados presentados muestran que la relacién entre
caos y QPT en el modelo de Dicke dependen fuertemente de las frecuencias de
interaccién (w y wp): regiones cadticas a bajas energias no son posibles excepto
para valores cercanos al acoplamiento critico, sin embargo esto no implica que en
este punto exista, pues depende de las frecuencias de los modos de interaccion.
El caso w = 4wy muestra un comportamiento interesante que no se presenta en
los otros dos casos. Para w = wy/4 y w = wy, el caos aparece en las regiones con
valores de energia de excitacién altos, en la fase normal (v < 7,.), pero en el caso
w = 4wy, el caos aparece en zonas de energia muy alta para la fase normal tan
pronto se acerca al punto de acoplamiento critico. Por lo tanto, el rompimiento de
la aproximacion cuadratica en el valor del acoplamiento critico es exhibido como
una condiciéon necesaria pero no suficiente para la presencia de caos.

Para profundizar en la relacién entre caos y QPT en el modelo de Dicke se analiza
en la Fig. 3.16 la dependencia de las frecuencias de los modos w y wy para el
valor de acoplamiento critico v = 7, y diferentes valores de energia de excitacién
€ cerca del estado base de energia ¢y. Los diferentes grupos de puntos represen-
tan el caos presente para varias energias en la vecindad de w = wy. La curva
superior (roja) muestra que para una energia ¢ = —0.8wy el caos estd presente
en un rango para w € (0.8wy, 1.8wp). Al ir més abajo en energfa la curva naranja
con € = —0.9wy muestra que las regiones cadticas estan restringidas en un rango
w € (0.9wp, 1.4wy). Para energias menores que € = —0.95w todas las trayectorias
son regulares, no hay caoticidad.

Otra forma de estudiar la presencia de caos cercano a la vecindad de la QPT
es fijar una frecuencia de los modos no interactuantes (w = wyp) y dar un estudio
detallado en la region de las energias cercanas al estado base y valores de acopla-
miento 7y cercanos del valor critico 7., estos acercamientos de los mapeos previos
son mostrados en la figura 3.17, esto confirma que alrededor de la region de la
QPT el sistema es regular, y que no hay una relacion directa entre QPT y caos
en el caso resonante.
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() (b)

Figura 3.16: Promedio del exponente de Lyapunov (izquierda) y porcentaje de caotici-
dad (derecha), graficas en funcién de la energia de los fotones w para v = . y valores
diferentes valores de energia de excitacion e cerca del estado base €.

(a) (b)

Figura 3.17: Acercamiento del mapeo del exponente de Lyapunov sobre superficie de
energia (izquierda), porcentaje de cadticidad (derecha) para diferentes valores de w = wy.

3.4.2. Caos y ESQPT

Como se ha mencionado, en [40] se sugiere que el caos presente en el modelo
de Dicke estda mas relacionado con la ESQPT que con la QPT. La ESQPT es
indicada en el mapeo de la Fig. 3.15 por las lineas segmentadas horizontales.
Como en el caso de la QPT, la relacién entre el caos y la ESQPT es realmente
débil, aunque en los casos (w = wp y w = 4wy) parece estar presente. En el caso
resonante w = wy, la regién caodtica aparece antes de la energia de la ESQPT
(e < €. = —wyp) para 7 > 7., donde el caos duro (100 % de caoticidad) ocurre
a energias cercanas a la energfa critica (¢ = —wyp). Sin embargo en los otros dos
casos, particularmente en el caso w = wy/4 la presencia de caos en el régimen de
caos duro no esta relacionada con la ESQPT. En conclusiéon se muestra que la
relacién entre caos (y caos duro) y la ESQPT es fuertemente dependiente de los
parametros que se toman en el modelo y no hay entre si una relacién establecida.
Como se mencioné anteriormente la ruta al caos amerita un estudio detallado
para clarificar por que en algunos casos el caos duro (y ergodicidad) aparecen a
energias cercanas a la energia critica de la ESQPT.
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Capitulo 4

Ruta al caos cuantico

“No es la posesion de la verdad, sino el éxito que llega luego de la bisqueda, donde el buscador
se enriquece con ella.”
-Max Planck-.

La ruta al caos puede asociarse al incremento de energia o al cambio de valores
en los parametros del modelo como se observo en el capitulo previo. En este
capitulo se hace un andlisis entre las formas en que se presenta el caos en las
respectivas naturalezas, cuantica y clasica.

4.1. Bifurcacion en las frecuencias fundamenta-
les

Una forma en la que se puede apreciar la regularidad o el caos es emplear
diagramas de bifurcacién en especial cuando se analiza el espectro de potencias.
En un régimen regular el espectro de potencias presenta la participacién de po-
cas frecuencias representativas las cuales son asociadas a las érbitas regulares en
el espacio fase. Por otro lado en el régimen cadtico es muy comun la aparicion
de frecuencias que no presentan alguna estructura entre ellas, esto propicia un
comportamiento no predecible en las drbitas en el espacio fase, el tiempo en el
que el grado de predictibilidad se rompe es conocido como tiempo de Lyapunov
th=1/\

El espectro de potencias sobre cualquier variable o(t) es calculado en funcién de
la transformada de Fourier:
o0
/ o(t)e M dt
0

y esta da informacién sobre la participacion de frequencias €2 asociadas a la dindmi-

ca de o(t).

El modelo de Dicke presenta dos frecuencias principales en el estado base (ver Fig.

4.1) en términos del pardmetro 7 [41]. Esto es totalmente consistente con el limite

a bajas energias ya que el modelo es integrable como se demostré anteriormente.
A energias superiores la dindmica no-lineal introduce la aparicién de otras fre-

cuencias y no es posible encontrarlas en forma analitica como ocurre con el estado

2

PS(Q) = , (4.1)
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4.1. BIFURCACION EN LAS FRECUENCIAS FUNDAMENTALES

Figura 4.1: Frecuencias caracteristicas en el estado base: Bajas frecuencias (Lineas
segmentadas) y Frecuencias altas (Linea sélida) dadas por las ecuaciones (A.2) y (A.4)
respectivamente, la linea amarilla representa el parametro de acoplamiento critico de la
QPT.

base o a bajas energias. Para ello se recurre a métodos numéricos para calcular la
participacion de estas frecuencias. En especial se calcula a continuacion el espec-
tro de potencias para la variable ¢(t) empleando condiciones iniciales especificas
en funcion de la energia y del parametro de acoplamiento como se aprecia en la
figura 4.2. En la figura 4.2, la aparicién de nuevas frecuencias cuando €/wg ~ —1.2

Figura 4.2: Espectro de potencias en términos de la energia e/wy, para la variable ¢(t)
con condiciones iniciales dadas por el camino azul en la Fig. 4.3.

y para energias mayores a €/wg ~ —0.8, es un comportamiento relacionado con la

aparicion de caos debido a que las frecuencias principales comienzan a bifurcar en
muchas otras y este comportamiento depende de las condiciones iniciales que se
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CAPITULO 4. RUTA AL CAOS CUANTICO

estén considerando debido a su sensibilidad.
La condicién inicial dada en términos de la energia especifica ¢, estd dada por:

(p(0), 4(0), 3=(0), #(0)) = (0, g1.(€), j=, 0)), (4.2)

donde el valor ¢ (€) es determinado al resolver (3.1). Se consideran tres caminos
diferentes en la condicién inicial sobre j, con v = 27, y resonancia (w = wy = 1).
Los primeros dos caminos son tomados al considerar el valor maximo y minimo
del valor promedio de la variable clésica j,(t) para cada energia €, donde el valor
promedio de la variable j,(t) es obtenido como,

() = lim = /O o)t (4.3)

T—oo T

El tercer camino es considerado para el valor de j. constante (j, = —(7./7)?). Los
caminos mencionados se pueden apreciar en la figura 4.3.

0.5

0.0~

J2(0)

-0.5

-1.0

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5
€lwy

Figura 4.3: Valores de la condicién inicial j,(0), puntos rojos y azules son el minimo y
el méximo del valor (j,) para cada superficie de energia (la expresiones que determinan
dichos valores estan en el Apéndice A.3), los puntos verdes son para j, = —0.25, la linea
punteada rosa representa la energia de la ESQPT. Todos los caminos sobre la energia
tienen un paso de tamano Ae/wy = 0.01.

Para un estudio extendido en la bifurcacién en términos de las frecuencias
en funcion de la energia, se muestran a continuacién las graficas del espectro
de potencias (PS) en comparacién de la frecuencia para tres energias especificas
€/wyp = —1.8, —1.1, —0.5.

En la figura 4.4 (camino azul) a una energia €¢/wy ~ —1.2 aparece un pequeno
indicio de un comportamiento cadtico que después se sigue con un comportamiento
regular y a la energia €/wy ~ —0.8 el caos regrese en forma extensa sobre energias
mas grandes. Por otro lado el camino verde de la figura 4.5 presenta regularidad
a bajas energias y en la zona €/wy ~ —1.5+ 0.1 el exponente de Lyapunov fluctia
en una mezcla de regularidad y caoticidad, sin embargo a energia superiores el
sistema presenta caos como en el caso anterior. Finalmente el caso que toma el
camino rojo exhibe €/wy ~ —1.2 como se puede ver en la figura 4.6.

En general los espectros de potencias son consistentes con una dindmica regular
a bajas energias y a altas energias el sistema presenta caos en su dinamica.
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4.2. TRAYECTORIAS EN LAS REDES DE PERES

Figura 4.4: Espectro de potencias PS de la variable ¢(¢) con condicién inicial dada por
(4.3) (puntos azules), con (a) €/wy = —1.8, (b) €/wp = —1.1 y (c) €/wyp = —0.5, en el
lado derecho la relacion entre P.S con los exponentes de Lyapunov A.

Figura 4.5: Espectro de potencias PS de la variable ¢(t) con condicién inicial dada por
(4.3) (puntos verdes), con (a) €/wy = —1.8, (b) €¢/wy = —1.1y (¢) €/wy = —0.5, en el
lado derecho la relacion entre PS con los exponentes de Lyapunov .

4.2. Trayectorias en las redes de Peres

Como se mencioné en la seccion 1.2.2, la red de Peres, es una representacion
visual del espectro de autoestados del Hamiltoniano comparada con alguna obser-
vable de interés. Debido a que los caminos marcados en la Fig. 4.3 toman funcién
de la variable j,, la red de Peres en forma cuantica se ha construido para el opera-
dor J,, esta red presenta una forma regular en los limites integrables y desorden
en los que el caos cuantico aparece.

La Fig. 4.7 muestra la red de Peres construida sobre el operador J,, en ella se apre-
cia un comportamiento semejante a los limites clasicos, en los que si la energia del
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CAPITULO 4. RUTA AL CAOS CUANTICO

Figura 4.6: Espectro de potencias PS de la variable ¢(t) con condicién inicial dada por
(4.3) (puntos rojos), con (a) €/wy = —1.8, (b) €/wp = —1.1y (c) €/wy = —0.5, en el lado
derecho la relacién entre PS con los exponentes de Lyapunov A.

sistema cudntico es cercana a la del estado base, la red es regular y si la energia
crece la red se desordena, esta forma de analizar el caos es atractiva visualmente
pero en forma cuantitativa no concluye un resultado en especial. En un puente
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-0.50¢
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Figura 4.7: Los puntos negros constituyen la Red de Peres para el operador J,/j con
7 = 100. Los puntos de color representan el valor del promedio temporal de la variable
clasica j,(t) con las condiciones iniciales dadas en la Fig. 4.3, la linea rosa representa la
energia de la ESQPT.

entre el valor de espectacién cudntico del operador (.J,) y el valor promedio cldsico
(7.), se han montado las tres rutas cldsicas en colores, rojo, verde y azul en la red
de Peres, que al ser comparadas muestran el resultado semejante entre si. Esto nos
permite hacer una coneccién local en términos de condiciones iniciales y valores
que pueden ser mapeados en forma cuantico al usar estados coherentes.
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4.3. LOCALIZACION DE ESTADOS COHERENTES

4.3. Localizacion de estados coherentes

4.3.1. Funcién de Husimi como funcién de j

La funciéon de Husimi () depende del mapeo explicito de variables candnicas
que tengan una correspondencia clasica con el espacio fase al que se tiene acceso.
En especial para el modelo de Dicke, los estados coherentes usados para realizar la
conexién entre el espacio fase clasico y el sistema cuantico es mediante los estados
coherentes de Glauber y los estados de Bloch que se definen en la Ec. (1.38) y
(1.52) respectivamente. Al considerar el producto de dichos estados coherentes se
puede mapear la estructura completa del espacio fase clasico para el sector de los
fotones y el sector atémico, de modo que |a, z) = |a(p, q)) ®|2(j., @)), estados con
los que se obtiene el Hamiltoniano clasico como se mostrd en la seccion 2.2.

De esta manera al usar el estado coherente |, z), de la relacion (1.20) y autoes-
tados del Hamiltoniano |E}) con energia F, la funcién de Husimi es definida por
la siguiente expresion,

Qr(a, 2) = |{z, a| ). (4.4)

Como cada estado coherente depende explicitamente de las variables candnicas
clasicas por definicién ya que ag = ag(po,q0) v 2 = 2(J0, ¢0), cada estado va a
estar centrado en funcion de la eleccién de coordenadas con las que se construya
lag, 20), asi como de la energia con que se tome, la cual depende del nimero de
particulas que es proporcional a j.

En general la funcién de Husimi es definida por @ = Q(p, q, j., ¢, E, j) al emplear
puntos clasicos en el espacio fase. De este modo se puede asociar en forma directa
una conexién con la variables candnicas y se puede representar la funcion () en el
espacio fase clasico. La Fig. 4.8 muestra la dependencia de la funciéon de Husimi en
términos del valor de j, es claro que al tender el valor de j al limite termodinamico
la localizacion de () se hace puntual como es de esperarse, ya que en este limite, la
correspondencia clasica es mayor. Del mismo modo al tener un valor de j pequeno
el sistema cuantico no presenta una correspondencia directa con el limite clasico
en forma puntual esto es totalmente relacionado a que el tamano de la celda de
Planck tiene que ver con el factor que es hepp = 1/7.

Para una mejor visualizacion de algunos de los estados coherentes considerados,
la Fig. 4.9 muestra el tamano de la funcién de Husimi dependiendo del valor de
J, en su respectiva superficie de energia cldsica, cuando |(z; a|ag, 20)|*> = e~ 1. Los
puntos clasicos estan seleccionados para los tres valores de j, correspondientes a
los caminos determinados por la red de Peres. En especial se muestran los casos
para energia: €/wg = -1.8, -1.5 y -1.1, en sus respectivos mapas de caos para las
variables candnicas (j,,¢). De la Fig. 4.9 se observa que al considerar j grande,
la funciéon de Husimi tiende a localizarse mas. El problema de recurrir a valores
de j grandes, es que la complejidad para resolver el Hamiltoniano de Dicke se
incrementa, debido a que el tamano del espacio crece en forma cuadratica como
funcién del niimero de eigenestados. Estos eigenestados que sirven para construir
el estado coherente a analizar.
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CAPITULO 4. RUTA AL CAOS CUANTICO

(a) j =10 (b) j = 100

(c) 7 = 1000 (d) j = 10000

Figura 4.8: Funcién de Husimi @ en el espacio fase clasico accesible en las varia-
bles candnicas (j.,¢), para valores diferentes de j, cuyos estados coherentes |, zo)
estdn construidos con las variables clasicas (p,q, J,, ) = (0,q+(€),—0.145,0) a una
energia €/wyg = —1.1, Las respectivas curvas en color rojo son la curva de nivel para
‘<a7 Z‘a0720>‘2 = 6_1)'

4.4. Razoén de participacion como medida de caos
cuantico

Gracias a la correspondencia clasico-cuantica otorgada por los estados cohe-
rentes |a, z), en términos de caos y regularidad, es conveniente definir la razén de
participacién de la Ec. (1.21) como:

1 B 1
Yok (Bl ) 30, Qila, 2)]

en esta forma el Pr es obtenido en términos de la funcién de Husimi de la Ec.
(4.4).

Una forma de analizar resultados ante la sensibilidad de una condicién inicial
clasica y la correspondencia ante el estado coherente en su localizaciéon cuéntica,
es comparar directamente el exponente de Lyapunov y la razon de participacion
de estados cudnticos como indicadores cuantitativos del caos presente en forma
clasica y semicudntica respectivamente. Como esta reportado en [42], se ha consi-
derado el caso €/wy = —1.5 y se ha calculado el Py sobre esta superficie de energia
usando 7 = 80 y se ha comparado este valor con el exponente de Lyapunov, para
condiciones iniciales y estados coherentes sobre el eje j,, ¢ =0, p =0 con ¢, (€) y
q—(€). La Fig. 4.10 se muestra una detallada comparacion entre el P y el LCE.
Debido a la estructura suave que presenta el Pg sobre la variable j,: Se propone
una forma sensible para distinguir si el estado coherente asociado es cadtico 6 no.
La propuesta consiste en llevar la informacién del Pg y del exponente de Lyapunov
A a una forma en que ambos puedan relacionarse independientemente del valor

Py = (4.5)
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4.4. RAZON DE PARTICIPACION COMO MEDIDA DE CAOS
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Figura 4.9: Mapas de caos (exponente de Lyapunov \) en tres zonas de energia (iz-
quierda) €/wg = —1.8, (centro) €/wy = —1.5 y (derecha) ¢ = —1.1, con localizacién de
los estados coherentes en el espacio fase. Puntos (de arriba a abajo) indican el estado
coherente centrado en la zona baja (rojo), media (verde) y arriba (azul) sobre la red de
Peres de la Fig. 4.7. Las curvas cerradas encierran a la funcién de Husimi correspon-
dientes a |(z; alag, (o)|? = €71, para tres valores de j, con j = 40 (café), j = 70 (rosa)
y 7 = 100 (naranja).

Figura 4.10: (Arriba) Comparacién entre Pr y exponentes de Lyapunov sobre el eje j,
con €/wyp = —1.8, p=0, $ =0. Con j = 80 y Nyqar = 100. Para ¢ = ¢ (izquierda), y
q = q— (derecha). Los puntos negros son el valor del exponente de Lyapunov y los verdes
para el valor del Pg. (Abajo) criterio binario para el Pg y el exponente de Lyapunov

numeérico, es decir volver ambas medidas a un marco binario. Si el valor numérico
de A > 0 la condicion inicial serd cadtica por lo tanto se considerard como Ay, = 1
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6 Apin = 0 en el caso regular, por otro lado si el valor del Pg/j > 1 se conside-
rard que el estado coherente es cadtico por lo tanto Prpin = 1 v Prein = 0 en
caso contrario. La Fig. 4.10 muestra una cercania en criterios cuantitativos entre
el LCE y el Pg, sin embargo debido al tamano de la localizaciéon de los estados
coherentes (ver la Fig. 4.8) en funcién de j, no se puede realizar un comparativo
totalmente eficiente debido a que dicha correspondencia justo se corresponderia
en el limite termodindmico.

4.4.1. Escalamiento en la Razén de Participacién (Pg)

Para hacer un andlisis mas robusto sobre la localizacion del estado coherente
se procedié a calcular el valor de la razén de participacién (PR) como funcién de
la energia y en especial sobre la forma en la que se considere la condicién inicial a
calcular. En general los estados coherentes con energia baja viven en una regién
regular en términos de \. Sin embargo, al aumentar la energia el caos toma mayor
presencia.

Como se aprecia en la Fig. 4.11, la correspondencia entre la zona caotica y la
zona con un Pr mas grande es muy semejante entre si cuando se comparan las
superficies de energia en las variables (j., ¢) [43].

El Pg es sensible al tamano de la localizacion del estado coherente |« z) en el
espacio fase de acuerdo a la funcién de Husimi, en este sentido se ha propuesto
una regla de escalamiento que sigue en funcién del valor j, esto estd asociado
a un nivel de fractalidad que tienen los sistemas cuanticos cadticos y se mide
en términos de un factor llamado la dimension multifractal. Esta propiedad de
multifractalidad conlleva a expresar la siguiente ley de potencias para el valor de
la razén de participacion:

Pr(a, 7 j) = 5 (4.6)

donde £(a, z) es un nimero real y £ > 0. Para un estado coherente especifico
|, 20) ¥ j, es posible tomar j € [jo, J,| v calcular £ de la siguiente manera,

1 .
&(ap, 20) = - > "log; Pr(ao, 20: ), (4.7)

J=Jjo

donde jy v j, = nA j son el valor inicial y el valor final de j, en que se realizara el
calculo, con A j el tamano del paso.

Para mostrar la relacién de escalamiento del Pr se usaron los puntos rojo, verde
y azul de la Fig. 4.9, considerando jo = 10, j, = 100, Aj = 5, con N,,q. = 250
para garantizar una convergencia 6ptima al 99 % en la solucién numérica a altas
energias con €, ~ —1.1 para j = 100 [44]. Los resultados de estos cdlculos se
aprecian en la Fig. 4.12. Para la energia ¢/wy = —1.8, el escalamiento del Pg
muestra regularidad respecto al parametro £ ya que este valor siempre es menor,
es decir £ < 1. Para la energia ¢/wyg = —1.5, el estado coherente centrado en
J» = —0.25 es cadtico de acuerdo &, mientras que en el limite clésico es regular,
por la tanto la regla de escalamiento no es completamente operable cuando se
tiene una region de regularidad y caos mezclado. En contraste cuando el régimen
caotico predomina, si se aumenta la energia del sistema el exponente A también
aumenta y el porcentaje de caos en el volumen en el espacio fase es mayor respecto
al espacio fase completo, es decir se tiende a un caos ergédico. Por ello los puntos
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—-1.8

]z —15

—1.1

¢

Figura 4.11: Secciones Poincaré (columna izquierda) y exponentes de Lyapunov (co-
lumna central) para un amplio muestreo de condiciones iniciales sobre la seccién p = 0,
en la versién clasica del modelo de Dicke, para tres energias diferentes. Secciéon de Poin-
caré proyectada en el plano j, vs. ¢, con j, = j, /j. La columna derecha representa la
Razén de Participacién (Pgr) de los estados coherentes del modelo cudntico de Dicke pa-
ra j = 80; los parametros de los estados coherentes son los mismos que han sido tomados
en los resultados clasicos. Los pardmetros del Hamiltoniano son w = w, = v = 1.

Figura 4.12: Pr en funcién de j (puntos de colores), para el estado coherentes de
la Fig Fig. 4.9, con ¢ = —1.8 (izquierda), ¢ = —1.5 (centro) y ¢ = —1.1 (derecha),
lineas punteadas representan la relaciéon de la Ec. (4.6) para cada estado coherente en
el respectivo camino de la red de Peres, la linea morada expresa el valor critico cuando
Pr=jief=1.
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que estdn en la energia €/wy = —1.1 son dominantemente cadticos (ya que £ > 1),
salvo el que va por el camino azul que corresponde al estado coherente centrado
en la isla de estabilidad de la Fig. 4.9 (c).

Para generalizar el andlisis del escalamiento del Pr en funcion de la energia, y

() (d)

Figura 4.13: (a), (b) y (c) son la comparaciéon del valor del £ con el exponente de
Lyapunov, como funcién de la energia y de los caminos con estado coherente asi como
condicién inicial centrados en los valores de la Fig. 4.3, (d) Escalamiento de £ juntas
para los tres caminos de j,.

en especial de la eleccion de la localizaciéon de los estados coherentes, respecto
al espacio fase clasico, se han tomado energias que van desde; la energia minima
€/wy = €p hasta la energia €/wy = —1.1, con valores de j = {10, 15, ..., 100}.

De la expresion (4.7) y con los caminos tomados por los valores de j, mostrados
en la Fig. 4.3, se observa que en comparacién con la informacién cualitativa dada
por la red de Peres (ver Fig. 4.7) los resultados obtenidos por el valor de £ son
mas ricos en cuanto a informacién ya que tienen el atributo de ser especificar un
valor cuantitativo que ademads es comparable a la informacién de su contraparte
clasica A. Estos resultados se pueden apreciar en la figura 4.13, los cuales mues-
tran en forma clara que el comportamiento cadtico aparece con el crecimiento de
la energia, los caminos que van por abajo (rojo) y por arriba (azul) de la red de
Peres, minimizan la aparicion de caos, a diferencia del camino que toma el tra-
yecto medio (verde). Esto demuestra que incluso la sensibilidad de como se elijan
tomar las condiciones que definen los estados coherentes es relevante en torno a
la perspectiva del andlisis de caos y regularidad.
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Capitulo 5

Evolucién temporal de estados
coherentes

“La actitud que mantiene este nuevo hombre frente a la naturaleza serd radicalmente diferente
a la actitud que mantenia en épocas anteriores.”

-Werner Karl Heisenberg-.

En los capitulos previos, el analisis de caos cuantico se ha mostrado en forma
estatica para estados coherentes, y se determiné la relacién de la localizacién de
estados coherentes en términos de la cantidad de dtomos. Sin embargo también
es posible hacer un analisis de la dindmica respectiva a los estados coherentes con
los que se ha trabajado. También se investiga la relacion de la distribucién de las
energias propias del sistema que participan en la construccion de algun estado
coherente inicial, en especial para estados que son regulares es posible obtener
una forma analitica para la probabilidad de supervivencia que fue definida en la
relacién (1.23).

5.1. Probabilidad de supervivencia de estados
coherentes

De la expresion (1.23) dada en la seccién 1.2.5, la probabilidad de supervivencia
(SP por sus siglas en ingles) es definida en términos de estados correlacionados en
el tiempo. En especial para los estados coherentes que ya han sido utilizados pre-
viamente, consideraremos ¢, = (Fy|a z), es decir la probabilidad de supervivencia
es:

SP(t) = [Ty lexl?e 0]
= ’Zk lefiEkt|2 .

Como la influencia de las componentes ¢ es relevante en el calculo de la SP una
forma de estudiar la SP es a partir de las distribuciones de dichas componentes
para estados coherentes localizados en una zona caotica, regular y mixta para
las energias centradas en £ = —1.15, E = —1.55 y E = —1.8j respectivamente
con j = 120. En especial el caso regular brindara la posibilidad de obtener una
expresion analitica para la SP como se detallard mas adelante.
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5.1. PROBABILIDAD DE SUPERVIVENCIA DE ESTADOS
COHERENTES

5.1.1. Reégimen cadtico

En la Fig. 5.1 (a) y (c) las componentes de los dos estados coherentes para la
energia € = —1.1 son mostrados. Sus localizaciones en el espacio fase son vistas
en la Fig. 5.1 (b). A esta energfa, el espacio fase es practicamente caético com-
pletamente. Esto se ve reflejado por las componentes de los estados coherentes,
en donde no se ve ninguna estructura distribuida para las secuencias de energia.
Sin embargo en una escala pequenia de energia (ver recuadro en Fig. 5.1 (a) y (c))
se aprecia en el estado (c) hay componentes son regulares y que son ausentes en
el estado coherente (a). La SP decae rdpidamente en ambos casos, pero debido
a la estructura regular parcial, la SP del estado coherente (¢) muestra ciertos
rasgos de periodicidad a tiempos cortos, que a comparacién con el estado (a) no
se ve. Esta diferencia es relacionada con el fendmeno de cicatrizacién, que ha sido
identificado en [45], lo cual ocurre cuando el estado coherente inicial es localizado
cerca de una érbita periodica inestable.

Figura 5.1: Cuadrado del valor absoluto de las componentes ¢, de dos estados cohe-
rentes (a) y (c) con energia £ = —1.1j y j = 120. La localizacién y dispersién de los
estados coherentes en el espacio fase clasico se muestra en el panel (b), ambos casos
se localizan en una regién cadtica. Los paneles (d) y (e) muestran la probabilidad de
supervivencia de el estado coherente inicial de los paneles (a) y (c) respectivamente. Los
recuadros en los paneles (a) y (c) son acercamientos de las componentes de energia en
una zona pequena de energia.

5.1.2. Caos mixto

El estudio entre la correspondencia entre el valor del Pgr y la evolucién de la
SP en estados coherentes es definida en regiones cadticas o regulares es sensible
a la eleccion de la energia en que sea centrado el estado coherente. Pues como se
mostrd en el caso pasado, si uno selecciona energias altas el régimen cadtico es pre-
dominante, sin embargo en una zona intermedia del espectro como lo es la energia
E = —1.57, existe una zona mezclada entre regularidad y caos. En el espacio fase
mostrado en el panel (b) de la Fig. 5.2, las secciones de Poincaré siguieren caos
mixto. Para analizar la dependencia en la localizacion de |ag, 29), se han tomado
dos estados coherentes, uno en una zona regular Fig. 5.2 (a) y otro en una zona
cadtica Fig. 5.2 (c). Para el caso regular se es posible dar una expresién analitica
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para la evolucién temporal de la S P, que serd mostrado en la siguiente seccién con
los detalles de su obtencién. En la Fig. 5.2 (d) se aprecia la comparacién entre el

Figura 5.2: Lo mismo que en 5.1 pero para E = —1.5j, donde el caos y la regularidad
coexisten. Los estados coherentes (a) y (c) son localizados respectivamente en una zona
regular y caética. Para visualizar los reavivamientos de la SP del estado (c), una escala
pequena fue usada en el panel (e).

resultado de la SP numéricamente calculado y la expresion analitica. A diferencia
del comportamiento periddico en Fig. 5.2 (d), el caso (e) confirma un decaimiento
rapido que tiende a fluctuaciones centradas en el valor del /PR como se dedujo
en la seccion 1.2.5.

5.1.3. Régimen regular

Como se ha mencionado en capitulos previos, a bajas energias el modelo de
Dicke presenta regularidad tanto en forma clésica como en forma cuantica. Para
mostrar la regularidad de la probabilidad de supervivencia, un par de estados
coherentes se han construido sobre la energia E/j = —1.8, donde la dindmica
regular predomina en el espacio fase clésico. La descomposiciéon de ambos estados
coherentes en términos de los estados propios de energia son mostrados en la Fig.
5.3 (a) y ().

Para el estado centrado en (a) las componentes son organizadas en varias se-
(4)
k

cuencias, distribuidas cada una acorde a la distribucién Gaussiana |c,(f) ?~g

O _p, _
A; exp [—M], donde la amplitud (4;), ancho (¢;) y media (E;) pueden ser

2(71-2
estimadas por ajustes como se observa en las curvas continuas de las figuras 5.3
(a) y 5.3 (c). El indice i corre desde 1 a M, (en el caso particular del mostrado
por la figura, M = 3). En contraste, para el estado (c) la localizacién estd dada
en la separatriz de dos conjuntos de trayectorias (ver Fig. 5.3 (b)).

5.2. Solucién analitica en régimen regular

Como se ha mencionado anteriormente, para estados coherentes regulares, la
estructura de las componentes ¢, que lo conforman, deriva en una expresion

65



5.2. SOLUCION ANALITICA EN REGIMEN RECULAR

Figura 5.3: Las lineas continuas en (a) son ajustes de distribuciones Gaussianas de tres
secuencias de estados de energia que participan en el estado coherente. La localizacién
y dispersion de los estados coherentes en el espacio fase clasico se muestra en el panel
(b). En el panel (d), las lineas azules son los resultados numéricos y la curva en color
naranja la aproximacioén analitica de la Ec. (5.1), (5.2) y (5.3).

analitica para la SP. Para identificar cada una de las componentes y energias
propias de cada secuencia de ¢ y Ey, la SP puede escribirse como,

2
i M i i i i
Z \c,(c)Pe Bt = ZZQ|C§€)‘2’C§€)|2COS [(E,g,) — E,g)) t] +

Z Z 21(;;;)‘21(;,3)‘2 oS [(Elg) _ E,i") t}
i<j kK

=Y " sPO(t) + ) sPi (). (5.1)

1<j

SP(t) =

En la referencia [46], se muestra que para cada secuencia,

| A2,
SPO (1) = 20V (1), (52)
Wi

2 2
donde x = wY)t/Q y Yy = exp [_411 (wgl ) ] exp [— (t%) ], con O3(z,y) =1+
¢ D

2 Zyp2 cos(2pzx), la funcién theta de Jacobi. Los pardmetros que considera son:
p=1

a) La frecuencia wY) = EY EY

wmaz+1 — Prmas €8 1a diferencia entre energias cercanas

de la i-ésima secuencia a la energia promedio F; (E,(;?)mm <E; < E,(;TZM +1); b) la

1+E,§f,2m_1)/2—E,§f,2m; y ¢) el tiempo de decaimiento

. (9

de cada secuencia aislada t% = L(?)' .
62 o;

anarmonicidad eg) = (E,Sv)wx i

En la misma referencia, se muestra que la interferencia entre el término de la
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secuencia ¢-ésima y la j-ésima es,

SP?J) (t) _ ZAZ'AJ‘\/ 27T0i0j Z ox |:_ (pwij + (SE;J + ZZZ — Ej)Q
Wij Ui2 +O'j2 pEZ 2(0—1 +Uj)
iipt)’
X exp [—@] cos[(0E;; + pwij)t], (5.3)
2\e(i)|aio" (2) (4) 't i
donde o;; = wJ\Q/TT;JZ’ 0E; = (B — E;”) es la energia promedio entre las

secuencias de energia ¢y j, y w;; = E,g? 1 IE:? es la diferencia de energia entre los

. . .. I . .
eigenvalores de la secuencia i-ésima que son cercano a el valor EZ-(j) que maximiza

N (i 502+ ;02
el producto de las Gaussianas g,ﬂf) g,(f ). Esta valor estd dado por EZ(JI) = %
it

y satisface E,i? < Eff ) < E,gzj) -

67



5.2. SOLUCION ANALITICA EN REGIMEN RECULAR

68



Capitulo 6

Exponente de Lyapunov Cuantico

“Si alquien no queda confundido por la fisica cudntica, es que no la ha entendido bien.”
-Niels Bohr-.

Las formas en que se manifiesta el caos cuantico se pueden analizar desde
la perspectiva de la estadistica de niveles, la forma en que deslocalizan estados
coherentes, 6 en la propia evolucién temporal de estados coherentes autocorrela-
cionados, como se han presentado en esta tesis. En este capitulo se desarrolla una
forma que cuantifica el crecimiento de una cantidad A, que es definida en forma
analoga al exponente de Lyapunov, ademéas es una cantidad que no involucra la
necesidad de tener en su definicion algin tipo de caracteristica clésica, como lo
han sido los estados coherentes, en este sentido se puede decir que A es un parame-
tro de origen cuantico en forma pura y que serd nombrado como el Exponente de
Lyapunov Cuantico.

6.1. MOTOC y Caos

Como se ha mencionado en la seccién 1.2.6, el MOTOC es una cantidad que
se define con el conmutador de dos operadores Hermitianos ¢ y p, por lo que para
facilitar el calculo de ¢, (t) en el modelo de Dicke, de la expresién (2.2) una forma
alternativa de expresar Hp, es utilizar las cuadraturas de los operadores del campo
de bosones o o
G+ip oy _ 4=

V2 V2
donde ¢ y p, satisfacen la relacién de conmutacién [, p] = i. Al sustituir (6.1) en
(2.2), el Hamiltoniano del modelo de Dicke se lee como,

(6.1)

a =

%(J++J_)cj— = (6.2)
Como se vera a continuacion, al expresar el Hamiltoniano de Dicke como funcién
de las observables ¢(t) y p(0), Hp tiene la forma H = p*/2 + V(q), lo cual sim-
plificard el célculo del MOTOC, debido al conmutador [H,§] = —iwp, con esta
simplificacion los elementos de matriz de p y ¢ en términos de la base de autoes-
tados estan relacionados por wpy = iwkqr, donde wy = Ey — E;. Sustituyendo
en los elementos de matriz de (1.32),

W, . ~
HD = §(p2+q2)+wojz+
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Evolucién de ¢,(t) en escala logaritmica para un eingenestado con
E,/j = —1.1 (n = 1625). El recuadro muestra la misma cantidad en escala semi-
logaritmica para cy(t). Las lineas segmentadas indican la regresién lineal In(c,(t)) =
0.130981 + 2At, con t € (m,t*) y A = 0.13957. Las lineas punteadas rojas representan
las fluctuaciones con ¢ £ o,,. (b) ¢n(t) para valores diferentes de j y estados excitados
con energia escalada similar a €/wg ~ —1.1.

1 , .
bu(t) = o Z kit (Wit — wype' ). (6.3)
P

Para calcular el MOTOC, se requiere conocer los eigenvalores del Hamiltoniano
de Dicke y evaluar numéricamente los elementos de matriz g, = (V,|¢|V;) en la
base de autoestados de energia. Para ello al emplear la base | N, m), mostrada en
la seccion 2.3.1, los autoestados de energia son expresados como:

T,) =D af, [N, m),
N.m

donde los a%l)m son evaluados numéricamente. En el Apéndice A.4, se muestran

los elementos de matriz ¢, que pueden ser expresados como,

qrl = Z ( VN + 1a*N(,]jv)1a§\lf)+1,m + \/Na*N(?Lag\lf)*lym —2 Gma%%ag{’”) (6.4)

Nym

donde G = %

En la siguiente seccién se presentan los resultados numéricos para el MOTOC
[47] usando las ecuaciones (1.30), (6.3) y (6.4).

6.1.1. Dinamica regular a bajas energias

Al considerar el MOTOC para el estado base. La dinamica regular domina
completamente, y es reflejada ya que no hay ningiin crecimiento exponencial de
¢n(t) como puede apreciarse en la Fig. 6.2 y el comportamiento oscilatorio continua
en el tiempo, ademas de que es independiente del valor de j.

70



CAPITULO 6. EXPONENTE DE LYAPUNOV CUANTICO

Figura 6.2: ¢,(t) para diferentes valores de j para el estado base en escala lo-
garitmica. El recuadro muestra el comportamiento oscilatorio del MOTOC en un
intervalo corto de tiempo en escala lineal.

6.2. Caos duro

Para estudiar el comportamiento del MOTOC y correlacionarlos con el caos
en el modelo clasico, se selecciond w = wy = 1, v = 27, y se consider6 un ntmero
relativamente grande para la variable de pseudoespin j = 100 que corresponde
a N = 200 atomos de dos niveles. Para este conjunto de parametros la Fig.
3.15 (c,d) muestra que el comportamiento regular domina sobre la dindmica para
excitaciones a bajas energias, desde el estado de minima energia ¢ = —2.125 a
energias cercanas de € &~ —1.6, y desde € ~ 1.6 hasta ¢ ~ —1.2 la regularidad y
caos coexiste en las trayectorias, mientras para energias mayores a € > —1.2 el caos
cubre la mayoria del espacio fase accesible. En la siguiente subseccion se consideran
estados propios del Hamiltoniano para tres intervalos de energias los cuales son:
E./j ~ {ey, —1.4, —1.1}. Como un ejemplo de un eigenestado del Hamiltoniano
a una region en la zona cadtica ergddica clésica donde las trayectorias cubren
el espacio fase accesible, el estado n = 1625 cuya energia es €,-1625/w ~ —1.1.
El MOTOC como una funcién del tiempo es mostrada en Fig. 6.1(a) en escala
logaritmica y semilogaritmica.

De la Fig. 6.1 se puede apreciar el MOTOC para este estado presenta tres
diferentes regimenes temporales: 1) Desde ¢t = 0 hasta t ~ 7 el MOTOC es muy
bien descrito por ¢ (t) ~ | cos(t)]?, 2) desde 7 = t hasta un valor de saturacién
a el tiempo t*, el MOTOC tiene un crecimiento exponencial cimid) (t) ~ e* y 3)
para t > t* el MOTOC fluctia alrededor del valor asintético ¢;° el cual esta dado
por

1
o 2 2/ 2 2
€ =5 E Grk (sz + Wnk) .
kel

El crecimiento exponencial del MOTOC en el intervalo temporal [m,t*] es
caracterizado por el exponente A = 0.13957, el cual es semejante al valor del
exponente de Lyapunov cldsico (A &~ 0.12) para esta energia, un resultado que
concuerda en el limite clasico de el MOTOC.

El tiempo de saturacién t* puede ser estimado encontrando numéricamente el
tiempo cuando por primera vez el tiempo del MOTOC coincide con

c(t') =2 —op,

donde o, es la desviacién estandar de las fluctuaciones del MOTOC ¢(t) a tiempos
largos para el estado propio |V,,).
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Nosotros hemos confirmado que un comportamiento similar es obtenido para
el MOTOC calculado por ¢,(t) = —(W,|[G(t),§(0))° |¥,) donde el conmutador
[q(t), p(0)] es substituido por [¢(t), ¢(0)], la tinica diferencia es que a tiempos cortos
el comportamiento es descrito por ¢ (t) ~ | sin(t)|? en lugar del coseno cuadrado.

Como el nimero de atomos se incrementa cuando se acerca al limite clésico,
en la Fig.6.1 (b) se muestra la dependencia del MOTOC sobre el valor de j para
autoestados del Hamiltoniano con energia muy cercana a ¢ = —1.1. Mientras que
a tiempos cortos las oscilaciones son iguales para todo valor de j, a tiempos lar-
gos el valor de la saturaciéon ¢> incrementa conforme j incrementa. Para tiempos
intermedios el crecimiento exponencial es observado en forma similar, estos cre-
cimientos son caracterizados por el mismo exponente A. Sin embargo, el valor de
saturacion si depende del valor de j, el tiempo de saturacién ¢* incrementa como
funcion de j.
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Conclusiones

La teoria del caos ha sido un area de investigaciéon que ha pasado por manos
de grandes cientificos a través de la historia y en especial por el auge que se ori-
gind en los anos 70’s con el denominado efecto mariposa. En la bisqueda de la
comprensiéon de la complejidad en los sistemas no lineales una gran variedad de
modelos en la literatura han sido investigados. Por otro lado, de la teoria cuantica,
en épocas de disturbios y momentos de tension en la humanidad, muchas pregun-
tas se formularon en la bisqueda de solucionar procesos de estabilidad en materia
nuclear, estructura atémica, etc.

En este punto la complejidad de los calculos hizo que muchas de las mentes de
la época formularan modelos accesibles ante los recursos analiticos y computacio-
nales con los que se disponian, creando sistemas emulados con simetrias especi-
ficas, o modelos con pocos grados de libertad. En ciertos limites una definicién
comun para el caos cuantico fue la de enunciar un sistema cuanticamente cadtico
si su correspondiente sistema clasico lo era, sin embargo, no todos los modelos
cuanticos tienen un analogo clasico, como lo son los modelos de espines. Forzan-
do a crear analisis estadisticos basados en el estudio del espectro que reflejara la
complejidad asociada a lo que bajo ciertas hipotesis seria llamado un ensamble
caotico o regular para zonas del espectro.

Los céalculos asociados a este tipo de andlisis cuanticos, son costosos compu-
tacionalmente y pese a tener una teoria amplia en este sentido, pocos resultados
contundentes fueron mostrados para algunos modelos. En este sentido el modelo
de Dicke es un Hamiltoniano que tiene caracteristicas que lo hacen muy amigable
por la versatilidad tedrica en el estudio de la éptica cuantica, de los circuitos siper
conductores, condensados de Bose etc, técnicamente es un modelo sencillo pero
muy rico por la informacién que ofrece en su resolucién. La presente tesis muestra
un analisis detallado de aspectos que relacionan la teoria caotica cuantica con el
marco clasico, en la que se expone la cuantificacién de observables que exhiben di-
cha relacién desde diversas perspectivas. Las herramientas principales empleadas
fueron mapas de caos y regularidad dados por el exponente de Lyapunov clasico,
asi como la creacion de estados coherentes que fungieron como un puente entre el
mundo clasico y el cuantico.

Estos resultados se vieron favorecidos por el acceso a una capacidad compu-
tacional amplia y a una forma eficiente en la diagonalizacion del sistema. Con los
recursos tecnolégicos de supercomputo y codigos implementados en el desarrollo
de esta investigacion, muchos aspectos relacionados con la localizacién de esta-
dos coherentes (PR), la evolucién temporal del sistema, y medidas de correlacién
como la probabilidad de supervivencia (SP) y el correlador ordenado fuera de
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tiempo (OTOC), tuvieron acceso con resultados publicados en revistas especiali-
zadas, contribuyendo de manera significativa en el crecimiento de la comprension
y conocimiento del caos cuantico.

Algunos de los resultados presentados que en lo personal considero mas signifi-
cativos son el hecho de que el caos cuantico no se relaciona con las transiciones de
fase y que mas bien es un fenémeno emergente de los parametros seleccionados en
el modelo, considero que es importante resaltar que en la perspectiva cuantica el
puente clasico-cuantico se ve favorecido al aumentar la dimension de la cantidad
de estados que participan en los analisis de localizacion. Con el reciente calculo del
OTOC un atributo es el de poder caracterizar un eigenestado del Hamiltoniano
con un exponente de Lyapunov cuantico, lo cual me parece primordial en el desa-
rrollo de lo que se conoce como caos cuantico, pues es una propiedad del estado
cuantico y no de un ensamble estadistico como histéricamente se ha trabajado en
otros modelos. De este modo una definiciéon que caracteriza el caos cuantico puede
distinguirse mediante el exponente de Lyapunov cuantico y crear una analogia al
Lyapunov clasico.

Asi, en la perspectiva clasica, un punto del espacio fase es cadticosi A > 0y en
la imagen cuantica, un eigenestado del espectro de energia es cadtico si A > 0. En
este contexto la caracterizacion de caoticidad se hace particular no a un ensamble
de estados que constituyen a un estado coherente o un estado térmico, sino a
un estado propio del Hamiltoniano, con esto se espera que la definicion de caos
cuantico sea mas contundente y precisa a la que se tiene en la actualidad.
Finalmente deseo que la investigacién expuesta en esta tesis para el modelo de
interaccién atomo-campo, sea 1til, practica y clara. Ademas que motive a quienes
lean este trabajo en el desarrollo de la teoria cadtica en las perspectivas clasicas y
cuanticas, que nutra a cientificos que tengan el interés por el conocimiento de esta
fenomenologia presente en muchos modelos, y que de lugar a la explicacion del
Jpor qué?, en posibles mediciones experimentales que involucren estos resultados.
Y que de la mente entre mares de complejas ideas, surjan nuevas definiciones,
técnicas 6 métodos, por el gusto propio de hacerlo en la diversion y emocion que
implica desarrollar esta area de investigacion.
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Apéndice A

Evaluaciones numéricas y
analiticas

A.1. Computo y super-computo

Los procesos de célculo que se han realizado en los trabajos publicados asi co-
mo los mismo en esta tesis, han sido hechos usando herramientas computacionales
en supercomputadoras o clusters institucionales asi como en mi computadora per-
sonal en la cual he mezclado lenguajes de programacion como Python, Julia para
realizar calculos numéricos y Mathematica para implementar calculos simbdlicos.
Estas operaciones se han paralelizado para aprovechar de manera total la capaci-
dad de computo a la que se tiene acceso empleando todos los Kernels que tiene el
PC, con un procesador: Intel(R) Core(TM) i7-4510 CPU @ 2.00Ghz y con 8 Gb
de memoria RAM; y el cluster MARIANA con un procesador: Intel(R) Xeon(R)
CPU E5-2687TW v2 @ 3.40GHz con 128Gb de memoria RAM asi como el cluster
TLAPOA! . El proceso de paralelizar es muy importante para ahorrar el tiempo
de computo que se utiliza en los calculos.

A.2. Frecuencias en el estado base

A bajas energias, el espectro de potencias tiene solo dos frecuencias fundamen-
tales y estas pueden ser obtenidas en términos de expresiones analiticas.
Cuando el factor de acoplamiento tiende a ser cero el sistema puede considerarse
como dos osciladores desacoplados, esta propiedad hace que se tengan dos fre-
cuencias asociadas a cada modo en la fase normal [1].
Estas frecuencias son calculadas cuando consideramos el tercer término a érden
lineal de la ecuacién 3.1,

_ W2, p2y Y

las frecuencias fundamentales son,

(¢* +p?) + 279 Q — wo. (A1)

fe= \/% <w2 +uwg £ \/(W2 — W)’ + 167200@0), (A.2)

1Pa1‘a mas informacién respecto al cluster TLAPOA http://tecalli.nucleares.unam.mx/ganglia/?c=
Cluster%20tochtli64&m=load_one&r=hour&s=descending&hc=8&mc=2
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A.3. CONDICIONES INICIALES EN Jz

En la fase super radiante v > ~., es posible expresar la energia en términos de
los puntos criticos x. alrededor de la energia del estado base como se muestra a
continuacion,

hcl——wo—i‘—((Q Q) +P2)+

N | &

((q_QC)2+p2) +
(A.3)
+2’YQQ(1——((Q Q.)? +P2))-

usando la expresién A.3 se obtienen los modos normales y las frecuencias
respectivamente, las cuales son:

1
fL= \/ s (m;l Tyt (Wit — W) + 4%%%3) (A9

A.3. Condiciones iniciales en j.

A.3.1. Camino azul

Las férmulas para ir por arriba de las redes de Peres J, vs E/wyj, en el rango
de energia

(e e
son las siguientes
q(0) = —‘;—3 —2(1 + €f?) (A.5)
p(0) = (A6
9(0) = (A7
2
510 = - |1 E L e T (A8)

donde f = Ty para el rango de energia

1
- < ¢€/wp <1,

o
las condiciones iniciales ¢(0) = p(0) = ¢(0) =0y 7.(0) = €/wy.

A.3.2. Camino verde

En la zona media de la Red de Peres las condiciones iniciales dependen si el
punto estd en la fase normal o en la fase super-radiante de la siguiente manera.
Para la fase normal v < 7.,

4(0) = 2:‘)’0 Verl (A.9)
p(0) =0 (A.10)
6(0) = 0 (A11)
5.(0) = 1 (A.12)
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(a) j=10 (b) j=100

Figura A.1: elementos de matriz gj s determinado por la relacién (6.4) para v = 2.

y para la fase super radiante v > 7,

Q(O):%\/%(\/1—1-26]‘2—1—#—\/]‘4_1)

A.3.3. Camino rojo

Para el camino que va por la parte de abajo de la red de Peres, las condiciones
iniciales consideradas son las siguientes:

q(0) Z—%\/E-f-,]m-f- 14 2ef?+ f* (A.17)
p(0) =0 (A.18)
$(0) =0 (A.19)
j.(0) 1 (A.20)

Sl T Y

esta expresion es valida para € > €.

A.4. Elementos de matriz del operador ¢

Los elementos de matriz gxs = (V|G| Vs) par el calculo del OTOC para j = 10
y 7 = 100 con acoplamiento v = 27,, w = wy. Aqui los elementos de matriz son
muy cercanos a cero excepto los que se acercan a la banda de la diagonal. Esta
propiedad puede ser usada para disminuir el esfuerzo numérico en la evaluacién

del OTOC.
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Apéndice B

Propiedades y relaciones
matematicas

B.1. Superposicién de estados coherentes

La superposicion entre dos estados coherentes es,

D" Dy sif>a

/ (—
/ B (AT)" .
(' (B)Inf)) = (Bl—=-la) = {(1) Duwn sif<a
03 sif=a

donde,

min(n’,n)
D, - 6_92/2 Z vn'ln ((_1)kgn+n’—2k>
o — (n' — k)l(n — k)k!

con g = |a— f.
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Apéndice C

Cdbdigos en Wolfram
Mathematica

Los cédigos mostrados en este Apéndice estan escritos en el programa Wolfram
Mathematica [48] en las versiones 10 y 11.
Dichos cédigos estdan comentados y desarrollados para que el lector pueda tener un
seguimiento 6ptimo, en algunas lineas estan comandos que optimizan la velocidad
0 el proceso de dispersién de trabajo en los recursos del equipo, como lo es el
paralelizar tablas, sumas etc.

C.1. Dinamica clasica

33



In[1]:=

C.1. DINAMICA CLASICA

Print["DICKE-CLASICO"];

Print["Por: Jorge Chavez Carlos."];
Print["======s========================================""] ;
SetDirectory [NotebookDirectory[]];
Off[InterpolatingFunction: :dmval];
Off[InterpolatingFunction::dprec];

Off[FindRoot: :nlnum];

Off[FindRoot::lIstol];

Off[NDSolve::ndstf];

(kmmmmmm e Definimos los parametros y el tiempo limite.-————————————— *)
w=1.0; (xFrecuencia del los fotonesx)

wo = 1.0; (xFrecuencia del los atomosx)

e =-1.1; (xEnergia intensiva del sistemasx)
yc=<V(a)wo)/’2;(*Factor de acomplamiento criticox)

f=2; (xAcoplamientox)

¥ = Fyc; (xAcoplamiento respecto al criticox)

€0 :=-(1/2) ((yc/¥)?+ (¥/¥c)?); (+Energia minima del sistemax)

T =5000; (*Tiempo de integracién numéricox)

(Hmmmmmmmmm e HAMILTONIANO CLASICO. ———-ommmmmmmmem *)

Hlp_, 9_, P_, Q_1 := (w0/2) (Q®+P?) -wo+ (0/2) (q®+p?) +2¥qQ+/(1- ((Q*+P?) /4));
(*mmmmmm e e Ecuaciones de Hamilton ------—cmmmmmmmo *)

Fl{p_,a_,P_,Q_}] :=
{—6qH[p, g, P, Ql, 8pH[p, 9, P, Q1, -8oH[p, 4, P, Q1, dpH[pP, g, P, Q]}:
(hm—mmmmm e CONDICIONES INICIALES —--cmmmm e *)
(xCondicion dada en variables (p,q,jz,¢)*)
o1 =0; pi =0.0; jzi = -0.6;
(xCambio de variable a (p,q,P,Q)«)
Pi = -4/ (2 (1+jzi)) Sin[¢i];
Qi =4/ (2 (L+jzi)) Cos[¢i];
gsl = Solve[H[pi, X, Pi, Qi] == €, X];
qi =X /. Qgs1l[[2]]; (xEleccidn para q.*)
Print["La condicion inicial: Xg= [p, Q.> Jz- ¢1(0) = (",
pi, "L gi, Tz, e, )
(************************* Superficie € **************************)
Print["Tiene E = H(Xy) = ",

Hipi, qi, Pi, Qi], " wg, con acoplamiento ¥y = ", F, "yc-"1;
IF[f> 1,
Print["Energia minima: €y = ", €0, " wy-"1;,
Print["Energia minima: ey = ", e0=-1, " wy-"1;1;

figC = ContourPlot[H[O, q, O, Q] == €, {Q, -10, 10}, {qg, -10, 10},

PlotPoints -» 100, ContourStyle -» {Red, Thick} ];

},2

jz- (1-3z%) (1-Sin[¢]1%);

2 yc?
Jzix_, y_1=(X®+y?) /2-1;
¢[X_, y_1 =ArcTan[y/X];
figCP = ContourPlot[U[X, Y] =€, {Y, -7, 7}, {X, -1, 1}, RotateLabel » False,

Uliz_, ¢_1
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2 Dicke_Clasico.nb

ContourStyle -» {Red, Thick}, LabelStyle - Directive[15], ImageSize - 500] ;
Print["----——— "1;

(k=mmm e Sistema de Ecuaciones Diferenciales -—————————— *)
(¥*Usando las variables: x(t)= (p(t),q(t),P(t),Q(t))=*)
(*X1=p, Xp=(, X3=P, X4=Q%)
xt = Table[D[x«[t], {t, 1}] == F[{Xy[t], x2[t], X3[t],
Xa[€1}1[[K1T, {k, 1, 4}1;
(»Introduzco condiciones iniciales: x(0)x)
X0 = {X1[0] = pi, X[0] = qi, X3[0] = Pi, x4[0] = Qi};
(Fem e e e e ceeecaaann Método Variacional .......... ... ......... *)
Print["ResoIviendo las ecuaciones variacionales:
[X,Y] = [F(X), A.Y(X)], con [x(0),Y(0)] = [Xo, 11,
con R-K orden 8, ... "];
(x*Matriz Jacobianax)
J[f_List, v_List] := Outer[D, f, v];
A = J[F[{X1[t], X2[t], X3[t], Xa[t]}], {Xa[t], X2[t], X3[t]l, Xa[t]}];
(xMatriz del Método Variacional de 4x4x)
Y = Table[{Xk[t], Xi,1[t], Xk.2[t], Xi,3[t1}, {K, 5, 20, 4}1;
(xDerivada de la Matriz Variacionalx)
DY = Flatten[A.Y];
(» Ecuaciones Diferenciales para la Matriz Variacional x)
Yt = Table[D[x«[t], {t, 1}] == DY[[k - 411, {k, 5, 20}];
(xLa condicion inicial de la matriz variacional es la identidadx)
YO = Table[xx[0] == If[Mod[k, 5] == 0, 1, 0], {k, 5, 20}1;
(*Resolviendo: (X,Y):(F(x), A.Y) x(0)=xq, Y(0)=1, con R-K orden 8x)
sol = NDSolve[Join[xt, x0O, Yt, YO], Table[xk[t], {k, 1, 20}],
{t, 0, T}, MaxSteps -> 1076, Method -> {"ExplicitRungeKutta",
"DifferenceOrder"™ -> 8}, StepMonitor :> Sow[Xx], AccuracyGoal -> 20];
Print["Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto."];
(*Tiempo numérico aceptable con error minimosx)
error = 10"-5;
Do[If[Evaluate[error > Abs[e -
HIXi[t], X2[t], X3[t], X4[E]]] /- sol[[1l]]1],
tmax = t], {t, 0, T, 1}1;

Print["La solucién numérica aceptable hasta t = ", tmax, ",
con un error de: 10n", LoglO[error], " de tolerancia."];
T = tmax;

(*»Trayectoria en las variables (q,Q)*)
figgQ = ParametricPlot[Evaluate[{x4[t], X;[€]} /- sol], {t, O, tmax/ 10},
RotatelLabel - False, ImageSize -» 500, PlotPoints -» 1000, PlotStyle » Black ,
Axes - False, Frame -» True, PlotRange -» Automatic,
FrameLabel -» {Style["Q", 20], Style["q", 201},
LabelStyle » {Directive[15], Black}, AspectRatio -» 1];
(x*Expresando la matriz variacional como funcion del tiempox)
YT =
Table[{Xk[t], X1 [T] 5 Xka2 [T], Xo3[t1}, {K, 5, 20, 4}] /-sol[[1]] /.-t -»T;
Print["----—-— e "1
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(******************************* SALI *****************************)

R1={1, 0, 0, 0};

R2 = {0, 1,0, 0};

(xks=Length[Dat]-1;*)

6rl =YT.R1/Norm[YT.R1];

6r2 =YT.R2 /Norm[YT.R2];

SI11 = Norm[&6r2 - 6rl];

SI12 = Norm[&6r2 + 6rl];

Print["El método SALI calcula que xp: "1;

If[Min[SI1, SI2] <10~-10,sl =1;, sl =0;];

If[Min[SI1, SI2] < 107-10, Print["Es CAOTICA"], Print["Es REGULAR"]];

Priint [ "1;

(e*xrxrkxskxkrtrrrrxrx EXPONENTE DE LYAPUNOV #x%kskkdkdkdkdknkskns)

(»* ks Variaciones Centradas en la Xy de tamafio 6x=10"-6

en la superficie de Energiax)

ks = 10000;

(xVariaciones Centradas en la Xxg*)

pii = RandomReal [NormalDistribution[pi, 10"-6], ks];

Pii = RandomReal [NormalDistribution[Pi, 10~-6], ks];

Qii = RandomReal [NormalDistribution[Qi, 10"-6], ks];

Table[{gs2[k] = Solve[H[pii[[k]], X, Pii[[K]], Qii[[K]]] =€, X],
qiiil[k] =x/.qgs2[KI[[1]], qiii2[k] =X /. gs2[K][[2]]}, {k, 1, kS}];

IT[Norm[qi -qiiil[1]] <0.001, qiii := qiiil, qiii := qiii2];

Table[

RIK] = {pii[[k]], qiii[k], Pii[[k]], @ii[[k]]}- {pi, qi, Pi, i}, {k, 1, ks}];

ACE = Table[Log[Norm[YT.R[k]] /Norm[R[k]]11/T, {k, 1, ks}];

A = N[Chop[Mean[ACE]]];

Print["Exponente de Lyapunov: X = ", A];

Print["Tiempo de Lyapunov: z, = ", 1/2];

(x#xwrnrnrsksknknkss SECCION DE POINCARE #ksssdsdknknkksksn®)
Print["Seccion de Poincaré en proceso..."];
(» Ahora se encuentran los tiempos en el que p(t)=0 x)
6t = 0.05; (xIntervalos de tiempo de cortex)
pss = Table[{t, x;[t]} /-sol[[1]] /-t—>1, {i,0,T, 6t}]1;
PO = {};
Do[If[pss[[k, 211 pss[[k+1, 2]] <0, AppendTo[pO, (k+ .5) 6t]],
{k, 1, Length[pss] - 1}1;
pa = Table[FindRoot [Evaluate[x,[t] /- sol] == 0,
{t, pO[[K11}]1, {k, 1, Length[p0]}]; tes =1t /. pa;
(*xTabular los cortes de la seccién de Poincaré p=0x)
poinct = {};
Do[te = tes[[k]];
AppendTo [poinct, Evaluate [ {Mod [ArcTan[x4[t] / X3[t]], -7, =] -7/ 2,
(Xs[t1? +x4[t]%) /2 -1} /. sol[[1]] /. t>te]], {k, 1, Length[tes]}];
figP =
ListPlot[poinct, PlotStyle -» Black, FrameLabel -» {Style[" ¢ ", 30, Black],
Style["]j.", 30, Black]}, PlotRange » {Automatic, Automatic},
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ImageSize - 500,

Frame - True, LabelStyle » {Directive[15], Black},

Ticks » True, RotatelLabel -» False, AspectRatio » 1];
Print["La seccidn de Poincaré se ha realizado."];
Print["Ya se ha terminado el calculo !11"];

(**kxkrnkrskknkxkkrxx ESPECTRO DE POTENCIAS sk xkkrkdkkdkhdkkhkkhk)

(xEspectro sobre la variable q(t) =)

dt = 0.05; (xPaso de tiempo para la Transformada de Fouriersx)

TF = tmax;

qt = Table[x,[t] /- sol[[1]] /- t> Kk, {k, O, TF, dt}];

Fqt = Abs[Fourier[qt]][[1;; -11]1;

1 = Length[Fqt];

lim = Max[Fqt[[Round[l /2] ;; -1111;

freq = {};

figPS = ListPlot[Table[{i «2Pi/ (1 dt), Fqt[[i]]/ Nim}, {i, 2, Round[l/2]}],
PlotRange » {{0, 5}, All}, PlotStyle -» Black, Joined » True, Frame - True,
FrameLabel -» {Style[" o ", 301, Style[" |¥q| ", 30]},
LabelStyle » {Directive[15], Black}, RotateLabel -» False, ImageSize -» 500] ;

Do[IFf[Fqt[[i]] = 0.6 lim, AppendTo[freq, i -1]]1, {i, Round[l /2], 1}];

wss = I - freq;

ws =N[wss*2Pi/ (1dt)];

Print["Las frecuencias fundamentales son: ", ws];

tCPU = %[[1]1];
Print["El tiempo de computo fue de ", tCPU /60, " minutos."];

(*#xnxnrnrnknksx GRAFICAS wxsnsksknkksns)

Print["ORBITA:"];

Show[figqQ, figC]

Print["SECCION DE POINCARE:"];

Show [FigP, FigCP]

Print["ESPECTRO DE FRECUENCIAS:™];

Show [FigPS]

Print["----— e "1;

DICKE-CLASICO

Por: Jorge Chavez Carlos.

La condicion inicial: Xo= [p, 9., Jz, ¢#](0) = (0.,-0.351-0.6,0)
Tiene E = H(Xg) = -1.1 wp, con acoplamiento y = 2y .
Energia minima: €9 = -2.125 wp -
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Dicke_Clasico.nb | 5

Resolviendo las ecuaciones variacionales:
[X,Y] = [F(X), A.Y(X)], con [x(0),Y(0)] = [Xo, 1],
con R-K orden 8,

Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto.

La solucidén numérica aceptable hasta t = 5000,
con un error de: 10”"-5 de tolerancia.

El método SALI calcula que Xp:

Es CAOTICA

Exponente de Lyapunov: x = 0.0964271

Tiempo de Lyapunov: t; = 10.3705

Secciodn de Poincaré en proceso...
La seccién de Poincaré se ha realizado.

Ya se ha terminado el calculo !!!

Las frecuencias fundamentales son: {0.898487, 0.892203, 0.88969, 0.887177, 0.880894}

ORBITA:
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6 Dicke_Clasico.nb
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Out[32]=
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Dicke_Clasico.nb 7

0.4

0.2

0.0

. -0.2
Jz

-04

Out[34]

-0.6
-0.8

-1.0
-0.5 0.0 0.5

ESPECTRO DE FRECUENCIAS:

1.0

0.8

0.6
|F

Out[36]= 04

0.2

90



APENDICE C. CODIGOS EN WOLFRAM MATHEMATICA

C.2. Hamiltoniano cuantico

El propésito de este codigo es el de implementar la diagonalizaciéon del Ha-
miltoniano de Dicke usando la base coherente eficiente (ver seccién 2.3.1), para
valores fijos de w, wp, 7,7 y de un truncamiento apropiado para el sector corres-
pondiente a los fotones nmax. Una vez construido el operador Hp se diagonaliza y
para obtener los estados propios del Hamiltoniano asi como el espectro de energia,
tal que Hp|E;) = E;|E;). La informacién obtenida es guardada en un archivo, el
cual da informacion sobre los pardametros que se usaron asi como la informacién
de E;y |E;), a modo de ejemplo, el archivo:

E_f2.j.50.nmax_-100.d_-10201_-dc_-3346

indica que v = 2v., 7 = 50, nmax = 100, con una cantidad total de estados de
10201 de los cuales solo estan guardados los primeros 3346 convergidos con cierta
precision numérica. Asi las energias del sistema y los estados propios del Hamil-
toniano pueden ser operables para los diversos fines al importar dicho archivo de
la siguiente manera:

dat = ReadList[” E_f_.2_j 50_nmax_100.d_10201_-dc_3346 " ][[1]];
= Ordering [dat [[1]]];

ener = dat [[1]][[or]];

evec = dat [[2]][[or]];

de este modo E; = ener[[i]] y |E;) = evec[[i]].
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InfL:= Print[":::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::"] ;

Print["DICKE—CUANTICO"];

Print["Por: Jorge Chavez Carlos."];
Print["==============================================="] ;
SetDirectory[NotebookDirectory[]];

Off[Get: :noopen];

(*=mmmmmmmm e Definimos los parametros -----—————————- *)
J = 30; (x*NUmero de atomos N=2j=x)

nmax = 70; (*Truncamientox)

w = 1.0; (*Frecuencia del los fotonesx)

wo = 1.0; (xFrecuencia del los atomosx)

YC = W wo//2; (xFactor de acomplamiento criticox)
f

2.0; (*xAcoplamientox)

¥y = T yc; (xAcoplamiento respecto al criticox)
-en/lv 2i);
e Sistema cuantico -----———————- *)

Print["EI sistema cuantico:

Ho = waa' + wodz + (¥y/ 2 ) (J.+J.) (a+a'),

con w= ",w,’, wo= ' ,wO0,

(» NOMBRE DEL ARCHIVO CODIFICADO =)

nom = ToString[f] <> "_j_" <> ToString[J] <> "_nmax_" <>
ToString[nmax] ;

(» Tndice =)

infn_, m_] z=n (2 jJ + 1) +m+ j + 1;

(» Cantidad de estados en el espacio de Hilbert x)

Ip = {};:

Do[Do[AppendTo[lp, {m, n}I,{m, -j, §}1,{n, O, nmax}];

1 = Length[lIp];

Print["Tiene ", 1, " estados en el espacio de Hilbert"];

, ¥y=".F," ¥y, J= ".4, " y truncamiento v= ",nmax];

AbsoluteTiming[
Print["Construccién de Hp en la BCE,
en proceso..."];
(* Construccion de H )
fu[nl_Integer,
n2_Integer] = (EXp[(-(G"2)/2)]) Sqrt[(nl ! n2 1)] Sum[
1/((nl - r) ' (N2 -r) ' r )y ((-1H)~) GMMN2 +nl - 2r), {r, O,
Min[nl, n2]}1;
fuv = ParallelTable[fu[nu, nd], {nu, 0, nmax}, {nd, 0, nmax}];
Fuf[np_Integer, mp_Integer, n_Integer, m_Integer] :=
If[m + 1 ==
mp, -(wo/2) SArt[j (J + 1) - ((M) (M + 1))I*((-1)"n )=*
fuv[[np + 1, n + 111,
If(m - 1 ==
mp, -(wo/2) Sqrt[j (J + 1) - ((m) (M - 1))1*((-1)"np )=
fuv[[np + 1, n + 111, 0.]11;
(» Aqui se ven los elementos son distintos de cero para J+ + J-. %)
infm = {};
Do[
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indexa = {};
Do[mv = {};
Iffmm - 1 >= -j, AppendTo[mv, mm - 1]1];
If[fmm + 1 <= j, AppendTo[mv, mm + 1]];
AppendTo[indexa, Table[in[kn, km], {km, mv}]],
{kn, 0, nmax}];
index = Flatten[indexa];
AppendTo[infm, index], {mm, -j, j, 1}1;
(» Aqui se ven los elementos son distintos de cero para (a+a)Jz =)
infn = {};
Do[indez = {};
IfF[Ip[[k, 2]] + 1 <= nmax && Ip[[k, 1]] !'= O,
AppendTo[indez, in[Ip[[k, 2]] + 1, Ip[[k, 111111;
AppendTo[infn, indez], {k, 1, 1}];
(» Empieza la construcciéon de las reglas x)
rulesf = Flatten]|
ParallelTable[{kd, ku} ->
Fuf[lp[[kd, 211, Ip[{kd, 111, @pllku, 211, Wp[lku, 1111, {kd, 1,
1}, {ku, Select[infm[[lp[[kd, 1]] + J + 111, # > kd &1}11:
rulesfn =
Flatten[ParallelTable[{kd, ku} ->
Sqrt[lp[[kd, 211 + 1] Mp[[kd, 111, {kd, 1, 1}, {ku, infn[[kd]1]}11;
(» Empieza la construccién del Hamiltonianox)
m2ad = SparseArray[rulesf, {1, 1}1;
m2bd = Transpose[m2ad] ;
HND = m2ad + m2bd;
(* Aqui se construye la matriz diagonal =)
HD = DiagonalMatrix[
Table[w (Ip[[k, 2]1 - (G"2) (Ip[[k, 11172)), {k, 1, 1}1];
(* Aqui se construye finalmente la matriz Hpx)
Ham = HD +
HND + (20 j ldentityMatrix[l]); (* Aqui, cambié el nombre x)
Print["Operador Hp construido.'];
(* Aqui se lleva a cabo la diagonalizacién x)
Print["Diagonalizando H|E;)=E;|Ej), ---"1;
as = Eigensystem[Ham];
(» Aqui = 20j y se colocan los E;j y Ej;) en orden x)
or = Ordering[as[[1]11];
ener = as[[1]][[or]] - 20 j;
evec = as[[2]]1[[or]];
Print["Se han calculado E; y |E;) exitosamente!'];
(* Aqui vemos el numero de estados convergidos x)
DP[II_] :=
Sum[(evec[[i1]]1[[1]11)"2, {Ii,
nmax (2 jJ + 1) + 1, (nmax + 1) (2 j + 1)}1;
(*Error de precisionx)
error = 10"-3;
Clear[lc];
Ic = 1;
While[LoglO[DP[Ic]] <= LoglO[error], Ic++];
Print["Hay ", Ic,
" estados convergidos con precisiéon de 10™*, LoglO[error],™."1;
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Print["Exportando E; y |E;) en el archivo nombrado:"];

Print[“E_T_" <> ToString[nom] <> *"_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>
ToString[lc]];

{ener[[1;;Ic]],evec[[1;;1c]]}>>>ham;

RenameFile["ham",

“"E_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>
ToString[lIc]]:1;

tCPU=%[[1]];

mRAM=N[10™-6MemorylInUse[]/8];

Print["Memoria RAM usada: "',mRAM, "™ MB."];

Print["El tiempo de computo fue de ",tCPU/60, " minutos."];+

Print[" - "1;

Exit[]

DICKE-CUANTICO

Por: Jorge Chavez Carlos.

El sistema cuantico:

Hp = waa' + wedz + (v/ 2j ) (J,+J.) (a+a'),

con w= 1., wo= 1., ¥= 2. ¥c, J= 30 y truncamiento v= 70
Tiene 4331 estados en el espacio de Hilbert

Construccioén de Hp en la BCE,
en proceso...

Operador Hp construido.

Diagonalizando H|E;)=E;|E;j),

Se han calculado E; y |E;j) exitosamente!

Hay 1600 estados convergidos con precision de 10M-3.
Exportando E;j y |E;j) en el archivo nombrado:

E_f 2._j_30_nmax_70_d_4331_dc_1600

Memoria RAM usada: 89.4835 MB.

El tiempo de computo fue de 1.9411797 minutos.

94

3



APENDICE C. CODIGOS EN WOLFRAM MATHEMATICA

C.3. Estado coherente

95



Inf1]:

C.3. ESTADO COHERENTE

Pr-int["=======:======================================="] ;
Print["DICKE-CUANTICO: ESTADO COHERENTE"];
Print["Por: Jorge Chavez Carlos."];

SetDirectory[NotebookDirectory[]];
AbsoluteTiming[

(kmm—mmmmmm e Importando E; y Ej) —-------ommmoon *)
datEner = ReadList["E_f_2._j_56_nmax_140_d_14241_dc_6500"][[1]]};
or = Ordering[datEner[[l]]]; (* Ordenando datos x)

ener = datEner[[1]][[or]]; (* E; =*)

evec = datEner[[2]][[or]]; (* E;) %)

(kmmmmmm e Definimos los parametros -----——————————- *)

j = 503 (xNumero de atomos N=2jx)

nmax = 140; (xTruncamientox)

lc = 6500;

w = 1.0; (*xFrecuencia del los fotonesx)

wo = 1.0; (xFrecuencia del los atomosx)

¥YC =  wwo //2; (xFactor de acomplamiento criticox)

f = 2.0; (xAcoplamientox)

Y
G

fyc; (xAcoplamiento respecto al criticox)

2w /(o 23);

(xParametros clasicosx)

e=-1.5; (xEnergia E/(w0j)*)

jz = -0.473;
¢ = 0.0;
[ Sistema cudntico --———-——————- *)

Print["Parémetros seleccionados:
w=",w, ", we= ", w0, ", y=", f, "y, 3= ", 3,
"y truncamiento v= ", nmax];
(» NOMBRE DEL ARCHIVO CODIFICADO =*)
nom = ToString[f] <> "_j_" <> ToString[j] <> "_nmax_" <>
ToString[nmax] ;
Print["ELl nimero de estados convergidos es: lc = ", 1lc];
Print["Energia estado base : eo = ", ener[[1]]/j," j"];
Print["Energia maxima convergida: epx = ", ener[[lc]] /3, " i"];
p = {};
Do|[
Do|[
AppendTo[lp, {m, n}],
{m’ -3, j}]’
{n, 0, nmax}];
1 = Length[lp];

Ener = e« (w0 j);
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Estado_Coherente.nb

Ecl = If[y >= yC,

N-((s03) /2) ((1/ (£22)) + £22)], -w03];
(hmmmmmmmmmmmmemee o HAMILTONIANO CLASICO. ———--mcmmmmmeem )
H[qv_, pv_, ¢v_,
jzv_] = wojzv + (w/2) (QVA2 + pvAr2) +
2y j 1- (jzv/j)*2 qv Cos[év];

(x Calculo de q(E,¢,jz) *)
sq = Solve[H[q, 0, ¢, jz| == Ener, q];
af[iz_, ¢_] = (a /. sq[[2, 1]11); (xEleccién para q,x)
af2[jz_, ¢_] = (q /. sq[[1, 1]]); (*Eleccién para q.*)
ai =af[iz, 6]/ 3
Print["Centro de |a z):

Xo= [Py Q5 Jz, 01 = (", 0,",", qi, ",", jZ/j, """ o, ")"];

S —— ESTADO COHERENTE az). ----------- *)

lc
Print["Construccién del estado |az)=2§ck|Ek) en proceso ..."];
k=1

(kmmmmmm o Estado coherente atémico: z). ——————————— *)
Br(iz_, ¢_] :=
If[jz == 0.0 & ¢ == 0.0,
0.0, -(jz/3)1/ (1 - sart[1 - (jz/j)"2] Cos[¢]) |;
Bi[jz_, ¢_] :=
If[jz == 0.0 && ¢ == 0.0,
0.0, -Sqrt[1 - (jz/j)*2] sin[é11/ (
1-Sqrt[1l - (jz/j)*2] Cosiel)];
B = ﬁr[jz, d’] + IB'i[jZ: d’];
(k=mmmm o - Estado coherente foténico: a). ——————————— *)
a = qf[jz, ¢] /Sqrt[2];
(*» EL valor de los estados coherentes x)
Print["a = ", a];
Print["z = ", B];
(* Funcidon de Husimi para base Coherente
SIN separar en paridad en sistema rotadox)
(*E1l estado coherente ax) es un estado coherente \
rotado z-xx)
Qd[N_, m_,
Z_, o] := (1/(Sqrt[N ] (1 + Abs[a]”2)"
j)) (Conjugate[z] + 2ym/ (wSqrt[23]))"
NExp[-(1/
2) (Abs[Z]"2 + (2ym/ (wSqrt|
23]))*2 + (4 Conjugate[
Z1ym/ (wSqrt[23])) )] sart|
Binomial[2], j + m]] «
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Estado_Coherente.nb

Iffa == 0 & m == -j, 1, Conjugate[a]”(j + m)];
(» Proyeccidn sobre la base coherente eficiente x)
QDp = ParallelTable|
Qd[lp[[ks 2]]a Ip[[k’ 1]]: a, /3], {k’ 1, 'LC}];
(*Coeficientes de exapancion ckx)
ck = ParallelTable[Chop[evec[[nes, 1 ;; 1c]].QDp], {nes, 1, lc}];
Qks = Abs|[ck]"2;
(**%*% FUNCION DE HUSIMI: Qy (at,z) ##%)
Qk = ParallelTable[{ener[[k]] /], Qks[[K]]}, {k, 1, lc}];
figQ = ListPlot[Qk, PlotRange -» All, RotateLabel - False,
ImageSize -» 500, PlotStyle » Black,
Axes - False, Frame -» True, Filling » Axis,
FrameLabel - {Style["Ex/j", 20], Style["|ck *", 20]},
LabelStyle » {Directive[15], Black}, AspectRatio » 1];

(*» Norma, IPR y PR %)
Norma = Total[Qks];
IPR = Total[kaAZ];
PR = 1/IPR;
Print["(az|az) = ", Norma];
Print["IPR = ", IPR];
Print["Pg = ", PR];
data = ParallelTable[{ener[[k]], ck[[k]]}, {k, 1, lc}];
Print["Exportando coeficientes cx en el archivo nombrado:"];
Print["Cks_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>
ToString[lc] <> "_e_" <> ToString[Chop[e]] <>
"_jz_" <> ToString[Chop[jz/j]] <>"_j.dat"];
Export["Cks_f_" <> ToString[nom] <> "_d_" <> ToString[l] <> "_dc_" <>
ToString[lc] <> "_e_" <> ToString[Chop[e]] <>
"_jz_" <> ToString[Chop[jz/j]] <>"_j.dat", data];];
tCPU = %[[1]1;

(*#xnxnnnrsknks GRAFICA skskdsdndnsnsn)

Print["FUNCION DE HUSIMI: Qu(a,z) = |(az|E) ? = |ck 2"];
Show|[figQ]

mRAM = N[10" -6 MemoryInUse[] / 8] ;

Print["Memoria RAM usada: ", mRAM, " MB."];

Print["ELl tiempo de computo fue de ", tCPU/60, " minutos."];

DICKE-CUANTICO: ESTADO COHERENTE
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4 | Estado_Coherente.nb

Por: Jorge Chavez Carlos.

Parametros seleccionados:
w= 1., we= 1., ¥= 2.¥c, Jj= 50 y truncamiento v= 140

E1l numero de estados convergidos es: lc = 6500
Energia estado base : e€p = -2.12526 j
Energia maxima convergida: €max = 0.5765 j

Centro de |a z):
Xe= [P, 9+» Jz, ¢®] = (0,-0.755997,-0.40.)

1lc
Construccién del estado \az):Zch\Ek> en proceso
k=1

a = -3.77999

z = 4.79129 +0. i

(az|laz) = 0.999997

IPR = 0.0121336

Pr = 82.4156

Exportando coeficientes ck en el archivo nombrado:

Cks_f_2._j _50_nmax_140_d_14241 dc_6500_e_-1.5_jz -0.4_j.dat
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Estado_Coherente.nb | 5

0.025} : 1
0.020f ]
0.015} 1
2 .
|Ck| ' '
Out[10]
0.010} e 1
0.005 1

0.000 | srvsee :. : T . ‘
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

E/lj

Memoria RAM usada: 286.275 MB.

El tiempo de computo fue de 5.33299 minutos.
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